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Abstract 

The dynamics of a classical mechanical system is given by the solutions of the Hamil
ton and Euler-Lagrange equations. A geometric description of these equations can 
be done by using the symplectic structures defined respectively on the cotangent 
and tangent bundles of the configuration space M. For the cotangent bundle T* M 
we use the canonical symplectic structure, and for the tangent bundle the sym
plectic structure defined by using the canonical almost tangent structure and the 
Lagrangian function. 

The purpose of this thesis is to extend this approach for the case of classical field 
theories. 

Todo this, we consider the concept k-symplectic structures, a geometrical struc
ture which arises by abstracting the geometrical ingredients of the cotangent bundle 
of k1-covelocities, (Ti)* M. By choosing a Hamiltonian function, we obtain the 
corresponding field equations in a Hamiltonian version. 

Alternatively, we use the almost k-tangent structures, defined by abstracting the 
geometry of the tangent bundle of k1-velocities Ti M, to obtain the field equations 
in a Lagrangian version. 

To illustrate both descriptions, we discuss sorne physical examples. For the 
case of the Hamilton equations, the electrostatic equations with a constant electric 
charge density are considered on the Euclidean space. In the Lagrangian formalism, 
we study two examples: an elastic one-dimensional string, and an oscillating gaz in 
the 3-dimensional space. 

The non-autonomous geometrical descriptions in classical mechanics are obtained 
by using the cosymplectic structures, whose geometrical model is R x T* M. 

The corresponding geometrical description in classical field theory is obtained 
by considering k-cosymplectic manifolds and stable almost k-tangent structures. A 
detailed geometric study of these structures has been done. 

We give several applications: the electrostatic equations in R 3 for the case of 
arbitrary metrics and electric charge density, scalar fields in the Minkowski space
time, and Maxwell equations of the electromagnetism. 



Abstract 

Fínally, we connect both geometrical descriptions with the so-called multisym
plectic formalism in jet bundles. 
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Introducción 

El Principio de Mínima Acción de Hamilton determina cuál es la trayectoria que, 
de entre todas las posibles, describe un sistema mecánico que se mueve entre dos 
puntos del espacio. 

Tal principio es un principio variacional. El problema principal del cálculo de 
variaciones es encontrar la función x = x(t), con la condición de. que la integral 

¡t2 

J = f(t, x(t), x'(t))dt, 
t¡ 

sea un extrema!, es decir, sea un valor máximo o un valor mínimo de J. 
En este problema se considera que f está dada y que los extremos de integración 

t1 y t2 están fijos. 
En tales condiciones hay que hacer variar la función x(t) hasta que J alcance un 

valor extremo. 
Si, por ejemplo, una función x = x(t) da a J un valor mínimo, toda función tan 

próxima a x(t) como se quiera, hará que J tome un valor mayor. 
La noción de función tan próxima a x(t) se interpreta del modo siguiente. Con

sideremos todas las posibles funciones y una representación paramétrica x = x(a, t) 
de ellas, de modo que cuando a = O, x = x(O, t) = x(t) es la función que da el 
extrema! de J. 

Podemos escribir 

x(a, t) = x(O, t) + ar¡(t), 

donde r¡( t) es función de t con la primera derivada continua y tal que se anula en t1 

y t2, ya que x(a, t) debe ser idéntica a x(t) en los extremos. 
Para las funciones x(a, t), la integral J pasa a ser función del parámetro a: 

1t2 

J(a) = j(t, x(a, t), x'(a, t))dt. 
t¡ 
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Para que el valor de la integral sea extrernal es necesario que: 

é)J =o. 
aa Jo:=Ü 

La condición de extrernal puede escribirse por tanto por: 

é)J ¡t2 
8] =~da= f(t, x(a, t), x'(a, t))dadt =O. 

ua il 

El principio de Harnilton puede formularse mediante el siguiente teorema [MR]: 

Teorema 0.0.1 Para cada sistema mecánico en movimiento entre dos puntos existe 
una integral, S, llamada de acción, que toma su valor mínimo para la trayectoria 
que sigue realmente el sistema mecánico entre esos dos puntos, de forma tal que la 
variación de la integral de acción, 8S, a partir de esa trayectoria, es igual a cero. 

Si denotamos por T y V la energía cinética y potencial del sistema mecánico 
respectivamente, y si L = T - V, entonces la integral S se expresa corno: 

donde ti y t 2 representan los tiempos correspondientes a las posiciones inicial y final 
del sistema mecánico en movimiento. 

El principio de Harnilton establece que la trayectoria que describe realmente un 
sistema mecánico en movimiento es aquella para la cuál la acción S tiene un extremo. 

La trayectoria descrita por el sistema será, por tanto, una curva e = c(t) = · 
(e; ( t), e; ( t)), donde Ci ( t) y e; ( t) denotan respectivamente las posiciones y las veloci
dades del sistema, para la que la integral curvilínea S es extrema!. En otras palabras, 
la trayectoria real es una curva c(t) tal que una variación infinitesimal respecto de 
ella, es decir, respecto de c;(t) y c;(t), produce una variación nula en la acción, 

Utilizando las técnicas del cálculo de variaciones se puede comprobar que el 
principio de Harnilton es condición necesaria y suficiente para que se verifiquen las 
ecuaciones de Euler-Lagrange 
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En esta formulación lagrangiana las coordenadas son las posiciones qi y las ve
locidades qi· La formulación hamiltoniana utiliza como coordenadas las posiciones 
qi y los momentos conjugados generalizados Pi, definidos a partir dellagrangiano L 
como: oL 

Pi= oqi. 

Se define la aplicación hamiltoniana H como, 

H(p, q, t) = L qiPi- L(q, q, t). 

El principio de Hamilton enunciado en el espacio fase de las posiciones y los 
momentos es el siguiente [MR]: 

Teorema 0.0.2 Dado el hamiltoniano H sobre el espacio fase, una curva en este 
espacio satisface las ecuaciones de Hamilton, 

. oH 
qi = (Jp;' 

. oH 
Pi= -(Jrji, 

si y sólo si, 

s¡b(Pi!Íi- H(qi,Pi, t))dt =O, 

para variaciones de dicha curva. 

La geometría simpléctica permite desarrollar un formalismo geométrico sobre los 
espacios fibrados tangente TQ y cotangente T*Q, del espacio de configuración Q sin 
recurrir a un principio variacional. 

SiL: TQ--) Res una aplicación lagrangiana se define sobre TQ la 2-forma 

donde dJo es la diferenciación vertical asociada a la estrcuctura casi tangente canónica 
Jo de TQ. SiL es regular, WL es una forma simpléctica. 

Sea e el campo de vectores canónico sobre el fibrado tangente y sea EL la función 
definida por EL= CL- L. Entonces una curva e= c(t) en Q es una solución de las 
ecuaciones de Euler-Lagrange si y sólo si es una curva integral básica del campo de 
vectores XL sobre TQ, definido por 
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Por otro lado, si w0 es la 2-forma simpléctica canónica del fibrado T*Q, entonces 
una curva e= c(t) en T*Q satisface las ecuaciones de Hamilton asociadas al hamil
toniano H: T*Q--+ R, si y sólo si es una curva integral del campo de vectores XH 
sobre T*Q definido por la ecuación 

Por lo tanto las variedades casi-tangentes, definidas a partir del modelo dado por 
la estructura canónica del fibrado tangente, y las variedades simplécticas, definidas a 
partir del modelo dado por la estructura canónica del fibrado cotangente, juegan un 
papel importante en las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la Mecánica 
Clásica. 

El desarrollo formal de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de Mecánica 
Clásica puede generalizarse a la teoría de campos clásica. En tales sistemas el 
paso de coordenadas discretas a coordenadas continuas hace que las aplicaciones 
lagrangianas y hamiltonianas totales sean integrales múltiples de densidades la
grangianas y hamiltonianas, respectivamente: 

L =f ... f Cdx1 ... dxn, 

H =f ... JHdx1 ... dxn. 

En tales situaciones el principio de mínima acción de Hamilton toma la forma: 

8 J J ... J e dxodxl ... dxn = o. 

Existe abundante bibliografía que estudia la estructura geométrica de las teorías 
de campos lagrangiana y hamiltoniana, [BSF], [CCI], [GS], [Gü], [ILMM], [KT], 
[LMMl], [LMM2], [LR4], [LR5], [Ru], [Sar]. Los campos se interpretan como sec
ciones de un fibrado vectorial 1r : E --+ M sobre un espacio de parámetros M de 
dimensión m. Se denota por J11r el fibrado de jets de secciones de 1r. Una aplicación 
lagrangiana es entonces una función diferenciable L : Jl1r --+ R. La estructura 
geométrica de Jltr y la aplicación L permiten definir una m-forma fh sobre Jl1r que 

. se llama m-forma de Cartan. 
Una sección a de 1r satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L si 

y sólo si: 
(0.0.1) (jla)*(~xdfh) =O, 

para todo X campo de vectores sobre Jltr y donde j 1a es la prolo;ngación de a a 
Jltr. 
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Se denota por Jl1r* al fibrado dual de Jl1r. Si M1r = N{' E es el espacio de las 
m-formas uJ sobre E tales que, 

para todos v1, v2 E ker T1r, entonces M1r es un fibrado sobre Jl1r* con fibras de 
dimensión 1 cuya proyección denotamos por 11 : M ~ J 11r*. 

Una sección h de J.1 se llama sección hamiltoniana y, junto a la estructura 
geométrica de M1r, permite definir una m-forma ()h sobre Jl1r* llamada m-forma 
hamiltoniana. 

Una sección rp de Jl1r* se dice que satisface las ecuaciones de Hamilton asociadas 
a h si y sólo si: 
(0.0.2) rp*(¿xdBh) =O, 

para todo campo de vectores X sobre Jl1r*. 
Cuando el fibrado 1r : E ~ M es 1T : Rk x Q ~ Rk con 1r la proyección 

trivial, el fibrado de jets Jl1r es Jl(Rk, Q) = Rk x Tf¿Q y el fibrado dual J 11r* es 
Jl(Q, R) = Rk x (Tf)*Q. 

El estudio de los formalismos lagrangiano y hamiltoniano en teoría de cam
pos clásica requiere el estudio de los fibrados de jets Tl,Q, (Tf)*Q, Rk x Tl,Q y 
Rk x (Tf)*Q y de sus estructuras geométricas canónicas con el fin de obtener for
mulaciones que extiendan las conocidas para la Mecánica Clásica. 

Si la aplicación lagrangiana L está definida sobre el espacio Tl,Q de los jets de 
aplicaciones de R k ~ Q y tomamos en este fibrado coordenadas (u a, vf; 1 :::; i :::; 
k, 1 :::; o::::; n = dim Q), entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son: 

Por procedimientos análogos a los utilizados en el caso discreto se obtiene la 
siguiente expresión para las ecuaciones de Hamilton asociadas a un hamiltoniano 
H: (T"f)*Q ~ R: 

donde 1 :::; i :::; k y 1 :::; o: :S n. 
Varios son los autores que se han ocupado de este estudio. Por ejemplo A. 

Awane ([Aw1], [Aw2], [Aw3]) toma como modelo la estructura canónica del fibrado 
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T*Qffi ... ffiT*Q, isomorfo a (Tf)*Q, para definir las estructuras k-simplécticas sobre 
una variedad M de dimensión k(n + 1) . 

En [LMS1], [LMS2], [LMS3], [LMS4] y [M], de León, Méndez y Salgado se basan 
en los modelos dados por los fibrados Tf¡Q y (T{¡ )*Q para definir las estructuras casi 
k-cotangentes y casi k-tangentes sobre variedades de dimensión k(n + 1). 

C. Günther define en [Gü] las estructuras polisimplécticas sobre variedades de 
dimensión k(n + 1) como 2-formas O, Rk-valuadas, cerradas y no degeneradas en 
el sentido de que si X es un campo de vectores sobre M tal que ¿xO =O entonces 
_necesariamente X = O. Esta estructura geométrica permite obtener directamente 
las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton a partir, respectivamente, de las 
aplicaciones lagrangiana y hamiltoniana . 

El objetivo de la primera parte de esta memoria (Capítulos 1-4), es recapitular y, 
en la medida de lo posible, unificar las descripciones geométricas de las estructuras 
introducidas a partir de los modelos Tf¡Q y (Tf¡ )*Q, y establecer la forma en que estas 
estructuras geométricas permiten obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange asocia
das a un lagrangiano L y las ecuaciones de Hamilton asociadas a un hamiltoniano 
H. 

En la segunda parte de la memoria, (Capítulos 5-8), realizamos el estudio geomé
trico de los fibrados Rk x (Tf )*Q y Rk xT(¡Q obteniendo las definiciones de estructura 
k-cosimpléctica y de estructura casi k-tangente estable sobre una variedad M de 
dimensión k( n + 1) + n. A partir de estas estructuras geométricas obtenemos una 
descripción intrínseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton asociadas a 
un lagrangiano L y a un hamiltoniano H definidos, respectivamente; sobre el fibrado 
Rk x TlQ y sobre una variedad k-cosimpléctica M. 

A continuación describimos de un modo más detallado el contenido de cada uno · 
de los capítulos de la memoria. 

En el Capítulo 1 comparamos las definiciones de estructura k-simpléctica dada 
por A. Awane [Aw1], [Aw2], y de estructura casi estable k-cotangente dada por de 
León, Méndez y Salgado, [LMS1], [M]. 

Awane define las estructuras k-simplécticas sobre una variedad M de dimensión 
k(n + 1) como una familia (wi, V; 1 ~ i ~ k) formada por k 2-formas wi y una 
distribución V de dimensión kn sobre M tales que: 

kerwl n ... n kerwk =o, 
(wi)jvxv =O. 

Una estructura casi k-cotangente consiste en una familia (wi, Vi; 1 < i < k) 
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formada por k 2-formas y k distribuciones de dimensión n tales que: 

para todo 1 ::::; i ::::; k. 

v; n ( + J#í Vj) = o, 
ker wí = EllJ#í Vj, 

(wi)jv;xv; =O, 

vii 

Comprobamos que sobre una variedad M de dimensión k(n + 1) las estructuras 
k-simpécticas y casi k-cotangentes integrables son los mismos objetos. 

La última parte de este capítulo la dedicamos a caracterizar en qué condiciones 
una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica, o equivalentemente una es
tructura casi k-cotangente integrable, es el fibrado cotangente de las k1-covelocidades 
(T1)*Q de alguna variedad Q. Para ello recordamos la caracterización hecha por de 
León, Méndez y Salgado en [LMS2] y [M] mediante el método utilizado por Crampin 
y Thompson en [CrT] y [Th]. Además damos una nueva caracterización de este tipo 
utilizando un resultado debido a Nagano, [Ng], que establece condiciones para que 
una variedad dotada de alguna estructura geométrica sea el espacio total de un cierto 
fibrado vectorial. 

En el Capítulo 2 recordamos la definición de estructura casi k-tangente sobre 
una variedad M. Esta definición ha sido dada por de León, Méndez y Salgado en 
[LMS3] y [M] y consiste en una familia (11 , ... , Jk) formada por k tensores de tipo 
(1, 1) sobre M tales que: 

para 1 ::::; i, j ::::; k. 

Jí o Jj = Jj o Jí = o, 
rango Ji= n, 

La segunda sección de este capítulo la dedicamos a establecer las condiciones en 
que una variedad M de dimensión k(n+ 1) dotada de una estructura casi k-tangente 
integrable es el fibrado tangente de las k1-velocidades Tf¿Q de una variedad Q. En 
primer lugar recordamos la caracterización establecida en [LMS4] y en [M] utilizando 
el método de Crampin y Thompson, y después aplicamos el teorema de Nagano para 
dar una nueva caracterización. 

Acabamos este segundo capítulo recordando resultados de la teoría general de 
fibrados de jets de primer orden, como el estudio de los campos de k-vectores sobre 
M, o secciones del fibrado Tf¿ M -+ M; las conexiones sobre variedades fibradas o 
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los k-semisprays. Estos resultados y una amplia exposición de la teoría de fibrados 
de jets puede consultarse, por ejemplo, en [83]. 

El tercer capítulo está dedicado al estudio de las ecuaciones de Hamilton aso
ciadas a una aplicación hamiltoniana H definida sobre una variedad M dotada de 
una estructura k-simpléctica. Comprobamos en primer lugar que la definición de 
estructura polisimpléctica estándard dada por Günther, [Gü], (una 2-forma O, Rk
valuada, no degenerada en el sentido de que si X es un campo de vectores sobre Af 
tal que ¿xO =O entonces necesariamente X =O, y tal que existe en M un sistema 
de coordenadas locales adaptado a 0), es equivalente a la definición de estructura 
k-simpléctica y, por tanto, a la definición de estructura casi k-cotangente integrable. 

Si M es una variedad k-simpléctica existen las aplicaciones Ob y OU: 

0': TM -+ (Tf)*M, 

O~: T{M -+ T*M. 

Dada una aplicación hamiltoniana H : M ---. R, comprobamos que la ecuación 

(0.0.3) 

tiene soluciones locales y que, a partir de estas soluciones locales, se pueden construir, 
utilizando particiones de la unidad, soluciones (X1, ... , Xk) globalmente definidas. 
Las condieiones para que una solución global de la ecuación (0.0.3) sea integrable, 
son que existan aplicaciones definidas localmente 

tales que, 

aH k aw~ ar=-¿ at, 
i=l ' 

aH_ aw!Y. 
ax~- at:' 

es decir, que 'lj; sea una solución de las ecuaciones de Hamilton asociadas a H. 
La ecuación (0.0.3) es por tanto una versión global de las ecuaciones de Hamilton 

asociadas a H. 
Como un ejemplo de esta descripción de las ecuaciones de Hamilton compro

bamos que las ecuaciones de la electrostática en el espacio R 3 dotado de una métrica 
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euclídea, correspondientes a una distribución de densidad de carga constante, son 
las ecuaciones de Harnilton asociadas a un hamiltoniano H : (Ti )*R--> R. 

En el Capítulo 4 considerarnos una aplicación lagrangiana L definida sobre el 
fibrado tangente de las k-velocidades Tl,Q de una variedad Q. 

Si L es un lagrangiano regular, la correspondiente transformación de Legendre 
F L : Tl,Q --> (Tl, )*Q permite definir una estructura k-simpléctica sobre Tl,Q como 
el pull-back de la estructura canónica de (rf )*Q. 

Asociadas a esta estructura existen aplicaciones: 

n~: TT1,Q ---> (Tf)*Tl,Q, 

ni_: T1,Tl,Q ---> T*Tf_Q. 

Si e1, ... , e k son los campos de vectores canónicos sobre Tf_Q y C = e1 + .. . +ek, 
definimos la función EL= eL- L. 

La ecuación 
(0.0.4) 

tiene soluciones globales (X1, ... , X k) que son necesariamente k-semisprays. 
Si X = (X1, ... , Xk) es un k-semispray integrable que es solución de (0.0.4), 

entonces existe una curva CT : R --> Q que es una solución de X y que verifica: 

t_ a aL aL _ 0 
i=l ax; avf - aua - . 

La ecuación (0.0.4) es entonces una versión intrínseca de las ecuaciones de Euler
Lagrange asociadas a L. 

Como ejemplos de esta formulación describimos dos casos de la Mecánica de los 
Medios Continuos, la ecuación de la cuerda vibrante, que es la ecuación de Euler
Lagrange asociada a una aplicación lagrangiana L : TJ R --> R, y las ecuaciones del 
movimiento del sistema físico que describe las vibraciones de un gas en un espacio 
de dimensión 3, que son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una aplicación 
L: TlR3 --> R. 

En el Capítulo 5 describimos la estructura geométrica canónica del fibrado de 
jets Jl(Q,Rk) = Rk x (Tl,)*Q y, a partir de este modelo, definimos las estructuras 
casi k-cosimplécticas sobre variedades M de dimensión k(n + 1) + n. 

La definición es la siguiente: 

Definición 0.0.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensión k(n + 1) + n. 
Una familia (r¡;,w;, V; 1 ~ i ~k) formada por k 1-formas r¡;, k 2-formas w; y una 
distribución V de dimensión nk tal que: 
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2. dim(kerwl n ... nkerwk) =k, 

3. kerr}l n ... nkerr¡k n kerwl n ... nkerwk =o, 

4. 7JiJv = O, Wijvxv =O, 

para todo 1:::; i:::; k, se llama estructura casi k-cosimpléctica sobre M. La variedad 
M se dice una variedad casi k-cosimpléctica. 

Describimos las estructuras casi k-cosimplécticas como O-estructuras sobre M 
con grupo de estructura: 

h o o o 
o A o o 

A Ol(n,R) E 

0= o B1 e o e (A-l )t 
AtBi = BJA, 1sisk 

o Bk o e 

Como O-estructuras, la integrabilidad de las estructuras k-cosimplécticas se ca
racteriza del modo siguiente: 

Teorema 0.0.3 Una estructura casi k-cosimpléctica (r¡;, w;, V) sobre una variedad 
diferenciable M de dimensión k(n + 1) + n es integrable si y solo si, 

dr¡; =o, dwi =O, [V, V] e V. 

A las estructuras casi k-cosimplécticas integrables las llamamos estructuras k
cosimplécticas. 

En la última secciónde este capítulo aplicamos de nuevo los métodos introducidos 
por Crampin y Thompson por un lado, y por Nagano por otro, para caracterizar 
las condiciones en que una variedad M de dimensión k(n + 1) + n dotada de una 
estructura k-cosimpléctica es el fibrado de jets Rk x (T¡};)*Q de alguna variedad Q. 

El Capítulo 6 está dedicado al estudio geométrico de las estructuras definidas a 
partir del modelo dado por Rk x T;l,Q. A tales estructuras las llamamos estructuras 
casi k-tangente estables y su definición es la siguiente. 
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Definición 0.0.2 Sea M una variedad diferenciable de dimensión k(n+ 1)-+n. Una 
familia ( 6, ... , ~kl J1, ... , Jk, 7)1, ... , T)k) formada por k campos de vectores 6, ... , ~k, 
k campos de tensores de tipo (1, 1) J1, ... , Jk y k 1-formas r¡1, ... , T)k tales que: 

1) J; o Jj = Jj o J; = Ó;j(~j ® 7)j), 

2) rango J; = n + 1, 

3) ImJ; n (+#;lmJi) =O, 

4) r/i(~j) = Ó;j, 

para 1 ::=; i, j ::=; k, se llama una estructura casi k-tangente estable sobre M y se dice 
que (M,~;, J;, r¡;) es una variedad casi k-tangente estable. 

Describimos las estructuras casi k-tangente estables como G-estrtucturas con 
grupo de estructura G dado por el subgrupo de Gl(k(n + 1) + n, R) de las matrices 
de la forma: 

h o o o 
O A O O 

O A1 A O 

O Ak O A 

donde A E Gl(n, R), A; E gl(n, R) para todo 1 ::=; i ::=; k e h es la matriz identidad 
de dimensión k. 

Demostramos también que la integrabilidad de las estructuras casi k-tangente 
estables como G-estructuras se expresa en términos de la familia ( 6, ... , ~k, J1 , ... , 

Jk, 7)1, ... , TJk) del siguiente modo: 

Teorema 0.0.4 Una estructura casi k-tangente estable (~;, J;, r¡;) es integrable si y 
sólo si, para todo 1 ::=; i, j ::=; k, 

dr¡; =o, 

donde { , } es el operador definido por: 

{A, B}(X, Y)= [AX, BY]+ AB[X, Y]- A[X, BY]- B[AX, Y], 

para A, B campos de tensores de tipo (1, 1) y X, Y campos de vectores en la variedad 
M. 
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En la Sección 4 de este capítulo caracterizamos las condiciones en que una va
riedad casi k-tangente estable M es el fibrado Rk x T[¿Q de una variedad Q. Para 
ello utilizamos de nuevo los métodos de Crampin y Thompson y de N agarro. 

Acabamos el capítulo con la definición y la caracterización de k-semisprays sobre 
la variedad Rk x T{¿Q. 

El Capítulo 7 está dedicado al estudio de las ecuaciones de Hamilton asociadas a 
una aplicación hamiltoniana definida sobre una variedad M dotada de una estructura 
k-cosimpléctica. 

La estructura geométrica de M permite definir las aplicaciones. 

Slb: TM ---+ (T?;)*M, 

Sl~: T{¿M ---+ T*M. 

Si consideramos las ecuaciones: 

(0.0.5) k 

Slj(X1, ... , Xk) = dH + L(1- f.i(H))r¡i, 
i=l 

demostramos que existen soluciones globales de estas ecuaciones. 
Llamamos a estas soluciones campos de k-vectores de evolución sobre M. Dado 

un campo de vectores de evolución integrable, una sección integral es una aplicación 
con una expresión local 

u: Rk ---+ Jo.1 

tal que: 

con 1 :S i, j :S k, 1 :S a :S n. 

Si ---+ ( Uj (Si), u"'( S;), u~( S;)), 

8H- k au~ 
~--:L 8s·' i=l t 

Las ecuaciones (0.0.5) son por tanto una versión intrínseca de las ecuaciones de 
Hamilton. 

Como ejemplo de este formalismo describimos de nuevo las ecuaciones de la elec
trostática pero en este caso con una métrica arbitraria gen R 3 y con una función de 
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densidad de carga arbitraria. En estas condiciones las ecuaciones de la electrostática 
son las ecuaciones de Hamilton asociadas a una aplicación hamiltoniana: 

H : R 3 X (Ti)*R-) R. 

En el Capítulo 8 consideramos una aplicación lagrangiana L definida sobre el 
fibrado Rk x T~Q de una variedad Q. SiL es regular, la transformación de Legendre 
correspondiente, 

F L: Rk X Tl,Q-) Rk X (Ti)*Q, 

define por pull-back una estructura k-cosimpléctica sobre Rk x T?¿Q. 

por 

Esta estructura permite definir las aplicaciones: 

D~: T(Rk x T~Q) -> (Tf)*(Rk x TlQ), 

Di: T{(Rk x TlQ) --+ T*(Rk x T~Q). 

Asociada a la función lagrangiana L definimos la aplicación 

EL: Rk X Tl,Q ---t R 

k- éJL 
EL=_¿: C;L- L = L(vf¿¡a- L), 

i=l i,a V; 

donde C\, ... , Ck son los campos de de vectores canónicos sobre Rk x TlQ. 
Por cálculos semejantes a los realizados en el caso de las ecuaciones de Hamilton 

obtenemos que las ecuaciones, 

(0.0.6) k 

Di(Xl, ... , X k)= dEL+ 2:(1- (~L);(EL))r¡;, 
i=l 

son una versión intrínseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. 
Como ejemplo de esta formulación, obtenemos las ecuaciones de las trayecto

rias de una partícula de masa m sometida a la acción de un campo escalar sobre 
el espacio-tiempo R 4 dotado de una métrica de Lorentz de signatura (- + ++ ). 
Tales ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una aplicación 
lagrangiana L definida sobre R 4 x Tl R llamado lagrangiano de Klein-Gordon. 

Un segundo ejemplo es el de las ecuaciones de campo para el campo electro
magnético, conocidas como ecuaciones de Maxwell, que son las ecuaciones de Euler
Lagrange asociadas a un lagrangiano L definido sobre R 4 x T1R4 . En este caso L 
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no es regular a pesar de lo que es posible obtener las ecuaciones de Maxwell como 
un ejemplo de ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Finalmente, relacionamos los formalismos lagrangiano y hamiltoniano estudiados 
en esta memoria con el denominado formalismo multisimpléctico en fibrados de jets. 



Capítulo 1 

Variedades k-simplécticas. 

1.1 Estructuras k-simplécticas 

1.1.1 El fibrado cotangente de las k1-covelocidades 

El fibrado cotangente de las k1-covelocidades (Tf )*Q sobre una variedad diferencia
ble Q es el modelo a partir del cual A. Awane ([Aw1], [Aw2]) introduce la definición 
de estructura k-simpléctica sobre una variedad M. En concreto, Awane toma como 
modelo la suma directa de n copias del fibrado cotangente T*QEJ ... EB T*Q que, 
como se comprueba en [M] o en [LMS1], es precisamente (Tf)*Q. 

Ejemplo 1.1.1 Dada una variedad diferenciable Q de dimensión n, en cada punto 
x E Q, el espacio cotangente de las k1-covelocidades de Q es: 

donde j 1: 0 cr denota el J.-jet de la aplicación cr en el punto x E Q. 
El fibrado cotangente de las k1-covelocidades de Q es la variedad de 1-jets 

Si (u"'; 1 ::; a :S n) es un sistema de coordenadas locales en la variedad Q, se 
define en (Tf)*Q el sistema de coordenadas locales (u"', u;, ... , u~; 1 ::; a::; n) de la 
forma siguiente: 

(1.1.1) 
u"' (j 1 cr) x,O 

u~ (J;,0cr) 

1 
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para 1 ::; o: ::; n y 1 :S í :S k, donde O'i denota la composición de O' con la i-ésima 
proyección canónica de Rk--> R. (uo:,u~;1 :S o: :S n,1::; í::; k) es un sistema 
de coordenadas locales en (Tl)*Q, que es una variedad diferenciable de dimensión 
n(k + 1). 

Denotamos por Tk : (T(¡_ )*Q --> Q la proyección canónica definida por 

k( ·1 ) T Jx,OO' =X. 

Existe un difeomorfismo canónico 

A: (T~)*Q-. T*Q EB ... EB T*Q 

entre el fibrado cotangente de las k1-covelocidades de Q y la suma de Whitney del 
fibrado cotangente sobre Q consigo mismo k veces, definido del modo siguiente: 

A( ·1 ) ( ·1 1 ·1 k) 
Jx,O(J' = Jx,O(J' '· · · 'Jx,O(J' ' 

donde O'i : Q--> R y por lo tanto j~,oO'i = dO'i(x) es un covector tangente a Q en el 
punto x E Q. 

Localmente, el difeomorfismo A se escribe 

A( 0: 1 k) ( 0: 1 0: k) U , Uo:, ... , Uo: = U , Uo:, ... , U , Uo: 

siendo (uo:,u~) las coordenadas locales del covector j~,oO'i, es decir, j~,oO'i = u~duo:. 
Por medio de esta identificación se pueden definir una suma y un producto por 

escalares en (T(¡_ )*Q de la forma siguiente: 

O'+p = (0'1+P1, ... ,0'k+Pk), 

AO' = (>..0'1, ... , AO'k)· 

Entonces Tk : (T(¡_ )*Q --> Q es un fibrado vectorial sobre Q isomorfo, como 
fibrados vectoriales, a la suma de Whitney de T*Q consigo mismo k veces. 

Es evidente que para k = 1 obtenemos el fibrado cotangente sobre la variedad 
Q. 

Sobre (Tf. )*Q está definida de forma canónica una distribución V de dimensión 
nk por 

V= kerTTk. 

Localmente, en cada punto() E (Tl)*Q el espacio vertical V( O), verifica 

(1.1.2) 
a a 

V( O) =< -a 1 (0), ... , a k (8); 1 :S o: :S n > . 
Uo: Uo: 
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También de modo natural se definen, sobre (T1)*Q, formas presimplécticas w11 

... , wk· Para ello se definen primero las 1-formas canónicas )'1, ... , Ak por: 

Ai(B)(X) = fi(x)(TTk(B)X) 

para X E Te((T1)*Q), e= (BI, ... , ek) utilizando el difeomorfismo A, y Tk(B) =X. 

Localmente Ai se escribe 

para todo 1 :S í :S k. 
Las formas presimplécticas w1 , ... , wk son entonces, 

W; =-dA;, 

para 1 ::; i :S k, y por lo tanto, en coordenadas locales, 

(1.1.3) 

para todo 1 ::; i ::; k, donde se ha utilizado el criterio de Einstein para la suma 
de índices. Este criterio se utilizará en adelante de modo que índices repetidos 
arriba y abajo indicarán la suma de los términos correspondientes salvo que se diga 
expresamente lo contrario. 

Si denotamos kerwi ={X E T((T1)*Q)/íxwi =O} entonces, utilizando (1.1.2) 
y (1.1.3), se prueba fácilmente que 

(1.1.4) 
kerwl n ... n kerwk 

(wi)jv x V 

o, 
o. 

1.1.2 Estructuras k-simplécticas 

A partir del modelo anterior A. Awane define del siguiente modo las estructuras 
k-simplécticas. 

Definición 1.1.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n(k + 1). Sea V 
una distribución en M de dimensión nk y sean w1, ... , wk k 2-formas diferenciales 
cerradas sobre M. Decimos que ( w1 , ... , WkJ V) define una estructura k-simpléctica 
sobre M si, en cada punto x E M 

(1.1.5) 
i) kerwl(x) n ... n kerwk(x) =o, 

ii) wi(x)(X, Y)= O, 
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para todo 1::; i :S k y para todos X, Y E V(x). 
Una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica se llama variedad k

simpléctica. 

En [Aw2] se demuestra que toda variedad k-simpléctica M posee un sistema de 
coordenadas locales adaptadas a la estructura k-simpléctica. De hecho se prueba el 
siguiente teorema tipo Darboux: 

Teorema 1.1.1 Sea (w1 , ... , wk, V) una estructura k-simpléctica sobre M. Para 
cada punto de M podemos encontrar un sistema de coorden_adas locales (x"', x~) con 
1 :S a :S n, 1 :S i :S k, llamado sistema de coordenadas adaptadas, tal que 

n 

(1.1.6) wi = L dx~ 1\ dx"', 
a=l 

para cada 1 :S i :S k. 

Debido a la existencia de sistemas de coordenadas locales del tipo anterior se 
comprueba que una estructura k-simpléctica (w¡, ... , wk,V) sobre M verifica las si
guientes propiedades: 

(1) Las formas diferenciales w1, ... ,wk son todas ellas de rango 2n. 

( 2) En un sistema de coordenadas locales adaptadas ( x"', x~; 1 ::; a ::; n, 1 ::; i ::; k) 
la distribución V está definida por dx1 = ... = dxn = O, o, equivalentemente, 

V=< aar ' ... , aak; 1 :S a :S n >. 
Xa Xa 

(3) Una estructura k~simpléctica sobre M es, como G-estructura, una Sp(k, n, R)
estructura sobre M, donde 

A o o o 
B1 e o o 

1 

(A-l)t, 
Sp(k,n,R) = Bz o e o e = 

AtBi = BfA, 1 :S i :S k 

Bk o o e 
(l. l. 7) 

Definición 1.1.2 Sean (M, w1, ... , wk, V) y (N, (/h, ... , rPk, W) dos variedades k
simplécticas de la misma dimensión. 
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1. Un k-simplectomorfismo de (M,w 1, ... ,wk,V) en (N,qy1 , ... , 4Yk, W) es un 
difeomorfismo f : M -+ N tal que 

(1.1.8) 
J*qyi 

TxfV(x) W(f(x)) 

para todo 1 :Si :S k y para todo x E M. 

2. Un k-simplectomorfismo local de (M,w1, ... , wk, V) en (N, qy1 , ... , 4Yk> W) 
es una aplicación f : M -+ N tal que todo punto x E M tiene un entorno 
U1 tal que U2 = f(U¡) es abierto en N y fJu, es un k-símplectomorfismo de 
(U¡, (wi)Ju,, ... , (wk)Ju, Vju,) en (U2, (4YI)JU2 , .•. , (4Yk)Ju2 , WJU2 ). 

1.2 Estructuras casi k-cotangentes 

Basándose en el ejemplo del fibrado cotangente de las k1-covelocidades, en [LMS1] 
y en [M] se introducen las estructuras casi k-cotangentes sobre una variedad dife
renciable de dimensión k(n + 1). 

Consideramos de nuevo la variedad (T[¿ )*Q, fibrado cotangente de las P-co
velocidades sobre Q, con un sistema de coordenadas locales (ua., u;, ... , u~; 1 :S 
a :S n) definido por (1.1.1). Sobre esta variedad es posible definir las k 2-formas 
presimplécticas w 1, ... , wk con expresiones locales dadas por (1.1.3), y se pueden 
definir también k distribuciones diferenciables v1, ... ' vk de dimensión n de la forma 
siguiente. 

La proyección canónica 

definida por 
Pi(e1, ... , ek) = (e1, ... ,lii, ... , ek) 

para e = (81 , ... , Bk) E (T[¿)*Q, donde' sobre un término significa que ese término 
está suprimido, se expresa en coordenadas locales por 

i( a. 1 k)- ( a. l i k) p U , U a., ... , U a. - U , U a., ... , U a, ... , U a. . 

La distribución Vi de dimensión n sobre (T[¿ )*Q está definida por 

Vi= kerTp; 
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para cada 1 ::; i ::; k. 
Localmente, en cada punto B E (T1 )*Q, 

(1.2.9) vi(B) =< 8
8

i (B); 1 ::; a::; n > . 
U o. 

Utilizando las expresiones locales (1.1.3) y (1.2.9) se comprueba que la familia 
(w1, ... ,wkl Vi, ... , Vk) de k 2-formas y k distribuciones sobre (T¡)*Q satisfacen las 
siguientes propiedades 

Vi n ( + #i Vj) o 
(1.2.10) ker w; = ffi #i Vj 

(wi)JV;xV; O, 

para todo 1 ::; i ::; k. 
A partir de este modelo se define una estructura casi k-cotangente sobre una 

variedad diferenciable M del modo siguiente: 

Definición 1.2.1 Una estructura casi k-cotangente sobre una variedad diferencia
ble M de dimensión n(k + 1) consiste en una familia (w1 , ... , wk, Vi., ... , Vk) de k 
2-formas diferenciables presimplécticas de rango 2n y k distribuciones de dimensión 
n tales que 

(1.2.11) 

para todo 1 ::; i ::; k. 

i) Vin(+#iVj)=O, 

ii) kerwi = EB#iVj, 

iii) (wi)jv;xv; =O, 

Una variedad M dotada de una estructura casi k-cotangente se llama una varie
dad casi k-cotangente. 

En [LMS1] y [M] se prueba que dar una estructura casi k-cotangente sobre 
una variedad diferenciable M de dimensión n(k + 1) es equivalente a dar, sobre 
la misma variedad M, una G-estructura Be M con G = Sp(k, n, R) el subgrupo de 
Líe de Gl(n(k + 1), R) dado por (1.1.7). Como G-estructura, una estructura casi 
k-cotangente es integrable en las siguientes condiciones. 

Para i1, ... , Ír E { 1, .... k}, denotamos por Vi 1 •... ,ir = Vi1 EB ... EB Vir, y entonces: 

Teorema 1.2.1 Una estructura casi k-cotangente { wi, Vi; 1 ::; i ::; k} sobre una 
variedad M de dimensión n(k + 1) es integrable si y sólo si todas las distribuciones 



1. Estructuras k-simplécticas 7 

V;,, ... ,ir y todas las formas presimplécticas w; son integrables, es decir, las distribu
ciones V;,, ... ,ir son involutivas y las formas w; son cerradas, dw; = O, para todo 
1::;i::;k. 

Así pues, podemos asegurar que si M es una variedad diferenciable de dimensión 
n( k + 1) dotada de una estructura casi k-cotangente { w;, Vi; 1 ::::; i ::::; k} integrable, 
es decir en las condiciones del Teorema 1.2.1, entonces existe en M un sistema de 
coordenadas locales ( x"', x;, ... , x~; 1 ::::; a ::::; n, 1 ::::; i :::; k) tal que 

w; = dx~ 1\ dx"', 
(1.2.12) Vi <___Q_·1<a<n> 

8x~' - - ' 

para todo 1 :S i ::::; k. 
Probaremos que las estructuras k-simplécticas son precisamente las estructuras 

casi k-cotangentes integrables. 
De hecho puede probarse el siguiente resultado. 

Proposición 1.2.1 Sobre una variedad diferenciable M de dimensión n(k + 1) 
toda estructura k-simpléctica define una estructura casi k-cotangente integrable y, 
recíprocamente, toda estructura casi k-cotangente integrable define una estructura 
k-simpléctica. 

Demostración 
Suponemos en primer lugar que (w1 , ... ,wk, V1 , ... , Vk) es una estructura casi 

k-cotangente integrable sobre M. 
Definimos 

V = V1 EB ... EB Vk, 

y probamos que (w1 , ... , WkJ V) es una estructura k-simpléctica sobre M. 
Para ello comprobamos que se satisfacen las condiciones (1.1.5) de la Definición 

1.1.1. 
La condición i) se comprueba fácilmente, pues 

ker W1 n ... n ker Wk (EBJ=2Vj) n ... n (EBJ;:}Vj) 
o. 

Por otro lado, si X, Y E V= V1 EB ... E9 Vb es decir, si 

X X1+ ... +Xkl 

Y Y1+ ... +Ykl 
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con X;, Y; E Vi para todo 1 :; i :; k, entonces 

w;(X, Y) w;(X1 + ... + Xk, Y1 + ... + Yk) 
w;(X;, Y;) 

o, 

utilizando las condiciones ii) y iii) de la Definición 1.2.1. 
Además sabemos que V es una distribución de dimensión nk y, por ser la estruc

tura casi k-cotangente integrable, las formas presimplécticas w; son cerradas para 
todo 1 :; í :::; k. 

Así (w1 , ... , wk, V1 EB ... EB Vk) es una estructura k-simpléctica sobre M. 
Recíprocamente, sea (w1 ... , wk, V) una estructura k-simpléctica sobre M. 
En cada punto x E M definimos los subespacios de TxM siguientes: 

para todo 1 :; i :; k. 
En todos los puntos x E M y para todo 1 :; i :; k se tiene que 

kerw;(x) e V(x). 

Si existiese X E kerw;(x) tal que X rf_ V(x), el espacio de dimensión nk + 1 
E(x) = V(x)EB <X> verificaría 

(w;)jE(x)xE(x) =O, 

lo que contradice la condición de que rango de w; es igual a 2n. En efecto, ([LR2], 
pág. 231) dado W espacio vectorial de dimensión finita, un subespacio K e W y 
una 2-forma bilineal w sobre W, si K J.= {u E V/w(u, v) =O, Vv E K}, entonces 

dimW + dim(WJ. n K)= dimK + dimK..L. 

Si aplicamos esta fórmula a W = TxM y K= E(x) donde w;(x) es una 2-forma 
bilineal sobre W, entonces 

(1.2.13) dimTxM + dim(TxM..L n E(x)) = dimE(x) + dimE(x)J.. 

Por un lado tenemos 

(1.2.14) 

dímTxM + dim(TxM J. n K) < dimTxM + dímTxM J. 

nk + n + ( nk - n) 

2nk 
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por ser w; de rango 2n, y por otro lado, por ser E(x) isotrópica, E(x) e E(x)j_ y 
entonces dimE(x)j_ 2: nk + 1, con lo que 

dimE(x) + dimE(x)j_ > nk + 1 + nk + 1 
(1.2.15) 2nk + 2. 

Las condiciones (1.2.14) y (1.2.15) contradicen (1.2.13) y por tanto deducimos 
que no existe X en las condiciones impuestas, con lo que kerw;(x) e V(x) para todo 
1 :; i :; k, y, en consecuencia, 

V;(x) e V(x) 

para todo 1 :; i :; k. 
Como para cada j =1- i se verifica que 

V;(x) n V¿(x) = (EBh?i kerwh(x)) n (EBz?J kerwz(x)) 
n~=l kerwh(x) 

O, 

entonces Ví(x) EB ... ffi Vk(x) e V(x) y además, 

V;(x) n (+N;V¿(x)) =O, 

para todo 1 :; i:; k, que es la condición i) de la Definición 1.2.1. 
Ahora, dado X E EBJ?;V¿(x) entonces X= X 1 + ... +X;+ ... + Xk, con X1 E 

V¿(x), y por lo tanto, 

ix1W;(x) + ... + ixiw;(x) + ... + ixkw;(x) 
o 

de forma que X E kerw;(x). Así 

Además, utilizando las expresiones locales de w; ( x) encontradas en el Teorema 
1.1.1, tenemos que 

kerw;(x) =< "'01 ; 1:; a:; n, 1:; j:; k,j =1- i > 
uXa 

y 
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con lo que dimV';(x) = n en todo punto x E M y para todo 1:::; i::; k. 
Entonces dim e#i Vj(x) = n(k- 1) = dimkerwi(x) y se verifica, 

kerwi = EB#iVJ(x), 

que es la condición ii) de la Definición 1.2.1. 
La condición iii) de esa definición es un caso particular de la ii) en la Definición 

1.1.1. Así ( w;, Vi; 1 :::; i :::; k) es una estructura casi k-cotangente sobre M. 
Esta estructura es integrable pues las formas wi son todas cerradas y, a partir de 

las expresiones locales de cada distribución 11;, se tiene también que las distribuciones 
Vi 1 , ... ,ir son todas ellas integrables.D 

Sobre una variedad M de dimensión n(k + 1), una estructura casi k-cotangente 
(wl, ... 'Wk, vl, ... 'Vk), no es, en general, integrable; definiendo de nuevo V= vl EB 
... 8 vk, tenemos que la familia ( wl' ... ' Wk' V) verifica 

i) kerw1 n ... n kerwk =O, 

ii) o wijvxv = ' 
para todo 1 :::; i :::; k. 

Teniendo en cuenta esto y la Proposición 1.2.1 podemos llamar a las estructuras 
casi k-cotangentes estructuras casi k-simplécticas. 

1.3 Caracterizaciones del Fibrado (Tf )*Q 
El fibrado vectorial (T1)*Q ha servido de modelo canónico para la definición de las 
estructuras k-simplécticas y de las estructuras casi k-cotangentes como vimos en las 
Secciones 1.1 y 1.2. 

De hecho (T1 )*Q está dotado de una estructura k-simpléctica, y por lo tanto de 
una estructura casi k-cotangente integrable, (Proposición 1.2.1), de forma canónica. 

En esta sección tratamos de estudiar en qué condiciones una variedad M de 
dimensión n( k + 1) dotada de una estructura casi k-cotangente integrable es el 
fibrado de las k1-covelocidades (T1 )*Q sobre una variedad Q de dimensión n. 

Para ello es posible utilizar las técnicas aplicadas por Crampin y Thompson 
[CrT] a las estructuras casi tangentes y por Thompson [Th] a las estructuras casi 
cotangentes. 

De esta manera, de León, Méndez y Salgado ([LMS2], [M]) obtuvieron una ca
racterización de variedades casi k-cotangentes como fibrados afines modelados sobre 
un fibrado cotangente de k1-covelocidades. 
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Otra forma de estudiar esta situación es mediante las técnicas introducidas por 
Nagano [Ng] para el estudio de las estructuras simplécticas y utilizadas después por 
de León, Merino, Oubiña y Salgado en [LMOS1] para las estructuras casi tangentes 
y casi estable tangentes. 

De esta forma obtenemos [LMOS2] una caracterización de variedades casi k
cotangentes como fibrados cotangentes de k1-covelocidades. 

1.3.1 Método de Crampin-Thompson. 

En primer lugar recordamos la definición de fibrado afín ([CrT], [Gol]). 

Definición 1.3.1 Supongamos que 1r : A - B es una submersión sobreyectiva de 
variedades diferenciables. Sea (E,p, B, F) un fibrado vectorial con espacio total E, 
base B, proyección p : E ___, B y fibra F. Sea A x B E el producto fibra do de las 
variedades fibradas A y E. Se dice que A es un fibrado afín modelado sobre E si 
existe una aplicación diferenciable p : A x BE ___, A que es fibra da sobre la identidad 
de B y tal que, para cada z E B, Pz : 1r-1 (z) x p-1 (z) ___, n- 1(z) es una acción libre 
y transitiva del espacio vectorial p-1 (z) sobre n-1(z). En este caso A es un fibrado 
localmente trivial sobre B con fibra estándar F. 

En [LMS2] y en [M] se establece en qué condiciones una estructura casi k
cotangente sobre una variedad diferenciable M se puede ver como la estructura 
casi k-cotangente canónica de un fibrado cotangente de P-covelocidades. 

Sea (wl, ... 'Wk, vl, ... 'Vk) una estructura integrable en el sentido del Teorema 
1.2.1 y supongamos una estructura que define una fibración, es decir, verifica: 

1) Para todo 1 :::; i :::; k el espacio de hojas M; = fJt, con K; = kerw;, es una 

variedad cociente de M de forma que p; : M __., M; es una fibración cuyas 
fibras son precisamente las hojas de K;. 

2) Denotando V = V1 EB ... EB Vkl el espacio de hojas N = ~ es una variedad 
cociente de M cuyas fibras son precisamente las hojas de V. 

Ahora, dada o: E T; N se definen los ( i)-levantamientos verticales de o: a M, 
o:(l), ... , o:( k) y se demuestra que existe una conexión simétrica \7 adaptada a la 
estructura casi k-cotangente integrable que define una fibración de forma que la 
conexión inducida por \7 sobre cada hoja de V y de v; es llana. 

En estas condiciones se prueba el teorema que caracteriza a las variedades casi 
k-cotangentes como fibrados cotangentes de k1-covelocidades: 
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Teorema 1.3.1 Sea (M,wi, Vi; 1 ::::; i ::::; k) una estructura casi k-cotangente inte
grable que define una fibración 1r : M ---. N. Supongamos que \7 es una conexión 
simétrica adaptada tal que la conexión llana inducida por ella sobre cada hoja de V 
y Vi es geodésicamente completa. Suponemos además que cada fibra de 1r es conexa y 
simplemente conexa y que cada hoja de Vi es conexa para todo 1 ::::; i ::::; k. Entonces 
M es difeomorfa a (Tf)* N. Además existe un difeomorfismo F : M ---. (Tf)* N tal 
que wi = F*((wi)o + 7rocPi), donde (wi)o son las formas presimplécticas canónicas so
bre (T1 )*N, 1r0 : (T1 )*N ---. N la proyección canónica y ePi son k 2-formas cerradas 
sobre N. 

Demostración 
Definiremos una aplicación 

p: M XN (Tf)*N ___.M 

fibrada sobre la identidad de N tal que 

Px: 7r-1(x) X (Tf);N---. 1r-1(x) 

es una acción libre y transitiva del espacio vectorial (Tf)~N sobre 1r-1(x) para todo 
xE N. 

Para cualquier a= (a1, ... , ak) E (Tf)~N, con ai E T;N, se define el campo de 
vectores Ai sobre 1r-1(x) 1 ::::; i::::; k por 

para cada y E 1r-1(x). 
Como Ai E Vi, entonces Ai es un campo de vectores geodésico y genera un grupo· 

1-paramétrico global de transformaciones 

q?A; : R x 1r-1(x)---+ 1r-1(x). 

La acción Px definida por 

es libre y transitiva y por tanto M es un fibrado afín modelado sobre (Tf)* N. 
Siempre que la variedad M sea paracompacta se puede escoger una sección global 

s : N ---. M y entonces M puede identificarse con (T1 )*N con s jugando el papel 
de sección cero. Denotamos por F el difeomorfismo resultante y consideramos las 
2-formas 
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para todo 1 ::; i ::; k. Estas formas son cerradas y satisfacen txD; = O para cualquier 
vector vertical X E V. Existen entonces k 2-formas cerradas 4;; sobre N tales que 

para todo 1 ::; i ::; k. 
Por último, como F es fibrada sobre la identidad de N se tiene 

wi = F* ( ( wi)o + 7r~</>;) 

para todo 1 ::; i ::; k, lo que finaliza la prueba.D 

Corolario 1.3.1 Supongamos que (M, wi, Vi) satisface todas las hipótesis del Teo
rema 1.3.1 excepto que las hojas de V son simplemente conexas. Entonces si las hojas 
de V se suponen mutuamente homeomorfas, (Tf )*N es un espacio de recubrimiento 
de M y las hojas de V son de la forma Tk x R kn-k, donde Tk es un toro de dimensión 
k. Además, si se supone que las hojas de V son compactas, entonces (Tf )*N es un 
espacio de recubrimiento de M y las hojas son difeomorfas a ykn. 

También en [LMS2] y en [M] se clasifican las variedades casi k-cotangentes que 
verifican las condiciones del Teorema 1.3.1. Las estructuras de este tipo se llamarán 
regulares. 

Se define una relación de equivalencia entre las estructuras casi k-cotangentes 
regulares de la siguiente forma 

Definición 1.3.2 Si (M, 1r, N, wi) y (M, 7f, N, wi) son dos estructuras casi k-cotan
gentes regulares, se dice que son equivalentes si existe un morfismo de fibrados F : 
M - M fibrado sobre la identidad de N tal que 

donde ai, 1 ::; i ::; k, es una 1-forma sobre N, esto es, F*wi- wi es cohomólogo a 
cero para todo i. 

El siguiente resultado proporciona una clasificación de las estructuras casi k
cotangentes regulares. 

Proposición 1.3.1 Dada una variedad diferenciable N, existe una correspondencia 
biyectiva entre el conjunto de clases de equivalencia de estructuras casi k-cotangentes 
regulares (M, 1r, N, wi) y los elementos de H 2(N, R) x .. . xH2(N, R), donde H 2(N, R) 
es el segundo grupo de cohomología de de Rham de N. 



14 1.3 Caracterizaciones del fibrado (T~ )*Q 

Demostración 
Para una estructura regular (11.1, 1r, N, w;) sabemos que existen k 2-formas dife

renciales ( <¡? 1) s, ... , ( <Pk) s sobre N tales que 

w; = F;(w;)o- 7r~((<j¡);)s 

donde Fs es el difeomorfismo de M en (T~ )*N definido a partir de la sección global 
s : N ---7 M de 1r. 

La aplicación que a cada clase de equivalencia de variedades casi k-cotangentes 
regulares con base N, [(M, w;, N, 1r)], le asocia el elemento 

está bien definida y es la correspondencia biyectiva buscada.D 

Las estructuras casi k-cotangentes regulares equivalentes a ( (T( )*N, 1r0 , N, (w;)o) 
están caracterizadas por la anulación del elemento de H 2(N, R) x ... x H 2(N, R) 
asociado. De hecho se prueba en [LMS2] el siguiente resultado. 

Teorema 1.3.2 Supongamos que (M, 1r, N, w;) es una estructura casi k-cotangente 
regular. Entonces (M,1r,N,w;) es equivalente a ((Tf)*N, 1r0 , (w;)o) si y sólo si el 
elemento de H 2(N, R) x ... x H 2 (N, R) que determina es cero. En tal caso w; 
es exacta para todo 1 ::::; i ::::; k, es decir w; = dA.;, y la equivalencia F verifica 
F*(A.;)o = .\;. 

1.3.2 Método de Nagano 

A continuación establecemos, por un procedimiento distinto del utilizado en la 
sección anterior, bajo qué condiciones una variedad M de dimensión n(k + 1) es 
difeomorfa al fibrado cotangente de las k1-covelocidades (n )*Q de una variedad Q 
de dimensión n. 

En este caso utilizamos un resultado demostrado por Nagano [Ng] en el cual se 
prueba cómo una variedad diferenciable satisfaciendo algunas propiedades puede ser 
dotada de una cierta estructura de fibrado vectorial. 

Dado un campo de vectores X sobre una variedad diferenciable M, en cada punto 
singular de X x E M tal que Xx = O, podemos definir un operador que se llama 
operador característico de X en x, que denotamos (Ax )x, del modo siguiente: 

(Ax )x : TxM --* TxM 

Y ---+ (Ax )x(Y) = \lyX 
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donde \7 es una conexión lineal arbitraria sobre M. Este operador no depende de 
la elección de la conexión lineal \7 por ser x un punto singular de X. 

En efecto, si (xi) es un sistema de coordenadas locales sobre M de forma qu~ 

.a 
X= X'axi' 

.a 
y= y• axi' 

la expresión local de (Ax)x es: 

expresión que no depende de la conexión lineal \7 escogida. 
Sea M el espacio total de un fibrado vectorial M --+ N. Podemos definir una 

acción de R sobre M dada por la multiplicación escalar en cada fibra. Si (xi, ya) es 
un sistema de coordenadas locales de M de forma que ( xi) son coordenadas en la 
base N e (ya) son coordenadas en las fibras, entonces la acción está dada localmente 
por: 

RxM ---t M 

(t,(xí,ya)) ---t (xi,etya). 

Esta acción es el flujo de un campo de vectores C sobre M que se llama campo 
de vectores canónico del fibrado vectorial. 

Es fácil comprobar que, en el sistema de coordenadas (xi, ya), la expresión local 
de e es: 

(1.3.16) e a a 
=y aya" 

El campo de vectores C verifica las siguientes cuatro condiciones: 

i) C genera un grupo 1-paramétrico global de transformaciones sobre M. 

ii) Para cada punto x E M existe un único lim. ( exp tC) ( x), donde exp tC denota 
t--+-00 

el flujo de C. 

iii) El operador característico (Ac)x asociado a C satisface ((Ac)x)2 = (Ac)x para 
cada punto singular X de C. 

iv) El conjunto S de los puntos singulares de C es una subvariedad de M de 
codimensión igual al rango del operador (Ac )x para todo x E S. 
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Las condiciones i) y ii) son consecuencia inmediata de la propia definición de la 
acción de R sobre M. La condición iii) se comprueba utilizando la expresión local 
del operador característico asociado a e que es, respecto al sistema de coordenadas 
(xi,ya): 

Finalmente, de la expresión local (1.3.16) de C, se deduce que el conjunto singular 
S está determinado por las ecuaciones ya = O. Entonces S es la sección cero del 

. fibrado M--+ N, y por lo tanto S es difeomorf a N y una subvariedad regular de M. 
Además codim S = dim M - dim N que es claramente igual al rango del operador 
(Ac)x para todo x E S. 

Teniendo en cuenta la expresión local (1.3.16) el conjunto singular S de e está 
determinado por las ecuaciones ya = O, por lo que es la sección cero del fibrado 
vectorial M --+ N, y por lo tanto difeomorfo a N. 

Teorema 1.3.3 [Ng] Sea M una variedad diferenciable sobre la que existe un campo 
de vectores e que satisface las propiedades i)-iv). Existe entonces una única estruc
tura de fibrado vectorial en M sobre la variedad S de los puntos singulares de e, tal 
que e es el campo de vectores canónico. 

A continuación exponemos brevemente un esquema de la demostración de este 
resultado. La prueba consiste en comprobar que, si N(S) es el fibrado vectorial 
sobre S definido en cada punto x E S por 

N(S)x ={X E TxMf(Ac)xX =X}, 

entonces M es difeomorfa a N(S) y tiene por tanto una estructura de fibrado vec
torial sobre S de la que e resulta ser el campo de vectores canónico. 

La propiedad iii), significa que, en cada punto x E S, el operador (Ac)x es un 
proyector y por tanto, [LR2], podemos escribir 

TxM = ker(Ac)x EB Im(Ac)x, 

para todo x E S. O, lo que es lo mismo, 

TMJs = TS EB N(S), 

teniendo en cuenta la definición de N(S) y que, 
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en cualquier punto x E S. 
Para definir el difeomorfismo <I>: N(S) ~M se comprueba en primer lugar que 

existe un subfibrado esférico E e N(S) tal que para todo X E E, está bien definida 
la aplicación, 
(1.3.17) X E E ~ a(l) E M, 

con a una aplicación de R en M tal que 

~~Jt=O = X(a(O)), 

t%[Jt = C(a(t)). 

La propiedad i) permite extender la aplicación a todo N(S). 
La aplicación <I>: N(S) ~ M así construida es el difeomorfismo buscado que nos 

permite dotar a M de estructura de fibrado vectorial sobre S. La construcción de 
<I> asegura que C es el campo de vectores canónico. Además, por ser la estructura 
de fibrado vectorial de N(S) sobre S única, obtenemos que la estructura de fibrado 
vectorial construida en M es también única. 

Una consecuencia inmediata de este resultado es el siguiente corolario. 

Corolario 1.3.2 Dos fibrados vectoriales son isomorfos si y sólo si existe un difeo
morfisrno que preserva los campos de vectores canónicos. 

Este resultado general puede aplicarse a distintos fibrados vectoriales. En [Ng], 
Nagano lo aplica al caso del fibrado cotangente obteniendo una caracterización de 
variedades simplécticas como fibrados cotangentes. 

A continuación aplicamos el resultado de Nagano al caso de variedades casi k
cotangentes integrables, o equivalentemente, variedades k-simpléctícas. 

En la demostración del teorema utilizamos los siguientes resultados: 

Definición 1.3.3 Si (E, 1r, M) es un fibrado y p: H ~M una aplicación, entonces 
el pull-back de 1r por p es el fibrado (p* (E), p* ( 1r), H) donde el espacio total p* (E) 
está definido por, 

{(a, b) E Ex Hj1r(a) = p(b)}, 

y la proyección p* ( 1r) por, 

p*(1r)(a, b) = b. 
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El pull-back es un fibrado con fibra tipo igual a la fibra tipo de 1r. El par (1r*(p), p) 
es un morfismo de fibrados de p*(1r) a 1r. 

Si tomamos el fi.brado tangente (T M, TM, M) y, en lugar de una aplicación p 
tomamos otro fibrado (E, 1r, M) sobre M, entonces el pull-back de TM por 1r es el 
fibrado, 

llamado fibrado transverso a 1r. 

Podemos definir una aplicación, 

1f*: TE __... 1r*(TM) 

X ---t (7r*(X), TE(X)). 

Se verifica, [S3]: 

Lema 1.3.1 La siguiente sucesión de morfismos de fibrados sobre M es exacta: 

O-+ V1r J.. TE~ 1r*(TM)--> O, 

donde V 1r es el subfibrado vertical de TE e i es la inclusión. 

Teorema 1.3.4 Sea M una variedad de dimensión n(k + 1) dotada de una estruc
tura casi k-cotangente integrable (w;, 1/i; 1 ~ i ~ k) tal que las formas presimplécticas 
wi son exactas, es decir wi = -d)..i, y además (>.i)Jv; =O para todo 1 ~ i,j :::; k. 
Sean e1, ... , ek los campos de vectores sobre M definidos por 

(1.3.18) 

Si los campos de vectores e1, ... , ek satisfacen las condiciones i}-ii} entonces 
M es un fibrado vectorial sobre la variedad S de los puntos singulares de e = 
C1 + ... + ekJ isomorfo al fibrado cotangente de las P-covelocidades de S. Además 
el isomorfismo lleva la estructura casi k-cotangente canónica y los campos de vectores 
canónicos de (Tf)*Q a (wi, Vi; 1 :::; i ~ k) y e1 , ... , Ck respectivamente. 

Demostración 
Por ser la estructura (wi, Vi) integrable existe sobre M un sistema de coordenadas 

locales, que denotamos (r, X:,), y que es adaptado a la estructura, es decir 

a 
1/i =< =i >a=l, ... ,n · 

u X a 
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Si las formas presimplécticas son globalmente exactas, es decir wi = -dAi, en
tonces las 1-formas Ai se pueden escribir localmente como 

Ai ~dr" + dfi 

(-i 8!; )d-= .¿.., 8 Ji ~j 
xo: + 8XC' x + ~ =j uxo:. 

X j=l uXo: 

Utilizando además que (A;)JVJ =O se deduce que 

\ (-i 8fi )d-= 
Ai = XD: + OXD: X . 

Definimos un nuevo sistema de coordenadas ( xo:, x~) por las siguientes funciones 

Xo: =X"'' i -i 8!; 
X o: = X o: + 8XC', 

de forma que, en el nuevo sistema de coordenadas locales las 1-formas A; se escriben 
por 

A;= x~dxo:. 

Consideramos sobre la variedad M k campos de vectores e1 , ... , ek determinados 
por las expresiones 

~c;Wj = -Ó;jAJ· 

Operando en coordenadas locales ( xo:, x~) se obtiene que la expresión local de 
estos campos de vectores es 

C _i8 
;-Xo:-8i' 

X o: 
para cada 1 :::; i:::; k fijo. Por lo tanto el campo de vectores e= e1 + ... + ek tiene 
la siguiente expresión local 

(1.3.19) 1 8 k 8 e= Xo:-8 1 + ... + Xo:--k. 
xo: 8xo: 

El conjunto S formado por los puntos singulares de e se expresa en las coor
denadas locales adaptadas ( xo:, x~) por x~ = ... = x~ = O, para todo 1 :::; a :::; n, 
con lo que S es, como en el caso general, una subvariedad de M de dimensión n. 
Además el operador característico Ac asociado a e tiene expresión local, respecto 
de (xo:, x~), 
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en un punto cualquiera x E S, de modo que rango (Ac)x = kn, y por lo tanto e 
satisface la condición iv). 

También utilizando la expresión local de Ac se comprueba que e verifica la 
condición iii). Para comprobar que e verifica i) y ii) basta tener en cuenta que e1, 

... , ek verifican estas condiciones y que, como [ei, ei] = O para todos 1 :::; i, j :::; k, 
entonces, 

exp te= exp te1 o ... o exp tek, 

con lo que e es un campo de vectores completo y existe un único lim (exp te)(x). 
t-+-00 

Así M satisface todas las condiciones del Teorema 1.3.3, de Nagano, y podemos 
asegurar que M tiene una única estructura de fibrado vectorial sobre S tal que e 
es el campo de vectores canónico. De hecho existe un isomorfismo r.p entre M y el 
fibrado normal de S, 

N(S)x = Im(Ac)x 
"" . 8 = {X E TxMfX = LX~8 í }. 
i,o X"' 

Este isomorfismo es tal que el siguiente diagrama es conmutativo: 

donde 1r es la proyección canónica y rr' es la proyección inducida a través del iso
morfismo r.p. 

Para cada punto x E S existe un isomorfismo de espacios vectoriales 'Px entre 
las fibras 1r-1(x) = NxS y (rr')-1(x) = Mx, · 

Además, de la expresión local de NxS se deduce que, 

NxS = Vi(x) E9 ... E9 Víc(x). 

Entonces, en cada punto x E S, existe un isomorfismo de espacios vectoriales, 
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Por ser Fx un isomorfismo de espacios vectoriales se comprueba de modo in
mediato que la familia ( w; ( x), W; ( x), 1 ::::; i ::::; k) formada por k 2-formas w; ( x) en 
TxS Ef) Mx tales que 

w;(x) = F;w;(x), 

y por k subespacios W;(x) de TxS EB Mx de dimensión n tales que 

Wi(x) = 'Px(Vi(x)), 

es una estructura casi k-cotangente en el espacio vectorial TxS EB Mx. 
Sea { e1, ... , en} una base del subespacio TxS y sea {vi, ... , v~} una base del 

subespacio Vi(x) para cada 1::::; i::::; k. Si {ui = 'Px(vf), ... ,u; = 'Px(v1)} es la 
correspondiente base del subespacio W;(x) de Mx entonces podemos definir una 
aplicación, 

del modo siguiente: 

Gx(e;, O, ... , O)= (ei, O, ... , 0), 

Gx(O, ... , u~, ... , O)= (0, ... , ¿(o, ... ,u~, ... ,o)Wi(x), ... , 0), 

para 1 ::::; i ::::; k, 1 ::::; a: ::::; n. 
De las propiedades de (wi(x), W;(x)) se deduce que G es un isomorfismo de 

espacios vectoriales. Existe entonces un difeomorfismo de fibrados vectoriales sobre 
S definido fibra a fibra, 

M= UxesMx--+ (Tf}*S = Uxes(T;S EB ... EB T;S). 

Para ver que este difeomorfismo conserva las estructuras casi k-cotangentes 
tomamos en primer lugar un elemento O:x E (Tf )*S y expresamos la estructura 
casi k-cotangente canónica del espacio vectorial T0 ., ( ( T,;) *S) del modo siguiente. 

Para cualquier fibrado vectorial (E,p, M), si denotamos por Vp = kerp. el 
subfibrado vertical y por p* (T M) el fibrado transverso a p, entonces existe una 
sucesión exacta corta de morfismos de fibrados vectoriales ([S3], [Go], Lema 1.3.1) 

O -t Vp -t TE -t p*(TM) -t O. 

Como en cada punto O:x E (Tf)*S el espacio vertical Vrk(a:x) es 
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y el fibrado transverso Tk (T S) se puede identificar en cada punto con el espacio 
Trk(a,)S, entonces cada vector Za., E Ta.,((Tf)*S) se expresa de modo único por 

Za., T:(ax)Za., + vl(Za.,) + ... + Vk(Za.,) 

E TxS EB Vl(o:x) EB ... EB Vk(ax)· 

Definimos un isomorfismo de espacios vectoriales 

1/J: Ta,((Tl)* S) ~ TxS EB T;S EB ... EB r;s 
Za., ~ ( T:( O:x)Za,, fJ1 (x ), ... , !3k (x)), 

donde /3i(x) E T;S es tal que 

para (!3i ( x)) (i) el ( i)-levantamiento vertical del covector /3i ( x) a V; ( O:x) definido por 
de León, Méndez y Salgado en [LMS2], [M]. 

Sobre el espacio vectorial TxS EB r; S EB ... EB r; S existe una estructura casi 
k-cotangente ((wi)o(x), (V;)0 (x)) definida por 

(wi)o(x)((Ax, 0'1(x), ... , O'k(x)), (Ex, P1(x), ... , Pk(x)) = O'i(x)(Bx)- Pi(x)(Ax), 

(V;)o(x) =O EB ... EB T;S EB ... EB O, 

con r; S situado en el lugar i. 
Calculamos 1/;*((wi)o(x)): 

1/;*((wi)o(x))(Xa,, Ya,)) 

Puesto que 

(wi)o(x)(1/;(Xa,), 1/;(Ya,)) 

(wi)o(x) ( ( T: ( ax)Xa,, fJ1 (x ), ... , f3k(x) ), 

( T:(ax)Ya,, 0'1 (x ), ... , O'k(x))) 

f3i(x) ( T: ( O:x)Ya,) - O'i(x) ( T:( O:x)Xa,) 

( ( Tk)* !3i)( O:x)Yax - ( ( Tk)*O'i) ( O:x)Xa., 

¿¡3¡i)(a,)wi(ax)(Ya.,)- ¿,.¡;)(a,)wi(ax)(Xa,) 

= wi(ax)(vi(Xa,), Ya,)- wi(ax)(vi(Ya.,),Xa.,) 

wi(ax)(Xa,, YoJ· 

1/;(V;(o:x)) = (V;)o(x), 
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para todo 1 :::; i :::; k, entonces la estructura casi k-cotangente canónica de Tax ( (Tf )*S) 
se identifica, a través de 'lj;, con la estructura casi k-cotangente ((wi)o(s), (11i)o(s)) 
del espacio vectorial TxS EB T; S EB ... EB r; S. 

Además, 

(1.3.20) 
a;(wi)o(x) = wi(x), 

Gx(Wi(x)) = (Vi)o(x), 

para todo 1 :::; i :::; k, y por tanto el isomorfismo de fibrados vectoriales M -+ (Tf )*S 
conserva las estructuras casi k-cotangentes, puesto que la composición 'lj;- 1 oG8 oF5 es 
una aplicación de T;,M en Tax (Tf )*S que conserva las correspondientes estructuras 
casi k-cotangentes. 

La segunda condición de (1.3.20) es inmediata y la primera se comprueba del 
modo siguiente. 

Si denotamos por (a, b) = (a, b1, ... , bk) y (e, d) = (e, d1, ... , dk) dos elementos 
de TxS EB Mx, entonces: 

( c;(wi)o(x)) ( (a, b)' (e, d)) (wi)o(x)(Gx(a, b), Gx(e, d)) 

(wi)o(x)((a, ¿(a,b)w1(x), ... , ¿(a,b)Wk(x)), 

(e, ¿(c,d)w1(x), ... , &(c,d)wk(x))) 

¿(a,b)wi(x)(e, O, ... , O)- ¿(c,d)ú~\(x)(a, O, ... , O) 

w;(x)((a, b), (e, O))- w;(x)((e, d), (a, O)) 

= w;(x)((a, b), (e, d) ). 

con lo que G;(w;)o(x) = wi(x) para todo 1 :::; i :::; k. Además de la definición de Gx 
es evidente que Gx(Wi) = O EB ... EB r;s EB ... EB O= "\!i(x) con r;s situado en el 
lugar í. 

Si x E M es tal que no está en S y n'(x) =sE S, podemos escribir, utilizando 
el Lema 1.3.1, 

TxM = TsS EB VTM(x), 

y, mediante una traslación en la fibra (n')- 1(x), podemos identificar VTM(x) con 
VTM(s) de modo que 

y podemos repetir el razonamiento anterior. 
Como las condiciones (1.3.18) determinan por completo a los campos C;, es 

inmediato que F8 aplica estos campos en los campos de vectores canónicos del fibrado 
(Tl)*S. o 



Capítulo 2 

Variedades casi k-tangentes. 

2.1 Estructuras casi k-tangentes 

2.1.1 El fibrado tangente de las k1-velocidades 

El fibrado tangente de las k1-velocidades sobre una variedad diferenciable Q es el 
ejemplo modelo a partir del cual de León, Méndez y Salgado ([LMS3], [M]) definen 
las estructuras casi k-tangentes sobre una variedad Q. 

Ejemplo 2.1.1 Dada una variedad diferenciable Q de dimensión n el fibrado tan
gente de las k1-velocidades de Q es la variedad de jets Tf.Q definido del siguiente 
modo. 

Para x E Q, 

(Tf)xQ = JJ,xCRk,Q) = {jJ,xafa: Rk-+ Qdiferenciable,a(O) = x}, 

donde iJ,xa denota el1-jet de la aplicación a; entonces 

T1Q = UxeQ(Tf)xQ = UxeQJÓ,x(Rk, Q) = JJ(Rk, Q). 

Dado un sistema de coordenadas locales (u0 ; 1 $ a $ n) en Q, se define el 
sistema de coordenadas locales (u0 , vf, ... , v~) en Tf.Q por 

u0 (jJ,xa) = u0 (x), 
(2.1.1) Q('l ) - 8(u0 oa) 

Vi Jo,xO' - ott Jt=O' 

para todo 1 $ a $ n y 1 $ i $ k, donde (t1, ... , tk) E Rk. Así Tf.Q es una variedad 
diferenciable de dimensión n( k + 1). 

25 
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La proyección 7Tk : T~Q --* Q está definida por 

k( ·1 ) 7T JoxCJ =X. 

Es evidente que para k = 1 obtenemos el fibrado tangente sobre Q. 
Para k arbitrario existe un difeomorfismo canónico 

A: T1Q-. TQEB ... EBTQ, 

del fibrado tangente de las k1-velocidades sobre M con la suma de Whitney del 
fibrado tangente sobre Q consigo mismo k veces. A está definido por 

(2.1.2) 

donde cr; : R --* Q es la curva en Q definida por 

cr;(t) = cr(O, ... , t, ... , 0), 

con t colocado en la i-ésima posición. 
Localmente, 

A( a a a) ( a a a a) u , v1 , ... , vk = u , v1 , ... , u , vk . 

Así, para cualquier x E Q, podemos identificar cada elemento de (Tf)xQ con 
una k-tupla de vectores tangentes a Q en x. 

Utilizando esta identificación, se puede definir una suma y un producto por 
escalares en (Tf)xQ como sigue. Si u = (u1 , ... , uk) y v = (v1 , ... , vk) son 
elementos de (T~ )xQ y si ).. E R, entonces: 

Entonces 7Tk : T~Q --* Q es un fibrado vectorial sobre Q isomorfo a la suma de 
Whitney de TQ consigo mismo k veces. 

Recordamos ahora la teoría de levantamientos de campos de tensores sobre Q a 
T~Q, [Mor]. 

Dada una función f sobre Q se define el (i)-levantamiento f(il a T~Q de la forma 
siguiente 

f (il(·l ( ))=a(focr) 
Jo,x (J at' Jt=0 1 

para todo 1 :::; i :::; k. 



2. Variedades casi k-tangentes 

El levantamiento vertical de J, se define por ¡v = f o Tk. 

Localmente, 

(2.1.3) 
JCil(ua, vf) = vf(gJa), 
¡v(ua,vf) = f(uo:). 
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Si u es un campo de vectores sobre Q se define un campo de vectores uCil sobre 
T?;Q del modo siguiente: 

(2.1.4) 

para todo 1 :S i, j :S k y para cualquier función f sobre Q. 
Se define también el levantamiento completo uc de u a T?;Q por 

para cualquier función f sobre Q. 
Dado un campo de tensores F de tipo (1, 1) sobre Q, se define el ( i)-levantamiento 

p(i) de Fa T?;Q como el campo de tensores de tipo (1, 1) sobre T?;Q dado por 

(2.1.5) 

para todo 1 :Si :S k y para cualquier vector tangente X E Ty(T/;Q). 
Localmente, si F = Fff 0~01. <SI duf3, es 

(2.1.6) p(i) = pa~ 0 du13 • 
13 8v'?' 

' 
De esta manera, dado I el tensor identidad sobre Q, podemos definir k campos 

de tensores J;, de tipo (1, 1) sobre T?;Q, como los k (i)-levantamientos de I: 

J .- ¡(i) '- , 

es decir, 
(J;)y(X) = (T1rk(y)X)(il. 

La expresión local de los campos de tensores Ji, 1 :Si :S k, de tipo (1, 1) en T?;Q 
es, 

(2.1.7) 

A partir de la expresión local (2.1.7), se deduce que se verifican las propiedades 
siguientes: 
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(2.1.8) 

para todo 1 ::; i, j ::; k. 

2.1 Estructuras casi k-tangentes 

(1) Ji o Jj = Jj o Ji= o, 
(2) rangoJi = n, 

(3) ImJi n (+#ilmJi) =O, 

Se definen del modo siguiente las prolongaciones de aplicaciones entre variedades 
a los fibrados tangentes de k1-velocidades. 

Definición 2.1.1 Dada una aplicación f : M --t N entre dos variedades diferen
ciables M y N, se define la prolongación T~ f : Tf M --t T~ N por 

para todo x E M. 

2.1.2 Estructuras casi k-tangentes 

Considerando el modelo anterior, de León, Méndez y Salgado ([LMS3], [M]) intro
ducen las estructuras casi k-tangentes sobre una variedad M de dimensión n(k+ 1). 

Definición 2.1.2 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n(k+1). Supon
gamos que sobre M están definidos k campos de tensores J1, ... , Jk de tipo (1, 1) 
verificando las siguientes condiciones 

1) Ji o Jj = Jj o Ji =o, 
(2.1.9) 2) rangJi = n, 

3) ImJi n (+#ilmJi) =O, 

para todo 1 ::; i,j ::; k. La k-tupla (J1 , ... , Jk) se denomina estructura casi k
tangente en M y M se denomina una variedad casi k-tangente. 

También en [LMS3] y [M] se describen las estructuras casi tangentes como cierto 
tipo de G-estructuras y se demuestra que existe una correspondencia biyectiva entre 
estructuras casi k-tangentes sobre una variedad M de dimensión n(k + 1) y G
estructuras Bc(M) sobre M, donde G es el subgrupo de Lie de Gl(n(k + 1), R) 
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definido por 

(2.1.10) G = 

o 
o 

A 

/AEGl(n,R),A¡Egl(n,R),1~i~k . 

2.1.3 Condiciones de integrabilidad 
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El grupo de estructura G dado en (2.1.10) puede describirse como el grupo de 
invarianza de las matrices 

o o 
I O 

o o 

o o 

o 
o 
o 

o 

o o 
o o 

, ... ,(Jk)o= 
o o 

I O 

donde I es la matriz identidad de· dimensión n. Es decir, 

o 
o 
o 

o 

G ={a E Gl(n(k + 1),R)/a(J¡)o = (J¡)0a; 1 ~ i ~k}. 

Por la teoría general de O-estructuras, [Fu], tenemos 

Definición 2.1.3 Una estructura casi k-tangente (J¡, ... , Jk) sobre M es integrable 
si y sólo si en un entorno de cada punto de M existe un sistema de coordenadas 
(xa, yf, ... , yf) en el cual]¡ se expresa como (J¡)o para todo 1 ~ i ~k. 

A continuación, daremos una caracterización de la integrabilidad de las estruc
turas casi k-tangentes. 

Definición 2.1.4 Dados A y B dos tensores de tipo (1, 1) sobre M tales que AB = 
BA, definimos un campo de tensores {A, B} de tipo (1, 2) sobre M por 

{A, B}(X, Y)= [AX, BY]+ AB[X, Y]- A[X, BY]- B[AX, Y]. 

Nótese que {A, A} = N A, tensor de Nijenhuis de A. 
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Teorema 2.1.1 [LMS3], [.M] Una estructura casi k-tangente (J11 .•• , Jk) sobre M 
es integrable si y sólo si {Ji, Ji}= O para todos 1::; i,j::; k. 

En estas condiciones, existe un sistema de coordenadas locales (x'\ yf, . .. , y~) 
tal que los tensores Ji de tipo (1, 1) sobre M se expresan en este sistema por 

(2.1.11) 

2.2 Caracterizaciones del Fibrado T1Q 

En esta Sección aplicamos los métodos ya utilizados en la Sección 1.3 para obtener 
caracterizaciones del fibrado vectorial T1Q. 

En primer lugar recordamos los resultados obtenidos por de León, Méndez y Sal
gado ([M], [LMS2]) para variedades casi k-tangentes integrables que definen fibra
dones. En estos resultados, siguiendo de nuevo el trabajo de Crampin y Thompson 
[CrT] se obtiene en qué condiciones una variedad casi k-tangente se puede identificar 
con el fibrado tangente de las k1-velocidades sobre otra variedad. 

Después aplicamos el teorema de Nagano [Ng] para fibrados vectoriales, al caso 
particular de las variedades casi k-tangentes, obteniendo [LMOS2] una nueva carac
terización de variedades de este tipo como fibrados tangentes de k1-velocidades. 

2.2.1 Método de Crampin-Thompson. 

Dada una variedad casi k-tangente (M, Ji; 1 ::; i::; k) denotamos por Vi= ImJi las 
k distribuciones diferenciables sobre M de dimensión n. 

Utilizando la condición 3) de (2.1.9) existe V= Vi EB ... EB Vk una distribución 
diferenciable sobre M de dimensión nk. 

Si la estructura casi k-tangente (J11 ... , Jk) es integrable, entonces las distribu
ciones V, V1, ... , Vk resultan ser involutivas. Además cada una de ellas define una 
foliación de M de forma que cada hoja de la foliación definida por V es, localmente, 
un producto de k hojas de las foliaciones definidas por V1, ... ,Vic. 

Definición 2.2.1 La estructura casi k-tangente (J1, ... , Jk) sobre M define una 
fibración si el espacio de hojas de la foliación definida por V tiene una estructura 
de variedad diferenciable. 
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Dada (M, J1, ... , Jk) variedad casi k-tangente integrable que define una fibración, 
sea N el espacio de hojas de la foliación en M definida por V. N tiene estructura 
de variedad diferenciable y se pueden definir [M] los ( i)-levantamientos verticales de 
vectores tangentes u a N a vectores tangentes u(i) a M. 

Además, dada una conexión lineal simétrica '\7 adaptada a la estructura casi 
k-tangente, es decir, tal que '\7 Ji = O para todo 1 :::; í :::; k, se prueba que '\7 induce 
por restricción una conexión llana sobre cada hoja de las foliaciones definidas por 
v, \tí, ... , vk. 

Se puede probar ahora el siguiente teorema. 

Teorema 2.2.1 Dada (M, J1, ... , Jk) una estructura casi k-tangente integrable que 
define una fibración 1r : M--+ N, sea \7 una conexión lineal simétrica sobre M tal 
que \7 Ji = O para todo 1 :::; i :::; k y supongamos que, con respecto a la conexión 
llana inducida por \7, cada hoja de las foliaciones definidas por V, \tí, ... ' vk, es 
geodésicamente completa. Si además cada fibra de 1r : M --+ N es conexa y simple
mente conexa y cada hoja de Vi es conexa para todo 1 :::; i :::; k, entonces M es un 
fibrado afín modelado sobre T~ N. 

Demostración 
De acuerdo con la Definición 1.3.1 tenemos que definir un morfismo 

p:MxNTfM--+M 

de variedades fibradas sobre N de modo que para cualquier x E M, 

Px: 7r-1(x) X (Tf)xN--+ 1r-1(x) 

sea una acción libre y transitiva del espacio vectorial (TI)xN sobre 1r-1(x). 
Si u= (u1, ... ,uk) E (T~)xN entonces los k can1pos de vectores verticales Ui en 

1r-1(x) dados por 

para cada y E 1r-1(x), son can1pos geodésicos respecto a \7 y, por lo tanto, cada uno 
de ellos está generado por un grupo 1-paramétrico global: 

<I>u;: R x 1r-1(x)--+ 1r-1(x). 

A partir de las curvas integrales t --+ <I>u; ( t, y) de Ui definimos p por 

Px(Y, u) = <I>uk (1, ... , <I>u2(1, <l>u1 (1, y)) ... ). 

Así definida Px resulta ser una acción libre y transitiva.D 

Consecuencias de este resultado son: 
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Corolario 2.2.1 Si (M, JI, ... , Jk) verifica todas las hipótesis del Teorema 2.2.1 
y además 1r : M -+ N admite una sección global, entonces M es isomorfo, como 
fibrado vectorial, a Tl N. El isomorfismo depende de la elección de la sección. 

Corolario 2.2.2 Sí (M, JI, ... , Jk) verifica las condiciones del Teorema 2.2.1 salvo 
que las hojas de la foliación definida por V son simplemente conexas y esas hojas se 
suponen mutuamente homeomorfas, entonces Tl N es un espacio de recubrimiento 
de M y las hojas de V son de la forma T 5 x R kn-s donde T 8 es el toro de dimensión 
s, para 1::; s::; kn. Además, si se suponen las hojas de V compactas entonces TlN 
es un espacio de recubrimiento de M y las fibras son difeomorfas a Tkn. 

2.2.2 Método de Nagano 

Consideremos la estructura casi k-tangente canónica (Jr, ... , Jk) sobre el fibrado 
tangente de las ki-velocidades T}Q de una variedad diferenciable Q introducida en 
el Ejemplo 2.1.1. 

Localmente los campos de tensores Ji se expresan por 

Consideramos las proyecciones canónicas 

definidas por ¡i(XI, ... , X k) = (XI,·· .. , Xi, ... , X k) para cada 1 ::; i ::; k, donde 
(XI, ... , Xk) E T1Q = TQ EB ... EB TQ, y denotamos por Ci, con 1 :S i :S k, los 
campos de vectores canónicos sobre el fibrado vectorial pi : T1Q ----+ TL 1 Q. 

Los campos de vectores ei se escriben, localmente, 

para cada 1 ::; i ::; k. 
El campo de vectores e= e1 + ... + ek verifica, por estar construído a partir 

de campos de vectores canónicos asociados a fibrados vectoriales, las condiciones 
i) - iv) de la Sección 1.3. 

Además, los campos de vectores er, ... , ek satisfacen: 

(2.2.12) 
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para todos 1 :S i, j :S k. 

A continuación probamos que una variedad casi k-tangente integrable con al
gunas hipótesis adicionales es el fibrado tangente de las k1-velocidades de cierta 
subvariedad. 

Teorema 2.2.2 Sea M una variedad de dimensión n(k + 1) dotada de una estruc
tura casi k-tangente integrable (Jl, ... 'Jk) y de k campos de vectores el, ... ' ek 
sobre M que satisfacen las condiciones (2.2.12), es decir, 

para todos 1 :S i, j :S k. Si además e1, ... , e k satisfacen las condiciones i) -
íi), entonces existe una única estructura de fibrado vectorial en M sobre S que es 
isomorfa al fibrado tangente Ti S de las k 1-velocidades de la variedad singular S 
de e = e1 + ... + ek· Además el isomorfismo lleva la estructura casi k-tangente 
canónica y los campos de vectores canónicos de T1S a (J1 , ... , Jk) y e1 , ... , ek, 
respectivamente. 

Demostración 
La integrabilidad de la estructura (J1 , • • ·, Jp) implica que existe un sistema de 

coordenadas (xa, yf) sobre M tal que, para todo 1 :S i :S k y para todo 1 :S a :S n, 
se verifica a a 

J·(-)--' a-a - a-a ' X Yi 

a 
Ji(a-a) =O. 

YJ 

La expresión local de cada e; es 

donde (A;)a = (A;)a(x13 ,yf,···,yf), (Bi)'f = (B;)j(x13 ,yf,···,yf). Como J;eJ =O 
se deduce que (A;)a =O, y como Lci JJ = -Ó;JJj obtenemos que 

a(B.)a . __ . _J = ÓiÓJÓCY. a-/3 h h ¡3 . 
Yh 

Por lo tanto, para cada i E {1, ... , k}, 

a a 
e;= (Bi)f(x13 ,yf,···,yf)a-a + 2)B;)j(x)a-a · 

Yi #i YJ 
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Utilizando ahora que [C;, Cj] = O obtenemos que (B;)j = (Bj)f = O siempre que 
i =1 j, con lo que 

8 e - (B) 0 (xf3 y-!3 ... y-!3)-
, - t i ' 1' ' p ~-a · uy; 

Definiendo ahora un nuevo sistema de coordenadas locales ( x 0 , yf) por 

podemos escribir los campos e; respecto de estas nuevas coordenadas por 

(2.2.13) e Q 8 
i =Y; ~ a, 

uy; 

de modo que además estas coordenadas son también adaptadas a la estructura 
(J1, · · ·, Jp)· Si llamamos S; a la subvariedad de M formada por los puntos sin
gulares de e;, para cada 1 :Si :S k, obtenemos que cada S; está determinada por la 
condición yf =O. Además, si e= e1 + ... + ek, entonces 

(2.2.14) e Q 8 Q 8 
=yl-+···+yk-' 

8y? 8y~ 

de modo que S= S1 n · · · n Sk, la subvariedad de M de los puntos singulares de e, 
tiene dimensión n. 

En las coordenadas ( X 0 , yf), el operador característico Ac está dado por 

para cada punto x E S. 
Las expresiones locales (2.2.14) de e y las de Ac, implican directamente que e 

verifica las condiciones iii) - iv). 
e verifica también las condiciones i) - ii) puesto que de [e;, CJl = O se sigue 

exp te = exp te1 o · · · o exp tek , 

con lo que e es completo por serlo cada e; existe un único lim ( exp te) ( x) para 
t->00 

cada x E M. Estamos entonces en las condiciones del teorema de N agarro y podemos 
decir que existe una única estructura de fibrado vectorial en M sobre S tal que C 
es el campo de vectores canónico y existe un isomorfismo 
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N(S) M 

~~ 
S 

donde 1r es la proyección canónica y n' es la proyección inducida a través de cp. 

Se tiene 

N(S)x 
k f) 

{X E TxM 1 X= ¿xiaaa}, 
i=l Yi 

{X E TxM 1 X= xa ;::,0 } . 
uX0 

Para cada punto x E S existe un isomorfismo de espacios vectoriales ifJx entre 
las fibras 1r-1(x) = NxS y (n')- 1(x) = Mx, 

Además, si denotamos por V;(x) = Im Ji(x) los k subespacios de TxM de di
mensión n, es inmediato que 

Entonces, para cada punto x E S, existe un isomorfismo de espacios vectoriales, 

En el espacio vectorial TxS EB Mx definimos k aplicaciones lineales J1 ( x), ... , Jk ( x) 
por: 

TxSEBMx 
Ji(x)l 

TxS EB Mx 

TxS EB Vi(x) EB ... EB Vk(x) 
lJi(x) 

TxS EB V1(x) EB ... EB Vk(x). 

( 11 ( x), ... , ]k ( x)) es una estructura casi k-tangente en el espacio vectorial TxS EB 
Mx. 

Sea { e1, ... , en} una base de TxS y sea { vL ... , vt} una base de Vi ( x) para cada 
1 :Si :S k. Sea { ui = ifJx( vi), ... , u~ = ifJx( v~)}l$i$kl la base de Mx correspondiente. 
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La aplicación Ji ( s) está definida por: 

Ji(x)(ea,O, ... ,O) = (O,O, ... ,v~, ... ,O) 

Ji(x)(O,O, ... ,v~, ... ,O) = (0,0, ... ,0), 

para todos 1 ::; i, j ::; k, 1 ::; a ::; n. 
Es inmediato que, 

es un isomorfismo de espacios vectoriales. 
Podemos definir un isomorfismo de espacios vectoriales, 

por: 
Gx = (1 + <,Ox) o (1 + Jl(x)JT.,S + ... + Jk(x)jr.,s). 

Existe entonces un difeomorfismo de fibrados vectoriales sobre S definido fibra 
a fibra, 

Tf S = UxEs(TxS EB ... EB TxS) -> UxEsMx = M. 

Para ver que este difeomorfismo conserva la estructuras casi k-tangentes tomamos 
en primer lugar un elemento Xx E Tf¡S y expresamos la estructura casi k-tangente 
canónica del espacio vectorial Tx.,(Tf¡S) del modo siguiente. 

Puesto que en cada punto Xx E Tf¡S el espacio vertical Vnk(Xx) es, 

y el fibrado transverso (nk)*(TS) se puede identificar en cada punto con el espacio 
T'lfk(X:c)S, entonces cada vector Zx., E Txx(Tf¡S) se expresa de modo único como 

Zxx (nk)*(Xx)(Zx,) + vl(Zxx) + · · · + vk(Zxx) 

E TxS EB VI(Xx) EB ... EB Vk(Xx). 

Definimos un isomorfismo de espacios vectoriales, 

'</;: Txx(T{¡S) _, TxS ffi TxS EB ... EB TxS 

Zxx -> ((nk)*(Xx)Zxx, A1(x), ... , Ak(x)), 



2. Variedades casi k-tangentes 37 

donde Ai(x) E TxS es tal que, 

(Ai(x))(i) = vi(ZxJ, 

siendo (Ai(x) )lil el ( i)-levantamiento vertical del vector Ai(x) a Vi(Xx) definido por 
de León, Méndez y Salgado ([LMS4], [M]). 

Sobre el espacio vectorial TxS EB TxS EB ... EB TxS existe una estructura casi k
tangente ((Jl)0 (x), ... , (Jk)o(x)) definida por, 

(Ji)o(x)(ea, O, ... , O)= (0, O, ... , ea, ... , 0), 

(Ji)o(x)(O, O, ... , ea, ... , O)= (0, ... , 0), 

con 1 :S i :S k. 
El isomorfismo 'lj; conserva la estructura, puesto que el siguiente diagrama es 

conmutativo para todo 1 :S i :S k: 

Txx(T1S) 
Í;(Xx)l 

~ TxS EB TxS EB ... EB TxS 
lCJilo(x) 

Txx(T1S) ~ TxS EB TxS EB ... EB TxS. 

Por tanto, la estructura casi k-tangente canónica de Txx(T1S) se identifica, a 
través de 'lj;, con la estructura casi k-tangente ((J1) 0 (x), ... , (Jk)o(x)) del espacio 
vectorial TxS EB TxS EB ... EB TxS. 

La conmutatividad del diagrama 

TxS EB TxS EB ... EB TxS 
(J~)ol 

TxS EB TxS EB ... EB TxS 

0 "' TxS EB Mx 
p;(x) 

0 "' TxS EB Mx 

para todo 1 :S i :S k, prueba que el difeomorfismo de fibrados vectoriales M _. T1 S 
conserva las estructuras casi k-tangentes. 

Dado que los campos de vectores C1, ... , Ck están caracterizados por las condi
ciones (2.2.12) es fácil ver que se conservan los campos de vectores canónicos.D 

2.3 Jets de primer orden 

En esta sección recordaremos la construcción del fibrado de 1-jets Jl7T de un fibrado 
(E, 1r, M) donde M es la variedad base, E es el espacio total y 1r : E -* M la 
proyección [S3]. Suponemos dim M = m, dimE = m + n. 

Sea r p( 1r) el conjunto de secciones locales de 1r cuyo dominio contiene a p. Defi
nimos en rp(7r) la siguiente relación de equivalencia. 
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Definición 2.3.1 Dos secciones locales~ y 'lj; E fp('rr) son equivalentes si ~(p) = 
'lj;(p) y además, en algún sistema de coordenadas fibradas (xi, u") con 1 ~ i ~ m, 
1 ~ a ~ n se verifica 

axi jp 8x' jp 

La clase de equivalencia que contiene a ~ se llama el1-jet de ~ en p y se denota 
·1"" 

)p'f'· 

Se define la primera variedad de jets de rr del modo siguiente. 

Definición 2.3.2 La primera variedad de jets de 7r es 

(2.3.15) 

Se definen además las proyecciones 1r1 y rr1,o de Jlrr a M y E respectivamente 
por 

7rl : Jlrr ----) M 
j~~ ----) p 

y 
7rl,O : Jlrr ---'> E 

j~~ ----) ~(p). 

Jlrr tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensión m(n + 1) + n. 
De hecho se puede definir un sistema de coordenadas locales del modo siguiente 

Definición 2.3.3 Sea (E, rr, M) un fibrado y sea (U, u) un sistema de coordenadas 
fibradas en E con u = ( xi, u"). El sistema coordenado inducido ( U1 , u 1) sobre Jl ( rr) 
se define por 

{j~~N(p) E U}, 
( i a ") x ,u ,u; , 

donde: 
xi(j~~) xi(p), 

(2.3.16) u"(j;~) u"( ~(p)), 

ui(#~) a~" 
ox' jp' 

para todo 1 ~ i ~ m y 1 ~ a ~ n. 
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Las proyecciones 1r1,0 : Jl1r --+ E y 1r1 : J11r --+ M son submersiones sobreyectivas. 
De hecho se verifica [83], 

Teorema 2.3.1 El triple (J1?T,?T1,0 ,E) tiene una estructura de fibrado afín mode
lado sobre el fibrado vectorial 

donde 1'E : TE --+ E es la proyección canónica. 
Esta estructura es tal que, para cada carta fibrada (U, u) sobre E, la aplicación 

r u : ?Tl,~ (U) 
#<P 

es una trivialización afín local. 

De aquí se deduce 

---4 UxRmn 
- (<P(p),ur(j;<P)) 

Corolario 2.3.1 El espacio total Jl?T de 1r1,0 es una variedad cuya dimensión es 
m(n+1)+n. 

Dada una subvariedad abierta W e M y dado el conjunto rw(?T) de secciones 
de 1r con dominio W, se pueden definir las prolongaciones de secciones locales. 

Definidón 2.3.4 Sea (E, ?T, M) un fibrado, W e M una subvariedad abierta y 
if; E rw(?T). La primera prolongación de <P es la sección j 1<f; E rw(?T1) definida por 

(2.3.17) 

parap E W. 

Utilizando las ecuaciones (2.3.16) se obtiene que la representación coordenada 

de la sección j 1</J E rw(?T¡) es (</;01., ~~:). 

Definición 2.3.5 Dados el fibrado (E, ?T, M) y el fibrado de 1-jets asociado Jl?T, se 
define un campo de jets como una sección r: E--+ Jl?T del fibrado ?T1,0 . 

Definición 2.3.6 Una sección integral del campo de jets r es una sección local <P 
de ?T tal que la prolongación P<P satisface 
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Se define también [S3] la primera prolongación de un morfismo de fibrados del 
modo siguiente 

Definición 2.3. 7 Sean (E, n, M) y (H, p, N) dos fibrados y sea (!, ]) un morfismo 
de fibrados tal que ] es un difeomorfismo. La primera prolongación de (!, ]) es la 
aplicación l (!, ]) : Jln ___. Jl p definida por 

- --1 
donde f(cp) = f o cp o frt(dom.w 

2.4 Campos de k-vectores 

2.4.1 Campos de k-vectores 

Consideramos una variedad diferenciable M de dimensión n dotada de un sistema 
de coordenadas locales (u"'; 1 :S a :S n). Consideramos el fibrado tangente de las 
k1-velocidades de M, T,f M, con el sistema de coordenadas inducido (u"', vf; 1 :S a::; 
n, 1 :S i :S k). Sea nt : T,f M ___. M la proyección canónica. 

Definición 2.4.1 Un campo de k-vectores sobre M es una sección X: M___. T,fM 
de la proyección canónica nt. 

En coordenadas locales podremos escribir 

X: 

donde Xf = Xf(u"'). 

M 
(u"') 

T?M k 
(u"', Xf), 

Consideramos el fibrado trivial n : Rk x M --+ Rk. Veremos que se puede 
identificar Jln con Rk x T,fM. En efecto, si jl</J E Jln, entonces cp: Rk _, Rk x M 
da lugar a una aplicación ~ : Rk --+ M definida por ~(t) = pr2 o </J(t), donde 
pr2 : R k x M --+ M denota la proyección en el segundo factor. Definimos ahora 
~t : Rk _, M por [;t(s) = ~(t+ s). Entonces [;t(O) = ~(t) = x E M. Así, Ji<P se 
identifica al par (t,jMt)· 
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Recíprocamente, dado (t,j6u) E Rk x TfM, con u: R........, M tal que u(O) = x E 

M, se define: 
--+ 1\!J 

s --+ 7f(t)=u(t-s), 

de modo que 7f(t) = u(t- t) = u(O) = x. 
Identificamos (t,j6u) con J67f E Jl1r. En coordenadas inducidas la identificación 

es la identidad y no hacemos distinción entre las coordenadas en R k x Tlc M y J 11r. 

Se obtiene el diagrama conmutativo 

donde 1r1,o, 1r y 1r1 son las proyecciones canónicas. 
Utilizando la Definición 2.3.5, un campo de jets para 1r es una sección de la 

proyección 
7rl,O: J 17r = Rk X TfM- Rk X M. 

Podemos expresar localmente un campo de jets 'Y sobre 1r por 

1: RkxM--+ RkxTfM 
(ti,ua) (ti a a) ---7 ,u,"(¡ . 

Por lo tanto cada campo de k-vectores sobre M, 

X: M ---+ T1M 
ua --+ X(ua) = (ua,Xf), 

puede identificarse con el campo de jets 'Y sobre 1r : Rk x M........, Rk dado por: 

Teniendo en cuenta la Definición 2.3.6 de sección integral de un campo de jets, 
definimos del siguiente modo las secciones integrales de un campo de k-vectores 
sobre M. 
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Definición 2.4.2 Una sección integral del campo de k-vectores X sobre M es una 
aplicación (j: U e Rk---> M, con U abierto en Rk, tal que 

X o (j = (j(l) 
' 

donde (j(l) es la prolongación de (j definida por 

---7 T"fM 
---7 (j(ll(t) = jÓ(jt 

con (jt(s) = (j(t + s) para todo t, sE Rk. 

Comparando la definición de (j(l) con la Definición 2.3.4, se obtiene que, 

(j(l) = pr2 o jf(id, (j), 

donde (id, (j) : R k ---> R k x M es la sección definida a partir de (j. 
De hecho se verifica 

Proposición 2.4.1 u : U e Rk ---> M es una sección integral del campo de k
vectores X: M---> T"fM si y sólo si (id,(j) :U e Rk---> Rk x M es una sección 
integral del campo de jets id x X: Rk x M---> Rk x T"fM. 

Demostración 
Si localmente la sección (j se escribe por (j(t) = ((ja(t)), entonces 

(j(ll(t) = ·1 Jo(jt 
a (jo: 

= ((jt(O), ~(O)) 

= 
O! a(ja ((j (t), {jf(t)). 

Por otro lado la composición X o (j se escribe 

---> M ___. T"f M 
___. ((ja(ti)) ___. ((ja(ti)), Xf((ja(ti))) 

de manera que (j: U e Rk---> M es una sección integral del campo de k-vectores X 
sobre M si y sólo si 

a (jo: 
Xf((j(t)) = ati (t) 

lo que equivale a que (id, (j) sea sección integral del campo de jets id x X.D 
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Nota 2.4.1 Las ecuaciones 

que determinan las condiciones en que una aplicación de un abierto U e Rk en M 
es una sección integral de un campo de k-vectores, son un sistema de ecuaciones en 
derivadas parciales y por lo tanto pueden no existir soluciones, es decir, un campo 
de k-vectores puede no tener secciones integrales. 

Definición 2.4.3 Un campo de k-vectores X : M --+ Tl M se dice integrable si en 
cada punto pE M existe una sección integral a: U e Rk --+M tal que a(O) =p. 

Nota 2.4.2 Sea (ti, xa; 1 :::; i :::; k, 1 :::; a :::; m) el sistema de coordenadas canónico 
de Rk x Rm. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden del 
tipo: 

(2.4.18) axa = ¡a( !3) a t X ' ti 
con X~-= (x1 , •.. 'xm) : Rk--+ Rm y f = uia) : Rm --+ Rk X Rm puede interpretarse 
localmente como un campo de k-vectores sobre Rm. 

En un entorno U de cada punto x E Rm podemos definir el siguiente campo de 
k-vectores: 

X : U e Rm ___. T{ RjU 

x ___. X(x) = (X1(x), ... , Xk(x)), 
con 

Xi(x) = fia(x) a~a (x ). 

De este modo una aplicación, 

con V un entorno de O E Rk y a(O) = x, es una sección integral de X si y sólo si 

aaa -a (t) = ¡ia(a(t)), 
ti 

para todo tE V, es decir, a satisface el sistema de ecuaciones (2.4.18). 
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2.4.2 Conexiones 

A continuación aplicamos los resultados generales [83] de caracterización de la in
tegrabilidad de campos de jets por medio de conexiones en fibrados al caso de los 
campos de k-vectores. 

Como antes, sea (E, 1r, M) una variedad fibrada. Veamos en primer lugar cómo 
se define una conexión sobre esta variedad fibrada. Para ello empezamos recordando 
las definiciones de subespacio y subfibrado verticales. 

Definición 2 .4.4 Dado el fibrado (E, 7r, M), el subconjunto 

V1r ={X E TEj1r*(X) =O E TM} 

se denomina el conjunto de vectores verticales a 1r. V 7r es una subvariedad de TE. 
El triple (V1r, (7rE)Jv7r, E) con 7rE la proyección canónica del fibrado tangente a E, 
es un subfibrado de 7rE que se llama el subfibrado vertical de 1r. 

Para cada punto z E E el conjunto 

Vz ={X E V1rjX E TzE}, 

es un subespacio vectorial de TzE que se denomina subespacio vertical en z. 

Entonces: 

Definición 2.4.5 Una conexión sobre (E, 1r, M) es un campo de tensores r, de tipo 
(1, 1) sobre E tal que 

(2.4.19) 

y tal que el subespacio propio en cada punto z E E correspondiente al valor propio 
-1 es el subespacio vertical Vz. 

Se definen las proyecciones vertical y horizontal asociadas a una conexión r como 
los campos de tensores v y h sobre E, de tipo (1, 1), dados por 

Por ser runa conexión, utilizando (2.4.19) se deduce que v y h satisfacen 

v+ h = I, vh = hv =O. 
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Si además definimos el subfibrado de TE, H = Imh, entonces se verifica que 

TE=Htr!V. 

donde V= Im v. H se denomina la distribución horizontal y He= he(TeE) el subes
pacio horizontal en e. Es evidente que una conexión consiste en dar un subespacio 
horizontal en cada punto. 

Dada una conexión r, su proyector horizontal h se expresa localmente, en coor
denadas fibradas ( xi' ua)' por: 

(2.4.20) 

Las funciones r~ se llaman componentes de la conexión. 
Equivalentemente puede escribirse: 

r = ( : + 2f~ ,::¡ 
8 a ) 0 dti - ,::¡ 

8 a 0 dxa. 
uti uX uX 

Se verifica también, [S3], que existe una correspondencia biyectiva entre campos 
de 1-jets, es decir, secciones de la proyección 71"1,0 : Jln -+ E, y conexiones sobre E. 

En tal correspondencia, a un campo de jets 'Y: E-+ J 1n, dado por --y(xi, ua) = 
( xi' ua' rn' le corresponde una conexión r 1 tal que su proyector horizontal se escribe, 
en coordenadas locales, por: 

Si r es una conexión sobre E con proyecciones vertical y horizontal v y h respec
tivamente, entonces 

Definición 2.4.6 La curvatura de la conexión r es el campo de tensores de tipo 

(1, 2) en E definido por Rr = -~[h, h] donde [h, h] es el corchete de Nijenhuis de 
h. 

Finalmente se caracteriza la integrabilidad de un campo de jets del modo si
guiente. 

Proposición 2.4.2 Sea 'Y un campo de jets sobre 7r : E -+ M y sea r 1 la conexión 
sobre E asociada a "(. Entonces se verifica que 'Y es integrable si y sólo si r 1 es una 
conexión llana, es decir, si y sólo si Nh =O. 
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Demostración 
Sea un sistema de coordenadas locales ( xi, u a) sobre E adaptadas a la estructura 

fibrada (E, 1r, M). 
Operando en coordenadas locales se obtienen fácilmente las siguientes igualdades: 

Rt( 8~t, a~ a) = o, 

Rt(a~a, 8~í3) =o, 
8 8 aq C> ar':l' ar~ ¡3 ara a 

Rt(ax" 8x3 ) = (( axt + ri 8u~)- ({hf + ri 8u~ ))~. 

De este modo, 

o, equivalentemente, 
(ra o 4> / (ra o 4> )i 

Rt = O {::> 8xi = axi 

que es la condición de integrabilidad de la ecuación, 

84>0< 
axi = rf o 4> 

y por lo tanto la condición de integrabilidad del campo de jets ¡. O 

Consideraremos el caso particular de la variedad fibrada (Rk x M, -rr, Rk). Uti
lizando que un campo de jets de esta variedad fibrada equivale a un campo de 
k-vectores sobre M, se obtiene que: 

Proposición 2.4.3 Existe una correspondencia biyectiva entre campos de k-vectores 
sobre M y conexiones sobre el fibrado (Rk x M, -rr, Rk). · 

Como sabemos por la Proposición 2.4.1, la integrabilidad del campo de k-vectores 
X equivale a la integrabilidad del campo de jets asociado. Deducimos, utilizando 
la Proposición 2.4.2, que la integrabilidad de un campo de k-vectores sobre M está 
caracterizada por el carácter llano de la conexión asociada sobre Rk x M. 

Proposición 2.4.4 Sea X : M ~ T'f M un campo de k-vectores sobre M y sea rx 
la conexión sobre (R k x M, 1r, R k) asociada. El campo X es integrable si y sólo si 
la conexión asociada rx tiene curvatura nula. 
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Nota 2.4.3 Además de la interpretación local descrita en la Nota 2.4.2, un sistema 
de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden del tipo (2.4.18), 

OXOi = J:> ( !3) 
!:! ' X ' u ti 

se interpreta geométricamente también como una conexión. Basta considerar la 
fibración 

Rk X Rm--+ Rk, 

con coordenadas (ti, xo:, 1 :S: i :S: k, 1 :S: a :S: m) y tomar la conexión sobre Rk x Rm 
con proyector horizontal h dado por: 

h(&) = -Jt + Jt 8~Ci, 
h(a~Ci)=o, 

de modo que Im h =< & + ¡ia fj~Ci >1::;i::;k es la distribución horizontal H de r. 
De este modo una sección local cp = cp(ti) = (ti, epa) definida en un entorno cúbico 

W de O E R k, es una sección horizontal para r si y sólo si, 

oc:POi = ¡o: ( , !3) 
ati ' q; ' 

es decir, si y sólo si es una solución de (2.4.18) en un abierto W e Rk. 

2.4.3 k-semisprays 

Sea M = TfQ y consideremos el fibrado tangente de las k1-velocidades de M, 
TfM = TfTfQ. Estudiaremos un tipo particular de campo de k-vectores en M. 

Definición 2.4.7 Un k-semispray sobre Q es un campo de k-vectores sobre T1Q, 
es decir, una sección~: T1Q----. T1T1Q de la proyección 1r~~Q : TfTfQ----. T1Q, tal 

que~ es también una sección del fibrado vectorial Tf7r~ : TfT1Q----. T1Q, con Tf1r~ 
definida según la Definición 2.1.1. 

Si (u a) es un sistema de coordenadas en Q y (u a, vf) es el sistema de coorde
nadas inducido en T1Q, denotamos por (ua, vf, uj, vf,i; 1 :S: a :S: n, 1 :S: i :S: k) las 
coordenadas inducidas en TfT1Q por las ecuaciones (2.1.1). 
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Utilizando la identificación A definida en (2.1.2) se deduce que, en cada punto 
de T(¿Q, la sección ~ se puede identificar con una k-tupla (6, ... , ~k) de vectores 
tangentes a T(¿Q que representaremos localmente por 

e Q a ca a 
<,j = ~j :::. Q + '-,i,j :::. Q' uu uvi 

para todo 1 ~ j ~ k. 
Entonces, localmente, el k-semispray ~ se escribe 

(2.4.21) 

Sabemos que la proyección 1r~~Q : TfT(¿Q--+ TfQ se escribe localmente 

(2.4.22) 

y puesto que 1r~ ( ua, vf) = ( u00 ), entonces la prolongación T(¿-rr~ se escribe localmente 

(2.4.23) T l k ( a a a a ) ( a a) k 1r Q u , vi , uj , vi,j = u , u,j . 

Así, por ser ~ un k-semispray sabemos que 

1í~~Q(~(ua, vf)) = T1-rr~(~(ua, vf)) 

y combi.nando (2.4.21), (2.4.22) y (2.4.23) se obtiene que~ es un k-semispray si y 
sólo si 

~f = vf, 

para todo 1 ~a~ n y para todo 1 :::.; i ~ k. 
De esta forma el k-semispray ~ se escribe localmente 

(2.4.24) 

Definición 2.4.8 El campo de k-vectores de Liouville sobre TfQ es el campo de 
k-vectores e = (el' ... 'e k) donde cada ei, 1 ~ i ~ k' es el campo de vectores sobre 
TfQ definido por 

ei(u) = (ui)~) 
para todo u= (u1, ... , uk) E T(¿Q, para todo 1 ~ i:::.; k y con el (i)-levantamiento de 
ui definido por (2.1.4). 
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Los campos de vectores Ci son los campos de vectores canónicos de los fibrados 
vectoriales J.Li : TfQ ---7 Tf- 1 Q descritos en la Sección 2.2.2. 

Una consecuencia inmediata de (2.4.24) es el siguiente resultado. 

Proposición 2.4.5 Un campo de k-vectores ~ = (6, ... , ~k) sobre T}Q es un k
semispray si y sólo si 

Vl ~ i ~k, 

donde (J1, ... , Jk) es la estructura casi k-tangente canónica sobre T}Q. 

Se puede probar, de modo análogo al caso del segundo fibrado tangente, [Go], 
la existencia de una involución canónica del segundo fibrado tangente de las k1-

velocidades. 

Teorema 2.4.1 Existe un difeomorfismo sk de TfT1Q sobre sí mismo, y uno solo, 
verificando las siguientes propiedades: 

i) sk es una involución de T1T1Q, es decir (sk) 2 =id. 

ii) sk es un isomorfismo de fibrados vectoriales entre los fibrados (T}T}Q, 1í~tQ' 
T;tQ) y (TtT}Q, Tt1r~, T}Q). 

iii) Para toda función f : Q ---7 Q se verifica que TfT1 f o sk = T}Tf f. 

Demostración 
Utilizando las propiedades i) y ii) se deduce que, localmente, sk debe estar 

definida necesariamente por 

(2.4.25) 

Recíprocamente, esta expresión local determina, para cada abierto U C Q, un 
difeomorfismo de Tilq T(/(U) sobre sí mismo que verifica las condiciones i) y ii). 

Además, teniendo en cuenta la Definición 2.1.1, si fes una función diferenciable 
sobre U entonces T 1T 1f o sk = T 1T 1f O ' k k k k . 

A partir de la expresión local (2.4.25) y de la Definición 2.4.7 se deducen los 
siguientes resultados. 
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Proposición 2.4.6 Un campo de k-vectores~ : Tl;Q ~ Tl;Tl;Q es un k-semispray 
si y sólo si 

Los siguientes resultados sobre k-semisprays e integrabilidad de k-semisprays 
aparecen en [Gü]. En ese artículo los k-semisprays se denominan secciones de se
gundo orden y sus secciones integrales se denominan soluciones. 

Dado que un k-semispray es un campo de k-vectores sobre Tl;Q, utilizando la 
Definición 2.4.2, se deduce que una sección integral de un k-semispray 'ljJ es una 
aplicación rJ: Rk ~ Tl;Q tal que 

Además, de acuerdo con la Definición 2.4.3, un k-semispray ~se dice integrable 
si, en cada punto u E Tl;Q existe una sección integral de~ tal que rJ(O) =u. 

Se verifica el siguiente resultado 

Proposición 2.4.7 Un campo de k-vectores integrable ~ : Tl;Q ~ Tl;Tl;Q es un 
k-semispray si y sólo si para toda sección integral rJ : U e Rk ~ Tl;Q se verifica que 

(11'~ o rJ)(l) =(J. 

Demostración 
Las expresiones locales de ~' rJ y rJ(l) son: 

~: T(Q 
(u",vf) 

(J: u e Rk 

t 

____... T(T(Q 
____... (u", vf, ~i, ~~1 ), 

---+ T(Q 
---+ (rJ"(t), rJf(t)), 

rJ(1l : U e Rk _, Tl;Q 

t ____... ( rJ"(t), rJf(t), ~~ (t), ~~f ( t) ). 
Si rJ es una sección integral de ~, se verifica: 

(2.4.26) 
orJ" e<>-

'>i - [)ti' 
e<> orJf 
'>i,j = 8tl . 
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Por otro lado las expresiones locales de ;r~ o cr y de ( ;r~ o cr) (l) son 

n~ o cr : u e R k __, Q 
t __, ( cr" ( t)) 

(n~ o cr)(ll : U e Rk 

t 

Utilizando (2.4.26) se deduce que ~ es un k-semispray si y solo si crf 

pero, por las expresiones locales anteriores, esto es equivalente a que 

cr= (r~ocr)(1 l, 

lo que prueba la proposición.D 
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También utilizando las expresiones locales correspondientes se prueba que 

Proposición 2.4.8 Sea~ : Tf<Q --'> TlTlQ un k-semispray integrable. Entonces, 
para cada punto z E.: T}T}U existe una aplicación cr : U e Rk --'> Q tal que (cr(1l)(1) = 
~o cr(1) y (cr(1l)(1l(O) = z. cr se llama solución de~· 

Demostración 
Dada 'ljJ: Rk --'> T}Q una sección integral de~ basta tomar cr = r~ o 'lj;.D 

Nota 2.4.4 Sea un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de 
segundo orden del tipo, 

(2.4.27) 

Reescribimos este sistema como, 

(2.4.28) 

ox"- v" ar:- i 

ov" - f"( {3 !3) 7ft - ij X , V¡ . 
J 

Si tomamos lafibración RmxRkm--'> Rm con coordenadas adaptadas (x", x~; 1:::; 
i :S k, 1 :::; a:::; m), el sistema (2.4.28) puede identificarse localmente con un campo 
de k-vectores, 
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de modo que las soluciones de (2.4.28) son funciones, 

cP: u e Rk----+ Rm X Rkm, 

cjJ = cjJ(xi) = (c/Ja, c/J~) que son secciones integrales de X. 
Puesto que, 

éJcjJCI. . __ ,;..z 
&xi -'+'a' 

2.4 Campos de k-vectores 

es inmediato comprobar que X es un k-semispray y las soluciones de (2.4.28) son 
las proyecciones a abiertos de R m de las secciones integrales cjJ = ( c/Ja, c/J~) de X. 

Así, de modo local, podemos interpretar geométricamente un sistema del tipo 
(2.4.28) como un k-semispray sobre abiertos de Rm x Rkm. 



Capítulo 3 

Formalismo hamiltoniano. 

El objetivo principal de esta sección es obtener una descripción geométrica de las 
ecuaciones de Hamilton asociadas a un problema variacional integral múltiple, uti
lizando la estructura geométrica de las variedades k-simplécticas. 

3.1 Formas polisimplécticas 

En esta sección describimos las formas polisimplécticas en el sentido de Günther 
[Gü] y comprobamos que una forma polisimpléctica estándard no es más que una 
estructura k-simpléctica como las estudiadas en el Capítulo l. 

Si la forma polisimpléctica no es estándard no tendremos asegurada la existencia 
de una distribución sobre M verificando las propiedades de la Definición 1.1.1. 

Definición 3.1.1 Una 2-forma D sobre M, Rk-valuada, cerrada y no degenerada en 
el sentido de que, si X E x(M) es tal que txD =O entonces necesariamente X= O, 
se llama forma polisimpléctica. El par (M, D) se llama variedad polisimpléctica. 

El ejemplo canónico de estructura polisimpléctica considerado por Günther [Gü] 
es la variedad fibrada Hom(TQ, Rk) sobre Q que Günther llama fibrado homogéneo 
de cojets, variedad que no es más que el fibrado cotangente de las k1-covelocidades 
(Tf)*Q, que, como vimos en el Capítulo 1, es el modelo de las variedades k
simplécticas. 

Consideramos el siguiente diagrama conmutativo 
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T(T1)*Q 
Tr~ 

TQ ____, 

7T(Tl)*Ql 
k 

l7rQ 
Tk 

(T?J*Q 
Q Q. ____, 

La estructura polisimpléctica canónica sobre (T1 )*Q es la 2-forma Rk-valuada 
definida del siguiente modo: 

Sea Xe E Te((Tk)*Q) con e = 7r(rf)•Q(Xe) de forma que e = (el, ... , ek) E 

(Tk)*Q. Entonces sobre (Tl)*Q se define la 1-forma canónica 8 0 por: 

Go(Xe) e(TT~(Xe)) 
(el(TT~(Xe)), ... , ek(TT~(Xe))) E Rk. 

Definición 3.1.2 8o es la !-forma canónica y 0 0 = -d80 es la forma polisimpléc
tica canónica sobre (Tn*Q. En efecto 0 0 es cerrada (es exacta) y no degenerada. 

Es fácil comprobar que si (u a, u~, ... , u~) es un sistema de coordenadas adap
tadas en (T1 )*Q entonces las expresiones locales de 8 0 y Oo son 

k 

Go 2.:::(8o);e;, con (8o)i = ¿u~dua, 
i=l Ct 

(3.1.1) k 

O o L(Oo)ie;, con (00)i = 2.:::dua 1\ du~, 
i=l a 

donde { e1, ... , e k} es la base canónica de R k. 

Por último, para una variedad diferenciable M, se definen en [Gü]las formas 
polisimplécticas estándards. 

Definición 3.1.3 Una forma polisimpléctica O sobre una variedad M se llama una 
forma estándard si y sólo si M admite un atlas de cartas canónicas para O, es decir, 
cartas en las que localmente O se escribe en la forma (3.1.1). (M, O) se llamará 
entonces una variedad polisimpléctica estándard. 

Así, dada una forma polisimpléctica estándard O sobre una variedad M podemos 
k 

escribir O = L Oiei donde cada Oi es una 2-forma R-valuada sobre M. Dado un 
i=l 

sistema de coordenadas adaptadas a O podemos definir localmente una distribución 
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V sobre M de dimensión nk, por las condiciones du1 = ... = dun = O. Entonces es 
fácil comprobar que (D1 , ... , Dkl V) es una estructura k-simpléctica sobre M. 

Si en el modelo (Tl)*Q se considera la estructura k-simpléctica canónica ( (w1) 0 , 

... , (wk)o, V) descrita en el Ejemplo 1.1.1 y definimos la 2-forma Rk-valuada Do 
por 

Do = (w1)oe1 + ... + (wk)oek 

es inmediato comprobar, utilizando las expresiones locales (1.1.3) y (3.1.1), que D0 

es precisamente la forma polisimpléctica canónica de (TfJ*Q. 

Para una variedad k-simpléctica arbitraria (M, w1, ... , wk, V) se demuestra, uti
lizando la primera condición de (1.1.4), que: 

Proposición 3.1.1 Si (M, w1 , ... , WkJ V) es una variedad k-simpléctica y definimos 
sobre M la 2-forma Rk-valuada D por 

entonces D es una forma polisimpléctica sobre M. Además, del Teorema 1.1.1, se 
deduce que D es una forma polisimpléctica estándard. 

De esta manera hemos probado que una estructura k-simpléctica sobre M equi
vale a una forma polisimpléctica estándard. 

A continuación definimos los morfismos musicales que en la siguiente sección 
utilizaremos para expresar de modo global las ecuaciones de Hamilton sobre una 
variedad k-simpléctica. 

Puesto que toda variedad k-simpléctica es de hecho una variedad polisimpléctica 
estándard, podemos considerar sobre ella los morfismos musicales Db y D~ definidos 
por Günther para este tipo de variedades. 

Así, para una variedad k-simpléctica (M,w1, ... ,wk, V), definimos, 

Db: TM ----e> (Tl)*M =::= T*M tf! ... wT*M 

X ----e> Db(X) 

del modo siguiente. 
Para cada 1 ::; i::; k, si X E TxM, entonces para cualquier Y E TxM se define: 

(3.1.2) (Db(X))i(x)(Y) = wi(x)(X, Y), 
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de modo que, 
Db(X) = (D'(X)1 , ... , Db(X)k) E (T~ )*M. 

Calculemos ahora la expresión local de Db. Sea ( xa, x~; 1 :::; o: :S n, 1 :S i :::; k) 
un sistema de coordenadas locales sobre M adaptado a la estructura k-simpléctica 
(w1 , ... , wb V). En estas coordenadas: 

para todo 1 :Si :S k, de modo que utilizando (3.1.2) obtenemos la siguiente expresión 
local para Db: 

con lo que 

(3.1.3) 

Por otro lado: 

con lo que, 

(3.1.4) 

(Db( 0~a)Ma~f3) = o, 

(Db(a~a)Ma~) = fjii8af3, 
(3 

( n~ (a~~) M a~f3) 

(Db(a~J )Ma~z) 
Q (3 

o, 

con -dxa situado en la posición j-ésima. 
Por lo tanto, si X E T M se escribe localmente como 

entonces: 

(3.1.5) 
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La aplicación Dtt 

está definida como sigue. 

DP: Tl¡M 
X 
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-----7 T* M 
-----7 D~(X), 

Si X= (X1 , ... , Xk) E (Tf)xM entonces D~(X) E T;M es el covector dado por 

-traza( (D0(Y) )i(x )(XJ)) 
k 

= - L(D0(Y))i(x)(Xi) 
i=l 

k 

L::wi(x)(Xi, Y), 
i=l 

para cualquier Y E TxM. 
Veamos cual es la expresión local de Dti en el sistema de coordenadas locales 

adaptadas (xa, x~). 
Si X= (X1, ... , Xk) está dado por: 

(3.1.6) 

entonces 

(D0 ( 0~a))i(XJ) = (XJ)~, 

(D0( ;:,01 ))i(XJ) -8uXj, 
uXa 

de modo que, 

(3.1. 7) k k 

= - L(X;)~dxa + L(Xi)adx~. 
i=l i=l 

Nota 3.1.1 Si k = 1 entonces flD = Dü es el isomorfismo b de T M en T* M deter
minado por la forma simpléctica. 
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3.2 Ecuaciones de Hamilton 

Las ecuaciones de Hamilton de la Mecánica Clásica son un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias de primer orden del tipo: 

oH 
ap; 
oH 
oq' 

donde ( qi, Pi) es un sistema de coordenadas del espacio fase dado por las posiciones 
y los momentos del sistema mecánico. 

La geometría simpléctica permite dar una versión intrínseca de estas ecuaciones 
del modo siguiente: En una variedad simpléctica (M,w) la 2-forma simpléctica 
permite definir el isomorfismo b por: 

TM ----7 T*M 

X ----7 b(X) = LxW 

el cual permite asociar a cada función H: M-+ R (función hamiltoniana) un campo 
de vectores XH, llamado campo de vectores hamiltoniano correspondiente aH, tal 
que las curvas integrales de XH satisfacen, en coordenadas canónicas, las ecuaciones 
de Hamilton. En efecto XH está definido por la ecuación LxHw = dH. 

Las Ecuaciones de Hamilton clásicas asociadas a un problema variacional integral 
múltiple, son un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer 
orden de la forma: 

aH k o'lj} 
(J? = -2:-"', 

(3.2.8) i=l [)ti 

oH 8'1/J"' 
ax' 

"' 
at;· 

El objetivo de esta sección es encontrar una versión intrínseca de estas ecuaciones 
sobre variedades k-simplécticas. 

De hecho, si H : M -+ R es una función hamiltoniana, el morfismo Oti anterior
mente descrito nos permite asociar aH campos de k-vectores (X1, ... , Xk) sobre M 
tales que 

Si existe alguna solución (X1 , ... , Xk) integrable, entonces sus secciones inte
grales satisfacen, en coordenadas canónicas, las ecuaciones de Hamilton. 
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3.2.1 Hamiltonianos R-valuados 

En primer lugar veremos que dado H : 1i1 ---* R existen siempre soluciones de la 
ecuación D~(X¡, ... , Xk) = dH. 

En segundo lugar veremos que, en caso de existir, las secciones integrales de 
(X1, ... , Xk) satisfacen las ecuaciones de Hamilton. 

En variedades k-simplécticas, dada H : M ---* R, para cada x E M se tiene 
dH(x) E T;M y se trata de encontrar una colección de k-vectores Xx = ((Xr)x, ... , 
(Xk)x) E (Tl)xM tales que 

Consideramos el subconjunto ( ntt) -r ( dH) e T~ M definido por 

En general, dH no pertenece necesariamente a la imagen de ntt, lo que implica 
que no existirán necesariamente soluciones de la ecuación D~(Xx) = dH(x). 

Se verifica el siguiente resultado: 

Proposición 3.2.1 El conjunto (D~)- 1 (dH) es un espacio fibrado afín modelado en 
el espacio subfibrado vectorial ker n~ e T~ M 

ke<n~M/M 

Demostración 
Definimos la aplicación 

r: (DUt 1(dH) x kerD~ ---* (D~t 1 (dH) 

((Xr, ... ,Xk),(Yr, ... ,Yk)) ---* (Xr, ... ,Xk)+(Yr, ... ,Yk) 

= (Xr + Yr, ... ,Xk + Yk)· 

r está bien definida y además, en cada punto x E M, rx es una acción libre y 
transitiva del espacio vectorial ker ntt(x) sobre (Ott)- 1(dH(x)).D 

Como consecuencia de este resultado podemos asegurar que las soluciones (X1, 

... , Xk) de 
(3.2.9) ntt(xr, ... , Xk) = dH 
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no son únicas, pues cualquier elemento de ker n~ sumado a una solución de (3.2.9) 
nos da otra solución de esta ecuación. 

Sea XH = (X1, ... , Xk) una solución de (3.2.9) tal que cada Xí se escribe local
mente por (3.1.6). Para una función harniltoniana H: M----* R se verifica: 

(3.2.10) dH aHd a aHd í =a c. X + f) í Xa· 
X X 0 

Igualando las expresiones locales (3.1.7) y (3.2.10) correspondientes a n~(XH) y 
a dH respectivamente, obtenemos, 

aH 
k 

"éf? = - I)Xi)~, 
(3.2.11) i=l 

aH = (Xi) 0 . 
ax~ 

Q 

Recíprocamente, utilizando estas condiciones, podemos construir, en cada en
torno de un punto de M, un campo de k-vectores local que es solución de la ecuación 
(3.2.9). 

Bastaría definir (X¡, ... , X k) por: 

x _aH a aH a 
1 - ax~ "éf? - "éf? ax~' 

x _aH a 
i- ax~ "éf?' 

Q 

para todo i > l. 
Evidentemente esta definición no es única. 
Veamos como, mediante una partición de la unidad, podemos encontrar, a partir 

de soluciones locales, un XH E Tf.M globalmente definido y verificando, f2U(XH) = 
dH en todo M. 

Para ello, sea {Ua}aEA un recubrimiento localmente finito de M de modo que en 
cada abierto Ua existe XHa E Tf.Ua verificando 

(3.2.12) f2Ü(XHJ(x) = dH(x), 

para todo x E Ua· 
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Para cada a E A definimos el elemento XHa de T1M, dado en cada punto x E M 

por: 
si x E Ua 

si x tf Ua. 

Sea Pa}aEA una partición de la unidad asociada al recubrimiento {Ua}aEA de 
M. 

Consideramos XH sección global de Tf M definido por: 

XH: M ~ T1M 

x ~ XH(x) = ¿p,a(XHJ)(x) = L Aa(x)(XHJ(x) 
A A 

Veamos que, así definido, XH satisface la condición O~(XH) = dH en todo M. 
De hecho rzti(XH) es la sección de T* M definida por 

O~(XH): M ~ T*M TxM 

X ~ O~(XH )(x): l 
R, 

donde 
-traza( (Ob (Y) )i (x) (XH(x) )j) 

k 

- L(Db(Y))i(x)(XH(x))i 
i=l 

k 

= 'Lwi(x)(LAa(x)(XHa(x))i, Y) 
i=l A 

k 

L L Aa(x)wi(x)((XHa(x))i, Y) 
i=l A 

k 

= L Aa(x) 'Lwi(x)((XHa(x));, Y) 
A i=l 

dH(x), 

para todo x E M, teniendo en cuenta que L >-a(x) = 1 y (3.2.12). 
A 

Los campos de k-vectores sobre una variedad no son, en general, integrables, es 
decir, no poseen en general secciones integrales. 
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Supongamos que XH es una solución integrable de la ecuación (3.2.9). Por lo 
tanto existe una sección 1/J dada localmente por: 

1/; : U e Rk ____. M 

(t1, ... , tk) ---t (1/;a(tl, ... , tk), 1/J~(tl, ... , tk)), 

y que verifica, 

(3.2.13) 

de modo que las ecuaciones (3.2.11) toman ahora la forma 

an 
"lJ? 

8H 
ax• a 

~-
Como vemos, las secciones integrales de XH, en caso de existir, satisfacen las 

ecuaciones de Hamilton (3.2.8). 
Podemos enunciar el siguiente resultado. 

Proposición 3.2.2 La ecuación (3.2.9) 

O~(X1, ... , Xk) = dH, 

puede considerarse como una versión intrínseca de las ecuaciones de Hamilton sobre 
una variedad k-simpléctica. 

En el siguiente ejemplo estudiamos unas ecuaciones físicas conocidas, como son 
las ecuaciones de la electrostática, y comprobamos que tales ecuaciones pueden 
obtenerse como las ecuaciones de Hamilton (3.2.8) asociadas a una cierta aplicación 
hamiltoniana H. 

Ejemplo 3.2.1 Sobre el espacio R 3 con coordenadas (x1, x2, x3 ) consideramos una 
métrica de Riemann g. 

Las ecuaciones de la electrostática son [KT] 

(3.2.14) 
p = *dc/J, 

dp = -4?Tp, 
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donde cjJ es un campo escalar cjJ: R 3 ~ R que da el potencial eléctrico sobre R 3 , p 
es un campo vectorial p: R 3 ~ R 3 que establece el campo eléctrico sobre R 3 y que 
puede interpretarse también como la 2-forma sobre R 3 dada por: 

p = P1 dx2 1\ dx3 - P2dx 1 1\ dx3 + psdx1 1\ dx2 , 

p es la 3-forma sobre R 3 que determina la densidad de carga, y que es un dato 
conocido, y * es el operador estrella de Hodge que a cada h-forma (3 le asocia 
la (3 - h)-forma *P definida, para v1 , v2 , v3 un sistema de vectores ortonormales 
orientados en TxR3 , por 

En coordenadas locales las ecuaciones (3.2.14) son: 

(3.2.15) 

1 3 

In L9ijPj, 
V g j==l 

~ opi. ( ) L._¿ = -4r. ..¡g r x , 
j==l oxJ 

para 1::; i::; 3 y donde% son las componentes de la métrica, ..¡g = Jdetg;j y r(x) 
es la función escalar sobre R 3 determinada por: 

En lo que sigue suponemos que la función r(x) es constante r(x) = r, es decir, 
la distribución de carga eléctrica es constante en todo R 3 , y que la métrica g sobre 
R3 es la métrica euclídea. 

La solución de las ecuaciones (3.2.15) está dada por un par de aplicaciones 
definidas sobre R 3 , que toman valores una en R y la otra en R 3 , de modo que 
representen, respectivamente, al potencial cjJ y al campo eléctrico p. 

1; y las componentes de p = (PI,P2,Ps) determinan una aplicación 1/J: R 3 ~ R 4 

tal que 

Si tratamos de interpretar esta aplicación 1/J como la solución de las ecuaciones de 
Hamilton (3.2.8), entonces debemos identificar R 4 con una variedad k-simpléctica 
de dimensión 4, como por ejemplo R4 = (TJ )*R el fibrado de cojets de aplicaciones 
de R en R 3 . 
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En esta situación demostramos a continuación que las ecuaciones de la elec
trostática se pueden obtener como las ecuaciones de Hamilton asociadas al siguiente 
hamiltoniano definido sobre (Tl )*R: 

H: (Tl)*R 
3 

(u,u1,u2,u3) --+ H(u,ul,u2,u3) = (47rru+ ~ L(ui)2), 
i=l 

con 1 :::; i, j :::; 3. 
Teniendo en cuenta la definición de H, es inmediato que: 

dH 
(3.2.16) 

oH du + oH dul + oH du2 + oH du3 
Ou 8u1 8u2 8u3 

= 47rrdu + u 1du1 + u2du2 + u3du3. 

Como vimos, las soluciones de las ecuaciones de Hamilton asociadas a H son las 
secciones integrales de cualquier campo de 3-vectores (X¡, X2, X3) sobre (Tl )*R tal 
que 
(3.2.17) 

Si la expresión local de (X1, X2, X3) es: 

( )o a · )1 a )2 a ( )3 a 
Xi = Xi ou + (Xi &u1 + (Xi &u2 + Xi &u3, 

entonces sabemos que 

(3.2.18) 
OU(X¡, X2, X3) = -((XI)1 + (X2)2 + (X3)3)du + (X1) 0du1 

+(X2)0du2 + (X3 ) 0du3 , 

y, por lo tanto, la expresión local de (3.2.17) es 

(3.2.19) 

para 1 :::; i :::; 3. 

47rr = -((X1)1 + (X2)2 + (X3)3), 
ui = (Xi)0 , 

Las soluciones de f2U(X1, X2, X3) = dH no son únicas. Cualquier elemento de 
ker nu sumado a una solución da una nueva solución. El núcleo de nu está formado 
por los campos de 3-vectores sobre (Tl)*R3 tales que: 

(X¡) 1 + (X2)2 + (X3)3 =O, 

(X¡)0 = (X2)0 = (X3)0 = O. 
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Si 'ljJ : R 3 ---. (Ti)*R es una sección integral de (X1, X 2, X 3 ) dada por 'ljJ = 
( 'lj;o, ?j;1, 'lj;2 , 'lj;3 ), entonces 

a·~ 
~ = (X·)i 
f)xJ , J 

para O ::; i ::; 3, y sustituyendo en (3.2.19) obtenemos 

que son las ecuaciones de la electrostática de modo que 7/J0 representa el potencial 
eléctrico y ( 7/J 1 , 7/J 2 , 7/J3 ) representa el campo eléctrico buscados. 

En el Capítulo 1 de [J] se comprueba que la función, 

·O( ) j r d3 ' 
7.j.l X = - 1 X - x' 1 X ' 

con x, x' E R 3 , es un potencial escalar solución de las ecuaciones de la electrostática. 
Esta sería la solución general en el caso en que las distribuciones de carga no tuviesen 
superficie límite alguna. 

En los problemas reales aparecen, lógicamente, superficies límites con condiciones 
de contorno preestablecidas. También en [J] se estudian métodos para encontrar 
soluciones de las ecuaciones de la electrostática en algunos de estos casos. 

3.2.2 Hamiltonianos Rk-valuados 

Se pueden considerar también (Awane [Aw1], Puta [Pu]) aplicaciones hamiltonianas 
H : (Tf )*Q ---. Rk. En este apartado obtendremos las ecuaciones de Hamilton para 
hamiltonianos Rk-valuados (k-hamiltonianos) de la siguiente manera. 

Teniendo en cuenta que si H = (Hl, ... , Hk) entonces dH(x) = (dH1(x), ... , 
dHk(x)) E (T1);Q definimos del siguiente modo los sistemas k-hamiltonianos. 

Definición 3.2.1 Si M es una variedad k-simpléctica, un campo de vectores XH 
E TM tal que O~(XH) = dH, con O~ definida por (3.1.5), se llama sistema k
hamiltoniano asociado al k-hamiltoniano H. 

En [Aw1] se prueba que la estrutura local de los k-hamiltonianos sobre una 
variedad k-simpléctica es la siguiente 



66 3.2 Ecuaciones de Hamilton 

Proposición 3.2.3 Sea H = (H\ ... , Hk) un k-hamiltoniano y sea (x':>, x~) con 
1 ::; a ::; n y 1 ::; i ::; k, un sistema coordenado local adaptado a la estructura 
k-simpléctica. Entonces las componentes (H1 , ... , Hk) de H se escriben localmente 
como 

n 

Hi = L Cf?a(x1 , ... , xn)x~ + qi(x1, •.. , xn) 
a=l 

donde Cf?a y <ti, con 1 ::; a ::; n y 1 ::; i ::; k, son funciones diferenciables sobre M. 

Observemos que la existencia de Xs implica la forma lineal local de H. 
Veamos en este caso cómo obtener las ecuaciones de Hamilton. 
Sea Xs un sistema hamiltoniano con k-hamiltoniano asociado HE C 00 (M, Rk). 

Sea ( x", x~) un sistema de coordenadas locales adaptadas sobre M y sea a : I = 
( -é, e) e R- M una curva integral de Xs, es decir 

(3.2.20) 

para todo t E R. 
Localmente, a(t) = (a"(t), a~(t)) y por lo tanto: 

da da" 8 da~ 8 
(3.2.21) dt (t) = -;¡¡(t) 8x" + dt (t) 8xi . 

a 

Ahora, utilizando de nuevo la ecuación (3.1.5), podemos escribir del siguiente 
modo O"(Xs): 

(3.2.22) n"(X ) (da"d 1 da~ a da"d k da~d ") 
H = dt Xa - dtdX ' ... 'dt Xa - dt X . 

Por otro lado, si H = (Hl, ... , Hk), entonces: 

8H1 8H1 . 8Hk 8Hk . 
(3.2.23) dH = ( !ladx" + ~dx~, ... , ~dx" + ~dx~). 

vX vXa vX vXa 

Finalmente, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.2.20), (3.2.22) y (3.2.23), ob
tenemos que el campo de vectores Xs satisface la ecuación O"(Xs) = dH si y sólo 
si sus curvas integrales a verifican las ecuaciones de Hamilton siguientes: 

(3.2.24) 
8Hi ida" 
8xJ 8i"Clt' a 

que son condiciones necesarias que deben verificar las curvas integrales de un sistema 
k-hamiltoniano asociado al k-hamiltoniano H. 



Capítulo 4 

Formalismo lagrangiano. 

En este capítulo consideraremos funciones L : TlcQ -+ R, que llamaremos funciones 
lagrangianas o lagrangianos. 

Veremos cómo en esta situación podemos definir una aplicación de TlcQ en 
(Tic )*Q que generaliza a la tranformación de Legendre usual entre los fibrados tan
gente y cotangente. Como en el caso del fibrado tangente llamaremos lagrangianos 
regulares o hiperregulares a aquellos lagrangianos L para los cuales la transformación 
de Legendre F L es un difeomorfismo local o, respectivamente, un difeomorfismo 
global. En el caso de los lagrangianos regulares obtendremos las ecuaciones clásicas 
de Euler-Lagrange asociadas a un problema variacional integral múltiple ([CCI), 
[GS), [Gü], [KT), [Sar]): 

(4.0.1) 
k a aL aL 
L at· (av0J- aucY. =O, 
t=l t t 

El objetivo principal de este capítulo es obtener una descripción geométrica de 
las ecuaciones (4.0.1) utilizando la estructura geométrica de JJ(Rk,Q). 

4.1 n-ansformación de Legendre 

Consideraremos la estructura casi k-tangente canónica (J1 , ... , Jk) sobre TlcQ fi
brado tangente de las k1-velocidades sobre Q. 

Localmente, si (ua,vf) es el sistema coordenado sobre T/¿Q definido por (2.1.1), 
cada Ji se escribe por 

Ji= ;::,acx ®ducx, 
VV; 
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como vimos en (2.1. 7). 
En esta situación se pueden definir sobre T(¿Q las siguientes k derivaciones ver

ticales iJ; con 1 :::; i :::; k como sigue. 
Si f E C 00 (TfQ), w E AP(T"fQ) y X1, ... , Xp E x(T"fQ), entonces 

iJJ o 
(4.1.2) p 

L w(X1, ... , JiXa, ... , Xp)· 
a=l 

LJ; es así una derivación de grado O sobre A(Tl;Q). 
También para cada 1 :::; i < k definimos una diferenciación vertical d1i sobre 

T?;Q del modo siguiente: 
(4.1.3) dJ; = [LJ;, d], 

de modo que dJ; es una antiderivación de grado 1 sobre T?;Q. 
Así, para una función lagrangiana L : T¡Q __, R, podemos definir el elemento 

fh = ((/h)I, ... , (f3L)k) E (Tf)*Tf;Q por 

(4.1.4) 

Utilizando las condiciones (4.1.2) y (4.1.3) se comprueba que, localmente, (f3L)i 
se escribe 

(4.1.5) 

Cada ((3L)i E T*T(¿Q es una 1-forma semibásica sobre T(¿Q, es decir, (f3L)i(X) = 
O para todo campo de vectores vertical X sobre T(¿Q. 

Teorema 4.1.1 Dada una función lagrangiana L: T(¿Q __, R existe una aplicación 
FL: T(¿Q---+ (T1)*Q tal que rk o FL = 1rk. 

Demostración 
De hecho, para y E (T1Q)x con x E Q, FL(y) E ((Tf)*Q)x está definido por 

(FL(y))i(X) = (f3L)i(X) 

para cualesquiera X E TxQ y X E TyTQ con (1rq)*(X) =X y para todo 1 :::; i :::; k. O 

Como un caso más general puede comprobarse la existencia de una correspon
dencia biyectiva entre elementos de (Tf)*T(¿Q de la forma (3 = ((31 , ... , f3k), donde 
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cada (Ji es una 1-forma semibásica sobre T1Q, y aplicaciones D : T(¿Q -+ (T(¿ )*Q 
tales que Tk o D = 1rk. 

La existencia de tal correspondencia se puede obtener también como un caso 
particular del estudiado en [LR5]. En este artículo se denota por 1r~ : T~ Q -+ T~ Q 
la proyección canónica entre los fibrados de n-jets de orden l y de n-jets de orden 
r. Se comprueba que cada forma n;-semibásica sobre T~Q define una aplicación 
D : T~Q ---+ T*(T~Q) tal que qr:;Q o D = 1r~ donde qT':;Q : T*(T~Q) -+ T~Q es la 
proyección canónica. 

Tomando el caso particular de l = 1, r = O y n = k obtenemos que cada forma 
semibásica sobre T(¿Q define una aplicación D : T(¿Q-+ T*Q tal que n* o D = Tk, 

de modo que si consideramos, como antes, un elemento (3 E (T(¿ )*T1Q tal que 
(3 = ((31, ... , f3k) con (Ji semibásica para todo 1 :::; i :::; k, entonces obtenemos una 
aplicación D : T1Q -+ (Tf )*Q verificando las propiedades requeridas. 

La aplicación FL del Teorema 4.1.1 es la asociada al elemento f3L = ((f3Lh, ... , 
(f3L)k) E (T(¿ )*T(¿Q por esta correspondencia teniendo en cuenta que cada (f3L)i es 
una 1-forma semibásica sobre T(¿Q. 

Se comprueba, utilizando la expresión local de las (f3L)i ( 4.1.5), y la expresión 
de F L vista en la demostración del Teorema 4.1.1, que la expresión local de F L es 

FL: 
( 4.1.6) 

con 1 :::; a :::; n y 1 :::; i :::; k. 

T1Q (T(¿)*Q 

(ua 8L) 
'7JVf ' 

Utilizando la expresión local de F L ( 4.1.6) es inmediato comprobar que, teniendo 
en cuenta las identificaciones (T(¿ )*Q = T*Q EB ... EB T*Q y T(¿Q = TQ EB ... EB TQ 
descritas en los Ejemplos 1.1.1 y 2.1.1 respectivamente, la aplicación F L se puede 
ver como la tranformación de Legendre usual definida entre los fibrados tangente y 
cotangente de una variedad, actuando sobre cada copia de TQ. Además podemos 
escribir del siguiente modo la matriz Jacobiana J de F L: 

In o o 
()2L ()2L ()2L 

(4.1.7) 
ouaovf 

J= 
ov'[ovf ovfovf 

()2L ()2L ()2L 

auaavf3 k ov'[ov~ avaavf3 k k 
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donde In es la matriz identidad de dimensión n y 1 :::; a, ¡3 :::; n, de modo que J es 
una matriz cuadrada de dimensión n( k + 1). 

Se deduce fácilmente que: 

(4.1.8) FL es un difeomorfismo local {:::> det 

con 1 ::; a, ¡3 :::; n. 

fJ2L 

8vf8vf 

8 2L 

8v'f8vf 

:fO 
8 2L 

avaav(3 k k 

Definición 4.1.1 La función lagrangiana L : T1Q -> R se dice que es regular si 
la correspondiente transformación de Legendre F L es un difeomorfismo local. L se 
dirá hiperregular si y sólo si F L es un difeomorfismo global. 

Si (wb ... , wk, V) es la estructura k-simpléctica canónica sobre el fibrado (T1 )*Q 
y (wL)i = -d(f3L)i, podemos probar utilizando las expresiones locales (4.1.5) de 
(!3L)i, (4.1.6) de FL y (1.1.3) de wi, el siguiente lema. 

Lema ·1.1.1 Para todo 1 :::; i :::; k se verifica que 

Demostración 
En efecto, 

(4.1.9) 

para todo 1 :::; i:::; k.D 

Si denotamos por V= kerT1rk la distribución vertical del fibrado (T1Q, 1rk, Q) 
obtenemos la siguiente caracterización de lagrangianos regulares. 

Proposición 4.1.1 L: T1Q-> Res un lagrangiano regular si y sólo si ((wL)1, ... , 

(wL)k, V) es una estructura k-simpléctica sobre T1Q. 
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Demostración 
Utilizamos las expresiones locales (4.1.9) de (wL)í y que, 

(4.1.10) V=< ~o a; 1 :::; a :::; n, 1 :S: i :S: k > . 
uV; 
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Se deduce que, independientemente de la regularidad deL, se verifica la condición 

(wL)íJ vxv = O, 

con lo que es suficiente probar que L es regular si y sólo si ker(wL)rn ... n ker(wL)k 
=o. 

Suponemos en primer lugar que L es un lagrangiano regular. Entonces 

azL azL 

fJv?ovf ovf:ovf 

(4.1.11) det #0 

fJZL fJZL 

fJv?ovf 8vaov13 
k k 

donde 1 :S: a, (3 :S: n. 
Veamos que entonces ker(wLhn ... n ker(wL)k =O. 

Sea X = xa 0~a. + Xj 0~a. la expresión local de un campo de vectores sobre T(¿Q 
J 

respecto de un sistema de coordenadas locales adaptadas, de modo que se verifica, 
para todo 1 :S: i :S: k 

¿x(wL)í =O. 

Operando en coordenadas locales se obtiene que 

fJ 82 L 82 L f3 82 L f3 ¿x(wL);(=u ) - ( )X X u· u - fJua fJv/3 - fJu!3 ova - ovo: fJv/3 1 ' 

' ' 

para todo 1 :S: a :S: k y todos 1 :S: i, j :::; k. 
Por lo tanto, para que X E ker(wLh n ... n ker(wL)k, las siguientes condiciones 

son necesarias: 

( 4.1.12) 
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De la segunda ecuación de (4.1.12) se deduce que (XP; 1 ::; ¡3 ::; n) es solución 
del sistema de n ecuaciones (una para cada 1 ::; a ::; n) y n incógnitas (una para 
cada 1 ::; ¡3 ::; n) 

para todos 1 ::; i, j ::; k. 
Si XP =/=- O, es decir, si Xf3 es una solución no trivial de los k2 sistemas ante

riores, entonces el vector (X ,e, ... , Xi3) es una solución no trivial del sistema de kn 
ecuaciones y kn incógnitas 

fJ2L fJ2L 

8v?8vf fJv'kfJvf 

(:~)~o 
fJ2L fJ2L 

fJv?fJv~ 8v'k8vf 
lo que contradice a la condición (4.1.11), de modo que necesariamente, xo: =O para 
1 ::; a ::; n. 

Sustituyendo ahora en la primera ecuación de (4.1.12) obtenemos 

con 1 ::; i, j ::; k, 1 ::; a, ¡3 ::; n. Esta expresión corresponde a un sistema de kn 
ecuaciones y kn incógnitas con matriz asociada 

fJ2L fJ2L 

8v?8vf 8v'k8vf 

( 4.1.13) 

fJ2L fJ2L 

8v?8vf 8v'k8vf 

que por hipótesis es de rango máximo, con lo que necesariamente xf =O para todo 
1 ::; ¡3 ::; n y 1 ::; j ::; k. 

Así pues, necesariamente X = O y ((wL)i, V) es una estructura k-simpléctica 
sobre T1Q. 
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Recíprocamente, suponiendo que ker(wLhn ... n ker(wL)k = O, obtenemos, repi
tiendo los cálculos anteriores, que el sistema de ecuaciones 

posee únicamente la solución trivial. 
Entonces el sistema de kn ecuaciones y kn incógnitas 

(4.1.14) 

admite también únicamente solución trivial pues si existiese una solución no trivial 
Xf de (4.1.14) entonces (O,Xf) sería una solución no trivial de (4.1.12). 

Pero la matriz asociada al sistema (4.1.14), es la matriz dada por (4.1.13) de 
modo que necesariamente su determinante es no nulo y ellagrangiano L es regular. O 

Del mismo modo, se puede probar que L es un lagrangiano hiperregular si y sólo 
si F L es un k-simplectomorfismo global. 

Podemos entonces enunciar el siguiente Teorema: 

Teorema 4.1.2 Para un lagrangiano L: T1Q--> R, las siguientes condiciones son 
equivalentes 

a) L es regular. 

b) det c7~:;v;) :;i o, con 1 ~ o:,(3 ~ n y 1 ~ i,j ~k. 
e) F L es un k-simplectomorfismo local. 

Hemos visto en el Capítulo 1, Proposición 1.2.1, que las estructuras k-simplécti
cas sobre cualquier variedad M son precisamente las estructuras casi k-cotangentes 
integrables sobre M. Sin embargo el siguiente ejemplo demuestra que la regularidad 
de un lagrangiano L: T1Q --> R no implica necesariamente que ((wL)1, ... , (wL)k, 
V1, ... , Vk) (donde V; = Im J; es una de las k distribuciones de dimensión n sobre 
TtQ definidas a partir de la estructura casi k-tangente canónica (J1, ... , Jk) de 
T1Q) sea una estructura casi k-cotangente sobre T1Q. 
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Ejemplo 4.1.1 Sean Q = R y k= 2 de forma que: 

T1Q = TiR = TR EB TR. 

Sea además (x, y1 , y2 ) un sistema de coordenadas locales sobre Ti R. 
Sabemos que la estructura casi k-tangente canónica sobre T]R, (J1, J2) está 

definida localmente por 

a 
J1 =dx0-a , 

Y1 

de forma que las distribuciones vl y V2 están localmente generadas por 

a 
vl =<-a >, 

Y1 

a 
V2 =<-a >. 

Y2 

Definimos el siguiente lagrangiano L sobre Ti R: 

L : Ti R = TR EB TR ----t R 

(x, Y1, Y2) ----t Y1Y2· 

Teniendo en cuenta la ecuación ( 4.1.6) obtenemos la siguiente expresión local 
para la correspondiente tranformación de Legendre: 

F L = T] R = TR EB TR ----t (Ti )*R = T*R EB T*R 

(x, Y1, Yz) ----t (x, Yz, Yl) 

y la correspondiente matriz Jacobiana 

que verifica obviamente que det J = -1 =/= O. 
L es por lo tanto un lagrangiano regular. 
Utilizando la ecuación ( 4.1.9) obtenemos que las expresiones locales de las formas 

presimplécticas (wL)l y (wLh en el sistema de coordenadas (x, Y1: Y2) son 

(wL)l dy21\ dx, 

(wL)2 dy1 1\ dx, 
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de donde se deduce 

y por lo tanto no se verifica la condición ii) de la Definición 1.2.1 y ((wLh, (wL)2, 
V11 %) no define una estructura casi 2-cotangente sobre Ti R. 

Sí es cierto que ( (wL)1, (wLb V 1, V 2) es una estructura casi 2-cotangente en TiR, 
con V 1 = V2 y V 2 = V1 

Si V = V1 E9 V2 (la distribución vertical del fibrado 1r2 : Ti R __, R), en
tonces ((wL)1, (wLh, V) es una estructura 2-simpléctica sobre TiR y FL es un 
2-simplectomorfismo. 

4.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de la Mecánica Clásica, 

con 1 ~ i ~ k, donde (qi) es un sistema de coordenadas de la variedad diferenciable 
Q, y donde 

L: TQ----+ R 

es una función lagrangiana, son un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo 
orden. 

SiL es regular, la trasformación de Legendre asociada permite definir sobre TQ 
una estructura simpléctica WL por pull-back, a partir de la estructura canónica de 
T*Q. 

Utilizando esta estructura simpléctica obtenemos una versión intrínseca de las 
ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma siguiente. 

Se define el isomorfismo b L por: 

T(TQ) ----+ T*(TQ) 

X - bL(X) = ~XWL, 

que permite asociar a la función EL = CL- L, con C el campo de vectores de 
Liouville sobre TQ, un campo de vectores XL sobre TQ, tal que: 
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de modo que las proyecciones a Q de las curvas integrales de XL satisfacen, en 
coordenadas canónicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

El objetivo de esta sección es obtener una versión intríseca de las ecuaciones de 
Euler-Lagrange asociadas a un problema variacional integral múltiple, 

auo. 
VQ_ -

i - ,::, l 
ut; 

correspondientes a una función lagrangiana, 

L : TfQ ---+ R, 

definida sobre el fibrado tangente de las P-velocidades de Q. 
Si L es un lagrangiano regular, es decir, la correspondiente transformación de 

Legendre es un difeomorfismo local, entonces se obtiene sobre T/¡Q una estructura 
k-simpléctica ((wL)1, ... , (wL)k, V) por pull-back a partir de la estructura canónica 
de (Tf)*Q. 

El correspondiente morfismo ni, nos permite asociar a EL = CL- L, con e el 
campo de vectores de Liouville sobre T?;Q, campos de k-vectores (X1, ... , Xk) sobre 
T?;Q tales que 

Estos campos de k-vectores son necesariamente k-semisprays y, si existe alguno 
integrable, entonces las proyecciones a Q de sus secciones integrales satisfacen, en 
coordenadas canónicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.0.1). 

La estructura geométrica sobre T?;Q nos permitirá interpretar las ecuaciones de 
Euler-Lagrange como campos de k-vectores globalmente definidos. 

En primer lugar, dado que como vimos en la sección anterior, existen sobre T?;Q 
k 2-formas (wL)1, ... , (wL)k asociadas allagrangiano L, definimos, utilizando estas 
formas, los morfismos n~ y ni del modo siguiente. 

n~ : TT/¡Q __, (TI; )*T?;Q 

x _____. nUx) 

donde, si X E TxT?;Q, entonces, para cada 1 :::; i :::; k, (n~(X)); E T;T?;Q está 
definido por 

(O~(X));(Y) = (wL);(x)(X, Y) 

para todo Y E TxT?;Q. 
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Y también 
O~: T1T1Q -t T*T(¿Q 

()(1, ... ,)(k) -t Oi()(1, ... ,)(k) 

donde, si )(; E TxT(¿Q, para todo 1 :::; i :::; k, entonces nt ()(1, ... , )(k) E T; TfQ 
está definido por 

k 

- ¿(n~(Y))i()(;) 
i=l 

para todo Y E TxT1Q. 
Utilizando estas definiciones y las expresiones locales (4.1.9) de las formas (wL); 

calculamos las expresiones locales de o~ y nt 
Obtenemos 

con lo que 

( 4.2.15) 

Además 

con lo que 

( 4.2.16) 

(nU a~a) );( 8~!3) 

(0~( 0~a ))i( 8~/3) 
J 

éiL 
8u!38vo. 

t 

82L 
8vo.8v/3 

t 1 

(0~(8~'J));(8~{3) = 

(0~( 0~a))i( ::>8/3) 
J uv1 

o 
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entonces 

k 

- 2JstUY));X; 
i=l 

k 

-l:(wL);(Y,X;). 
i=l 

En coordenadas locales, 

y también 
[) [)2L 

(wL);(!:> a,Xi) =- !3 aXf_ 
uvj OV; ovj 

De todo lo anterior deducimos que 

( 4.2.17) 

Consideramos los campos de vectores canónicos de Liouville e1 , ... , ek sobre 
T}Q de la Definición 2.4.8. Sabemos que e = e1 + ... + e k se escribe, en el sistema 
de coordenadas locales (u a, vf) sobre T1Q como 

por 

e= :Lvf !:>{)a· 
a,i uV; 

Dado el lagrangiano L, podemos definir una nueva aplicación 

EL: T1Q---? R 

EL= eL-L 

con lo que, en coordenadas locales: 

(4.2.18) 
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y 

(4.2.19) 

Estudiamos la ecuación 

(4.2.20) 
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A diferencia del caso k = 1 sobre el fibrado tangente TQ, para un k arbitrario 
no está asegurada la existencia de soluciones para las ecuaciones de Euler-Lagrange. 
Igual que para las ecuaciones de Hamilton las soluciones, en caso de existir, no tienen 
por qué ser únicas y de hecho puede probarse que el conjunto (Oi)- 1 (dEL) es un 
fibrado afín sobre T}Q modelado sobre el subfibrado ker nt 

Suponemos que existe una solución (X1 , ... , Xk) de (4.2.20). 
Igualando (4.2.17) y (4.2.19) obtenemos la expresión local de (4.2.20), 

éPL fiL 
2Ja "'a f3- a !3a a)Xf 
f3,i u vi u vi 

(4.2.21) 

Por ser L un lagrangiano regular, la matriz de nk filas y nk columnas ( a; L cJ 
ovi ovj 

con 1 :S a, (3 :S n y 1 :::; i, j :::; k es de rango máximo y como consecuencia de la 
segunda ecuación de (4.2.21) obtenemos que 

x!3 = v{3 

' ' 
para todo 1 :::; (3 :::; n y 1 :::; i :::; k. Como vimos en la Sección 2.4.3, esta condición 
es equivalente a que (X1, ... , Xk) sea un k-semispray. 

Sustituyendo ahora en la otra ecuación se deduce que 

(4.2.22) 

Recíprocamente, teniendo en cuenta la condición Xf = vf y utilizando que L 
es regular, podemos construir a partir de (4.2.22), soluciones locales de la ecuación 
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(4.2.20). Además, utilizando una partición de la unidad, podemos, mediante un ra
zonamiento como el utilizado en el caso hamiltoniano construir k-semisprays globales 
sobre TfQ tales que verifican (4.2.20). 

Si además suponemos que existe algún k-semispray sobre TiQ que es solución 
de (4.2.20) y que es integrable, entonces existe una aplicación (J: Rk--+ Q solución 
de X = (X1, ... , Xk)· 

Entonces 

( 4.2.23) 

de modo que, sustituyendo en la expresión (4.2.22), obtenemos 

. 82 L O(J/3 82 L 82(!'/3 aL 
2)al3aa!:lt + f3 a!:l !:lt)-!:la=O, "'. u v, u i av.av. utw 1· uu ,..,;t .. J ~ 

de donde se deduce: 

o, equivalentemente, para todo 1 ~ a ~ n, 

Si ellagrangiano Les no regular, no podemos asegurar, en general, la existencia 
de soluciones de (4.2.20). 

Se puede aplicar a este caso un algoritmo de ligaduras del tipo descrito en [LMM2] 
para densidades lagrangianas singulares. 

Para ello, sea P1 = TiQ y sea P2 el espacio formado por los puntos en los que 
existe solución, es decir, 

Si P2 es una subvariedad regular de Pb entonces existe en P2 una sección de 
Tk que toma valores en Ti(T1Q). En general esta sección no es un campo de k
vectores sobre P2 pues para ello tendría que tomar valores en Tl P2 • Sea entonces 
P3 el espacio de los puntos de P2 en los que las soluciones de ( 4.2.20) son campos 
de k-vectores sobre P2, es decir, 
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Si P3 es una subvariedad regular de P2 , existe una sección de Tk definida en P3 , 

que es solución de ( 4.2.20), pero que no define, en general, un campo de k-vectores 
sobre P3. 

Repitiendo sucesivamente esta construcción obtenemos una sucesión de varieda
des de ligadura, 

•.. ---+ P3 ---+ P2 ---+ P1 = TfQ. 

Cuando exista un número natural h tal que Ph+l = Ph y dim Ph > O, se dice 
que P = Ph es la variedad de ligadura final y podemos asegurar que existe un 
k-semispray sobre P que es solución de ( 4.2.20). 

Cuando tal k-semispray sea integrable, las proyecciones por TJkP de sus secciones 
integrables, satisfacen, en coordenadas canónicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Podemos entonces enunciar el siguiente resultado, 

Proposición 4.2.1 La ecuación (4.2.20) se puede interpretar como una versión 
intrínseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Veamos a continuación algunos ejemplos de problemas físicos conocidos que 
pueden formularse utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a apli
caciones lagrangianas definidas sobre fibrados de jets TfQ. 

Ejemplo 4.2.1 En este ejemplo consideramos las ecuaciones del movimiento aso
ciadas a un sistema mecánico dado por una varilla elástica infinitamente larga que 
vibra longitudinalmente. 

Si las constantes a y T representan respectivamente la masa por unidad de lon
gitud y el módulo de Young del sistema, dado por la constante de proporcionalidad 
entre el alargamiento de la varilla y la fuerza o tensión ejercida sobre ella, entonces 
se deduce, [Go], que las ecuaciones del movimiento son 

(4.2.24) 
()2y 82y 

rY :::. 2 - T :::. 2 = 0, 
ut1 ut2 

de modo que las soluciones son aplicaciones 

y: 

que describen el desplazamiento de cada punto de la varilla en función del tiempo y 
de la posición. 
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Tratamos de expresar las ecuaciones ( 4.2.24) como un ejemplo de ecuaciones de 
Euler-Lagrange asociadas a una aplicación lagrangiana L definida sobre el fibrado de 
jets T1Q de alguna variedad Q, de forma que las soluciones y sean las proyecciones 
a Q de secciones integrales de los k-semisprays solución de (4.2.20). 

Para ello tomamos k = 2 y Q = R, con lo que L es una aplicación: 

L:T:fR~R. 

Si denotamos por (u, v1, v2) las coordenadas fibradas de T:f R, entonces las ecua
ciones ( 4.2.24) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a: 

Sabemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas aL son: 

es decir, 

8u 
V; = -;::¡-, 

ut; 

82u 82u 
a 8ti - 7 8t~ =o. 

Se comprueba fácilmente que L es un lagrangiano regular por lo que existe una 
estructura 2-simpléctica ((wLh, (wL)2, V) asociada aL tal que, en coordenadas lo
cales, se escribe: 

o-dv1 1\ du 

-rdv2 1\ du 

8 8 
< 0v;' Ov2 >. 

La aplicación EL= CL- L definida localmente por (4.2.15) se escribe 

de modo que 
dEL= o-v1dv1 - TV2dV2. 

Dado un elemento X= (X1 , X2) E T:fT:fR expresado localmente por 
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con 1 ::; i ::; 2, tenemos que 

La expresión local de stt(XI, X2) =dEL es entonces 

( 4.2.25) 

Por lo tanto, una aplicación y : R 2 ---+ R y = y(t1 , t2 ), solución básica de 
X= (X1, Xz) verifica (4.2.23), es decir 

Sustituyendo en (4.2.25) obtenemos 

[)2y 82y 
a ot2- T ot2 =O, 

1 2 

que es la ecuación (4.2.24). 
Las soluciones de nt(XI, X2) =dEL no son únicas. Dada una solución cualquiera, 

siempre que le sumemos un elemento de ker nt, es decir, un elemento (X1 , X2) tal 
que 

A1 = A2 =O, 

a(A1)1 - T(A2h =O, 

obtenemos otra solución de la misma ecuación. 
Para encontrar soluciones de este problema consideramos las siguientes condi

ciones. Tomamos una cuerda elástica finita con sus extremos fijos en los puntos 
tz =O y t 2 =L. 

Fijamos las condiciones iniciales: 

(4.2.26) 
y(O, t2) = j(t2), 

~(0, t2) = g(t2), 
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con t2 E (0, L). 
La ecuación (4.2.24) con condiciones iniciales (4.2.26) puede resolverse por el 

método de separación de variables [Ro], de modo que existe una solución de la 
forma: 

y(t1, t2) = T1(t1)T2(t2). 

De hecho existe una solución de la forma: 

~ n1rt2 n1rat1 n1rat1 
y(t1, t2) = ¿_.(SenL )(anSen-L- + bnCos-L-)' 

n=l 

donde, 

Ejemplo 4.2.2 En este ejemplo estudiamos el caso de un lagrangiano L no regular. 
A pesar de ello la ecuación ( 4.2.20) nos permite obtener las ecuaciones de Euler
Lagrange (4.0.1) que en este caso son las ecuaciones del movimiento del sistema 
físico que describe las vibraciones de un gas en un espacio de dimensión tres, [Go]. 

Las ecuaciones del movimiento de un sistema del tipo anterior tienen por solu
ciones a aplicaciones r¡ : R 4 -+ R 3 que expresan el desplazamiento de cada punto 
del espacio en función del tiempo y de la posición. 

Denotamos por Po y J.Lo los valores de equilibrio de la presión y la densidad 
respectivamente. 

Por consideraciones termodinámicas [Ze], se obtiene la constante 'Y que es el 
cociente de los calores específicos a presión y volumen constantes. 

Denotando por (xo,Xl,x2,X3) las coordenadas en R 4 y (r¡l,fJ2,fJ3) las compo
nentes de la aplicación r¡, resulta, [Go], que las ecuaciones del movimiento para un 
sistema como el descrito son: 

EPn1 EPn1 fP!l 82!1 
J.Loa;{; -"(Po( a;[+ 8x18~2 + 8x18~3) = 0 

(4.2.27) o2r¡2 82'!1. 82r¡2 82!1 
J.Loa;t- 'YPo(ax28~1 + ~ + 8x2a~) = 0 

o2r¡3 82'!1. 82'!1. 82r¡3 
J.Loa;j;- 'YPo(ax38~1 + 8x38~2 + -¡¡;f) = 0· 
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Tratamos de expresar las ecuaciones ( 4.2.27) como un ejemplo de ecuaciones de 
Euler-Lagrange asociadas a una aplicación lagrangiana definida sobre el fibrado de 
jets T1Q de alguna variedad Q. Las soluciones r¡ de estas ecuaciones deben ser las 
proyecciones a Q de secciones integrales de los campos de k-vectores solución de 
(4.2.20). Para ello tomamos k= 4, Q = R 3 y L la aplicación definida como sigue. 

Si denotamos por 

( 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3) 
~'~'~'~'~'~'~'~'~'~'~'~'~'~'~ ' 

un sistema de coordenadas en Tl R 3 , entonces ellagrangiano L es: 

L ~(JLo((vJ) 2 + (v5) 2 + (v5) 2)- --y Po( vi+ v~ + vD 2 ) 

~(JLo((vJ) 2 + (v5) 2 + (v5) 2)- --yPo((vi)2 + 2viv~ + 2viv~ 

+( v~) 2 + 2v~v~ + ( v~) 2 ). 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas aL se escriben en este caso por: 

t a aL aL_ 0 
i=O axi avf - au(> - ' 

e> aun 
vi =-a' ti 

para 1 ::; a ::; 3, con lo que obtenemos: 

( 4.2.28) 

En este caso las cuatro 2-formas sobre TJR3 asociadas aL son, en coordenadas 
locales, y teniendo en cuenta (4.1.9): 

(wL)o ¡to(dvJ 1\ du1 + dv5 1\ du2 + dv5 1\ du3) 

(wLh ---yPo(dvi 1\ du1 + dv~ 1\ du1 + dv~ 1\ dur) 

(wL)z ---yPo(dvi 1\ du2 + dv~ 1\ du2 + dv~ 1\ du2) 

(wLh ---yPo(dvi 1\ du3 + dv~ 1\ du3 + dv~ 1\ du3), 
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Estas formas no verifican las condiciones de la definición de estructura k-sim
pléctica, por lo que, utilizando el Teorema 4.1.2, deducimos que L no es regular. 

Los campos de Liouville Co, C1, C2, C3 son, en este sistema de coordenadas, 

para O:::; i:::; 3. 
De este modo, operando en coordenadas locales se comprueba que 

CL=2L 

y entonces 

con lo que 

(4.2.29) 

entonces 

EL =CL-L=L 

dEL= dL = J.Lo(v6dvó + v5dv5 + vgdvg) 

X;= 

-'YPo((vt + v~ + vDdvi +(vi+ v~ + vg)dv~ 

+(vi+ v~ + vg)dvg). 

O~(Xo, X1, X2, X3) = -J.Lo((Xo)ódul + (Xo)5du2 + (Xo)~du3 

+'YPo((Xl)~ + (X1)~ + (X1)~)du1 

+'YPo((X2H + (X2)~ + (X2)Ddu2 

+'YPo((X3H + (X3H + (X3)Ddu3 

+J.Lo((Xo)1dv6 + (Xo)2dv5 + (Xo)3dvg) 

-'YPo(X1) 1(dvi + dv~ + dv~) 
-'YPo(X2)2(dvi + dv~ + dv~) 
-'YPo(X3)3(dvi + dv~ + dv~) 
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-[~Lo(Xo)6 -¡Po((Xl)i +(XI)~+ (X1)D]du1 

-[~Lo(Xo)6 -¡Po((Xz)i + (Xz)~ + (X2)~)]duz 

-[~Lo(Xo)~ -¡Po((X3)i + (X3n + (X3)D]du3 

+~Lo((Xo) 1 dv6 + (Xo) 2dv6 + (Xo) 3dvg) 

-¡Po((XI)1 + (X2)2 + (X3) 3)dvi 

-¡Po((XI) 1 + (Xz) 2 + (X3)3}dv~ 

-¡Po((XI) 1 + (Xz)2 + (X3) 3 )dv~. 

Igualando esta expresión con (4.2.29), obtenemos que 

(4.2.30) 

es equivalente a 

(4.2.31~ 

v6 = (Xo) 1 

v6 = (Xo) 2 

vg = (Xo)3 

vi + v~ + v~ = (X1)1 + (X2) 2 + (X3)3 

~La(Xo)6 -¡Po((Xl)i + (X1)~ + (X1)D =o 
~Lo(Xo)6 -¡Po((X2)i + (X2)~ + (X2)D =o 
~Lo(Xo)~ -¡Po((X3)i + (X3H + (X3)Ü =O. 
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Como Les no regular, para poder asegurar la existencia de soluciones de ( 4.2.30), 
tenemos que aplicar el algoritmo de ligaduras anteriormente descrito. 

En este caso es inmediato, a partir de las ecuaciones (4.2.31), que, en cada punto 
z E T1R3 , podemos definir un k-semispray (Y0 , ... , Y3) por: 

es decir, 

j é) 
V;au;, 

J 

(Yi){ =O, 
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para todos O :S i, j, l :S 3, que satisface ( 4.2.31) y, por lo tanto, 

p D1(Yo, Y¡, Yz, Y3)(z) = dEL(z). 

Como esto es válido para todo z E Tl R 3 , entonces, en el algoritmo de ligadura, 

P2 = P 1 = TlR3 , 

y podemos asegurar que existen soluciones de (4.2.30) en T1R3 . 

Es evidente que kerD1 =f. O, de hecho cualquier (Y0 , Y1 , Y2 , Y3) E T1T1R3 tal que 

verifica que 

(Yo) 1 = (Yo) 2 = (Yo) 3 = O 

(Yi) 1 + (Yz) 2 + (Y3)3 = O 

f.Lo(Yo)6 -¡Po((Y¡)i +(Y¡)§+ (Yl)D =O 

f.Lo(Yo)6 -¡Po((Y2)~ + (Y2)~ + (xzm =o 
f.Lo(Yo)~ -¡Po((Y3H + (Y3)§ + (Y3H) =O. 

D1(Yo, Yi, }2, Y3) =O, 

y por lo tanto la solución de ( 4.2.30) no es única, dada una solución particular 
cualquier otra solución se diferenciará de ella en un elemento de ker nt 

Sir¡: R 4 ---+ R 3 es una solución integral básica de (X0 , X¡, X 2 , X3), obtenemos 

(Xo)l = ~u¡ = v6 
X o 

(Xo)2 = ~uz = v@ 
X o 

(Xo)3 = ~u3 = v6 xo 

(X1)1 + (Xz)z + (X3)3 = ~u1 + §u2 + ~ 
X¡ Xz dx3 

=vi+ v~ +v~ 
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que son las ecuaciones (4.2.27). 
Las tres últimas ecuaciones se pueden escribir, utilizando las anteriores, de la 

siguiente forma: 

que, como vimos, son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. 
Si consideramos el caso en que las vibraciones son de pequeña amplitud, la 

variación relativa de la densidad del gas CJ verifica, [Go], 

oul OU2 8u3 1 2 3) 
CJ = -(-;::¡--- +-;::¡--- +--;:;---) = -(vl + v2 + v3 . 

UXl UX2 UX3 

Utilizando esta expresión, si a las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas les 
aplicamos el operador divergencia, resulta: 

J.l.o o2 CJ 
bCJ- "Y Po ox6 =O, 

donde bt7 = ~2 ~ + ~2 ~ + ~2 ~ , que es la ecuación de ondas tridimensionales. 
ux1 ux2 ux3 

En [LaLl] se estudia la existencia de soluciones en el caso de ondas planas, 
aquéllas en las que solo existe dependencia de una de las coordenadas espaciales, y 
de ondas monocromáticas, aquéllas en las que todas las cantidades son periódicas 
respecto al tiempo. 

De hecho cualquier onda se puede representar por un conjunto de ondas mono
cromáticas planas. Esta descomposición es el desarrollo en serie de Fourier cuyas 
componentes se llaman componentes monocromáticas o de Fourier de la onda con
siderada. 

Ejemplos de soluciones de ecuaciones de onda con condiciones de contorno, como 
condiciones iniciales u ondas en recintos de formas determinadas, pueden encontarse 
en [BST]. 

Por último supongamos que L : TtQ --* Res un lagrangiano hiperregular. Existe 
entonces un hamiltoniano H : (Tt)*Q -. R definido por H =EL o F L -l, donde EL 
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está definido por (4.2.18) y FL- 1 es la inversa de la transformación de Legendre, 
que existe por ser L hiperregular. 

En estas condiciones se verifica el siguiente resultado: 

Teorema 4.2.1 El conjunto de secciones integrales básicas nk o CJ : U e Rk ......, Q 
tales que CJ: U......, T1Q con CJ( 1) E nt- 1 (dEL) coincide con el conjunto de secciones 
integrales básicas Tk o 7/J: u e Rk ......, Q tales que 7/J : u ......, (T1)*Q con 7j;(1) E nu-1 

(dH). Es decir, las ecuaciones de Hamilton (3.2.8) y la ecuación de Euler-Lagrange 
( 4.0.1) tienen las mismas soluciones. 

Demostración 

En primer lugar comprobamos la conmutatividad del siguiente diagrama 

T1T1Q 
T~Fd 

T1(T1)*Q 

n~ 

~ T*T1Q 
lFL-1* 

~ T*(T1)*Q. 

En efecto, dados X¡, ... , Xk, Y E TxT1Q, 

nt(X1, ... , Xk)Y = -tr((O~(Y))a(Xb)) 

= -tr((wa)L(Y, Xb)) 

= -tr((FL*wa)(Y, Xb)) 

= -tr(wa(FL.Y,FL.Xb)) 

= f2U(FL.X1 , •.. , FL.Xk)(FL.Y) 

= FL*OU(FL.X1 , ... , FL.Xk)(Y) 

= FL* o O~ o T1FL(X1, ... ,Xk)(Y). 

Entonces, si XL es un campo de k-vectores sobre T¡Q tal que XL E nt-1 (dEL) 
y XH = T1FLo XLo FL- 1 es un campo de k-vectores sobre (T1)*Q, el diagrama 
siguiente es conmutativo 
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( 4.2.32) 

TiQ 1fT1 Q T1Tlf M T*Tl1Q 

FLl X~ TfFL FL- 1* 

(T1)*Q ___ T1(Tf)*Q -~T*(T1)*Q. 

Veamos que Sl~(XH) = dH. En efecto, 

dH = d(ELoFL- 1 ) 

(F L- 1 )*dEL 

(F L - 1 )*O~,( XL) 

Sl~ o XH o FL. 

utilizando la conmutatividad del diagrama anterior. 

91 

Además, para a : Rk _____, T1Q, tal que a( 1l = XL o a, se verifica, para todo 
u E Rk, 

XH(FLoa(u)) = T1FLoXLoFL- 1 oFLoa(u) 

T1FL o XL(a(u)) 

T1FL o a(ll(u) 

= T1FLojJ(O'u) 

jJ(FLoau) 

(FL o a)(ll(u) 

lo que implica que FL o O' es una sección integral de XH.D 





Capítulo 5 

Variedades k-cosimplécticas 

5.1 Estructuras casi k-cosimplécticas 

En esta sección estudiaremos el modelo geométrico dado por la estructura canónica 
de la variedad de jets, 

Jl(Q, Rk) = UtERdl(Q, Rk), 

con Jl(Q, Rk) definido como en el Ejemplo 1.1.1. 
A partir de tal modelo definimos las estructuras que llamamos k-cosimplécticas 

sobre una variedad de dimensión k( n + 1) + n de modo que para el caso particular en 
que k = 1 obtenemos la definición de estructura casi cotangente estable ([LMOS3]). 

5.1.1 El fibrado estable cotangente de las k1-covelocidades 

Ejemplo 5.1.1 Dada una aplicación a : Q ___, Rk, denotamos por ai = pri o a su 
composición con la proyección i-ésima de Rk en R. Cada ai : Q ___, R define ([LR2]) 
un covector j~_0ai E T;Q en cada punto x E Q tal que ai(x) =O. 

Por lo tanto a(x) = O E Rk y a define un elemento j~ 0a = (j~ 0al, ... ,j~ 0ak) E 
(Tl)*Q. , , , 

De este modo ([M]) la variedad Jl(Q, Rk) de todos los jets de aplicaciones de Q 
en Rk con meta entE Rk, puede identificarse con el fibrado (Tl.)*Q. 

Si hacernos variar en todo Rk la meta t, la variedad de jets de aplicaciones 
a : Q ___, Rk es: 

Estudiarnos a continuación cual es la estructura geométrica canónica definida 
sobre Jl(Q, Rk) = Rk x (Tf)*Q. 
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Para establecer cuál es el grupo de estructura G estudiarnos en primer lugar 
cómo es el cambio de coordenadas locales en el modelo. 

Si ( ucx, 1 ~ a ~ n) es un sistema de coordenadas locales sobre la variedad Q, se 
define un sistema de coordenadas locales fibradas sobre Rk x (Tt)*Q, (t;, u"', u~; 1 ~ 
a ~ n, 1 ~ i ~ k) del modo siguiente. 

Para un elemento (t,J;,oO') E Rk x (Tt)*Q arbitrario se define: 

t;(t,J;,oO') = · t;(t), 

(5.1.1) 

u~(t,J;,00') = 

para todos 1 ~ a ~ n y 1 ~ i ~ k. 

u"'(x), 

OO'i (x) 
(flP ' 

Dados ahora dos sistemas de coordenadas locales (t;, u"', u~) y (t;, UCX, ~) sobre 
Rk x (Tt)*Q, cuyos dominios tienen intersección no vacía, los dos sistemas estarán 
relacionadas por el siguiente cambio de coordenadas, 

es decir, 

ti(t, J;,oO') = t;(t) = t;(t), 

. . ~ ~ 

= 80'' (x) = OO'' (x) 8u = ui 8u w auli w !3v;, 
"' 

( "'i) (-.,..,o;-i) (.,..,o; ;8if) t;, u , u"' --t t;, u , ucx = t;, u , u13 éJff' . 

Se comprueba ahora fácilmente por cálculo directo que, si denotamos 

éJff' . 82 u 1 8ft 8u13 
A= (8u13 ), B; = (u~ o?i~ 8ut3), e= (éJff'" ), 

para todos 1 ~a, (3 ~ n y para todo 1 ~ i ~k, entonces: 

(5.1.2) 

y la matriz jacobiana asociada al cambio de coordenadas anterior es 

h o o o 
o A o o 

J= o B1 e o 

o Bk o e 
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donde h es la matriz identidad de orden k y donde además se verifican las condi
ciones (5.1.2). 

Consideramos el subgrupo G de Gl(k(n + 1) + n, R), 

h o o o 
o A o o 

Gl(n, R) A E 

(5.1.3) G= o Bl e o e = (A-l)t 
AtBi = BfA, 1 :S i :S k 

o Bk o e 

Volvemos ahora al estudio del modelo Rk x (TI)*Q. Veamos en primer lugar 
que esta variedad tiene una estructura de fibrado vectorial sobre Q con fibra tipo 
Rk X Rnk. 

Sea 

la proyección canónica. 
Definimos un difeomorfismo canónico, 

A : Rk x (TI)*Q -+ (R x T*Q) EB ... EB (R x T*Q) 

Así cada elemento (t,B) E Rk x (Tk)~Q = (Tk)-1(x) con x E Q puede ser 
identificado, mediante A, con la k-tupla ((tl, B1 ), ... '(tk, ek)) de elementos de R X 

T;Q. 
Si definimos además, 

para t, sE Rk, 8, cp E (Tk)*Q y )..., ¡..¿E R, entonces, 

es un fibrado vectorial sobre Q isomorfo, como tal fibrado vectorial, con la suma de 
Whitney de R x T*Q consigo mismo k veces. 
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Podemos definir, para cada 1 :::; i :::; k, una proyección canónica: 

pi: Rk x (Tf)*Q _, Rk X (TL 1)*Q 

(t,e1, ... ,ek) _, (t,B1, ... ,Bi, ... ,ek). 

De esta manera existen k distribuciones verticales, 

Vi= kerTpi, 

· para 1 :::; i :::; k, tales que: 

Vi n (+#;Vj) =o. 
En efecto, en coordenadas locales, pi se escribe: 

con lo que 

(5.1.4) 
. a 

V; = ker T p' =< -a i > . 
u a. 

Además si ::¡-k es la proyección, 

::¡-k : Rk X (Ti )*Q _, Rk X Q 

(t,j;,00") _, (t,x) 

entonces es inmediato que: 

Sobre Rk x (T1)*Q se pueden definir k 1-formas canónicas .A 1 , ... , Ak del modo 
siguiente: 

.A;(t, B)(X) = B;(Tk(t, B))(TTkX), 

para X E T(t,B)(Rk X (Ti)*Q) con e= (e1, ... 'ek). 
La expresión local de A; en el sistema de coordenadas locales (ti, ua., u~) es 

para todo 1 :::; i :::; k. 
De hecho, dada la proyección canónica p: Rk x (Tf)*Q ---7 (Tl)*Q, las formas _Ai 

son los pull-backs de las formas canónicas de (Tf )*Q. 
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Definimos entonces k 2-formas presimplécticas w 1 , ... , wk sobre R k x (Tf¿ )*Q por 

W; =-dA;. 

Localmente, se tiene 
(5.1.5) 

Si consideramos ahora las proyecciones, 

Pi : Rk x (Tf)*Q ----+ R 

podemos definir k 1-formas r¡1 , ... , TJk sobre Rk x (Tf)*Q, por 

r¡; = dp;, 

para todo 1 S i S k. 
En coordenadas locales es fácil comprobar que 

(5.1.6) TJi = dt; 

para todo 1 S i S k. 
Utilizando la expresión local (5.1.6) es inmediato comprobar que: 

ker r¡1 n ... n ker TJk = T( (Tl )*Q). 

Localmente 

a a 
ker TJ1 n ... n ker TJk = < !:l ex , -;---¡-; 1 s a s n, 1 s i s k > . 

uX uxcx 

Si además utilizamos las expresiones locales de V= vl EB ... EB vk (5.1.4), de Wi 

(5.1.5) y de TJi (5.1.6), obtenemos el siguiente resultado. 

Proposición 5.1.1 La colección (r¡i,wi, V; 1 Si S k) formada sobre Rk x (T?J*Q 
por las k !-formas TJi, las k 2-formas w.¿ y la distribución V, verifica: 

1. TJl 1\ ... 1\ TJk # o' 

2. dim(kerwl n ... n kerwk) =k, 

3. ker TJ1 n ... n ker TJk n ker W1 n ... n ker Wk = 01 

Wijvxv =O, (1 si s k). 
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5.1.2 Estructuras k-cosimplécticas sobre espacios vectoria
les 

A partir del modelo anterior definimos del siguiente modo las estructuras k-cosim
plécticas sobre espacios vectoriales de dimensión k( n + 1) + n. 

Sea E un espacio vectorial de dimensión k ( n + 1) + n. 

Definición 5.1.1 La familia (1Ji,wí, V; 1 ::; i ::; k), donde T¡¡, ... , 1Jk son !-formas, 
w1 , ... , wk son 2-formas y V un subespacio vectorial de E de dimensión nk, define 
una estructura k-cosimpléctica sobre el espacio vectorial E si se verifican las siguien
tes condiciones: 

i) 171 1\ o o o 1\ 1Jk # o, 

(5.1.7) 
ii) dim(kerw1 no o o n kerwk) =k, 

iii) kerry1 no o o n kerryk n kerw1 no o o n kerwk =o, 
iv) 1JiJv = O, WíJvxv = O, 1 ::; i ::; k. 

(E, 1Ji, wi, V) se denomina espacio vectorial k-cosimpléctico. 

Nota 5 .1.1 Si k = 1 entonces E es un espacio vectorial de dimensión 2n + 1 y 
tenemos una familia (ry,w, V) compuesta por una 1-forma ry, una 2-forma w y un 
subespacio V e E de dimensión n. 

De las condiciones ii) y iii) de (5.1. 7) se deduce que ryl\wn # O pues di m ker w = 1, 
y por tanto rango w = 2n, y además ker 1] n ker w = o. 

El par (ry, w) define una estructura cosimpléctica sobre E. De la ~ondición iv) se 
deduce además que (ry,w, V) define una estructura casi cotangente estable sobre E 
(LMOS3]. 

Podemos demostrar el siguiente resultado. 

Proposición 5.1.2 Si ( 1]¡, . .. , 1Jk, w1, ... , wk, V) es una estructura k-cosimpléctica 
sobre E entonces existe una base (1J¡, ... , 1Jk, "'oo "ff, ... , "ffi 1::; a::; n) de E* tal 
que 

n 

(5.1.8) Wí = L 'YO!. 1\ 'Yf. 
01.=1 
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Demostración 
Puesto que TJ1 !\ ... !\ TJk =J O, dim(kerr¡1 n ... n kerr¡k) = n(k + 1); además 

V e kerr¡; = O para todo 1 :::; i :::; k, y E = (nf=1 kerr¡;) EB (nf=1 kerw;) como 
consecuencia de (5.1.7). Por tanto 

y podemos obtener una base (JI, ... , fk, e1, ... , en, E¡, ... , Enk) de E, tal que (E¡, ... , 
Enk) es una base del subespacio vectorial V, (e1, ... , en, E1, ... , Enk) una base de 
kerr¡ln ... n kerryk, y (JI, ... ' fk) es una base de kerwl n ... n kerwk· 

Sea además la base dual de 1-formas (f{, ... , j¡;, e~, ... , e~, Ei, ... , E~k). 
Utilizando las condiciones (5.1. 7) obtenemos que, en esta base, las formas r¡; y 

w; pueden escribirse por 

k 

(5.1.9) r¡; = l:AUj con det(Ai) =JO 
j=l 

y 
(5.1.10) w; = (B;)~E; !\e~+ (C;)~e~ !\e~, 

con 1 :::; i :::; k, 1 :::; s :::; nk y 1 :::; a, (3 ::; n. 
Si definimos las 1-formas 

entonces las 2-formas w; se pueden escribir por 

Las kn formas Oj son independientes entre si. Para verlo basta con comprobar 
que la matriz cuadrada B = ((E;)~) de dimensión kn es una matriz de rango máximo. 
De hecho, se comprueba que si X= (X1 , ... , Xkn) E Rkn es tal que 

BX=O, 

entonces, 
XlEl + ... + XknEkn E V n kerwl n ... n kerwk, 

con lo que X = O y B tiene rango kn. 
Por tanto, las formas (B;)~E; son independientes entre si y en consecuencia las 

formas Oi son también independientes. 
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Utilizando (5.1.9) y la condición iii) de (5.1.7) se deduce que (771, ... , 7Jk, "fo., 'Yf, 
... , "ff; 1::; a::; n), donde: 

para todos 1 ::; i ::; k y 1 ::; a ::; n, es una base de E* tal que verifica las condiciones 
(5.1.8).0 

Si tomamos la base de {f¡, eo., e?} E dual de la base de 1-formas { r¡;, 'Yo., 'Yi} 
obtenida en la Proposición 5.1.2 y si además definimos los subespacios V1 , ... , Vk de 
E por: 
(5.1.11) \!i = n#ikerwj nkerr¡l n ... nkerr¡k 

entonces 
V;=< ef;1::; a::; n >, 

de modo que dim V; = n para todo 1 ::; í ::; k. 
Además, por el mismo razonamiento que en la demostración de la Proposición 

1.2.1, obtenemos que V; e V para todo 1 ::; i::; k y que V; n Vj =O para todo i =J j 
de modo que podemos escribir, 

Los subespacios V1 , ... , Vk así definidos verifican: 

2. ker 711 n ... n ker 7Jk n ker W; = EB#i Vj' 

3 w =o . 'JV;XV; l 

para todo 1 ::; i ::; k. 
De hecho puede probarse el siguiente resultado. 

Proposición 5.1.3 El espacio vectorial E es un espacio vectorial k-cosimpléctico 
si y solo si sobre él está definida una familia ( r¡¡, w¡, V;; 1 ::; i ::; k) formada por k 
1-formas r¡;, k 2-formas W¡ y k subespacios V; de dimensión n tal que: 

l. 771 1\ ... 1\ 'T]k =J o, 
2. dim(kerwl n ... nkerwk) =k, 

(5.1.12) 3. V;n(+H;11f)=O, 

4. kerr¡l n ... nkerr¡k nkerw¡ = $j¡;1/j, 

5. W¡JV·XV. =O. 
' . 
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Demostración 
Si E es un espacio vectorial k-cosimpléctico hemos visto que los subespacios 

V11 •.. , Vk de dimensión n definidos en (5.1.11) satisfacen las condiciones (5.1.12). 
Recíprocamente, si se verifican las condiciones (5.1.12), basta definir el subespa

cio de E de dimensión nk, 
V=V1EB ... EBVk 

y entonces (E, r¡;, w; V) es un espacio vectorial k-cosimpléctico. O 

Sea (r¡;, /a, ¡f; 1 :::; i :::; k, 1 :::; 1 :::; n) una base de 1-formas sobre E tal que 
verifica las condiciones (5.1.8). Denotamos por (~;,ea, e¡'; 1 :::; i :::; k, i :::; o: :::; n) la 
correspondiente base dual de E. 

Los vectores 6, ... , ~k de esta base son únicos, es decir, no dependen de las 1-
formas /a, ¡f, ya que si (r¡;, ¡~, (r')i) es otra base de 1-formas que verifica (5.1.8) y 
(~:,e~, (e')f) es la correspondiente base dual, entonces 

¿E;-E;Tlj 0, 

¿E;-E;wj O, 

para todos 1 :::; i,j :::; k lo que, teniendo en cuenta la condición iii) de (5.1.7), 
implica que ~i - ~~ = O para todo 1 :::; i :::; k. 

Definición 5.1.2 Los vectores 6, ... , ~k se llaman vectores de Reeb asociados a la 
estructura k-cosímpléctica ( r¡;, w;, V) y están caracterizados por las condiciones 

Veamos a continuación cuál es el subgrupo G de Gl(k(n+1)+n, R) que relaciona 
a todas las bases (~;,ea, e¡') de E adaptadas a una estructura k-cosimpléctica sobre 
E. . 

Sean (~;,ea, e¡') y (~;,fa,!;"') dos bases que verifican las condiciones de la Pro
posición 5.1.2. Teniendo en cuenta (5.1.8) y la definición (5.1.11) de los subespacios 
V;, deducimos que, para todo 1 :::; i :::; k: 

Vi=< ef >a=l, ... ,n=< ¡ia >a=l, ... ,n) 

de modo que una matriz M E G e Gl(k(n + 1) + n, R) tal que: 

( 
~i ) ( ~i ) 

:; =A ;; , 
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es de la forma: 
h o o o 
o A o o 

M= o B1 e1 o 

o Bk o e k 

con h la matriz identidad de dimensión k, A, B; E gl(n, R) y e; E Gl(n, R) para 
todo 1 :S i :S k. 

Como además, por (5.1.8), sabemos que las matrices asociadas a las formas 
w1 , ... , wk respecto de estas bases son: 

o o o o o o o o 
o o -In o o o o -In 

(5.1.13) (wl)o = o In o o , · · ·, (wk)o = o o o o 

o o o o o In o o 

entonces, para todo 1 :S i :S k, se verifica, 

De esta condición se deduce que, necesariamente, 

para todo 1 :Si :S k. 
Obtenemos entonces que el grupo G buscado es justamente el dado por (5.1.3), 

es decir, 

h o o o 
o A o o 

Gl(n, R) A E 
G= o B1 e o e (A-l)t 

AtBi BfA 1 :Si :S k 

o Bk o e 
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5.1.3 Estructuras casi k-cosimplécticas sobre variedades 

En esta sección definimos las estructuras k-cosimplécticas sobre variedades diferen
ciales de dimensión k(n + 1) + n de modo que, en cada punto x E M, el espacio 
tangente TxM es un espacio vectorial k-cosimpléctico. 

Definición 5.1.3 Sea M una variedad diferencial de dimensión k(n + 1) + n. Una 
familia (r¡;,w;, V; 1 :S: i :S: k) formada por k 1-formas r¡;, k 2-formas w; y una 
distribución V de dimensión nk tal que: 

2. dim(kerwl n ... n kerwk) =k, 

3. kerr¡1 n ... nkerr¡k nkerw1 n ... nkerwk =O, 

4. T/iJv = O, (1 ::; i::; k) 

se llama estructura casi k-cosimpléctica sobre M. La variedad M se dice que es una 
variedad casi k-cosimpléctica. 

Veamos a continuación como la existencia sobre la variedad M de una estructura 
casi k:-cosimpléctica equivale a la existencia de una G-estructura BcM con grupo 
de estructura G dado por (5.1.3). 

Suponemos en primer lugar que sobre la variedad M existe una familia (r¡;, w;, V) 
que verifica las condiciones de la Definición 5.1.3. 

Podemos definir k distribuciones V1 , ... , Vk en M del modo siguiente: 

(5.1.14) \li = nj;ii ker Wj n ker T/1 n ... n ker TJk· 

De la Definición 5.1.3 se obtiene que, (TxM, r¡;(x), w;(x), V(x)) es un espacio 
vectorial k-cosimpléctico para cada x E M y, por los mismos razonamientos que en 
la sección anterior, tenemos que, para todo 1 :S: i :S: k: 

(5.1.15) 

Vi e V, 

dim Vi= n, 

Vi n (+#;VJ) =o, 

y en consecuencia V = V1 E& ... E& Vk. 
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Sea {Y1, ... , Yk(n+l)+n} una referencia lineal en M tal que verifica: 

< Y1 , ... , Yk > = kerw1 n ... n kerwk, 

< yk+b ... 'yk(n+l)+n > kerryl n ... nkerryk, 

< Yk+in+l, · · · ' Yk+in+n > Vi' 

para todo 1 :S i :S k. 
Se deduce de las propiedades (5.1.7) que 

rango wi(x) = 2n, 

para todo 1 :S i :S k, y para todo x E M. 
Puesto que en cada punto x E M, (TxM, 1Ji ( x), wi ( x), V ( x)) es un espacio vecto

rial k-cosimpléctico entonces, en cada punto x E M, existen los correspondientes k 
vectores de Reeb 6 ( x), ... , ~k ( x) caracterizados por las condiciones 

Así existen k campos de vectores 6, ... , ~k en M caracterizados por las condi
ciones 

(5.1.16) 

6, ... , ~k se llamarán los campos de Reeb sobre M asociados a la estructura 
k-cosimpléctica ( 1Ji, wi, V). 

De la primera condición de (5.1.16) se deduce, teniendo en cuenta que ry1 1\ 

... 1\ 1Jk # O, que dim < 6, ... , ~k >= k. De la segunda condición obtenemos que 
< 6, ... ,~k, Yk+I, ... , Yk(n+l)+n >es una referencia lineal en M. 

Respecto a esta referencia lineal es fácil comprobar que: 

o o o o 
o pi -Q; o 

(wi)o = o Qi o o 

o o o o 

con Pi = P/ y det Q i # O. 



5. Variedades k-cosimplécticas 105 

Construimos una nueva referencia {6, ... , ~k, Xk+l, ... , Xk(n+l)+n} por: 

6 
h o o o 
o A o o 

~k 
= (6, ···,~k' Yk+l, · · ·, Yk(n+1)+n) o B1 e1 o 

xk+1 

donde, 

A - Q-1 
- k ' 

B _ 1 (Q-1)t D Q-1 
k- 2 k rk k l 

para todo 1 :::; i :::; k. 
Respecto a esta nueva referencia, las formas w1 , ... , WkJ se expresan por las ma

trices (w1 )o, ... , (wk)o dadas por (5.1.13). 
Cada referencia lineal { 6, ... , ~kl Xk+1, ... , Xk(n+ 1)+n} así construída es una re

ferencia, lineal adaptada a la estructura k-cosimpléctica. 
Es fácil ahora comprobar que todo par de referencias adaptadas se relacionan 

por un cambio de referencia con matriz asociada: 

h o o o 
O A O O 
o B1 e o 

con BfA = AtBi y e= (A- 1 )t para todo 1:::; i:::; k. 
De este modo el conjunto de todas las referencias lineales adaptadas a la estruc

tura k-cosimpléctica determina una e-estructura con e dado por (5.1.3). 
Recíprocamente sea BcM una e-estructura sobre M, donde e está dado por 

(5.1.3). 
Sea además 
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una referencia adaptada a Be M, y sea, 

{e1, ... ,ek,ek+1, ... ,ek+n,ek+n+1, ... ,ek+2n, ... ,ek+kn+1, ... ,ek+kn+n}, 

la correferencia adaptada dual correspondiente. 
Definimos entonces una familia de k 2-formas diferenciales w1, ... , Wk sobre M 

por sus matrices asociadas respecto a cualquier referencia adaptada a BcM. Sean 
estas matrices las dadas por (5.1.13). 

Las wi están así bien definidas pues utilizando (5.1.3) y (5.1.13), se comprueba 
directamente que si cambiamos la referencia adaptada, y B E G es la matriz de 
·cambio de referencia correspondiente, entonces, como vimos en la Sección 5.1.2, la 
matriz asociada a cada wi respecto de la nueva referencia es: 

(wi)~ = Bt(wi)oB = (wi)o, 

para todo 1 :::; i :::; k. 
Por lo tanto, utilizando una correferencia adaptada a BcM arbitraria, cada wi 

se escribe 
n 

Wi = L ek+a 1\ ek+in+a' 
01=1 

para todo 1 :::; i :::; k. 
Utilizando de nuevo una correferencia adaptada {8A; 1 < A < n +k+ kn} 

definimos k 1-formas 'r/1> ... , rJk sobre M por: 

TJi(x)(X) = ei(X), 

para 1:::; i:::; k, x E M y X E TxM, es decir 'r/i = Oi. 
La expresión (5.1.3) del grupo de estructura G asegura de forma inmediata que 

las 7Ji están bien definidas. 
Por último para una referencia adaptada arbitraria {eA; 1 :::; A :::; n + k + 

nk},definimos k distribuciones V1, ... , Vk de dimensión n sobre M, por: 

Vi =< ek+in+1, ... 'ek+in+n >, 
para cada 1 :::; i :::; k. 

De nuevo la expresión del grupo G nos asegura que las Vi están bien definidas. 
Con estas definiciones es inmediato que la .familia (ryi, wi, V), donde V= Ví EB 

. . . EB Vk, verifica: 

l. 'r/1 1\ ... 1\ 'r/k =1= o, 
2. dim(kerw1 n ... nkerwk) =k, 

3. kerryl n ... n kerryk n kerwl n ... n kerwk =o, 
1:::; i:::; k. 
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Hemos probado el siguiente resultado: ~' """ 
"" '/' 

~ _.,. ' 

Proposición 5.1.4 La variedad M es una variedad casi k-cosirnpi~.ct~~cg.~i'>y sólo 
si sobre M existe una G -estructura con grupo de estructura G dado por ( 5.1.3). 

Lema 5.1.1 Si M es una variedad casi k-cosimpléctica con k > 1 y 6, ... , ~k son 
los campos de Reeb asociados a la estructura casi k-cosimpléctica entonces, para todo 
1 ::; i ::5: k se verifica 

(dr/j = O,dwj =O, V1 ::5: j ::5: k)=? [~i' V] e V. 

Demostración 
Sea ~i un campo de Reeb asociado a la estructura casi k-cosimpléctica (r¡i,wi, V) 

y sea Vj E Vj. Suponemos que TJi y wi son cerradas para todo 1 ::5: i ::5: k. 
Sea w1 con l f. j, entonces 

teniendo en cuenta que l f. j y la condición 3 de (5.1.12). 
Para l E { 1, ... , k} arbitrario, se verifica 

De este modo hemos probado que: 

[~i' Vj] E kerr¡1 n ... n kerr¡k n kerw¡, 

para todo 1 ::5: l ::5: k con l f. j, es decir, 

[~i,Vj) E nl;ój(kerr¡ln ... nkerr¡knkerw¡) 

Vj. 

Se demuestra así que [~i, Vj] e Vj para todo 1 :S: i,j ::5: k, y por lo tanto 

para todo 1 ::; í::; k, con la condición k > l. O 
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Definición 5.1.4 Sean (M,r¡¡, ... ,r¡k,w1 , ... ,wklV) y (N, p¡, ... , Pk, c/J¡, ... , cPk, 
W) dos variedades k-cosimplécticas de la misma dimensión. 

1. Un k-cosimplectomorfismo de (M, r¡;, w;, V) en (N, p;, c/J;, W) es un difeomor
fismo f : M --* N tal que: 

f* p; r¡;, 

(5.1.17) W;, 

W(f(x)), 

para todo 1 ::; i ::; k y para todo x E M. 

2. Un k-cosimplectomorfismo local de (M, r¡;, w;, V) en (N, p;, c/J;, W) es una 
aplicación f : M --* N tal que todo punto x E M tiene .un entorno U1 

tal que U2 = j(U1) es abierto en N y fJU1 es un k-cosimplectomorfismo de 

(U1, (r¡;)Jul' (w;)JUp VJuJ en (U2, (p;)JU2 , (cj;;)ju2 , WJU2 )· 

5.2 lntegrabilidad 

Como G-estructura, una estructura casi k-cosimpléctica BcM es integrable si existe 
un sistema d'3 coordenadas locales (t;, x'", x~; 1 ::; i::; k, 1 ::; a::; n) de modo que la 
sección local del fibrado de referencias de M que asocia a cada punto de x E M la 
referencia lineal, 

es una sección local del fibrado B0 M. Es decir, la referencia así definida es una 
referencia adaptada a la estructura casi k-cosimpléctica de modo que, para .cada 
1 ::; i ::; k, se verifican: 

(5.2.18) W; dxo. 1\ dx~, 

V 8 8 
< 8x;) ... ) 8x~ >a=l, ... ,n. 

La caracterización de las estructuras casi k-cosimplécticas integrables está deter
minada por el siguiente resultado: 
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Teorema 5.2.1 Una estructura casi k-cosimpléctica (r¡;, w;, V) sobre una variedad 
diferenciable M de dimensión k( n + 1) + n es integrable si y sólo si 

(5.2.19) dr¡; =o, dw; =o, [V,V]cV, (1::; i::; k). 

Demostración 
Si la G-estructura es integrable y existe un sistema de coordenadas locales 

(t;, xo:, x~) sobre lVf, tal que se verifican las condiciones (5.2.18), es fácil compro
bar que la estructura casi k-cosimpléctica verifica las condiciones (5.2.19). 

Veamos ahora el recíproco. Suponemos que la estructura casi k-cosimpléctica 
(r¡;, wi, V) verifica (5.2.19). Construiremos un sistema de coordenadas sobre M ve
rificando (5.2.18). 

En cada punto x E M consideramos el subespacio Kx = kerr¡1(x)n ... nkerr¡k(x). 
Hemos visto que el espacio tangente TxM verifica, 

La siguiente sucesión está formada por distribuciones integrables: 

<6 >,<6 >, ... <~k >,Kx. 

Como las sumas dos a dos de estas distribuciones son también integrables y, en 
cada punto, el espacio tangente a M es la suma directa de todas ellas, entonces 
estamo¡; en las condiciones del Lema 1.3 de [K], y podemos asegurar que existe, en 
cada punto x E M, un sistema de coordenadas locales (t;, xo:, x~; 1 ::; i ::; k, 1 ::; a ::; 
n) en un entorno U de x, tal que: 

< ~i >=< fti >, 

K=< '->()O:' '->()i >( l:Sa:Sn). ux uxo: 1::; i::; k 

En el entorno U puede escribirse, para cada 1 ::; i ::; k fijo, 
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Si cada 1-forma r¡1 , ... , lJk es cerrada, entonces, para cada 1 ::; i :S k fijo: 

ag; _ - ag; _ ag; _ _ 
O = dr¡; = ~-dtj 1\ dt; + ~-á;i<i 1\ dt; + ~ dxj 1\ dt;, 

utj ux"' uyj 

de donde se deduce: 

para todos 1 ::; i, j ::; k, 1 ::; o: :S n, y 

ag; =o ar; , 
para todos 1::; i,j :S k, i-=/- j. 

Entonces g; = g;(t;) y podemos definir k funciones hi = hi(f;) donde cada hi es 
una primitiva de la correspondiente g;. 

Podemos definir un nuevo sistema de coordenadas (i;, x"', x1) en un entorno (J 
de x por 

t; = hi(f;), X"'= X"', X~= X~, 

para 1 ::; i ::; k y 1 ::; o: ::; n. 
En este nuevo sistema se verifican 

7]¡ = di.¡, 

e- a 
r,;- 8t;' 

K-< a a > - ox"' ' -;¡ ( 1 :::; <> :::; n ) 
uX"' 1:::;;:::; k 

Dado que K es una distribución integrable podemos asegurar que existe una 
subvariedad integral W de K pasando por x y se comprueba fácilmente que (W, w1 , 

... , WkJ V) es una variedad k-simpléctica. 
Existe entonces un entorno coordenado (U', x"', x~) con 1 ::; i ::; k, 1 ::; o: ::; n, 

de x en W tal que 
w;Ju' = dx"' 1\ dx~, 

VJu' =< [)~1 ' ... a~k >l:c;as;n, 
C< C< 

para todo 1 :::; i ::; k. 
Si las funciones coordenadas i; de U están definidas en el intervalo (-E;, E;) para 

todo 1 :::; i ::; k, entonces consideramos el entorno coordenado de x en M, 

(U= U' x (-e-1,El) x ... x (-EkJEk),t;,x"',x~), 
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con t; = i;. 
En el entorno U de x se verifican: 

W; = (A;){dtj 1\ dt8 + (B;)~dtj 1\ dxo: 

(C;)~,sdtj 1\ dx~ + (D;)3,jdxo: 1\ d~ 

(E;)3dxo: 1\ dxf3 + (F;)~;;dx~ 1\ dx~. 

De la condición ¿t,JW; =O se deduce que 

(A)~= (B;)~ = (C;)~,s =O, 

para todos 1 ::; i, j, s ::; k, 1 ::; a ::; n. 
Por otro lado, de la condición dwi =O, se deducen: 

y entonces 

de donde 

(E;)3(tj, X 17 , x~) = (E;)3(0, X 17 , x~) =O, 

(F;)~;~(tz, X 17 , x~) = (Fi)~;~(O, X 17 , x~) =O, 

(D;)3,J(t 8 , X 17 , x~) = (D;)3,J(O, X 17 , x~) = 8o:,f3Dij, 

w; = dx0 1\ dx~. 

Además, en todo x E U, 

entonces 

V(x) e TxU', 

a a 
V =< ~' · · · -k >1:o;o:::;n, 

uX0 axo: 
lo que acaba la prueba del teorema.D 
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Definición 5.2.1 Una estructura casi k-cosimpléctica integrable se llama estructura 
k-cosimpléctica. 

Nota 5.2.1 [LMOS3] En el caso k= 1, es decir, para estructuras casi cotangente es
tables, la condición[~, V] e V, donde~ es el campo de Reeb asociado a la estructura, 
es una condición necesaria para la integrabilidad de la O-estructura independiente 
de las otras condiciones que caracterizan tal integrabilidad. 
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5.2.1 Ejemplos 

Además del ejemplo canónico elegido como modelo para la Definición 5.1.1 en el 
fibrado cotangente estable de las k1-covelocidades, construiremos un ejemplo de 
variedad compacta dotada de una estructura casi k-cosimpléctica. 

Sea H(2, 2) el subgrupo de Líe del grupo lineal general Gl(6, R) formado por las 
matrices A E M6x6(R) de la forma: 

1 o X! o zl 
1 

zl 
2 

o 1 o x2 z2 
1 

z2 
2 

o o 1 o Y1 o 
A= 

o o o 1 o Y2 

o o o o 1 o 
o o o o o 1 

H(2, 2) es un subgrupo de Líe nilpotente de Gl(6, R) de dimensión 8. 
Puede definirse en H(2,2) un sistema global de coordenadas (xi, yi, zj; 1::; i,j 

::; 2) por: 
zj(A) = zj. 

Consideramos la base siguiente de 1-formas invariantes por la izquierda sobre 
H(2, 2) 

(5.2.20) 

Denotamos por r el subgrupo de matrices de H(2, 2) con componentes enteras. 
El espacio de las clases de equivalencia por la derecha M(2, 2) = r j H(2, 2) es una 
variedad compacta de dimensión 8, mas precisamente es una nilvariedad compacta. 

Puesto que las 1-formas (5.2.20) son invariantes por r, existen 1-formas, 

sobre M(2, 2) taies que: 

{ 1 2 (.11 (.12 1 2 1 2} a ,a 'fJ 'fJ ,0"2,0"I)"Y ,"f ' 

1r* ai = dxi, 1r* (Ji = dyi, 

7r*O"j = dzj, 7r*"·/ = ;yi, 

para todo 1 ::; i, j ::; 2 y i =f. j, y donde 1r : H(2, 2) ~ M(2, 2) es la proyección 
natural. 
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Denotamos ahora por, 

la base dual de { (i, pi, O"j, 'Yi}. 
Si definimos 

r¡¡ = {31, r¡2 = /32' 
W¡ 0 ) /\ 1 1 + a2 /\ 1 2, 

w2 al /\ d + a2 /\ O"f' 
V < T¡,T2,C1,C2 >, 

entonces es fácil comprobar que (r¡i,wi, V; 1::; i::; 2) verifica las condiciones de la 
Definición 5.1.3 y por lo tanto (M(2, 2), r¡i, wi, V; 1 :S i :S 2) es una variedad casi 
2-cosimpléctica de dimensión 8. 

Utilizando las expresiones locales (5.2.20) y la definición de las formas r¡1 , r¡2 , w1 

y w2 se comprueba que 
(5.2.21) dr¡1 = dr¡2 = dw1 = dw2 =O. 

Por otro lado, teniendo en cuenta la Proposición 2.30 de [Wn], la distribución V 
es integrable si y sólo si el anulador I(V) de V (es decir, las formas sobre M(2, 2) 
que restringidas a V se anulan) verifica 

d(I(V)) e I(V). 

I(V) es el ideal generado por a¡, a 2 , /31 , y /32 . Puesto que 

se deduce que I(V) es un ideal diferencial y, así, V es involutiva, lo que, junto 
a (5.2.21) implica que (r¡¡,r¡2 ,w¡,w2 , V) es una estructura 2-cosimpléctica sobre 
M(2, 2). 

5.3 Conexiones lineales adaptadas 

En esta sección, en primer lugar, introducimos las estructuras casi k-cosimplécticas 
como las estructuras asociadas a un cierto tipo de tensores definidos sobre el fibrado 
F M de las referencias lineales de M. 

Estudiaremos después la existencia y caracterización de conexiones lineales adap
tadas a las estructuras casi k-cosimplécticas. 
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5.3.1 Estructuras definidas a partir de tensores 

Sea M una variedad diferenciable de dimensión m = k( n + 1) + n y sean Fi los 
siguientes espacios vectoriales: 

para todo 1 ::; i ::; k. 
Sea F = EB1=1Fi· Definimos una representación de Gl(m, R) en F por r = EB7=1ri, 

con 
ri(A)(h)(u, v) = h(A-1u, A-1v), 

para A E GZ(m,R), hE Fi y u,v E Rm. 
Sea wo = (wi)o + ... + (wk)o E F con (wi)o E Fi dadas por las matrices (5.1.13) 

para todo 1 ::; i ::; k. 
Representamos por Gwo el subgrupo de isotropía de w0 para la representación r, y 

por G(wi)o el subgrupo de isotropía de (wi)o para la representación ri para 1 ::; i ::; k. 
Dar una G(wo)i-estructura sobre M equivale ([Fu]) a dar un tensor ti de tipo 

(r;, Fi) sobre F M, y dar una Gw0 -estructura equivale a dar un tensor t de tipo (r, F) 
sobre FM. 

Se define una G(wi)0 -estructura sobre M por: 

Be' M (wi)O {z E F Mjt;(z) = (w;)o} 

= {z E FM/wi(zu,zv) = (wi)o(u,v),\iu,v E Rm}, 

y una Gw0 -estructura por: 

Bcwo M = n~=l Ba,wi)o M. 

Sea además V el subespacio de Rm de dimensión kn definido por, 

V=< ek+n+l, ... , ek(n+l)+n > . 

Denotamos por Go el subgrupo cerrado de Gl(m, R) definido por 

Go ={A E GZ(m, R)/AV =V}, 

de modo que dar una Ca-estructura sobre M es equivalente a dar una distribución 
diferenciable V sobre M tal que: 

V(x) = zV, 
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donde z es cualquier referencia lineal en x E M perteneciente a la Ca-estructura 
Be0 M. 

Entonces dar una Ca-estructura sobre M es equivalente a dar una distribución 
diferenciable V sobre M de dimensión nk. 

De este modo, 
Be0 M = {z E FlvfjzV =V}. 

Sean E; con 1 :::::; i :::::; k los k espacios vectoriales, 

y sea E= 8~= 1 E;. 
Definimos una representación s de Cl(m, R) en Aut(E) por s = EB~=l s;, donde 

s;(A)h(u) = h(A-1u), 

para todo A E Cl(m,R), hE E; y u E Rm. 
Utilizando el producto escalar en Rm podemos considerar cada elemento e;, 

1 :::::; i :::::; k de la base canónica de Rm como un elemento del espacio E;. Así 
r¡a = e1 + ... + ek E E y sea C(r¡o); el grupo de isotropía de (r¡;)a =e; E E; respecto 
de las representaciones si. De esta manera, 

Dar una C(r¡;)0 -estructura sobre M equivale a dar un tensor u; de tipo (si, E;) 
sobre FJ'vf, y dar una Cr¡0 -estructura equivale a dar un tensor u de tipo (s, E) sobre 
FM. 

Se define una C(ry;)o-estructura sobre M por: 

{z E FM/ui(z) = (r¡;)a} 

{z E FM/r¡i(z(u)) = (r¡i)a(u), Vu E Rm}, 

y una Cry0 -estructura por: 

Be~0 M = n~= 1 Be<~;lo M. 

Finalmente una estructura casi k-cotangente estable sobre AI está determinada 
por las referencias lineales en puntos de M tales que son referencias adaptadas a 
Be M Be0 M y Be M al mismo tiempo, es decir, 

w 0 ' ~o 

(5.3.22) 
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o, equivalentemente 

rJi(z(u)) 
wi(zu, zv) 

V 

5.3 Conexiones lineales adaptadas 

(r¡i)o(u)V1 :S; i :S; k, Vu,v E Rm } 
(w;)o(u, v) 
z < ek+n+l, ... ) ek(n+l)+n > 

donde {e A; 1 :S; A :S; m} es la base canónica de R k. 

5.3.2 G-conexiones lineales 

. La teoría general de G-estructuras ([Fu]) asegura que, para G-estructuras definidas 
por tensores t, la integrabilidad de la G-estructura implica la existencia de una 
G-conexión simétrica, es decir, de una conexión lineal simétrica tal que "Vt =O. 

Para una estructura casi k-cosimpléctica hemos visto que el grupo de estructura 
G puede escribirse como 

G = G710 n Gwo n Go 

de hecho, hemos visto (5.3.22), 

BaM = BaTJo M n Bawo M n Ba0 M. 

Si la estructura es k-cosimpléctica, es decir, es integrable, entonces BaTJ0 M, 
Bawo M y Ba0 lvl son simultáneamente integrables y la teoría general nos asegura 
la existencia de una conexión simétrica V' que es simultáneamente G710-conexión, 
Gw0-conexión y Ca-conexión, es decir, 

V'r¡i =o, V'wi =O, V'V e V, 

para todo 1 :S; i :S; k. 

Nota 5.3.1 De hecho puede probarse que si k> 1 y, 

V'r¡i = o, 

para todo 1 :S; i :S; k, entonces, necesariamente, V'Vi e Vi, donde cada V; es la 
distribución definida por (5.1.11), y por lo tanto V'V e V. 

Para comprobarlo, sean X E x(M) arbitrario y X; E V;, y veamos que entonces 
V'xX;EV;. 

Como V'r¡i =O, entonces 

0 (V' XrJJ)(X;) 

V' x(r¡J(X;))- rJJ(V' xXi) 

-r¡J(V' xXi), 
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es decir, 'VxXi E kerryJ para todo 1:::; j:::; k. 
Del mismo modo, como \7wi =O, entonces, si i =!= j e Y E x(M) es arbitrario, se 

deduce 
O ('V xwj)(Xi, Y) 

'Vx(wJ(Xi, Y))- wJ(V'xXi, Y)- wJ(Xi, 'VxY) 

-wj(\7 xXi, Y), 

y así \7 x Xi E ker L<Jj para todo j =/= i. 
Por lo tanto, 

para todo j =!= i, es decir, 

lo que prueba que 'V Vi e V; para todo 1 :::; i :::; k y, por lo tanto V' V e V. 

Para las estructuras casi k-cosimplécticas existe el resultado recíproco, es decir: 

Proposición 5.3.1 Sea (ryi,wi, V;1:::; i:::; k) una estructura casi k-cosimpléctica 
sobre la variedad M y sea 'V una e-conexión simétrica sobre M. Entonces (ryi, wi, 
V; 1 :::; i :::; k) es una estructura k-cosimpléctica. 

Demostración 
Sea 'V la derivada covariante de una e-conexión simétrica, es decir, tal que: 

V'77i =O, 'Vwi =O, 'VV e V, 

para todo 1 :::; i :::; k. 
Por ser simétrica, se satisface, 

(5.3.23) Y'xY- \7yX =[X, Y]. 

Además \7V e V, de lo que se deduce que la distribución V es integrable. 
Utilizando \7wi = O y desarrollando la expresión \7wi(X, Y, Z) = O para todos 

X, Y, Z E x(M) se obtiene que: 

X(wi(Y, Z)) = wi(\7 xY, Z) + wi(Y, \7 xZ). 
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De esta igualdad y de la simetría de \7 se demuestra que, 

(5.3.24) dwi(X, Y, Z) = O, 

para todo 1 ::; i ::; k. 
Del mismo modo, corno vr¡i =O tenernos que, para todo X, Y E x(M), 

X 7/i(Y) = 7/i(\7 X Y), 

lo que, con la simetría de \7, nos permite probar que 

(5.3.25) dr¡i(X, Y) = O, 

para todo 1 ::; i ::; k. 
Las condiciones (5.3.24) y (5.3.25) junto a la integrabilidad de V prueban la in

tegrabilidad de la estructura casi k-cosirnpléctica, para k > 1, en virtud del Teorema 
5.2.1. 

Si k = 1 hay que comprobar también la condición [~,V] e V, [LMOS3]. Para 
ello, sea~ el campo de Reeb asociado a la estructura casi cotangente estable y sea 
X E 1/. 

Por (5.3.23) se obtiene que: 

[~,X]= \l~X- 'Vx~, 

y puesto que \?V e V y X E V entonces \l~X E V. 
Si Y E x(M) se tiene 

y 

r¡(\7 x~) \7 x(r¡(~))- (v x77)(~) 

'Vx1 

w('Vx~, Y) 

o, 

V'x(w(~, Y)) -w(~, 'VxY) 

-(\7 xw)(~, Y) 

o, 
donde se ha utilizado que vr¡ =o y \i'w =o. 

De este modo 

con lo que 

Por lo tanto, 
(5.3.26) 

'Vx~ E kerr¡nkerw, 

[~,X]= \i'~X E V. 

[~·, 1/] e V.O 

5 

E 
:¡:: 

k 
e 

k 

d 

S 

e 

.n 

S 

I 
j 
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5.4 Caracterizaciones del fibrado Rk x (Tf¿ )*Q 
En esta sección utilizamos de nuevo los métodos de Crampin-Thompson y de Nagano 
para caracterizar en qué condiciones una variedad diferenciable M de dimensión 
k(n + 1) + n se puede identificar con el fibrado estable cotangente de las k1-covelo
cidades Rk x Ti;Q para alguna variedad Q de dimensión n. 

5.4.1 Método de Crampin-Thompson 

Sea M una variedad diferenciable de dimensión k(n+1)+n dotada de una estructura 
k-cosimpléctica ( r¡;, w;, V; 1 ::; i ::; k). 

Denotamos, para todo 1 ::; i ::; k, 

V;= kerr¡l n ... n kerr¡k n#i kerwj, 

de modo que, 
K;= kerr¡1 n .. o nkerr¡k nkerw; = EB#iVJ· 

Para todo 1 ::; i ::; k, V y K; son distribuciones involutivas que definen foliaciones 
sobre M. 

Si 6, ... , ~k son los campos de Reeb asociados a la estructura k-cosimpléctica 
entonces definimos, también para cada 1 ::; i ::; k, las siguientes distribuciones: 

W = < 6, .. o , ~k > EB V, 

W y W; son también distribuciones involutivas y tienen, respectivamente, di
mensiones k(n + 1) y (n + 1)(k- 1). 

Análogamente al caso de las estructuras casi k-cotangentes [M], introducimos la 
siguiente definición: 

Definición 5.4.1 Se dice que la estructura k-cosimpléctica (r¡;, w;, V) define una 
fibración sobre M cuando se verifican las siguientes condiciones. 

1. El espacio de las hojas M; = M jW; definido por la distribución involutiva W; 
es una variedad cociente de M, con lo que la proyección canónica p; : M-+ M; 
es una fibración cuyas fibras son las hojas de W; para cada 1 ::; i ::; k. 

2. El espacio de las hojas Q = M jW definido por la distribución involutiva W 
es una variedad cociente de M con lo que la proyección canónica p : M -+ Q 
es una fibración cuyas fibras son las hojas de W. 
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Tenemos entonces los diagramas conmutativos 
Pi 

tales que, en un sistema de coordenadas adaptadas, 

p;(t1, ... , tk, x'>, x~, ... , x~) = (t;, X0 , x~), 

p(t1, ... ,tk,X0 ,X~, ... ,x~) = (x0 ), 

De la definición de las W; se deduce que, 

VV¡ = ker T}; n ker W;, 

para todo 1 :S i :S k. Utilizando esta condición se prueba que sobre M; se pueden 
definir una 1-forma r;; y una 2-forma w; por: 

r;;(X) = r;;(X), w;(X, Y)= w;(X, Y), 

para todo 1 :; i :S k, y con X, Y E TM tales que (p;)*(X) =X y(p;)*(Y) =Y. 
En el sistema de coordenadas (t;, X 0 , x~; 1 :S a::::::; n) sobre M; se obtiene que, 

para cada 1 :S i :S k, con lo que es inmediato que ( 7];, w;) es una estructura 
cosimpléctica sobre M;. 

Además, dado que VVi n Vi = O, Vi induce sobre M; una distribución involutiva 
Vi= (Tp;)Vi para 1 :Si :S k. Las hojas de Vi proyectan en las hojas de Vi por p; de 
modo que O"; es una fibración cuyas fibras son las hojas de V;. 

De nuevo, tomando un sistema de coordenadas adaptadas en 1\4 y el sistema de 
coordenadas (t;, X 0 , x~; 1 :S a: :S n) inducido en M; se comprueba que, 

- a 
1/i =< ax~ ; 1 :S CY :S n >, 

para cada 1 :S ·i :S k. 

r 
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Con estas expresiones locales es inmediato [LMOS3] probar que (r¡;,w;, "'i) es una 
estructura casi cotangente estable sobre M;. 

La siguiente construcción sobre una variedad k-cosimpléctica que define una 
fibración, generaliza la construcción de los levantamientos ( i)-verticales sobre el 
fibrado estable cotangente de las k1-covelocidades. 

Definición 5.4.2 Sea y E M tal que p(y) = x y p;(y) =y; para cada 1 :::; i :::; k. Si 
(3 E T;Q, el i-levantamiento vertical de ,B a TyM es el único vector ¡3Ul E TyM tal 
que ¡J(i) E Vi (y) y además 

¡JU) está así bien definido, puesto que Vi(y) y Ty;Mi son isomorfos, y si ¡3 = f3cxdxa, 
entonces ¡J(i) se escribe localmente por 

para todo 1 :::; i :::; k. 

(3(i) = -¡3 ~ 
ex !:1 ' ' uxcx 

De este modo, dada una 1-forma (3 sobre Q, existen k campos de vectores ¡J(l), 

... , ¡3(k) sobre M tales que ¡J(i) E Vi para 1 :::; i :::; k. 

Proposición 5.4.1 Dadas las !-formas ,8, 'Y sobre Q y dados los k campos de Reeb 
~b ... , ~k sobre M asociados a la estructura casi k-cotangente estable, se deduce 
que, 

para todos 1:::; i,j :S k. 

Demostración 
Ambas igualdades son inmediatas a partir de las expresiones locales correspon

dientes. O 

Por lo visto en la Sección 5.3.2 sabemos que, por ser (r¡;, w;, V; 1 :::; i :::; k) una 
estructura k-cosimpléctica, existe sobre M una conexión simétrica adaptada a la 
estructura. Se puede probar, en estas condiciones, el siguiente resultado: 

Proposición 5.4.2 Si V es una conexión simétrica adaptada a la estructura k
cosimpléctica sobre M que define una fibración, entonces \7 induce, por restricción, 
una conexión llana sobre cada hoja de las fibraciones p; : M """'* M;. 
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Demostración 
Basta probar que, 

5.4 Caracterizaciones del fibrado Rk x (Tf)*Q 

para todo 1 ::; i, j ::; k y para cualesquiera 1-formas /3, 'Y sobre Q. Para cada uno de 
estos campos de vectores se comprueba que: 

. para todos 1 ::; i, j, s ::; k, y también: 

para todos 1 ::; i, j, s ::; k y para cada campo de vectores Z sobre M. De hecho 
basta comprobarlo tomando, Z = ~1 , Z = a<ll con a una 1-forma sobre Q y Z un 
campo de vectores sobre M, de modo que, en cada punto de x E M, Zx está en el 
espacio complementario a V(x) en nf=1 ker7Ji(x). Para ello se utiliza la Proposición 
5.4.1.0 

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta sección. 

Teorema 5.4.1 Sea (M, 1]1, ••. , 1Jk, w1, ... , wk, V) una variedad k-cosimpléctica que 
define una fibración p : M - Q. Sea \7 una conexión simétrica adaptada a la es
tructura de ·modo que la conexión llana inducida sobre cada hoja de las distribuciones 
< ~i > EB Vi y W, es geodésicamente completa. Si además cada fibra de p es conexa 
y simplemente conexa y cada hoja de < ~i > EBV'i es conexa para todo 1 ::; i ::; k, 
entonces M es un fibrado afín modelado sobre el fibrado vectorial Rk x (Tf)*Q. Por 
lo tanto, cada vez que tomemos una sección global s : Q - M podemos definir un 
difeomorfismo Fs : M- Rk x (Tf)*Q con s jugando el papel de sección cero. 

Demostración 
Teniendo en cuenta.la Definición 1.3.1 de fibrado afín modelado sobre un fibrado 

vectorial, hemos.de definir una aplicación, 

p: M XQ (Rk X (T1)*Q) ~M, 

de modo que para cada punto z E Q, 
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sea una acción libre y transitiva de (rk)-1(z) = Rk x ((TI)*Q)z sobrs p-1(z). 
Para cada (3 E T*Q y cada t E Rk definimos k vectores (;3fi)x, 1 :::; i :::; k, en 

x E p-1 (z) CM por 

De este modo, 
(iJt)x = ((;3f1 )x, · · ·, (iJkk)x) E (Tj;M)x· 

Por la Proposición 5.4.2 sabemos que, si 'V es la conexión simétrica adaptada a 
la estructura casi estable k-cotangente, entonces, 

'V ·t (J'ti = o 
(3i 1- 2 ' 

con lo que iJJi es un campo de vectores geodésico. Puesto que la conexión que \7 
induce sobre las hojas de las fibraciones p y u; es geodésicamente completa, el campo 
jJfi es completo para todo 1 :::; i :::; k. 

Cada jJJ• genera un grupo 1-paramétrico global de transformaciones, 

cP(j'i : R X p-1(z)---- p-1(z). 
' 

Sea t- q;13,i (t, y) la curva integral de ;3¡i tal que cP¡J'i (0, y) =y E p-1(z). 
Definimos ' ' 

Probamos ahora que Pz es una acción libre y transitiva. 
Sean (t1, ... , tk, P1, ... , Pk) y ( s1, ... , SkJ 1'1, ... , "Yk) elementos de Rk x ( (TI)*Q)z. 
Los campos {3/i y i/J verifican, 

[(3-ti -s·] O 
i '"Yj J = ' 

para todo 1 :::; i, j ::::; k, con lo que sus flujos asociados conmutan y por tanto su 
- t· 

composición es un flujo con generador infinitesimal Pi' + i/i, es decir, 

(5.4.27) 

Entonces 

pz(pz(Y, (t, (3)), (s, -y)) 

cP1/J (t, cP¡j;'i (t, y)) 

cP!J/i+f/J (t, y). 

Pz(Pz(Y, (s, -y)), (t, f3)) 

Pz(Y, (t +S, (3 +-y)), 
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lo que prueba que Pz define una acción de Rk x ((T(;)*Q)z sobre p-1 (z). 
Veamos que la acción es transitiva. 
A partir de un producto escalar arbitrario (, ) sobre T*Q, definimos una métrica 

de Riemann g; en cada hoja de la fibración a; : M; ---+ Q, por, 

Ahora, utilizando que V r3/'i; 8' =O para todos t;, S; E R y para todos (3, 'Y E T*Q 
- t 

y que g; ((3; ', i/') es constante en todo a i 1 ( z), se prueba que V g; = O con lo que 
\7 es la conexión de Riemann de la métrica g; para todo 1 :::; i :S k y cada hoja de 
la foliación definida por < ~i > E.B V; es una variedad de Riemann geodésicamente 
completa. 

Como cada una de las distribuciones < ~i > E.B V; es integrable, también son 
integrables todas las sumas directas ( < ~i > E.B V;) E.B ( < ~j > E.B V;), y también 
Txp- 1(z) = < 6 > E.BV1E.B ... E.B < ~k > E.BVk. Utilizando [K], en cada punto 
x E p-1(z), podemos encontrar un entorno cúbico de x en p- 1(z) con coordenadas 
(t1, ... , tk, v~, ... , v~) tal que 

a a 
< ~i > E.B\1; =< -;::)' ~ >1<a:<n · 

ut; uva - -

Sean y, y' E p- 1(z). Si y e y' están en un mismo entorno coordenado del tipo 
anterior, entonces: 

y= (a1, a2, ... , ak, u]_, u2, ... , uk), 

y' = ( b1, b2, . · . , bk, V~, V2, . · · , vn. 

Tomamos k - 1 puntos Yi, 1 :S i :::; k - 1, dados por 

De este modo Yi E U para todo 1 :S i :S k - 1 y además, la sucesión finita 

{Yo= y, Y1, · · ·, Yk-1, Yk =y'}, 

verifica que cada par de puntos {y;_1 , Yi} está en la hoja H; correspondiente a 
< ~i > E.BV; para todo O :S i :S k. Utilizando el Teorema de Hopf-Rinow, (las hojas 
H; son todas geodésicamente completas), Yi-l e y; se pueden unir por una geodésica 
'J'; contenida en la hoja H;: 



5. Variedades k-cosimplécticas 125 

y por lo tanto: 
y' ~¡¡;~k (1, Yk-1) 

"fr.,•k (1, "ff3·•k-l (1, Yk-2)) 
/Jk k-1 

= "(?.,•k (1, "((3·•k-1 (1, ... 1 "f(3's1(1, y)) ... ) 
/Jk k-1 1 

Pz(y, (s, ;3)), 

donde (s, ¡3) = (s1, ... , sk, P1, ... , Pk) E Rk x (Tf)* N. 
Si y e y' no están en un mismo entorno cúbico del tipo descrito, entonces, por 

ser p-1(z) conexo, podemos unir y e y' por una sucesión finita de entornos de ese 
tipo U1, ... , Un tales que y E U1, y' E Un y Ui n Ui+1 =J 0 para todo 1 :Si :S n-l. 

Tomamos la sucesión formada por n + 1 puntos {Yo= y, y¡, ... , Yn-1, Yn =y'} 
tales que Yi, Yi+1 E Ui+1 para todo O :S i :S n, de modo que 

con (s;,Pi) E Rk x ((Tf)*N)z para todo 1 :Si :S n-l. 
Así 

Y1 Pz(Yn-1, (sn, Pn)) 

Pz(Yn-2, (sn-1, Pn-1) + (sn, Xn)) 

con lo que Pz es transitiva. 
Veamos que además es una acción libre. 
Para ello hemos de ver que el grupo de isotropía: 

f(y) = {(t, ¡3) E Rk x ((T})*Q)z/ Pz(Y, (t, ¡3)) =y}. 

es trivial. 
Puesto que la acción es transitiva, la órbita es 

-1( ) _ Rk x ((T1)*Q)z 
p z - r(y) ' 

pero como dim p"- 1(z) = (n + 1)k = dím (Rk X ((T1 )k)*Q)z) dim r(y) = o y r(y) 
es un grupo discreto. 
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Si r(y) no es trivial, sus elementos son combinaciones lineales enteras de m 
elementos linealmente independientes (s1, u1), ... , (sm, um) de Rk x ((Tf)* N)z con 
1::; m::; k(n+ 1). 

Se deduce así que 

-1( ) = Rk X ((Tl)k)*Q)z = rm X Rk(n+l)-m 
p z f(y) ' 

y puesto que la fibra es simplemente conexa, entonces necesariamente m= O, f(y) 
es trivial y Pz es libre, lo que finaliza la demostración. D. 

Corolario 5.4.1 Si (M,r¡;,w;, V) verifica todas las condiciones del Teorema 5.4.1, 
salvo que las fibras de p-1(z) sean simplemente conexas, y las fibras se consideran 
mutuamente homeomorfas, entonces Rk x (T1 )*Q es un espacio de revestimiento de 
M y las hojas de V son de la forma rm X R k(n+l)-m' o ::; m ::; k( n + 1). Además, si 
las hojas de V son compactas, entonces Rk x (T1 )*Q es un espacio de revestimiento 
de M y las fibras son difeomorfas a Tk(n+l). 

Proposición 5.4.3 El difeomorfismo F r1e M en Rk x (Tf)*Q puede elegirse tal 
que 

r¡; = F*((r¡;)o + (rk)*(3;), 

W; = F*((w;)o + (rk)*<P;), 

donde (r¡;) 0 , (w;)o son las formas canónicas en Rk x (Tf)*Q, Tk es la proyección 
canónica, (3; son k 1-formas cerradas sobre Q y <Pi son 2-formas cerradas sobre Q. 

Demostración 
Sea y E M tal que p(y) = x E N y que 

F(y) = (s1, ... , Sk, o-1, ... , o-k) E Rk x (T1)* N. 

Si <py(t) es la curva integral de a/i) que pasa por y, resulta que F o <py(t), que es 
la curva integral de F*(a(i) que pasa por F(y), es de la forma 

F o <py(t) = (s¡, ... , sk, o-1, ... , o-;- ta, ... , o-k), 

que, como es fácil comprobar, es la curva integral de o:(i)o, levantamiento (i)-vertical 
de a a Rk x (Tf)* N, que pasa por F(y), lo que prueba que 

F*(O!(i)) = O:(i)o. 
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Del mismo modo se prueba que los campos de Reeb sobre M están F-relacionadas 
con los campos de vectores de Reeb sobre Rk x (Tf )*N. 

Ahora es inmediato que 

(w;- F*((w;)o)J<ó, ... ,ek>EBV =O, 

con lo que existen una 1-forma (3; y una 2-forma if¡; sobre M tales que 

TJ;- F*((r¡;)o = p*(3, 

de donde se sigue el resultado. O 

A continuación damos una clasificación las estructuras k-cosimplécticas que ve
rifican las condiciones del Teorema 5.4.1 de modo análogo a la clasificación de las 
estructuras casi k-cotangentes regulares citada en el Capítulo 1, [M], [LMS2]. 

Definición 5.4.3 Las estructuras k-cosimplécticas que satisfacen todas las hipótesis 
del Teorema 5.4.1 se dice que son regulares. 

Dos variedades k-cosimplécticas regulares (M, p, Q, r¡;, w;, V) y (M, p, Q, r¡;, 
w;, V) sobre la misma variedad Q son equivalentes si existe un homomorfismo de 
fibrados F : M --+ M sobre la identidad de Q tal que, 

F*r¡;- r¡; = p*(df;), F*w;- W; = p*(d(3;), 

para todo 1 ::; i ::; k, donde /; es una función sobre Q y (3; una 1-forma sobre Q. De 
este modo F*r¡; - r¡; y F*w; - w; son cohomólogos a cero para todo 1 ::; i ::; k. 

Proposición 5.4.4 Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases 
de equivalencia de estructuras k-cosimplécticas regulares para una variedad Q fija y 
los elementos de 

donde H 1 ( Q, R) y H 2 ( Q, R) son respectivamente el primer y el segundo grupos de 
cohomología de de Rham de Q. 
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Demostración 
Denotamos por Fs el difeomorfismo de M en Rk x (Tf)*Q definido a partir de 

la sección s de Q en M tal que, para todo 1 ::::; i ::::; k, 

7); = F;(r¡;)o + p*((J;)s, 

y la clase de equivalencia de la variedad casi k-cotangente estable regular (M, p, Q, 
r¡;, w;, Vi) le asociamos el elemento de (H1(Q,R) x ... x H 1(Q,R)) EB (H2(Q,R) x 
... x H 2 ( Q, R)) determinado por: 

Esta correspondencia está bien definida y es biyectiva, lo que completa la de
mostración de la proposición. O 

5.4.2 Método de Nagano 

Sabemos (Ejemplo 5.1.1) que el fibrado cotangente estable Rk x (Tl)*Q sobre 
una variedad Q está dotado, de forma canónica, de una estructura k-cosimpléctica 
(r¡1, ... , 7)k: w1, ... , wk, V). Localmente, en un sistema de coordenadas (t1, ... , tk: uo:, 

u;, ... , u~; 1::::; o:::::; n) definido por (5.1.14) a partir de un sistema de coordenadas 
(ucx; 1 ::::; o:::::; n) sobre Q, se verifica 

(5.4.28) 7); = dt;, 
a 

v; =< -a i >o:=l, ... ,n, 
U ex 

donde cada v; es la distribución de dimensión n definida por (5.1.4) para todo 
1 ::::; i ::::; k. 

Consideramos los fibrados vectoriales, 

pi : Rk X (T} )*Q --)- Rk X (TLl)*Q 

(t,e1, ... ,ek) -- (t,el, ... ,éi, ... ,ek). 

definidos en la Sección 5.1 y denotamos por C; los campos de vectores canónicos 
sobre este fibrado. Localmente, 

- ~ a 
C; = ~u~ -a ; . 

o:=l Uo: 
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Si además 6, ... , ~k son los campos de Reeb sobre Rk x (T1 )*Q asociados a la 
estructura canónica (5.4.28) y llamamos eL ... , ek a }os k campos de vectores SObre 
Rk x (T1)*Q definidos globalmente por 

e;= t;~;+e; 

para cada 1 s; i s; k, entonces es fácil comprobar que el campo de vectores e = 
e1 + ... + e k verifica las condiciones i) - iv) de la Sección 1.3 y que los campos 
el, ... ' ek verifican: 

Lc;rJj = 0, Lc¡wj = Ó;jAj, 

donde >.. 1 , ... , >..k son las k 1-formas canónicas sobre el fibrado Rk x (T1)*Q definidas 
en la Sección 5.1 y donde 1 s; i, j s; k. 

El siguiente resultado caracteriza en qué condiciones una variedad diferenciable 
dotada de una estructura k-cosimpléctica es el fibrado cotangente estable de las 
k1-covelocidades sobre una variedad diferenciable. 

Teorema 5.4.2 Sea M una variedad de dimensión k(n + 1) + n dotada de una 
estructura k-cosimpléctica (r¡;,w;, V; 1 s; i s; k) tal que las 1-formas r¡; y las 2-
formas w; son globalmente exactas, es decir, existen k funciones J; y k 1-formas a; 

tales que, 
r¡; = df;, w; =da;, 

para todo 1 s; i s; k y con (a;)jv =O y a;(~j) =O. 
Sean e1 , ... , ek los campos de vectores sobre M definidos por 

para todos 1 s; i, j s; k. 
Sean e1 , ... , ek los campos de vectores sobre M definidos por 

e; = !;~; + e;, 
para todo 1 s; i s; k, de modo que 

Si e11 ... , ek verifican las condiciones i) - ii) del Teorema de Nagano, en
tonces existe un única estructura de fibrado vectorial sobre M que es isomorfa al 
fibrado cotangente estable de las k1-covelocidades de la subvariedad singular S de 
e= e1 + ... +e k. Además este isomorfismo transporta la estructura k-cosimpléctica 
canónica y los campos de vectores canónicos de R k X (T1) *S a ( r¡;' W;' V) y e 1' ... ' e k, 

respectivamente. 
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Demostración 
Por ser ( 7);, w;, v;) integrable existe sobre 1\1 un sistema de coordenadas locales 

(ti, x'', ~) sobre M adaptados a la estructura, es decir, 

7Ji = dt;, wi = dr A dx~, 
8 

Vi =< Ox~ >a=l, ... ,n · 

donde, para 1 :S: i :S: k, las v; son las distribuciones de dimensión n definidas por 
(5.1.11). 

Si las formas presimplécticas son globalmente exactas, esto es w; = -da:;, en
tonces, utilizando que (o:i)JV =O y que a;(.;1) =O, se tiene 

Ü:i = ~dXa + dg; 

(:ri + 2.& )dxa + [i$dt. + Efli.axJ 
a Gr ij J Ox~ a 

(~ + ~)dX"'. 

Puesto que 7); = df; = dt;, es 

j; =ti+ C;, 

para alguna constante e;. 

con 

Definimos un nuevo sistema de coordenadas locales sobre M, (t;, xa, x~) por: 

Entonces 

t; = f; + C¡, xa = xa, 

wi =-da;= -d(x~dxa), 

_ id a 
0:;- Xa X , 

7); = dj; = dt;, 

Localmente, siC;= A~ 0~a + (A;)~ 0~1 , se deduce 
a 



5. Variedades k-cosimplécticas 

de donde 
Af =O, 

para todos 1 :S i, j :S k, 1 :S a :S n. 

(A -)j - '· ·Xj t 0: - UtJ O:' 

Se deduce que 
-- "'"' . éJ e;= ¿_.X~-;i' 

a UXa 

y, evidentemente, 
éJ "'"' . éJ e;= t; >:>t· + ¿_.X~-;i, 
u, a uXa 

con lo cual 
e = e1 + ... +ek 

k éJ . éJ 
Li;--1-LX~-i· 
i=l at; i,o: axo: 
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En consecuencia, en las coordenadas ( t;, xo:, x~) el conjunto S formado por los 
puntos singulares de e está definido por t1 = ... = tk = x; = ... =X~ = 0 COn lo 
que S es una subvariedad de M de dimensión n y e verifica la condición iv). 

La condición iii) se sigue de forma inmediata de las expresiones locales de e y 
Ac, (Sección 1.3). 

Puesto que e1 , ... , Ck verifican, por hipótesis, las condiciones i) y ii), puede 
comprobarse, de modo análogo al Teorema 1.3.4, que son ciertas para e, con lo 
que e verifica las cuatro condiciones i)- iv) del Teorema de Nagano y por lo tanto 
podemos asegurar que M tiene un estructura única de fibrado vectorial sobre S tal 
que e es el campo de vectores canónico. De hecho sabemos que existe un isomorfismo 
entre N (S), fibrado normal de S, y M tal que: 

N(S) M 

~~ 
S 

es conmutativo. 
Utilizando la expresión local de Ac se comprueba que 



132 5.4 Caracterizaciones del fibrado Rk x (T{¿)*Q 

para todos 1 ::; i ::; k, 1 ::; a ::; n. 
En consecuencia, 

NxS = Im(Ac)x 

{X E TxM/ x = xi-¿f + x~ 88, }, 
' X<> 

TxS ker(Ac)x 

{X E TxM/X = X"' 0~a}, 
de modo que 

En cada punto x E S existe un isomorfismo de espacios vectoriales entre las 
fibras 

c/Jx: NxS ~ Mx. 

Por lo tanto existe un isomorfismo de espacios vectoriales 

y se puede definir otro isomorfismo 

Gx: TxS E9 Mx __., Rk E9 T~S E9 r;s EB ... EB r;s, 
de modo análogo a como se hizo en la demostración del Teorema 1.3.4, teniendo en 
cuenta que, l>i 

(k O)= Fx(O, ... , ~;(x), ... , O, O, ... , 0), 

para todo 1 ::; i ::; k y para O E Mx, entonces, 

Gx(rj;,O) = (O, ... ,r, ... ,O, ... ,O), 

con r E R situado en la i-ésima copia de R. 
Tal como se hacía en el Teorema 1.3.4 para la estructura k-simpléctica canónica 

de (T1 )*S, se prueba que la estructura k-cosimpléctica canónica del espacio tangente 
a Rk x (T{¿)*S en un punto, se puede considerar en el espacio vectorial RkEB TxSEB 
T;SEB ... EB T;S. 

Además, también de modo análogo a lo hecho en el Teorema 1.3.4, se comprueba 
que Gx es un k-cosimplectomorfismo. 

Como los campos de vectores C; están caracterizados por su producto interior 
con las T/j y las Wj, el isomorfismo construido lleva estos campos en los campos 
fundamentales del fibrado Rk x ( T1) *S. D 



Capítulo 6 

Variedades casi k-tangente 
estables 

6.1 Estructuras casi k-tangente estables 

Consideramos la variedad Jl(Rk, Q) de jets de aplicaciones (} : Rk ---" Q. La es
tructura geométrica canónica de esta variedad es el modelo utilizado para definir las 
estructuras casi k-tangente estables. 

6.1.1 El fibrado tangente estable de las k1-velocidades 

Ejemplo 6.1.1 Dada una variedad diferenciable Q de dimensión n, el fibrado tan
gente estable de las k1-velocidades sobre Q es el fibrado de jets de aplicaciones 
(}: Rk---" Q, que denotamos Jl(Rk, Q). 

Para cualquier t E Rk sea Ji(} ell-jet de(} en t. Definimos la traslación 

Tt: Rk ----> Q 

s ----> Tt(s)=t+s, 

y una aplicación 
tp: Rk --+ Q 

s --+ (}h(s)). 

que verifica cp(O) = (}(t). 
La aplicación 

--+ Rk X JJ(Rk' Q) 

--+ (t,jJtp), 

133 
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es un difeomorfismo. 
Recordando el Ejemplo 2.1.1, podemos hacer la identificación, 

y se pueden introducir coordenadas locales fibradas (t;, u01., vf; 1 :::; i :::; k, 1 :::; a:::; n), 
en Jl(Rk, Q) definidas por 

t;(t,jJa) = t;(t), 

(6.1.1) uOI.(t,jJa) uOI.( a(O)), 

vf(t,jJa) = 
a(uOI. o a} 

8t; JO 

Rk x T}Q es una variedad de dimensión k(n+ 1) + n. Denotamos por 

1rk : Rk X TfQ - Q 

la proyección canónica definida por 7rk(t,jJa) = a(O). 
Consideramos sobre T}Q J1, ... , Jk los k campos de tensores de tipo (1, 1) 

descritos en el Ejemplo 2.1.1 y definidos localmente por (2.1.7) y, a partir de ellos, 
definimos sobre Rk x T}Q k campos de tensores]; de tipo (1, 1) por 

(6.1.2) 

para cada 1 :::; i :::; k. 
Localmente, 

(6.1.3) 
- a a 
J; = .Q 01. 0 duO< + ~ 0 dt;. 

uV; ut; 

Si además definimos k 1-formas r¡1, .•• , TJk sobre Rk x T}Q por 

(6.1.4) 

para 1 :::; i :::; k, y k campos de vectores 6, ... , ~k por 

(6.1.5) 
a 

~i = at;' 

para 1 :::; i :::; k, entonces, utilizando las expresiones locales (6.1.3), (6.1.4) y (6.1.5), 
es inmediato comprobar que la familia (~;, ]j, r¡;) verifica las siguientes condiciones 
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l. J; o Jj = Jj o J; = Ó;j~j (;?) l)j' 

2. rango J; = n + 1, 

3. ImJ; n ( +J7"'iimJJ) = O, 

4. 7); ( ~j) = Ó;j' 

para todos 1 :::; i, j :::; k. 
Si k= 1, la familia (~, J, r¡) satisface: 

i) r¡(~) = 1, 

ii) ] 2 = ~ (;?) r¡, 

iii) rango J = n + 1, 
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y (( J, r¡) es la estructura casi tangente estable canónica sobre R x TQ descrita en 
[0]. 

6.1.2 Estructuras casi k-tangente estables 

Tomando como modelo el ejemplo anterior definimos del modo siguiente las estruc
turas casi k-tangente estables. 

Definición 6.1.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensión k(n+1)+n. Una 
familia (6, ... , ~k, J1, ... , Jko 7)1, ... , r¡k) formada por k campos de vectores 6, ... , ~k: 
k campos de tensores J1, ... , Jk de tipo (1, 1) y k 1-formas r¡1 , ... , 7lk: tales que 

1) J; o Jj = Jj o J; = Ó;j(~j (;?) l)j), 

2) rango J; = n + 1, 

3) ImJ; n ( +J#;ImJi) =O, 
(6.1.6) 

4) r¡;(~J) = Ó;j, 

para 1 :::; i, j :::; k, se llama una estructura casi k-tangente estable sobre M y se dice 
que (M,~;, J;, r¡;) es una variedad casi k-tangente estable. 

Lema 6.1.1 Si(~;, J;, r¡;) es una estructura casi k-tangente estable sobre Q entonces 

con .A7 = 1, para todos 1 :::; i, j :::; k. 
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Demostración 
En efecto, 

6.1 Estructuras casi k-tangente estables 

J;~; J;(Jl(~;)) 

Jl(~;) = Jl(J;(~;)) 

~i ® r¡;(J;(~i)) 

r¡; ( J;( ~i) )~;. 

Si A;= r¡;(J;(~;)), entonces J;(~;) =A;~;, y además 

~i = 1;2~; = J;(A;~;) = Af~;, 

con lo que A7 =l. 
Por último si i =1 j, 

con lo que necesariamente J; ( ~j) = O y concluímos la demostración del lema. O 

Si (M,~;, J;, rJi) es una variedad casi k-tangente estable veamos como construir, 
en cada punto x E M, las referencias lineales adaptadas a la estructura. 

En cada punto x E M, ~;(x) tj. kerr¡;(x), el espacio tangente TxQ se descompone 
como sigue: 

TxM =< 6 >x EBkerr¡1(x) = ... =<~k >x EBkerr¡k(x). 

Si denotamos Wx =< 6, ... , ~k >x, y Kx es un subespacio complementario de 
vVx en TxM, entonces 

Utilizando el Lema 6.1.1 obtenemos que, para todo 1 :::; i :::; k, ~i E Im J; y 
que < ~i > íl < ~j >= O si i =1 j con lo que 6, ... , ~k son campos de vectores 
independientes. Teniendo en cuenta la condición 4) de (6.1.6), las formas r¡1, ... , rJk 
son también independientes. 

Puesto que 

dim(ker r¡l (x) n ... n ker rJk(x )) = n + nk, 

podemos tomar 
Kx = kerr¡1(x) n ... nkerr¡k(x), 
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y, por lo tanto, 

(6.1.7) 

Para cada 1 ::::; i ::::; k denotamos: 

Vi(x) = Im(J;(x)JKx). 

Se verifica que Vi(x) e Kx y V(x) = Ví (x) EB ... EB Vk(x) e Kx para todo x E M. 
Sea Hx un subespacio complementario de Vx en Kx de modo que 

TxQ = Wx EB Hx EB Vx. 

Consideramos las aplicaciones 

J;JHx : Hx ----t V;(x), 

para cada 1 ::::; i ::::; k. 
A continuación comprobamos que cada J;JHx es un isomorfismo. 
J;JHx es lineal ya que es la restricción de la aplicación lineal J;(x) al subespacio 

Hx. 
Sea Y= J;(x)(Z), con Z E Kx de modo que Y E V;(x). Si i =1= j, entonces 

Jj(x)(Y) = Jj(x)J;(x)Z =O, 

y si i = j, 
J;(x)(Y) = Jf(x)(Z) = r¡;(x)(Z)~; =O, 

pues Z E: Kx e kerr¡;(x). 
Hemos comprobado por lo tanto que Vi(x) e ker Jj(x) para todos 1 ::::; i,j ::::; k. 

Como además rangoJ; = n + 1 y J;f,j = 8;/;,j, entonces, 

kerJ;(x) =< ~1, ... ,~;, ... ,~k >x EBV1(x) EB ... EB Vk(x), 

donde' sobre un campo significa que tal campo no se considera. 
Así pues deducimos que Hx n ker J;(x) = O con lo que J;JHx es inyectiva para 

todo 1 ::::; i ::::; k. 
Como dim Vi(x) = imH(x) = n entonces, como queríamos comprobar, cada J;JHx 

es un isomorfismo. 
Se deduce que, si {e", 1 ::::; a ::::; n} es una base del espacio vectorial Hx, entonces 

{er = J;(e"); 1::::; a::::; n} es una base de Vi(x) para cada 1::::; i::::; k. 
En estas condiciones, 

(6.1.8) {6(x), ... ,,;k(x), e", e~, ... , e~; 1::::; a 5 n} 

es una base de TxQ. 
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Definición 6.1.2 Una referencia lineal (6.1.8) en x E Q obtenida del modo anterior 
se llama referencia adaptada a la estructura (.;i, Ji, rJi)-

De hecho, si { 01 , ... , ek, (jO!., ¡3¡,, . .. , ¡3~} es la correferencia lineal dual, entonces, 
respecto de esta correferencia: 

rJi(x) = ei, 

)q o o o o o o o 

o o o o o >.k o o 
(6.1.9) Jl = o o o o , ... ,Jk = o o o o 

o o In o o o o o 

o o o o o o In o 
donde In es la matriz identidad de dimensión n y Ai = rJi(Ji(.;i)) para cada 1::; i::; k. 

Las estructuras casi k-tangente estable pueden ser descritas como un cierto tipo 
de O-estructuras de la forma siguiente. 

Escogemos otra referencia { 6, ... , .;k, e"', ef, ... , ~} también adaptada a la es
tructura casi k-tangente estable, es decir, {e"'; 1::; a::; n} es un base de un espacio 
H x complementario de Vx en Kx y, para cada 1 ::; i ::; k, ei = Ji e"'. 

Es inmediato que las dos referencias adaptadas están relacionadas por una matriz 
de la forma 

h o o o 
O A O O 

(6.1.10) o 

O Ak O A 

donde A E Ol(n, R), Ai E gl(n, R) para todo 1 ::; i ::; k e Ik es la matriz identidad 
de dimensión k. 

Denotamos por O el grupo de todas las matrices de la forma (6.1.10) y por Be el 
conjunto de todas las referencias adaptadas a la estructura casi k-tangente estable 
{6, ... '.;k, Jl, ... 'Jk> 'fJl, ... 'rJk}· 

Trivialmente se verifica que Be define una O-estructura sobre la variedad M. 
Recíprocamente, si sobre M está dada un O-estructura Be podemos definir una 

estructura casi k-tangente estable del modo siguiente. 
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Definimos k campos de tensores J1, ... , Jk de tipo (1, 1) por: 

donde X E TxM, pE Be es una referencia lineal en x E M y, para cada 1 ::; i ::; k, 
(Ji)o es la matriz correspondiente definida en (6.1.9). 

Si { e1, ... , e k, ek+b ... , ek+nk+n} es la base canónica de Rk+nk+n entonces defini
mos k campos de vectores 6, ... , ~k sobre M por 

(~i)x = p(ei), 

con 1 ::; i ::; k y p E Be. 
Por último definimos k 1-formas r¡1 , ... , 'TJk sobre M por 

para todo 1 ::; i, j ::; k, para todo k+ 1 S A S k+ kn + n y para p E Ba. 
Entonces (6, ... , ~k, J1, ... , Jk> r¡1, ... , 'TJk) es una estructura casi k-tangente es

table bien definida sobre M. 
Hemos obtenido entonces el siguiente resultado: 

Proposición 6.1.1 Una variedad M de dimensión k(n+ 1) +n admite una estruc
tura casi estable k-tangente si y sólo si admite una G-estructura Be donde G es el 
grupo de las matrices dadas por (6.1.10). 

Ejemplo 6.1.2 Sea H(2, 2) el subgrupo de Lie de Gl(6, R) de dimensión 8 descrito 
en la Sección 5.2.1. 

Consideramos sobre H(2, 2) la base de 1-formas invariantes a la izquierda dadas 
por (5.2.20) y sea r denota el subgrupo de matrices de H(2, 2) con componentes 
enteras. 

El espacio de clases de equivalencia por la derecha M(2, 2) = r / H(2, 2) es una 
nilvariedad compacta de dimensión 8. 

Como en la Sección 5.2.1, denotamos por 

la base de 1-formas sobre M(2, 2) tales que: 

1r*ai = dxi, 

* i-d i 1r Oj- zj, 

1f* (Ji = dyi' 

1f*"(Í = :::/, 
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para todo 1 ::::; i, j ::::; 2 y i =1- j, y donde 1r H(2, 2) - M(2, 2) es la proyección 
natural. 

Sea 
{A1, A2, B1, B2, C1, C2, T1, T2} 

la base dual de { ai) pi, O'J' ri}. 
Si definimos 

711 = ,61, 7)2 = ,62, 

J1 = C1 ® a 1 + T1 ® a 2 + B1 ® ,61, 

J2 = C2 ® a 1 + T2 ® a 2 + B2 ® ,62, 

es fácil comprobar que { 7);, J;, ~;; 1 ::::; i ::::; 2} verifica las condiciones de la Definición 
6.1.1 y por lo tanto (M(2, 2), 7);, J;, ~;; 1 ::::; i ::::; 2) es una variedad casi 2-tangente 
estable de dimensión 8. 

6.2 Integrabilidad 

Establecemos en esta sección las condiciones que aseguran la integrabilidad, como 
e-estructura, de una estructura casi k-tangente estable. Es decir, las condiciones 
en las que podemos construir un sistema de coordenadas locales ( t;, xa, yf; 1 ::::; í ::::; 
k, 1 ::::; a::::; n) tal que la sección 

(6.2.11) 
a a a 

X --'> ( at/ X)' axa (X)' ayf (X))' 

es una sección local de la e-estructura. Respecto de tal sistema de coordenadas se 
verifica 

(6.2.12) 

para todo 1 ::::; i ::::; k. 

J - a d a d Q ;-~® t;+;;¡a® X, 
ut; uy¡ 

7Ji = dt;, 

En la demostración del teorema de integrabilidad utilizaremos el siguiente Lema, 
donde {, }es el operador descrito en la Definición 2.1.4: 

Lema 6.2.1 Si dr¡; =O y {J;, Jj} =O para todos 1::::; i,j ::::; k, entonces para todo 
k E K y para todo v E V, se verifican: 

[~;,k] E K, 

[~;,v] E V, 
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para todo 1 :::; i:::; k. Además, 

para todos 1 :::; i, j :::; k. 

Teorema 6.2.1 Una estructura casi k-tangente estable (~;, J;, r}i) es integrable si y 
sólo si, para todo 1 :::; i, j :::; k, 

d77; =O, 

Demostración 
La necesidad es inmediata utilizando las expresiones locales (6.2.12). 
En cada punto x E M consideramos el subfibrado vectorial K = ker 771 n ... n 

ker 77k de TM. Hemos visto que 

TxM =< 6 >x E9 ... E9 <~k >x E9Kx 

para cada punto x E M. 
Las sucesiones, 

< 6 >, < 6 >, · · ·, <~k>, Kx, 

está en las condiciones del Lema 1.3 de [K], es decir, son todas ellas integrables, las 
sumas directas dos a dos son también integrables y la suma directa de todas ellas 
en cada punto es el espacio tangente a 1'v! en ese punto. Entonces, para cada punto 
x E M, existe un sistema de coordenadas locales (ti, xo:, yf; 1 :::; í :::; k, 1 ::; a :::; n) 
en un entorno U de x, tal que: 

1 < n < n • 
1 $i~k 

En el entorno U puede escribirse, para cada 1 :::; i :::; k fijo, 

éJ 
~i = j; éJt;' 

1 - .iT 
77i = j; dt; = g;ut;. 

Si cada 1-forma 771, ... , 77k es cerrada, entonces, para cada 1 :::; i :::; k fijo 

og; _ _ og; .r::= _ og; _ _ 
0 = d77; = ~ dtj 1\ dt; + ~-UXo: 1\ dt; + ~-dy1o: 1\ dt;, 

utj uxo: uyj 
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de donde se deduce 
ag; _ 0 _ ag; 
axo.- - ayj' 

para todos 1::; i,j::; k, 1::; a::; n, y 

ag; 
ar =O, 

J 

para todos 1 ::; i, j ::; k, i =/= j. 

6.2 Integrabilidad 

Entonces g; = g;(f;) y podemos definir k funciones hi ~ hi(I;) donde cada hi es 
una primitiva de la correspondiente g;. 

Podemos definir un nuevo sistema de coordenadas (i;, io., ,Y:o.) en un entorno Ü 
de x por 

para 1 ::; i ::; k y 1 ::; a ::; n. 
En este nuevo sistema se verifican, 

e- a .,; - ai' 
' 

Puesto que K es una distribución integrable podemos asegurar que existe una 
subvariedad integral W de K pasando por x y se comprueba fácilmente que (W, J1, 
... , Jk) es una variedad casi k-tangenteintegrable [M]. 

Entonces existe un entorno coordenado (U', xo., yf) con 1 ::; i ::; k, 1 ::; a ::; n, 
de x en W tal que 

para todo 1 ::; i ::; k. 

J a Q 

;Jv' = !:\ o. 0 dx , 
uy; 

Si las funciones coordenadas i; de Ü están definidas en el intervalo (-e;, E;) para 
todo 1 ::; i ::; k, consideramos el entorno coordenado de x en M, . 

con t; = i;. 
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En el entorno U de x se verifican 

De la condición Lt,Jj =O establecida el el Lema 6.2.1, se sigue que: 

con lo que 

y por tanto 

&(Aj,a)8 =O, 

&(Aj,a) 13 =O, 

&(Aj,a)~ = O, 

&(BJ,aY =o, 

&(BJ,a)/3 =O, 

O (Bs )í3 _ 0 Ofi j,a r - ' 

(Aj,aY(ti,xa,yf) = (Aj,aY(O,xa,yi) =O, 

(Aj,a) 13 (ti,Xa,yi) = (Aj,a) 13 (0,xa,yf) =O, 

(Aj,a)~(ti,Xa,yf) = (Aj,a)~(O,x",yi) = 88"ój 5 , 

(BJ,at(ti,x",yf) = (BJ,aY(O,x",yi) =O, 

(BJ,a) 13 (ti, x", yi) = (BJ,a) 13 (0, x", yi) =O, 

(BJ,a)?(ti,x",yi) = (BJ,a)?(o,xa,yi) =O. 

J; = f::la" ® dx", 
uyi 

para todo 1 :::; i:::; k, y la estructura es integrable. O 

6.2.1 Ejemplo 
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En el grupo H(2, 2) del Ejempo de la Sección 5.2.1 una base de campos de vectores 
invariantes por la izquierda es la dada por 
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T/1 = dyl, T/2 = dy2, 

J1 = ';lo 1 ® dx1 + } 1 ® dx2 + !:lo 1 ® dyl, 
uz2 uz1 uy 

J2 = !lo 2 ® dx1 + !:lo 2 ® dx1 + ';lo 2 ® dy2, 
uz1 uz2 uy 

c_O c_O 
<,1 - ayr , <,2 - oy2 , 

es una estructura casi 2-tangente estable sobre H(2, 2). 
Utilizando que 

o o ;8 o 
[~,~+X ~j = -;-¡, 
ux uy uZ; uZ; 

para 1 ~ í ~ 2 y que los demás corchetes entre elementos de la base de campos de 
vectores invariantes por la izquierda son cero, se obtiene que: 

para1~í,j~2. 

Como además es inmediato que, 

entonces la estructura casi 2-tangente estable es integrable. 

6.3 Conexiones lineales adaptadas 

Como se hizo e:ri el Capítulo 5 para el caso cotangente, estudiamos la existencia y la 
caracterización de las conexiones lineales adaptadas a las estructuras casi k-tangente 
estables. 

Para ello describimos en primer lugar estas estructuras como estructuras asocia
das a tensores definidos sobre el fibrado de las referencias lineales F M de M. 

6.3.1 Estructuras definidas a partir de tensores 

Denotamos m = k(n + 1) + n. Para E; = (Rm)* y E = EB7=1E tomamos los 
elementos (r¡0); E E; identificando cada (r¡0 ); con el elemento e; correspondiente de 
la base canónica de Rm y r¡o = e1 + ... + ek E E. 
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Si G(r¡o); y Gr¡0 son, respectivamente, los grupos de isotropía de (r¡o); y r¡orespecto 
de las representaciones s; y s definidas en la Sección 5.3.1, entonces sabemos que 
dar una G(7Jo);-estructura sobre M es equivalente a dar un tensor u; sobre F M de 
tipo (s;, E;) y, del mismo modo, dar una G7J0-estructura sobre M es equivalente a 
dar un tensor u sobre F M de tipo (s, E). 

De hecho, si u es un tensor sobre F M de tipo ( s, E) y (U¡, ... , um) son las 
componentes de u obtenidas a través de las proyecciones canónicas de E en E;, cada 
u; es un tensor sobre F M de tipo (s;, E;) y le corresponde una 1-forma r¡; sobre M 
dada por 

r¡;(x)(X) = u;(z)(z-1X), 

para todo X E TxM y z una referencia lineal en x E M. 
Sobre M existen una G(7Jo),-estructura, 

y una G7J0-estructura, 

{z E FMju;(z) = (r¡o)i} 

{z E FM/z- 1r¡;z = (r¡o)i}, 

B1)oM = n~= 1 Bc<ryo)i 
Sea ahora Fi = Hom(Rm,Rm) = (Rm)* ® Rm y sea r; la representación de 

Gl(m, R) definida por ri(A)(f) = Af A-1, 

r; : Gl(m, R) --+ Aut(F;) 

A --+ r;(A). 

Sean F = EB7= 1.Fi y r = EB7=1r; una representación de Gl(m,R) en F. 
Tomando las matrices (J¡) 0 , ... , (Jk)o dadas por (6.1.9) como elementos de F1, 

... , Fk respectivamente y Jo= (J¡)o + ... + (Jk)o E F, denotamos por G(J;)o y GJo 

los grupos de isotropía de (Ji)o y Jo respecto de las representaciones ri y r. 
Como sabemos dar una G(J;)0-estructura sobre IV! es equivalente a dar un tensor 

t; : F M ---7 F; de tipo (r;, F;), y dar una G J 0 -estructura sobre M es equivalente a 
dar un tensor t: FM- F de tipo (r, F). 

Dados un tensor t de tipo (r, F) sobre F M y sus componentes t¡, ... , tk en 
F1 , ... , Fk respectivamente, definimos k campos de tensores de tipo (1, 1) sobre M 
por, 

J; : TxM _ _, TxM 

X --+ Ji(X) = zt;(x)z-1 (X) 

donde Z es cualquier referencia lineal en x E M. 
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Entonces sobre M existen una G(,li)o-estructura, 

{z E FMjt;(z) = (J;)o} 

{z E FM/z- 1J;z = (J;)o}, 

y una G J0-estuctura, 

Por último, si para cada 1 :::; i :s; k tomamos los k subgrupos de Líe de Gl(m, R), 
G1 , ... , G k definidos por, 

G; ={A E Gl(m, R)/Ae; =e;}, 

donde {ea; 1 :::; a :::; m} es la base canónica de R m, entonces dar una G;-estructura 
sobre M equivale a dar un campo de vectores ~i sobre M por 

~;(x) = z(e;), 

con z cualquier referencia lineal en x E M. 
Si G0 = n~=l G; entonces existe una G0-estructura, 

Bc0 M = {z E FM/z(e;) = ~;, V1 :s; i:::; k} 

n~= 1 Bc;M. 

Finalmente una estructura casi k-tangente estable sobre M o, lo que es lo mismo, 
una G-estructura donde G es el grupo de las matrices de la forma (6.1.10), 

o, equivalentemente, 

ry;(z(u)) = 
J;(z(u)) = 

~i 

(ry;)o(u) } 
(J;)o(u) 1:::; i:::; k, u E Rm 
z(e;) 

donde {ea; 1:::; a:::; m} es la base canónica de Rm. 
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6.3.2 G-conexiones lineales 

Utilizando los resultados de la teoría general de G-estructuras, [Fu], deducimos que, 
si sobre una variedad M existe una estructura casi k-tangente estable integrable, 
entonces existe una G-conexión lineal simétrica \7 en lvf, es decir, una conexión tal 
que su derivada covariante satisface: 

\lr¡; =O, '71; =o, 

para todo 1 s; i s; k. 
Puede probarse el resultado recíproco, es decir: 

Proposición 6.3.1 Sea (,;;, 1;, r¡;; 1 s; i s; k) una estructura casi k-tangente estable 
definida sobre la variedad M, y sea \7 una conexión lineal simétrica sobre M tal que 

'7,;; = O, \?r¡; = O, '71; =o, 

para todo 1 s; i S k. Entonces (,;;, 1;, r¡;) es una estructura casi k-tangente estable 
integrable. 

Demostración 
Recordando el Teorema 6.2.1 basta probar que, para todo 1 < i,j < k, se 

verifican, 

dr¡; =o, 

Utilizando que \?r¡; = O, se obtiene 

y, por ser \7 simétrica, 

dr¡;(X, Y) = Xr¡;(Y)- Yr¡;(X)- r¡;[X, Y] 

r¡;('7xY)- r¡;(\7yX)- r¡;[X, Y] 

= r¡;('7xY- '1yX- [X, Y]) 

o 

para todos X, Y E x(M). 
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Por otro lado 

{J;, Jj}(X,Y) = [JiX, JjY] +Ji o JJ[X, Y] 

-Ji[X, J1Y]- J1[JiX, Y] 

v J;XJjY- v JJYJiX +Ji o JJ[X, Y] 

-Ji(vxJ1Y- VJJYX)- J1(vJ;xY- \7yJiX) 

(V J;XJJ)Y- (v JJYJi)X- Ji((v xJJ)Y) + Jj((vyJi)X) 

o 
donde se ha utilizado que v es simétrica, Ji o JJ = JJ o Ji = Óij~J 0 rJi y que v Ji = O 
para todos 1 :::; i, j :::; k. 

Por tanto la estructura casi k-tangente estable (~i, Ji, rJi) es integrable. O 

Obsérvese que en la demostración anterior no es necesario utilizar que v~i = O, 
de hecho esta condición se deduce de las otras dos como se comprueba en el siguiente 
resultado. 

Proposición 6.3.2 Si (f,i, Ji, r¡i; 1 :::; i :::; k) es una estructura casi k-tangente es
table sobre M,. y v es una conexión lineal simétrica tal que, 

v Ji = O, vr¡i = O, 

para todo 1 :::; i :::; k, entonces existe otra conexión lineal simétrica v sobre M tal 
que, 

vJi, 
para todo 1 :::; i :::; k. 

Demostración 
La conexión lineal sobre M definida por: 

k 

vr¡i =o, 

'VxY = vxY- LrJi(Y)vx~i, 
i=l 

es la conexión buscada. O 

6.4 Caracterizaciones del fibrado Rk x TlQ 

Como hicimos en capítulos anteriores, utilizamos las técnicas de Crampin-Thompson 
y de Nagano para establecer en qué condiciones una variedad casi k-tangente estable 
puede identificarse con el fibrado tangente estable de las k1-velocidades Rk x TfQ 
de una variedad Q. 
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6.4.1 Método de Crampin-Thompson 

Consideramos una estructura casi k- tangente estable integrable ( ~i, J;, 77i; 1 :::; i :::; k) 
sobre una variedad M de dimensión k( n + 1) + n. 

Como en las secciones anteriores denotamos por Vi, para cada 1 :::; i :::; k, la 
distribución de dimensión n sobre M dada, en cada punto x E M, por, 

con Kx = ker r¡1(x) n ... n kerr¡k(x),y por V la distribución V= Ví EB ... EB Vk. 
Se verifican las siguientes igualdades: 

(6.4.13) 

lmJ; =< ~i > EBVi, 

ImJ1 EB ... EB lmJk =< 6, ... , ~k > EBV, 

ker J; =< 6, ... '~;, ... '~k> ev, 
ker J 1 n ... n ker Jk =V. 

Definición 6.4.1 Sea (M,~;, k r¡;) una variedad casi k-tangente estable integrable. 
Llamamos N al espacio de las hojas de la foliación definida por la distribución inte
grable < 6, ... , ~k > EB V; es decir, el espacio cociente de la relación de equivalencia 
definida por la foliación definida por< 6, ... ,~k > EBV. Decimos que(~;, J;,r¡;) 
define una fibración si N es una variedad cociente de M, es decir, si la proyección 
canómca 1r : M -+ N es una submersión. 

Si (~;, J;, r¡;) es una estructura casi k-tangente estable que define una fibración, 
entonces N es una variedad de dimensión n y además 

ker n*(x) =< 6, ... , ~k >x EBV(x) = ImJ1 (x) EB ... EB ImJk(x ). 

En esta situación podemos definir un levantamiento vertical de campos de vec
tores en N a campos de vectores en l\4. Así, dado z E N, X E TzN y x E n-1(z), 
definimos k vectores X(i) E TxM, 1 :::; i:::; k, los (i)-levantamientos verticales de X, 
por 

xCil = J;(x)(X)- .A;r¡;(x)(X)~;(x), 

donde A;= r¡;(J;(~;)) = ±1, X E TxM y n*(x)X =X. 
Los campos de vectores XCi) están bien definidos para todo 1 :::; i :::; k y además 

X(i) E V(x) = kerJ1(x) n ... nkerJk(x) para todo 1:::; i:::; k y para todo x E M. 
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Dado el campo de vectores X sobre N, su (i)-levantamiento vertical X(i) a M 
es el campo de vectores X(i) = JiX- )..ir¡i(X)~i donde X es un campo de vectores 
sobre M 1r-relacionado con X. 

Para X E x(N) existe un único campo de vectores X E x(M) 1r-relacionado 
con X y tal que, en cada punto x E M, verifica X ( x) E Sx con Sx un espacio 
complementario de ker J1 ( x) n ... n ker Jk ( x) en Kx. Para este X podemos escribir 
X(i) = Ji(X). 

Suponiendo ciertas todas las condiciones anteriores, es decir, (~i' Ji, r¡i) una 
estructura casi k-tangente estable integrable y que define una fibración sobre M, 
pueden demostrarse los siguientes resultados. 

Lema 6.4.1 Sean X e Y dos campos de vectores sobre N y sea Y el campo de 
vectores sobre M 1r-relacionado con Y tal que Yx E Sx para todo x E M. Entonces 
[X(il, Y] E kerJi para todos 1 ~ i,j ~k. 

Proposición 6.4.1 Para todos 1 ~ i,j ~k y para todos X, Y E x(N), 

(a) [X(i)' yUl] = O, 

{b} [~i, xul] =o, 

(e) Lx<iJJj =O, 

(d} tx<;JrJi =O. 

Como vimos en la Proposición 6.3.2, por ser la estructura (~i' Ji, r¡i) integrable, 
existe sobre M una conexión lineal simétrica V' tal que, para todo 1 ~ i ~ k, se 
tiene 

Esta conexión verifica: 

Proposición 6.4.2 La conexión inducida por V' sobre cada hoja de < ~i > EBVi, 
con 1 ~ í ~ k, es llana. 

Demostración 
Basta probar que, para todo 1 ~ i ~ k, es 

\7 X(i) y(i) = Ü, \7 ~;X(i) = 0, \7 X(i)~i = 0. 
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Sea Y el campo de vectores sobre M 1r-relacionado con Y y tal que Y x E Sx en 
todo punto x E M; entonces, 

\7 X(i)y(i) 'V X(i) J; (Y) 

J; ('V X(i) Y) 

J; ('Vy=X(i) + [X(il, Y]) 

'Vy=J;(X(il) 

o 

donde se ha utilizado la simetría de 'V y el Lema 6.4.1. 
Además, para todo 1 :S i :S k, 

'V X(i)~i - [~;, X(il] 

-[~;, X(il] 

o, 

teniendo en cuenta que \7~; =O y la Proposición 6.4.1.0 

El resultado de caracterización de las variedades casi k-tangente estables es el 
siguiente. 

Teorema 6.4.1 Sea (M,~;, J;, 7]i) una variedad casi k-tangente estable integrable 
que define una fibración 1r : M -+ N. Sea 'V·· una conexión lineal simétrica sobre 
M en las condiciones de la Proposición 6.3.2. Supongamos que la conexión llana 
inducida por \7 sobre cada hoja de las foliaciones definidas por < ~i > EB v; es 
geodésicamente completa. Si además cada hoja de la foliación definida por W es 
conexa y simplemente conexa y cada hoja de las foliaciones definidas por< 6 > EB V1, 

... , < E,k > EB Vk, es conexa, entonces M es un fibrado afín modelado sobre el fibrado 
vectorial R k x T1 N. 

Demostración 
Tenemos que definir un morfismo 

p: M X (Rk X TfN)-+ M, 

de variedades fibradas sobre id N tal que para cada punto z E N, 
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es una acción libre y transitiva del espacio vectorial Rk x (TlN)z sobre 1r-1(z). 
Cada elemento de Rk x (TlN)z es de la forma (s, X) dondes= (s1, ... , sk) E Rk 

y X= (X1, ... , Xk) E (TlN)z. 
Podemos definir k campos de vectores X/i, 1:::; i:::; k, sobre 1r-1(z) asociados a 

(s, X) por: 
' S; ( i) 

Xi (x) = Xi (x) + Si~i(x), 
para todo x E 1r-1 (z). 

Por la Proposición 6.4.2 sabemos que \7 x;'ixt = O, de modo que cada X/i 
es un campo de vectores geodésico y, por las hipótesis del teorema, un campo de 
vectores completo, de modo que los flujos asociados ~x/; : R x 1r-1 (z) ~ 1r-1 (z) 
son globales. 

Para cada 1 :::; i :::; k sea t ~ ~ x;'i ( t' X) la curva integral de x/i tal que 
~x/;(O,x) = x. 

En cada punto z E N definimos la aplicación p por: 

Pz(x, (s, X))= ~xk•k (1, ~x¡_¡"k-1 ... , ~x2 •2 (1, ~x1 •1 (1, x)) .. . ). 

Veamos en primer lugar que Pz es una acción. 
De los apartados a) y b) de la Proposición 6.4.1 se sigue que, dados dos elementos 

(s,X) y (r, Y) de Rk X (TlN)x, los correspondientes campos de vectores x/i, Y/j 
verifican, para todos 1 :::; i, j :::; k, 

[X/;' }jri] = 0. 

Por lo tanto sus flujos conmutan, es decir, 

y entonces la composición de los flujos es un flujo generado por la suma de los 
campos. En consecuencia, 

= ~x/i+f/j (t, x ). 

Dado que (s, X)+ (r, Y)= (s + r, X+ Y), se deduce que: 

Pz(Pz(X, (s, X), (r, Y)) ~y-krk (1, ... , ~y-1 r1 (1, Pz(x, (s, X)) ... ) 

~Ykrk (1, ... , ~y-1 r¡ (1, ~xk"k (1, ... , 

~xl•¡ (1, x)) .. . ) .. ;) 

<Py/k+xk•k(l, ... , ~y-1 r1+X/1 (1, x)) .. . ) 

Pz(x, (s + r, X+ Y)), 
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con lo que Px es una acción de Rk X (T1N)z sobre 1r-1(z). 
Veamos que la acción es transitiva. 
Sea (, ) un producto escalar sobre TzN. Definimos una métrica de Riemann 

sobre cada hoja de la foliación definida por < ~i > EBV; para cada 1 ::; i ::; k, del 
modo siguiente: 

g;(X/', Y;ri) = (X;, Y;)+ S;T¡. 

Puesto que V' x/i Y;ri = O para todos s¡, r; E R y para todos X¡, Y; E TzN y como 

g;(Xt, Y;r;) es constante se deduce que V' g; = O, con lo que la restricción de V' a la 
hoja de la foliación definida por < ~; > EBV; es la conexión de Riemann asociada a 
cada métrica g; para todo 1 ::; i ::; k. 

Obtenemos así que las hojas de las foliaciones definidas por<~; > EBV; son varie
dades de Riemann geodésicamente completas. Como cada una de las distribuciones 
< ~; > EB V; es integrable y también es integrable cada una de las sumas directas 
( < ~; > EBV;) EB ( < ~j > EBVj), para cada punto x E 1r-- 1 (z), existe un entorno cúbico 
U de x en 1r-1 ( z) con coordenadas ( h, ... , tk> yf, ... , yf:) tal que 

fJ fJ 
< ~i > EBV; =< -;:¡-, ,;:¡ o: >1<o:<n · 

ut; uy¡ - -

Sean y, y' E 1r-1(z). Si y e y' están en un mismo entorno coordenado del tipo 
anterior, entonces: 

y= (al, a2, ... , ak, u]', u~, ... , uk'), 

y'= (bl, b2, ... , bk, V]', Vz, ... , v'f:). 

Tomamos k - 1 puntos y; 1 ::; í ::; k - 1 dados por 

De este modo y; E U para todo 1 ::; i ::; k - 1 y además, la sucesión finita 

{Yo= y, Y1, · · ·, Yk-1, Yk =y'}, 

verifica que cada par de puntos {Y;- 1, y;} está en la hoja H; correspondiente a 
< ~i > EBV; para todo O ::; i ::; k. Utilizando el Teorema de Hopf-Rinow, dado que 
las hojas H; son todas geodésicamente completas, Yi-1 e y¡ se pueden unir por una 
geodésica 'Yi contenida en H;: 
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y por lo tanto: 
y' ~(j;sk (1, Yi-1) 

k 

'/5; 8 k (1, xz:_]_1 (1, Yi-1) 
k 

x~k (1, xz:_11 (1, ... , x:l (1, y)) ... ) 

Pz(Y, (s, X)), 

·donde (s, X)= (s1, ... , sk, X1, ... , Xk) E Rk x T1N. 
Si y e y' no están en un mismo entorno cúbico del tipo descrito, entonces, por 

ser 1r-1 ( z) conexo, podemos unir y e y' por una sucesión finita de entornos de ese 
tipo U1, ... , Un tales que y E U1, y' E Un y Ui n Ui+1 =f. 0 para todo 1 Si S n-l. 

Tomamos una sucesión formada por n + 1 puntos {Yo= y, Y1, ... , Yn-1, Yn =y'} 
tales que Yi, Yi+1 E ui+1 para todo o Si S n de modo que 

con (si, Xi) E Rk X (TfN)z para todo 1 Si S n-l. 
De este modo, 

y' Pz(Yn-1, (sn,Xn)) 

PAYn-2, (sn-1, Xn-d + (sn, Xn)) 

y por tanto Pz es transitiva. 
Finalmente, para ver que Pz es libre, tomamos el grupo de isotropía f(x) de 

x E 1r-1 (z) por la acción de Rk x (T1N)z, es decir, 

f(x) = {(s,X) E Rk x (T~N)z/Pz(x,(s,X)) = x}, 

y probamos que r(x) es trivial. 
Por ser la acción Pz transitiva, tenemos que la aplicación, 

Rk X (T~N)z 
r(x) _, 7f-1(x) 

(s, X)f(x) -----. Pz(x, (s, X)), 
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es un difeomorfismo y, puesto que, 

dim Rk x (TfN)z = dim 7T-1(x), 

entonces dim r(x) =o y r(x) es un subgrupo aditivo discreto de R X (TfN)z· 
Si r (X) no es trivial entonces los elementos de r (X) son combinaciones lineales 

enteras de m elementos linealmente independientes (s1, ul), ... , (sm, um) de Rk x 
(TfN)z con 1::; m::; k(n + 1). 

Se deduce: 
7T-l(z) = Rk X (Tf N)z = Tm X Rk(n+l)-m 

r(x) ' 

y si la fibra es simplemente conexa, entonces m = O, r( x) es trivial y Pz es una 
acción libre, lo que finaliza la demostración. O 

6.4.2 Método de Nagano 

Consideramos la estructura casi k-tangente estable canónica(~;, J;, r¡;) (descrita en 
el Ejemplo 6.1.1) sobre el fibrado estable tangente de las k1-velocidades Rk x T1Q 
sobre una variedad diferenciable Q. 

Sea (ti, uo., vf; 1 ::; i ::; k, 1 ::; a ::; n) el sistema de coordenadas locales sobre 
Rk x T1Q definido por (6.1.1). 

La familia (~;, J;, r¡i) está dada en este sistema de coordenadas por 

para todo 1 ::; i ::; k. 

a 
~i = ati' 

Los k campos de vectores de Liouville e1, ... , ek sobre TfQ, descritos en la 
Definición 2.4.8 pueden ser canónicamente extendidos a k campos de vectores e1, 

... , ek sobre Rk x TfQ tales que, respecto al sistema de coordenadas anterior, se 
representan por, 

e - o. a 
' -V; '" o.. 

UV; 

Los k campos de vectores de Liouville el, ... ' ck sobre Rk X TlQ están carac
terizados por 

(6.4.14) J;(Cj) =O, r¡;(Cj) =O, L-J = 8·(J.- c. !O.r¡·) ci 1 'J J "'J '<Y J , 

y además verifican las condiciones i) - iv) enunciadas en la Sección 1.3. 
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Teorema 6.4.2 Sea M una variedad diferenciable de dimensión k(n+l)+n dotada 
de una estructura casi k-tangente estable integrable (~i, Ji, TJi) tal que las !-formas 
r¡1 , ... , TJk son globalmente exactas, es decir, existen k funciones h, ... , !k sobre 
M tales que TJi = dfi para todo 1 :S i :S k. 

Supongamos que sobre M existen k campos de vectores C1 , ... , Ck definidos por 
las condiciones ( 6.4.14), es decir, 

para todos 1 ::; i,j :S k. Supongamos que además los k campos de vectores C1, 

... , Cb sobre M definidos por C; = fi~i + ei para todo 1 :S i :S k, satisfacen las 
condiciones i) - ii). Entonces existe una única estructura de fibrado vectorial en M 
sobre S, donde S es la subvariedad singular de e= e1 + ... + e k! que es isomorfa 
al fibra do R k x T1 S. Tal isomorfismo transporta la estructura canónica de R k x T1 S 
y sus campos de vectores de Liouville a (~i, Ji, TJi) y e1 , ... , ek respectivamente. 

Demostración 
Sea (t;, xo:, y':() un sistema de coordenadas locales sobre M adaptado a la es

tructura casi k-tangente estable integrable (~;,Ji, TJi) de modo que se verifican las 
igualdades ( 6. 2.12). 

Supongamos que el campo de vectores ei está dado en estas coordenadas por 

e 8 8 b 8 0: 8 0: 8 
i = al-¿:,==--+ ... + ak-¿:,=- + o: ::l=D: +el ::l=<>x + ... + ck ~. 

ut1 utk ux u:L 1 uxk 

Por la primera y la segunda condiciones de (6.4.14) deducimos, respectivamente, 
que a; = O para todo 1 :S i ::; k y que bo: = O para todo 1 ::; o: ::; n. 

Entonces ei =e} k+ ... + c~k y utilizando la tercera condición de (6.4.14) 
ux1 uxk 

obtenemos que 

(6.4.15) 

y, por lo tanto, 

Además, como TJi = dfi = dti, entonces, para todo 1 ::; i ::; k, es fi =ti + ci con 
ci constante. 

Utilizando (6.4.15) obtenemos que las funciones (ti, xo:, yi) definidas por 
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con 1 Si S k, 1 S a S n, definen un sistema de coordenadas locales en M respecto 
al cual, para todo 1 Si S k, 

-- f) 
e;= yf .Q o' 

uyi 

e;= t;:; + yf .QfJ o. 
ut; uy; 

Además, se verifican también las condiciones (6.2.12). 
Si denotamos por S; la subvariedad singular de M asociada al campo de vectores 

e;, entonces 

La variedad singular S asociada al campo de vectores e es 

s S1 n ... n sk 
{(ti,· . . ,tk,X0 ,X~, ... ,xk')/t; = xf =O, 1 S a S n, 1 Si S k}. 

Utilizando estas expresiones y la expresión local del operador Ac asociado a e 
es inmediato que e verifica las condiciones iii) y iv). 

Como las condiciones i) y ii) son ciertas por hipótesis para e1 , ... , Ck, entonces, 
como en secciones anteriores, pueden probarse también para e y podemos aplicar 
el Teorema 1.3.3 de modo que existe en M una única estructura de fibrado vectorial 
sobre S tal que e es el campo de vectores canónico. De hecho existe un isomorfismo 
cp entre N(S), fibrado normal de S, y M tal que el diagrama: 

N(S) M 

~~ 
S 

es conmutativo. 
Utilizando la expresión local de Ac obtenemos, 

N(S)x Im(Ac)x 

= {X E TxM/X = Xi~ + Xf 0~f}, 
TxS ker(Ac)x 

{X E TxM/X = X0 0~(J_}. 
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En cada punto x E S existe un isomorfismo de espacios vectoriales, 

con Mx = (7r')- 1(x). 
Si Vi ( x) = ImJ; ( x) para cada 1 S i S k, entonces es inmediato que, 

NxS =< 6 >x EB ... EB < f.k >x EBVí.(x) EB ... 8 Vk(x), 

·y por lo tanto existe un isomorfismo de espacios vectoriales, 

En el espacio vectorial TxS EB Mx se definen k aplicaciones lineales ] 1(x), ... , 
]k(x) por: 

TxS EB Mx 
]i(x)l 

TxS EB Mx 

(l+cp,)-1 
~ TxSEB < 6, ... ,f.k >x EBV1(x) EB ... EB Vk(x) 

lJi(x) 

t::<Px TxSEB < 6, ... ,f.k >x EBV1(x) EB ... EB Vk(x). 

Si tomamos las 1-formas 1]¡(x), ... , iik(x) duales de los vectores €;(x) = (1 + 
<Px)(f,;(x)) con 1 Si S k, entonces, 

es una estructura casi k-tangente estable sobre TxS EB Mx. 
Sea { e1, ... , en} una base de TxS y sea { vL ... , vk} una base de Vi(x) para cada 

1 Si S k. Sea {ui = <Px(vf), ... , u~= <Px(v~)}l$i$k de modo que {(l(x), ... , {k(x), 
ui, ... , u~hSiSk es una base de Mx. 

La aplicación Ji ( x) está definida por: 

J;(x)(ea) = v~, 

J; (X) ( f_j (X)) = 8ij f.j (X) 1 

Ji(x)(v~) =O, 

para todos 1 S i, j S k, 1 S a S n. 
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Resulta inmediato que, 

J;(x)JTxS: T~S---+ V;(x), 

es un isomorfismo de espacios vectoriales. 
Podemos definir un isomorfismo de espacios vectoriales: 

por 

donde 
k - -

Hx: R ---+< 6(x), ... , ~k(x) >, 

siendo {E;; 1 :::; i :::; k} la base canónica de R k. 

Entonces existe un difeomorfismo de fibrados vectoriales sobre S definido fibra 
a fibra, 

Para ver que este difeomorfismo conserva las estructuras casi k-tangente estables 
tomamos en primer lugar un elemento Xx E RkxT~S y expresamos la estructura casi 
k-tangente estable canónica del espacio vectorial Txx(Rk x T~S) del modo siguiente. 

Como en cada punto Xx E Rk x T~S el espacio vertical Vrk(Xx) es 

y el fibrado transverso ( Tk) * ( T S) se puede identificar en cada punto con el espacio 
Trk(Xx)S, entonces cada vector Zxx E Txx(Rk x T~S) se expresa de modo único por 

Zxx (rk)*(Xx)(ZxJ + r;~;(x) + ... + rk~k(x) + vl(ZxJ + ... + vk(Zxx) 

E TxStfl < 6, ... , ~k >x tJJV1(Xx) tfJ ... tfJ Vk(Xx)· 

Definimos un isomorfismo de espacios vectoriales, 

1/J: TxJT~S) -+ TxS tfJ Rk EB TxS tfJ ... EB TxS 

Zxx -+ ((7rk)*(Xx)Zxx, r1, ... , Tk, A1(x), ... , Ak(x)), 
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donde A; ( x) E TxS es tal que 

(A;(x))(i) = v;(Zxx), 

siendo (A;(x))(i) el (i)-levantamiento vertical del vector A;(x) a V;(Xx) definido en 
la sección anterior. 

Sobre el espacio vectorial TxS EB Rk EB TxS EB ... EB TxS existe una estructura casi 
k-tangente estable 

((7];)o(x), (J;)o(x), (~;)o(x); 1:::; i:::; k), 

definida por 

( ~i) o ( x) = E; = i-ésimo vector de la base canónica de Rk, 

(1];) 0 (x) = Ei = i-ésimo covector de la base canónica de (Rk)*, 

(J;)o(x)((~j)o(x)) = D;j(~j)o(x)), 

(J;)o(x)(ea"O, ... ,O) = (O,O, ... ,ec, ... ,O), 

(J;)o(x)(O,O, ... ,eec,···,O) = (0, ... ,0), 

El isomorfismo 1/J conserva la estructura pues el siguiente diagrama es conmuta
tivo para todo 1 :::; i :::; k: 

T (Rk X T 1S) Xx k 

(J;)o(Xx)! 

Txx(Rk X TlS) 

~ TxS EB Rk EB TxS EB ... EB TxS 
!(J;)o(x) 

~ TxS EB Rk EB TxS EB ... EB TxS. 

Por lo tanto la estructura casi k-tangente estable canónica de Txx(Rk x TlS) 
puede identificarse, a través de 7/J, con la estructura casi k-tangente estable, 

((7];)o(x), (J;)o(x), (~;)o(x); 1 :::; i:::; k) 

del espacio vectorial 
TxS EB Rk EB TxS EB ... EB TxS· 

La conmutatividad del diagrama 

TxS EB Rk EB TxS EB ... EB TxS 
(J;)o(x)! 

TxS EB Rk EB TxS EB ... EB TxS 

TxS EB Mx 
!J;(x) 

TxS EB Mx 

para todo 1 :::; i :::; k, prueba que el difeomorfismo de fibrados vectoriales M ~ 
R k x Tl S conserva las estructuras casi k- tangente estables. 

Si x rf_ S podemos escribir TxM = Tn'(x)SEB V(1r'(x)) utilizando la sucesión exacta 
corta descrita en el Lema 1.3.1 y entonces repetir la construcción anterior.D 
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6.5 k-semisprays 

Sobre la variedad Rk x T1Q definimos k-campos de tensores l 1, ... , Jk de tipo (1, 1), 
del siguiente modo: 

J; = J; - C; ® r¡;, 

para todo 1 ::::; i ::::; k, donde J; y r¡; son, respectivamente, el campo de tensores de 
tipo (1, 1) y la 1-forma sobre Rk x T1Q descritos en el Ejemplo 6.1.1 y C; es el 
campo de vectores sobre Rk x T1Q descrito en la sección 6.4.2. 

En [R] se definen del modo siguiente los k-semisprays sobre Rk x T1Q, 

Definición 6.5.1 Un campo de k-vectores ( = ((t, ... , (k) sobre Rk x T1Q se dice 
que es un k-semispray si y sólo si 

para todos 1::::; i,j::::; k. 

Calculando directamente en coordenadas locales se obtiene el siguiente resultado: 

Proposición 6.5.1 Un campo de k-vectores ( = ((1 , ... ,(k) sobre Rk x T1Q es un 
k-semispray si y sólo si 

(6.5.16) 

para todo 1 ::::; i ::::; k. 

Definición 6.5.2 Dada una aplicación a : Rk _, Q, definimos la prolongación de 
a, 

por 
a[ll(t) = jfa. 

En coordenadas locales se obtiene: 

para todo 1 ::::; i ::::; k. 
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Definición 6.5.3 Una aplicación a : Rk """"' Q es una solución del k-semispray ( 
sobre Rk x Tl;Q si 

(a[l])(l) = (o a[lJ. 

En tal caso se dice que ( es integrable. 

Operando en coordenadas locales es inmediato el siguiente resultado: 

Proposición 6.5.2 a : Rk """"' Q es una solución del k-semispray ( = ((1, ... , (k) 
de expresión local ( 6. 5.16), si y sólo si: 



Capítulo 7 

Formalismo hamiltoniano no 
autónomo 

7.1 Hamiltonianos R-valuados 

El objetivo principal de este capítulo es obtener una versión intrínseca de las ecua
ciones de Hamilton asociadas a un problema variacional integral múltiple 

utilizando la estructura geométrica de las variedades k-cosimplécticas. 
Dada una aplicación hamiltoniana H : M __, R, la estructura geométrica de 

la variedad k-cosimpléctica M permite definir un nuevo morfismo nu de T M en 
(T1)*M. 

Por medio de este morfismo asociamos aH campos de k-vectores (X1 , ... , Xk) 
sobre M tales que, si (r¡;, wi, V; 1 :::; i :::; k) es la estructura k-cosimpléctica de M, 
entonces: 

k 

Dff(X1 , ... , Xk) = dH + 2:::(1- ~i(H))r¡;. 
i=l 

Si alguno de estos campos de k-vectores es integrable, entonces sus secciones 
integrales satisfacen, en coordenadas canónicas, las ecuaciones de Hamilton. 

163 
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Definimos en primer lugar las aplicaciones o~> y O~ análogas a las descritas en el 
caso k-simpléctico, de modo que generalizamos la aplicación x1J.w definida en el caso 
cosimpléctico usual ([Al], [CLL]). 

Sea (A1, r¡1, ... , TJk, w1, ... , Wk, V) una variedad k-cosimpléctica. Definimos una 
aplicación o~> por' 

(7.1.1) 
o~>: TM 

X 

(Tf)*M 

o~>(X) = (¿xw1 + r¡1(X)r¡1, ... , ¿xwk + T/k(X)r¡k) 

- donde utilizamos la identificación (TlJ* M= T* Mtt! ... 8 T* M descrita en el Ejem
plo 1.1.1. 

Si consideramos en M un sistema de coordenadas locales (t;, x'", x~; 1 :::; i :::; k, 
1 :::; o: :::; n) adaptado a la estructura k-cosimpléctica, se deduce · 

(¿ a W1 + T/1(& )r¡1,. · ·, ¿ a W; + TJ;(it; )TJ;, 
ar; ' ar; ' 

·. ·, ¿ é) Wk + TJk(& )TJk) 
ar; ' 

(0, ... 'dt;, ... '0), 
con dt; ocupando el lugar i-ésimo. 

(¿ éJ w1+TJ1( 0~a)TJ1, ... ,¿ éJ wk+TJk( 0~a)TJk) 
CFr CFr 

(dx~, ... , dx~). 

(¿ 8 w1 + TJ1( ;::¡a, )r¡1, ... , ¿ a wk + TJk( ;::¡a, )r¡k) 
!:lT uX00 !:lT uX 00 
uX00 uX00 

= (0, ... ,-dx"', ... ,O), 

con -dx"' ocupando el lugar i-ésimo. 
De este modo, si X E T M se escribe localmente por 

entonces 

donde 
(7.1.2) 

x xi a X"' a xi a 
= at; + ax"' + "'éJx~' 
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para cada 1 :::; i :::; k fijo. 
Definimos la aplicación f2P del modo siguiente: 

TI; M ----+ T*M 

donde para cada Y E T M, es 

traza( ( f2P ( Xj) )i (Y)) 

k 

~(nb(Xi))i(Y) 
i=l 

k 

~(w;(X;, Y)+ TJi(Xi)r¡;(Y)). 
i=l 

Con estas definiciones es inmediato comprobar que en el caso k = 1, es decir, 
para una estructura cosimpléctica usual, las aplicaciones nb y ntt coinciden entre sí 
y son iguales a la aplicación Xr¡,w descrita en [Al], y en [CLL]. 

Veamos cuál es la expresión local de ntt en un sistema de coordenadas del tipo 
anterior. 

Sea (X1 , ... ,Xk) E Tf:M tal que 

(7.1.3) 
8 8 8 

X; = (Xi)J 8ti + (Xi)o: 8xo: + (Xi)~ 8x~. 

Entonces, 
k 8 
~(n>(xi))i(-) 
i=l 8t¡ 

= (X¡)l. 

k b 8 
= t;(n (Xi)M 8x¡;¡) 

i=l 
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Así, 

(7.1.4) 
i,a i,a 

Si H: M._, Res una función, la 1-forma dH E T* M se expresa localmente por 

dH "'EJHd "' EJH a "' EJH d ; = L. F t; + L. ,:;, a dx + L. -i X a 
i t, a uX i,a OXa 

y, si ~1 , ... , ~k son los campos de Reeb sobre M asociados a la estructura k-cosim
k 

pléctica, entonces definimos sobre M la 1-forma dH + 2:(1-f,;(H))'fJ;, que se expresa 
i=l 

localmente por 

(7.1.5) 

Consideramos las ecuaciones, 

'fJ;(Xj) = 6;j, 

(7.1.6) k 

n~(X1, ... , Xk) = dH + 2:(1- ~;(H))'fJ;, 
i=l 

donde (X1 , ... , Xk) es un campo de k-vectores sobre M. 
En caso de existir, las soluciones de (7.1.6) no tienen por qué ser únicas. De 

hecho, si der:.otamos por M k ( coo (M)) el espacio de matrices (de funciones sobre 
M) cuadradas de dimensión k y definimos la aplicación, 

(7.1.7) 
'fJ~: T1M ..,____, Mk(C00 (M)) 

entonces es fácil deducir que el conjunto de soluciones de (7.1.6) es único módulo 
ker O ti n ker 'f/~. 

Sea X = (X1, ... , Xk) una solución de (7.1.6) tal que cada X; se expresa local
mente por (7.1.3). Igualando coeficientes en las expresiones locales (7.1.4) y (7.1.5) 
obtenemos las siguientes condiciones locales para (7.1.6): 

(X;)j = 6;j, 

EJH _ k ; 
(JXL' - - L(X;)a, 

i=l 
(7.1.8) 
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Ahora, a partir de estas condiciones locales, es posible definir (de modo no único), 
en un entorno de cada punto de M, un campo de k-vectores que satisfaga (7.1.8). 

Por ejemplo bastaría tomar el campo de vectores 

(Xi)j = Ó;j, 

(X )1 _ EJH 
1 a- Cfi!i' 

(Xi)~ =O, para i # 1 # j, 

(Xi)"' = ~1!_. 
uXa 

Veamos cómo, mediante una partición de la unidad, podemos encontrar a partir 
de soluciones de (7.1.6) definidas localmente, un campo de k-vectores EH global
mente definido y tal que verifica (7.1.8). 

Para ello sea {Ua}aEA un recubrimiento localmente finito de M tal que, en cada 
abierto Ua existe Xa E nua que verifica (7.1.8) y por lo tanto: 

r¡;(x)((Xa)J(x)) = Óij, 
k 

D~(Xa)(x) = dH(x) + L:(l- ~i(H))(x)r¡i(x), 
i=l 

para todo x E U a.. 

Para cada a E A definimos el elemento X a de Ti; M que en cada punto x E M 
está dado por: 

si 

si 

Sea P.a}aEA una partición de la unidad asociada al recubrimiento {Ua}aEA de 
M. 

Consideramos EH sección global de Ti; M definida por 

EH: M ---7 TfM 

X --+ XH(x) = L Aa(Xa)(x). 
A 

Veamos que, así definido, EH satisface las condiciones (7.1.6). 
De hecho n~ (EH) es la sección de T* M definida por 

D~(EH): M --+ T*M TxM 

x --+ D~(EH)(x) : l 

R 
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donde, si Y E TxM, entonces, 

k 

¿w;(x)((EH)i(x), Y)+ r¡i(x)((EH)i(x))rli(x)(Y) 
i=l 

k 

L(L Aa(x)(wi(x)((Xa)i(x), Y)+ r¡i(x)((Xa)i(x))r¡i(x)(Y)) 
i=l A 

k 

L >-a(x) L(StD((Xai)i(x)(Y) 
a i=l 

k 

La Aa(x)(dH(x) + L::(l- .;i(H))(x)r¡i(x)(Y) 
i=l 

k 

= (dH(x) + L(1- .;i(H))(x)r¡i(x))(Y). 
i=l 

EH verifica también, 

a 

a 

a 

Como generalización del caso cosimpléctico usual introducimos la siguiente defi
nición: 

Definición 7.1.1 Cualquier campo de k-vectores (X1, ... , Xk) sobre M tal que 

k 

O~(X1, ... , Xk) = dH + L::(l- ,;i(H))r¡i, 
i=l 

para todos 1 :S í, j :S k, se denomina campo de k-vectores de evolución sobre M 
asociado a la función hamiltoniana H. 
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Sabemos que los campos de k-vectores sobre M no son, en general, integrables. 
Sea (X1, ... , Xk) un campo de k-vectores de evolución sobre M asociado a H e 
integrable, y sea 

a: Rk --* M 

S; --* ( ai ( s;), ao:( s;), a~( s;)), 

una sección integral de (X 1, ... , X k). Se verifica: 

oao: = (X)o: 
ó:l ' ' u S; 

oa~ = (X)i 
ó:l ' 0:' u S; 

para todos 1 < i, j S k y 1 < a S n. Sustituyendo estas condiciones en (7.1.8) 
obtenemos 

(7.1.9) 

oH k oa~ 
lE!' = - 2: os , 

i=l ' 

oH _ oao: 
ox~- OSi' 

con 1 S i, j S k, 1 S a S n, que son las conocidas ecuaciones de Hamilton (3.2.8). 
La existencia de soluciones para las ecuaciones (7.1.9) es equivalente por tanto 

a la inte6rrabilidad de los campos de k-vectores sobre M que satisfacen (7.1.6). 
De lm: cálculos anteriores deducimos el siguiente resultado, 

Proposición 7.1.1 Las ecuaciones (7.1.6) se pueden considerar como una versión 
intrínseca de las ecuaciones de H amilton. 

Ejemplo 7.1.1 [Du][KT] Volvemos a considerar el Ejemplo 3.2.1 de las ecuaciones 
de la electrostática. 

Sobre el espacio R3 consideramos una función escalar de densidad de carga de
pendiente de la posición, r = r(x 1 , x2, x 3 ), y una métrica de Riemman g arbitraria. 

Las ecuaciones de la electrostática son en este caso las ecuaciones de Hamilton 
asociadas al hamiltoniano H siguiente: 

H: R 3 X (Ti)*R __. R 

(x1, x2, X3, u, u1, u2, u3) --. yl9(47rr(x 1, x2, x3)u + tg9iJu1ui). 
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En efecto, operando en coordenadas locales se obtiene que: 

3 3 

dH + 2:(1- ~;(H))dx; L dx; + 4nr(x1 , x2, x3)y'gdu 
i=I i=I 

3 1 3 

+ )g(j;_ 9Ijuj)dui + y'g(j;_ 92juj)du2 

3 
1 '\"""' . 3 

+ y'g(f;i 93{u1 )du . 

Además, si (XI, X2, X3 ) E T}(R3 x (Ti)*R) es tal que 

dx;(Xj) = b;J, 

para todos 1 ::::; i, j ::::; 3, entonces podemos escribir localmente cada X; por: 

8 ( )o 8 ( ) 1 8 ) 2 8 3 8 
X; = fJt; + X; fJu + X; fJui +(X; fJu2 +(X;) fJu3. 

Utilizando (7.1.4), la igualdad 

3 

D~(XI, x2, X3) = dH + 2:(1- ~;(H))dx;, 
i=l 

es equivalente localmente a 

3 
1 '\"""' . -(¿__,. g;jUJ) 

y'g j=I 

(7.1.10) 

Si -J; : R 3 -+ R 3 x (Ti)*R es una sección integral de un campo de k-vectores de 
evolución EH= (XI, X2, X3), entonces podemos escribir las ecuaciones (7.1.10) por 

(7.1.11) 

donde hemos denotado -J;(t) = (t, '1/J(t), '1/JI(t), '1jJ 2 (t), 1j;3(t)). 
Las ecuaciones (7.1.11) son las ecuaciones de la electrostática para una densidad 

de cargar= r(xi,x2,x3) en el espacio métrico (R3 ,g). 
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7.2 Harniltonianos Rk-valuados 

Podemos también considerar funciones hamiltonianas Rk-valuadas sobre una var
iedad k-cosymplectica M. 

En coordenadas de Darboux tenemos, 

H = (H1 (ti, xo:, x~), ... , Hk(t;, xex, x~) ), 

o, equivalentemente, 
H = Hiei, 

donde { e1 , ... , e k} denota la base estándard en R k. 

Definición 7.2.1 Si M es una variedad k-cosimpléctica, un campo de vectores X 
sobre l\1 tal que, 

r¡i(X) = 1, for alli = 1, ... , k, 

(7.2.12) 
O'(X) = dH + [~(1- ~i(Hi))r¡;], 

donde {6, ... , ~k} son los campos de vectores de Reeb asociados con la estructura 
k-cosimpléctica,serán llamados sistemas k-hamiltonianos asociados a H. 

En coordenadas de Darboux, un tal campo de vectores se escribe 

x = ~ + ... + ~ + xex _.!!..__ + xi _i,_ 
atl atk 8xex ex ax~' 

donde 

Si 
u: (-E, e) C R -. M 

t -t (u;(t), uex(t), u~(t)) 

es una curva integral de X entonces obtenemos las ecuaciones de Hamilton asociados 
al hamiltoniano Rk-valuado H: 

aH; dui 
Ifi!Y -&, 
8Hi duex 
[)xJ Óij(JT• 

ex 

De estas ecuaciones, y usando el mismo argumento que en [Aw1, Aw2], podemos 
probar el siguiente resultado. 



172 7.2 Hamiltonianos Rk-valuados 

Proposición 7.2.1 lf (ti, xa, x~) son coordenadas de Darboux para la variedad k
cosimpléctica M y H = (H1, ... , Hk) es una función hamiltoniana sobre M, en
tonces H es de la forma 

n 

Hi = L 'Pa(ti, X1, ..• , Xn)X~ + '1/Ji(ti, X¡, ... , Xn), 
a=l 

para 1 :::; i :::; k. 

U na aplicación.- Sea L : R x TQ ---+ R un Lagrangiano hiperregular, tenemos 
que la transformación de Legendre Leg : R x TQ ---+ R x T*Q definida por L es 
un difeomorfismo. 

Denotamos por H =EL o Leg-1 la energía lagrangiana, donde EL= C(L)- L, 
donde C es el generador infinitesimal de las dilataciones sobre TQ. 

Construimos una estructura 2-cosimpléctica sobre la variedad M= R 2 x (TQ EB 
T*Q) como sigue. 

Primero de todo, sea wq la forma simpléctica canónica sobre T*Q y WL = Leg*wQ 
la 2-forma de Poincaré-Cartan sobre TQ [LR1]. Si (qa) son coordenadas en Q de
notamos por (qa, va) y (qa,Pa) las coordenadas inducidas en TQ y T*Q, respectiva
mente. Entonces tenemos coordenadas ( t1, t2 , qa, va, Pa) en M. 

Denotamos por 7 : M ---+ R x T R and 1r : M ---+ R x T* R las proyecciones 
canónicas, localmente dadas por 

Si hacemos 

T(t¡,t2,qa,va,Pa) = (tl,qa,va), 

1r(t¡,t2,qa,va,pa) = (t2,qa,Pa) · 

1]1 = dt1, 1]2 = dt2, W1 = 7*WL, W2 = 1l"*WL, 

deducimos que (r¡I, 1]2, w¡, w2, V) es una estructura 2-cosimpléctica sobre M donde 
V = Ker T p, p : M ---+ Q son las proyecciones canónicas. 

Consideramos ahora la función hamiltoniana 

dada por 
H(tl,t2,Xq,O'.q) = (T*EL, (Xq,O'.q) -T*L). 

En coordenadas locales obtenemos 

H(t1, t2, qa, va,Pa) = (va 8
8L - L, qapa- L). 
va 
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Sea X un campo de vectores sobre M que es hamiltoniano para H. Por cálculo 
directo, obtenemos 

donde 
_!!_!:___+va éPL + X 1 éPL _ oL = 0 
atl 8ví3 avaf)ví3 Q avaf)ví3 oq!3 . 

Si a(t) = (a1 (t), a2(t), aa(t), a~(t), a;(t)) es una curva integral de X tenemos 

Por lo tanto, las proyecciones de a en Q satisfacen simultáneamente las ecua
ciones de Euler-Lagrange y de Hamilton. 





Capítulo 8 

Formalismo lagrangiano no 
autónomo 

En este capítulo estudiamos el formalismo lagrangiano sobre el fibrado tangente 
estable de las k1-velocidades Jl(Rk, Q) = Rk x T1Q. 

El objetivo principal es obtener una descripción geométrica de las ecuaciones de 
Euler-Lagrange 

sobre este fibrado utilizando su estructura geométrica descrita en el Capítulo 6. 

8.1 Transformación de Legendre 

Como en el caso no dependiente de los parámetros estudiado en el Capítulo 4, a 
cada aplicación lagrangiana L: Rk x Tl,Q ___, R se le asocia una aplicación F L 

que se llama transformación de Legendre. 
Recordamos en primer lugar que (t;, ua., vf; 1 ::; i::; k, 1 ::; o:::; n) es un sistema 

de coordenadas locales definido por ( 6 .1.1), entonces la familia ( ~i, J;, r¡;; 1 ::; i ::; k) 
formada por los k campos de vectores 6, ... , ~k con expresión local (6.1.5), por los 
k campos de tensores de tipo (1, 1) ]¡, ... , Jk con expresión local (6.1.3) y por las 
k 1-formas r¡1 , ... , 'T]k con expresión local (6.1.4), forman la estructura casi estable 
k-tangente canónica sobre Rk x Tl,Q. 

175 



176 8.1 Transformación de Legendre 

Como generalización del caso k= 1, [0], (fibrado tangente estable R x TQ), se 
definen del modo siguiente k derivaciones de grado O, iJ1 , .•• , iJk, sobre el álgebra 
de formas sobre Rk x T1Q. 

Para una p-forma w sobre Rk x TfQ, 

p 

(i;iw)(Xl, ... ,Xp) = 2:w(X1, .•. ,];Xj,···,Xp) 
j=l 

para xl, ... 'xk campos de vectores arbitrarios sobre Rk X T1Q. 
Utilizando los "Ji se definen k antiderivaciones d;1 , .•. , d;k de grado 1, por: 

para 1 ::; i ::; k. 
Dada una aplicación lagrangiana L sobre Rk x TlQ, definimos, utilizando los 

operadores anteriores, un elemento 

por: 

con 1 ::; i ::; k. 
En el sistema de coordenadas locales (t;, ucx, vf) se obtiene que, para cualquier 

1 ::; i ::; k: 

Se definen, sobre Rk x T1Q, las 2-formas diferenciales (wLh, ... , (wL)k por 

Si denotamos por 1rk : R k x Tl Q ___, Q la proyección canónica 1rk ( t;, u ex, vf) = u ex, 

entonces ({h) 1 , ... , (f3L)k son 1-formas 1r-semibásicas sobre Rk x TlQ y en conse
cuencia, utilizando los resultados de [LR5], existe una aplicación F L, 

FL: Rk x TlQ 
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La matriz jacobiana j asociada a la aplicación F L se escribe, en coordenadas 
locales, 

h o o o 
o In o o 

éPL ()2L ()2L ()2L 

(8.1.1) J= 8t18ua. aua.avf 8vf8vf 8v'f:8vf 

()2L ()2L ()2L ()2L 

()tk()ua. aua.av~ CJvfCJv~ CJv'f:CJv~ 

donde h e In son las matrices identidad de dimensiones k y n respectivamente y 
1 ::; o:, (3::; n, de modo quejes una matriz cuadrada de dimensión n(k + 1) +k. 

Es inmediato el siguiente resultado: 

()2L azL 

8vf8vf 8v'f:8vf 

FL es un difeomorfismo local {:} det #o. 
azL azL 

8vf8v~ CJv'f:CJv~ 1$a,,5$n 

Como en el caso no dependiente de los parámetros introducimos la siguiente 
definición: 

Definición 8.1.1 La función lagrangiana L: Rk x TfQ __, R se dice que es regular 
sí la correspondiente transformación de Legendre F L es un difeomorfismo local. L 
se dice hiperregular si y sólo si F L es un difeomorfismo global. 

Operando en coordenadas locales se obtiene 

Lema 8.1.1 Para todo 1 ::; i ::; k se verifica que 

donde w1, ... , Wk son las 2-formas de la estructura k-cosimpléctica canónica de Rk x 

(T})*Q. 
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Demostración 
En efecto, 

(8.1.2) 

8.1 Transformación de Legendre 

Si denotamos por V = ker T'ifk la distribución vertical del fibrado (R k x T/¿, "ifk, 

- Rk x Q) y consideramos las k 1-formas r¡1 , ... , T/k de la estructura casi k-tangente 
estable canónica de Rk x T/¿Q, podemos demostrar el siguiente resultado. 

Proposición 8.1.1 L : Rk x T/¿Q ____. R es un lagrangiano regular si y sólo si 
la familia (r¡1 , ... , TJk, (wL)I, ... , (wL)k, V) es una estructura k-cosimpléctica sobre 
Rk X Tl;Q. 

Demostración 
Las condiciones T/1 A ... A TJk =J- O, 'TliJv = O y (wL)iJvxv = O son siempre ciertas 

independientemente de que L sea o no regular. Veamos las otras condiciones. 
Suponemos primero que Les regular. Sea X E kerr¡1 n ... n kerr¡k n ker(wL) 1 n 

... n ker(wL)k. La expresión local de X es entonces de la forma 

x xex a xex a = ,::,ex+ i,::,ex' 
UU UV¡ 

pues necesariamente las componentes en & son cero. 

Utilizando las expresiones locales (8.1.2) de las (wL);, se obtienen las siguientes 
ecuaciones: 

(8.1.3) 

(8.1.4) 

a a2L 
(8.1.5) Lx(wL);(---c;) = -X{3 ex {3 = 0. 

avj avj av¡ 

Como en la prueba de la Proposición 4.1.1, de la ecuación (8.1.5) se deduce, por 
ser L regular, que necesariamente xex = O para todo 1 ::; a ::; n. 
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Sustituyendo en la ecuación (8.1.4) y utilizando de nuevo la regularidad deL se 
obtiene que X[' = O para todo a y para todo i. 

Así obtenemos que X = o y entonces kerr¡l n ... n kerr¡k n ker(wL)l n ... n 
ker(wL)k = O. 

Sea un campo de vectores arbitrario X sobre Rk x TlQ y escribamos en coorde
nadas locales la condición 
(8.1.6) ¿x(wL)i =O, 

para todo 1 :::; i :::; k. 
Utilizando de nuevo (8.1.2) y si 

X Xi a xa a xa a 
= ~+ ~o:+ i~o:' vti vu vvi 

obtenemos las siguientes condiciones equivalentes a (8.1.6): 

Tomamos (X[') como un vector fila de dimensión nk y como la matriz cuadrada 

( a: L í3 ) es no singular, se verifica: avj avi 

De esta expresión es inmediato que los k vectores 

a ( a2L )( a2L tl a 
~ - 8tkavf av~avff ~, 

son independientes y que pertenecen a ker(wL) 1 n ... n ker(wL)k. 
Como por la condición ker 771 n ... nker 77k nker(wLh n ... nker(wL)k = o sabemos 

que dim(ker(wL)In ... nker(wL)k) :::; k, se deduce que dim(ker(wL) 1 n ... nker(wL)k) = 
k como queríamos comprobar. 
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Recíprocamente, si la familia (r¡1 , ... , TJk, (wL)I, ... , (wL)k, V) es una estructura 
k-cosimpléctica sobre Rk x Tl,Q sabemos que, si X es un campo de vectores en 
ker 771 n ... nker TJk nker(wLh n ... nker(wL)k entonces necesariamente X= o, lo que 
en coordenadas locales equivale a decir que el sistema formado por las ecuaciones 
(8.1.3), (8.1.4) y (8.1.5) posee únicamente solución triviaL Para ello es necesario 
que el sistema de nk ecuaciones y nk incógnitas dado por la expresión 

X?' 8zL =O 
2 !:\ "'!:\ {3 ' 

uvi uvj 
(8.1.7) 

tenga solo solución trivial pues si no fuese así y (Xi"') fuera solución no trivial de este 
último sistema entonces (0, Xi) sería una solución no trivial del sistema formado 
por (8.1.3), (8.1.4) y (8.1.5). 

La unicidad de solución para el sistema (8.1.7) implica la no singularidad de la 

matriz ( 82 L 13 ) y por consiguiente la regularidad de L. O 
8vf8vj 

Una vez demostrado el Lema podemos enunciar de modo inmediato un resultado 
análogo al Teorema 4.1.2 para caracterizar la regularidad de lagrangianos dependien
tes de k parámetros. 

Teorema 8.1.1 Para un lagrangiano L: Rk x T1,Q ~ R, las siguientes condiciones 
son equivalentes: 

a) L es regular. 

e) F L es k-cosimplectomorfismo. 

Denotamos por (~Lh, ... , (~L)k los campos de vectores de Reeb asociados a la 
estructura k-cosimpléctica (r¡I, ... , TJk, (wL) 1, ... , (wL)k, V). En coordenadas locales 
estos campos de Reeb verifican 

donde 
{]2 L 82 L -

(8.1.8) !:>t !:l {3 + !:l a {3 (~s)j = O, 
u 5 uV, uv1 v, 

para todos 1 S: i, s, j S: k y para todos 1 S: a(3 S: n. 
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8.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange 

En esta Sección veremos cómo obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas 
a un lagrangiano L : Rk x T~ Q --? R. 

En primer lugar definiremos las aplicaciones nt y nt asociadas a la familia ( r¡1 , 

... , 'rJk, (wL)I, ... , (wL)k, V). 
Estas aplicaciones permiten asociar, a cada aplicación lagrangiana L, campos de 

k-vectores (X1, ... , Xk) sobre rfQ tales que: 

rJi(XJ) = 8ij, 
k 

nt(Xl, ... , Xk) =dEL+ L(1- (t;L)i(E)L))r¡;, 
i=l 

donde ( t;;, Ji, rJi; 1 :::; i :::; k) es la estructura casi estable k-tangente canónica de 
Rk x T~Q, y EL es la función sobre Rk x T~Q definida por: 

k 

EL= ¿c;L- L, 
i=l 

siendo Ci los campos de vectores de Liouville. 
Teniendo en cuenta la ecuación (8.1.8) se comprueba fácilmente que 

aL 
(t;L);(EL) =--a . 

t; 

Si L es regular, estos campos de k-vectores (X1 , ... , Xk) son necesariamente 
k-semisprays, y si alguno de ellos es integrable (Definición 6.5.3) entonces sus solu
ciones satisfacen, en coordenadas canónicas, las ecuaciones de Hamilton. 

Se define el morfismo 

D~ : T(Rk x T¡Q) 

X 

----? (Tf)*(Rk X T~Q) 

----? nux) 

tal que, para todo campo de vectores Y sobre Rk x T~Q, 

La aplicación 

Dt: T~(Rk x T¡Q) ---+ T*(Rk x T~Q) 

(X1, ... ,Xk) ---+ nt(Xl,···,Xk), 
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está defindo por 

traza(Ot(Xi)j (Y) 

k 

2)wL)i(Xi, Y)+ rli(Xi)1Ji(Y). 
i=l 

En coordenadas locales se obtienen las siguientes expresiones: 

o" ( 8 ) = LOfj 

OD ( 8 ) 
L CfilY 

Si (X1, ... , Xk) E T~(Rk x T1Q), donde 

X- (X)J~ + (X)a_!_ + (X)a_!_ 
t - t 8tj t 8ua t j 8vj' 

entonces 

(8.2.9) 
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Por otro lado, asociada a la función lagrangiana L definimos la aplicación 

por 
k- éJL 

EL= L C;L- L = l:(vf'8'>- L), 
i=l i,a V; 

donde el, ... ' ck son los campos de de vectores sobre Rk X T}.Q descritos en la 
Sección 6.4.2. 

Entonces 

k 

dEL+ 2:(1- (~L);(EL))r¡; 
i=l 

(8.2.10) 

A continuación estudiamos las ecuaciones 

(8.2.11) k 

Ot(Xr, ... , Xk) =dEL+ 2:(1- (~L);(EL))r¡;. 
i=l 

En general no está asegurada la existencia de soluciones para (8.2.11). En caso 
de existir, las soluciones no tienen por qué ser únicas y de hecho, si definimos una 
aplicación r¡i como un caso particular de (7.1. 7) para la variedad k-cosimpléctica 
Rk x T}.Q, entonces es fácil comprobar que las soluciones de (8.2.11), en caso de 
existir, son únicas módulo ker nt n ker r¡i. 

Si (X1, ... , Xk) es un campo de k-vectores sobre Rk x T}.Q que verifica las 
ecuaciones (8.2.11), igualando coeficientes en las expresiones (8.2.9) y (8.2.10), ob
tenemos: 

(8.2.12) 
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(8.2.13) 

(8.2.14) "(X·)a 82 L ="' .a 82 L 
L... ' /3 Q L... v, /3 Q. 

i,a 8vj 8vi i,C< 8vj 8vi 

Si ellagrangiano Les regular, de (8.2.14) deducimos que necesariamente 

para todos 1 :::; i :S ky 1 :::; a :S n. 
De (8.2.13) obtenemos: 

(8.2.15) 

Recíprocamente, esta ecuación permite definir, en algún entorno de cada punto, 

soluciones locales de (8.2.11) utilizando que ( 8;L a) es no singular por ser L re-
8v1 8vi 

gular. 
Estas soluciones locales verifican (Xi)j = 8f y también (Xi)a = vf, con lo que, 

de acuerdo con la Definición 6.5.1, son k-semisprays. 
Por el mismo razonamiento que en el Capítulo 7, mediante una partición de la 

unidad, podemos construir soluciones globales de (8.2.11) que son k-semisprays. 
Si suponemos que existe una solución de (8.2.11) que es un k-semispray inte

grable, entonces existe una aplicación a : R k -• Q tal que: 

Sustituyendo en (8.2.15) obtenemos, 
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o, equivalentemente, 

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange. 
Si L no es regular, no está garantizada en general la existencia de soluciones 

para (8.2.11). En este caso es posible aplicar un algoritmo de ligaduras, análogo al 
descrito en el Capítulo 4, para determinar si existe solución en alguna subvariedad 
regular de Rk x T1Q. 

Proposición 8.2.1 Las ecuaciones (8.2.11) son una versión intrínseca de las ecua
ciones de Euler-Lagrange. 

Ejemplo 8.2.1 [KT] 
La ecuación correspondiente a un campo escalar u (por ejemplo el campo gravi

tatorio) que actúa en el espacio-tiempo es la siguiente. 

2 ()2 o o 

RF'(u) = Rm u- ~(ug'1 ), 
utwtj 

donde m es la masa de una partícula sobre la que actúa el campo, g es una métrica 
de signatura (- + ++) en el espacio-tiempo y F(u) es una función escalar tal que 
F(u) -1m2u2 es la energía potencial de la partícula de masa m. 

Veamos cómo está ecuación es la ecuación de Euler-Lagrange asociada a una 
aplicación lagrangiana definida sobre el espacio R 4 x TjR. 

Un campo escalar sobreR4 determina trivialmente una sección del fibrado (R4 x 
R, 7!', R 4 ). El espacio de jets de secciones de este fibrado es el espacio J17l' = R 4 x 
TjR. 

Sean (t;, u; O :S: i :S: 3) coordenadas en R 4 x R y sean (t;, u, v;; O :S: i :S: 3) 
coordenadas en R 4 x T]R. Las ecuaciones de campo para tal campo escalar, son las 
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a la aplicación lagrangiana definida por: 

donde F(u) -1m2u2 es el término correspondiente a la energía potencial y 1gijv;vj 
el correspondiente a la energía cinética. 

Cuando F(u) m2u2 , L es el llamado lagrangiano de Klein-Gordon, [BSF], 
[ILMM]. 
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k [) 

En efecto, dado el campo de vectores e = ~V¡ OV¡, tenemos que 

de modo que 

3 8glj 
"dt· + "-V·V¡dt 
L.- ' L.- ""t· J ' 
i=O i,j,l u ' · 

+.J=9(F'(u)- m 2u)du+ ¿v¡gijdvj. 
i,j 

Por otro lado sea, (Xo,X1,X2,X3) E T1(R4 x T1R) donde 

tal que, 

3 8L 
Dl(Xo, X1, X2, X3) =dEL+ ~(1- [)t¡ )dt¡. 

En coordenadas locales, 

para todos O ::; i, j ::; 3, y 

Igualando coeficientes en las expresiones locales anteriores obtenemos que 

X; =V;, 
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o, equivalentemente, 

Si a- : R 4 __, R es una solución de (X0 , ... , X 3 ) entonces 

con lo que 

AF'(a-) ¡--;; 2 ~qij fi (J i = y-ym a-- v·-~g1 , t; J ut;utj 

= Fgm2a- _ __ff!___.(a-giJ) 
8tJ)t1 ' 

que es la ecuación de campo para la teoría de campo escalar, [KT]. 
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Ejemplo 8.2.2 Consideramos el espacio-tiempo R4 dotado de una métrica de Lo
rentz g de signatura (- + ++). 

El campo electromagnético sobre el espacio-tiempo es un campo vectorial A con 
valores en R 4 , [LaL2], [CDL]. 

Las componentes espaciales A= (A1 , A2 , A3 ) de A, forman un campo vectorial 
llamado potencial vector del campo electromagnético. La componente temporal A0 

toma valores imaginarios de modo que Ao = icf; donde e/; es una función real llamada 
potencial escalar, [LaL2]. 

Un cuadrivector r.p sobre R 4 equivale a una sección del fibrado rr: R 4 x R 4 __, R 4 

con rr la primera proyección. El espacio de jets de secciones de este fibrado es el 
espacio Jlrr = R 4 x TjR4 . 

Denotamos por (t;, ui; O ::; i ::; 3) un sistema de coordenadas en R4 x R 4 y por 
(t;, ui, vj; O::; i::; 3) un sistema de coordenadas fibradas en R 4 x TjR4 . 

Dado el tetravector A que determina el campo electromagnético, definimos: 

k _ 8A; 8AJ 
ij- 8t - 8t· ' 

J ¡ 

para todos O :S i, j :S 3. 
Si g;1 son las componentes de la métrica g en el espacio-tiempo, entonces las 

ecuaciones de campo para el campo electromagnético A, llamadas ecuaciones de 
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Maxwell, son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas allagrangiano L definido 
([KT], [EMR]) en R 4 x T¡R4 por 

L 1 is jrk k =--g g .. 
16Jr tJ STJ 

con O :::; i, j, s, r :::; 3. 

Este lagrangiano da lugar a las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes ma
. teriales, es decir, las ecuaciones del campo electromagnético en regiones del espacio 
en las que no existen cargas ni corrientes. 

Si suponemos la existencia de partículas cargadas en el campo electromagnético 
y denotamos por j = (p, j 1 , j 2 , j 3 ) el tetravector que determina la intensidad de 
corriente de modo que p es la densidad de carga y (j 1 , ]2, ]3) la densidad de corriente 
y si además tomamos en el espacio-tiempo la métrica de Minkowski dada por: 

donde dr 2 denota la métrica euclídea de R 3 , entonces las ecuaciones de Maxwell son 
las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas allagrangiano L definido ([Go], [J]) por 

donde E y B son los campos vectoriales que determinan respectivamente la inten
sidad de campo eléctrico y la intensidad de campo magnético y que están dados 
por 

E - -rr d ,.¡, _ l 8A _ (- o _ l 1 _ o _ l 2 _ o _ l 3) - ora '+' e"(][¿- v1 evo, v2 evo, v3 evo ' 

B = rot A = ( vj - v~, vJ - v{, vi - vi). 

El lagrangiano L puede escribirse 

( o 1 1)2 ( o 1 2)2 ( o 1 3)2 -v1 - -vo + -v2 - -vo + -v3 - -vo 
L 
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Las formas presimplécticas (wL)i O~ i ~ 3 asociadas son 

(wL)o = 1 (l(du1 1\ dv1 + du2 1\ dv2 + du3 1\ dv3) 47re e o o o 
+du1 1\ dv~ + du2 1\ dvg + du3 1\ dvg), 

(wL)1 = 1 ((du0 1\ dv0 + ldu0 1\ dv1 + du2 1\ dv1) 47f 1 e o 2 

+du3 1\ dvj - du2 1\ dvr + du3 1\ dvf), 

(wL)2 = 1 ((du0 1\ dv0 + ldu0 1\ dv2 + du1 1\ dv2 ) 47f 2 e o 1 

+du3 1\ dv~- du1 1\ dv~ + du3 1\ dv~), 

(wL)3 = 1 ((du0 1\ dv0 + ldu0 1\ dv3 + du1 1\ dv3) 47f 3 e o 1 

+du2 1\ dv~- du 1 1\ dvj + du2 1\ dv§). 

Utilizando estas expresiones locales se comprueba que ((wL)i, V; O~ i ~ 3) no es 
una estructura 4-simpléctica y, por lo tanto, L no es regular. A pesar de ello veamos 
que podemos, por las técnicas descritas en esta sección, obtener las correspondientes 
ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Veamos cómo son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas. 
L verifica 

fiL 
--.=0, 
&tJJvf 

para todos O~ i,j, l ~ 3. 
Sea (X0,X1,X2,X3) E Tl(R4 x TlR4 ). Las ecuaciones de campo se obtienen 

igualando los coeficientes de dr.po, dr.p1, dr.p2 y dr.p3 en las respectivas expresiones de 
3 

O~(Xo, X1, X2, X3) y dEL+ 2:::(1- (~L)i(EL))dxi. 
i=O 

Utilizando (8.2.9) y(8.2.10) obtenemos, para los coeficientes de dr.p0 , dr.p1, dr.p2, 
dr.p3 , las igualdades: 

(8.2.16) 

-(t:rr((X1)~ + (X2)g + (X3)g + i((X1)Ó + (X2)~ + (X3)~) = p, 

f.rr(~(Xo)Ó + i(Xo)~- (X2H + (X2)f- (X3H + (X3)D =Ji., 
J:rr(~(Xo)~ + i(Xo)g- (X3)~ + (x3n- (X1)i +(X 1m= .ft, 
f.rr(~(Xo)~ + i(Xo)g- (X¡)~+ (X1)I- (X2)~ + (X2)~) =Ji.. 
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Dado que ellagrangiano L no es regular, no podemos asegurar la existencia de 
soluciones para las ecuaciones (8.2.11). Podemos aplicar el algoritmo de ligaduras y 
obtenemos lo siguiente. 

En cada punto z E R 4 x TJR4 podemos definir un 4-vector (Y0 , ... , Y3), 

. 8 8 . 8 
Y; = (Y;)J-;:;--:- + (Y;)j;:) j + (Y;)f -;-y, 

uXJ uu uVz 

con 

para todos O:::; i, j :::; 3. Además, 

(Y1)~ = -47rp, 

(Yo)~ = 47rjl, 

(Yo)g = 47rjz, 

(Yo)g = 47rj3, 

y (Y;){ = O en todos los demás casos. 
Así definido, (Y0 , ... , Y3) es un 4-semispray solución de (8.2.11) pues satisface 

las ecuaciones (8.2.16). 
Como esto es válido para todo z E R 4 x TlR4 , en el algoritmo de ligaduras 

resulta 
Pz = P1 = R 4 x T1R4 , 

y podemos asegurar que existe solución de (8.2.11) para ellagrangiano singular L. 
Si cp : R 4 ---+ R 4 es una solución de (Y0 , Y1 , Y2 , Y3 ), de la primera ecuación de 

(8.2.16) se obtiene: 

( 2 1 1 82cpo 8 2cpo 82cpo 1 82cp1 82cp2 82;p3 
8· · 7) - 47r( 8ti + 8t~ + 8t~ + ~(8t18to + 8tz8to + 8t38to)) = p, 

o, teniendo en cuenta la definición del campo vectorial E, 

(8.2.18) 
1 3 8Ei 

--2:--p=O. 
47r Í=l 8tí 

Del mismo modo, de la segunda ecuación de (8.2.16), se obtiene que, si r.p es una 
solución de (Yo, Y1, Yz, Y3), 
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o equivalentemente 

(8.2.19) 
1 oE1 1 (oB3 oB2)_J1 ---+- --- --. 

4ne Oto 4n ot2 ot3 e 

Del mismo modo, para las dos últimas ecuaciones de (8.2.16) se obtienen las 
ecuaciones: 

1 oE2 1 (oB1 oB3)_j2 ---+- ---- --
4ne oto 41f ot3 otl e ' 

(8.2.21) 
1 oE3 1 (oB2 oB1) _ j3 ---+- ---- --. 

4ne Oto 4n ot1 ot2 e 
En notación vectorial, las ecuaciones (8.2.19), (8.2.20) y (8.2.21) se escriben 

1 oE 1 j - -- + -rot B = -. 
4ne ot0 4n e 

(8.2.22) 

Las ecuaciones (8.2.18) y (8.2.22) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas 
a L y son las conocidas ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético. 

Estas ecuaciones pueden reescribirse utilizando las expresiones de los campos 
vectoriales E y B en función de los potenciales escalar y vectorial rjJ y A. 

De esta manera se obtienen las ecuaciones: 

-1Jrórp + 4Jre #to(div A) = p, 

1o2A 1 _j_ 
4ne ot6 + 41róA - e' 

donde por 6 denotamos el operador laplaciano, 

02 02 02 
6 = -;--2 + -;--2 + -;--2 . ut1 ut2 ut3 

Estas ecuaciones son simultáneas, (ambas implican a rjJ y a A), pero pueden 
desacoplarse ( [ J]) sumando al potencial vector A el gradiente de una función escalar 
arbitraria. De este modo se obtiene la relación 

(8.2.23) 
. 1 orp 

d1v A + 2 -¿) = O, 
e uto 

a partir de la cual se obtienen las siguientes ecuaciones de ondas no homogéneas: 

1 o2 A 1 _ i 
4ne2 ot~ + 41r6A - e' 

1 1 02~ 41r6rp - 4ne ot = p. 
o 
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Estas ecuaciones, junto con la relación (8.2.23), forman un sistema equivalente 
a las ecuaciones de Maxwell. 

En [ J] se describe cómo, con ayuda de las funciones de Green, se pueden obtener 
soluciones de ecuaciones de este tipo. 

Sea L : Rk x TtQ ---" R un lagrangiano hiperregular y, por lo tanto, FL un 
difeomorfismo global. Definimos una función hamiltoniana 

H : Rk X (Tl)*Q ---'? R, 

por H =EL o FL- 1. 

Por los mismos razonamientos que en la demostración del Teorema 4.2.1 se 
prueba el siguiente resultado: 

Teorema 8.2.1 Para H =EL o F L -1, las soluciones de (7.1.6) son integrables si y 
solo si son integrables las soluciones de (8.2.11). De hecho lj: Rk ---" Rk x TtQ es 
una sección integral de una solución de (8.2.11) si y sólo si FL o() es una sección 
integral de una solución de (7.1.6). 

Demostración Sea XL un campo de k-vectores sobre Rk x TtQ tal que 

Sea L hiperregular y sea H =EL o F L - 1 con EL= CL- L. 
Tomamos el campo de k-vectores sobre Rk x (Tf )*Q dado por 

El siguiente diagrama es conmutativo, 
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Utilizando esta conmutatividad se obtiene: 

k k 

dH + Í:(1- f.i(H))r¡i = d(EL o FL-1 ) + 2:(1- f.i(H))r¡i 
i=l i=l 

k 

(F L -l )*d(EL) + 2:(1 - f.i(H) )r¡i 
i=1 

k 

-(FL-1)*(L(1- (f.L)i(EL))r¡i 
i=l 

k 

+ 2:(1- f.i(H))r¡i 
i=1 

k 

-(FL-1)*(2:(1- (f.L)i(EL))TJi 
i=l 

k 

+ 2:(1- f.i(H))TJi· 
i=1 

Operando directamente se comprueba que: 

k k 

-(FL- 1)*(2::(1- (f.L);(EL))r¡; + 2:(1- f.i(H))TJi =O. 
i=1 i=1 

Además, teniendo en cuenta la definición de F L, es inmediato que si TJi((XL)j) = 
8ij entonces, TJi((EH)j) = 8ij· O 

8.3 Formalismo lagrangiano en variedades de jets 

8.3.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange 

Consideramos una variedad fibrada (E, r., M) donde M es la variedad base, E el 
espacio total y 1í la proyección. 

Sea Jlr. la primera variedad de jets descrita ella Sección 2.3 y sea (xi, ua, uf) 
con 1 ::::; i ::::; k = dim M, y 1 ::::; o: S n = dim E - dim M, el sistema de coordenadas 
fibradas sobre J 1r. definido por (2.4.19). 
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Suponemos que M es una variedad orientable y denotamos por r¡ una forma de 
volumen sobre lvf. Consideraremos en adelante coordenadas fibradas ( xi, u ()l., ui) en 
E tales que r¡ = dx 1 1\ ... 1\ dxk. 

Asociado a r¡ existe el endomorfismo vertical Jr¡ definido por Saunders en [S1], 
[83]. En coordenadas locales es 

donde dk-lxi = ¿ 0 r¡ para todo 1 ~ i ~ k. 

8x' 
Sea Ak(M) la variedad fibrada de todas las k-formas sobre M. Una densidad 

lagrangiana sobre Jln es una aplicación, fibrada sobre M, 

Fijada la forma de volumen r¡, se puede escribir de modo único 

.C = Lr¡, 

con L: Jln-" R. L se denomina función lagrangiana. 

Definición 8.3.1 La k-forma de Poincaré-Cartan sobre Jln asociada a la función 
lagrangiana L está definida por 

y la (k+ 1)-forma de Poincaré-Carlan sobre Jln asociada aL está definida por 

Lema 8.3.1 Las expresiones locales de eL y ~h son: 

e = (L- UOi. 8L )dkx + 8L duO!. 1\ dk-lxi 
L t 7Jil! 7Jil! ' 

t t 

O =-(duO!.- u"'dxJ) 1\ ( 8L dkx- d( 8L) 1\ dk-lxi) 
L J "lJ1P (fi]f ' 

t 

(8.3.24) 

Definición 8.3.2 Un extrema[ de L es una sección IJ de 1r tal que verifica las ecua
ciones de Euler-Lagrange: 

(yiiJ)*(¿xflL) =O, 

para todo campo de vectores X sobre J 11r. 
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Esta condición implica que 

k 8 aL aL 
2::~(~)-~=o, 
i=l uX UU; UU 

para todo 1 ::; a ::; n. 
Por otro lado, si r es una conexión en la fibración 1r1 J 11r --7 M y H es su 

proyector horizontal dado por: 

entonces se verifica el siguiente resultado: 

Proposición 8.3.1 Si L es una función lagrangiana regular en el sentido de que 

det( a; Lo:) =f 0, entonces thÜL =(k- l)DL si y sólo si: 
8uj 8u; 

(8.3.25) 

La regularidad de L permite construir, utilizando (8.3.25), soluciones locales de 
thDL = (k- l)DL. A partir de ellas, mediante particiones de la unidad, podemos 
construir soluciones globales. 

Si además r es llana y T : M --7 J11r es una solución local horizontal r(xi) = 
(xi, Ta., T;a.), se obtiene que: 

r<:> = u<:' = OTCY. = r? 
' ' 8x' ' ' 

lo que implica que T = Pa con a un extremal de L. 

8.3.2 El fibrado J1(Rk, Q) 

Como caso particular estudiamos el fibrado (Rk x Q, 1r, Rk) con 1T : Rk x Q --7 Rk 
la proyección usual y r¡ = dt1 1\ ... 1\ dtk la forma de volumen canónica en R k. 
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El primer fibrado de jets es, en este caso, 

Como en el Ejemplo 6.1.1, denotemos por (t;, ua, vf) las coordenadas fibradas 
de Jlrr. 

Si una función lagrangiana 

es regular, Rk x T1Q es una variedad k-cosimpléctica con estructura (r¡1, ... , 7Jk, 
(wL) 1, ... , (wL)k, V), donde 

como vimos en la Sección 8.1. 
Operando en coordenadas locales se comprueba que: 

Lema 8.3.2 SiL es un lagrangiano regular, entonces 

k 

8L = (L- eL)r¡ll\ ... 1\ 7Jk + 'L,(Jh); 1\ (7Jl 1\ ... 1\ f¡; 1\ ... 1\ 7Jk), 
i=l 

donde e = el+ ... + ek e; = vfa~J 1 :S i :S k, y donde A sobre una 1-forma 

significa que tal forma no se considera. 

La siguiente proposición es inmediata comparando los resultados de la Sección 
8.2 con el formalismo lagrangiano para variedades de jets antes expuesto. 

Proposición 8.3.2 Una sección a : Rk -+ Rk x Q de rr es un extremal de L si 
y sólo si pr2 o a : Rk -+ Q es una solución de un k-semispray ((1, ... , (k) tal que 
verifica (8.2.11). 

8.4 Formalismo hamiltoniano en variedades de 
jets 

En esta sección estudiamos la relación entre los formalismos lagrangiano y hamilto
niano descritos en esta memoria y el formalismo multisimpléctico sobre fibrados de 
jets. 
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8.4.1 Ecuaciones de Hamilton 

Sea de nuevo 1r : E -+ M una variedad fibrada. Denotamos por A~E y A~E los 
fibrados vectoriales sobre E definidos por: 

A~E ={a E AkE/iva =O, Vv E Vn}, 

A~ E = {a E A k E/ iv1 iv2 a = O, Vv1, v2 E V 1r}, 

donde V 1r representa el fibrado vertical de 1r. 

En coordenadas locales cada elemento de A~ E puede expresarse por p(xi, ua)dkx 
y cada elemento de A~ E puede expresarse por p(xi, u 0 )dkx + p~(xi, ua)du0 1\ dk-1xi, 
lo que permite introducir coordenadas locales ( xi, U 0 , p) es A~ E y ( xi, U 0 , p, p~) en 
A~ E. 

Denotamos por Mn a la variedad A~ E y tenemos que A3E es un subfibrado de 
Mn. El cociente Mn / A3E es una variedad de dimensión (k+ 1)n+ k que se denota 
por JlTr* y que es fibrada sobre E y sobre M. 

En esta construcción existen las siguientes proyecciones: 

{1 : Mn --+ Jln*, 

nr,o : Jln• --+ E, 

Jr~ : Jln* ----+ M. 

Sobre Mn se define de modo canónico una k-forma e que, en cada punto w E 
.Mn está dada por: 

donde xi E TwM1r y V : Mn -+ E es la proyección natural. 
e se dice la forma de Liouville multimomento y, en coordenadas locales fibradas 

se escribe por: 
e= pdkx + LP~du0 1\ dk-lxi. 

i,a 

La (k+ 1)-forma n = de de denomina la forma multisimpléctica y define la 
llamada estructura multisimpléctica sobre Mn. 

Definición 8.4.1 Un hamiltoniano sobre Jln* es una sección global 

h : J 1n* -+ Mn 

de /-1· 
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La existencia de un hamiltoniano h sobre M1r permite definir sobre Jl1r* una 
k-forma eh= h*e y una (k+ 1)-forma rlh = -deh. 

Definición 8.4.2 Se dice que una sección ¡ de pii : Jl1r* --+ M satisface las ecua
ciones de Hamilton para un hamiltoniano h si 

para cualquier campo de vectores X sobre Jl1r*. 

Por ser una sección de f..L, un hamiltoniano h sobre Jl1r* se expresa localmente 
por 

h(xi, uo:,p~) = (xi, uo:,p = -H(xi, uo:,p~),p~), 

donde H : Jl1r* --+ R. 
Localmente, 

eh= -Hdkx + p~duo: 1\ dk-lxi. 

Las ecuaciones de Hamilton de la Definición 8.4.2 se expresan localmente por: 

(8.4.26) 

éJH k éJp~ 
CfilX = - L éJxi' 

<=1 

éJH _ éJuo: 
Dp~ - éJx'' 

donde ¡(xi) = (xi, uo:,p~). 
Las soluciones del sistema de ecuaciones en derivadas parciales (8.4.26) se corres

ponden con conexiones r sobre el fibrado 1rí : Jl1r* --+M. 
Si h es el proyector horizontal de r, determinado localmente por 

(8.4.27) 

h( 8 ) - a + ro: a r"' 8 
éJx' - éJx' i CfilX + ij arc,, 

h( 0~a) =o, 

h( 0°, ) =O, 
Po: 

entonces puede deducirse el siguiente resultado, 

Proposición 8.4.1 ¿h[2h =(k- 1)rlh si y sólo si 

(8.4.28) 

t 

I 
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Si además la conexión r es llana y 'Y : M -> Jlrr* es una sección local horizontal, 
se deduce que 'Y satisface las ecuaciones de Hamilton de la Definición 8.4.2. 

Las ecuaciones (8.4.27) permiten construir localmente conexiones que verifican 

(8.4.29) 

Mediante particiones de la unidad podemos construir conexiones globales que 
verifiquen (8.4.29). 

Si como en la sección anterior consideramos el caso particular del fibrado trivial 
(Rk x Q, rr, Rk), es 

Mrr = Rk x R x (Tf)*Q, 

Jlrr* = Rk x (Tf)*Q. 

Como en el Ejemplo 5.1.1, denotamos por (ti, ucr, u~) las coordenadas fibradas 
para Rk x (Tf)*Q y por (r¡i, wi = -d>..i, V) la estructura k-cosimpléctica canónica 
de Rk x (Tf)*Q. 

Un hamiltoniano h sobre Rk x (Tf )*Q es una sección 

h: Rk X (Tf)*Q ~ Rk X R X (Tf)*Q, 

de ¡.¿ que podemos identificar con una función 

H: Rk X (Tf)*Q ~ R, 

tal que 

Comparando las correspondientes expresiones locales es inmediato que: 

Lema 8.4.1 

k 

eh= -H(r¡¡l\ ... "Tlk) +E >..i "¿~i(r¡¡l\ ... "Tlk), 
i=l 

con {i (1:::; i:::; k) los k campos de Reeb sobre Rk x (Tf)*Q. 
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Si denotamos por 1r* la proyección, 

(ti, ua, uf) ---7 (ti), 

entonces es inmediato el siguiente resultado. 

Proposición 8.4.2 Una sección '1/J de 1r* verifica las ecuaciones de Hamilton, 

'1/J*(¿xOh) =O, 

para todo campo de vectores X sobre Rk x (T¡)*Q si y sólo si '1/J es una seccwn 
integral de un campo de k-vectores de evolución EH sobre Rk x (Tl)*Q asociado a 
la función hamiltoniana H. 

Si además r es una conexión sobre el fibrado 1r* y la aplicación h dada por 
(8.4.27), es su proyector horizontal, definimos k campos de vectores (EH)ll ... , (EH )k 
sobre Rk x (Tl)*Q por 

a 
(EH )i = h(--¿;- ). 

uti 
De este modo podemos escribir 

k 

h = 2JEH)i@ dti, 
i=l 

y, además, se verifica 

Proposición 8.4.3 r verifica (8.4.29) si y sólo si EH = (EH )1, ... , (EH )k) es un 
campo de k-vectores de evolución sobre Rk x (Tf)*Q asociado a la función hamilto
niana H. 

Ejemplo 8.4.1 Describimos ahora las ecuaciones de la electrostática (7.1.11), uti
lizando el formalismo multisimpléctico sobre Rk x (Tf)*R. 

Dada la aplicación hamiltoniana H descrita en el Ejemplo 7.1.1, la 3-forma eH 
es: 

eH = -Hdx11\ dx21\ dx3 + u1du 1\ dx21\ dx3 

-u2du 1\ dx1 1\ dx3 + u3du 1\ dx1 1\ dx2, 

y la 4-forma multisimpléctica OH es: 

OH = dH 1\ dx1 1\ dx2 1\ dx3 - du1 1\ du 1\ dx2 1\ dx3 

+du2 1\ du 1\ dx 1 1\ dx3 - du3 1\ du 1\ dx1 1\ dx2. 
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Operando en coordenadas locales se obtienen: 

¿ 8 nH -(dH- M,dx1) 1\ dxz 1\ dx3 + du2 1\ du 1\ dx3 
ax.; xl 

-du3 1\ du 1\ dxz 

¿ 8 nH = ( dH - ~dx2) 1\ dx1 1\ dx3 - du1 1\ du 1\ dx3 
8x2 

x2 

+du3 1\ du 1\ dx1 

¿ 8 nH -(dH- ~dx3) 1\ dx1 1\ dx2 + du1 1\ du 1\ dxz 

Ox3 
x3 

-du2 1\. du 1\ dx1 

¿ 8 nH 47rr(xl, x2, x3)yf§dx1 1\ dx2 1\ dx3 + du11\ dxz 1\ dx3 
Ou 

-du2 1\ dx1 1\ dx3 + du3 1\ dx1 1\ dxz 

3 

¿ 8 nH 1 2: . = y~g(j=l 9lju3 )dxll\ dxz 1\ dx3- du 1\ dx2 1\ dx3 
8u1 

3 

¿ 8 nH 1 2: . y~g(j=l 92ju3 )dxl 1\ dxz 1\ dx3 + du 1\ dx1 1\ dx3 

au2 

3 

¿ 8 nH 1 2: . y'g( 93ju3 )dx1 1\ dxz 1\ dx3- du 1\ dx1 1\ dxz 
8u3 g j=l 

Dada una aplicación ;j; : R 3 -+ R 3 x (TJ )*R sección de 1r*, denotamos 

donde 1 :::; i, j :::; 3. Entonces 

Si ahora escribimos en coordenadas locales la condición 

(8.4.30) 
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para todo X campo de vectores sobre R 3 x (TJ)*R, obtenemos: 

para 1 ::::; i ::::; 3. Además, las condiciones 

son consecuencia de las anteriores, y por lo tanto obtenemos las ecuaciones de la elec
trostática como condiciones equivalentes a (8.4.30) para el hamiltoniano H descrito 
en el Ejemplo 7.1.1. 

8.4.3 La transformación de Legendre 

Sea C una densidad lagrangiana sobre Jln y sea L su función lagrangiana asociada. 
L determina la aplicación de Legendre extendida, 

definida del modo siguiente 

( r ) ( i a a) ( i a "' a 8L i 8L) -'-'eg L X , U , U; = X , U , P = L - ~U; 8 a, Pa 8 a , 
i,a u, u, 

de modo que (Ceg)L es una aplicación fibrada sobre E. 

Definición 8.4.3 La aplicación de Legendre es la composición de (Ceg)L con la 
proyección f.-L, es decir: 
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En coordenadas fibradas resulta que: 

(l ) ( i a "') ( i Q i aL ) eg L x , u , ui = x , u , Pa = ,::, "' . 
uui 

Operando en coordenadas locales se obtiene que: 

Proposición 8.4.4 

Las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana sobre variedades de jets antes 
expuestas se relacionan por el siguiente resultado, [CCI], [LMMl]. 

Proposición 8.4.5 1. Sea C una densidad lagrangiana hiperregular y r una 
conexión en 1r1 : Jl1r --+ M que está ( leg) L -relacionada con una conexwn 
r en 7T* : J 17T* --7 M. Entonces r verifica ¿hf¿L = (k - l)DL si y sólo si 
¿¡;fth = (k- l)wh, donde h y h son los proyectores horizontales. Además r es 
llana si y sólo si r es llana. 

2. Si cjJ es un extremal de L entonces ')' = legL o Pc/J es una solución de las ecua
ciones de Hamilton. Recíprocamente, si /' es una solución de las ecuaciones 
de Hamilton, entonces leg[,1 o/' es de la forma lc/J con cjJ un extremal de L. 

Si tomamos de nuevo la fibración (Rk x Q, 1r, Rk), entonces la aplicación de 
Legendre legL coincide con la F L definida en la Sección 8.1, y el apartado 2 de la 
Proposición 8.4.5 coincide con el Teorema 8.2.1. 
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