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Abstract

The dynamics of a classical mechanical system is given by the solutions of the Hamil-
ton and Euler-Lagrange equations. A geometric description of these equations can
be done by using the symplectic structures defined respectively on the cotangent
and tangent bundles of the configuration space M. For the cotangent bundle T*M
we use the canonical symplectic structure, and for the tangent bundle the sym-
plectic structure defined by using the canonical almost tangent structure and the
Lagrangian function.

The purpose of this thesis is to extend this approach for the case of classical field
theories.

To do this, we consider the concept k-symplectic structures, a geometrical struc-
ture which arises by abstracting the geometrical ingredients of the cotangent bundle
of k'-covelocities, (T#)*M. By choosing a Hamiltonian function, we obtain the
corresponding field equations in a Hamiltonian version.

Alternatively, we use the almost k-tangent structures, defined by abstracting the
geometry of the tangent bundle of k*-velocities T} M, to obtain the field equations
in a Lagrangian version.

To illustrate both descriptions, we discuss some physical examples. For the
case of the Hamilton equations, the electrostatic equations with a constant electric
charge density are considered on the Euclidean space. In the Lagrangian formalism,
we study two examples: an elastic one-dimensional string, and an oscillating gaz in
the 3-dimensional space.

The non-autonomous geometrical descriptions in classical mechanics are obtained
by using the cosymplectic structures, whose geometrical model is R x T*M.

The corresponding geometrical description in classical field theory is obtained
by considering k-cosymplectic manifolds and stable almost k-tangent structures. A
detailed geometric study of these structures has been done.

We give several applications: the electrostatic equations in R® for the case of
arbitrary metrics and electric charge density, scalar fields in the Minkowski space-
time, and Maxwell equations of the electromagnetism.



Abstract

Finally, we connect both geometrical descriptions with the so-called multisym-
plectic formalism in jet bundles.
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Introduccion

El Principio de Minima Accién de Hamilton determina cuél es la trayectoria que,
de entre todas las posibles, describe un sistema mecéanico que se mueve entre dos
puntos del espacio.

Tal principio es un principio variacional. El problema principal del cédlculo de
variaciones es encontrar la funcién z = z(t), con la condicién de que la integral

J= /t (e, 2(t), 7 (),

1

sea un extremal, es decir, sea un valor maximo o un valor minimo de J.

En este problema se considera que f estd dada y que los extremos de integracién
t1 v to estan fijos.

En tales condiciones hay que hacer variar la funcién z(t) hasta que J alcance un
valor extremo.

Si, por ejemplo, una funcién z = z(t) da a J un valor minimo, toda funcién tan
prézima a z(t) como se quiera, hard que J tome un valor mayor.

La nocién de funcidn tan prozima a z(t) se interpreta del modo siguiente. Con-
sideremos todas las posibles funciones y una representacién paramétrica z = z(a, t)
de ellas, de modo que cuando o = 0, z = z(0,¢) = z(t) es la funcién que da el
extremal de J. ‘

Podemos escribir

z(oyt) = z(0,t) + an(t),

donde n(t) es funcién de t con la primera derivada continua y tal que se anula en t;
y t2, ya que z(a, t) debe ser idéntica a z(t) en los extremos.
Para las funciones z(a,t), la integral J pasa a ser funcién del pardmetro a:

Jo) = | ® 20y ), 7 (0 ) dt.

ty
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Para que el valor de la integral sea extremal es necesario que:

oJ

-a—(;jDz:O N

La condicién de extremal puede escribirse por tanto por:
t2
6J = —da = / f(t, z(a,t), 2" (o, t))dadt = 0.
t1

El principio de Hamilton puede formularse mediante el siguiente teorema [MR]:

Teorema 0.0.1 Para cada sistema mecdnico en movimiento entre dos puntos existe
una integral, S, llamada de accion, que toma su valor minimo para la trayectoria
que sigue realmente el sistema mecdnico entre esos dos puntos, de forma tal que la
variacion de la integral de accidn, S, a partir de esa trayectoria, es igual a cero.

Si denotamos por Ty V la energia cinética y potencial del sistema mecénico
respectivamente, v si L =T — V|, entonces la integral S se expresa como:

t2
S = Ldt,

donde t; y t, representan los tiempos correspondientes a las posiciones inicial y final
del sistema mecanico en movimiento.

El principio de Hamilton establece que la trayectoria que describe realmente un
sistema mecédnico en movimiento es aquella para la cudl la accién S tiene un extremo.

La trayectoria descrita por el sistema serd, por tanto, una curva ¢ = c(t) ="
(ei(t),¢(t)), donde ¢;(t) v ¢(t) denotan respectivamente las posiciones y las veloci-
dades del sistema, para la que la integral curvilinea S es extremal. En otras palabras,
la trayectoria real es una curva c(t) tal que una variacién infinitesimal respecto de
ella, es decir, respecto de ¢;(t) y ¢;(t), produce una variacién nula en la accién,

55 = 5[2 L(t, es(8), é:(1))dt = 0.

Utilizando las técnicas del célculo de variaciones se puede comprobar que el
principio de Hamilton es condicién necesaria y suficiente para que se verifiquen las
ecuaciones de Euler-Lagrange

dt Bql aql -
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En esta formulacién lagrangiana las coordenadas son las posiciones ¢; y las ve-
locidades ¢;. La formulacién hamiltoniana utiliza como coordenadas las posiciones
¢; v los momentos conjugados generalizados p;, definidos a partir del lagrangiano L
como:

_ 0L
BT b
Se define la aplicacién hamiltoniana H como,

H(pa q, t) = Z(jipi - L(Q:Qat)

El principio de Hamilton enunciado en el espacio fase de las posiciones y los
momentos es el siguiente [MR]:

Teorema 0.0.2 Dado el hamiltoniano H sobre el espacio fase, una curva en este
espacio satisface las ecuaciones de Hamilton,

. 9H
a4 D,

. _ _0H
bi = 5%”

st y solo si,
b .
5/ (pigi — H(gs, ps, t))dt = 0,

para variaciones de dicha curva.

La geometria simpléctica permite desarrollar un formalismo geométrico sobre los
espacios fibrados tangente T'Q) y cotangente 7@, del espacio de configuracién @ sin
recurrir a un principio variacional.

SiL:TQ — R es una aplicacién lagrangiana se define sobre T'Q) la 2-forma

Wy, = —deOL,

donde d, es la diferenciacién vertical asociada a la estrcuctura casi tangente canénica
Jo de TQ. Si L es regular, wy, es una forma simpléctica.

Sea C el campo de vectores candnico sobre el fibrado tangente y sea Er, la funcién
definida por E;, = CL — L. Entonces una curva ¢ = ¢(t) en Q es una solucién de las
ecuaciones de Euler-Lagrange si y s6lo si es una curva integral bésica del campo de
vectores Xy, sobre T'Q), definido por

Lx, WL = dEL.
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Por otro lado, si wy es la 2-forma simpléctica candnica del fibrado T*@Q, entonces
una curva ¢ = ¢(t) en T*Q satisface las ecuaciones de Hamilton asociadas al hamil-
toniano H : T*Q — R, si y sélo si es una curva integral del campo de vectores Xy
sobre T*(Q definido por la ecuacién

Lxywo = dH.

Por lo tanto las variedades casi-tangentes, definidas a partir del modelo dado por
la estructura canénica del fibrado tangente, y las variedades simplécticas, definidas a
partir del modelo dado por la estructura canénica del fibrado cotangente, juegan un
papel importante en las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la Mecénica
Clésica.

El desarrollo formal de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de Mecénica
Clésica puede generalizarse a la teoria de campos clasica. En tales sistemas el
paso de coordenadas discretas a coordenadas continuas hace que las aplicaciones
lagrangianas y hamiltonianas totales sean integrales multiples de densidades la-
grangianas y hamiltonianas, respectivamente:

L=[...{Ldz ... dz,,
H=[...[Hdzr;...dz,.

En tales situaciones el principio de minima accién de Hamilton toma la forma:

6//.../£dmod:c1...dxn=0.

Existe abundante bibliografia que estudia la estructura geométrica de las teorias
de campos lagrangiana y hamiltoniana, [BSF], [CCI], [GS], [Gil], [ILMM], [KT],
[LMM1], [LMM2], [LR4], [LR5], [Ru], [Sar]. Los campos se interpretan como sec-
ciones de un fibrado vectorial m : F — M sobre un espacio de pardmetros M de
dimensién m. Se denota por Jlr el fibrado de jets de secciones de 7. Una aplicacién
lagrangiana es entonces una funcién diferenciable L : J'r — R. La estructura
geométrica de J'7 y la aplicacién L permiten definir una m-forma 6, sobre J'm que
se llama m-forma de Cartan.

Una seccién o de 7 satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L si
v solo si:

(001) (jlo')*<Lxd¢9L) = 0,

para todo X campo de vectores sobre J'm y donde j;0 es la prolongacién de o a
Jim.
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Se denota por J'7* al fibrado dual de Jlw. Si Mr = AT'E es el espacio de las
m-formas w sobre E tales que,
Lyy bypw = 0,

para todos v1, vo € ker T'm, entonces M es un fibrado sobre J Lr* con fibras de
dimensién 1 cuya proyeccién denotamos por u: M — Jir*.

Una seccidn h de p se llama seccién hamiltoniana y, junto a la estructura
geométrica de M, permite definir una m-forma 6 sobre J'7* llamada m-forma
hamiltoniana.

Una seccién ¢ de J'7* se dice que satisface las ecuaciones de Hamilton asociadas
a h siy sélo si:

(002) ’ gf)*(l,xdeh) = O,

para todo campo de vectores X sobre Jlr*.

Cuando el fibrado 7 : E — M es m : R* x Q — R* con 7 la proyeccién
trivial, el fibrado de jets J'7 es J}(RF, Q) = RF x T}Q y el fibrado dual J'7* es
JHQ,R) = R* x (T})"Q.

El estudio de los formalismos lagrangiano y hamiltoniano en teoria de cam-
pos clésica requiere el estudio de los fibrados de jets T3 Q, (T3)*Q, R* x TRQ v
R* x (T)*Q y de sus estructuras geométricas canénicas con el fin de obtener for-
mulaciones que extiendan las conocidas para la Mecédnica Clésica.

Si la aplicacién lagrangiana L estd definida sobre el espacio TEQ de los jets de
aplicaciones de R* — Q y tomamos en este fibrado coordenadas (u®,v%;1 < i <
k,1 < a <n=dimQ@), entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

k9 oL dL
Z@aziév_f‘_auaw

i=1

Por procedimientos andlogos a los utilizados en el caso discreto se obtiene la

siguiente expresién para las ecuaciones de Hamilton asociadas a un hamiltoniano
H:(TH*Q - R:

k i
oH _ Y,
ur =~ 2 o
OH _ 9v°
oul — 0z

donde 1<i<kyl<a<n.
Varios son los autores que se han ocupado de este estudio. Por ejemplo A.
Awane ([Awl], [Aw2], [Aw3]) toma como modelo la estructura candnica del fibrado
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T*Q®...©T*Q, isomorfo a (T} )*Q, para definir las estructuras k-simplécticas sobre
una variedad M de dimensién k(n + 1) .

En [LMS1], [LMS2], [LMS3], [LMS4] y [M], de Leén, Méndez y Salgado se basan
en los modelos dados por los fibrados T3 Q y (T3 )*Q para definir las estructuras casi
k-cotangentes y casi k-tangentes sobre variedades de dimensién k(n + 1).

C. Giinther define en [Gii] las estructuras polisimplécticas sobre variedades de
dimensién k(n + 1) como 2-formas €2, R*-valuadas, cerradas y no degeneradas en
el sentido de que si X es un campo de vectores sobre M tal que tx$2 = 0 entonces
necesariamente X = 0. Esta estructura geométrica permite obtener directamente
las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton a partir, respectivamente, de las
aplicaciones lagrangiana y hamiltoniana .

El objetivo de la primera parte de esta memoria (Capitulos 1-4), es recapitular y,
en la medida de lo posible, unificar las descripciones geométricas de las estructuras
introducidas a partir de los modelos T3 Q v (T})*@, v establecer la forma en que estas
estructuras geométricas permiten obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange asocia-
das a un lagrangiano L y las ecuaciones de Hamilton asociadas a un hamiltoniano
H.

En la segunda parte de la memoria, (Capitulos 5-8), realizamos el estudio geomé-
trico de los fibrados R*x (T})*Q y R¥ x T} Q obteniendo las definiciones de estructura
k-cosimpléctica y de estructura casi k-tangente estable sobre una variedad M de
dimensién k(n + 1) + n. A partir de estas estructuras geométricas obtenemos una
descripcién intrinseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton asociadas a
un lagrangiano L y a un hamiltoniano H definidos, respectivamente; sobre el fibrado
RF x T}Q y sobre una variedad k-cosimpléctica M.

A continuacién describimos de un modo més detallado el contenido de cada uno-

de los capitulos de la memoria.

En el Capitulo 1 comparamos las definiciones de estructura k-simpléctica dada
por A. Awane [Awl], [Aw2], y de estructura casi estable k-cotangente dada por de
Ledn, Méndez y Salgado, [LMS1], [M].

Awane define las estructuras k-simplécticas sobre una variedad M de dimensién
k(n + 1) como una familia (w;, V;1 < ¢ < k) formada por £ 2-formas w; y una
distribucién V' de dimensién kn sobre M tales que:

kerw; N ...Nkerwg =0,

(wi)jvxv = 0.

Una estructura casi k-cotangente comsiste en una familia (w;, Vi;1 < ¢ < k)
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formada por k 2-formas y k distribuciones de dimensién n tales que:

Vin (+52V5) = 0,
kerw; = ®;Vj,

(i) jvixv, = 0,

para todo 1 <1 < k.

Comprobamos que sobre una variedad M de dimensién k(n + 1) las estructuras
k-simpécticas y casi k-cotangentes integrables son los mismos objetos.

La ultima parte de este capitulo la dedicamos a caracterizar en qué condiciones
una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica, o equivalentemente una es-
tructura casi k-cotangente integrable, es el fibrado cotangente de las k*-covelocidades
(TH)*Q de alguna variedad Q. Para ello recordamos la caracterizacién hecha por de
Ledn, Méndez y Salgado en [LMS2] y [M] mediante el método utilizado por Crampin
y Thompson en [CrT] y [Th]. Ademés damos una nueva caracterizacién de este tipo
utilizando un resultado debido a Nagano, [Ng], que establece condiciones para que
una variedad dotada de alguna estructura geométrica sea el espacio total de un cierto
fibrado vectorial.

En el Capitulo 2 recordamos la definicién de estructura casi k-tangente sobre
una variedad M. Esta definicién ha sido dada por de Leén, Méndez y Salgado en
[LMS3] y [M] y consiste en una familia (Ji,. .., J;) formada por k tensores de tipo
(1,1) sobre M tales que:

JiOJj—_—JjOJi:O,
rango J; = n,

Im J,; N (+j¢iIm J]) = 07

paral <4¢,j <k.

La segunda seccién de este capitulo la dedicamos a establecer las condiciones en
que una variedad M de dimensién k(n+1) dotada de una estructura casi k-tangente
integrable es el fibrado tangente de las k'-velocidades T3} Q de una variedad Q. En
primer lugar recordamos la caracterizacién establecida en [LMS4] y en [M] utilizando
el método de Crampin y Thompson, y después aplicamos el teorema de Nagano para
dar una nueva caracterizacién.

Acabamos este segundo capitulo recordando resultados de la teoria general de
fibrados de jets de primer orden, como el estudio de los campos de k-vectores sobre
M, o secciones del fibrado T M — M; las conexiones sobre variedades fibradas o
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los k-semisprays. Estos resultados y una amplia exposicién de la teoria de fibrados
de jets puede consultarse, por ejemplo, en [S3].

El tercer capitulo estd dedicado al estudio de las ecuaciones de Hamilton aso-
ciadas a una aplicacién hamiltoniana H definida sobre una variedad M dotada de
una estructura k-simpléctica. Comprobamos en primer lugar que la definicién de
estructura polisimpléctica estdndard dada por Giinther, [Gii], (una 2-forma Q, R*-
valuada, no degenerada en el sentido de que si X es un campo de vectores sobre M
tal que tx§2 = 0 entonces necesariamente X = 0, y tal que existe en M un sistema
de coordenadas locales adaptado a ), es equivalente a la definicién de estructura
k-simpléctica y, por tanto, a la definicién de estructura casi k-cotangente integrable.

Si M es una variedad k-simpléctica existen las aplicaciones Q° y QF:

Y: TM — (T})"M,
QO M — T*M.
Dada una aplicacién hamiltoniana H : M — R, comprobamos que la ecuacién
(0.0.3) | ‘ A(Xy,..., X)) =dH

tiene soluciones locales y que, a partir de estas soluciones locales, se pueden construir,
utilizando particiones de la unidad, soluciones (X7, ..., X)) globalmente definidas.

Las condiciones para que una solucién global de la ecuacién (0.0.3) sea integrable,
son que existan aplicaciones definidas localmente

RF - M
t=(tr,....,ts) — (¥(8),¥5(t)),

tales que,
OH _ _ -0,
9% T ot
OH _ oy°
art, — ot

es decir, que ¥ sea una solucién de las ecuaciones de Hamilton asociadas a H.

La ecuacién (0.0.3) es por tanto una versién global de las ecuaciones de Hamilton
asociadas a H. ‘

Como un ejemplo de esta descripcién de las ecuaciones de Hamilton compro-
bamos que las ecuaciones de la electrostética en el espacio R® dotado de una métrica
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euclidea, correspondientes a una distribucién de densidad de carga constante, son
las ecuaciones de Hamilton asociadas a un hamiltoniano H : (T3)*R — R.

En el Capitulo 4 consideramos una aplicacién lagrangiana L definida sobre el
fibrado tangente de las k-velocidades T}}@ de una variedad Q.

Si L es un lagrangiano regular, la correspondiente transformacién de Legendre
FL:T}Q — (T{)*Q permite definir una estructura k-simpléctica sobre T3@Q como
el pull-back de la estructura canénica de (T})*Q@.

Asociadas a esta estructura existen aplicaciones:

O THQ — (T)TQ,
Qb TITIQ — TTRQ.

SiCy,. .., Ck son los campos de vectores canénicos sobre TR Q y C = C1+. . .+C,
definimos la funcién E;, = CL — L.

La ecuacién
(0.0.4) Q (Xy,..., X)) = dEyp,

tiene soluciones globales (X7,..., X)) que son necesariamente k-semisprays.
Si X = (Xi,...,Xx) es un k-semispray integrable que es solucién de (0.0.4),
entonces existe una curva o : R — @ que es una solucién de X y que verifica:

9 9L 9L _

— =
= O0z; vy Ou

La ecuacién (0.0.4) es entonces una versién intrinseca de las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a L.

Como ejemplos de esta formulacién describimos dos casos de 1la Mecénica de los
Medios Continuos, la ecuacién de la cuerda vibrante, que es la ecuacién de Euler-
Lagrange asociada a una aplicacién lagrangiana L : T)R — R, y las ecuaciones del
movimiento del sistema fisico que describe las vibraciones de un gas en un espacio
de dimensién 3, que son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una aplicacién
L:T/R®*—R.

En el Capitulo 5 describimos la estructura geométrica candénica del fibrado de
jets JH(Q,RF) = R* x (T})*Q y, a partir de este modelo, definimos las estructuras
casi k-cosimplécticas sobre variedades M de dimensién k(n + 1) + n.

La definicién es la siguiente:

Definicién 0.0.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensién k(n + 1) + n.
Una familia (n;,w;, V;1 < 1 < k) formada por k 1-formas n;, k 2-formas w; y una
distribucion V de dimensién nk tal que:
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L mA... A #0,

2. dim(kerw; N...Nkerwy) =k,

3 kerm N...NKkerne Nkerw; N...Nkerwg =0,
4. My, =0, Wi,y =0,

para todo 1 <1 < k, se llama estructura casi k-cosimpléctica sobre M. La variedad
M se dice una variedad cast k-cosimpléctica.

Describimos las estructuras casi k-cosimplécticas como G-estructuras sobre M
con grupo de estructura:

I. O
04 0.0 A € ClnR)
G = 0 By C 0 |, C = (A1)
A'B;, = B'A, 1<i<k
0 B, 0 ... C

Como G-estructuras, la integrabilidad de las estructuras k-cosimplécticas se ca-
racteriza del modo siguiente:

Teorema 0.0.3 Una estructura casi k-cosimpléctica (n;,w;, V') sobre una variedad
diferenciable M de dimension k(n + 1) +n es integrable si y solo si,

dn; = 0, dw; = 0, [V: V] cV.

A las estructuras casi k-cosimplécticas integrables las llamamos estructuras k-
cosimplécticas.

En la dltima seccién de este capitulo aplicamos de nuevo los métodos introducidos
por Crampin y Thompson por un lado, y por Nagano por otro, para caracterizar
las condiciones en que una variedad M de dimensién k(n + 1) + n dotada de una
estructura k-cosimpléctica es el fibrado de jets R* x (T})*Q de alguna variedad Q.

El Capitulo 6 estd dedicado al estudio geométrico de las estructuras definidas a
partir del modelo dado por R* x T}Q. A tales estructuras las llamamos estructuras
casi k-tangente estables y su definicién es la siguiente.
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Definicién 0.0.2 Sea M una variedad diferenciable de dimensién k(n—+1)+n. Una
familia (&1, -+ &k, J1, - - Ty M1y - - -, M) formada por k campos de vectores &, . . ., &,
k campos de tensores de tipo (1,1) J1, ..., Jp y k 1-formas m, ..., Mk tales que:

—_

) JiolJ;=JjolJi=6;(5@m;),
) rango J;=n+1,
3) ImJ; N (+;%ImJ;) =0,
4) mi(&) = 6y, ,
para 1 < 4,5 < k, se llama una estructura casi k-tangente estable sobre M y se dice
que (M, &, Ji,m:) es una variedad casi k-tangente estable.

[\

Describimos las estructuras casi k-tangente estables como G-estrtucturas con
grupo de estructura G dado por el subgrupo de Gl(k(n+ 1) +n,R) de las matrices
de la forma:

I, 0 0 ... 0
0 A O

0 A A ... 0
0 A, 0 ... A

donde 4 € Gl(n,R), A; € gl(n,R) para todo 1 < i < k e I; es la matriz identidad
de dimensién k.

Demostramos también que la integrabilidad de las estructuras casi k-tangente
estables como G-estructuras se expresa en términos de la familia (&1, ..., &, J1, --
Jis M1y -, M) del siguiente modo:

Teorema 0.0.4 Una estructura casi k-tangente estable (&;, J;,m;) es integrable si y
sélo si, para todo 1 < 1,5 <k,
dn; = 0, {Ji,J;} =0,
donde {, } es el operador definido por:
{A,B}(X,Y)=[AX,BY]+ AB[X,Y] — A[X,BY] — B[AX,Y],

para A, B campos de tensores de tipo (1,1) y X, Y campos de vectores en la variedad
M.
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En la Seccién 4 de este capitulo caracterizamos las condiciones en que una va-
riedad casi k-tangente estable M es el fibrado RF x T}Q de una variedad Q. Para
ello utilizamos de nuevo los métodos de Crampin y Thompson y de Nagano.

Acabamos el capitulo con la definicién y la caracterizacién de k-semisprays sobre
la variedad R x T1Q.

El Capitulo 7 esta dedicado al estudio de las ecuaciones de Hamilton asociadas a

una aplicacién hamiltoniana definida sobre una variedad M dotada de una estructura
k-cosimpléctica.
La estructura geométrica de M permite definir las aplicaciones.

Q@ TM — (TH)*M,
O TIM — T*M.
Si consideramos las ecuaciones:
mi(X5) = by,
(0.0.5) k
H(Xs, ., Xe) = dH + D (1~ &(H))mi,

=1

demostramos que existen soluciones globales de estas ecuaciones.
Llamamos a estas soluciones campos de k-vectores de evolucién sobre M. Dado

un campo de vectores de evolucién integrable, una seccién integral es una aplicacién
con una expresién local

c: RF — M

s — (07(s:),0%(s1), h(s1));

tal que:
OH _ _ 90,
0% T T L= gs;
0H _ Jo®
oz’ 0Osi’

conl<ij<k l1<a<gn.

Las ecuaciones (0.0.5) son por tanto una versién intrinseca de las ecuaciones de
Hamilton.

Como ejemplo de este formalismo describimos de nuevo las ecuaciones de la elec-
trostética pero en este caso con una métrica arbitraria g en R® y con una funcién de
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densidad de carga arbitraria. En estas condiciones las ecuaciones de la electrostatica
son las ecuaciones de Hamilton asociadas a una aplicacién hamiltoniana:

H:R*x (T))'R—R

En el Capitulo 8 consideramos una aplicacién lagrangiana L definida sobre el
fibrado R* x T}Q de una variedad Q. Si L es regular, la transformacién de Legendre
correspondiente,

FL:R* x T}Q — R* x (T})*Q,
define por pull-back una estructura k-cosimpléctica sobre R* x T} Q.
Esta estructura permite definir las aplicaciones:

O TRFxTQ) — ()R xTRQ),
QL. TYRFxTIQ) — T*(RFxTLQ).
Asociada a la funcién lagrangiana L definimos la aplicacién
E, RFxT!Q —R
por

EL—ZCL L= Zvl—ﬁ_

donde C1, ..., Cy son los campos de de vectores canénicos sobre R* x T}Q.
Por célculos semejantes a los realizados en el caso de las ecuaciones de Hamilton
obtenemos que las ecuaciones,

mi(X;) = 6ij,
(0.0.6) i k
QL Xy, .., Xi) =dEL+ Y (1= (€0)i(EL))ms
i=1
son una versién intrinseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L.
Como ejemplo de esta formulacién, obtenemos las ecuaciones de las trayecto-
rias de una particula de masa m sometida a la accién de un campo escalar sobre
el espacio-tiempo R* dotado de una métrica de Lorentz de signatura (— + ++).
Tales ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una aplicacién
lagrangiana L definida sobre R* x TR llamado lagrangiano de Klein-Gordon.
Un segundo ejemplo es el de las ecuaciones de campo para el campo electro-
magnético, conocidas como ecuaciones de Maxwell, que son las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a un lagrangiano L definido sobre R* x T}/R*. En este caso L



Xiv Introduccion

no es regular a pesar de lo que es posible obtener las ecuaciones de Maxwell como
un ejemplo de ecuaciones de Euler-Lagrange.

Finalmente, relacionamos los formalismos lagrangiano y hamiltoniano estudiados
en esta memoria con el denominado formalismo multisimpléctico en fibrados de jets.




Capitulo 1

Variedades k-simplécticas.

1.1 Estructuras k-simplécticas

1.1.1 El fibrado cotangente de las k'-covelocidades

El fibrado cotangente de las k!-covelocidades (T})*@ sobre una variedad diferencia-
ble @ es el modelo a partir del cual A. Awane ([Awl], [Aw2]) introduce la definicién
de estructura k-simpléctica sobre una variedad M. En concreto, Awane toma como
modelo la suma directa de n copias del fibrado cotangente T*Q% ... & T*Q que,
como se comprueba en [M] o en [LMS1], es precisamente (T})*Q@.

Ejemplo 1.1.1 Dada una variedad diferenciable @) de dimensién n, en cada punto
T € @, el espacio cotangente de las k'-covelocidades de Q es:

(T0):Q = J3o(Q,R¥) = {ji o0 /0 : Q — R*diferenciable, o(z) = 0},

donde j,ﬁ,oor denota el 1-jet de la aplicacién o en el punto z € Q.
El fibrado cotangente de las k*-covelocidades de Q es la variedad de 1-jets

(Te)"Q = Uzeq(T3);Q = Uzeo 2 0(Q, RF) = J3(Q, RF).

Si (u*;1 < a < n) es un sistema de coordenadas locales en la variedad @, se
define en (T})*Q el sistema de coordenadas locales (u®,ul,...,uk;1 < a <n)dela
forma siguiente:

u®(Jzo0) = u(z)

(111) (o) = 9%(a)
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paral < a<nyl<1i<k, donde ¢! denota la composicién de o con la i-ésima
proyeccién canénica de RF — R. (u®ui;1 < a < n,1 < i < k) es un sistema
de coordenadas locales en (7T3)*Q, que es una variedad diferenciable de dimensién
n(k +1).

Denotamos por 7% : (T})*Q — Q la proyeccién canénica definida por

(42 00) = .
Existe un difeomorfismo canénico
AN(THQ—-TQRe...eTQ

entre el fibrado cotangente de las k*-covelocidades de @ y la suma de Whitney del
fibrado cotangente sobre @ consigo mismo k veces, definido del modo siguiente:

A(Gr00) = (Jagots -, Ja00™),

donde ¢* : @ — R y por lo tanto j; 40 = do*(z) es un covector tangente a Q en el
punto z € Q.
Localmente, el difeomorfismo A se escribe

Alu®ul, . uf) = (uoul, .. v

siendo (u®, uf,) las coordenadas locales del covector j; ,0°, es decir, j; 00" = uhdu®.
Por medio de esta identificacién se pueden definir una suma y un producto por
escalares en (T})*@ de la forma siguiente:

o+p = (01+p1,--.,08+ Pr),
Ao = (Aoy,..., Aok).

Entonces 7 : (T})*Q — @Q es un fibrado vectorial sobre @ isomorfo, como

fibrados vectoriales, a la suma de Whitney de T*Q consigo mismo & veces.
Es evidente que para k = 1 obtenemos el fibrado cotangente sobre la variedad
Q.
Sobre (T})*Q esté definida de forma canénica una distribucién V' de dimensién
nk por
V = ker T7F.

Localmente, en cada punto 6 € (T})*Q el espacio vertical V (), verifica

0 0
(112) V(9) =< 5&-};(0),,%}:(9),1 <aln>.

[o3




1. Estructuras k-simplécticas 3

También de modo natural se definen, sobre (T})*Q, formas presimplécticas wy,
..., wy. Para ello se definen primero las 1-formas candnicas Ay, ..., Ax por:

X(0)(X) = 0'(z)(T7*(0)X)

para X € To((T1)*Q), 6 = (61, ..., 6) utilizando el difeomorfismo A, y 7#(f) = z.
Localmente \; se escribe

/\i = ugdu“
para todo 1 < i < k.
Las formas presimplécticas wi, . .., wy son entonces,
w; = —dA;,

para 1 < ¢ <k, y por lo tanto, en coordenadas locales,
(1.1.3) , w; = du® A du,

para todo 1 < % < k, donde se ha utilizado el criterio de Einstein para la suma
de indices. Este criterio se utilizard en adelante de modo que indices repetidos
arriba y abajo indicaran la suma de los términos correspondientes salvo que se diga
expresamente lo contrario.

Si denotamos kerw; = {X € T((Ty)*Q)/txw; = 0} entonces, utilizando (1.1.2)
y (1.1.3), se prueba ficilmente que

kerwiN...Nkerw, = 0,
0

(1.1.4) (Wi)JV <V =

1.1.2 Estructuras k-simplécticas

A partir del modelo anterior A. Awane define del siguiente modo las estructuras
k-simplécticas.

Definicién 1.1.1 Sea M una variedad diferenciable de dimension n(k+1). Sea V
una distribucion en M de dimensidn nk y sean wy,...,w; k 2-formas diferenciales
cerradas sobre M. Decimos que (w1, ..., wx, V) define una estructura k-simpléctica
sobre M si, en cada punto x € M

i) kerwi(z)N...Nkerw(z) =0,

1.15
_— i) wi(z)(X,Y) =0,
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para todo 1 < i < k y para todos X, Y € V(z).
Una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica se llama variedad k-
simpléctica.

En [Aw2] se demuestra que toda variedad k-simpléctica M posee un sistema de
coordenadas locales adaptadas a la estructura k-simpléctica. De hecho se prueba el
siguiente teorema tipo Darboux:

Teorema 1.1.1 Sea (wi,...,wk, V) una estructura k-simpléctica sobre M. Para
cada punto de M podemos encontrar un sistema de coordenadas locales (z%, ) con
1<a<n,1<i<k, llamado sistema de coordenadas adaptadas, tal que

n
(1.1.6) wi = Y dz}, A dz®,

a=1

para cada 1 <1i<k.

Debido a la existencia de sistemas de coordenadas locales del tipo anterior se
comprueba que una estructura k-simpléctica (wy,...,wk,V) sobre M verifica las si-
guientes propiedades:

(1) Las formas diferenciales wy, ..., wy son todas ellas de rango 2n.

(2) En un sistema de coordenadas locales adaptadas (z%,z¢;1 < a <n,1 <i<k)

la distribucién V esté definida por dz! = ... = dz™ = 0, o, equivalentemente,
V=< 8,.... 9 1<ax< .
—a}—g s 5175&7 Sasn>

(3) Una estructura k-simpléctica sobre M es, como G-estructura, una Sp(k, n, R)-
estructura sobre M, donde

A 00 0
B, C 0 0 C = 4y
Sp(k,n,R)={| B: 0 C O\ 4B, = Bta 1<i<k
B, 00 ... C

(1.1.7)

Definicién 1.1.2 Sean (M,wq,...,wk,V) y (N, ¢1,...,0x, W) dos variedades k-
simplécticas de la misma dimension.
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1. Un k-simplectomorfismo de (M,wy,...,wg, V) en (N,¢1,..., ¢r, W) es un
difeomorfismo f: M — N tal que

o
(1.1.8) T, fV(z)

Il

= w'i
W(f(z))
para todo 1 <4 <k y para todo x € M.

2. Un k-simplectomorfismo local de (M,wy, ..., wy,V) en (N, ¢1,..., ¢, W)
es una aplicacion f : M — N tal que todo punto x € M tiene un entorno
Uy tal que Uy = f(Ur) es abierto en N y fiy, es un k-simplectomorfismo de

(Ur, (@i)juys - -+ (Wi)jons Vivy) en (Ua, (1) 105 - - -5 (8%) s Win,)-

1.2 Estructuras casi k-cotangentes

Basdndose en el ejemplo del fibrado cotangente de las k*-covelocidades, en [LMS1]
y en [M] se introducen las estructuras casi k-cotangentes sobre una variedad dife-
renciable de dimensién k(n + 1).

Consideramos de nuevo la variedad (T})*Q, fibrado cotangente de las k'-co-
velocidades sobre @, con un sistema de coordenadas locales (u®,ul,...,uk; 1 <
a < n) definido por (1.1.1). Sobre esta variedad es posible definir las k 2-formas
presimplécticas wi, ..., wy con expresiones locales dadas por (1.1.3), y se pueden
definir también & distribuciones diferenciables V7, ..., Vi de dimensién n de la forma
siguiente. ‘

La proyeccién canénica

P (T)Q — (Tis) @
definida por ' X
PO, ..., 0F) = (8,...,6%,... 65

para 6 = (0%,...,6%) € (T})*Q, donde " sobre un término significa que ese término
estd suprimido, se expresa en coordenadas locales por

iroo .1 ky _ (a1 % k
PH(u g, .. ug) = (U ug, ..., ub, ... Uy
La distribucién V; de dimensién n sobre (T})*Q est4 definida por

V; = ker Tp'
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para cada 1 <:¢ < k.
Localmente, en cada punto § € (T{)*Q,

(1.2.9) Vi(8) =< 8, @pl1<a<n>.
ou

(o3

Utilizando las expresiones locales (1.1.3) y (1.2.9) se comprueba que la familia
(w1, .. wk, Vi,..., Vi) de k 2-formas y k distribuciones sobre (T})*Q satisfacen las
siguientes propiedades
‘ Vit (+5V5) = 0
(1.2.10) kerw; = &%V

(Wi ixv, = 0,

para todo 1 <1 < k.

A partir de este modelo se define una estructura casi k-cotangente sobre una
variedad diferenciable M del modo siguiente:

Definicién 1.2.1 Una estructura casi k-cotangente sobre una variedad diferencia-
ble M de dimensidn n(k + 1) consiste en una familia (wy, ..., wg, Vi,..., Vi) de k
2-formas diferenciables presimplécticas de rango 2n y k distribuciones de dimension
n tales que ,
i) Vin (+%V5) =0,

(1.2.11) it) kerw; = @;xV},

’L’LZ) (wi)JVixvi = 0,
para todo 1 <1 < k.

Una variedad M dotada de una estructura casi k-cotangente se llama una varie-
dad casi k-cotangente.

En [LMSI] y [M] se prueba que dar una estructura casi k-cotangente sobre
una variedad diferenciable M de dimensién n(k + 1) es equivalente a dar, sobre
la misma variedad M, una G-estructura BgM con G = Sp(k,n,R) el subgrupo de

Lie de Gl(n(k + 1),R) dado por (1.1.7). Como G-estructura, una estructura casi -

k-cotangente es integrable en las siguientes condiciones.
Para ¢y,...,4 € {1,....k}, denotamos por V;, ; =V, &...& V, , y entonces:

Teorema 1.2.1 Una estructura casi k-cotangente {w;, V;;1 < ¢ < k} sobre una
variedad M de dimension n(k + 1) es integrable si y sdlo si todas las distribuciones
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Vi, i Yy todas las formas presimplécticas w; son integrables, es decir, las-distribu-
ciones Vi, i, son involutivas y las formas w; son cerradas, dw; = 0, para todo
1<i<k

Asi pues, podemos asegurar que si M es una variedad diferenciable de dimensién
n(k + 1) dotada de una estructura casi k-cotangente {w;, Vi;1 <4 < k} integrable,
es decir en las condiciones del Teorema 1.2.1, entonces existe en M un sistema de

coordenadas locales (z%,zl,...,28;1 < a <n,1 <i<k)tal que
w; = dzt Adz®,
(1.2.12) Vi = <2 1<a<n>
ox;,

para todo 1 <4 < k.

Probaremos que las estructuras k-simplécticas son precisamente las estructuras
casi k-cotangentes integrables.

De hecho puede probarse el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.1 Sobre una variedad diferenciable M de dimension n(k + 1)
toda estructura k-simpléctica define una estructura casi k-cotangente integrable y,
reciprocamente, toda estructura casi k-cotangente integrable define una estructura
k-simpléctica.

Demostracién
Suponemos en primer lugar que (wi,...,wk, Vi,..., Vi) es una estructura casi
k-cotangente integrable sobre M. '
Definimos
V=wvie...el,

y probamos que (wy,...,wk, V) es una estructura k-simpléctica sobre M.

Para ello comprobamos que se satisfacen las condiciones (1.1.5) de la Definicién
1.1.1. ‘

La condicién 1) se comprueba ficilmente, pues
kerw; N...Nkerw, = (&5,V;)N...N (EB;C;%V})
= 0.
Por otro lado, si X, Y e V=V, & ... & V,, es decir, si

X = X1+...+Xk,
Y Yi+...+ Y,
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con X;,Y; € V; para todo 1 < i < k, entonces

wi(X)Y) = wi(Xi+.. + X, Y1+ + %)
= wi(X,Y3)
= 0,
utilizando las condiciones ii) y ii) de la Definicién 1.2.1.

Ademaés sabemos que V' es una distribucién de dimensién nk y, por ser la estruc-
tura casi k-cotangente integrable, las formas presimplécticas w; son cerradas para
todo 1 <1< k. o

Asl (Wi, ..., wi, Vi & ... @ V) es una estructura k-simpléctica sobre M.

Reciprocamente, sea (w; ..., wk, V) una estructura k-simpléctica sobre M.
En cada punto z € M definimos los subespacios de T, M siguientes:

Vi(z) = Njzi ker w;(z),

para todo 1 < i < k.
En todos los puntos z € M y para todo 1 <4 < k se tiene que

kerw;(z) C V(z).
Si existiese X € kerw;(z) tal que X ¢ V(z), el espacio de dimensién nk + 1
E(z) =V(z)® < X > verificaria
(wi))B@)xEB@) =0,

lo que contradice la condicién de que rango de w; es igual a 2n. En efecto, ([LR2],
pdg. 231) dado W espacio vectorial de dimensién finita, un subespacio K C¢ W y
una 2-forma bilineal w sobre W, si K+ = {u € V/w(u,v) = 0,Vv € K}, entonces

dimW + dim(W+ N K) = dimK + dimK*.

Si aplicamos esta férmula a W = T,M y K = E(z) donde w;(z) es una 2-forma
bilineal sobre W, entonces

(1.2.13) dimT, M + dim(T,M* N E(z)) = dimE(z) + dimE(z)*.
Por un lado tenemos
dimT,M + dim(T,M+*NK) < dimT,M + dimT, M+
nk +n+ (nk —n)
= 2nk

(1.2.14)
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por ser w; de rango 2n, y por otro lado, por ser E(z) isotrépica, E(x) C E(z)* y
entonces dimE(z)* > nk + 1, con lo que

dimE(z) + dimE(z)* > nk+1+nk+1
(1.2.15) = 2nk+2.

Las condiciones (1.2.14) y (1.2.15) contradicen (1.2.13) y por tanto deducimos
que no existe X en las condiciones impuestas, con lo que kerw;(z) C V(z) para todo
1 < i<k, y, en consecuencia,

Viz) c V(2)
paratodo 1 <7 < k.
Como para cada j # ¢ se verifica que
Vilz) NVj(z) = (Bhxikerwp(z)) N (Bix; kerwi(z))
N _; ker wy ()

= 0’

Il

entonces Vi(z) & ... & Vi(z) C V(z) y ademas,
Vi(z) N (+;%V;(2)) = 0,

para todo 1 <1 < k, que es la condicién i) de la Definicién 1.2.1.
Ahora, dado X € @, Vj(z) entonces X = X; +... +X; +...+ X}, con X; €
Vi(z), y por lo tanto,

—_—

ixwi(z) = wxwi(T) + .4 exwi(z) .+ exwi(T)
=0

de forma que X € kerw;(z). Asi
®jxiVj(z) C kerw;(z).

Ademds, utilizando las expresiones locales de w;(z) encontradas en el Teorema
1.1.1, tenemos que

0
kerwi(z) =< ==;1<a<n1<j<kj#i>
oz?,

Njzi kerw;(z) = Vi(z) =<
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con lo que dimV;(z) = n en todo punto x € M y para todo 1 <i < k.
Entonces dim @,; Vj(z) = n(k — 1) = dimker w;(z) y se verifica,

kerw; = @, V;(z),

que es la condicién 4¢) de la Definicién 1.2.1.

La condicién #4) de esa definicién es un caso particular de la i) en la Definicién
1.1.1. Asf (w;, V;;1 <4 < k) es una estructura casi k-cotangente sobre M.

Esta estructura es integrable pues las formas w; son todas cerradas y, a partir de
las expresiones locales de cada distribucién V;, se tiene también que las distribuciones

Vi,..i, son todas ellas integrables.O

Sobre una variedad M de dimensién n(k + 1), una estructura casi k-cotangente
(Wi, ..., wk, V1, ..., V&), no es, en general, integrable; definiendo de nuevo V = Vi &
... @V, tenemos que la familia (w1, ..., wy, V) verifica

i) kerw; N...Nkerw, =0,
11) wil‘,xv = 0,

para todo 1 <i < k.
Teniendo en cuenta esto y la Proposicién 1.2.1 podemos llamar a las estructuras
casi k-cotangentes estructuras casi k-simplécticas.

1.3 Caracterizaciones del Fibrado (T})*Q

El fibrado vectorial (7})*Q ha servido de modelo canénico para la definicién de las
estructuras k-simplécticas y de las estructuras casi k-cotangentes como vimos en las
Secciones 1.1 y 1.2.

De hecho (T}{)*Q estd dotado de una estructura k-simpléctica, y por lo tanto de
una estructura casi k-cotangente integrable, (Proposicién 1.2.1), de forma candnica.

En esta seccién tratamos de estudiar en qué condiciones una variedad M de
dimensién n(k + 1) dotada de una estructura casi k-cotangente integrable es el

fibrado de las k'-covelocidades (T})*@ sobre una variedad @ de dimensién n.

' Para ello es posible utilizar las técnicas aplicadas por Crampin y Thompson
[CrT] a las estructuras casi tangentes y por Thompson [Th] a las estructuras casi
cotangentes.

De esta manera, de Leén, Méndez y Salgado ([LMS2], [M]) obtuvieron una ca-
racterizacién de variedades casi k-cotangentes como fibrados afines modelados sobre
un fibrado cotangente de k'-covelocidades.
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Otra forma de estudiar esta situacidén es mediante las técnicas introducidas por
Nagano [Ng] para el estudio de las estructuras simplécticas y utilizadas después por
de Leén, Merino, Oubifia y Salgado en [LMOS1] para las estructuras casi tangentes
y casi estable tangentes.

De esta forma obtenemos [LMOS2] una caracterizacién de variedades casi k-
cotangentes como fibrados cotangentes de k!-covelocidades.

1.3.1 Meétodo de Crampin-Thompson.

En primer lugar recordamos la definicién de fibrado afin ([CrT], [Gol]).

Definicién 1.3.1 Supongamos que @ : A — B es una submersidn sobreyectiva de
variedades diferenciables. Sea (E,p, B, F) un fibrado vectorial con espacio. total E,
base B, proyeccion p : E — B y fibra F. Sea A xg E el producto fibrado de las
variedades fibradas A y E. Se dice que A es un fibrado afin modelado sobre E si
existe una aplicacion diferenciable p: Axg E — A que es fibrada sobre la identidad
de B y tal que, para cada z € B, p, : m7(z) x p71(2) — 771(2) es una accidn libre
y transitiva del espacio vectorial p~*(z) sobre m~1(z). En este caso A es un fibrado
localmente trivial sobre B con fibra estdndar F'.

En [LMS2] y en [M] se establece en qué condiciones una estructura casi k-
cotangente sobre una variedad diferenciable M se puede ver como la estructura
casi k-cotangente canénica de un fibrado cotangente de k!-covelocidades.

Sea (w1, .. ,wk, V1,..., Vi) una estructura integrable en el sentido del Teorema
1.2.1 y supongamos una estructura que define una fibracién, es decir, verifica:

1) Para todo 1 < i < k el espacio de hojas M; = %, con K; = kerw;, es una
(3
variedad cociente de M de forma que p; : M — M; es una fibracién cuyas
fibras son precisamente las hojas de K;.

2) Denotando V = V1 @ ... & Vi, el espacio de hojas N = -‘A; es una variedad
cociente de M cuyas fibras son precisamente las hojas de V.

Ahora, dada a € T} N se definen los (7)-levantamientos verticales de o a M,
o, .. a® y se demuestra que existe una conexién simétrica V adaptada a la
estructura casi k-cotangente integrable que define una fibracién de forma que la
conexién inducida por V sobre cada hoja de V y de V; es llana.

En estas condiciones se prueba el teorema que caracteriza a las variedades casi
k-cotangentes como fibrados cotangentes de k*-covelocidades:
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Teorema 1.3.1 Sea (M,w;,V;;1 < i < k) una estructura casi k-cotangente inte-
grable que define una fibracion @ : M — N. Supongamos que V es una conezxion
simétrica adaptada tal que la conexion llana inducida por ella sobre cada hoja de V
y V; es geodésicamente completa. Suponemos ademds que cada fibra de 7 es coneza y
simplemente conexa y que cada hoja de V; es conexa para todo 1 < i < k. Entonces
M es difeomorfa a (TE)*N. Ademds eziste un difeomorfismo F : M — (T})*N tal
que w; = F*((w;)o +75ds), donde (w;)o son las formas presimplécticas candnicas so-
bre (TE)*N, mo : (TE)*N — N la proyeccién candnica y ¢; son k 2-formas cerradas
sobre N.

Demostracion
Definiremos una aplicacién

p: M xy (TN — M
fibrada sobre la identidad de N tal que
po i M) x (TN — 774(z)

es una accién libre y transitiva del espacio vectorial (T}): N sobre m~!(z) para todo
z € N. «

Para cualquier a = (a,...,ax) € (T}):iN, con o; € T* N, se define el campo de
vectores A; sobre 771(z) 1 < i < k por

(Ai)y = ((a)®)y

para cada y € 771 (z).
Como A; € V,, entonces A; es un campo de vectores geodésico y genera un grupo
1-paramétrico global de transformaciones

Oy R x 717l (z) — 77 (2).

La accién p, definida por

pz(y, (o, .. 0n)) = Pa (1, ., Pa,(1,P4,(L,9)...)

es libre y transitiva y por tanto M es un fibrado afin modelado sobre (T3)*N.
Siempre que la variedad M sea paracompacta se puede escoger una seccién global
s: N — M y entonces M puede identificarse con (T})*N con s jugando el papel
de seccién cero. Denotamos por F' el difeomorfismo resultante y consideramos las
2-formas
Q= w; — F*(wi)m
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paratodo1l < < k. Estas formas son cerradas y satisfacen tx2; = 0 para cualquier
vector vertical X € V. Existen entonces k 2-formas cerradas ¢; sobre N tales que

Q ="y,

para todo 1 <7 < k.
Por ultimo, como F' es fibrada sobre la identidad de IV se tiene

W = F*(((JJ,;)Q -+ ’R’ggbi)
para todo 1 < i < k, lo que finaliza la prueba.0

Corolario 1.3.1 Supongamos que (M, w;,V;) satisface todas las hipétesis del Teo-
rema 1.3.1 excepto que las hojas de V' son simplemente conexas. Entonces st las hojas
de V se suponen mutuamente homeomorfas, (T})*N es un espacio de recubrimiento
de M y las hojas de V son de la forma T* xR¥=*  donde T* es un toro de dimension
k. Ademds, st se supone que las hojas de V' son compactas, entonces (T})*N es un
espacio de recubrimiento de M y las hojas son difeomorfas a T*".

También en [LMS2] y en [M] se clasifican las variedades casi k-cotangentes que
verifican las condiciones del Teorema 1.3.1. Las estructuras de este tipo se llamardn
regulares.

Se define una relacién de equivalencia entre las estructuras casi k-cotangentes
regulares de la siguiente forma

Definicién 1.3.2 Si (M, 7, N,w;) y (M,7, N,T) son dos estructuras casi k-cotan-
gentes regulares, se dice que son equivalentes si existe un morfismo de fibrados F :
M — M fibrado sobre la identidad de N tal que

F*Ui —W; = w*(da,-)
donde oy, 1 < i < k, es una 1-forma sobre N, esto es, F*w; — w; es cohomdlogo a

cero para todo ©.

El siguiente resultado proporciona una clasificacién de las estructuras casi k-
cotangentes regulares.

Proposicién 1.3.1 Dada una variedad diferenciable N, existe una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de clases de equivalencia de estructuras casi k-cotangentes
regulares (M, 7, N,w;) y los elementos de H*(N,R)x...x H?(N,R), donde H*(N,R)
es el seqgundo grupo de cohomologia de de Rham de N.
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Demostracion
Para una estructura regular (M, 7, N,w;) sabemos que existen k 2-formas dife-
renciales (¢1)s, ..., (¢r)s sobre N tales que

wi = Fy(wi)o — m5((@)i)s

donde F; es el difeomorfismo de M en (T})*N definido a partir de la seccién global
s: N — M de .

La aplicacién que a cada clase de equivalencia de variedades casi k-cotangentes
regulares con base N, [(M,w;, N, )], le asocia el elemento

([(#1)s),- -+ [(dx)s]) € H*(N,R) x ... x H*(N,R)

esté bien definida y es la correspondencia biyectiva buscada.O

Las estructuras casi k-cotangentes regulares equivalentes a ((T3)* N, mo, N, (w;)o)
estdn caracterizadas por la anulacién del elemento de H2(N,R) x ... x H%(N,R)
asociado. De hecho se prueba en [LMS2] el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 Supongamos que (M, 7, N,w;) es una estructura casi k-cotangente
regular. Entonces (M, 7, N,w;) es equivalente a ((TE)*N, mo, (w;)o) st y sdlo si el
elemento de H*(N,R) x ... x H?(N,R) que determina es cero. En tal caso w;
es ezacta para todo 1 < i < k, es decir w; = dX;, y la equivalencia F verifica
F*(Ai)o = X@

1.3.2 Meétodo de Nagano

A continuacién establecemos, por un procedimiento distinto del utilizado en la
seccién anterior, bajo qué condiciones una variedad M de dimensién n(k + 1) es
difeomorfa al fibrado cotangente de las k'-covelocidades (73)*Q de una variedad Q
de dimensién n. \

En este caso utilizamos un resultado demostrado por Nagano [Ng] en el cual se
prueba cémo una variedad diferenciable satisfaciendo algunas propiedades puede ser
dotada de una cierta estructura de fibrado vectorial.

Dado un campo de vectores X sobre una variedad diferenciable M, en cada punto
singular de X z € M tal que X, = 0, podemos definir un operador que se llama
operador caracteristico de X en z, que denotamos (Ax)., del modo siguiente:

(Ax)z: TeM — T, M
Y _ (Ax)z(Y)=VyX

|
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donde V es una conexién lineal arbitraria sobre M. Este operador no depende de
la eleccién de la conexién lineal V por ser z un punto singular de X.
En efecto, si (z!) es un sistema de coordenadas locales sobre M de forma que

0 . 0 0 0

- Y =Y'— =Tk _Z_
oz’ oz’ v 9 547 Ly oz*’
oz

X = X?

la expresién local de (Ax), es

Xt o
o7 oz

(Ax).Y = Y7

expresién que no depende de la conexién lineal V escogida.

Sea M el espacio total de un fibrado vectorial M — N. Podemos deﬁmr una
accién de R sobre M dada por la multiplicacién escalar en cada fibra. Si (z%,y?) es
un sistema de coordenadas locales de M de forma que (z*) son coordenadas en la
base N e (y*) son coordenadas en las fibras, entonces la accién estd dada localmente
por:

RxM — M

(t7 (*ri? ya)> I (xi; etya)‘
Esta accién es el flujo de un campo de vectores C sobre M que se llama campo
de vectores candnico del fibrado vectorial.

Es facil comprobar que, en el sistema de coordenadas (¢, y%), la expresién local
de C es: 3

(1.3.16) C=y 5y

El campo de vectores C verifica las siguientes cuatro condiciones:

i) C genera un grupo 1-paramétrico global de transformaciones sobre M.

il) Para cada punto z € M existe un nico tlim (exptC)(z), donde exp tC denota
— OO .
el flujo de C.

iii) El operador caracteristico (A¢), asociado a C satisface ((Ac).)? = (Ac), para
cada punto singular = de C.

iv) El conjunto S de los puntos singulares de C' es una subvariedad de M de
codimensién igual al rango del operador (Ac), para todo z € S.
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Las condiciones 1) y ii) son consecuencia inmediata de la propia definicién de la
accién de R sobre M. La condicién iii) se comprueba utilizando la expresién local
del operador caracteristico asociado a C' que es, respecto al sistema de coordenadas
) ) 8. 0

(AC)x(b?) =0, (AC)I(a_yd) = 5
Finalmente, de la expresién local (1.3.16) de C, se deduce que el conjunto singular
S estd determinado por las ecuaciones y* = 0. Entonces S es la seccidén cero del
_fibrado M — N, y por lo tanto S es difeomorf a N y una subvariedad regular de M.
Ademds codim S = dim M — dim N que es claramente igual al rango del operador
(Ac), para todo z € S.

Teniendo en cuenta la expresién local (1.3.16) el conjunto singular S de C estd
determinado por las ecuaciones y* = 0, por lo que es la seccién cero del fibrado
vectorial M — N, y por lo tanto difeomorfo a N.

Teorema 1.3.3 [Ng| Sea M una variedad diferenciable sobre la que existe un campo
de vectores C' que satisface las propiedades i)-iv). Existe entonces una unica estruc-
tura de fibrado vectorial en M sobre la variedad S de los puntos singulares de C, tal
que C es el campo de vectores candnico.

A continuacién exponemos brevemente un esquema de la demostracién de este
resultado. La prueba consiste en comprobar que, si N(S) es el fibrado vectorial
sobre S definido en cada punto z € S por

N(S)x = {X € TxM/(AC)x-X = X},

entonces M es difeomorfa a N(S) y tiene por tanto una estructura de fibrado vec-
torial sobre S de la que C resulta ser el campo de vectores candnico.

La propiedad iii), significa que, en cada punto =z € S, el operador (A¢c), es un
proyector y por tanto, [LR2], podemos escribir

T.M = ker(Ac), ® Im(Ac)z,
para todo z € S. O, lo que es lo mismo,
TM;s =TS @ N(S),
teniendo en cuenta la definicién de N(S) y que,
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en cualquier punto z € S.

Para definir el difeomorfismo @ : N(S) — M se comprueba en primer lugar que
existe un subfibrado esférico £ C N(S) tal que para todo X € E, estd bien definida
la aplicacién,

(1.3.17) XeFE —al)e M,
con « una aplicacién de R en M tal que
a8 o= X((0)),

t%%ﬁ = C(a()).

La propiedad i) permite extender la aplicacién a todo N(S).

La aplicacién ® : N(S) — M asi construida es el difeomorfismo buscado que nos
permite dotar a M de estructura de fibrado vectorial sobre S. La construccién de
® asegura que C es el campo de vectores canénico. Ademas, por ser la estructura
de fibrado vectorial de N(S) sobre S tnica, obtenemos que la estructura de fibrado
vectorial construida en M es también unica.

Una consecuencia inmediata de este resultado es el siguiente corolario.

Corolario 1.3.2 Dos fibrados vectoriales son isomorfos si y sélo si existe un difeo-
morfismo que preserva los campos de vectores candnicos.

Este resultado general puede aplicarse a distintos fibrados vectoriales. En [Ng],
Nagano lo aplica al caso del fibrado cotangente obteniendo una caracterizacién de
variedades simplécticas como fibrados cotangentes.

A continuacién aplicamos el resultado de Nagano al caso de variedades casi k-
cotangentes integrables, o equivalentemente, variedades k-simplécticas.

En la demostracién del teorema utilizamos los siguientes resultados:

Definicién 1.3.3 i (E, 7, M) es un fibrado y p : H — M una aplicacién, entonces
el pull-back de 7 por p es el fibrado (p*(E), p*(r), H) donde el espacio total p*(E)
estd definido por,

{(a,) € E x H/m(a) = p(b)},

y la proyeccidn p* () por,
o*(m)(a,b) = b.
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El pull-back es un fibrado con fibra tipo igual a la fibra tipo de 7. El par (7*(p), p)
es un morfismo de fibrados de p*(7) a 7.

Si tomamos el fibrado tangente (7'M, Ty, M) y, en lugar de una aplicacién p
tomamos otro fibrado (E, 7, M) sobre M, entonces el pull-back de 74 por 7 es el
fibrado,

(W*(TM)a 7T*(TM)’ E)’

llamado fibrado transverso a 7.
Podemos definir una aplicacién,

Tt TE — 7*(TM)
X — (m(X),7e(X)).

Se verifica, [S3]:
Lema 1.3.1 La siguiente sucesion de morfismos de fibrados sobre M es exacta:
0—Vr5HTED 7*(TM) — 0,
donde V' es el subfibrado vertical de 75 e i es la inclusion.

Teorema 1.3.4 Sea M una variedad de dimension n(k + 1) dotada de una estruc-
tura casi k-cotangente integrable (w;, V;; 1 < i < k) tal que las formas presimplécticas

w; son ezxactas, es decir w; = —d);, y ademds (\;)jy; = 0 para todo 1 < 4,5 < k.
Sean Ci,...,Cy los campos de vectores sobre M definidos por
(1318) le,wj; = —&ijAj.

Si los campos de vectores Ci,...,Cy satisfacen las condiciones i)-ii) entonces

M es un fibrado vectorial sobre la variedad S de los puntos singulares de C =
Ci+ ...+ Cx, isomorfo al fibrado cotangente de las k*-covelocidades de S. Ademds
el isomorfismo lleva la estructura casi k-cotangente canénica y los campos de vectores
candnicos de (T{)*Q a (wi, Vi;1 <i < k) y Cy, ..., Ck respectivamente.

Demostracién
Por ser la estructura (w;, V;) integrable existe sobre M un sistema de coordenadas
locales, que denotamos (T%,%,), y que es adaptado a la estructura, es decir

) 0
w; = dz* N dfza, V; =< %—; >a=1,..,n -

a
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Si las formas presimplécticas son globalmente exactas, es decir w; = —dJ\;, en-
tonces las 1-formas A; se pueden escribir localmente como

A= Tiad_a-f-dfl

3fz

a—]

Utilizando ademas que (\;)jv; = 0 se deduce que

Of;

i = (T8 + —=)dz°*.
1 ( o %a)
Definimos un nuevo sistema de coordenadas (z*, z%,) por las siguientes funciones
4 0
z* =7, T, =T + 2

oz’

de forma que, en el nuevo sistema de coordenadas locales las 1-formas A; se escriben
por

A = zidz®.
Consideramos sobre la variedad M k campos de vectores Ci, . . . , Cy determinados
por las expresiones
to;w; = —0iz ;.

Operando en coordenadas locales (z%,z%) se obtiene que la expresién local de
estos campos de vectores es

; O
aa_xz‘x’
para cada 1 < ¢ < k fijo. Por lo tanto el campo de vectores C'= C; + ...+ C}, tiene
la siguiente expresién local

Ci=1’

1.3.19 C=zt—v+...+zF—.

(1.3.19) “zl T T Cagk
El conjunto S formado por los puntos singulares de C se expresa en las coor-
denadas locales adaptadas (z*,z%) por z} = ... = z¥ = 0, para todo 1 < a < m,
con lo que S es, como en el caso general, una subvariedad de M de dimensién n.
Ademés el operador caracteristico A¢ asociado a C' tiene expresién local, respecto

de (z%,z%),

) (Ae(z2) =0, (Ac)alrar) =~
ox® oz’ oz

7 )
a o
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en un punto cualquiera z € S, de modo que rango (Ac), = kn, y por lo tanto C
satisface la condicién 7v).
También utilizando la expresién local de Ac se comprueba que C verifica la
condicién i7). Para comprobar que C' verifica 1) y i¢) basta tener en cuenta que Cj,
, Cy verifican estas condiciones y que, como [C;, C;] = 0 para todos 1 < 4,5 < k,
entonces,
exp tC = exp tCi 0. .. 0 exp tCy,

con lo que C es un campo de vectores completo y existe un dnico \ lim (exp tC)(z).
——00

Asi M satisface todas las condiciones del Teorema 1.3.3, de Nagano, y podemos
asegurar que M tiene una tnica estructura de fibrado vectorial sobre S tal que C
es el campo de vectores candnico. De hecho existe un isomorfismo ¢ entre M y el

fibrado normal de S,
N(S), = Im(Ac):

= {XeT,M/X = Z i 0,

8 7

Este isomorfismo es tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

N(S) p M
\ S /

donde 7 es la proyeccién canénica y 7' es la proyeccién inducida a través del iso-
morfismo .

Para cada punto z € S existe un isomorfismo de espacios vectoriales ¢, entre
las fibras 771 (z) = NSy (7')"Y(z) = M,,

Yr : NpS — M,.
Ademss, de la expresion local de N, S se deduce que,
NS =Vi(z) @ ... 8 Vi(z).
Entonces, en cada punto x € 9, existe un isomorfismo de espacios vectoriales,

Fo=14+90,  T,M=T,S®NS=T,SeVi(z)® ... d V() — TS & M,.
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Por ser F, un isomorfismo de espacios vectoriales se comprueba de modo in-
mediato que la familia (&J;(z), W;(z),1 < i < k) formada por k 2-formas ;(z) en
T.S & M, tales que

wi(z) = Fiuwi(z),

y por k subespacios Wj(z) de TS @ M, de dimensién n tales que
Wi(z) = ¢.(Vi(2)),

es una estructura casi k-cotangente en el espacio vectorial TS & M,.

Sea {e1,...,en} una base del subespacio 7,5 y sea {vi,...,v5} una base del
subespacio Vi(z) para cada 1 < 1 < k. Si {u} = @ (v}),...,u4 = @ (vi)} es la
correspondiente base del subespacio W;(z) de M, entonces podemos definir una
aplicacién,

G T, SeM, —T,S8T,;S¢...¢T,S,

del modo siguiente:

Gz(ei,O,...,O) = (e,»,O,...,O),
G:l:(o) cee 7u£a cet 0) = (O’ te 7L(0,A..,ug,...,0)(ﬁi(x)a ] 0)7
pral<i<k, 1<a<n.
De las propiedades de (@;(z), Wi(z)) se deduce que G es un isomorfismo de

espacios vectoriales. Existe entonces un difeomorfismo de fibrados vectoriales sobre
S definido fibra a fibra,

M = UzesM, — (T{)*S = Upes(T2S @ ... T2 S).

Para ver que este difeomorfismo conserva las estructuras casi k-cotangentes
tomamos en primer lugar un elemento o, € (T})*S y expresamos la estructura
casi k-cotangente canénica del espacio vectorial T, ((73)*S) del modo siguiente.

Para cualquier fibrado vectorial (E,p, M), si denotamos por Vp = kerp, el
subfibrado vertical y por p*(T'M) el fibrado transverso a p, entonces existe una
sucesién exacta corta de morfismos de fibrados vectoriales ([S3], [Go], Lema 1.3.1)

0—-Vp—TE —p"(TM) —0.
Como en cada punto a, € (T¢)*S el espacio vertical V7*(a,) es

VrH(an) = Vi(es) @ .. @ Vi(as),
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y el fibrado transverso 7%(T'S) se puede identificar en cada punto con el espacio
Trk(a,)S, entonces cada vector Z,, € Ty, ((T#)*S) se expresa de modo tnico por

Zow = TH00)Z0r +01(Za) + -+ we(Za)
€ T, Vi(a)®... 8 Vi(am)-
Definimos un isomorfismo de espacios vectoriales
Y To,(TR)*S) — TSeTiSe...eT:S
Za, = (TH(az)Za,, Bi(2), - . -, B(2)),
donde S;(z) € TS es tal que
(Bi(2) = vi(Za,),

para (B;(z))® el (i)-levantamiento vertical del covector 3i(z) a V;(c,) definido por
de Leén, Méndez y Salgado en [LMS2], [M].

Sobre el espacio vectorial T,S @ T;S & ... @ TS existe una estructura casi
k-cotangente ((w;)o(z), (Vi)o(z)) definida por

(wi)o(z)((As, 01(2), - - -, 0k(2)), (Bzs p1(2), - - -, pr(2)) = 03(2) (B:) — pi(2)(Az),

(Vio(z)=0&®...0TsS®...00,

con TS situado en el lugar i.
Calculamos ¥*((w;)o(z)):

¥ ((wi)o(2))(Xes, Yar))

(wi)o(z) (¥(Xa,), ¥(Ya,))

= (wi)o(2)((7f(02) Xos, Bi(2); - - -, Bi()),
(7¥(0a)Yo,, 01(2), . ., ok(2)))

= Gi() () Ya,) = 0i() (TH(e) Xo).
((T%)"B:) () Ya, — ((T%)*03) (o) Xa,

= Lgi(i)(al)wi(az)(yam) - L,§i>(at)wi(az)(xa3)

= wi(og)(vi(Xa,), Ya,) — wilaz) (vi(Ya, ), Xa,)

wi(az)(Xag, Yoo )-

Il

Puesto que

$(Vi(az)) = (Vi)o(z),
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paratodo 1 <1 < k, entonces la estructura casi k-cotangente candnica de T, (TH*S)
se identifica, a través de ¢, con la estructura casi k-cotangente ((w;)o(s), (Vi)o(s))
del espacio vectorial T, S @ TS & ... & T;S.

Ademas,

(13.20) Gi(wido(z) = &i(z),

G(Wi(z)) = (Vi)o(x),
para todo 1 <1 < k, y por tanto el isomorfismo de fibrados vectoriales M — (T})*S
conserva las estructuras casi k-cotangentes, puesto que la composicién ¢ "1oG o F es
una aplicacién de T, M en T, (T}})*S que conserva las correspondientes estructuras
casi k-cotangentes.

La segunda condicién de (1.3.20) es inmediata y la primera se comprueba del
modo siguiente.

Si denotamos por (a,b) = (a,b1,...,b) y (¢,d) = (¢, dy,...,dx) dos elementos
de TS & M., entonces:

(G2 (wido(2))((a,0), (¢, d))

(wi)o(2)(Ge(a,b), Gz (c, )
= (wi)o(x)((a; Lapyd1(T), - - -, Lap)Wik()),
(€ Ye,d@D1(T)s - -+, Yed)Tk(T)))
= Yepnwi(z)(c,0,...,0) — teawi(z)(a,0,...,0)
@i(z)((a,b), (¢, 0)) — wi(2)((c, d), (a,0))
= @i(z)((a,b), (c,d)).
con lo que G} (w;)o(z) = W;(z) para todo 1 < i < k. Ademés de la definicién de G,
es evidente que G,(W;) = 08 ... T;S® ... 0 = V(z) con T;S situado en el
lugar 1.

Siz € M es tal que no estd en Sy n'(z) = s € S, podemos escribir, utilizando
el Lema 1.3.1,

T, M =T,5 & Vry(z),

y, mediante una traslacién en la fibra (7')7!(z), podemos identificar V7a(z) con
V7m(s) de modo que

T,M =TS ®V1y(s) =TS & NS,

y podemos repetir el razonamiento anterior.
Como las condiciones (1.3.18) determinan por completo a los campos C;, es

inmediato que F; aplica estos campos en los campos de vectores canénicos del fibrado
(THs. o



Capitulo 2

Variedades casi k-tangentes.

2.1 Estructuras casi k-tangentes

2.1.1 El fibrado tangente de las k!-velocidades

El fibrado tangente de las k'-velocidades sobre una variedad diferenciable @ es el
ejemplo modelo a partir del cual de Ledn, Méndez y Salgado ([LMS3], [M]) definen
las estructuras casi k-tangentes sobre una variedad Q.

Ejemplo 2.1.1 Dada una variedad diferenciable ) de dimensién n el fibrado tan-
gente de las k'-velocidades de @ es la variedad de jets TEQ definido del siguiente
modo.

Para z € Q,

(T9)eQ = J5 . (R*, Q) = {53 .o /0 : R¥ — Qdiferenciable, o(0) = z},
donde j&xa denota el 1-jet de la aplicacién o; entonces
Tle = UZEQ(Tkl)xQ = UzGQJé,z(Rka Q) = J&(Rka Q)

Dado un sistema de coordenadas locales (u*;1 < a < n) en @Q, se define el

sistema de coordenadas locales (u®, v%,...,v%) en TE@ por
u(Jor0) = u*(z),

(2.1.1) . Ou®oo
Uia(.]é,za) = _La'{—_z]t=0a

paratodo 1 <a<nyl<i<k, donde (t,...,t5) € R*. Asi T}Q es una variedad
diferenciable de dimensién n(k + 1).

25
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La proyeccién 7% : T}Q — Q estd definida por
™ (j520) = .

Es evidente que para k = 1 obtenemos el fibrado tangente sobre Q.
Para k arbitrario existe un difeomorfismo candnico

ANTIQ —TQS...0TQ,

del fibrado tangente de las k!-velocidades sobre M con la suma de Whitney del
fibrado tangente sobre () consigo mismo k veces. A estd definido por

(2.1.2) AGoz0) = (Joz(@s- - Jou(0)k)
donde ¢; : R — @ es la curva en @ definida por
oi(t) =0(0,...,¢,...,0),

con t colocado en la i-ésima posicién.
Localmente,

A(w®vf, ... ) = (W], ... u®,vg).

Asi, para cualquier z € @, podemos identificar cada elemento de (T}).Q con
una k-tupla de vectores tangentes a @ en .

Utilizando esta identificacién, se puede definir una suma y un producto por
escalares en (T}),Q como sigue. Si u = (uy, ..., w) y v = (vq, ..., vx) son
elementos de (T}).Q y si A € R, entonces:

utv = (g +vy,..., U+ %),
Au = (Aul,...,)\uk).

Entonces 7% : TRQ — Q es un fibrado vectorial sobre @ isomorfo a la suma de
Whitney de T'Q) consigo mismo k veces.

Recordamos ahora la teoria de levantamientos de campos de tensores sobre @ a
T Q, [Mor].
Dada una funcién f sobre @ se define el (i)-levantamiento f) a T}Q de la forma

siguiente \
vy O(foo

@) (41 =

f (]O’r (0)) 3tz Jt=0’

paratodo 1 < i< k.




2. Variedades casi k-tangentes 27

El levantamiento vertical de f, se define por fV = f o 7*.
Localmente,
O, vp)

0
v ,
(2.1.3) ¢ (3_1{&)
frwsvf) = fus).
Si u es un campo de vectores sobre Q se define un campo de vectores u(®) sobre
TEQ del modo siguiente:

(2.1.4) WOy =0,  uD(FD) = §9(u(s)),

para todo 1 < ¢,j < k y para cualquier funcién f sobre Q.
Se define también el levantamiento completo u€ de u a T3@Q por

w(fY) = )",  wC(Y) = ()Y,

para cualquier funcién f sobre Q.
Dado un campo de tensores F' de tipo (1, 1) sobre @, se define el (7)-levantamiento
F@® de F a T}Q como el campo de tensores de tipo (1,1) sobre 7}Q dado por

(2.1.5) (FO)y(X) = (F(Tr*(X)))P,

para todo 1 < ¢ < k y para cualquier vector tangente X € T, (TEQ).
Localmente, si F' = Fg‘gg—a ® duP, es

o}

(2.1.6) FO = Fg s

® du.

De esta manera, dado I el tensor identidad sobre ), podemos definir k£ campos
de tensores J;, de tipo (1,1) sobre T} Q, como los k (i)-levantamientos de I:

Ji=10,
es decir, ‘
(Ji)y(X) = (T*(y) X)),

La expresién local de los campos de tensores J;, 1 < i < k, de tipo (1,1) en TRQ
es,

(2.1.7) Ji

6 [23
= 5% ® du”.

A partir de la expresién local (2.1.7), se deduce que se verifican las propiedades
siguientes:
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(1) JiOJj=Jj0Ji=O,
(2.1.8) (2) rangoJ; =mn,
(3) Isz N (+j¢iImJj) = 0,

para todo 1 <1¢,j < k.
Se definen del modo siguiente las prolongaciones de aplicaciones entre variedades
a los fibrados tangentes de k!-velocidades.

Definicién 2.1.1 Dada una aplicacion f : M — N entre dos variedades diferen-
ciables M y N, se define la prolongacién TEf : TM — TEN por

para todo x € M.

2.1.2 Estructuras casi k-tangentes

Considerando el modelo anterior, de Leén, Méndez y Salgado ([LMS3], [M]) intro-
ducen las estructuras casi k-tangentes sobre una variedad M de dimensién n(k+1).

Definicién 2.1.2 Sea M una variedad diferenciable de dimension n(k+1). Supon-
gamos que sobre M estdn definidos k campos de tensores Ji,...,Jy de tipo (1,1)
verificando las siguientes condiciones

1) JiOJj=JjOJi=0,
(2.1.9) 2) rangJ; =n,

3) ImJ; N (+;%ImJ;) =0,

tangente en M y Mse denomina una variedad casi k-tangente.

para todo 1 < 4,5 < k. La k-tupla (J1,...,Jx) se denomina estructura casi k-

También en [LMS3] y [M] se describen las estructuras casi tangentes como cierto
tipo de G-estructuras y se demuestra que existe una correspondencia biyectiva entre
estructuras casi k-tangentes sobre una variedad M de dimensién n(k + 1) y G-
estructuras Bg(M) sobre M, donde G es el subgrupo de Lie de Gi(n(k + 1),R)
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definido por

A 0 ... 0
A A ... 0

(2.1.10) G = . . | /JAeGl(n,R),A €gl(n,R),1<i<k
A, 0 ... A

2.1.3 Condiciones de integrabilidad

El grupo de estructura G dado en (2.1.10) puede describirse como el grupo de
invarianza de las matrices

00 0 00 0

I 0 0 00 0

00 ...0 00 ...0
(‘]1)0= 7"'3(']16)0: 5

00 0 I 0 0

donde [ es la matriz identidad de dimensién n. Es decir,
G= {CY € Gl(n(k + 1),R)/OI(J@)0 = (J,;)oa; 1<:< k}
Por la teoria general de G-estructuras, [Fu], tenemos

Definicién 2.1.3 Una estructura casi k-tangente (Jq,. .., Ji) sobre M es integrable
st y s6lo st en un entorno de cada punto de M existe un sistema de coordenadas
(%98, ..., yg) en el cual J; se expresa como (J;)o para todo 1 < i < k.

A continuacién, daremos una caracterizacién de la integrabilidad de las estruc-
turas casi k-tangentes.

Definicién 2.1.4 Dados A y B dos tensores de tipo (1,1) sobre M tales que AB =
BA, definimos un campo de tensores {A, B} de tipo (1,2) sobre M por

{A, B}(X,Y) = [AX, BY] + AB[X,Y] - A[X, BY] - B[AX,Y].

Ndtese que {A, A} = N,, tensor de Nijenhuis de A.
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Teorema 2.1.1 [LMSS3],[M] Una estructura casi k-tangente (Jy, ..., Jx) sobre M
es integrable si y sdlo si {J;, J;} = 0 para todos 1 < i,j < k.

En estas condiciones, existe un sistema de coordenadas locales (z%,y%,...,y5)
tal que los tensores J; de tipo (1,1) sobre M se expresan en este sistema por

9 ® dz°.

(2111) Ji = 5&1&

2.2 Caracterizaciones del Fibrado T} Q

En esta Seccién aplicamos los métodos ya utilizados en la Seccién 1.3 para obtener
caracterizaciones del fibrado vectorial T} Q.

En primer lugar recordamos los resultados obtenidos por de Leén, Méndez y Sal-
gado ([M], [LMS2]) para variedades casi k-tangentes integrables que definen fibra-
ciones. En estos resultados, siguiendo de nuevo el trabajo de Crampin y Thompson
[CrT] se obtiene en qué condiciones una variedad casi k-tangente se puede identificar
con el fibrado tangente de las k!-velocidades sobre otra variedad.

Después aplicamos el teorema de Nagano [Ng] para fibrados vectoriales, al caso
particular de las variedades casi k-tangentes, obteniendo [LMOS2] una nueva carac-
terizacién de variedades de este tipo como fibrados tangentes de k'-velocidades.

2.2.1 Meétodo de Crampin-Thompson.

Dada una variedad casi k-tangente (M, J;;1 < i < k) denotamos por V; = ImJ; las
k distribuciones diferenciables sobre M de dimensién n.

Utilizando la condicién 3) de (2.1.9) existe V = V; @ ... @ Vi una distribucién
diferenciable sobre M de dimensién nk.

Si la estructura casi k-tangente (Ji,...,Ji) es integrable, entonces las distribu-
ciones V, Vi, ..., V, resultan ser involutivas. Ademaés cada una de ellas define una
foliacién de M de forma que cada hoja de la foliacién definida por V es, localmente,
un producto de k£ hojas de las foliaciones definidas por Vi,...,Vk.

Definicién 2.2.1 La estructura casi k-tangente (Ji,...,Ji) sobre M define una
fibracion si el espacio de hojas de la foliacion definida por V tiene una estructura
de variedad diferenciable.
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Dada (M, Ji, ..., Jx) variedad casi k-tangente integrable que define una fibracién,
sea N el espacio de hojas de la foliacién en M definida por V. N tiene estructura
de variedad diferenciable y se pueden definir [M] los ()-levantamientos verticales de
vectores tangentes u a N a vectores tangentes u® a M.

Ademés, dada una conexién lineal simétrica V adaptada a la estructura casi
k-tangente, es decir, tal que VJ; = 0 para todo 1 < ¢ < k, se prueba que V induce
por restriccién una conexién llana sobre cada hoja de las foliaciones definidas por
Vi, Vi, ooy Viee

Se puede probar ahora el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 Dada (M, Jy,. .., Jx) una estructura casi k-tangente integrable que
define una fibracion m: M — N, sea V una conezidn lineal simétrica sobre M tal
que VJ; = 0 para todo 1 < 1 < k y supongamos que, con respecto a la conezion
llana inducida por V, cada hoja de las foliaciones definidas por V,Vi,..., Vi, es
geodésicamente completa. Si ademds cada fibra de m : M — N es coneza y simple-
mente conezra y cada hoja de V; es conexa para todo 1 < i < k, entonces M es un
fibrado afin modelado sobre T N.

Demostraciéon
De acuerdo con la Definicién 1.3.1 tenemos que definir un morfismo

p:MxyTIM — M
de variedades fibradas sobre N de modo que para cualquier z € M,
pr 7M@) X (T})eN — 773(a)

sea una accién libre y transitiva del espacio vectorial (T}),N sobre 7!(z).
Siu= (uy,...,ur) € (T¢)zN entonces los k campos de vectores verticales U; en

7~1(z) dados por .
Ui(y) = ((u:)?)y,

para cada y € 7*(z), son campos geodésicos respecto a V y, por lo tanto, cada uno
de ellos estd generado por un grupo l-paramétrico global:

@y, : R x 771 (z) — 77 }(2).
A partir de las curvas integrales t — ®y,(t,y) de U; definimos p por
,Oa:(y, u) = q)Uk(L AR (I)U2(17 q)Ul(l?y)) o )

Asi definida p, resulta ser una accién libre y transitiva.O

Consecuencias de este resultado son:
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Corolario 2.2.1 Si (M, J1,...,Jx) verifica todas las hipétesis del Teorema 2.2.1
y ademds w : M — N admite una seccion global, entonces M es isomorfo, como
fibrado vectorial, a TEN. El isomorfismo depende de la eleccién de la seccidn.

Corolario 2.2.2 Si (M, Ji,. .., Jx) verifica las condiciones del Teorema 2.2.1 salvo
que las hojas de la foliacion definida por V son simplemente conezas y esas hojas se
suponen mutuamente homeomorfas, entonces ToN es un espacio de recubrimiento
de M y las hojas de V' son de la forma T x R*¥"=¢ donde T* es el toro de dimensidn
s, para 1 < s < kn. Ademds, si se suponen las hojas de V' compactas entonces TEN
es un espacio de recubrimiento de M y las fibras son difeomorfas a T*™.

2.2.2 Meétodo de Nagano

Consideremos la estructura casi k-tangente canénica (Ji,..., Ji) sobre el fibrado
tangente de las k'-velocidades T}Q de una variedad diferenciable @ introducida en
el Ejemplo 2.1.1.

Localmente los campos de tensores J; se expresan por

J; ® du®.

= (a7
o

Consideramos las proyecciones canénicas

/'l’i : TI:Q — T}:—1Q7
definidas por pi(Xy,...,Xx) = (Xl,'...,X',-,...,Xk) para cada 1 < ¢ < k, donde
(X1,...,Xx) €T}Q =TQ ... dTQ, y denotamos por C;, con 1 < i < k, los
campos de vectores canénicos sobre el fibrado vectorial p* : T}Q — T}_, Q.
Los campos de vectores C; se escriben, localmente,

para cada 1 <i<k.
El campo de vectores C = C} + ... + Cy verifica, por estar construido a partir
de campos de vectores canénicos asociados a fibrados vectoriales, las condiciones
i) — iv) de la Seccién 1.3.
Ademis, los campos de vectores Ci, ..., Cy satisfacen:

(2212) [Ci, C]] == 0, LCiJj = —5,‘ij, JiCj = 0,
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para todos 1 <4, < k.

A continuacién probamos que una variedad casi k-tangente integrable con al-
gunas hipétesis adicionales es el fibrado tangente de las k'-velocidades de cierta
subvariedad.

Teorema 2.2.2 Sea M una variedad de dimension n(k + 1) dotada de una estruc-
tura casi k-tangente integrable (J1,...,Jx) y de k campos de vectores Cy,...,Cx
sobre M que satisfacen las condiciones (2.2.12), es decir,

[C;,C5] =0, Le,J; = =65, JiCy =0,

para todos 1 < i,5 < k. Si ademds Ci,...,Cy satisfacen las condiciones i) —
it), entonces eriste una unica estructura de fibrado vectorial en M sobre S que es
isomorfa al fibrado tangente TES de las k'-velocidades de la variedad singular S
de C = Cy+ ...+ Ck. Ademds el isomorfismo lleva la estructura casi k-tangente

candnica y los campos de vectores candnicos de TiS a (Ji,...,Jx) ¥ Ci,...,Ck,
respectivamente.

Demostracion

La integrabilidad de la estructura (Jy,---,J,) implica que existe un sistema de

coordenadas (Z%,7%) sobre M tal que, para todo 1 <7 < k y para todo 1 < a < n,
se verifica 9 5

Moz~ g Mo =°

La expresién local de cada C; es

= (A)% 55 + (Bo)j o

donde (4;)* = (A)*(@, 32,77, (Bi)g = (78,57, --,2). Como J;C; =0
se deduce que (A;)* =0, y como L¢, J; = -6,JJ' obtenemos que
' d(B
———-( _)J = 6’6’%
yh

Por lo tanto, para cada i € {1,..., k},

Ci= (Bi)ia(iﬁvgﬂ : ’yk) -a +Z B )a( )a—a .
Yi J#
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Utilizando ahora que [C;, C;] = 0 obtenemos que (B;)%

% = (B;)§ = 0 siempre que
i 7, con lo que

9
oy

Definiendo ahora un nuevo sistema de coordenadas locales (z%, y) por

C'i = (B’L)?(iﬁ7gf7 ot ,375)

%= jaa yf‘ = (BZ)?(iﬁ)gf)’
podemos escribir los campos C; respecto de estas nuevas coordenadas por

0
(2.2.13) C;i= y?a—y?,
de modo que ademés estas coordenadas son también adaptadas a la estructura
(J1,- -+, Jp). Si llamamos S; a la subvariedad de M formada por los puntos sin-
gulares de C;, para cada 1 < i < k, obtenemos que cada S; estd determinada por la
condicién yf = 0. Ademds, si C = C; + ... + Ck, entonces

0 0
2.2.14 C=yf—+ - +yp=—,
( ) U1 ayix Yk ayg

de modo que S = S;N---N .Sk, la subvariedad de M de los puntos singulares de C,
tiene dimensién n.
En las coordenadas (z%,yf), el operador caracteristico Ac estéd dado por

0

(10)lm) =0, (Aokulzs) = 505

para cada punto z € S.

Las expresiones locales (2.2.14) de C y las de A¢, implican directamente que C
verifica las condiciones 4ii) — 1v).

C verifica también las condiciones i) — i¢) puesto que de [C;, C;] = 0 se sigue

exp tC = exp tCy0---oexp tCy ,

con lo que C es completo por serlo cada C; existe un tnico tlim (exptC)(z) para
—0Q

cada z € M. Estamos entonces en las condiciones del teorema de Nagano y podemos
decir que existe una unica estructura de fibrado vectorial en M sobre S tal que C
es el campo de vectores candnico y existe un isomorfismo
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N(S) 12 M

S

S

donde 7 es la proyeccién canénica y 7’ es la proyeccién inducida a través de .

Se tiene
k 0
N(S)z = {XeTxM|X=ZX;18—ya‘},
i=1 f
0
_ _ ya
T.S = {XeT.M|X=X"5

Para cada punto z € S existe un isomorfismo de espacios vectoriales @, entre
las fibras 771 (z) = N, Sy (7')~Y(z) = M,,

P+ NpgS — M,.

Ademés, si denotamos por Vi(z) = Im J;(z) los k subespacios de T, M de di-
mensién n, es inmediato que

N,S=Vi(z) & ... & Vi(2).
Entonces, para cada punto z € S, existe un isomorfismo de espacios vectoriales,
Foilt+o: TM=T,Se&N,S=T,SeVi(2) ... 8 Vi(z) = TS & M,.

En el espacio vectorial T,S @ M, definimos k aplicaciones lineales J;(z), . .., Ji(z)
por:
(1+‘Pz)—1
,SeM, —= TT,SeVi(z)®...d Vi(z)
Ji(z)| Vi)
T.SeM, & T,SoVi()e... o).

(Ji(z), ..., Jk(z)) es una estructura casi k-tangente en el espacio vectorial 7,5 &

-
Sea {ei,...,en} una base de T,,S y sea {v,...,v}} una base de V;(z) para cada
1 <9<k Sea{ul = @ (v}),...,u} = (V%) }1<i<k, la base de M, correspondiente.
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La aplicacién J;(s) estéd definida por:

Jilg) : TM=T.58V(z)&.. .0 V) - TM=T58W(z)e... &V),

Ji(7)(eq,0,...,0) = (0,0,...,2,...,0)
J(2)(0,0,... 0%, ...,0) = (0,0, ...,0),

paratodos 1 <4,j <k, 1<a<n.
Es inmediato que,
Ji(@))1,5 : TS — Vi(z),

_ es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Podemos definir un isomorfismo de espacios vectoriales,
G, T,SeT,S¢..6T,S — 1,56 M,,
por:
G, = (]. + (pg;) o (1 + Jl(x)JTzS +...+ Jk(m)jT;,S)-

Existe entonces un difeomorfismo de fibrados vectoriales sobre S definido fibra
a fibra,
TLS = Upes(TeS @ ... © TpS) — UgesM, = M.

Para ver que este difeomorfismo conserva la estructuras casi k-tangentes tomamos
en primer lugar un elemento X, € T}S y expresamos la estructura casi k-tangente
canénica del espacio vectorial Tx_(T}S) del modo siguiente.

Puesto que en cada punto X, € T} S el espacio vertical Va*(X,) es,

Vﬂ'k(Xz) = Vl(Xx) S...8 Vk(Xz)a

y el fibrado transverso (7*)*(T'S) se puede identificar en cada punto con el espacio
Tk (x,)S, entonces cada vector Zx, € T, (T;S) se expresa de modo dnico como

Zx, = (M)(X2)(Zx.) +v1(Zx,) + ... + vs(Zx.)
€ T,SoVi(Xy)®... 0 Vi(X,).
Definimos un isomorfismo de espacios vectoriales,
v Tx, (TRS) — T.56T.S&...0T,S
Zx, = ((M):(X2)Zx,, Ai(2), .. ., Ak(2)),
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donde A;(z) € TS es tal que,

(Ai(@)¥ =vi(Zx,),
siendo (4;(z))® el (i)-levantamiento vertical del vector A;(z) a Vi(X,) definido por
de Leén, Méndez y Salgado ([LMS4], [M]).

Sobre el espacio vectorial 7,5 ® T,S & ... ® TS existe una estructura casi k-
tangente ((J1)o(x), ..., (Jk)o(x)) definida por,

(Ji)o(z)(€as0,...,0) = (0,0,...,6q4,...,0),
(Ji)o(a:)(0,0,...,ea,...,O) = (0,...,0),
conl<i<k.

El isomorfismo % conserva la estructura, puesto que el siguiente diagrama es
conmutativo para todo 1 <1 < k:

Tx,(TES) % T.S6T,S®... ®T,S
Ji(X2) Lo(@)
Tx,(TES) % T.S@T.Se..0T,S.

Por tanto, la estructura casi k-tangente canénica de T, (TiS) se identifica, a
través de v, con la estructura casi k-tangente ((J1)o(z),..., (Jrx)o(z)) del espacio
vectorial T,S ® T, S ... T,S.

La conmutatividad del diagrama,

T.S6T.5e...0T.S % T.Se M,
(J)ol i)
T.S0T,Se..0T.S =& T,SeM,

para todo 1 < i < k, prueba que el difeomorfismo de fibrados vectoriales M — T}S
conserva las estructuras casi k-tangentes.

Dado que los campos de vectores C4, ..., Cy estan caracterizados por las condi-
ciones (2.2.12) es facil ver que se conservan los campos de vectores canénicos.O

2.3 Jets de primer orden

En esta seccién recordaremos la construccién del fibrado de 1-jets J*7 de un fibrado
(E,m,M) donde M es la variedad base, E es el espacio total y 7 : E — M la
proyeccién [S3]. Suponemos dim M = m, dim E = m + n.

Sea I'p(m) el conjunto de secciones locales de 7 cuyo dominio contiene a p. Defi-
nimos en I'y() la siguiente relaciéon de equivalencia.
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Definicién 2.3.1 Dos secciones locales ¢ y 1 € I'y(m) son equivalentes si ¢(p) =
¥(p) y ademds, en algin sistema de coordenadas fibradas (z*,u®) con 1 < i < m,
1 < a < n se verifica

d9*  oyY°

oz 1 Ozt pp

La clase de equivalencia que contiene a ¢ se llama el 1-jet de ¢ en p y se denota
Jp9-
Se define la primera variedad de jets de 7 del modo siguiente.

Definicién 2.3.2 La primera variedad de jets de 7 es
(2.3.15) J'r = {jp¢/p € M,$ € Tp(m)}.

Se definen ademds las proyecciones m y w0 de J'm a M y E respectivamente
por
m: Jr — M
Bt — p

71,0 - J17T e E

ia® — ¢(p).

J'7 tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensién m(n + 1) + n.
De hecho se puede definir un sistema de coordenadas locales del modo siguiente

Definicién 2.3.3 Sea (E,7, M) un fibrado y sea (U, u) un sistema de coordenadas
fibradas en E conu = (z*,u®). El sistema coordenado inducido (U*, u') sobre J*(r)
se define por

Ut = {59/¢(p) € U},

ul = (2% u®,uf),
donde: _ .

2'(j,0) = '(p),
(2.3.16) w(jpd) = u(4(p)),

9¢*

w9 = G

para todo 1 <i<myl<a<n.
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Las proyecciones my o : J'm — Eymy : J'm — M son submersiones sobreyectivas.
De hecho se verifica [S3],

Teorema 2.3.1 El triple (J'm, 710, E) tiene una estructura de fibrado afin mode-
lado sobre el fibrado vectorial

(7 (T*M) @ V', (TEJ#(T*M)) ® (TEJW), E)

donde 75 : TE — E es la proyeccion candénica.
FEsta estructura es tal que, para cada carta fibrada (U, u) sobre E, la aplicacién

ry: mo(U) — U x R™

3¢ — (8(p)ui(5p9))
es una trivializacidn afin local.
De aqui se deduce

Corolario 2.3.1 El espacio total J*w de w10 es una variedad cuya dimensién es
m(n+1) +n.

Dada una subvariedad abierta W C M y dado el conjunto I'y/(7) de secciones
de 7 con dominio W, se pueden definir las prolongaciones de secciones locales.

Definicién 2.3.4 Sea (E,w, M) un fibrado, W C M una subvariedad abierta y
¢ € Tw(n). La primera prolongacién de ¢ es la seccion ji¢ € Ty (m) definida por

(2.3.17) 7'¢(p) = jp¢
parap € W.

Utilizando las ecuaciones (2.3.16) se obtiene que la representacién coordenada
de la seccién jl¢ € Tw(m) es (¢°, %‘;—,)

Definicién 2.3.5 Dados el fibrado (E, 7, M) y el fibrado de 1-jets asociado J*, se
define un campo de jets como una seccién I : E — J'm del fibrado ;0.

Definicién 2.3.6 Una seccidn integral del campo de jets T es una seccion local ¢
de 7 tal que la prolongacion j'¢ satisface

j'¢=Tog.
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Se define también [S3] la primera prolongacién de un morfismo de fibrados del
modo siguiente

Definicién 2.3.7 Sean (E,n, M) y (H,p, N) dos fibrados y sea (f, f) un morfismo
de fibrados tal que f es un difeomorfismo. La primera prolongacion de (f, f) es la
aplicacion j*(f, f) : J'm — J'p definida por

PTG = 5, (F(6)

donde f(¢) = fogo 7]71(d0m¢)'

2.4 Campos de k-vectores

2.4.1 Campos de k-vectores

Consideramos una variedad diferenciable M de dimensién n dotada de un sistema
de coordenadas locales (u®;1 < a < n). Consideramos el fibrado tangente de las
k!-velocidades de M TkM con el sistema de coordenadas inducido (u®,v;1 < a <
n,1<i<k). Seank; : T*M — M la proyeccién canénica.

Definicién 2.4.1 Un campo de k-vectores sobre M es una seccion X : M — TE M
de la proyeccion canénica mk;.

En coordenadas locales podremos escribir

X: M — T'M
(ua) - (UQ’X{I)7

donde X& = X(u®).

Consideramos el fibrado trivial 7 : R* x M — RF. Veremos que se puede
identificar J'm con R¥ x T} M. En efecto, si j}¢ € J'm, entonces ¢ : R* — R¥ x M
da lugar a una aphca,cmn ¢ : R¥ — M definida por ¢(t) = pry o ¢(t), donde
pro : REX M — M denota la proyeccién en el segundo factor. Definimos ahora
é: : R* — M por ggt(:s) = ¢(t + s). Entonces ¢;(0) = ¢(t) = x € M. Asi, ji¢ se
identifica al par (¢, j3¢:).
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Reciprocamente, dado (¢,j30) € R¥ x TiM,cono: R — M tal que 0(0) =z €
M, se define:
7: R — M
s — T(t)=o0(t—s),

de modo que 7(t) = o(t — t) = 0(0) = z.
Identificamos (¢, jjo) con ji7 € J'w. En coordenadas inducidas la identificacién
es la identidad y no hacemos distincién entre las coordenadas en R¥ x TEM y J'7.
Se obtiene el diagrama conmutativo

Jin =RF x TPM——T0 L Rk M
T ™
Rk

donde 71,0, ™ y 71 son las proyecciones canénicas.
Utilizando la Definicién 2.3.5, un campo de jets para 7 es una seccién de la
proyeccién
mo: Jir =RF x TIM — R* x M.

Podemos expresar localmente un campo de jets «y sobre 7 por
v: RExM — RFxTIM

(t,u®) — (t,u®,92).

Por lo tanto cada campo de k-vectores sobre M,
X: M — TIM

u* — X(u*) = (u* Xf),

puede identificarse con el campo de jets 7y sobre 7 : R x M — RF dado por:
(' u®) = (¢, u*, X2).
Teniendo en cuenta la Definicién 2.3.6 de seccién integral de un campo de jets,

definimos del siguiente modo las secciones integrales de un campo de k-vectores
sobre M.
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Definicién 2.4.2 Una seccidn integral del campo de k-vectores X sobre M es una
aplicacion o : U C R — M, con U abierto en R*, tal que

Xoo= 0(1),
donde oV es la prolongacidn de o definida por
oV UcCRF — T}M
t — oW(t) = jio;
con o4(s) = o(t + s) para todo t, s € RF.
Comparando la definicién de o) con la Definicién 2.3.4, se obtiene que,
oM = pryojlid, o),

donde (id, o) : RF — R* x M es la seccién definida a partir de o.
De hecho se verifica

Proposicién 2.4.1 ¢ : U C R* — M es una seccion integral del campo de k-
vectores X : M — TEM siy sélo si (id,0) : U C RF — R* x M es una seccién
integral del campo de jetsid x X : R* x M — RF x TF M.

Demostracién
Si localmente la seccién o se escribe por o(t) = (0*(t)), entonces

AL (t)

jéat N
= (0:(0), +(0)

I GRON--SO))

Por otro lado la composiciéon X o o se escribe
Xoog: UCRF - M — TiM
() = (o) — (0°(t), X2 (0(t)))

de manera que o : U C R* — M es una seccién integral del campo de k-vectores X

lo que equivale a que (id, o) sea seccién integral del campo de jets id x X.O
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Nota 2.4.1 Las ecuaciones

oc®

Xe(o(t) = 2 1)

que determinan las condiciones en que una aplicacién de un abierto U C R* en M
es una seccién integral de un campo de k-vectores, son un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales y por lo tanto pueden no existir soluciones, es decir, un campo
de k-vectores puede no tener secciones integrales.

Definicién 2.4.3 Un campo de k-vectores X : M — TEM se dice integrable si en
cada punto p € M eziste una seccién integral o : U C R*¥ — M tal que o(0) = p.

Nota 2.4.2 Sea (t;,2*1 < i < k,1 < a < m) el sistema de coordenadas canénico
de R* x R™. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden del
tipo:

(2.4.18) oz

= %P
8t1 fl ( )7
conz=(z},...,2™): RF - R™y f = (f*) : R™ — R* x R™ puede interpretarse
localmente como un campo de k-vectores sobre R™.

En un entorno U de cada punto x € R™ podemos definir el siguiente campo de
k-vectores:

X: UCR™ — T} Ty
T — X(z) = (Xi(z),...,Xk(z)),

con 5
Xi(z) = £ (@) 5= (2).
De este modo una aplicacién,
c:VCcR —R™,
con V un entorno de 0 € R* y ¢(0) = z, es una seccién integral de X si y sélo si

do® o
(1) = £7(o(0),

para todo t € V, es decir, o satisface el sistema de ecuaciones (2.4.18).



44 2.4 Campos de k-vectores

2.4.2 Conexiones

A continuacién aplicamos los resultados generales [S3] de caracterizacién de la in-
tegrabilidad de campos de jets por medio de conexiones en fibrados al caso de los
campos de k-vectores.

Como antes, sea (E,m, M) una variedad fibrada. Veamos en primer lugar cémo
se define una conexién sobre esta variedad fibrada. Para ello empezamos recordando
las definiciones de subespacio y subfibrado verticales.

Definicién 2.4.4 Dado el fibrado (E, 7, M), el subconjunto
Vi={XeTE/mn.(X)=0e€TM}

se denomina el conjunto de vectores verticales a . Vr es una subvariedad de TE.
El triple (V, (7g) vn, E) con mg la proyeccion candnica del fibrado tangente a E,
es un subfibrado de g que se llama el subfibrado vertical de 7.

Para cada punto z € E el conjunto

V., ={X e Vrn/X € T,E},
es un subespacio vectorial de T,E que se denomina subespacio vertical en z.

Entonces:

Definicién 2.4.5 Una conezidn sobre (E, 7, M) es un campo de tensores I, de tipo
(1,1) sobre E tal que

(2.4.19) =1,

y tal que el subespacio propio en cada punto z € E correspondiente al valor propio
—1 es el subespacio vertical V.

Se definen las proyecciones vertical y horizontal asociadas a una conexién I' como
los campos de tensores v y h sobre E, de tipo (1,1), dados por

1 1
v=3(-T), h=3(+T).

Por ser I" una conexién, utilizando (2.4.19) se deduce que v y h satisfacen

v+h=1, v =, h?=h, vh = hv = 0.
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Si ademaés definimos el subfibrado de TE, H = Im h, entonces se verifica que
TE=HeaV.

donde V = Imv. H se denomina la distribucién horizontal y H, = h(T.E) el subes-
pacio horizontal en e. Es evidente que una conexién consiste en dar un subespacio
horizontal en cada punto.

Dada una conexién I', su proyector horizontal h se expresa localmente, en coor-
denadas fibradas (z*,u®), por:

Oy 0 i 0
2.4.20) How) = ot Tt
h(z2x) = 0.

Las funciones I} se llaman componentes de la conexién.
Equivalentemente puede escribirse:
0

9 i 9 o
I‘—(—ét—i+2l“a—a—;5)®dti—ﬁ®dx .

Se verifica también, [S3], que existe una correspondencia biyectiva entre campos
de 1-jets, es decir, secciones de la proyeccién 7o : J'r — E, y conexiones sobre E.

En tal correspondencia, a un campo de jets v : E — J'm, dado por y(z¢, u®) =
(z*,u®, T'?), le corresponde una conexién I, tal que su proyector horizontal se escribe,
en coordenadas locales, por:

: 0 0
h=dz'® (— + I'¥—=).
(c%’ * Ou®

SiT es una conexién sobre E con proyecciones vertical y horizontal v y h respec-

tivamente, entonces

Definicién 2.4.6 La curvatura de la conexion T' es el campo de tensores de tipo

(1,2) en E definido por Rr = —%[h,h] donde [h,h] es el corchete de Nijenhuis de
h.

Finalmente se caracteriza la integrabilidad de un campo de jets del modo si-
guiente.

Proposicién 2.4.2 Seay un campo de jets sobre 7 : E — M y sea I, la conezidn
sobre E asociada a 7y. Entonces se verifica que 7y es integrable si y sélo si I, es una
conezion llana, es decir, st y sélo st N = 0.
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Demostracion

Sea un sistema de coordenadas locales (z*, u®) sobre E adaptadas a la estructura
fibrada (E, 7, M).
Operando en coordenadas locales se obtienen facilmente las siguientes igualdades:

o\ _ ,0ry oI} ore  _gor%., 9§
Rr(a a—j) = ((—8}]{ + 17 577%) — (5% + 17 55%))33;&-

De este modo,

Rf=0®( p +Ie )=(

0, equivalentemente,

R0 00 _(00)

0x? o'
que es la condicién de integrabilidad de la ecuacién,
o>
o oY

y por lo tanto la condicién de integrabilidad del campo de jets . O

Consideraremos el caso particular de la variedad fibrada (R* x M, 7, R¥). Uti-
lizando que un campo de jets de esta variedad fibrada equivale a un campo de
k-vectores sobre M, se obtiene que:

Proposicion 2.4.3 Eziste una correspondencia biyectiva entre campos de k-vectores
sobre M y coneziones sobre el fibrado (R*¥ x M, m, R¥).

Como sabemos por la Proposicién 2.4.1, la integrabilidad del campo de k-vectores
X equivale a la integrabilidad del campo de jets asociado. Deducimos, utilizando
la Proposicién 2.4.2, que la integrabilidad de un campo de k-vectores sobre M estd
caracterizada por el cardcter llano de la conexién asociada sobre R* x M.

Proposicién 2.4.4 Sea X : M — TEM wun campo de k-vectores sobre M y sea T'x
la conezion sobre (R*¥ x M, m,R*) asociada. El campo X es integrable si y sélo si
la conexién asociada I'x tiene curvatura nula.
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Nota 2.4.3 Ademds de la interpretacién local descrita en la Nota 2.4.2, un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden del tipo (2.4.18),

6z°‘_ o/ B
Ei_*fi(‘r )s

se interpreta geométricamente también como una conexién. Basta considerar la
fibracién
R* x R™ — R¥,

con coordenadas (t;,2%,1 <1< k,1 < a <m)y tomar la conexién sobre R* x R™
con proyector horizontal A dado por:
dy_ 0 a_0
Wag) = o5 + 2 op=
h(5) =0,

de modo que Imh =< 3(2— + f{"a%y >1<i<k €s la distribucién horizontal H de I'.

De este modo una seccién local ¢ = ¢(t;) = (t;, ¢*) definida en un entorno cibico
W de 0 € R*, es una seccién horizontal para I si y sélo si,

0¢* o
ati = fi <¢ﬂ)7

es decir, si y sélo si es una solucién de (2.4.18) en un abierto W C RF.

2.4.3 k-semisprays

Sea M = T}Q y consideremos el fibrado tangente de las k'-velocidades de M,
TiM = T}T}Q. Estudiaremos un tipo particular de campo de k-vectores en M.

Definicién 2.4.7 Un k-semispray sobre Q es un campo de k-vectores sobre TEQ,
es decir, una seccion € : TRQ — TETEQ de la proyeccion Wfﬂé o LiTiQ — ThQ, tal
que € es también una seccion del fibrado vectorial Tinh : TFTEQ — TR Q, con Tim§
definida segin la Definicién 2.1.1.

Si (u*) es un sistema de coordenadas en Q y (u*,vy) es el sistema de coorde-

nadas inducido en T} @, denotamos por (u"‘,v;’,uf},vffj; 1<a<nl<i<k)las

coordenadas inducidas en TR TxQ por las ecuaciones (2.1.1).
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Utilizando la identificacién A definida en (2.1.2) se deduce que, en cada punto
de T{Q, la seccién £ se puede identificar con una k-tupla (£,...,&) de vectores
tangentes a T2 @ que representaremos localmente por

(62 a (27 a
4= 8 5a T g

paratodo 1 <j < k.
Entonces, localmente, el k-semispray £ se escribe

(2.4.21) E(u®,vf) = (u*, v, &, &0y)-

Sabemos que la proyeccién 7rT1 : TETEQ — TEQ se escribe localmente

(2422) Tr’%gQ(u vz ) Uj ,’l},,]) (ua),u;x)

¥y puesto que 7§ (u*, v?) = (u®), entonces la prolongacién 7, » g se escribe localmente
(2.4.23) Tirh(u®, v Y U7, viy) = (u*,uf).
Asi, por ser £ un k-semispray sabemos que

mrig(€(u®,vf)) = Timb(§(u®, vf))

y combinando (2.4.21), (2.4.22) y (2.4.23) se obtiene que £ es un k-semispray si y
sélo si
& =7,
paratodo 1 <a<nyparatodol <:<k.
De esta forma el k-semispray £ se escribe localmente

(2.4.24) (u,vf) = (u*,0f, vf', €5).

Definicién 2.4.8 El campo de k-vectores de Liouville sobre TEQ es el campo de
k-vectores C = (C4,...,Cy) donde cada C;, 1 <1 < k, es el campo de vectores sobre
TEQ definido por

Ci(w) = (u)

para todo u = (uy,...,u) € TRQ, para todo 1 < i < k y con el (i)-levantamiento de
u; definido por (2.1.4).



i
:
%
:

2. Variedades casi k-tangentes 49

Los campos de vectores C; son los campos de vectores canénicos de los fibrados
vectoriales p* : TEQ — T{}_,Q descritos en la Seccién 2.2.2.

Una consecuencia inmediata de (2.4.24) es el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.5 Un campo de k-vectores £ = (&1,...,&) sobre TEQ es un k-
semispray st y solo si
‘]i(fi) = Cia V1 S i S k7

donde (Ji, ..., Jx) es la estructura casi k-tangente candnica sobre TrQ.

Se puede probar, de modo andlogo al caso del segundo fibrado tangente, [Go],
la existencia de una involucién canénica del segundo fibrado tangente de las k!-
velocidades.

Teorema 2.4.1 Eziste un difeomorfismo s* de T}TEQ sobre si mismo, y uno solo,
verificando las siguientes propiedades:

i) s* es una inwolucidn de TETEQ, es decir (s*)? =id.

ii) s* es un isomorfismo de fibrados vectoriales entre los fibrados (TETEQ, 7r§,éQ,
T!Q) y (T}TRQ, Ting, TR Q).

#i) Para toda funcidn f: Q — Q se verifica que TETEf o s* = TETEf.

Demostracién

Utilizando las propiedades i) y ii) se deduce que, localmente, s* debe estar
definida necesariamente por

« « 23 x « o (a3 o3
(2.4.25) (u®, v UG, V) = (U, ug, vl v
Reciprocamente, esta expresién local determina, para cada abierto U C @, un
difeomorfismo de T;llQTé 1(U) sobre si mismo que verifica las condiciones 1) y ).
k
Ademés, teniendo en cuenta la Definicién 2.1.1, si f es una funcién diferenciable
sobre U, entonces TiTE f o s* = TETLf. O

A partir de la expresién local (2.4.25) y de la Definicién 2.4.7 se deducen los
siguientes resultados.
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Proposicién 2.4.6 Un campo de k-vectores £ : TEQ — TETEQ es un k-semispray
sty sélo st
sFot =5

Los siguientes resultados sobre k-semisprays e integrabilidad de k-semisprays
aparecen en [Gil]. En ese articulo los k-semisprays se denominan secciones de se-
gundo orden y sus secciones integrales se denominan soluciones.

Dado que un k-semispray es un campo de k-vectores sobre T{Q, utilizando la
Definicién 2.4.2, se deduce que una seccién integral de un k-semispray % es una
aplicacién o : R* — T}Q tal que

foo=0oW.

Ademis, de acuerdo con la Definicién 2.4.3, un k-semispray £ se dice integrable
si, en cada punto u € T}Q existe una seccién integral de & tal que o(0) = u.
Se verifica el siguiente resultado

Proposicién 2.4.7 Un campo de k-vectores integrable £ : TEQ — TiTiQ es un
k-semispray si y sélo si para toda seccion integral o : U C R* — T}Q se verifica que

(mg 0 o)M=

Demostracién
Las expresiones locales de &, o y o) son:

£ TiQ — TITIQ

(uof) — (u% 0, &8, €55),

o UCR* — TlQ
t — (0%(t),07(2)),

oM: UcCRF — T}Q
t  — (o%(@t)@ (), - (2), 6t_7())'

Si o es una seccién integral de &, se verifica:

o Oc® o _ 00}
(2.4.26) & = T 5= g
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Por otro lado las expresiones locales de ﬂ'g oo yde (wg o) son
o0 UCRF — Q@
t — (o%(t)
(hoo)®: UCRF — TIQ
t — (1), 9.

T ot
Utilizando (2.4.26) se deduce que £ es un k-semispray si y solo si 0% = %%;}

pero, por las expresiones locales anteriores, esto es equivalente a que
o= (Ts o 0’)(1)7
lo que prueba la proposicién.O

También utilizando las expresiones locales correspondientes se prueba que

Proposicién 2.4.8 Sea £ : T}Q — TETEQ un k-semispray integrable. Entonces,
para cada punto z € TRTRU existe una aplicacion o : U C R¥ — Q tal que (¢ =
EooW y (eM)D(0) = 2. o se llama solucidn de €.

Demostracién
Dada ¢ : R* — T;'Q una secci6n integral de £ basta tomar o = 75 0 9.0

Nota 2.4.4 Sea un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
segundo orden del tipo,

2, .a yel
(2.4.27) Oe 5 92

— = fi(z", .
0t;0t; K ot )
Reescribimos este sistema como,

oz® O
(2.4.28) o T
o ovy
o, = i),
Si tomamos la fibracién R™xR*™ — R™ con coordenadas adaptadas (z%, z%;1 <
i1 <k,1 < a<m), elsistema (2.4.28) puede identificarse localmente con un campo

de k-vectores,
X :R™ x RF™ — THR™ x RF™),
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de modo que las soluciones de (2.4.28) son funciones,
¢:U CR* - R™ x R*",

é = ¢(xt) = (¢%, ¢,) que son secciones integrales de X.
Puesto que,
99" _ 4

3$i - Yar
es inmediato comprobar que X es un k-semispray y las soluciones de (2.4.28) son
las proyecciones a abiertos de R™ de las secciones integrales ¢ = (¢%, ¢¢,) de X.
Asi, de modo local, podemos interpretar geométricamente un sistema del tipo
(2.4.28) como un k-semispray sobre abiertos de R™ x R¥™,
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Capitulo 3

Formalismo hamiltoniano.

El objetivo principal de esta seccién es obtener una descripcién geométrica de las
ecuaciones de Hamilton asociadas a un problema variacional integral multiple, uti-
lizando la estructura geométrica de las variedades k-simplécticas.

3.1 Formas polisimplécticas

En esta seccién describimos las formas polisimplécticas en el sentido de Giinther
[Gii] y comprobamos que una forma polisimpléctica estdéndard no es més que una
estructura k-simpléctica como las estudiadas en el Capitulo 1.

Si la forma polisimpléctica no es estdndard no tendremos asegurada la existencia
de una distribucién sobre M verificando las propiedades de la Definicién 1.1.1.

Definicién 3.1.1 Una 2-forma Q sobre M, R*-valuada, cerrada y no degenerada en
el sentido de que, si X € x(M) es tal que tx) = 0 entonces necesariamente X = 0,
se llama forma polisimpléctica. El par (M,Q)) se llama variedad polisimpléctica.

El ejemplo canénico de estructura polisimpléctica considerado por Giinther [Gii]
es la variedad fibrada Hom(T'Q, R¥) sobre Q que Giinther llama fibrado homogéneo
de cojets, variedad que no es més que el fibrado cotangente de las k*-covelocidades
(TH*Q, que, como vimos en el Capitulo 1, es el modelo de las variedades k-
simplécticas.

Consideramos el siguiente diagrama conmutativo

53
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Ty 28 1o

Triyrol Imq
k

e —= @
La estructura polisimpléctica canénica sobre (T})*Q es la 2-forma RF-valuada
definida del siguiente modo:
Sea X5 € Tp((T)*Q) con 6 = mz)q(Xs) de forma que § = (61, ..., bk) €
(T})*Q. Entonces sobre (T3})*Q se define la 1-forma canénica ©p por:

O(Xs) = O(T75(Xs))
= (01(T75(Xp)), .., 0:(T7E(Xp))) € RE.
Definicién 3.1.2 O es la 1-forma candnica y g = —dOq es la forma polisimpléc-

tica candnica sobre (T{)*Q. En efecto ) es cerrada (es ezacta) y no degenerada.

Es fécil comprobar que si (u® ul,...,u%) es un sistema de coordenadas adap-

tadas en (T})*Q entonces las expresiones locales de ©g y €5 son

k
O = Z(@o)iﬁi, con (@O)i = Zugduo‘,
i=1 o
3.1.1 E | .
( ) 0o = Z(Qo)leiy con (Qo)l = Zdua A dula7
i=1 o
donde {ey,...,ex} es la base candénica de R*.

Por dltimo, para una variedad diferenciable M, se definen en [Gii] las formas
polisimplécticas estdandards.

Definicién 3.1.3 Una forma polisimpléctica Q sobre una variedad M se llama una
forma estdndard si y sélo si M admite un atlas de cartas candnicas para 2, es decir,
cartas en las que localmente Q se escribe en la forma (3.1.1). (M, Q) se llamard
entonces una variedad polisimpléctica estdndard.

Asi, dada una forma polisimpléctica estdndard Q2 sobre una variedad M podemos
k
escribir ) = Z Q;e; donde cada §; es una 2-forma R-valuada sobre M. Dado un

i=1
sistema de coordenadas adaptadas a 2 podemos definir localmente una distribucién
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V sobre M de dimensién nk, por las condiciones du! = ... = du™ = 0. Entonces es
facil comprobar que (£21,...,Q%, V) es una estructura k-simpléctica sobre M.

Si en el modelo (T})*@ se considera la estructura k-simpléctica canénica ((w)o,
.., (wi)o, V) descrita en el Ejemplo 1.1.1 y definimos la 2-forma R*-valuada Qq
por
Q= (w1)061 + ...+ (wk)oek

es inmediato comprobar, utilizando las expresiones locales (1.1.3) y (3.1.1), que Q
es precisamente la forma polisimpléctica canénica de (T})*Q.

Para una variedad k-simpléctica arbitraria (M, ws, ...,wk, V) se demuestra, uti-
lizando la primera condicién de (1.1.4), que:

Proposicién 3.1.1 Si (M,wy,...,wk, V) es una variedad k-simpléctica y definimos
sobre M la 2-forma R*-valuada Q por

Q =wie; + ... +wrer

entonces Q es una forma polisimpléctica sobre M. Ademds, del Teorema 1.1.1, se
deduce que ) es una forma polisimpléctica estdndard.

De esta manera hemos probado que una estructura k-simpléctica sobre M equi-
vale a una forma polisimpléctica estandard.

A centinuacién definimos los morfismos musicales que en la siguiente seccién
utilizaremos para expresar de modo global las ecuaciones de Hamilton sobre una
variedad k-simpléctica.

Puesto que toda variedad k-simpléctica es de hecho una variedad polisimpléctica
estandard, podemos considerar sobre ella los morfismos musicales Q° y f definidos
por Gilinther para este tipo de variedades.

Asi, para una variedad k-simpléctica (M, w,...,wk, V), definimos,

P TM — (TM=T'M&...0TM
X — OX)

del modo siguiente.
Para cada 1 <i < k, si X € T, M, entonces para cualquier Y € T, M se define:

(3.1.2) (2 (X))i(@)(Y) = wi(z)(X,Y),
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de modo que, .
LX) = (X(X)1,..., V(X)) € (T})" M.

Calculemos ahora la expresién local de . Sea (z%,7%;1 < o < n,1 <4 < k)
un sistema de coordenadas locales sobre M adaptado a la estructura k-simpléctica
(wi,--.,wk, V). En estas coordenadas:

w; = dz* A dzl,

paratodo 1 < i < k, de modo que utilizando (3.1.2) obtenemos la siguiente expresién
local para °:

Saa R

@)% = o,

b O 0\ _ sij
(€ (W))i(’é‘;g = 680,
con lo que
3.1.3 = (dzg,...,dzg).
Qb(aia) d 1 d k
Por otro lado: 8 5 B
(57058 = —876s,
(0 y).(-0 ) =
(Q (83]',71))1(29_.’13_5) 07
con lo que, 5
(3.1.4) Q"(b-;; =(0,...,—dz%,...,0),

con —dz® situado en la posicién j-ésima.
Por lo tanto, si X € TM se escribe localmente como

0 +X"—8—

X=X .
oz T %0zl

entonces:

(3.1.5) Q(X) = (Xdzl — X2dz®, ..., X*dzk — XEdz®).
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La aplicacién £
O TIM — T*M
X — O(X),

esté definida como sigue.
Si X =(X1,...,Xk) € (Ty)M entonces Q*(X) € Ty M es el covector dado por

GX)Y) = —traza((Q(V))i(z)(X;))

k
= - ;(Qb(y))i(x)(Xi)

k
= > wi2)(X,Y),
i=1
para cualquier Y € T, M.

Veamos cual es la expresién local de QF en el sistema de coordenadas locales
adaptadas (z%,z},).
Si X = (Xy,...,Xx) estd dado por:

1o} .0
( e N AV
\316) XZ (X’L) axa + (X‘l)aax_zl’
entonces
(@(FZe)i(X;) = (X)),
(PGING) = ~8aXs,

de modo que,
HX) = Q&(Xy,..., X)
(3.1.7) k , k ,
= =Y (Xi)adz® + > (Xi)*dz,
i=1 i=1

Nota 3.1.1 Si & = 1 entonces Q° = QF es el isomorfismo b de TM en T*M deter-
minado por la forma simpléctica.
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3.2 Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton de la Mecédnica Clésica son un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden del tipo:

d?i
HZ e t

donde (¢*, p;) es un sistema de coordenadas del espacio fase dado por las posiciones
y los momentos del sistema mecénico.

La geometria simpléctica permite dar una versién intrinseca de estas ecuaciones
del modo siguiente: En una variedad simpléctica (M,w) la 2-forma simpléctica
permite definir el isomorfismo b por:

™ — T*M
X — bX)=1xw

el cual permite asociar a cada funcién H : M — R (funcién hamiltoniana) un campo
de vectores Xy, llamado campo de vectores hamiltoniano correspondiente a H, tal
que las curvas integrales de Xy satisfacen, en coordenadas candnicas, las ecuaciones
de Hamilton. En efecto Xy estd definido por la ecuacién tx,w = dH.

Las ecuaciones de Hamilton clésicas asociadas a un problema variacional integral
multiple, son un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer
orden de la forma:

k
OH _ 8%
5 = Z

(3.2.8) =1
2 - 5
oz}, ‘
El objetivo de esta seccién es encontrar una versién intrinseca de estas ecuaciones
sobre variedades k-simplécticas.
De hecho, si H : M — R es una funcién hamiltoniana, el morfismo Q* anterior-
mente descrito nos permite asociar a H campos de k-vectores (X3, . .., Xi) sobre M

tales que
(Xy,...,Xx) =dH

Si existe alguna solucién (Xj,...,X) integrable, entonces sus secciones inte-
grales satisfacen, en coordenadas candnicas, las ecuaciones de Hamilton.




3. Formalismo _hamiltoniano 59

3.2.1 Hamiltonianos R-valuados

En primer lugar veremos que dado H : M — R existen siempre soluciones de la
ecuacién (X, ..., Xy) =dH.

En segundo lugar veremos que, en caso de existir, las secciones integrales de
(X1, ..., Xx) satisfacen las ecuaciones de Hamilton.

En variedades k-simplécticas, dada H : M — R, para cada x € M se tiene
dH(z) € Ty M y se trata de encontrar una coleccién de k-vectores Xy = ((X1)s, ..
(Xi)z) € (T})eM tales que

)

0H(X,) = dH (z).
Consideramos el subconjunto (Q*)~(dH) C T} M definido por
(O "Y(dH) = {X € TM/Q4(X) = dH).

En general, dH no pertenece necesariamente a la imagen de Q*, lo que implica
que no existirdn necesariamente soluciones de la ecuacién QF(X,) = dH (z).
Se verifica el siguiente resultado:

Proposicién 3.2.1 El conjunto (Q%)~1(dH) es un espacio fibrado afin modelado en
el espacio subfibrado vectorial ker 0% C TEM

ker QF /M
M
Demostracion
Definimos la aplicacién
T (91 (dH) x ker QF — (OH~1(dH)
(Koo s Xi), (Yoo, Y2)) = (Xayeeo, X))+ (Vi o, Vi)

=(X1+)/17"-7Xk+}/;c)'

T estd bien definida y ademads, en cada punto z € M, 7, es una accién libre y
transitiva del espacio vectorial ker Qf(x) sobre (Qf)~}(dH(z)).O

Como consecuencia de este resultado podemos asegurar que las soluciones (X7,
ceey Xk) de
(3.2.9) HXy,..., X)) =dH
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no son tnicas, pues cualquier elemento de ker f sumado a una solucién de (3.2.9)
nos da otra solucién de esta ecuacion.

Sea Xy = (Xi,...,Xk) una solucién de (3.2.9) tal que cada X; se escribe local-
mente por (3.1.6). Para una funcién hamiltoniana H : M — R se verifica:

H , . OH
(3210) dH—-a?dl‘ +5Eia—d$a.

Igualando las expresiones locales (3.1.7) y (3.2.10) correspondientes a QF(Xg) y
a dH respectivamente, obtenemos,

k
§E = -y
(3.2.11) i=1
0H _ A
5;5 - (Xz) .

Reciprocamente, utilizando estas condiciones, podemos construir, en cada en-
torno de un punto de M, un campo de k-vectores local que es solucién de la ecuacién
(3.2.9).

Bastarfa definir (X3,..., X) por:

x. _ 0H 8 _ 9H 8
1= gl 9" T 02% gL

[o4

_O0H &
Xi = Gpt 0=

para todo ¢ > 1.

Evidentemente esta definicién no es unica.

Veamos como, mediante una particién de la unidad, podemos encontrar, a partir
de soluciones locales, un Xy € T M globalmente definido y verificando, Q¥(Xy) =
dH en todo M.

Para ello, sea {U,}4ca un recubrimiento localmente finito de M de modo que en
cada abierto U, existe Xy, € TRU, verificando

(3:2.12) 0 (Xp,)(«) = dH (),

para todo z € U,.
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Para cada a € A definimos el elemento Xy, de TP M, dado en cada punto z € M
por:

~ XHa (.’E) si NS Ua
m(T) = .
0 si z & U,.
Sea {A\a}aca una particién de la unidad asociada al recubrimiento {U,}aeca de
M.
Consideramos Xy seccién global de T} M definido por:
Xg: M — TiM
z = Xp(z) =Y (Aa(Xn))(@) =3 Aa(@)(Xn)(2)
A A
Veamos que, asi definido, Xy satisface la condicién QF (Xg) =dH en todo M.
De hecho Q*(Xg) es la seccién de T* M definida por
W Xy): M — T*M T.M
r — QXg)(z): |
R,
donde X
B Xu)(z)(Y) = —traza(((Y))i(z)(Xu(2));)

= -2 @) (Xulo))

k

= 2w (ZA (2)(X#(2)):,Y)

i=1

Il
M= I

ZA:Aa wi(@)(Xa, ()i, Y)

.
1
—

k
= > Aa(2) Y wil@)(Xn.(2)):,Y)
A i=1
= dH(z),
para todo € M, teniendo en cuenta que »_ A.(z) =1y (3.2.12).

A
Los campos de k-vectores sobre una variedad no son, en general, integrables, es
decir, no poseen en general secciones integrales.
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Supongamos que Xp es una solucién integrable de la ecuacién (3.2.9). Por lo
tanto existe una seccién 1 dada localmente por:

v: UCRF — M
(tla"'atk) — (wa(tlv"')tk)ywé(tla"'ytk))7

y que verifica,

o a
_azpﬁ = (Xi)7
(3.2.13) ,
oYl ;
S = (L
de modo que las ecuaciones (3.2.11) toman ahora la forma
oH _ _x~%%%
9% ~ at,

o _
7 L

al’a tz

Como vemos, las secciones integrales de Xy, en caso de existir, satisfacen las

ecuaciones de Hamilton (3.2.8).
Podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.2 La ecuacion (3.2.9)
QA (Xy,...,Xg) = dH,

puede considerarse como una version intrinseca de las ecuaciones de Hamilton sobre
una variedad k-simpléctica.

En el siguiente ejemplo estudiamos unas ecuaciones fisicas conocidas, como son
las ecuaciones de la electrostatica, y comprobamos que tales ecuaciones pueden
obtenerse como las ecuaciones de Hamilton (3.2.8) asociadas a una cierta aplicacién
hamiltoniana H.

Ejemplo 3.2.1 Sobre el espacio R? con coordenadas (z*, 22, z%) consideramos una
métrica de Riemann g¢.
Las ecuaciones de la electrostatica son [KT]

p = xdo,

(3.2.14)
dp = —4wp,
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donde ¢ es un campo escalar ¢ : R® — R que da el potencial eléctrico sobre R?, p
es un campo vectorial p : R® — R® que establece el campo eléctrico sobre R® y que
puede interpretarse también como la 2-forma sobre R® dada por:

p = prdz?® A dz® — podzt A dz® + psdz! A dz?,

p es la 3-forma sobre R3 que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido, v * es el operador estrella de Hodge que a cada h-forma ( le asocia
la (3 — h)-forma 0 definida, para v;,vs,v3 un sistema de vectores ortonormales
orientados en T,R?, por

*,B(vh+17 e ’U3) = B(’Ul, . ,’Uh).
En coordenadas locales las ecuaciones (3.2.14) son:

3

o 1
4 = = Zgz'jpja

z VI ;=
(3.2.15) s o
Yo = —4rygr(a),

para 1 <1 < 3y donde g;; son las componentes de la métrica, /g = /det gi; y r(z)
es la funcién escalar sobre R® determinada por:

p(z) = /gr(z)dz* A dz? A dz®.

En lo que sigue suponemos que la funcién r(z) es constante r(z) = r, es decir,
la distribucién de carga eléctrica es constante en todo R?, y que la métrica g sobre
R3 es la métrica euclidea.

La solucién de las ecuaciones (3.2.15) estd dada por un par de aplicaciones
definidas sobre R®, que toman valores una en R y la otra en R3, de modo que
representen, respectivamente, al potencial ¢ y al campo eléctrico p.

¢ y las componentes de p = (p;,p2, p3) determinan una aplicacién ¥ : R* — R*
tal que

Y= (1/’077#171?2,%03) = (¢, p1, P2, P3)-

Si tratamos de interpretar esta aplicacién ¢ como la solucién de las ecuaciones de
Hamilton (3.2.8), entonces debemos identificar R* con una variedad k-simpléctica
de dimensién 4, como por ejemplo R* = (T3)*R el fibrado de cojets de aplicaciones
de R en R®.
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En esta situacién demostramos a continuacién que las ecuaciones de la elec-
trostatica se pueden obtener como las ecuaciones de Hamilton asociadas al siguiente
hamiltoniano definido sobre (T3 )*R:

H: (TH*R — R
3
(u,ut, v, ) —  H(u,u',u?u®) = (drru + % Zl(u 2
con1<i4,j<3.
Teniendo en cuenta la definicién de H, es inmediato que:
dH = Td“ + 5,0 BH dut + 92 g2 + 8—}[3'(11,63

I ou
= dprdu + uldu + w?du® + uddud.

(3.2.16)

Como vimos, las soluciones de las ecuaciones de Hamilton asociadas a H son las
secciones integrales de cualquier campo de 3-vectores (X1, X2, X3) sobre (T3)*R tal
que

(3.2.17) (X1, Xy, X3) = dH.
Si la expresién local de (X7, Xa, X3) es:
0 : 0 0 1o}
= (X;)°=— D= ) — + (X:)° =,

entonces sabemos que

(3.2.18 OHX1, X, Xs) = —((X0)' + (X2)? + (X5)%)du + (X1)°du?
2.18) +(X2)0du? + (X3)%du?,

y, por lo tanto, la expresién local de (3.2.17) es

drr = —((X1)' + (X5)? + (X)),
(3.2.19) v o= (X
para 1 <37 < 3.

Las soluciones de Qf(X;, X, X3) = dH no son tnicas. Cualquier elemento de
ker (2 sumado a una solucién da una nueva solucién. El nicleo de Q! estd formado
por los campos de 3-vectores sobre (T37)*R? tales que:

(X1)'+ (X2)2+ (X3)3 =0,
(X1)° = (X2)? = (X3)? = 0.
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Si v : R* — (T1)*R es una seccién integral de (X, X,, X3) dada por ¢ =
", Y, 2, %), entonces

81,0

927

para 0 < i < 3, y sustituyendo en (3.2.19) obtenemos

drr = awl giﬂ QJL)

i 511’0
w - Eg:_ia

= (X;)

que son las ecuaciones de la electrostatica de modo que ° representa el potencial
eléctrico y (1!, 4?,143) representa el campo eléctrico buscados.
En el Capitulo 1 de [J] se comprueba que la funcidn,

T
—_/lx_a:/[dsx,)

con 7,7’ € R?, es un potencial escalar solucién de las ecuaciones de la electrostética.
Esta seria la solucién general en el caso en que las distribuciones de carga no tuviesen
superficie limite alguna.

En los problemas reales aparecen, légicamente, superficies limites con condiciones
de contorno preestablecidas. También en [J] se estudian métodos para encontrar
soluciones de las ecuaciones de la electrostética en algunos de estos casos.

3.2.2 Hamiltonianos RF-valuados

Se pueden considerar también (Awane [Awl], Puta [Pu]) aplicaciones hamiltonianas
H: (T})*Q — R*. En este apartado obtendremos las ecuaciones de Hamilton para
hamiltonianos R*-valuados (k-hamiltonianos) de la siguiente manera.

Teniendo en cuenta que si H = (H?, ..., H*) entonces dH(x) = (dH(z), ...,
dH*(z)) € (T}):Q definimos del siguiente modo los sistemas k-hamiltonianos.

Definicién 3.2.1 Si M es una variedad k-simpléctica, un campo de vectores Xy
€ TM tal que Q°(Xy) = dH, con Q° definida por (3.1.5), se llama sistema k-
hamiltoniano asociado al k-hamiltoniano H.

En [Awl] se prueba que la estrutura local de los k-hamiltonianos sobre una
variedad k-simpléctica es la siguiente
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Proposicién 3.2.3 Sea H = (H*,..., H*) un k-hamiltoniano y sea (z%,z%) con
1<a<nyl<i<k, un sistema coordenado local adaptado o la estructurg
k-simpléctica. Entonces las componentes (H*,..., H*) de H se escriben localmente
como

n
= wu(zh, ... 2"zl + ¢ (..., ")
a=1
donde v, y ¢, con 1 < a<nyl<i<k, son funciones diferenciables sobre M.

Observemos que la existencia de Xg implica la forma lineal local de H.

Veamos en este caso como obtener las ecuaciones de Hamilton.

Sea Xy un sistema hamiltoniano con k-hamiltoniano asociado H € C®(M,R¥).
Sea (z%,z%) un sistema de coordenadas locales adaptadas sobre M y sea o : [ =

(—e,e) C R — M una curva integral de Xy, es decir
do(t
(3.2.20) Xu(o(t) = %

para todo t € R.

Localmente, o(t) = (0%(t), o(t)) y por lo tanto:
do dcr 8 dot . 0
—(f) = t 2 () —.
dt ) ( )8:50‘ ) ozt

Ahora, utilizando de nuevo la ecuacién (3.1.5), podemos escribir del siguiente
modo (X ):

(3.2.21)

do® do} do*
b _ 1 _ o o k o o
(3.2.22) P (Xg) = (—dt dz, — 9% dt d 7 —2dz%).
Por otro lado, si H = (HY,..., H*), entonces:
3H1 8H oH* 0H
2.2 H = zt ..
22 aH=Gar i S, G+ S

Finalmente, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.2.20), (3.2.22) y (3.2.23), ob-
tenemos que el campo de vectores Xy satisface la ecuacién Q°(Xg) = dH si y sélo
si sus curvas integrales o verifican las ecuaciones de Hamilton siguientes:

oH! _ _do?
(3.2.24) oz* t

OH! — 61, do®

r?, it

que son condiciones necesarias que deben verificar las curvas integrales de un sistema ¢

k-hamiltoniano asociado al k-hamiltoniano H.




Capitulo 4

Formalismo lagrangiano.

En este capitulo consideraremos funciones L : T{ @ — R, que llamaremos funciones
lagrangianas o lagrangianos.

Veremos cémo en esta situacién podemos definir una aplicacién de TEQ en
(T})*@Q que generaliza a la tranformacién de Legendre usual entre los fibrados tan-
gente y cotangente. Como en el caso del fibrado tangente llamaremos lagrangianos
regulares o hiperregulares a aquellos lagrangianos L para los cuales la transformacién
de Legendre F'L es un difeomorfismo local o, respectivamente, un difeomorfismo
global. En el caso de los lagrangianos regulares obtendremos las ecuaciones clésicas
de Euler-Lagrange asociadas a un problema variacional integral multiple ([CCI],
[GS], [Gi], [KT], [Sar]):

k9 8L, L . O
(401) ;52(51?)'— 5{//; =O, v = 8ti.

El objetivo principal de este capitulo es obtener una descripcién geométrica de
las ecuaciones (4.0.1) utilizando la estructura geométrica de J}(RF, Q).

4.1 Transformacién de Legendre

Consideraremos la estructura casi k-tangente canénica (Jy, ..., Ji) sobre TEQ fi-
brado tangente de las k!-velocidades sobre Q.

Localmente, si (u®,v®) es el sistema coordenado sobre T}Q definido por (2.1.1),
cada J; se escribe por

Ji ® du”‘,

= (e
0§

67
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como vimos en (2.1.7).

En esta situacién se pueden definir sobre T} Q las siguientes k derivaciones ver-
ticales ¢y, con 1 < ¢ < k como sigue.

Si feC®TiQ), we AN(T{Q) y Xu,..., X, € x(TEQ), entonces

LJif =0

(4.1.2) P
(LJiUJ)(.Xl,...,Xp) = Z Xl,- .y Xa,...,.Xp).

Ly, es asi una derivacién de grado 0 sobre A(TEQ).
También para cada 1 < ¢ < k definimos una diferenciacién vertical dj, sobre
TtQ del modo siguiente:

(413) d.]i = [LJ,;ud]u

de modo que d, es una antiderivacién de grado 1 sobre T{Q.
Asi, para una funcién lagrangiana L : T{Q — R, podemos definir el elemento

Br=((BL)r,---» (Bo)e) € (T)* T Q por
(4.1.4) (BL)s = dy. L.

Utilizando las condiciones (4.1.2) y (4.1.3) se comprueba que, localmente, (8;);
se escribe BL

(4.1.5) (Br)i = 5~ a

Cada (8.): € T*T;Q es una 1-forma semibésica sobre T} Q, es decir, (81):(X) =
0 para todo campo de vectores vertical X sobre TR Q.

Teorema 4.1.1 Dada una funcion lagrangiana L : TFQ — R existe una aplicacion
FL:T!Q — (T}H*Q tal que 7% o FL = *.

Demostracién
De hecho, para y € (T{Q), con z € Q, FL(y) € ((T})*Q). esta definido por

(FL()):(X) = (B)i(X)
para cualesquiera X € T,Q y X € T,TQ con (7g).(X) = X yparatodo 1 < i < k.O

Como un caso méas general puede comprobarse la existencia de una correspon-
dencia biyectiva entre elementos de (T{)*TEQ de la forma 3 = (B, ..., B), donde
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cada 3; es una 1-forma semibésica sobre T}Q, v aplicaciones D : TiQ — (T{)*Q
tales que 7% o D = 7F.

La existencia de tal correspondencia se puede obtener también como un caso
particular del estudiado en [LR5]. En este articulo se denota por 7} : T,Q — T;Q
la proyeccién canénica entre los fibrados de n-jets de orden ! y de n-jets de orden
r. Se comprueba que cada forma 7‘-semibésica sobre 7! Q define una aplicacién
D:TQ — T*(T;Q) tal que grrg © D = wl donde qrrg : TH(TFQ) — TQ es la
proyeccién candnica.

Tomando el caso particular de [ = 1, r = 0 y n = k obtenemos que cada forma
semibésica sobre T} Q define una aplicacién D : TEQ — T*Q tal que 7* o D = 7%,
de modo que si consideramos, como antes, un elemento 8 € (T})*TRQ tal que
B = (b1,...,0k) con B; semibdsica para todo 1 < i < k, entonces obtenemos una
aplicacién D : TEQ — (T}})*Q verificando las propiedades requeridas.

La aplicacién FL del Teorema 4.1.1 es la asociada al elemento 5 = ({(6r)1, -- -,
(Br)x) € (TH)*TiQ por esta correspondencia teniendo en cuenta que cada (8r); es
una 1-forma semibésica sobre T} Q.

Se comprueba, utilizando la expresién local de las (8.); (4.1.5), y la expresién
de F'L vista en la demostracién del Teorema 4.1.1, que la expresién local de FL es

FL: T;Q — (T})Q

4.1.6
(410 ) — (e, 2k,

conl<a<nyl<i<k

Utilizando la expresién local de F'L (4.1.6) es inmediato comprobar que, teniendo
en cuenta las identificaciones (TR)*Q =T*Q @ ... 0T QyT}Q=TQ® ... TQ
descritas en los Ejemplos 1.1.1 y 2.1.1 respectivamente, la aplicacién FL se puede
ver como la tranformacién de Legendre usual definida entre los fibrados tangente y
cotangente de una variedad, actuando sobre cada copia de T'Q). Ademds podemos
escribir del siguiente modo la matriz Jacobiana J de F'L:

I, 0 .. 0

8L 8%’L %L
(417) S Buaavlﬁ oved? T duedw?

0L 8L 8°L

duedv?  dvgdv? T Bvgdv]



70 4.1 Transformacion de Legendre

donde I, es la matriz identidad de dimensién ny 1 < «, f < n, de modo que J es
una matriz cuadrada de dimensién n(k + 1).
Se deduce facilmente que:

L 0’L
et Bv,‘;‘@vf
(4.1.8)  FL es un difeomorfismo local < det : : #0
&L 8°L
gy T ovpduy

conl<e,B<n.

Definicién 4.1.1 La funcién lagrangiana L : TEQ — R se dice que es regular si
la correspondiente transformacién de Legendre FL es un difeomorfismo local. L se
dird hiperregular si y sélo si F'L es un difeomorfismo global.

Si (w1, ..., wk, V) es la estructura k-simpléctica candnica sobre el fibrado (T3})*Q
y (wr); = —d(BLr);, podemos probar utilizando las expresiones locales (4.1.5) de
(Br)i, (4.1.6) de FLy (1.1.3) de w;, el siguiente lema.

Lema 4.1.1 Para todo 1 < i < k se verifica que

(wr)i = (FL) w;.

Demostracién
En efecto,
' &L 2
(4.1.9) (wp)i = FL*w; = uaavﬁduﬁ A du® + . vﬁdu" A dvf?
i i OUj

para todo 1 <i < k.O

Si denotamos por V' = ker T'n* la distribucién vertical del fibrado (T3Q, 7%, Q)
obtenemos la siguiente caracterizacién de lagrangianos regulares.

Proposicién 4.1.1 L: T}Q — R es un lagrangiano regular si y sélo si ((wg)1, ...,
(W), V) es una estructura k-simpléctica sobre TEQ.
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Demostracion

Utilizamos las expresiones locales (4.1.9) de (wr); ¥ que,

(4.1.10) V=<i'1§a§n,1§i§k>.

o’
ov;

Se deduce que, independientemente de la regularidad de L, se verifica la condicién

(wr)ijvxv =0,

con lo que es suficiente probar que L es regular si y sélo si ker(wg )N ... N ker(wy )k

Suponemos en primer lugar que L es un lagrangiano regular. Entonces

=0.
0L
o’
(4.1.11) det :
L
dvedul

donde 1 < o, 8 < n.

2L
Mg

: #0
L
ovg vl

Veamos que entonces ker(wy)iN ... N ker(wr)x = 0.

. _ o) el (2 1
Sea X = X QW +X ]"Wf la expresién local de un campo de vectores sobre T; Q

respecto de un sistema de coordenadas locales adaptadas, de modo que se verifica,

paratodo 1 <i <k

lx (wL)i = 0.

Operando en coordenadas locales se obtiene que

' 9 _ a2L _ 82L B8 _ 82L 6

LX(ML)l(W) = (auaavf 8“68111&))( av?aU?Xj 3
oy _ 0L

‘X(“)L%(EE]"Y)  OvRov) x5

paratodo 1 < a < kytodos1<i,j<k.

Por lo tanto, para que X € ker(wz); N ... Nker(wg )k, las siguientes condiciones

son necesarias:

( 9’L *L

PO Hutdu
(4.1.12)

2
0°L B 0

o J
Vi Ovy

62L Xﬂ =0
807 '
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De la segunda ecuacién de (4.1.12) se deduce que (X?;1 < 8 < n) es solucién
del sistema de n ecuaciones (una para cada 1 < a < n) y n incbgnitas (una para
cadal < fB<n)

0L

;X% =0
v ov;

para todos 1 < 4,5 < k.

Si XP = 0, es decir, si X? es una solucién no trivial de los k? sistemas ante-
riores, entonces el vector (X7, ..., X?) es una solucién no trivial del sistema de kn
ecuaciones y kn incégnitas

FL o 2L
ovedv? T Buedt XP

: : © =0
8L L X5
gdvy T Bugd?

lo que contradice a la condicién (4.1.11), de modo que necesariamente, X* = 0 para
1<a<n.
Sustituyendo ahora en la primera ecuacién de (4.1.12) obtenemos

L g

=0
OvEov)

conl<i,7<k 1< o0 <n. Esta expresién corresponde a un sistema de kn
ecuaciones y kn incégnitas con matriz asociada

L L
ovgdu? T ugdnt
(4.1.13) :
0L 9L
dvgdny T Augdu?

que por hipétesis es de rango méximo, con lo que necesariamente X f = () para todo
1<f<nyl<j<k

Asi pues, necesariamente X = 0y ((wg);, V) es una estructura k-simpléctica
sobre T}Q.
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Reciprocamente, suponiendo que ker(wg):N ... N ker(wg ) = 0, obtenemos, repi-
t+iendo los célculos anteriores, que el sistema de ecuaciones

&L PL yyp_ _0°L b
- x0- 0L x5 _
(au"‘@vf P o ) ovovy 0

82L Xﬁ = 0
81}?32}? '

posee Unicamente la solucién trivial.
Entonces el sistema de kn ecuaciones y kn incégnitas

2
&L s_,

114 3
(4114 dvrov;

admite también tnicamente solucidn trivial pues si existiese una solucién no trivial
X2 de (4.1.14) entonces (0, X?) serfa una solucién no trivial de (4.1.12).

Pero la matriz asociada al sistema (4.1.14), es la matriz dada por (4.1.13) de
modo que necesariamente su determinante es no nulo y el lagrangiano L es regular.O

Del mismo modo, se puede probar que L es un lagrangiano hiperregular si y sélo
si FL es un k-simplectomorfismo global.

Podemos entonces enunciar el siguiente Teorema:
1

Teorema 4.1.2 Para un lagrangiano L : TFQ — R, las siguientes condiciones son
equivalentes

a) L es regular.

2
b) det<5;)%z;)7é0, conl<a,f<nyl<ij<k.
i Oj

¢) FL es un k-simplectomorfismo local.
Hemos visto en el Capitulo 1, Proposicién 1.2.1, que las estructuras k-simplécti-

cas sobre cualquier variedad M son precisamente las estructuras casi k-cotangentes
integrables sobre M. Sin embargo el siguiente ejemplo demuestra que la regularidad

de un lagrangiano L : T3Q — R no implica necesariamente que ((wr)1, - -, (WL )k,
Vi, ..., Vi) (donde V; = Im J; es una de las k distribuciones de dimensién n sobre
T Q definidas a partir de la estructura casi k-tangente candmica (Ji, ..., Ji) de

T{Q) sea una estructura casi k-cotangente sobre T3Q.
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Ejemplo 4.1.1 Sean @ = R y k& = 2 de forma que:
T:Q=T;R=TR&TR.

Sea ademés (z,¥1,¥y2) un sistema de coordenadas locales sobre T3 R.
Sabemos que la estructura casi k-tangente canénica sobre T3R, (Ji,J2) estd

definida localmente por

0 0
Jmdr® —,  Jy=dr®—
' Ay ? Ay,

de forma que las distribuciones V; y V, estdn localmente generadas por

Io) 0
Vi =< — >, Vo=< 7—>.
T oy 277 By,

Definimos el siguiente lagrangiano L sobre Ty R:

L:T21R= TR®TR — R
(33,'5/1,3/2) - Y1Y2.

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.1.6) obtenemos la siguiente expresién local
para la correspondiente tranformacién de Legendre:

FL=T!R= TR&TR — (T})R=T"RaTR
(x9yl7y2) - (Z,yz,yl)

y la correspondiente matriz Jacobiana

100
J=|10 01
010
que verifica obviamente que det J = —1 £ 0.

L es por lo tanto un lagrangiano regular.
Utilizando la ecuacién (4.1.9) obtenemos que las expresiones locales de las formas
presimplécticas (wr)1 ¥ (wr)2 en el sistema de coordenadas (z,y1,y2) son

(wL)1 = dyz/\dZ',
(wL)2 = dy; Ndx,
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de donde se deduce
ker(wr); = Vi, ker(wp)s = Vo

y por lo tanto no se verifica la condicién 7i) de la Definicién 1.2.1 y ((we)1, (wr)a,
V1, V3) no define una estructura casi 2-cotangente sobre T R.

Si es cierto que ((wz )1, (wr)2, V1, V) es una estructura casi 2-cotangente en Ty R,
conVi=Voy Vo=V

SiV =V, &V, (la distribucién vertical del fibrado 72 : TyR — R), en-
tonces ((wr)1, (wr)2, V) es una estructura 2-simpléctica sobre TyR y FL es un
2-simplectomorfismo.

4.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de la Mecdnica Clésica,

con 1 <14 < k, donde (¢*) es un sistema de coordenadas de la variedad diferenciable
@, y donde ,
L:TQ —R

es una funcién lagrangiana, son un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden.

Si L es regular, la trasformacién de Legendre asociada permite definir sobre T'Q
una estructura simpléctica wy por pull-back, a partir de la estructura canénica de
T*Q.

Utilizando esta estructura simpléctica obtenemos una versién intrinseca de las
ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma siguiente.

Se define el isomorfismo by, por:

T(TQ) — T(TQ)
X — bL(X)=LXwL,

que permite asociar a la funcién E;, = CL — L, con C el campo de vectores de
Liouville sobre T'@, un campo de vectores X sobre TQ), tal que:

Lx, WL = dEL,
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de modo que las proyecciones a () de las curvas integrales de X satisfacen, en
coordenadas candnicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange.
El objetivo de esta seccién es obtener una versién intriseca de las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas a un problema variacional integral multiple,
0 ,0L oL ou®

(o7

k
" \aa/ T g a Y% Uy = 37
; 8t1‘ (8?}?) ou® ¢ 8&'
correspondientes a una funcién lagrangiana,
L:T}Q — R,

definida sobre el fibrado tangente de las k!-velocidades de Q.
Si L es un lagrangiano regular, es decir, la correspondiente transformacién de
Legendre es un difeomorfismo local, entonces se obtiene sobre T}Q una estructura

k-simpléctica ((wr)1, - - -, (wr)k, V) por pull-back a partir de la estructura canénica
de (TH)*Q.

El correspondiente morfismo Q% nos permite asociar a E;, = CL — L, con C el
campo de vectores de Liouville sobre T} @, campos de k-vectores (Xj, ..., Xj) sobre

TLQ tales que
Q4 (Xy,..., X)) = dEL.
Estos campos de k-vectores son necesariamente k-semisprays y, si existe alguno
integrable, entonces las proyecciones a @) de sus secciones integrales satisfacen, en
coordenadas canénicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.0.1).

La estructura geométrica sobre 7@ nos permitird interpretar las ecuaciones de
Euler-Lagrange como campos de k-vectores globalmente definidos.

En primer lugar, dado que como vimos en la seccién anterior, existen sobre TR Q
k 2-formas (wg )1, -- ., (wr)k asociadas al lagrangiano L, definimos, utilizando estas
formas, los morfismos Q0 y QﬁL del modo siguiente.
0 TTiQ — (TH)'THQ
X — (X

donde, si X € T,T}Q, entonces, para cada 1 < i < k, (25,(X)); € TrTLQ estd
definido por

(QLX)):(Y) = (wr)i(z)(X,Y)
para todo Y € T, T} Q.
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Y también
QL TR — TTRQ

(X1,..., Xx) — Q(Xy,...,Xk)

donde, si X; € T,TEQ, para todo 1 < i < k, entonces QﬂL (X1, ..y Xi) € Tr TRQ
estd definido por

Qb (X1, ..., X))

I

~traza((Q,(Y)):(X;))

- ;(QbL(Y))i(Xi)

Il

para todo Y € T, T} Q.
Utilizando estas definiciones y las expresiones locales (4.1.9) de las formas (wy);
calculamos las expresiones locales de Q4 y Q%

Obtenemos
(Qb( 0 il 0 ) = PL 8L
LAou™ " uP e O ey
b (-9 ) oy _ _&L
UENa) = 5k
con lo que
b 0y _ L 8 Gl -
“1(gu) ((auﬁav Bu“é? A o Gwﬁdvﬁ
(4.2.15) 5L 91 5L
: - du? dv?).
BwPouz ~ B ™ T e ™)
Ademis 5 3 o
b (9 — _
(% (5))i(5,8) G0
b 0 0y —
U(Be() = 0
con lo que
0] 0°L 0°L
4.2.16 QO (=—) = (- du®, ..., du?).
( ) L(avf) ( 6%158113-" vy, OVS )
Por otro lado si X = (X1,...,Xk) € TETEQ con
o O
X Xz a [e% (X )] 8 a’
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entonces

(X1, X))Y) = —traza(((Y):X;

k
= Y@ )X

k
= —"Z(OJL)Z'(Y, Xz)

i=1
En coordenadas locales,

0 L 0L %L
i(ga Xo) = ~ X7 X3)55
(wr) (5‘u°‘ ) (Buﬁavf 8u°‘6viﬁ) e ov*ov 'B( )J
y también ,
0 0°L g
(5o X)) = — =X
(rGom X0 = =5 550
De todo lo anterior deducimos que
0L
Q4 (Xy, .. X)) = X7
L( 1 ’ k) Z((a’u,aa’l) 871/@3'0&) 2
(4.2.17)
(X ) du + X2V dve.
a I ; fa ’
Consideramos los campos de vectores canénicos de Liouville Cj, ..., Cy sobre

TtQ de la Definicién 2.4.8. Sabemos que C = C)+ ...+ Cy se escribe, en el sistema
de coordenadas locales (u®, v%) sobre TQ como

0
C=> v—.
.l ' a’U?
Dado el lagrangiano L, podemos definir una nueva aplicacién

ELTle—}R

por
E,=CL-1L
con lo que, en coordenadas locales:

oL

2.1 E; = o L
(4 8) L o i avia ’
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y

82 8L %L
. dEp = Y (v/ 75 — 55)du® + 3 of dy’
(4.2.19) L a%( OuSo? ‘9ua) o%z’ ougov;

Estudiamos la ecuacién

(4.2.20) QL (Xy,..., Xi) = dE;.

A diferencia del caso £ = 1 sobre el fibrado tangente T'Q, para un k arbitrario
no esté asegurada la existencia de soluciones para las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Igual que para las ecuaciones de Hamilton las soluciones, en caso de existir, no tienen
por qué ser tnicas y de hecho puede probarse que el conjunto (Q%)"Y(dEL) es un
fibrado afin sobre T}Q modelado sobre el subfibrado ker Q% .

Suponemos que existe una solucién (Xy, ..., Xj) de (4.2.20).

Igualando (4.2.17) y (4.2.19) obtenemos la expresién local de (4.2.20),

L o’L
- x?
%(auaavf 8uﬁ8vf") ¢
8%L o’L oL
B} (x) = Y2l oL
(4.2.21) ﬁZ” 8v,~°‘8v;-3( )j %(v Hud? 6ua)
2 2
S orskl = X o

5 8v§-‘8vf ' ; Bv;‘avf

2
Por ser L un lagrangiano regular, la matriz de nk filas y nk columnas (_6‘%_6[/_"‘)
v; O

conl <a, 8<nyl<ij <kesderango médximo y como consecuencia de la
segunda ecuacién de (4.2.21) obtenemos que

X,-ﬂ:v?

paratodo 1 < 6 <nyl<i<k. Como vimos en la Seccién 2.4.3, esta condicién
es equivalente a que (X3, ..., Xx) sea un k-semispray.
Sustituyendo ahora en la otra ecuacién se deduce que

9’L o’L
4.2.22 5
(42.22) g(auﬁavg LT o

oL
ou®

=0.

(X:)9) -

Reciprocamente, teniendo en cuenta la condicién X? = v? y utilizando que L
es regular, podemos construir a partir de (4.2.22), soluciones locales de la ecuacién
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(4.2.20). Ademés, utilizando una particién de la unidad, podemos, mediante un ra-
zonamiento como el utilizado en el caso hamiltoniano construir k-semisprays globales
sobre TR (Q tales que verifican (4.2.20).

Si ademés suponemos que existe algiin k-semispray sobre Th (@ que es solucién
de (4.2.20) y que es integrable, entonces existe una aplicacién ¢ : R¥ — @ solucién
de X = (X1, ..., Xx)-

Entonces

a 2 o o
(4.2.23) w2 0o _ %

J

B T e T a

de modo que, sustituyendo en la expresién (4.2.22), obtenemos

. 0°L 9o” ’L  9%” oL
> t a5 =0
Y AuP v Ot; 3’0j O Ot;0t; ou
de donde se deduce:

Z( o L 0v) oL,
du ﬂava T oo o u

0, equivalentemente, para todo 1 < a < n,

k9 aL oL L o
Loned e = W

=1

Si el lagrangiano L es no regular, no podemos asegurar, en general, la existencia
de soluciones de (4.2.20).

Se puede aplicar a este caso un algoritmo de ligaduras del tipo descrito en [LMM2]
para densidades lagrangianas singulares.

Para ello, sea P, = T}Q y sea P, el espacio formado por los puntos en los que
existe solucién, es decir,

P={z € TiQ/3(X1,...,X1): € TH(P1),, k-semispray, Q% (X,..., X)) = dEL(2)}.

Si P, es una subvariedad regular de P;, entonces existe en P, una seccién de
7% que toma valores en T} (T}Q). En general esta seccién no es un campo de k-
vectores sobre P, pues para ello tendria que tomar valores en T} P,. Sea entonces
P; el espacio de los puntos de P, en los que las soluciones de (4.2.20) son campos
de k-vectores sobre P, es decir,

={2€ P/3(Xy,...,Xs). € TE(P,),, k-semispray, QnL(Xl, oy Xi), =dEr(2)}
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Si P; es una subvariedad regular de P, existe una seccién de 7° definida en P,
que es solucién de (4.2.20), pero que no define, en general, un campo de k-vectores
sobre Pj.

Repitiendo sucesivamente esta construcciéon obtenemos una sucesién de varieda-
des de ligadura,

=P, — P, — P =T.Q.

Cuando exista un ndmero natural h tal que Pyy1 = P, y dim P, > 0, se dice
que P = P, es la variedad de ligadura final y podemos asegurar que existe un
k-semispray sobre P que es solucién de (4.2.20).

Cuando tal k-semispray sea integrable, las proyecciones por TJkP de sus secciones
integrables, satisfacen, en coordenadas candnicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Podemos entonces enunciar el siguiente resultado,

Proposicién 4.2.1 La ecuacion (4.2.20) se puede interpretar como una version
intrinseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Veamos a continuacidn algunos ejemplos de problemas fisicos conocidos que
pueden formularse utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a apli-
caciones lagrangianas definidas sobre fibrados de jets TLQ.

Ejemplo 4.2.1 En este ejemplo consideramos las ecuaciones del movimiento aso-
ciadas a un sistema mecédnico dado por una varilla eldstica infinitamente larga que
vibra longitudinalmente.

Si las constantes ¢ y T representan respectivamente la masa por unidad de lon-
gitud y el médulo de Young del sistema, dado por la constante de proporcionalidad
entre el alargamiento de la varilla y la fuerza o tensién ejercida sobre ella, entonces
se deduce, [Go], que las ecuaciones del movimiento son

Py Py

4.2.24 7y ;24
(4.2.24) 7o " "o

=0,

de modo que las soluciones son aplicaciones
y: R*> — R
(ti,t) — ylta,t2)

que describen el desplazamiento de cada punto de la varilla en funcién del tiempo y
de la posicién.
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Tratamos de expresar las ecuaciones (4.2.24) como un ejemplo de ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas a una aplicacién lagrangiana L definida sobre el fibrado de
jets TEQ de alguna variedad @, de forma que las soluciones y sean las proyecciones
a @ de secciones integrales de los k-semisprays solucién de (4.2.20).

Para ello tomamos k =2 y @ = R, con lo que L es una aplicacién:

L:T)/R —R.

Si denotamos por (u,v1,vs) las coordenadas fibradas de T3 R, entonces las ecua-
ciones (4.2.24) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a:

1
L(u,vy,vp) = 5(01}% — Tvd).

Sabemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L son:

G owm_,_Ou
oty Oty ot
es decir,
0%y 0u

Ua—t%—Ta—tg=0.

Se comprueba ficilmente que L es un lagrangiano regular por lo que existe una
estructura 2-simpléctica ((wr)1, (wr)s2, V) asociada a L tal que, en coordenadas lo-

cales, se escribe:
(we) = odvy Adu

(wr)e = —7dva Adu

= 0 0
V = < %1“, % > .
La aplicaciéon E = CL — L definida localmente por (4.2.15) se escribe
Ll a9
Ep = 2(01)1 TV3)
de modo que
dE;, = ovidu; — Tvadug.
Dado un elemento X = (X1, X») € TyT4R expresado localmente por

0 0

Xi =Ai5£+ 230’

(Ai)la_i; + (4;)
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con 1 < i < 2, tenemos que

0 (X1, Xa)

Il

2 2 2
_(8_%'(141)1 + g—UIQ‘(Az)z)du'f‘ & LAld'Ul +9 LAzdvz
2

ovy v? 2
= —(O'(Al)l — T(AQ)Q)d'LL + U'Ald’Ul — TAQdUQ.

La expresién local de Qf (X3, X5) = dEy es entonces

0'(A1)1 — T(Ag)g =0

4.2.25
( ) A1 = vy, AQ = V2.

Por lo tanto, una aplicacién y : R®> — R y = y(t1,%;), solucién bésica de
X = (X1, X2) verifica (4.2.23), es decir

_ 0% _ v o v
(A1) = 5% =o5 (A Eg ot
Sustituyendo en (4.2.25) obtenemos

Py %y

00— —T—5 =0,
ot ot

que es la ecuacién (4.2.24).

Las soluciones de Q} (X1, X») = dEy no son tnicas. Dada una solucién cualquiera,
siempre que le sumemos un elemento de ker Q”L, es decir, un elemento (Xi, X5) tal
que

Al = A2 = O,

O‘(Al)l — T(Az)z = 0,
obtenemos otra solucién de la misma ecuacién.

Para encontrar soluciones de este problema consideramos las siguientes condi-

ciones. Tomamos una cuerda eldstica finita con sus extremos fijos en los puntos
tz =0 y t2 = L.
Fijamos las condiciones iniciales:

y(0,82) = f(t2),

(4.2.26) g%(o, ts) = g(t2),
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con ty € (0,L).

La ecuacién (4.2.24) con condiciones iniciales (4.2.26) puede resolverse por el
método de separacién de variables [Ro], de modo que existe una solucién de la
forma:

y(t1, t2) = T1(t)Ta(t2).

De hecho existe una solucién de la forma:

[ee]

y(t1,t) = Z(Senﬂtz)(anSen

nmwodt nwot
L+ b,Cos———
n=1 L

L L I
donde,

L nrt
an n72ra g(tg)Sen 2dt2,

n7rt2

Z / tg Sen—-dtg,

Q
Il
QgH

Ejemplo 4.2.2 En este ejemplo estudiamos el caso de un lagrangiano L no regular.
A pesar de ello la ecuacién (4.2.20) nos permite obtener las ecuaciones de Euler-
Lagrange (4.0.1) que en este caso son las ecuaciones del movimiento del sistema
fisico que describe las vibraciones de un gas en un espacio de dimensién tres, [Go).

Las ecuaciones del movimiento de un sistema del tipo anterior tienen por solu-
ciones a aplicaciones n : R* — R® que expresan el desplazamiento de cada punto
del espacio en funcién del tiempo y de la posicién.

Denotamos por Fy y po los valores de equilibrio de la presién y la densidad
respectivamente.

Por consideraciones termodindmicas [Ze], se obtiene la constante v que es el
cociente de los calores especificos a presién y volumen constantes.

Denotando por (2o, z1,Z2,23) las coordenadas en R* y (71,72,73) las compo-
nentes de la aplicacién 7, resulta, [Go], que las ecuaciones del movimiento para un
sistema como el descrito son:

O azg;1 *ny s\ _
MOF;%_—’YPO( + ) axlaxs) 0

(K 1‘16&32
82 A 3 71 8 772 8 73 —
(4.2.27) NO‘a‘fg 7P°(d:c28x1 972 8m23x3) 0

&ns 9 &’y 81
/'LO—('?_Q[ ’YPO(B:cgdévl 0x305 + 8:[;3 ) 0.
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Tratamos de expresar las ecuaciones (4.2.27) como un ejemplo de ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas a una aplicacién lagrangiana definida sobre el fibrado de
jets TLQ de alguna variedad Q. Las soluciones 7 de estas ecuaciones deben ser las
proyecciones & @ de secciones integrales de los campos de k-vectores solucién de
(4.2.20). Para ello tomamos k=4, @ = R? y L la aplicacién definida como sigue.

Si denotamos por

1,2 .3,1,2,3 1 2 3 1 2 3
(ul’ UQ,’U,g,UO,’UO,UO,’Ul,’Ul,’UI,?)2,1)2,’112,123,113,'03),
un sistema de coordenadas en T}R?, entonces el lagrangiano L es:

g(#o (v9)* + (¥8)% + (v3)%) — vPo((v1)? + 2v7v3 + 20103
+(v3)* + 20305 + ()?).

L

()% + (v3)* + (v3)%) — YPo(v] +v3 +v3)?)

Il

ol
(

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L se escriben en este caso por:

N ) o Oug

— == == =0, o« = 2
=50z 0v  Ou, Yi ot;
para 1 < o < 3, con lo que obtenemos:
8 1

uo;;ﬂl 7 Pogg (v} + 05 +93) =0,

Ko YPom— (v +v3 +v3) = 0,
(4.2.28) FQ 2z

ﬂoa;% - “YPo%a(lﬁ +v5+23) =0,

o« _ Ou
'U] - ‘EE?‘.

En este caso las cuatro 2-formas sobre T} R? asociadas a L son, en coordenadas
locales, y teniendo en cuenta (4.1.9):

(wr)o = po(dvd A duy + dvg A dug + dvd A dus)

(wr)1 = —vPo(dvi Aduy + dv2 A duy + dvi Aduy)
(wr)e = —7Po(dvi A dus + dvi A duy + dvi A dus)
(wr)s = —7Po(dvi A dus + dv3 A dus + dvd A dus),
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Estas formas no verifican las condiciones de la definicién de estructura k-sim-
pléctica, por lo que, utilizando el Teorema 4.1.2, deducimos que L no es regular.
Los campos de Liouville Cy, Cy, Cy, Cs son, en este sistema de coordenadas,

5, 0
Ci = v} —5 +v? Sz,
Y oul o o

para 0 <17 < 3.
De este modo, operando en coordenadas locales se comprueba que

CL=2L
y entonces
E,=CL-L=1L

con lo que

dEp =dL = po(vidvd + vidvg + vidvd)
(4.2.29) —yPo((v] + v3 + v3)dvi + (v + v + v)dv?
+ (v} + v + v3)dvd).

Por otro lado, si X = (X, X1, Xo, X3) € TATiR3 es
A N 0 N2 0 \3_ 0
Xi = (X gy + (X5 + (X 5,
N0 13 0
+(X1,)0'6";(1)' +...+ (X1)35;§
entonces

O (Xo, X1, X2, X3) = —puo((Xo)bdus + (Xo)3dus + (Xo)3dus
+yPo((X1)1 + (X1)3 + (X1)3)dwa
+yPo((X2)1 + (X2)3 + (X2)3)dus
+YPo((X3)i + (X3)3 + (X3)3)dus
+po((Xo) dvg + (Xo)?dvg + (Xo)*dv})
—vPo(X1) (dvi + dv? + dus)
—yPo(X2)*(dv} + dvi + dv3
—vPo(X3)*(dvi + dv3 + dv})
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= —[po(Xo)g — YRo((X0)1 + (X1)3 + (X1)3)]dws
~[1o(X0)§ — YRo((X2)1 + (X2)3 + (X2)3)]due
~[10(X0)§ — YPo((Xa) + (X3)3 + (X3)3)]dus
+40((Xo) dvg + (Xo)?dvg + (Xo)*dvg)
(X3)%)dvy

—’YPO((Xl)1 (X2)2
((X2)' + (X2)? + (X3)%)dv3
=Y PRo((X1)* + (X2)? + (X3)*)dos.

Igualando esta expresién con (4.2.29), obtenemos que

(4.2.30) Q% (Xo, X1, X, X3) = dEyL

es equivalente a

vp = (Xo)'!
vg = (Xo)®
vg = (Xo)®

(4.2.31) v} +0f +0f = (X))t + (X2)? + (X3)®
po(Xo)s — YPo((X1)1 + (X1)3 + (X1)3) =0
Ho(Xo)5 — YPo((X2)i + (X2)3 + (X2)3) =0
po(Xo)§ — YPo((X3)i + (X3)3 + (X3)3) =

Como L es no regular, para poder asegurar la existencia de soluciones de (4.2.30),
tenemos que aplicar el algoritmo de ligaduras anteriormente descrito.

En este caso es inmediato, a partir de las ecuaciones (4.2.31), que, en cada punto
z € T}R?, podemos definir un k-semispray (Y, ...,Y3) por:

Y;

i 0 Vi _0_

Il

i 0
vzj’m’

es decir, '
(Y'L){ =0,
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para todos 0 < ¢, 7,1 < 3, que satisface (4.2.31) y, por lo tanto,
O (Y0, Y1, Y2, Y3)(2) = dEL(2).
Como esto es valido para todo z € T R3, entonces, en el algoritmo de ligadura,
P, = P, =T,R?

y podemos asegurar que existen soluciones de (4.2.30) en T} R?.
Es evidente que ker Q% # 0, de hecho cualquier (Yp, Y1, Y3, Ys) € THTiR3 tal que

(Yo)t = (Yo)* = (¥5)’ =0 |
(Y1) + (Y2)* + (¥3)> = 0 :
po(Yo)s — vFo((Y1)1 + (Y1)3 + (Y1)3) =0
po(Yo)§ — vPo((Y2)] + (Y2)3 + (X2)3) =0
po(Yo)s — vPo((Y3)1 + (Ya)3 + (Y3)3) = 0.

verifica que
QL (Yo, Y1, Y3, ¥3) = 0,

y por lo tanto la solucién de (4.2.30) no es tnica, dada una solucién particular
cualquier otra solucién se diferenciaré de ella en un elemento de ker QuL
Sin: R* — R? es una solucién integral basica de (X, X1, X2, X3), obtenemos

(Xo)' = Gt =g
(Xo)? = %ﬁ =g
(Xo)* = G =}
() + () + (X =G4 Ptz 4 Tt

*u o*u *u Pug \ _
togt =~ PGm,08; + Gud T Oma0%5) =

Z1

%y &%, S*u, Pusgy _
Ho'gzr ~ Paa0m  Bzsom, T a2) = O




4. Formalismo lagrangiano 89

que son las ecuaciones (4.2.27).
Las tres ultimas ecuaciones se pueden escribir, utilizando las anteriores, de la
siguiente forma:

ot

uog;g% - ’YPogg—l(U% +v5+v3) =0
ot

pogas — YPog- (v} + 05 +0) = 0

g O (01 1 02 1 23) —
Mog—i% - 7P05$—3(UI +vi +v3) =0,
Ju
(o Za—

vy = ‘55?7

que, como vimos, son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L.
Si consideramos el caso en que las vibraciones son de pequeila amplitud, la

variacién relativa de la densidad del gas o verifica, [Go],

ou | Oy, Ous
6231 6.’1)2 (9333

Utilizando esta expresién, si a las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas les
aplicamos el operador divergencia, resulta:
Ho & o

b0 — —- =0,
d ’)’P()amo

o=—( =) = —(v] +v5 +v3).

3 6

En [LaL1l] se estudla la ex1stencia de soluciones en el caso de ondas planas,
aquéllas en las que solo existe dependencia de una de las coordenadas espaciales, y
de ondas monocromadticas, aquéllas en las que todas las cantidades son periddicas
respecto al tiempo.

De hecho cualquier onda se puede representar por un conjunto de ondas mono-
crométicas planas. Esta descomposicién es el desarrollo en serie de Fourier cuyas
componentes se llaman componentes monocromaéticas o de Fourier de la onda con-
siderada.

Ejemplos de soluciones de ecuaciones de onda con condiciones de contorno, como -

condiciones iniciales u ondas en recintos de formas determinadas, pueden encontarse
en [BST].

donde éo = &g T+ 5 g + %%, que es la ecuacién de ondas tridimensionales.

Por tltimo supongamos que L : T3 Q — R es un lagrangiano hiperregular. Existe
entonces un hamiltoniano H : (7})*Q — R definido por H = E; o FL™!, donde Ef,
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esté definido por (4.2.18) y FL™! es la inversa de la transformacién de Legendre,
que existe por ser L hiperregular.

En estas condiciones se verifica el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1 El conjunto de secciones integrales bdsicas 7™ oo : U C R¥ — @
tales que o : U — T}Q con oV € Qt}fl (dEL) coincide con el conjunto de secciones
integrales bdsicas T oy : U C RF — Q tales que o : U — (T})*Q con v € Q-1
(dH). Es decir, las ecuaciones de Hamilton (3.2.8) y la ecuacion de Euler-Lagrange
(4.0.1) tienen las mismas soluciones.

Demostracién

En primer lugar comprobamos la conmutatividad del siguiente diagrama

#

TITQ H TTQ
TIFL] LFL-"
I
THTHQ -5 T(TH) Q.

En efecto, dados X;,..., X}, Y € T,T}Q,

QL (X, XWY = —tr((Q4(Y))a( X))
= —tr((wa) (Y, X5))
= —tr((FL*w,)(Y, X3))
= —tr(we(FL.Y, FL. X))
=0(FL.X,,...,FL,X)(FLY)
= FL*OY(FL,X1,...,FL.X)(Y)
=FL* o Q* o TRFL(Xy, ..., Xk)(Y).

Entonces, si Xy, es un campo de k-vectores sobre T}Q tal que X, € Q' (dEyL)
y Xy = TiFLo X0 FL™! es un campo de k-vectores sobre (T3)*Q, el diagrama
siguiente es conmutativo
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Xy o
TLQ M ——L——T*T}Q
"TiQ .
FL TLFL FL™!
Xy o
(4.2.32) (TH*Q THTH*Q —~ T*(T})*Q.
TTH*Q

Veamos que #(Xy) = dH. En efecto,

dH = d(ELoFL™)
= (FL™)*dE_
= (FL7)QL(X1)
= QfoXyoFL.
utilizando la conmutatividad del diagrama anterior.
Ademsés, para o : R* — T}Q, tal que oV = X; o o, se verifica, para todo

u € RF,
Xg(FLoo(u)) = TiFLoXp,oFL'oFLoo(u)

= TIFLo Xp(o(u))
= TIFLooW(u)

= TiFLo js(ou)

= Js(FLooy)

= (FLoo)M(u)

lo que implica que F'L o ¢ es una seccién integral de Xg.0O







Capitulo 5

Variedades k-cosimplécticas

5.1 Estructuras casi k-cosimplécticas

En esta seccién estudiaremos el modelo geométrico dado por la estructura canénica
de la variedad de jets,

J* (Q, R'k) = UteRrk ‘]tl(Q7 Rk)v
con J}(Q,RF) definido como en el Ejemplo 1.1.1.
A partir de tal modelo definimos las estructuras que llamamos k-cosimplécticas
sobre una variedad de dimensién k(n+1)+n de modo que para el caso particular en
que k = 1 obtenemos la definicién de estructura casi cotangente estable ([LMOS3]).

5.1.1 El fibrado estable cotange.nte de las k'-covelocidades

Ejemplo 5.1.1 Dada una aplicacién o : Q — RF, denotamos por o = pr; o ¢ su
composicién con la proyeccién i-ésima de R* en R. Cada ot : Q@ — R define ([LR2))
un covector ji,0° € T;Q en cada punto z € Q tal que o(z) = 0.

Por lo tanto o(z) = 0 € R* y o define un elemento j} o0 = (53007, ... ;j2 00%) €
(1) Q.

De este modo ([M]) la variedad J*(Q,RF¥) de todos los jets de aplicaciones de Q
en R* con meta en t € R¥, puede identificarse con el fibrado (T})*Q.

Si hacemos variar en todo R* la meta t, la variedad de jets de aplicaciones
o0:Q — RF es:

JHQ,RF) = Uer+ JHQ, RF) = RF x (TH)*Q.

Estudiamos a continuacién cual es la estructura geométrica candnica definida
sobre JY(Q,R*) = R*F x (T})*Q.

93
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Para establecer cudl es el grupo de estructura G estudiamos en primer lugar
cémo es el cambio de coordenadas locales en el modelo.

Si (u* 1 < a < n) es un sistema de coordenadas locales sobre la variedad Q, se
define un sistema de coordenadas locales fibradas sobre R¥ x (T})*Q, (t;,u®, ul;1 <
a <n,1 <1< k) del modo siguiente.

Para un elemento (¢, j2 ,0) € R* x (T})*Q arbitrario se define:

ti(t,Jz00) = ti(t),
(5.1.1) u(t,jzoo) = u®(z),
o i
w(t,300) = §%(a),
paratodos 1< a<nyl<i<k.
Dados ahora dos sistemas de coordenadas locales (t;, u®, u}) y (¢, 7%, @) sobre
R* x (T})*@Q, cuyos dominios tienen interseccién no vacia, los dos s1stema,s estardn
relacionadas por el siguiente cambio de coordenadas,

it Jz00) = T(t) = (),

(i) = (),
) . B
Tt 7o) = 9% (@) = 9%(0) 9 = 2L,
es decir,
ouP

(t,u* ul) — 5,7%,7) = (4,7 uﬂa_a)

Se comprueba ahora ficilmente por célculo directo que, si denotamos

%) ont
-G B Ugmmash O (G
para todos 1 < a, 8 < n y para todo 1 < i < k, entonces:
(5.1.2) C= (A1), A'B; = BlA,
y la matriz jacobiana asociada al cambio de coordenadas anterior es
L 0 0 ... 0
0 A 0 ... 0

J=| 0 By C ... 0
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donde Ij es la matriz identidad de orden k y donde ademés se verifican las condi-
ciones (5.1.2).
Consideramos el subgrupo G de Gi(k(n + 1) + n,R),

I, 0 0 . 0
0 A 0 . 0
A € Gl(n,R)
(5.1.3) G= 0 By C ... 0|, C = (4™ :
A'B;, = BIA/1<i<k
0 By 0 C

Volvemos ahora al estudio del modelo RF x (T})*@. Veamos en primer lugar
que esta variedad tiene una estructura de fibrado vectorial sobre @ con fibra tipo
R* x R".

Sea

8 . RF x (T,g)*Q — @

(tv j;,oa) - Z

la proyeccién candnica.
Definimos un difeomorfismo canénico,

A: REX(T)'Q —» RxTQ)&...8 R xTQ)
(t,42,00) — (t1,72000 -ty G2 00").

Asi cada elemento (¢,6) € R* x (T}):Q = (7%)7!(z) con z € Q puede ser
identificado, mediante A, con la k-tupla ((¢,6%),..., (t, 6%)) de elementos de R x
Q.

Si definimos ademaés,

/\(ta 6) + /J’('S: ¢) = (/\(th 91) + :u’(517 ¢1)7 R )‘(tk) ek) + /“L(skn ¢k))7
parat,s € R* 0,06 € (T})*Q y A\, u € R, entonces,
7* . RF x (Tkl)*Q — Q,

es un fibrado vectorial sobre @) isomorfo, como tal fibrado vectorial, con la suma de
Whitney de R x T*@Q consigo mismo k veces.
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Podemos definir, para cada 1 < i < k, una proyeccién canénica:

P REX(T)'Q — RFx ()@
(t,6%,...,0%) — (t,6%....60. .. 6%).
De esta manera existen k distribuciones verticales,
V; = ker Tp',

“para 1 < i < k, tales que:
Vin (+5%V;) = 0.

En efecto, en coordenadas locales, p* se escribe:

Pttt u®ud, . uk) = (tl,...,tk,u"‘,ui,...,uAfl,...
con lo que
» 7]
(5.1.4) Vi=kerTp' =< — > .
Ouy,

Ademés si 7% es la proyeccién,
o REX(TH*Q — RFxQ
(tdzo0) — ()
entonces es inmediato que:

V = &% |V, = kerT7*.

Sobre R¥ x (T})*Q se pueden definir k 1-formas canénicas Ay, .

siguiente:
Aift,0)(X) = 6'(T*(t,0))(TT"X),

para X € T(;0)(R* x (T})*Q) con 6 = (6%,. .., 6F).

.., A\x del modo

La expresién local de ); en el sistema de coordenadas locales (t;, u®, ul,) es

A o
A = ul du®,

para todo 1 <i < k.

De hecho, dada la proyeccién canénica p : RF x (T2)*Q — (T})*Q, las formas X'

son los pull-backs de las formas canénicas de (T})*Q.
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Definimos entonces k 2-formas presimplécticas wy, . . ., wx sobre R* x (T}})*Q por

w; = —d)\i.

Localmente, se tiene '
(5.1.5) w; = du® A dug,.

Si consideramos ahora las proyecciones,
pi: REx(T})Q — R
(ta j;,oa) — &

podemos definir k£ 1-formas 7, ..., m sobre RF x (T})*Q, por

= dpi)

para todo 1 < ¢ < k.
En coordenadas locales es facil comprobar que

para todo 1 <17 < k.
Utilizando la expresién local (516) es inmediato comprobar que:

kerm N...Nkerny = T((TH)*Q).

Localmente

o 0 .
kernlﬂ...ﬂkernk=<—éh—a,a—ﬁ;;lgaSn,lszgk>.

Si ademaés utilizamos las expresiones locales de V =V, & ... & Vi (5.1.4), de w;

(5.1.5) y de n; (5.1.6), obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.1 La coleccion (n;,w;, V;1 <1 < k) formada sobre R* x (T})*Q

por las k 1-formas n;, las k 2-formas w; y la distribucidn V', verifica:
I.mA.. A #0,
2. dim(kerw; N ... Nkerwy) =k,
3 kermN...Nkern Nkerwy N...Nkerwy =0,

4' niJv = 07 wiJva = OJ (1 S i S k)
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5.1.2 Estructuras k-cosimplécticas sobre espacios vectoria-
les

A partir del modelo anterior definimos del siguiente modo las estructuras k-cosim-
plécticas sobre espacios vectoriales de dimensién k(n + 1) + n.
Sea E un espacio vectorial de dimensién k(n + 1) + n.

Definicién 5.1.1 La familia (n;,w;, V;1 <4 < k), donde 1, ...,n son 1-formas,
Wi, ..., W son 2-formas y V un subespacio vectorial de E de dimension nk, define
una estructura k-cosimpléctica sobre el espacio vectorial E si se verifican las siguien-
tes condiciones:

i) mA. AR F#O,

- it) dim(kerw; N...Nkerwy) =k,
5.1.
( i1) kermpN...Nkermy Nkerw; N...Nkerwy = 0,

w) My, =0, Wiy, =0, 1<i<k.
(E,n;,w;, V) se denomina espacio vectorial k-cosimpléctico.

Nota 5.1.1 Si k& = 1 entonces E es un espacio vectorial de dimensién 2n + 1 y
tenemos una familia (n,w, V) compuesta por una l-forma 7, una 2-forma w y un
subespacio V' C F de dimensién n.

De las condiciones 77) y 74i) de (5.1.7) se deduce que nAw™ # 0 pues dim kerw = 1,
y por tanto rango w = 2n, y ademaés kern Nkerw = 0. ‘

El par (7, w) define una estructura cosimpléctica sobre E. De la condicién iv) se

deduce ademés que (n,w, V) define una estructura casi cotangente estable sobre E
[LMOS3].

Podemos demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 5.1.2 Si (m1,...,M,w1,...,wk, V) es una estructura k-cosimpléctica
sobre E entonces existe una base (M, ..., Tk, Yoo V55 -+, 783 1 < a < n) de E* tal
que

(5.1.8) wi = YaAYF
a=1




5. Variedades k-cosimplécticas 99

Demostracion

Puesto que m A ... Anx # 0, dim(kerm N ... Nkern) = n(k + 1); ademés
V C kern; = O paratodo 1 < i < k, y E = (N, kern;) & (N, kerw;) como
consecuencia de (5.1.7). Por tanto

VC ﬂf=1 kern; CE = (ﬂi-;l kermn;) & (ﬂf=1 ker w;),

y podemos obtener una base (fi, ..., fx, €1, .- ,€n, &1, - .-, &nk) de E, tal que (ey, ...,
€nqk) €s una base del subespacio vectorial V, (e, ..., e, €1, ..., €nk) Una base de
kermN ... N kerng, v (f1,.-., fx) es una base de kerw; N ... N ker wg.
Sea ademés la base dual de 1-formas (fy,..., fi, €1, .., €n €15, €np)-
Utilizando las condiciones (5.1.7) obtenemos que, en esta base, las formas 7; y
w; pueden escribirse por

k

(5.1.9) m=y Alfr con det(A?) #0
j=1

y :

(5.1.10) wi = (B)ies Net + (Ci)oes A e,

conl<i<k 1<s<nkyl<apf<n.
Si definimos las 1-formas

Qf = (Bi)ser + (Ci)des,
entonces las 2-formas w; se pueden escribir por
Ww; = Qza AN e;.

Las kn formas 2 son independientes entre si. Para verlo basta con comprobar
que la matriz cuadrada B = ((B;)3,) de dimensién kn es una matriz de rango méximo.
De hecho, se comprueba que si X = (Xi,..., Xi,) € R es tal que

BX =0,
entonces,

Xie1+ ..o+ Xpnern € VNkerw; N ... Nkerwy,

con lo que X = 0y B tiene rango kn.
Por tanto, las formas (B;)5e* son independientes entre si y en consecuencia las
formas 2 son también independientes.
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Utilizando (5.1.9) y la condicién i21) de (5.1.7) se deduce que (11, - - -, M, Ya, ¥E,
78 1 < a < n), donde:

o * a __ o
’Ya_ecm ’71;"91'7

paratodos 1 <i < kyl<a<n,esuna base de E* tal que verifica las condiciones
(5.1.8).0

Si tomamos la base de {f, e, e¢} E dual de la base de 1-formas {7, Y 72}

obtenida en la Proposicién 5.1.2 y si ademés definimos los subespacios Vi, ..., V; de
E por: .

(5.1.11) Vi = Nz kerw; Nkerny N ... Nkermny

entonces

Vi=<ef1<a<n>,

de modo que dimV; = n para todo 1 <i < k.

Ademsds, por el mismo razonamiento que en la demostracién de la Proposicién
1.2.1, obtenemos que V; C V paratodo 1 <i < ky que V;NV; = 0 para todo i # j
de modo que podemos escribir,

V=V&...aV.
Los subespacios Vi,. .., Vi asi definidos verifican:
1. V;n (+j#i‘/j) =0,
2. kern; N...Nkern Nkerw; = &4V},
3. wiJVixVi = 0,

para todo 1 <1 < k.
De hecho puede probarse el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.3 El espacio vectorial E es un espacio vectorial k-cosimpléctico
st y solo si sobre €l estd definida una familia (m;,w;, Vi; 1 < i < k) formada por k
1-formas n;, k 2-formas w; y k subespacios V; de dimensién n tal que:

MmA... A\ #0,

dim(kerw; N...Nkerwy) = k,

Vin (+52V;) =0,

kerm N...Nkerne Nkerw; = @;4V},
=0.

(5.1.12)

AR o

Yijvxv;
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Demostracién .
Si E es un espacio vectorial k-cosimpléctico hemos visto que los subespacios
Vi, ..., Vi de dimensién n definidos en (5.1.11) satisfacen las condiciones (5.1.12).
Reciprocamente, si se verifican las condiciones (5.1.12), basta definir el subespa-
cio de E de dimensién nk,
V=Vie...eoV

y entonces (E,n;,w;V’) es un espacio vectorial k-cosimpléctico.O

Sea (M, %0751 <4 < k,1 <+ < n) una base de 1-formas sobre E tal que
verifica las condiciones (5.1.8). Denotamos por (&, €451 <i<k,1<a<n)la
correspondiente base dual de E.

Los vectores &, ...,&; de esta base son tnicos, es decir, no dependen de las 1-
formas 7o, ¥, ya que si (1, 75, (7')¥) es otra base de 1-formas que verifica (5.1.8) y
(&, e, (€')%) es la correspondiente base dual, entonces

gl = 0,

g-gw; = 0,
para todos 1 < 4,5 < k lo que, teniendo en cuenta la condicién #:) de (5.1.7),
implica que §; — &, = 0 para todo 1 <3 < k.
Definicidon 5.1.2 Los vectores &, . ..,& se llaman vectores de Reeb asociados a la
estructura k-cosimpléctica (n;,w;, V') y estdn caracterizados por las condiciones

ey =0y tew; =0

Veamos a continuacién cudl es el subgrupo G de Gl(k(n+1)+n, R) que relaciona

a todas las bases (&, eq, €¥) de E adaptadas a una estructura k-cosimpléctica sobre
E. '

Sean (&, eq,€) v (&, fa, ff) dos bases que verifican las condiciones de la Pro-
posicién 5.1.2. Teniendo en cuenta (5.1.8) y la definicién (5.1.11) de los subespacios
V;, deducimos que, para todo 1 < i < k:

V=< 6? >a=1,..n=< fz‘a >o=1,...,n»
de modo que una matriz M € G C Gl(k(n + 1) + n,R) tal que:
& &
ea | =A| fo |,

e f i
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es de la forma:

I, 0 0 ... O
0 A 0 ... O
M = 0 B1 Cl ... 0
0 B, 0 ... Cy

con Ij la matriz identidad de dimensién k, A, B; € gl(n,R) y C; € Gl(n,R) para
todo 1 <i<k.

Como ademds, por (5.1.8), sabemos que las matrices asociadas a las formas
wi, .. .,w; respecto de estas bases son:

0 0 0 0
—-In 0 0 0 0 _In
(5.113) (wi)o=|0 In 0O ... 0| . (w)=|0 0 0 ... 0 ,
0 0 0 ...0 01, 0 ... 0

entonces, para todo 1 < ¢ < k, se verifica,
M*(wi)oM = (wi)o-

De esta condicién se deduce que, necesariamente,

Cj = (A‘l)t, AtBi = BfA,

para todo 1 <i < k.
Obtenemos entonces que el grupo G buscado es justamente el dado por (5.1.3),
es decir,

I, 0 O 0
0 A 0 ... 0
A € GIl(n,R)
G = 0 B, C , C = (A7) b
A'B; = BIA1<i<k
(\ 0 Bx 0 C )
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5.1.3 Estructuras casi k-cosimplécticas sobre variedades

En esta seccién definimos las estructuras k-cosimplécticas sobre variedades diferen-
ciales de dimensién k(n + 1) + n de modo que, en cada punto z € M, el espacio
tangente T, M es un espacio vectorial k-cosimpléctico.

Definicién 5.1.3 Sea M una variedad diferencial de dimension k(n+ 1) +n. Una
familia (m;,w;, V31 < @ < k) formada por k 1-formas m;, k 2-formas w; y una
distribucion V' de dimensidn nk tal que:

ILmA.. A #0,

2. dim(kerw, ﬂ ...Nkerwy) =k,

3 kermpN...Nkerny Nkerw;N...Nkerwg =0
4omy =0, wiy,, =0 (1<i<k)

se llama estructura casi k-cosimpléctica sobre M. La variedad M se dice que es una
variedad cast k-cosimpléctica.

Veamos a continuacién como la existencia sobre la variedad M de una estructura
casi k-cosimpléctica equivale a la existencia de una G-estructura BgM con grupo
de estructura G' dado por (5.1.3).

Suponemos en primer lugar que sobre la variedad M existe una familia (7;, w;, V)
que verifica las condiciones de la Definicién 5.1.3.

Podemos definir £ distribuciones Vi, ..., Vi en M del modo siguiente:

(5.1.14) Vi =Nz kerw; Nkerny N ... Nkern.

De la Definicién 5.1.3 se obtiene que, (T, M, n;(z), wi(z), V(z)) es un espacio
vectorial k-cosimpléctico para cada z € M vy, por los mismos razonamientos que en
la seccién anterior, tenemos que, para todo 1 < i < k:

vicv,
(5.1.15) dimV; = n,
Vi (45#V5) =0,

v en consecuencia V=V & ... V;.
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Sea {Y1,..., Yi(n+1)4n} una referencia lineal en M tal que verifica:

<Yy,....Yip > = kerwinN...Nkerwy,
< Yit1, - Yentr)4n > = kermN...Nkern,
< Yitintts s Yegingn > = V;

para todo 1 <1 < k.
Se deduce de las propiedades (5.1.7) que

rango w;(z) = 2n,
para todo 1 <4 < k, y para todo z € M.
Puesto que en cada punto z € M, (T, M, n;(z),w;(z),V(z)) es un espacio vecto-

rial k-cosimpléctico entonces, en cada punto r € M, existen los correspondientes k
vectores de Reeb &;(z), ..., & (z) caracterizados por las condiciones

Le (@M (T) = by, te@ywj(z) = 0.

Asi existen k campos de vectores &1,...,& en M caracterizados por las condi-
ciones
(5116) Lg; M = 52‘]” lg,Wj = 0.

&1, .-, & se llamardn los campos de Reeb sobre M asociados a la estructura

k-cosimpléctica (n;,w;, V).

De la primera condicién de (5.1.16) se deduce, teniendo en cuenta que m; A
A # 0, que dim < &,...,& >= k. De la segunda condicién obtenemos que
<&y &k Yo, - - -, Yi(n+1)+n > €s una referencia lineal en M.

Respecto a esta referencia lineal es ficil comprobar que:

00 ... 0 ...0
0P ... -Q ... 0

(wio =1 g Q ... 0 ...0
00 ... 0 ..0

con P, = P!y det@; # 0.
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Construimos una nueva referencia {1, ..., &, Xk+1, - - -» Xk(n+1)+n} POI
31
I, 0 0
0 A O 0
&k
:(él)'-'1§k7y}€+la'"7Yk(n+1)+n) 0 Bl Cl o 0 )
Xr+1 ‘
0 Bx O Cy
Xk(’n+1)n
donde,
A=Q;t Ce=1 B = +(Q; 1) PO}
"Qk) k — 4n, k_Q(Qk) kaa

Ci=(Q7V)'QL B = 5(Q7)'PQ;,

para todo 1 <i < k.

Respecto a esta nueva referencia, las formas w1, ..., w, se expresan por las ma-
trices (w1)o, - - -, (wk)o dadas por (5.1.13).
Cada referencia lineal {&1,. .., &k, Xk+1, - -, Xk(n+1)4n} asi construida es una re-

ferencie lineal adaptada a la estructura k-cosimpléctica.
Es facil ahora comprobar que todo par de referencias adaptadas se relacionan
por un cambio de referencia con matriz asociada:

I, 0 0 0
0 A O 0
0 B C 0
0 B, 0 ... C

con BfA= A'B; y C = (A7) paratodo 1 <i<k.

De este modo el conjunto de todas las referencias lineales adaptadas a la estruc-
tura k-cosimpléctica determina una G-estructura con G dado por (5.1.3).

Reciprocamente sea BgM una G-estructura sobre M, donde G estd dado por
(5.1.3).

Sea ademas

{61, ce oy €ky Chktly e o+ Chdny Chtntls - o -y Ck+2ny oy Chtkntls - - oy ek+kn+n}7
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una referencia adaptada a BgM, y sea,
1 k pk+1 k+n pk+n+1 k+2n k+kn+1 k+kn+n
{64, ...,6%,0° ...g7 " gv Tt 0 RN oo, 0 },

la correferencia adaptada dual correspondiente.

Definimos entonces una familia de k& 2-formas diferenciales wq, ..., wy sobre M
por sus matrices asociadas respecto a cualquier referencia adaptada a BgM. Sean
estas matrices las dadas por (5.1.13).

Las w; estén asi bien definidas pues utilizando (5.1.3) y (5.1.13), se comprueba
directamente que si cambiamos la referencia adaptada, y B € G es la matriz de
‘cambio de referencia correspondiente, entonces, como vimos en la Seccién 5.1.2, la
matriz asociada a cada w; respecto de la nueva referencia es:

(%‘)6 = Bt(wi)oB = (%‘)0,
para todo 1 < i < k.

Por lo tanto, utilizando una correferencia adaptada a BgM arbitraria, cada w;
se escribe "
W = 6k+a A 0k+’in+a’
para todo 1 <1 < k.
Utilizando de nuevo una correferencia adaptada {841 < A < n+k+ kn}
definimos k 1-formas 7y, ..., Mx sobre M por:

mi(2)(X) = 6(X),

paral<i<k,z€ My X €T, M, es decir n; = §*. :

La expresi6n (5.1.3) del grupo de estructura G asegura de forma inmediata que
las 7; estén bien definidas. ;

Por dltimo para una referencia adaptada arbitraria {es;1 < A < n+k +
nk},definimos k distribuciones Vi, ..., Vi de dimensién n sobre M, por:

Vi =< €kqint1s- -+ s Chpintn >,

para cada 1 <i < k.

De nuevo la expresién del grupo G nos asegura que las V; estdn bien definidas.

Con estas definiciones es inmediato que la familia (7;, w;, V), donde V =V, @ 5
... &V, verifica:
mA... A #0,
dim(kerw; N ... Nkerwyg) = k,

kerm N...Nkern, Nkerwi N...Nkerwy =0,

Ll

nijv’ wiww — 0, 1 < 1 < k.
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Hemos probado el siguiente resultado: ‘ ;

Proposiciéon 5.1.4 La variedad M es una variedad casi k-coszmplectzaa,s'ry solo
si sobre M existe una G-estructura con grupo de estructura G dado por (5.1.3).

Lema 5.1.1 Si M es una variedad casi k-cosimpléctica con 'k > 1 y &, ...,& son
los campos de Reeb asociados a la estructura casi k-cosimpléctica entonces, para todo
1 <1<k se verifica

(dnj=07de=0’ V1 S]Sk)=> [fz,V] cV.

Demostracién

Sea &; un campo de Reeb asociado a la estructura casi k-cosimpléctica (n;,w;, V)
y sea v; € V;. Suponemos que 7; y w; son cerradas para todo 1 <1 < k.

Sea w; con [ # j, entonces

Yoot = [Lg;, to,Jwr
= 0,
teniendo en cuenta que [ # j y la condicién 3 de (5.1.12).
Para l € {1,...,k} arbitrario, se verifica
L) = [Lfia ij]
= 0.

De este modo hemos probado que:
(&, v;] € kermy N ... Nkerng N ker wy,
para todo 1 <[ < k con | # j, es decir,

(&, v;] € Migjlkerm N...Nkerne Nkerw;)
= Vi

Se demuestra asf que [§;, V;] C V; para todo 1 < 4,5 < k, y por lo tanto
[fi, V] cVv

para todo 1 < i < k, con la condicién k£ > 1.0
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Definicién 5.1.4 Sean (M,m, ...,k wi,.. ., wi, V) y (N, p1, -, Py @15 -+, Dk,
W) dos variedades k-cosimplécticas de la misma dimension.

1. Un k-cosimplectomorfismo de (M, n;,w;, V) en (N, pi, ¢i, W) es un difeomor-
fismo f: M — N tal que:

o = mi
(5.1.17) "o = wi
TfV(z) = W(f(z)),

para todo 1 <1 < k y para todo x € M.

2. Un k-cosimplectomorfismo local de (M,n;, w;, V) en (N, pi, ¢, W) es una
aplicacion f : M — N tal que todo punto x € M tiene un entorno U
tal que Uy = f(U) es abierto en N y fjy, es un k-cosimplectomorfismo de
(Ur, (m)yus, (wi)joy, Viey) en (Us, (pi)jvs (96105 Wies)-

5.2 Integrabilidad

Como G-estructura, una estructura casi k-cosimpléctica BgM es integrable si existe
un sistema de coordenadas locales (¢;,z%,z%;1 < i < k,1 < a < n) de modo que la
seccién local del fibrado de referencias de M que asocia a cada punto de z € M la
referencia lineal,

0 0 1o}
(B_ti(x)’ 5;5(35), 5;2(1‘)),

es una seccién local del fibrado BoM. Es decir, la referencia asi definida es una

referencia adaptada a la estructura casi k-cosimpléctica de modo que, para cada
1 < i <k, se verifican:

n = dti:
 (5.2.18) wi = da® Ada,
= ) _0_
1% < Bzl’ 81’; >a=1,.m -

La caracterizacién de las estructuras casi k-cosimplécticas integrables estd deter-
minada por el siguiente resultado:




5. Variedades k-cosimplécticas 109

Teorema 5.2.1 Una estructura casi k-cosimpléctica (n;,w;, V') sobre una variedad
diferenciable M de dimension k(n + 1) + n es integrable si y sélo si

(5.2.19) dni=0, dw;=0, [V,V]CV, (1<i<k).

Demostracion

Si la G-estructura es integrable y existe un sistema de coordenadas locales
(t;, z*, 2) sobre M, tal que se verifican las condiciones (5.2.18), es facil compro-
bar que la estructura casi k-cosimpléctica verifica las condiciones (5.2.19).

Veamos ahora el reciproco. Suponemos que la estructura casi k-cosimpléctica
(i, ws, V') verifica (5.2.19). Construiremos un sistema de coordenadas sobre M ve-
rificando (5.2.18).

En cada punto z € M consideramos el subespacio K, = ker n;(z)N...Nker ni(z).
Hemos visto que el espacio tangente T, M verifica,

T1M=<§1 >, B...8 <& >, BK,.
La siguiente sucesién estd formada por distribuciones integrables:
<€ >,<€ >, <& > K,

Como las sumas dos a dos de estas distribuciones son también integrables y, en
cada punto, el espacio tangente a M es la suma directa de todas ellas, entonces
estamos en las condiciones del Lema 1.3 de [K], y podemos asegurar que existe, en
cada punto z € M, un sistema de coordenadas locales (Z;,z°, x_g; 1<i<kl1<a<
n) en un entorno U de z, tal que:

a

<§i >=<8_t_i >,

K=<-L 2 > .
0z® 61'2, ( ;éfsskn )
En el entorno U puede escribirse, para cada 1 < i < k fijo,
0
&= fi5t=i7

y, como 7;(&;) = b;;, entonces,

1 _ —
ni = —dt; = gidt;.

7
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Si cada 1-forma 71, ..., 7 es cerrada, entonces, para cada 1 < ¢ < k fijo:
09 — . — 99 — . 09 — =
0=d1=—_dt/\dtl —_“'d——&/\dt, -—.::::d q/\dt',
7 at] 7 + awa X -+ ay;l CC] i
de donde se deduce:
dg; —0= 09
o™ 8}5}5’
paratodos 1 <i4,j <k, 1<a<n,y
%9i _ o,
0t;

para todos 1 < i,j <k, i # j. A

Entonces g; = ¢;(;) y podemos definir k£ funciones h* = h(%;) donde cada h* es
una primitiva de la correspondiente g;. :

Podemos definir un nuevo sistema de coordenadas (f;, 7%,z ) en un entorno I/
de z por 3

ti=h'(%), & =77, o,

parral<i<kyl<a<n

En este nuevo sistema se verifican

— l
= I,

ni=d£ia
-9
fl_ ati)

o)
0z’ Jri >( e ) )

Dado que K es una distribucién integrable podemos asegurar que existe una
subvariedad integral W de K pasando por z y se comprueba fécilmente que (W, wy,
..., Wk, V) es una variedad k-simpléctica.

Existe entonces un entorno coordenado (U’,z%*,z%) con1 <i <k, 1< a <mn,
de z en W tal que

wi,, = dz® A da},

‘/]U/ =< £“£, . 8—25 >1§°¢Sn7

[e3
paratodo 1 <i < k. 3
Si las funciones coordenadas t; de U estan definidas en el intervalo (—¢;, €;) para
todo 1 < i < k, entonces consideramos el entorno coordenado de z en M,

(U=U"x(—€1,€1) X ... X (—€k, &), t:, 2%, 7)),
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con t; = t;. _
En el entorno U de z se verifican:

wi = (A)idt; Adts + (B;)Ldt; A dz®
(Ci)d, (dt; A dzs, + (D3)§ ;dz® A dal
(B:)gdz A da? + (Fy)3ldad, A dzs.
De la condicién tg,w; = 0 se deduce que
(A)l = (B} = (C)hs =0,

para todos 1 < 4,7, s <k, 1 < a<n.
Por otro lado, de la condicién dw; = 0, se deducen:

O(E)5 _ O(Fgi _ 0(Di)j;

ot o1, o,
y entonces ‘
(Ei)g(tﬁ z7, :C'Z,) = (El)g(o z, ‘73217) =0,
(Ft)g,’g (tlv z, -'Ef,) = (Fz)g,’i (07 z%, If,) =0,
(Di)g,j(ts: z%,z5) = (Dz')%‘,j(O,I”: z5) = ba,66ij,
de donde

w; = dz® A dxt,.
Ademés, en todo z € U,
V(z) C T,U',
entonces

0 0

V=< — LT D1<o<
ozl fgk TIEET

lo qué acaba la prueba del teorema.O

Definicion 5.2.1 Una estructura casi k-cosimpléctica integrable se llama estructura
k-cosimpléctica.

Nota 5.2.1 [LMOS3] En el caso k = 1, es decir, para estructuras casi cotangente es-
tables, la condicién [€, V] C V, donde € es el campo de Reeb asociado a la estructura,
es una condicién necesaria para la integrabilidad de la G-estructura independiente
de las otras condiciones que caracterizan tal integrabilidad.



112 5.2 Integrabilidad

5.2.1 Ejemplos

Ademds del ejemplo canénico elegido como modelo para la Definicién 5.1.1 en el
fibrado cotangente estable de las k'-covelocidades, construiremos un ejemplo de
variedad compacta dotada de una estructura casi k-cosimpléctica.

Sea H(2,2) el subgrupo de Lie del grupo lineal general GI(6, R) formado por las
matrices A € Mgxe(R) de la forma:

1 1

1 0z 0 25 2
01 0 zp 22 22
Ao 001 0 w» O
00 0 1 0 w
00 0 0 1 O
000 0 0 1

H(2,2) es un subgrupo de Lie nilpotente de GI(6,R) de dimensién 8.
Puede definirse en H(2,2) un sistema global de coordenadas (z%, ¢, 25 1 < 4,3
< 2) por: ' ‘
2(A) = x;, ¥ (A) =y, 2;(A) = 2.
Consideramos la base siguiente de 1-formas invariantes por la izquierda sobre
H(2,2)

(5.2.20) {dz?,dz?, dy’, dy? dz}, d2?, 3t = dz} — 2ldyt, 32 = d22 — 22dy?).

Denotamos por I' el subgrupo de matrices de H(2,2) con componentes enteras.
El espacio de las clases de equivalencia por la derecha M (2,2) = T'/H(2,2) es una
variedad compacta de dimensién 8, mas precisamente es una nilvariedad compacta.

Puesto que las 1-formas (5.2.20) son invariantes por I', existen 1-formas,

{o!, 0?8, 8%, 03,07,7" 77},
sobre M(2,2) tales que:
Tt = d.’L‘i, ﬂ*ﬁi — dyi,
ot =dzi, =7,

para todo 1 < 4,7 <2y i # j, y donde 7 : H(2,2) — M(2,2) es la proyeccién
natural.
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Denotamos ahora por,
{Al) AZ) Bl? B27 Cla 025 Tl, T2}>

la base dual de {a, 8, 0%, 7'}
Si definimos )
m = 617 e = 16 )

W= AV + AP A
wy = a'Aoj+a?Aod,
V = <N,15,0,C >,

entonces es facil comprobar que (7;,w;, V;1 < 4 < 2) verifica las condiciones de la
Definicién 5.1.3 y por lo tanto (M(2,2),7m;,w;, V;1 < i < 2) es una variedad casi
2-cosimpléctica de dimensién 8.

Utilizando las expresiones locales (5.2.20) y la definicién de las formas 1, 72, w;
v wy se comprueba que
(5221) d’f]l = d772 = d(.d] = dulz = 0.

Por otro lado, teniendo en cuenta la Proposicién 2.30 de [Wn], la distribucién V
es integrable si y sélo si el anulador I(V) de V (es decir, las formas sobre M(2,2)
que restringidas a V' se anulan) verifica
d(I(V)) c I(V).

I(V) es el ideal generado por ai, as, 81, y B2. Puesto que
day = day = dfB; = dfB, = 0,

se deduce que I(V) es un ideal diferencial y, asi, V' es involutiva, lo que, junto

a (5.2.21) implica que (71,72, w1, w2, V) es una estructura 2-cosimpléctica sobre
M(2,2).

5.3 Conexiones lineales adaptadas

En esta seccién, en primer lugar, introducimos las estructuras casi k-cosimplécticas
como las estructuras asociadas a un cierto tipo de tensores definidos sobre el fibrado
FM de las referencias lineales de M.

Estudiaremos después la existencia y caracterizacién de conexiones lineales adap-
tadas a las estructuras casi k-cosimplécticas.
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5.3.1 Estructuras definidas a partir de tensores

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m = k(n 4+ 1) + n y sean F; los
siguientes espacios vectoriales:

F=R")"eR"),

paratodo 1 <i < k. :
Sea F = @%_| F;. Definimos una representacién de Gl(m,R) en F por r = &% r;,
con

ri(A)(h)(u,v) = h(A™ u, A7),

para A € GI(m,R), h € F; y u,v € R™.

Sea wo = (w1)o + ... + (wk)o € F con (w;)o € F; dadas por las matrices (5.1.13)
para todo 1 <1 < k.

Representamos por G, el subgrupo de isotropia de wy para la representacién r, y
por G(y,), el subgrupo de isotropfa de (w;)o para la representacién r; para 1 < i < k.

Dar una G(,,);-estructura sobre M equivale ([Fu]) a dar un tensor t; de tipo
(i, Fi) sobre FM, y dar una G,,-estructura equivale a dar un tensor ¢ de tipo (r, F')
sobre FM.

Se define una G|y;),-estructura sobre M por:

BG(%)OM = {Z € FM/tl(Z) = (w,-)o}
{z € FM/w;(zu, 2v) = (w;)o(u,v), Vu,v € R™},

y una Gy,-estructura por:
Bg, M = mif;lBG(ui)o M.
Sea ademés V el subespacio de R™ de dimensién kn definido por,
V =< €xtnt1s- - -, Ek(n+1)+n > -
Denotamos por Gy el subgrupo cerrado de GI(m,R) definido por
Go={A4 € Gl(m,R)/AV =V},

de modo que dar una Gg-estructura sobre M es equivalente a dar una distribucién
diferenciable V' sobre M tal que:

V(z) = 2V,
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donde z es cualquier referencia lineal en £ € M perteneciente a la Gg-estructura
BGOM ’

Entonces dar una Gy-estructura sobre M es equivalente a dar una distribucién
diferenciable V sobre M de dimensién nk.

De este modo,

Bg,M ={z€ FM/2V =V}.
Sean E; con 1 < i < k los k espacios vectoriales,
E; = R"™)",
ysea E = &F | E;.
Definimos una representacién s de GI(m, R) en Aut(E) por s = & ;s;, donde

si(A)h(u) = h(A™ ),

para todo A € Gl(m,R), h € E; y u € R™

Utilizando el producto escalar en R™ podemos considerar cada elemento e;,
1 < ¢ < k de la base candnica de R™ como un elemento del espacio E;. Asi
m=er+...+ex € Eysea Gy, €l grupo de isotropia de (1;)0 = €; € E; respecto
de las representaciones s;. De esta manera,

Gro = N=1Gaao-

Dar una G,,),-estructura sobre M equivale a dar un tensor u; de tipo (s;, E;)
sobre F M,y dar una G,,-estructura equivale a dar un tensor u de tipo (s, E) sobre
FM.

Se define una G/y,),-estructura sobre M por:
Bgp, M = {z € FM/ui(z) = (n:)o}
= {z € FM/n(2(v)) = (m)o(u), Vu € R™},
y una Gp,-estructura por:
Bg, M = N, Bg,, M.

Finalmente una estructura casi k-cotangente estable sobre M est4 determinada
por las referencias lineales en puntos de M tales que son referencias adaptadas a
Bg,, M, Bg,M y Bg, M al mismo tiempo, es decir,

(5322) BegM = BGwOM N Bg,M N BG%M,
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0, equivalentemente
BoM ={z€ FM| wi(zu,zv) = (w;)ou,v)
V = z<erins1,--- s Ck(n+1)+n >

donde {e4;1 < A < m} es la base canénica de RF.

5.3.2 (G-conexiones lineales

La teorfa general de G-estructuras ([Fu]) asegura que, para G-estructuras definidas
por tensores t, la integrabilidad de la G-estructura implica la existencia de una
G-conexién simétrica, es decir, de una conexién lineal simétrica tal que Vit = 0.

Para una estructura casi k-cosimpléctica hemos visto que el grupo de estructura
G puede escribirse como
G =Gnp NG, NGy

de hecho, hemos visto (5.3.22),
BoM = BG,,OM N BGwoM N BG0M~

Si la estructura es k-cosimpléctica, es decir, es integrable, entonces Bg, M,
Bg. M y Bg,M son simultdneamente integrables y la teoria general nos asegura
la existencia de una conexién simétrica V que es simultdneamente G,,-conexidn,
G ,-conexién y Go-conexidn, es decir,

Vn: =0, Vw; =0, vV CV,
para todo 1 < i < k.
Nota 5.3.1 De hecho puede probarse que si k > 1y,
Vn, =0, Vw; =0,

para todo 1 < i < k, entonces, necesariamente, VV; C Vi, donde cada V; es la
distribucién definida por (5.1.11), y por lo tanto VV C V.
Para comprobarlo, sean X € x(M) arbitrario y X; € V;, y veamos que entonces .

VxX;, e V.
Como Vn; = 0, entonces
0 = (Vxm;)(Xi)
= Vx(0;(Xi)) —n;(VxX)
= —n;(VxXy),
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es decir, VxX; € kern; para todo 1 < j < k.
Del mismo modo, como Vw; = 0, entonces, sii # j e Y € x(M) es arbitrario, se

deduce
0 = (VXOJj)(Xi,Y)

= Vx(w]'(Xi, Y)) - w]-(VXXi, Y) - u)j(Xi, ny)
= —w;(VxX.Y),

y asi VxX; € kerw; para todo j # 1.
Por lo tanto,
VxXi; € kermN...Nkern Nkerw;

= @iV,
para todo j # 1, es decir,
VxXi € Njzi(@i25V1) = Vi,
lo que prueba que VV; C V; para todo 1 < i < k y, por lo tanto VV C V.

Para las estructuras casi k-cosimplécticas existe el resultado reciproco, es decir:

Proposicién 5.3.1 Sea (n;,w;, V;1 < ¢ < k) una estructura casi k-cosimpléctica
sobre la variedad M y sea V una G conexion simétrica sobre M. Entonces (n;, w;,
Vi 1< 1< k) es una estructura k-cosimpléctica.

Demostracion
Sea V la derivada covariante de una G-conexién simétrica, es decir, tal que:

V’I’]i = O, Vwi = 0, VvV C Vv,

para todo 1 <1 < k.
Por ser simétrica, se satisface,

(5.3.23) VxY - VyX =[X,Y].
Ademsas VV C V, de lo que se deduce que la distribucién V es integrable.
Utilizando Vw; = 0 y desarrollando la expresién Vw;(X,Y, Z) = 0 para todos
X,Y,Z € x(M) se obtiene que:

X(wi(Y,2)) = wi(VxY, Z) +wi(Y, Vx 2Z).
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De esta igualdad y de la simetria de V se demuestra que,
(5.3.24) dw;(X,Y,Z) =0,
para todo 1 < i < k. »
Del mismo modo, como V7; = 0 tenemos que, para todo X,Y € x(M),
Xni(Y) =n(VxY),
lo que, con la simetria de V, nos permite probar que
(5.3.25) dni(X,Y) =0,

para todo 1 <7 < k.

Las condiciones (5.3.24) y (5.3.25) junto a la mtegrablhdad de V prueban la in-
tegrabilidad de la estructura casi k-cosimpléctica, para k > 1, en virtud del Teorema
5.2.1.

Si k = 1 hay que comprobar también la condicién [£,V] C V, [LMOS3]. Para
ello, sea & el campo de Reeb asociado a la estructura casi cotangente estable y sea
XeV.

Por (5.3.23) se obtiene que:

(€, X] = VX — VxE,

y puesto que VV C V y X € V entonces VEX eV.
SiY € x(M) se tiene

n(Vx€) = Vx(n(§) — (Vxn)(§)
= Vyl
= 0,

W(VXEY) = Vx((6,Y)) - w(E, VxY)
~(Vaw)(EY)
= 0,

donde se ha utilizado que Vn =0y Vw = 0.
De este modo

I

Vx& € kern Nkerw,

con lo que
[£,X]=VeX eV

Por lo tanto,
(5.3.26) g Vvlicvo

O xR o ol ]

(1]

wn

e
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5.4 Caracterizaciones del fibrado R* x (T})*Q

En esta seccién utilizamos de nuevo los métodos de Crampin-Thompson y de Nagano
para caracterizar en qué condiciones una variedad diferenciable M de dimensién
k(n + 1) + n se puede identificar con el fibrado estable cotangente de las k*-covelo-
cidades R* x T}}Q para alguna variedad @ de dimensién n.

5.4.1 Método de Crampin-Thompson

Sea M una variedad diferenciable de dimensién k(n+1)+n dotada de una estructura
k-cosimpléctica (n;,w;, V;1 <1 < k).
Denotamos, para todo 1 < i < k,

Vi=kern N...Nkern, Njx; kerw,

de modo que,
K;=kerm N...Nkern Nkerw; = &;4V;.

Paratodo 1l < ¢ < k, V' y K, son distribuciones involutivas que definen foliaciones
sobre M.

Si &i,...,& son los campos de Reeb asociados a la estructura k-cosimpléctica
entonces definimos, también para cada 1 < < k, las siguientes distribuciones:

W = <&,...,& > 8V,
Wi = <&,....&....& > oK,

W y W; son también distribuciones involutivas y tienen, respectivamente, di-
mensiones k(n+ 1) y (n+1)(k — 1).

Anélogamente al caso de las estructuras casi k-cotangentes [M], introducimos la
siguiente definicién:

Definicién 5.4.1 Se dice que la estructura k-cosimpléctica (n;,w;, V) define una
fibracién sobre M cuando se verifican las siguientes condiciones.

1. El espacio de las hojas M; = M/W; definido por la distribucién involutiva W;
es una variedad cociente de M, con lo que la proyeccion candnica p; : M — M;
es una fibracion cuyas fibras son las hojas de W; para cada 1 < i < k.

2. El espacio de las hojas Q = M/W definido por la distribucion involutiva W
es una variedad cociente de M con lo que la proyeccion candnicap : M — @Q
es una fibracion cuyas fibras son las hojas de W.
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Tenemos entonces los diagramas conmutativos

M Di Mi

\ o;

tales que, en un sistema de coordenadas adaptadas,

pi(th e >tk,$aa xiu e xﬁ) = (tiyxa7 332)7
p(ty,. ..tk 2%, 2k, ... 2k) = (29),

oi(t;, %, 2%) = (z%).

De la definicién de las W; se deduce que,
W; = kern; Nker w;,

para todo 1 < ¢ < k. Utilizando esta condicién se prueba que sobre M; se pueden
definir una l-forma 7; y una 2-forma @j por:

E(X) = 771'(7): w‘;(X7 Y) = wi(ya 7)1

paratodo 1 <i<k,yconX,Y €TM tales que (p;).(X) =X y (p:)(Y) =Y.
En el sistema de coordenadas (¢;, z%,z%;1 < a < n) sobre M; se obtiene que,

7 = dt;, U,-:dx"‘/\dx;,

para cada 1 < ¢ < k, con lo que es inmediato que (7;,@;) es una estructura
cosimpléctica sobre M;.

Ademss, dado que W; N'V; = 0, V; induce sobre M; una distribucién involutiva
Vi = (Tp;)V; para 1 < i < k. Las hojas de V; proyectan en las hojas de V; por p; de
modo que o; es una fibracién cuyas fibras son las hojas de V.

De nuevo, tomando un sistema de coordenadas adaptadas en M y el sistema de
coordenadas (t;, 2% z%;1 < @ < n) inducido en M; se comprueba que,

— Io}
V}=<—éx—i;1§a§n>,

o

para cada 1 < i < k.
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Con estas expresiones locales es inmediato [LMQOS3] probar que (7;,@;, V;) es una
estructura casi cotangente estable sobre M.

La siguiente construccién sobre una variedad k-cosimpléctica que define una
fibracién, generaliza la construccién de los levantamientos (i)-verticales sobre el
fibrado estable cotangente de las k-covelocidades.

Definicién 5.4.2 Seay € M tal que p(y) =z y pi(y) = v; para cada 1 <i < k. Si
B € TrQ, el i-levantamiento vertical de 3 a T,M es el unico vector 8% € T,M tal
que B9 € Vi(y) y ademds

Lrp, 80T = 0, LTp, Wi = (Uz‘)*ﬁ-

B est4 asi bien definido, puesto que V;(y) y T, M; son isomorfos, y si 8 = B,dz?,
entonces 3¢) se escribe localmente por

. 0
M- _p5. 9
B Ba R

61

para todo 1 < ¢ < k.
De este modo, dada una 1-forma 3 sobre Q, existen k campos de vectores 5,
.., B%® sobre M tales que 8% € V; para 1 <i < k.

Proposicién 5.4.1 Dadas las 1-formas 3, v sobre Q y dados los k campos de Reeb
&1, .., & sobre M asociados a la estructura casi k-cotangente estable, se deduce
que,

89,99 =0, [89,¢]=0,
para todos 1 < 4,5 < k.

Demostracién

Ambas igualdades son inmediatas a partir de las expresiones locales correspon-
dientes.O

Por lo visto en la Seccién 5.3.2 sabemos que, por ser (7;,w;, V;1 < i < k) una
estructura k-cosimpléctica, existe sobre M una conexién simétrica adaptada a la
estructura. Se puede probar, en estas condiciones, el siguiente resultado:

Proposiciéon 5.4.2 S5i V es una conexidn simétrica adaptada a la estructura k-
cosimpléctica sobre M que define una fibracidn, entonces V induce, por restriccién,
una conexion llana sobre cada hoja de las fibraciones p; : M — M.
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Demostracién
Basta probar que,

Vel =0, Ve =0, V89=0, Vuué=0,

para todo 1 < 4,5 < k y para cualesquiera 1-formas 3,y sobre (). Para cada uno de
estos campos de vectores se comprueba que:

1s(Ve&i) = 1s(Vary?) = 15(Ve,B9) = 15(V &) = 0,
para todos 1 < 4,7, s < k, y también:
ws(Ve&5, Z) = ws(VayD, Z) = we(Ve, 89, Z) = wy(V 0 &;, Z) =0,

para todos 1 < 4,4,5s < k y para cada campo de vectores Z sobre M. De hecho
basta comprobarlo tomando, Z = &, Z = ¢ con o una 1-forma sobre Q y Z un
campo de vectores sobre M, de modo que, en cada punto de x € M, Z, esté en el
espacio complementario a V(z) en NF_ kern;(z). Para ello se utiliza la Proposicién
5.4.1.0

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 5.4.1 Sea (M,m,..., Nk, w1,--.,wk, V) una variedad k-cosimpléctica que
define una fibracion p : M — Q. Sea V una coneridn simétrica adaptada a la es-
tructura de modo que la conezidn llana inducida sobre cada hoja de las distribuciones
<& > @V, y W, es geodésicamente completa. Si ademds cada fibra de p es coneza
y simplemente conexa y cada hoja de < & > ®V; es conexa para todo 1 < i < k,
entonces M es un fibrado afin modelado sobre el fibrado vectorial R¥ x (T})*Q. Por
lo tanto, cada vez que tomemos una seccién global s : Q — M podemos definir un
difeomorfismo Fy : M — R* x (T})*Q con s jugando el papel de seccion cero.

Demostraciéon

Teniendo en cuenta la Definicién 1.3.1 de fibrado afin modelado sobre un fibrado
_ vectorial, hemos.de definir una aplicacién,

p:M xq (R* x (T3)"Q) — M,
de modo que para cada punto z € Q,

pz 7 (2) X (TF)7H(z) — p7(2),
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sea una accién libre y transitiva de (7%)7%(z) = R* x ((T})*@Q). sobrs p~!(z).

Para cada 8 € T*Q y cada t € R¥ definimos k vectores (5%);, 1 < i < k, en
z € p~i(z) C M por

(sz)x = ti&i(x) + ﬁ;i)'
De este modo, R A X
(8 = ((B1)zs - -+ (B)e) € (TeM)s.

Por la Proposicién 5.4.2 sabemos que, si V es la conexién simétrica adaptada a

la estructura casi estable k-cotangente, entonces,
Vgubi =0,

con lo que Bf es un campo de vectores geodésico. Puesto que la conexién que V
induce sobre las hojas de las fibraciones p y o; es geodésicamente completa, el campo
Bf es completo para todo 1 < i < k.

Cada (3% genera un grupo l-paramétrico global de transformaciones,

¢[3~:i R x P_l(z) - p—l(z)~

Sea t — ¢B?" (t,y) la curva integral de Bf’ tal que qﬁﬁg,v (0,y) =y € p~(2).
Definimos ‘

pz(y7t17 ey tka/Blv v 7/6k) = ¢B;k (17 ( <y ¢5§2(13 ¢f3§1 (1! y)) N )

Probamos ahora que p, es una accidén libre.y transitiva.
Sean (t1,---,tk By -5 Bk) ¥ (815+ -+, 86,71, - - - Y& elementos de R* x ((T})*Q)..
Los campos ﬁiti y ¥;% verifican,
St g
[/B’i 7’7_7'8]] = 01

para todo 1 < 4,5 < k, con lo que sus flujos asociados conmutan y por tanto su
D . P St s .
composicién es un flujo con generador infinitesimal 3; " + ;%, es decir,

¢',ti ta(b""j t, = ¢“-SJ' t7¢”_‘i t,
- (b (6) = by (660 (6)
= ¢Bi°i ;% (ta y)

Entonces

p=(p=(y, (£, 8)), (5,7)) = pz(p=(¥,(5,7)), (£, 8))
= pz(ya(t+57ﬁ+'7))7
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lo que prueba que p, define una accién de R* x ((T})*Q). sobre p~1(z).

Veamos que la accién es transitiva.

A partir de un producto escalar arbitrario (, ) sobre 7*Q, definimos una métrica
de Riemann g; en cada hoja de la fibracién o; : M; — @, por,

St L.
9i(B: ", 7:%) = (Bi, %) + tisi.

Ahora, utilizando que V Gt 4% = 0 para todos t;, s; € R y para todos ,8, yeT*Q
y que gi(ﬁiti,iis") es constante en todo o; '(2), se prueba que Vg; = 0 con lo que
V es la conexién de Riemann de la métrica g; para todo 1 < ¢ < k y cada hoja de
la foliacién definida por < & > @V, es una variedad de Riemann geodésicamente
completa.

Como cada una de las distribuciones < & > @V es integrable, también son
integrables todas las sumas directas (< & > @V;) & (< & > &V;), y también
T.pl(z) =< & > dVi® ...& < & > @V, Utilizando [K], en cada punto

z € p~!(z), podemos encontrar un entorno ctibico de z en p~!(2) con coordenadas
(t1,- o tr, vk, ... 0E) tal que

’ o 0
<&LE>PVi=< —, — > n-
> BVi=< 5 g7 Zises

Sean y, v € p~%(2). Siy e y estdn en un mismo entorno coordenado del tipo
anterior, entonces:
y = (a1,as,...,a5,uf,ug,...,uf),

J
Y = (b1, bo, ..., b, 0§, 0, ..., 02).

Tomamos k — 1 puntos y;, 1 < ¢ < k'— 1, dados por
Yi = (b1, by Qi - @i, 05, o 08 U, U,
De este modo y; € U para todo 1 <7 < k— 1 y ademads, la sucesién finita

{vo=v, 91, Y1, % = ¥},

verifica que cada par de puntos {y;_1,v;} estd en la hoja H; correspondiente a -
< & > @V, para todo 0 < ¢ < k. Utilizando el Teorema de Hopf-Rinow, (las hojas

H; son todas geodésicamente completas), y;—; € y; se pueden unir por una geodésica

v; contenida en la hoja H;:

Yi = (’Yi)[;ji(L Yi-1)s
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y por lo tanto:
vo= e (Lve-1)

= Yo (Lygee=s (1 -2))

= ’Y[gzk(l,’)/ﬁ;i? (1,... Vg (Ly)--)
= £y (s, 0));

donde (s,8) = (s1,.--, 8k, 01, .-, B) € R¥ x (T})*N.

Siy e ¥’ no estdn en un mismo entorno ctbico del tipo descrito, entonces, por
ser p~1(2) conexo, podemos unir y e ¥ por una sucesién finita de entornos de ese
tipo Uy, ..., Uy talesquey € Uy, ¥ € U, y U; NU;p1 # @ paratodo 1 <i < n—1.

Tomamos la sucesién formada por n + 1 puntos {yo =¥, Y1, - - - Yn-1, Yn =¥’}
tales que ¥;, ¥i+1 € Uir1 para todo 0 < i < n, de modo que

Yir1 = Pz(%is (Si+1, Xit1)),

con (s;, ) € R* x ((T})*N), paratodo 1 <i<n— 1
Asi

]

y = Pz(yn—h (Sn, IBTL))
pz(yn—-2, (Sn—17 IBn—-l) + (sna Xn))

= pz(y, (31,,51) +...+ (Snaﬂn)))

con lo que p, es transitiva.
Veamos que ademds es una accién libre.
Para ello hemos de ver que el grupo de isotropia:

L(y) = {(t,8) € R* x (Tx)*Q):/p:(v, (£, 8) = v}

es trivial.
Puesto que la accién es transitiva, la érbita es

R* x (T})*Q):
I'(y) ’

pero como dim p~(z) = (n+ 1)k = dim (R* x ((T")k)*Q).) dim T'(y) = 0 y T'(y)
es un grupo discreto.

pi(2) =
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Si I'(y) no es trivial, sus elementos son combinaciones lineales enteras de m
elementos linealmente independientes (s1,u;), .- ., (Sm,um) de R¥ x ((T{)*N), con
1<m<k(n+1).

Se deduce asi que

k 1y \*
p~1(z) - R" x (;?y;k) Q)z =T™ % Rk(n+1)—m’

y puesto que la fibra es simplemente conexa, entonces necesariamente m = 0, I'(y)
es trivial y p, es libre, lo que finaliza la demostracién. O.

Corolario 5.4.1 Si (M,n;,w;, V) verifica todas las condiciones del Teorema 5.4.1,
salvo que las fibras de p~1(z) sean simplemente conezas, y las fibras se consideran
mutuamente homeomorfas, entonces R¥ x (T})*Q es un espacio de revestimiento de
M y las hojas de V' son de la forma T™ x R¥®+1-m 0 < m < k(n+1). Ademds, si
las hojas de V son compactas, entonces R* x (T})*Q es un espacio de revestimiento
de M y las fibras son difeomorfas a TF+1).

Proposicién 5.4.3 El difeomorfismo F de M en R* x (T})*Q puede elegirse tal
que

= F*((m)o + (7%)"6y),

wi = F*((wi)o + (7%)*¢s),
donde (1;)0, (wi)o son las formas candnicas en R* x (T})*Q, 7 es la proyeccion
candnica, 3; son k 1-formas cerradas sobre Q y ¢; son 2-formas cerradas sobre Q.

Demostraciéon
Sea y € M tal que p(y) =z € N y que

F(y)=(s1,..-,8%,01,...,0%) € R* x (T})*N.

Si @y (t) es la curva integral de o) que pasa por y, resulta que F o @, (t), que es
la curva integral de F, (¥ que pasa por F(y), es de la forma

Fopy(t)=(s1,...,8,01,...,00 — ta,...,0k),

que, como es facil comprobar, es la curva integral de of¥)°, levantamiento (1)-vertical
~ de a a R x (T})*N, que pasa por F(y), lo que prueba que

Fu(a®) = oo,
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Del mismo modo se prueba que los campos de Reeb sobre M estédn F'-relacionadas
con los campos de vectores de Reeb sobre R* x (T})*N.
Ahora es inmediato que

(n:i = F*((m:)o) j<r,.e>av = 0,

(wi = F*((wi)o)j<éy,...ex>0v = 0,
con lo que existen una 1-forma §; y una 2-forma ¢; sobre M tales que
ni — F*((m:)o = p*B,
Wi — F*((wi)o =p*e,

de donde se sigue el resultado.O

A continuacién damos una clasificacién las estructuras k-cosimplécticas que ve-
rifican las condiciones del Teorema 5.4.1 de modo andlogo a la clasificacién de las
estructuras casi k-cotangentes regulares citada en el Capitulo 1, [M], [LMS2].

Definicion 5.4.3 Las estructuras k-cosimplécticas que satisfacen todas las hipdtesis
del Teorema 5.4.1 se dice que son regulares.

Dos variedades k-cosimplécticas regulares (M, p, @, n;, wi, V)yy (M, p, Q, T,
w;, V') sobre la misma variedad ¢ son equivalentes si existe un homomorfismo de
fibrados F' : M — M sobre la identidad de @ tal que,

Fm —n; = p*(dfi), F'w; — w; = p*(dB;),

para todo 1 < i < k, donde f; es una funcién sobre @) y §; una 1-forma sobre Q). De
este modo F*7; — n; y F*W; — w; son cohomdblogos a cero para todo 1 < ¢ < k.

Proposicién 5.4.4 Eziste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases
de equivalencia de estructuras k-cosimplécticas regulares para una variedad @ fija y
los elementos de

(H{(QR)x...x H'(Q,R)) & (H*(Q,R) x ... x H*(Q,R)),

donde H'(Q,R) y H*(Q,R) son respectivamente el primer y el seqgundo grupos de
cohomologia de de Rham de Q.
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Demostraciéon
Denotamos por Fj el difeomorfismo de M en R* x (T})*Q definido a partir de
la seccién s de @ en M tal que, para todo 1 <7 < k,

m=F o+ (B)s  wi=Fr(wi)o+p (s,

y la clase de equivalencia de la variedad casi k-cotangente estable regular (M, p, Q,
i, w;, Vi) le asociamos el elemento de (H(Q,R) x ... x H(Q,R)) & (H*(Q,R) x
.. X H*(Q,R)) determinado por:

([(Br))s - [(Be)s], (1)) - - [(Be)s])-

Esta correspondencia estd bien definida y es biyectiva, lo que completa la de-
mostracién de la proposicién.O

5.4.2 Meétodo de Nagano

Sabemos (Ejemplo 5.1.1) que el fibrado cotangente estable R* x (T{)*Q sobre
una variedad @ estd dotado, de forma candnica, de una estructura k-cosimpléctica,
(Mm,... Mk, w1, ..., wk, V). Localmente, en un sistema de coordenadas (1, .. ., tx, u®
ul, ..., uk; 1 < a < n) definido por (5.1.14) a partir de un sistema de coordenadas

(u*;1 < a < n) sobre Q, se verifica

)

(5.4.28) N = dt;, w; = du® A duia, V= 661 Sat

donde cada V; es la distribucién de dimensién n definida por (5.1.4) para todo
1<i<k.
Consideramos los fibrados vectoriales,

pi REX(T)'Q — RFX(TL)Q
(t,0%,...,0%) — (t,0%...,6,. .. 6F).

definidos en la Seccién 5.1 y denotamos por C; los campos de vectores canénicos |
sobre este fibrado. Localmente,

a=1
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Si ademés &1, .. .,& son los campos de Reeb sobre R* x (T}})*@ asociados a la
estructura canénica (5.4.28) y llamamos C1, . .., Cy a los k campos de vectores sobre
R* x (T})*Q definidos globalmente por

Ci=t&+C;

para cada 1 < ¢ < k, entonces es facil comprobar que el campo de vectores C =
C1 + ...+ Cy verifica las condiciones i) — 7w) de la Seccién 1.3 y que los campos
Ci,...,Cy verifican:
L'C'i‘ﬂj = 0, L"CTiqu = 6ij)\j,

donde Ay, ..., A son las k 1-formas canénicas sobre el fibrado R* x (T}})*Q definidas
en la Seccién 5.1 y donde 1 < 4,5 < k.

El siguiente resultado caracteriza en qué condiciones una variedad diferenciable
dotada de una estructura k-cosimpléctica es el fibrado cotangente estable de las
k*-covelocidades sobre una variedad diferenciable.

Teorema 5.4.2 Sea M wuna variedad de dimension k(n + 1) + n dotada de una
estructura k-cosimpléctica (n;,w;, V;1 < i < k) tal que las 1-formas n; y las 2-
formas w; son globalmente exactas, es decir, existen k funciones f; y k 1-formas o
tales que,

ni = dfs, wi = doy,

para todo 1 <4 <k y con (oq)jv =0 y ou(§5) = 0.

Sean C,...,Cy los campos de vectores sobre M definidos por
wwm; =0, lEwj = dijaj,
para todos 1 < 1,7 < k.
Sean Ci, ..., Cy los campos de vectores sobre M definidos por
Ci= f:&+ G,

para todo 1 < i < k, de modo que
el = 6i5f5 Low; = bi0y.

Si Cy,...,Cy verifican las condiciones 1) — ii) del Teorema de Nagano, en-
tonces eziste un unica estructura de fibrado vectorial sobre M que es isomorfa al
fibrado cotangente estable de las k'-covelocidades de la subvariedad singular S de
C = Ci+...+Cy. Ademds este isomorfismo transporta la estructura k-cosimpléctica
candnica y los campos de vectores candnicos de R¥x (T})*S a (i, w;, V) y Cu, ..., Ck,
respectivamente.
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Demostracién
Por ser (n;, w;, V;) integrable existe sobre M un sistema de coordenadas locales
(#;,7*,7%,) sobre M adaptados a la estructura, es decir,

— . 0
7; = dit;, w; = dT% N dZ,, Vi =< e >a=1,...n
0%

donde, para 1 < i < k, las V; son las distribuciones de dimensién n definidas por
(5.1.11).

Si las formas presimplécticas son globalmente exactas, esto es w; = —da;, en-
tonces, utilizando que (o4);y = 0 y que o5(§;) = 0, se tiene

o; = _zd_a"f'dg,
= (@, + Far + % dt+§&d—ﬂ
(T;+g—z_€3)dfa.

Puesto que 1; = df; = di;, es

fi=ti+a,

para alguna constante ¢;.
Definimos un nuevo sistema de coordenadas locales sobre M (t;, 2%, %)) por:

T & i 9i
t; =1t +c, % = 1%, xa=za+é—f‘—7.
Entonces
w; = —da; = —d(z},dz?), n; = dfs = dt;,
con .
Q; = :cf)da:a, fz’ = ;.
Localmente, si C; = A?g‘%g + (Ai)g@%;’ se deduce
lw; = L dz? A do
T e g2 rtani s 887 3 2

= A%dzi — (A;) dz°

— I A
= —(Sijl“z,d.’l? y
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de donde

paratodos 1 <14, <k, 1<a<n.
Se deduce que

y, evidentemente,

con lo cual
C = Ci+...+C,

E g 8
;ti-éz;-i‘-%l‘aé-x—g‘

En consecuencia, en las coordenadas (t;, z%,z¢) el conjunto S formado por los
puntos singulares de C est4 definido por t; = ... =ty =z =... =28 =0 con lo
que S es una subvariedad de M de dimensién n y C verifica la condicién iv).

La condicién #i7) se sigue de forma inmediata de las expresiones locales de C'y
Ac, (Seccién 1.3).

Puesto que Ci,...,Cy verifican, por hipdtesis, las condiciones i) y %), puede
compronarse, de modo anélogo al Teorema 1.3.4, que son ciertas para C, con lo
que C verifica las cuatro condiciones ¢) — 7v) del Teorema de Nagano y por lo tanto
podemos asegurar que M tiene un estructura tnica de fibrado vectorial sobre S tal
que C es el campo de vectores canénico. De hecho sabemos que existe un isomorfismo
entre N(S), fibrado normal de S, y M tal que:

N(S) ¢ M
S

es conmutativo.
Utilizando la expresién local de A¢ se comprueba que

0 0 0 0 0
&;) =5 Ac(b—a) =0, Ac(ﬁ) = 5@;

X

Ac(
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paratodos 1 <i<k, 1 <a<n
En consecuencia,

N.S = Im(Ac),
= {XeTzM/X=Xi;%+Xg££},
IS = ker(Ac),
= (X eT.M/X = X532},
de modo que
NS =<E>,P...0<E >, 8Vi(z)@...8 Vilz).

En cada punto z € S existe un isomorfismo de espacios vectoriales entre las
fibras
Gp 2 Np S — M.

Por lo tanto existe un isomorfismo de espacios vectoriales
Fo i T,S® NS =<&1,...,& >, TS Vi(z) @ ... ® Vi(z) = TS5 @ M.,
y se puede definir otro isomorfismo
G, T.SeM, —-RFeT,S0T:5...0 TS,

de modo andlogo a como se hizo en la demostracién del Teorema 1.3.4, teniendo en
cuenta que, si

(fi,0) = F,(0,...,&(=),...,0,0,...,0),
para todo 1 < ¢ < k y para 0 € M,, entonces,

Golrfi,0) = (0,...,7,...,0,...,0),

con r € R situado en la i-ésima copia de R.

Tal como se hacia en el Teorema 1.3.4 para la estructura k-simpléctica canénica
de (T}})*S, se prueba que la estructura k-cosimpléctica candnica del espacio tangente
a R* x (T})*S en un punto, se puede considerar en el espacio vectorial R¥& T,5®
CIxSe ...e TS

Ademaés, también de modo andlogo a lo hecho en el Teorema 1.3.4, se comprueba
que G, es un k-cosimplectomorfismo.

Como los campos de vectores C; estan caracterizados por su producto interior
con las n; y las w;, el isomorfismo construido lleva estos campos en los campos
fundamentales del fibrado R* x (T3)*S.0




Capitulo 6

Variedades casi k-tangente
estables

6.1 Estructuras casi k-tangente estables

Consideramos la variedad J'(R*,Q) de jets de aplicaciones o : R¥ — Q. La es-
tructura geométrica candnica de esta variedad es el modelo utilizado para definir las
estructuras casi k-tangente estables. '

6.1.1 El fibrado tangente estable de las k!-velocidades

Ejemplo 6.1.1 Dada una variedad diferenciable ¢ de dimensién n, el fibrado tan-
gente estable de las k!-velocidades sobre @ es el fibrado de jets de aplicaciones
o : R¥ — Q, que denotamos J!(R*, Q).

Para cualquier ¢ € RF sea jlo el 1-jet de o en t. Definimos la traslacién

n: RF — Q
S —_— Tt(8)=t+s,

y una aplicacién
p: RF — Q

s — o(nls))

que verifica ¢(0) = o(t).
La aplicacién
JHRF,Q) — R*x J5(R5Q)

jtlg - (t’j(%w):

133
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es un difeomorfismo.
Recordando el Ejemplo 2.1.1, podemos hacer la identificacién,

JHRF, Q) = R* x T1Q,

y se pueden introducir coordenadas locales fibradas (¢;, u*, v¥1 < ¢ < k,1 < a < n),
en JY(RF, Q) definidas por

tz‘(t,jéd) t’i(t)y
(6.1.1) u®(t,jgo) = u*(0(0)),

. (u®oo
vt joo) = ‘i—ati—zjo-

R* x T}Q es una variedad de dimensién k(n + 1) + n. Denotamos por

™ RFxTIQ — Q

la proyeccién canénica definida por m*(¢, jio) = o(0).

Consideramos sobre T3Q Ji, ..., Ji los k campos de tensores de tipo (1,1)
descritos en el Ejemplo 2.1.1 y definidos localmente por (2.1.7) y, a partir de ellos,
definimos sobre R* x T} Q k campos de tensores J; de tipo (1,1) por

- 17}
6.1.2 P = Jg s 13
( ) Ji=J;+ B, ®dt
para cada 1 <1 < k.
Localmente,
(6.1.3) Ji= 0 ®du"+i ® dt;.
o ot; i
Si ademés definimos k 1-formas 7y, ..., mx sobre R* x T}Q por
(614) /,'h —_— dti,
para 1 <¢ < k, y k campos de vectores &1, ..., & por
d
6.1.5 i AT

para 1 < i < k, entonces, utilizando las expresiones locales (6.1.3), (6.1.4) y (6.1.5),
es inmediato comprobar que la familia (&;, J;, ;) verifica las siguientes condiciones
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1. JioJ;=Jj0J; =6;¢ ®m;,
2. rango J; =n+1,

3. ImJ; N (+;xImJ;) =0,

4. mi(&5) = bij

para todos 1 < ¢,j < k. _
Si k=1, la familia (¢, J,n) satisface:

i) n(§)=1,

W) T'=¢®mn,

iii) rangoJ =n+ 1,
y (¢, J,n) es la estructura casi tangente estable canénica sobre R x T'Q descrita en
(O].
6.1.2 Estructuras casi k-tangente estables

Tomando como modelo el ejemplo anterior definimos del modo siguiente las estruc-
turas casi k-tangente estables.

Definicién 6.1.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensién k(n+1)+n. Una
familia (&1, ... &y 1y, Tk M, - - -, M) formada por k campos de vectores &1, . . ., &,
k campos de tensores Jy, ..., Ji de tipo (1,1) y k 1-formas ns,...,mk, tales que

) JiolJ;=JjoJ;=06;(§ ®n;),
2) rango Ji=n-+1,

) ImJ;N (+#¢ImJJ~) =0,

4) mi(&) = by,

para 1 < 1,7 < k, se llama una estructura casi k-tangente estable sobre M y se dice
que (M, &;, Ji,m:) es una variedad cast k-tangente estable.

(6.1.6)

Lema 6.1.1 Si (&, J;,m:) es una estructura casi k-tangente estable sobre Q entonces
Ji(&5) = 6 7\i&0

con \? = 1, para todos 1 < i,j < k.
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Demostracion
En efecto,
Ji& = J(JEH&))
= Ji?’(fi) = JiZ(Ji(fi))
= &on(J5&)
= ni(Ji(&))&.
Si A = m:i(Ji(&)), entonces J;(&;) = \i&;, v ademés

& = J2& = Ji(N&) = N,

con lo que A\? = 1.
Por dltimo si i # j,

0= J; o J;(&§) = Ji(N&;) = N dil&5),
con lo que necesariamente J;(§;) = 0 y concluimos la demostracién del lema.O

Si (M, &, J;,m;) es una variedad casi k-tangente estable veamos como construir,
en cada punto z € M, las referencias lineales adaptadas a la estructura.

En cada punto z € M, &;(x) & ker 7;(x), el espacio tangente T,Q se descompone
como sigue:

ToM =< & >; @kerni(z) = ... =< & >, Skerm(z).

Si denotamos W, =< &;,...,& >, y K, es un subespacio complementario de
W, en T, M, entonces

T.M=W,0 K, =<E&,...,& > DK,.

Utilizando el Lema 6.1.1 obtenemos que, paratodo 1 < ¢ < k, & € ImJ; y

que < & >N <& >=0si¢%# jconloque &, ..., & son campos de vectores
- independientes. Teniendo en cuenta la condicién 4) de (6.1.6), las formas 71, ..., 7k
son también independientes.
Puesto que

dim(kerm (z) N ... Nker ni(z)) = n + nk,

podemos tomar
K, =kern(z)N...Nkerm(z),
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y, por lo tanto,

(6.1.7) T.Q =< &1,...,& >z ®kerm(z) N ... Nkerme(z)).

Para cada 1 < ¢ < k denotamos:
Vi(z) = Im(Ji(z) k)

Se verifica que Vi(z) C K, y V(z) = Vi(z)&...® Vi(z) C K, para todo z € M.
Sea H, un subespacio complementario de V, en K, de modo que

Consideramos las aplicaciones

i+ Hy — Vi),

JHz
para cada 1 <17 < k.

A continuacion comprobamos que cada J; ,,  es un isomorfismo.

Jiy, es lineal ya que es la restriccién de la aplicacién lineal J;(z) al subespacio

Sea Y = J;(z)(Z), con Z € K, de modo que Y € V(). Sii # j, entonces
Ji(@)(Y) = J;(z)Ji(z)Z = O,
ysii=j, ;
Ji(@)(Y) = J}(2)(2) = m(z)(Z)& = 0,
pues Z € K, C kern;(z).

‘Hemos comprobado por lo tanto que V;(z) C ker J;(z) para todos 1 < i,5 < k.
Como ademds rangoJ; = n+ 1y J;§; = 6;;§;, entonces,

ker Ji(z) =< &, ... i Ek > eVi(z)& ... Vi(x),

donde " sobre un campo significa que tal campo no se considera.

Asi pues deducimos que H, Nker J;(z) = 0 con lo que J,»J x4, €S inyectiva para
todo 1 <1< k.

Como dim Vj(z) = imH (z) = n entonces, como querfamos comprobar, cada J; e
es un isomorfismo.

Se deduce que, si {e*,1 < & < n} es una base del espacio vectorial H,, entonces
{e¥ = Ji(e*);1 < o < n} es una base de V;(z) para cada 1 < i < k.

En estas condiciones,

(6.1.8) {&1(z), ..., &(z),e% ef, ... e0; 1 < a < n}

es una base de T,Q).
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Definicién 6.1.2 Una referencia lineal (6.1.8) en z € Q obtenida del modo anterior
se llama referencia adaptada a la estructura (&, J;, m;).

De hecho, si {#*,...,6%, 0% BL ..., 35} es la correferencia lineal dual, entonces,
respecto de esta correferencia:
771‘(35):91,

A ... 0 0 ... 0 ’ 0...0 0 ...0

0 0 0 0 0 ... X 0 0
(61.9) Ji=]| 0 00 ...0/,....0i=]0 0 0 ...0|,

0 0 I, 0 0 0 0 0

0O ... 00 ... 0 0 ... 0 I, ... 0

donde I, es la matriz identidad de dimensién n y A; = 7;(J;(&;)) paracadal < i < k.

Las estructuras casi k-tangente estable pueden ser descritas como un cierto tipo
de G-estructuras de la forma siguiente.

Escogemos otra referencia {¢1, ..., &, €%, €%,...,€%} también adaptada a la es-
tructura casi k-tangente estable, es decir, {%;1 < o < n} es un base de un espacio
H, complementario de V, en K, y, para cada 1 <i < k, e¢ = J;&%.

Es inmediato que las dos referencias adaptadas estn relacionadas por una matriz
de la forma

L 0 0
0 ... 0
(6.1.10) ' 0 AL A ... 0
0 A 0 ... A

donde 4 € Gl(n,R), A; € gl(n,R) para todo 1 < i < k e I} es la matriz identidad
de dimensién k.

Denotamos por G el grupo de todas las matrices de la forma (6.1.10) y por Bg el
conjunto de todas las referencias adaptadas a la estructura casi k-tangente estable -
{517"'7€kaJ1a'~'>‘]kan17"-777k}~ ‘

Trivialmente se verifica que Bg define una G-estructura sobre la variedad M.

Reciprocamente, si sobre M estd dada un G-estructura Bg podemos definir una
estructura casi k-tangente estable del modo siguiente.
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Definimos & campos de tensores Ji, ..., J; de tipo (1,1) por:
(J)2(X) =po (Ji)oop™(X),

donde X € T, M, p € B¢ es una referencia lineal en x € M y, para cada 1 < ¢ <k,
(Ji)o es la matriz correspondiente definida en (6.1.9).

Si{e1,..-,€k htls-- - Chinkin} €S la base canénica de R¥*™+" entonces defini-
mos k campos de vectores &1, ..., & sobre M por

&)z = p(ei),

conl<i<kyp€ Bg.
Por ltimo definimos k 1-formas m, . .., nx sobre M por

ni(p(e;)) =6, milp(ea)) =0,

paratodo 1 <i,j <k, paratodok+1<A<k+kn+ny parap€ Bg.
Entonces (&1,..., &k J1,- .-y Jk, M1, - -, Mk) €S Una estructura casi k-tangente es-
table bien definida sobre M.

Hemos obtenido entonces el siguiente resultado:

Proposicién 6.1.1 Una variedad M de dimension k(n+ 1) +n admite una estruc-
tura casi estable k-tangente si y sélo si admite una G-estructura Bg donde G es el
grupo de las matrices dadas por (6.1.10).

Ejemplo 6.1.2 Sea H(2,2) el subgrupo de Lie de GI(6, R) de dimensién 8 descrito
en la Seccién 5.2.1.

Consideramos sobre H(2,2) la base de 1-formas invariantes a la izquierda dadas
por (5.2.20) y sea I' denota el subgrupo de matrices de H(2,2) con componentes
enteras.

El espacio de clases de equivalencia por la derecha M(2,2) = I'/H(2,2) es una
nilvariedad compacta de dimensién 8.
Como en la Seccién 5.2.1, denotamos por

{at, 0?8, 6% 03,01,7", 7"}
la base de 1-formas sobre M (2,2) tales que:
ot =dzt, 76 = dy',

o} =dzk, T =4,
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para todo 1 < 4,5 < 2y i # j, y donde 7 : H(2,2) — M(2,2) es la proyeccién
natural.
Sea
{A1, A3, By, By, C1,Cy, Th, T}
la base dual de {o, 5%, 0%,7'}.
Si definimos
m=p6,  m=p0,

Lh=C®ad+T1®a?+ B, ® f,
Jo=C®a'+To®a?+ By ® 32,
§1=Bla §2=BQ>

es facil comprobar que {m;, J;,&; 1 < 4 < 2} verifica las condiciones de la Definicién
6.1.1 y por lo tanto (M(2,2),m;,Ji,&;1 < i < 2) es una variedad casi 2-tangente
estable de dimensién 8.

6.2 Integrabilidad

Establecemos en esta seccién las condiciones que aseguran la integrabilidad, como
G-estructura, de una estructura casi k-tangente estable. Es decir, las condiciones
en las que podemos construir un sistema de coordenadas locales (¢;, 2%,y 1 < ¢ <
k,1 < a <n) tal que la seccién

0 0 0
2.11 — == —
es una seccién local de la G-estructura. Respecto de tal sistema de coordenadas se
verifica 5 5 5
6.2.12 ==, i = 5 it 5= s i = aty,
(6.2.12) =g Ji 3 ® dt; + o ®dz m=dt

para todo 1 <i < k.

En la demostraciéon del teorema de integrabilidad utilizaremos el siguiente Lema,
donde {, }es el operador descrito en la Definicién 2.1.4: '

Lema 6.2.1 Sidn; =0 y {J;,J;} = 0 para todos 1 < i,j < k, entonces para todo
k € K y para todo v € V, se verifican:

[é‘i?k‘] S K>
[giav] S V7
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para todo 1 < i < k. Ademds,
LEi Jj =0,

para todos 1 < 1,5 < k.

Teorema 6.2.1 Una estructura casi k-tangente estable (&;, J;,m;) es integrable si y
sélo si, para todo 1 <1, <k,

d')’h = 0, {Ji, JJ} =0.

Demostracién

La necesidad es inmediata utilizando las expresiones locales (6.2.12).

En cada punto z € M consideramos el subfibrado vectorial K = kern; N...N
ker n, de TM. Hemos visto que

T.M=<&>:®..0<& > 0K,

para cada punto x € M.
Las sucesiones,
<E >, <& >, L, <& >, K,

estd en las condiciones del Lema 1.3 de [K], es decir, son todas ellas integrables, las
sumas directas dos a dos son también integrables y la suma directa de todas ellas
en cada punto es el espacio tangente a M en ese punto. Entonces, para cada punto
T € M, existe un sistema de coordenadas locales (;,7%,y%;1 <i < k,1 < a <n)
en un entorno U de z, tal que:

o O
<& >=< 6E>’

0% gy® ~ 1350
En el entorno U puede escribirse, para cada 1 < i < k fijo,
o
Ei - fiﬁ)

Y, como Uj(fi) = 6ija es

1 __
= fdti = g;dt;.
1

Si cada 1-forma 71, ..., es cerrada, entonces, para cada 1 < 7 < k fijo
09 — . Ogi - 09 —
0=dn;, = a_z;dtj A dt; + 8—#({1—&/\ dt; + bz—;;dy? A dt;,
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de donde se deduce

0gi =Q=§‘g_i.
oz® 8@7’"
paratodos 1 <4, <k, 1 <a<n,y
0g;
= =0,

J

para todos 1 < 4,7 <k, i # j. '
Entonces g; = ¢;(%;) y podemos definir & funciones h* = hi(%;) donde cada h' es
una primitiva de la correspondiente g;.

Podemos definir un nuevo sistema de coordenadas (£;,z%,%%) en un entorno U
de z por

t‘; = hl(a), {L’a :—.E&’ y‘;’CX :W

paral<i<kyl<a<n.
En este nuevo sistema se verifican,

= d{za
-9
6= 2,

a 0
0 ByF (15350 )

Puesto que K es una distribucién integrable podemos asegurar que existe una
subvariedad integral W de K pasando por z y se comprueba facilmente que (W, Ji,
..., Ji) es una variedad casi k-tangente integrable [M].

Entonces existe un entorno coordenado (U’,z*,y¥) con1 < i <k, 1 <a<mn,
de z en W tal que

JiJU/ = @ ® dxa7
para todo 1 <i < k.
Si las funciones coordenadas t; de U estén definidas en el intervalo (—e¢;, €;) para ’

todo 1 < i < k, consideramos el entorno coordenado de z en M,
(U = Ul X (—61,61) X ... X (—ek,ek),ti,xa,yf),

con t; = t~z
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En el entorno U de z se verifican
Ji(&5) = 6i; A€,
J(g) = (AP g + (4ia) 525 + (Ai,aﬁ—‘"“g,

Jz(yg‘?‘) (Bz a)saat— + ( )ﬁ—ﬁ + (B )s a B

De la condicién L, J; = 0 establecida el el Lema 6.2.1, se sigue que:

F(A5e)r =0, F (B =0,
F A =0,  F(B) =0,
F (A2 =0, (B =0,
con lo que
(Aja)" (i, 27, ¥7) = (Aj0)7(0,27,97) =
(Aja)ﬁ(t“:ra’yz ) - ( ) (0 l‘ 7yz ) = 0
(Aja) (t“.’IJ 7yz) ( j,&)g(ovx ’yz)_ 6ﬂ 6.73’
(B]Sa)r(t 7yi)=( B: )T(Ox ) =0,
(B3o)?(t:,2%,97) = ( 5 )?(0,27,97) = 0,
(B3 o)? (ti;27,97) = (B5a)f(0,27,57) = 0.
y por tanto
.

para todo 1 < i < k, y la estructura es integrable.O

6.2.1 Ejemplo

En el grupo H(2,2) del Ejempo de la Seccién 5.2.1 una base de campos de vectores

invariantes por la izquierda es la dada por

o o o L8 8 ,8 0 8 8 0

a.1'’9.2'a 1 153+ ’ ’ ) ’ .
{8151 oz*’ oy T 0z’ 0y? * 023" 0z 023 02 023
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La familia {771; 72, Jl) ']2751) 52} dada por

m = dy, N2 = dya,

Jy = a—ar®dx +a—‘9f®dx +6f9 ® dy',
0 fol 0

Jy = a—2®dl' +5~2‘®d1‘ +3 % ® dy?,

R

es una estructura casi 2-tangente estable sobre H (2, 2).

Utilizando que

0 0 .0, o
or'’ oy 9z 82V

2

para 1 <1 < 2y que los demés corchetes entre elementos de la base de campos de
vectores invariantes por la izquierda son cero, se obtiene que:

{Ji,J;} =0,

para 1 <i,57 <2
Como ademds es inmediato que,

dm = 0 = dns,

entonces la estructura casi 2-tangente estable es integrable.

6.3 Conexiones lineales adaptadas

Como se hizo en el Capitulo 5 para el caso cotangente, estudiamos la existencia y la
caracterizacién de las conexiones lineales adaptadas a las estructuras casi k-tangente
estables.

Para ello describimos en primer lugar estas estructuras como estructuras asocia-
das a tensores definidos sobre el fibrado de las referencias lineales F'M de M.

6.3.1 Estructuras definidas a partir de tensores

Denotamos m = k(n + 1) + n. Para E; = (R™)* y E = &% |E tomamos los
elementos (79); € E; identificando cada (770)1 con el elemento € correspondlente de
la base candénicade R™yng=e;+...+ e, € E.
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Si G(yg); ¥ Gno son, respectivamente, los grupos de isotropia de (7o) y 70 respecto
de las representaciones s; y s definidas en la Seccién 5.3.1, entonces sabemos que
dar una Gy),-estructura sobre M es equivalente a dar un tensor u; sobre FM de
tipo (s;, E;) y, del mismo modo, dar una G,,-estructura sobre M es equivalente a
dar un tensor u sobre F M de tipo (s, E).

De hecho, si u es un tensor sobre FM de tipo (s, E) v (uy,...,un) son las
componentes de u obtenidas a través de las proyecciones canénicas de E en F;, cada
u; es un tensor sobre FM de tipo (s;, E;) y le corresponde una 1-forma 7; sobre M
dada por

7i(2)(X) = wi(2)(27'X),
para todo X € T, M y z una referencia lineal en z € M.
Sobre M existen una G y,),-estructura,

Bg,, M = {z€ FM/u(z) = (m0):}
= {2 € FM/z"'niz = (mo):},

y una Gy,-estructura,
PN
By M = ﬁzElBG(no)i'

Sea ahora F; = Hom(R™ ,R™) = (R™)* @ R™ y sea 7; la representacién de
Gl(m,R) definida por 7;(A)(f) = AfA™!,

ri: Gl(m,R) — Aut(F)

Sean F = @F | F, y r = @F_,7; una representacién de GI(m,R) en F.

Tomando las matrices (J1)o, - - -, (Jx)o dadas por (6.1.9) como elementos de Fi,
..., Fy respectivamente y Jo = (J1)o + ...+ (Ji)o € F, denotamos por G(s,), ¥ G,
los grupos de isotropia de (J;)o v Jo respecto de las representaciones r; y 7.

Como sabemos dar una Gy,),-estructura sobre M es equivalente a dar un tensor
t; : FM — F; de tipo (r;, F;), v dar una G j,-estructura sobre M es equivalente a
dar un tensor ¢t : FM — F de tipo (r, F).

Dados un tensor t de tipo (7, F') sobre FM y sus componentes ti,...,t en
Fi,..., F, respectivamente, definimos k campos de tensores de tipo (1,1) sobre M
por,

Ji: ToM — T, M

X — Ji(X)=z2ti(z)z7H(X)

donde Z es cualquier referencia lineal en z € M.
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Entonces sobre M existen una G ,),-estructura,

BG(Ji)oM = {Z € FM/t Z) J)O}
{z € FM/z7 J;z = (J;)o},

y una G j-estuctura,
k
Bg,, M = Ni_yBg,, M

Por dltimo, si para cada 1 < 4 < k tomamos los k subgrupos de Lie de Gi(m, R),
G1,...,Gy definidos por,

G; = {A € Gl(m,R)/Ae; = e},

donde {e,;1 < a < m} es la base canénica de R™, entonces dar una G;-estructura
sobre M equivale a dar un campo de vectores &; sobre M por

§i(z) = 2(e:),

con z cualquier referencia lineal en x € M.
Si Gp = N¥_,G; entonces existe una Go-estructura,

Be,M = {z€ FM/z(e;) = &,V1 <i <k}
= Nk ,BgM.

K3

Finalmente una estructura casi k-tangente estable sobre M o, lo que es lo mismo,
una G-estructura donde G es el grupo de las matrices de la forma (6.1.10),

BgM = BGnoM N B;,MnN Be, M

0, equivalentemente,

{ mi(z(w)) = (mi)o(w) }
BeM =<Sze FM| Ji(2(u)) = (J)o(u) 1<i<k,ueR™
& = z(e)

donde {e,;1 < a < m} es la base candnica de R™.
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6.3.2 (G-conexiones lineales

Utilizando los resultados de la teorfa general de G-estructuras, [Fu], deducimos que,
si sobre una variedad M existe una estructura casi k-tangente estable integrable,
entonces existe una G-conexién lineal simétrica V en M, es decir, una conexién tal
que su derivada covariante satisface:

Vm = 0, VJ, = O,

para todo 1 <1 < k.
Puede probarse el resultado reciproco, es decir:

Proposicién 6.3.1 Sea (&, J;,mi;1 < i < k) una estructura cast k-tangente estable
definida sobre la variedad M, y sea V una conezion lineal simétrica sobre M tal que

V& = O, VT]-L = 0, VJ; S5 O,

para todo 1 < i < k. Entonces (&, J;,m;) es una estructura casi k-tangente estable
integrable.

Demostracién

Recordando el Teorema 6.2.1 basta probar que, para todo 1 < 4,57 < k, se
verifican,

Ay =0,  {JiJ;}=0.
Utilizando que V7; = 0, se obtiene
Xn:(Y) =n:(VxY),
y, por ser V simétrica,

dni(X,Y) = Xmi(Y)—-Yn(X) - ﬂi[X» Y]
= ni(VxY) —m(VyX) —n[X,Y]
= T]i(VXY—va——[X,YD
= 0

para todos X,Y € x(M).
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Por otro lado
{J, L}XY) = [LX,J;Y]+ Jio J;[X,Y]
=X, ;Y] = J;[ X, Y]
= Vx;¥Y = VX + Jio J;[X,Y]
—Li(VxJ;Y =VvX) = J;(VixY = Vy JiX)
= (VuxJy)Y = (Viy J)X = K(VxJ)Y) + J;((Vy Ji) X)
=0 _
donde se ha utilizado que V es simétrica, J;o J; = Jj0J; = 6;;§; ®n; y que VJ; =0

para todos 1 <4,j5 < k.
Por tanto la estructura casi k-tangente estable (§;, J;,7;) es integrable.O

Obsérvese que en la demostracién anterior no es necesario utilizar que V¢, = 0,
de hecho esta condicién se deduce de las otras dos como se comprueba en el siguiente
resultado.

Proposicion 6.3.2 Si (&, Ji,ni;1 < ¢ < k) es una estructura casi k-tangente es-
table sobre M, y V es una conexion lineal simétrica tal que,

—V~Ji = 0, _V—Th = 0,

para todo 1 < i < k, entonces existe otra conezién lineal simétrica V sobre M tal
que,

V& = 0, VJZ V’Ih' = 0,
para todo 1 <1 < k.

Demostracién
La conexién lineal sobre M definida por:

k
VxY =VxY =Y n(Y)Vx&,
i=1 :

es la conexidén buscada.O

6.4 Caracterizaciones del fibrado R* x T}Q

Como hicimos en capitulos anteriores, utilizamos las técnicas de Crampin-Thompson
y de Nagano para establecer en qué condiciones una variedad casi k-tangente estable
puede identificarse con el fibrado tangente estable de las k'-velocidades R¥ x T}Q
de una variedad Q.
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6.4.1 Meétodo de Crampin-Thompson

Consideramos una estructura casi k-tangente estable integrable (&;, J;, 7;; 1 < 4 < k)
sobre una variedad M de dimensién k(n + 1) + n.

Como en las secciones anteriores denotamos por V;, para cada 1 < ¢ < k, la
distribucién de dimensién n sobre M dada, en cada punto x € M, por,

V;(il?) = ImJi(:c)JKx,

con K, =kerni(z)N...Nkerng(z),y por V la distribuciéon V=V, &.... & V4.
Se verifican las siguientes igualdades:

ImJ; =< & >V,

Im/h @...6ImJ, =< &,...,& > &V,
ker J; =< &,..., &, ..., & > &V,
kerJiN...NkerJ,=V.

(6.4.13)

Definicién 6.4.1 Sea (M, ¢&;, J;,m;) una variedad casi k-tangente estable integrable.
Llamamos N al espacio de las hojas de la foliacion definida por la distribucion inte-
grable < &1,...,& > ®V; es decir, el espacio cociente de la relacidn de equivalencia
definida por la foliacion definida por < &,...,& > ®V. Decimos que (&, J;, )
define una fibracién si N es una variedad cociente de M, es decir, si la proyeccién
canénica © : M — N es una submersion.

Si (&, Ji,mi) es una estructura casi k-tangente estable que define una fibracién,
entonces N es una variedad de dimensién n y ademaés

kerm,(z) =< &,...,& > &V (z) =ImJi(2) & ... & ImJi ().

En esta situacién podemos definir un levantamiento vertical de campos de vec-
tores en N a campos de vectores en M. Asi,dado z € N, X € T,N y z € n71(2),
definimos k vectores X € T,M, 1 < i < k, los (i)-levantamientos verticales de X,
por ‘ B B

X® = Jy(2)(X) = Mims(z) (X) (),
donde \; = n;(Ji(&)) = 1, X € T, M y m(z)X = X.

Los campos de vectores X @ estdn bien definidos para todo 1 < i < k y ademéds

X® e V(z) = ker Ji(z) N ... Nker Jp(z) para todo 1 <i < k y para todo z € M.
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Dado el campo de vectores X sobre N, su (i)-levantamiento vertical X® a M
es el campo de vectores X = J; X — A\;;(X)¢; donde X es un campo de vectores
sobre M m-relacionado con X.

Para X € x(N) existe un tnico campo de vectores X € x(M) m-relacionado
con X y tal que, en cada punto z € M, verifica X(z) € S, con S, un espacio
complementario de ker J;(z) N ... Nker Ji(z) en K,. Para este X podemos escribir
X0 = J,(%).

Suponiendo ciertas todas las condiciones anteriores, es decir, (&, J;, 7;) una
estructura casi k-tangente estable integrable y que define una fibracién sobre M,
pueden demostrarse los siguientes resultados.

Lema 6.4.1 Sean X e Y dos campos de vectores sobre N y sea Y el campo de
vectores sobre M m-relacionado con'Y tal que Y, € S, para todo z € M. Entonces
[X®Y) € ker J; para todos 1 < 4,5 < k.

Proposicién 6.4.1 Para todos 1 < 4,7 < k y para todos X,Y € x(N),
(a) [X("), y(a‘)] =0,
(b) [& X9P] =0,
(¢) LxwJ; =0,

(d) txwn; = 0.

Como vimos en la Proposicién 6.3.2, por ser la estructura (&;, J;,7;) integrable,
existe sobre M una conexidén lineal simétrica V tal que, para todo 1 < i < k, se
tiene

Vfi = 0, V-],, = 0, V’fh = 0.

Esta conexién verifica:

Proposicién 6.4.2 La conezidn inducida por V sobre cada hoja de < & > &V,
“conl<i<k, esllana.

Demostracién
Basta probar que, para todo 1 <1 <k, es

VoYW =0, VX% =0 Vyn&=0.
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Sea Y el campo de vectores sobre M m-relacionado con Y y tal que Y, € S, en
todo punto x € M entonces,

VxoY® = V()
= Ji(VxeY)
= Ji(VaX® 4 [X® 7))
= Vyph(X®)
= 0

donde se ha utilizado la simetria de V y el Lema 6.4.1.
Ademas, para todo 1 <17 <k,

Ve X0 = Vywé& — 6 XD
= _[§i7 X(i)]
= (:)7

teniendo en cuenta que V§; = 0 y la Proposicién 6.4.1.0

El resultado de caracterizacidon de las variedades casi k-tangente estables es el
siguiente. '

Teorema 6.4.1 Sea (M,§&;, J;,n;) una variedad casi k-tangente estable integrable
que define una fibracion w : M — N. Sea V una conerién lineal simétrica sobre
M en las condiciones de la Proposicion 6.3.2. Supongamos que la conexion llana
inducida por V sobre cada hoja de las foliaciones definidas por < & > @®V; es
geodésicamente completa. Si ademds cada hoja de la foliacion definida por W es
coneza y simplemente conexa y cada hoja de las foliaciones definidas por < &, > @V,
cony < & > Vi, es coneza, entonces M es un fibrado afin modelado sobre el fibrado
vectorial R* x T} N

Demostracion
Tenemos que definir un morfismo

p:Mx (RFEXTIN) — M,
de variedades fibradas sobre idy tal que para cada punto z € N,

po 7 H(2) X (R® x (TEN);) — 77(2),
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es una accién libre y transitiva del espacio vectorial R* x (TEN), sobre n~1(z).

Cada elemento de R¥ x (T} N), es de la forma (s, X) donde s = (s1,...,5) € R*
y X =(X1,...,Xx) € (T N),. :

Podemos definir k campos de vectores X’isi, 1 <4 <k, sobre m~1(z) asociados a
(s,X) por: '

X (@) = X(2) + si&i(2),

para todo z € 7 1(2). " )

Por la Proposicién 6.4.2 sabemos que V XisiXiSi = 0, de modo que cada X
es un campo de vectores geodésico y, por las hipétesis del teorema, un campo de
vectores completo, de modo que los flujos asociados ¢« : R x m71(2) — 77(2)
son globales. .

Para cada 1 < i < k sea t — ¢y(t,z) la curva integral de X; tal que
¢x:(0,7) =z

En cada punto z € N definimos la aplicacién p por:

pz(x, (8, X)) = ¢Xk5k (1, ¢Xk*_18k—1 ey ¢X282 (1, ¢X‘-151 (1, .’E)) .. )
Veamos en primer lugar que p, es una accién.
De los apartados a) y b) de la Proposicién 6.4.1 se sigue que, dados dos elementos
AP
(5,X)y (r,Y) de R* x (T} N),, los correspondientes campos de vectores X; ', ¥’
verifican, para todos 1 <i,5 < k,
(X", Y;"] = 0.
Por lo tanto sus flujos conmutan, es decir,

(¢Xi’i)(hv ¢}7ij (t7 JJ)) = (d)}}jrf (tv ¢)€isi (h’ Z))’
y entonces la composicién de los flujos es un flujo generado por la suma de los
campos. En consecuencia,

(¢Xisi)(t, (ﬁ};jrj (t, :C))

(64, (8, 64,5 (1,2))
. Py iy, (8, 2).
Dado que (s, X) + (r,Y) = (s + 1, X +Y), se deduce que: 4
pz(pz(z, (5, X), (1Y) = ¢yn(l,..., 09 (1, px(z, (s, X))..)
= ¢yn(l,. . dpn (L dg (L.,
bx(1,2))...)..0)
= Gyreixor (L Py (L))

= pZ(x7 (8 +T)X + Y)):




i
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con lo que p, es una accién de R* x (T}N), sobre 771(2).

Veamos que la accién es transitiva.

Sea (, ) un producto escalar sobre 7, N. Definimos una métrica de Riemann
sobre cada hoja de la foliacién definida por < § > @&V, para cada 1 < i < k, del
modo siguiente:

g‘i(X’iSi7 )};7") = (Xi7 K) + SiTi.

Puesto que insi)’\/j” = 0 para todos s;,r; € Ry para todos X;,Y; € T,N y como
gi(Xisi, };;-ri) es constante se deduce que Vg; = 0, con lo que la restriccién de V a la
hoja de la foliacién definida por < & > @V} es la conexién de Riemann asociada a
cada métrica g; para todo 1 <1i < k.

Obtenemos asi que las hojas de las foliaciones definidas por < §; > @V, son varie-
dades de Riemann geodésicamente completas. Como cada una de las distribuciones
< & > @V es integrable y también es integrable cada una de las sumas directas
(<& > aV;) @ (<& > V), para cada punto z € 7~ 1(z), existe un entorno cibico
U de z en 7~*(2) con coordenadas (ty,...,t,¥%, . ..,y¥) tal que

o 0

<& >V =< B—ti’ 5@,‘; >1<a<n -

Sean y,y’ € 77 1(z). Siy e ¢/ estdn en un mismo entorno coordenado del tipo
anterior, entonces:

y=(a1,as,...,akuf,ug,. .., uf),
VA
Y = (b1, be, ..., bk, v, 0g,. .., VF).
Tomamos k — 1 puntos y; 1 <4 < k — 1 dados por
—_— (o7 a « (o3
Yi = (bl,...,b,~,ai+1...,ak,v1,...,vi,uiH,...,uk).

De este modo y; € U para todo 1 <i < k — 1 y ademds, la sucesién finita

{yo =YY Y-, Y = y’},

verifica que cada par de puntos {y;—1,¥:} estd en la hoja H; correspondiente a
< & > ®V; para todo 0 < i < k. Utilizando el Teorema de Hopf-Rinow, dado que
las hojas H; son todas geodésicamente completas, y;—1 € ¥; se pueden unir por una
geodésica ~; contenida en H;:

Y = (7i))?:i(1vyi—l)v
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y por lo tanto:
¥y = vz (L i)

= ’Y)'(Zk (17 "I:,i_l:l (17 yi—l)

= X3, X1, X (1,y). )
pz(y, (Sv X))a

- donde (s, X) = (s1, -, 8k, X1,.--,Xx) € RE x T}N.

Si y e ¥ no estan en un mismo entorno cubico del tipo descrito, entonces, por
ser m71(z) conexo, podemos unir y e ¢’ por una sucesién finita de entornos de ese
tipo Uy, ..., Up talesquey € Uy, ¥ € Upn y UiNU;y1 # 0 paratodo 1 <i < n—1.

Tomamos una sucesién formada por n+1 puntos {¥o =¥, ¥1, -+, Yn-1, Yn = ¥’}
tales que ¥;, ¥i+1 € Ui+1 para todo 0 < ¢ < n de modo que

Yit1 = Pz(yi, (3i+17 Xi+1))7

con (s;,X;) € R¥ x (T{N), paratodo 1 <i < n—1.
De este modo,

Y = pz(Yn-1, (50, Xn))
= p2(Yn-2, (Sn-1, Xn-1) + (8n, Xn))

= p(y, (51, X1) + ... + (80, X)),

y por tanto p, es transitiva.
Finalmente, para ver que p, es libre, tomamos el grupo de isotropia I'(z) de
z € m7}(z) por la accién de R* x (T} N),, es decir,

F(:l?) = {(st) € Rk X (TklN)z/pz(Iv (57X)) = l},

y probamos que ['(z) es trivial.
Por ser la accién p, transitiva, tenemos que la aplicacién,

k 1
A0

(s, X)0(z) — p:(z, (s, X)),

2
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es un difeomorfismo y, puesto que,
dim R* x (T}N), = dim 77! (z),

entonces dim ['(z) = 0 y I'(z) es un subgrupo aditivo discreto de R X (TiN),.
Si I'(z) no es trivial entonces los elementos de I'(x) son combinaciones lineales

enteras de m elementos linealmente independientes (s1,u1), .-, (Sm, Um) de R x
(TiN),con1<m < k(n+1).
Se deduce: . .
ﬂ_—l(z) - R" x (TkN)Z =T™ % Rk(n-{—l)——m’

I'(z)

y si la fibra es simplemente conexa, entonces m = 0, I'(z) es trivial y p, es una
accidn libre, lo que finaliza la demostracién. O

6.4.2 Método de Nagano

Consideramos la estructura casi k-tangente estable canénica (&;, J;, 7;) (descrita en
el Ejemplo 6.1.1) sobre el fibrado estable tangente de las k*'-velocidades R x T}Q
sobre una variedad diferenciable Q.

Sea (t;, u*,v¥1 < i < k,1 < o < n) el sistema de coordenadas locales sobre
R* x T}Q definido por (6.1.1).

La familia (&, J;,7;) estd dada en este sistema de coordenadas por

_9 ,_9
- o

2

® dua7 n = dtiy

paratodo 1 <i < k.

Los k campos de vectores de Liouville Cj, ..., Cy sobre T}Q, descritos en la
Definicién 2.4.8 pueden ser canénicamente extendidos a k campos de vectores C7,
..., Cy sobre R* x T}Q tales que, respecto al sistema de coordenadas anterior, se
representan por,

.
Cz' = U —8—1}?’
Los k campos de vectores de Liouville Cy, ..., Cy sobre R¥ x T}Q estén carac-
terizados por
(6.4.14) Ji(Cy) =0, m(C;) =0, LgJ;=206;(J;—¢&@mn),

y ademés verifican las condiciones 7) — iv) enunciadas en la Seccién 1.3.
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Teorema 6.4.2 Sea M una variedad diferenciable de dimension k(n+1)+n dotada
de una estructura casi k-tangente estable integrable (&;, J;, m;) tal que las 1-formas

M, --., Mk Son globalmente exactas, es decir, existen k funciones fi, ..., fi sobre
M tales que m; = df; para todo 1 < i < k.
Supongamos que sobre M existen k campos de vectores Ci, ..., Cy definidos por

las condiciones (6.4.14), es decir,
Ji(C;) =0, m(C;) =0, LgJ;=26;(J;—&m),

para todos 1 < 1,5 < k. Supongamos que ademds los k campos de vectores Ci,
..., Ci, sobre M definidos por C; = fi&; + C; para todo 1 < i < k, satisfacen las
condiciones i) — i1). Entonces eziste una unica estructura de fibrado vectorial en M
sobre S, donde S es la subvariedad singular de C = Ci+ ...+ Cy, que es isomorfa
al fibrado R* x TS. Tal isomorfismo transporta la estructura candnica de R* x T} S
y sus campos de vectores de Liowville a (&, J;,m) y C1, - .., Cr respectivamente.

Demostracion
Sea (%;,Z%,7¥) un sistema de coordenadas locales sobre M adaptado a la es-
tructura casi k-tangente estable integrable (&;, J;,7;) de modo que se verifican las
igualdades (6.2.12).
Supongamos que el campo de vectores C; estd dado en estas coordenadas por
. 0 0 . 0 0
C'l-—-aT—}- Or—=— + bo— & > —
A A = =
Por la primera y la segunda condiciones de (6.4.14) deducimos, respectivamente,
que a; = 0 paratodo 1 <1< ky que b, =0 paratodo 1 <a <n.

Entonces C; = Pgza +- .. +E gz v utilizando la tercera condicién de (6.4.14)
1 k
obtenemos que

act
(6415) _zﬁ = 5aﬁ5ij,
afc—j
y, por lo tanto,
— "n__ 0
C; = [
I

Ademds, como 7; = df; = dt;, entonces, para todo 1 <i < k, es f; = ; + ¢; con
¢; constante.
Utilizando (6.4.15) obtenemos que las funciones (¢;, 2%, y*) definidas por

7 o __ = —_ (o]
ti=ti+c, =7 yi=1],
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conl<i<k, 1< a<n,definen un sistema de coordenadas locales en M respecto
al cual, para todo 1 <7 <k,

Ademads, se verifican también las condiciones (6.2.12).

Si denotamos por 5; la subvariedad singular de M asociada al campo de vectores
C;, entonces

Si={(t1,.. ., ti,z%, 2%, ..., z) /ti =23 = 0,1 < a < n}.
La variedad singular S asociada al campo de vectores C es
S = S 1 n...N Sk
= {(tr,. .tz 2, .., 2f)/ti=2F=0,1<a<n1<i<k}

Utilizando estas expresiones y la expresién local del operador A¢s asociado a C
es inmediato que C verifica las condiciones ii7) y v).

Como las condiciones 7) y #%) son ciertas por hipétesis para C1, . .., Ci, entonces,
como en secciones anteriores, pueden probarse también para C' y podemos aplicar
el Teorema 1.3.3 de modo que existe en M una Unica estructura de fibrado vectorial

sobre S tal que C es el campo de vectores candnico. De hecho existe un isomorfismo
¢ entre N(S), fibrado normal de S, y M tal que el diagrama:

es conmutativo.
Utilizando la expresién local de A¢ obtenemos,

N(S): = Im(Ac).
- (XeT.M/X= Xia% + X;"Tgf},
T.S = ker(Ag):
{X € T.M/X = X°52z}.



158 6.4 Caracterizaciones del fibrado R¥ x TEQ

En cada punto z € S existe un isomorfismo de espacios vectoriales,
b : NoS — My,

con M, = (7')"(z).
Si Vi(z) = ImJ;(z) para cada 1 < i < k, entonces es inmediato que,

NyS=<§>,0..8<& > 0Vi(a)®... 8 Vi(a),
-y por lo tanto existe un isomorfismo de espacios vectoriales,
Fo=1+¢,  T,SON S =T, S® < &,...,& > DVi(2) B ... & Vi(z) = T,SB M,.

_ En el espacio vectorial TS @ M, se definen k aplicaciones lineales Ji(z), ...,
Ji(z) por:

-1
T.5aM, "t T.S® < &1,..., & >, &Vi(2)® ... ® Vi(x)

Ji@)] FAE)
1+¢z

T.Se&M, ¥ T.88<t,... 6> oW@)d... o Vi)

Si tomamos las 1-formas 7;(z), ..., 7k(z) duales de los vectores &(z) = (1 +
¢z)(&i(z)) con 1 <14 < k, entonces,

(ﬁl(z)v B '7ﬁk(x)’ jl($)7 Tt jk(‘r)vgl(x)v e '7§~k(x))-,

es una estructura casi k-tangente estable sobre T,,S & M,.

Sea {e1,...,en} una base de 7,5 y sea {v},...,v}} una base de V;(z) para cada
1<i<k Sea {ul = ¢5(vh), ..., Ul = ¢,(v})}1<i<k de modo que {&(), ..., &(z),
ul, ..., ul}1<i<k €s una base de M,.

La aplicacién J;(z) estd definida por:

Ji(z)(ea) = v,

Ji(z)(&5(2)) = 6:5€;(z),

Ji(m)(v;) =0,
paratodos 1 <4, <k, 1< a<n.
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Resulta inmediato que,
Ji(x)JTzs : TxS —_ M(x),

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Podemos definir un isomorfismo de espacios vectoriales:

G, T,SeR*eT,S¢...6T,S — T,S® M,,
por

G:=(1+ (f)z) o(l1+H,+ Jl(x)JT,s +...+ Jk(z)JTzs),

donde 3 3
Hm : Rk —< fl(x)7 ce 7€k(I) >,

H,(E;) = &(2),
siendo {E;;1 < i < k} la base canénica de R*.

Entonces existe un difeomorfismo de fibrados vectoriales sobre S definido fibra
a fibra,

RF x TES = Uges(R* x (TES),) — UgesM, = M.

Para ver que este difeomorfismo conserva las estructuras casi k-tangente estables
tomamos en primer lugar un elemento X, € R¥xT}S y expresamos la estructura casi
k-tangente estable canénica del espacio vectorial T, (R* x T}S) del modo siguiente.

Como en cada punto X, € R* x TS el espacio vertical V7*(X,) es

V(X)) =< &,...,& > eVi(z) & ... @ Vi(2),

y el fibrado transverso (7%)*(T'S) se puede identificar en cada punto con el espacio
Tyx(x,)S, entonces cada vector Zx, € Tx,(R* x T}}S) se expresa de modo tnico por

Zx, = (™)(X2)(Zx,) +ri&(x) + ... +rbe(z) +v1(Zx,) + ... +u(Zx,)
€ TS® <&,....& > ®Vi(Xy) @ ... 8 Vi(Xy).

Definimos un isomorfismo de espacios vectoriales,

v: Tx, (TES) — T.SeR'eT.Se..aT.S
ZX:: - ((Wk)*(Xl)ZXz7rl>'"7Tk:A1(x)7'"7Ak("r))’
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donde A;(z) € TS es tal que
(Ai(z)? = v:(Zx,),
siendo (A;(z))® el (i)-levantamiento vertical del vector 4;(z) a V;(X,) definido en
la seccién anterior.
Sobre el espacio vectorial T,S ®R* @ T, S @ ... & T, S existe una estructura casi
k-tangente estable

(()o(2), (Ji)o(2), (i)o(x); 1 < i < k),
definida por

Il
&
1l
QIQ‘
o
g.
o
8
3
(¢}
o+
[e]
=
Q.
[¢]
—
©
o
©
o0
@
o
&
B
O
=
2.
o
&
(oW
&)

—~
3
A
- *

(
(
(J)o(z)(€a,0,...,0) = (0,0,...,eq,...,0),
(

Ji)g(x)(0,0,...,ea,...,O) = (0,‘..,0),

El isomorfismo 1 conserva la estructura pues el siguiente diagrama es conmuta-~
tivo para todo 1 <14 < k:

Tx,RFxTLS) & T,SeR*'eT.Sa..eT.S
(Ji)o(X2)] L(J)o()
Tx,(R¥ x TLS) -2 T,SeoR*'eT.Sa...®T.S.

Por lo tanto la estructura casi k-tangente estable canénica de Tx, (RF x TLS)
puede identificarse, a través de v, con la estructura casi k-tangente estable,

(()o(2), (Fi)o(@), (€)o(2); 1 < i < k)
del espacio vectorial
T.SeRFeT.50... 0TS
La conmutatividad del diagrama

T.SeR*@T.5®.. 0T.S & T.SeM,
(Fi)o(e)d @)
T.SeR*eT,Se.. . 0T,S > T.SoM,
para todo 1 < ¢ < k, prueba que el difeomorfismo de fibrados vectoriales M —
R* x TS conserva las estructuras casi k-tangente estables.
Siz ¢ S podemos escribir T, M = Ty () S®V (7'(z)) utilizando la sucesién exacta
corta descrita en el Lema 1.3.1 y entonces repetir la construccién anterior.0
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6.5 k-semisprays

Sobre la variedad R* x T} Q definimos k-campos de tensores J, ..., Jr de tipo (1,1),
del siguiente modo:

ji=Ji——CTi®77ia

para todo 1 < ¢ < k, donde J; y 7; son, respectivamente, el campo de tensores de
tipo (1,1) y la 1-forma sobre R* x T}Q descritos en el Ejemplo 6.1.1 y Cj es el
campo de vectores sobre R* x T}Q descrito en la seccién 6.4.2.

En [R] se definen del modo siguiente los k-semisprays sobre R* x T}Q,

Definicién 6.5.1 Un campo de k-vectores ¢ = (C1,...,Cx) sobre R¥ x TEQ se dice
que es un k-semispray si y sélo si
Ji(G) =0, m(¢) =64
para todos 1 < 4,7 < k.
Calculando directamente en coordenadas locales se obtiene el siguiente resultado:
Proposicién 6.5.1 Un campo de k-vectores ¢ = ((1,...,{x) sobre R* x TLQ es un
k-semispray st y sdlo si

8 .0 .8
(6.5.16) G = £ tuigs+ (63 55137

para todo 1 <1 < k.

Definicién 6.5.2 Dada una aplicacién o : RF — Q, definimos la prolongacion de
o, ‘
U RF — R* x T}Q,
por
oll(t) = jio.
En coordenadas locales se obtiene:

1] o oc®
ag (tlw ..,tk) = (tl, e ,tk,O’ (tlw . ,tk),ﬁ(tl,. .. ,tk)),

para todo 1 <1 < k.
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Definicién 6.5.3 Una aplicacién o : R¥ — Q es una solucion del k-semispray ¢
sobre R* x TLQ si
(eh® = ¢ o ol

En tal caso se dice que ( es integrable.

Operando en coordenadas locales es inmediato el siguiente resultado:

Proposicién 6.5.2 ¢ : R¥ — Q es una solucién del k-semispray ¢ = (C1,..., (k)
de expresidn local (6.5.16), si y sélo si:
0c® %0

'é;=ui, a—tia—tjz(@)"'

W




Capitulo 7

Formalismo hamiltoniano no
autonomo

7.1 Hamiltonianos R-valuados

El objetivo principal de este capitulo es obtener una versién intrinseca de las ecua-
ciones de Hamilton asociadas a un problema variacional integral multiple

OH £ Yy,
0x® ~ 5t ’

- o

[e%

utilizando la estructura geométrica de las variedades k-cosimplécticas.
Dada una aplicacién hamiltoniana H : M — R, la estructura geométrica de

la variedad k-cosimpléctica M permite definir un nuevo morfismo Qf de TM en
(Tz)*M.

Por medio de este morfismo asociamos a H campos de k-vectores (X3, ..., Xk)
sobre M tales que, si (n;, wi, V; 1 < i < k) es la estructura k-cosimpléctica de M,
entonces:

mi(X;) = bij,

QH(Xy,. .., Xi) =dH + i(l — &(H))mi.

i=1

Si alguno de estos campos de k-vectores es integrable, entonces sus secciones
integrales satisfacen, en coordenadas candnicas, las ecuaciones de Hamilton.

163
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Definimos en primer lugar las aplicaciones Q° y Qf anélogas a las descritas en el
caso k-simpléctico, de modo que generalizamos la aplicacién X, . definida en el caso
cosimpléctico usual ([Al], [CLL]).

Sea (M,n1,..., Mk, w1,...,wk, V) una variedad k-cosimpléctica. Definimos una
aplicacién € por,

Y TM — (T})*M

(7.1.1) b
X — @X)=(xwi+mX)m, ..., xwk + (X))

- donde utilizamos la identificacién (T})*M = T*M& ...® T*M descrita en el Ejem-
plo 1.1.1.

Si consideramos en M un sistema de coordenadas locales (¢;, 2%, z¢; 1 < i < k,
1 < o < n) adaptado a la estructura k-cosimpléctica, se deduce '

Qb(%) = (L%wl+771(8%)771,...,L%wi+ni(3@5)77i’
0
..,Lawk—l—nk( )7k
o Ot;
= (0,...,dt;,...,0),

con dt; ocupando el lugar i-ésimo.

P(2x) = (g +m(Zam. e g wk+m(2x)me)
0z% oo 0x% 52 0x=

(dzl,..., dzk).

—r

“ oz}, “ oz
= (0,...,—~dz®,...,0),

con —dz® ocupando el lugar i-ésimo.
De este modo, si X € T M se escribe localmente por

Qb(ai’) = (L g wl+771(—8%')771,---7L_6_ka+77k(£§)n’“)

o3

e 0 .0
X — 17 o_ 7 1___
X ot; +X oz® +X°‘8x;’
entonces
QX)) = (LX), ..., (X)) € (T)'M
donde

(7.1.2) (Q(X)); = X'dt; — Xidz® + X%dai, € T*M,
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para cada 1 < ¢ < k fijo.
Definimos la aplicacién Q2 del modo siguiente:

(L TiM — T*M
(Xl,...,Xk) —_— Qu(Xl,...,Xk)
donde para cada Y € TM, es

Q(Xr,..., X)) = traza((Q°(X;)):(Y))
k

= D (X(X)(Y)

i=1
k
= D (WX, Y) + n(Xom(Y)).
i=1
Con estas definiciones es inmediato comprobar que en el caso k = 1, es decir,
para una estructura cosimpléctica usual, las aplicaciones €° y QF coinciden entre s
y son iguales a la aplicacién x,,,, descrita en [Al], y en [CLL].
Veamos cuél es la expresién local de Qf en un sistema de coordenadas del tipo
anterior.

Sea (X1,...,Xx) € TEM tal que

; 0 o 0 ; 0
(7.1.3) X; = (Xz) —at—J-l-(Xl) EE_—E +(Xi)aa—$g.
Entonces,
o) £, o 0
m(Xl,---,Xk)(aa) = Z(Q (Xi))i(a_tl)
= (X))
i 2 _ & o 9
Q(X1,---,Xk)(5x7;) = ;(Q (Xi))i("a?)
k
= -2
" ol u b 9
Q (lew-vXk)(%Zﬂ') = ;(Q (Xi))i(ézz)

= (X"
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Asi,
(714) Qﬂ(Xl,.,.,Xk) = Z(Xi)zdtl—z dl‘ +Z adl‘

% i,

SiH: M — Resuna funcién la 1- forma dH € T*M se expresa localmente por
dH = Z 7 dt +Z d +Z——d:c

y, si &1,...,& son los campos de Reeb sobre M a.soc1ados a la estructura k-cosim-

pléctica, entonces definimos sobre M la 1-forma dH +Z (1-&( ))m, que se expresa
i=1
localmente por

k
(715) dH+Z(1 —éz(H))Th = Zdtl—{'-zggdza—*_z%dx;
i=1 1 « i,Q [

Consideramos las ecuaciones,
n:i(X ) = 613

OHXy,...,Xp) = dH + i(l = &(H))mi,

i=1

(7.1.6)

donde (Xi,..., Xx) es un campo de k-vectores sobre M.

En caso de existir, las soluciones de (7.1.6) no tienen por qué ser unicas. De
hecho, si der.otamos por My(C*®(M)) el espacio de matrices (de funciones sobre
M) cuadradas de dimensién k y definimos la aplicacién,

nn: TklM E— Mk(coo(M))
(Xl,-n-,Xk) i (ni(Xj))’

entonces es facil deducir que el conjunto de soluciones de (7.1.6) es tinico médulo
ker Qf N ker n*.

Sea X = (Xi,...,X}) una solucién de (7.1.6) tal que cada X; se expresa local-
mente por (7.1.3). Igualando coeficientes en las expresiones locales (7.1.4) y (7.1.5)
obtenemos las siguientes condiciones locales para (7.1.6):

(7.1.7)

(Xz)J = 5ija
k
(7.1.8) L —}_;(Xz-)l,
0H — (Xi)a~

oz’

[o
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Ahora, a partir de estas condiciones locales, es posible definir (de modo no tnico),
en un entorno de cada punto de M, un campo de k-vectores que satisfaga (7.1.8).
Por ejemplo bastaria tomar el campo de vectores

(Xi)jzéijv

(o)t =84,

(Xi), = 0,para i # 1 # j,
= oz "

Veamos cémo, mediante una particién de la unidad, podemos encontrar a partir
de soluciones de (7.1.6) definidas localmente, un campo de k-vectores Ey global-
mente definido y tal que verifica (7.1.8).

Para ello sea {U,}4c4 un recubrimiento localmente finito de M tal que, en cada
abierto U, existe X, € TiU, que verifica (7.1.8) y por lo tanto:

7(2)((Xa);(2)) = &5,
OH(Xo)(z) = dH(z) + 3_(1 — &(H)) (z)mi(z),

i=1
para todo z € U,.

Para cada a € A definimos el elemento X, de TiM que en cada punto z € M
estd dado por:

~ Xu (z si z €U,
%o = H.(2) 1
0 si z €U,

Sea {A;}eeca una particién de la unidad asociada al recubrimiento {U,}eca de
M.

Consideramos Ey seccién global de TE M definida por
Eg: M — T}M
z — Xg(z)= Z Aa(Xo)(
Veamos que, asi definido, Ey satisface las condiciones (7.1.6).
De hecho Q*(Ey) es la seccién de T* M definida por
OEy): M — T*M T.M
r — OEg)(z): |
R
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donde, si Y € T, M, entonces,

G (Ex)(@)(Y) = traza(((En)i);(z)(Y)

= sz ((Bx)i(2),Y) + n:(z)((Ep)i(z))mi(2) (Y)

= Z(Z 2a(@) (@i(2)(Xa)i(2), Y) +7:(2) (Xa)i(2))m:(2) ()

k
= D Az 5:; 2)i(z)(Y)
= Yo Xa(z)(dH(z) + E(l = &(H))(@)ni(z)(Y)
k
= (dH(z) + ;(1 = &(H))(@)mi(2))(Y).
Ey verifica también,
7:(2)((Br)j(2)) = m(2)(3 Aa(2)(Xa);(2))
= > Aa(@)m(2)((Xa);(2)) -
= Z/\a(x)(sij
= (5,‘3'.

Como generalizacién del caso cosimpléctico usual introducimos la siguiente defi-
nicién:

Definicién 7.1.1 Cualgquier campo de k-vectores (Xi, ..., X}) sobre M tal que
mi(X;) = bij

k
QXy,..., Xe) =dH + Y (1 - &(H))m,

i=1

para todos 1 < i,j < k, se denomina campo de k-vectores de evolucion sobre M
asoctado a la funcion hamiltoniana H.
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Sabemos que los campos de k-vectores sobre M no son, en general, integrables.

Sea (X3,...,Xk) un campo de k-vectores de evolucién sobre M asociado a H e
integrable, y sea

o: R* — M
si — (07(s1), 0%(s1), 0%(s)),
una seccién integral de (Xi,..., Xz). Se verifica:
da’ 0c“ oo’

=5 - = o — Y
881‘ 61]7 6& (Xl) ’ 8S¢ (Xl)on

k3

para todos 1 < 4,7 < ky 1l < a < n. Sustituyendo estas condiciones en (7.1.8)
obtenemos

OH _ <99,

D Dyt
(7.1.9) ‘ =1 Osi

OH _ Jo°

dzt — 0si’

conl<i,j<k,1<a<n, que son las conocidas ecuaciones de Hamilton (3.2.8).
La existencia de soluciones para las ecuaciones (7.1.9) es equivalente por tanto
a la integrabilidad de los campos de k-vectores sobre M que satisfacen (7.1.6).
De los célculos anteriores deducimos el siguiente resultado,

Proposicién 7.1.1 Las ecuaciones (7.1.6) se pueden considerar como una versién
intrinseca de las ecuaciones de Hamilton.

Ejemplo 7.1.1 [Du][KT] Volvemos a considerar el Ejemplo 3.2.1 de las ecuaciones
de la electrostéatica.

Sobre el espacio R® consideramos una funcién escalar de densidad de carga de-
pendiente de la posicién, 7 = r(z1, Z2,z3), y una métrica de Riemman g arbitraria.

Las ecuaciones de la electrostdtica son en este caso las ecuaciones de Hamilton
asociadas al hamiltoniano H siguiente:

H: R® x (T})*R -~ R

(z1, T, T3,u,ut, u? ud) — \/5(47TT‘(:L‘1,$2,I3)U+Q]Zgijuluj).
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En efecto, operando en coordenadas locales se obtiene que:

3 3
dH+S (1 - &(H))dz; = Y dz; + 4nr(z1, T2, T3)1/9du

i=1 i=1

w

3
Z g1 )du’t +—— Z 92U )du
] 3
T Z 3Ju]
j=
Ademss, si (X1, X2, X3) € T3 (R® x (T})*R) es tal que
dz;(X;) = &,
para todos 1 < 4,7 < 3, entonces podemos escribir localmente cada X; por:

A_,_a_ .OQ_ ‘16 .23 3 0
Xz_ 8t,- +(X,) au+(Xz> 8u1 +(Xz) 5&7’*‘(){1) 8u3

Utilizando (7.1.4), la igualdad
3
(X1, X2, X3) =dH + Y (1 — &(H))da;,
i=1

es equivalente localmente a

4rr(z1,22,23)/7 = —((X1)' + (X2)? + (X3)%)
(7.1.10) %(;gijuj) = (X:)°

Si: R® — R® x (T4)*R es una seccién integral de un campo de k-vectores de
evolucién Egy = (X3, X2, X3), entonces podemos escribir las ecuaciones (7.1.10) por

1 2 3
47TT($1,.Z'2,.’Z'3)\/§ = _(%%4'%%"' %"’g—g)
3
1 j 0
75(; 9i%7) 3%
donde hemos denotado () = (t,%(t), ' (t), 2(t), ¥3(t)).

Las ecuaciones (7.1.11) son las ecuaciones de la electrostética para una densidad
de carga r = r(x1, Z2, z3) en el espacio métrico (R?, g).

(7.1.11)

Il

il
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7.2 Hamiltonianos RF-valuados

Podemos también considerar funciones hamiltonianas R*-valuadas sobre una var-
iedad k-cosymplectica M.
En coordenadas de Darboux tenemos,

H= (H'(t;,z%,2%),..., H*(t;, 2%, 1)),
o0, equivalentemente, ‘
H = H'e,,
donde {ey,...,ex} denota la base estdndard en R*.
Definicién 7.2.1 Si M es una variedad k-cosimpléctica, un campo de vectores X

sobre M tal que,
ni(X) =1, foralli=1,...,k,

(7.2.12) ‘ k ;
(X) = d + |01 - ()
i=1
donde {&1,...,&} son los campos de vectores de Reeb asociados con la estructura
k-cosimpléctica,serdn llamados sistemas k-hamiltonianos asociados a H.

En coordenadas de Darboux, un tal campo de vectores se escribe

) P o .0
x=92 ...+ 9 L xa 9 L xi 9
o T o T G T Regm
donde oH oH o
O _ o i - i OR" _ s ya
5 =X =Xl o =6X
si

o: (—e,e) CR — M
t — (0i(t),0%(t), 0 (1))

es una curva integral de X entonces obtenemos las ecuaciones de Hamilton asociados
al hamiltoniano R*-valuado H:

OH! _do;

0z% t’

OH! _ 5 do°
ox? UTdt

De estas ecuaciones, y usando el mismo argumento que en [Awl, Aw2], podemos
probar el siguiente resultado.
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Proposicién 7.2.1 If (t;,z%,z%) son coordenadas de Darbouz para la variedad k-
cosimpléctica M y H = (H*,..., H*) es una funcién hamiltoniana sobre M, en-
tonces H es de la forma

n
H' = Z (pa(ti,l‘l, Ce :zn):c; =+ tpz(ti, Ty,..., .’L‘n),
a=1

para 1 <i<k.

Una aplicacién.- Sea L : RxT@Q) — R un Lagrangiano hiperregular, tenemos
que la transformacién de Legendre Leg : R X TQ — R x T*Q definida por L es
un difeomorfismo.

Denotamos por H = E o Leg™! la energia lagrangiana, donde E;, = C(L) — L,
donde C es el generador infinitesimal de las dilataciones sobre T'Q).

Construimos una estructura 2-cosimpléctica sobre la variedad M = R? x (TQ &
T*@Q) como sigue.

Primero de todo, sea wg la forma simpléctica candnica sobre T*Q y wy = Leg*wg
la 2-forma de Poincaré-Cartan sobre TQ [LR1]. Si (¢*) son coordenadas en @ de-
notamos por (g%, v*) y (¢, p.) las coordenadas inducidas en TQ y T*Q, respectiva-
mente. Entonces tenemos coordenadas (1, to, g%, v%,p,) en M.

Denotamos por 7 : M — R X TR and 7 : M — R x T*R las proyecciones
canénicas, localmente dadas por

T(tlat2yqayvaapa) = (tlyqaava)a
W(tlat%qaava)pa) (t2’qa7pa) .

Si hacemos ‘
m= dtlaﬂ? = dtg,(.dl = T*WL,WQ = W*WL,

deducimos que (7,7, w1, ws, V') es una estructura 2-cosimpléctica sobre M donde
V=KerTp, p: M — @ son las proyecciones canénicas.
Consideramos ahora la funcién hamiltoniana

H: M — R?

dada por
H(tl,tg,Xq, C!q) = (T*EL, (Xq,aq) - T*L).

En coordenadas locales obtenemos

oL
H(t17t21qa$va7pa) = (va% - L7 qapa - L)

|
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Sea X un campo de vectores sobre M que es hamiltoniano para H. Por cdlculo
directo, obtenemos

8 & L0 ., 0 OH I

X = — 4+ — = g 929
o6 o TV o T NeBe T o bp,
donde
L o L 4 L 0L _
0t,1008 AP e 0gf

Si o(t) = (01(t), o2(t), c*(t), oL(t), 02(t)) es una curva integral de X tenemos

o doy ., dol oH

do* _
e~ dt T dt 9gr

Por lo tanto, las proyecciones de o en () satisfacen simultdneamente las ecua-
ciones de Euler-Lagrange y de Hamilton.






Capitulo 8

Formalismo lagrangiano no
auténomo

En este capitulo estudiamos el formalismo lagrangiano sobre el fibrado tangente
estable de las k'-velocidades J'(RF, Q) = R* x T}Q.

El objetivo principal es obtener una descripcién geométrica de las ecuaciones de
Euler-Lagrange

£ 9 8L, oL L ol
2oned "ea =t W=

sobre este fibrado utilizando su estructura geométrica descrita en el Capitulo 6.

8.1 Transformacion de Legendre

Como en el caso no dependiente de los pardmetros estudiado en el Capitulo 4, a
cada aplicacién lagrangiana L : R*¥ x T}Q — R se le asocia una aplicacién F'L

FL:R* xT}Q — R* x (T})*Q,

que se llama transformacién de Legendre.
Recordamos en primer lugar que (t;,u*,v%51<i<k1<a< 71) es un sistema
de coordenadas locales definido por (6.1.1), entonces la familia (§;, J;, 731 <@ < k)

formada por los k campos de vectores &1, .. ., § con expresién local (6.1.5), por los
k campos de tensores de tipo (1,1) Ji,..., i con expresién local (6.1.3) y por las
k 1-formas 71, ...,m con expresién local (6.1.4), forman la estructura casi estable

k-tangente candnica sobre R¥ x T} Q.

175
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Como generalizacién del caso k = 1, [O], (fibrado tangente estable R x TQ), se
definen del modo siguiente k derivaciones de grado 0, i3, ..., (7,, sobre el dlgebra
de formas sobre R x T} Q.

Para una p-forma w sobre R* x T}Q,

14
(Ljiw)(Xh o 7Xp) = ZW(XI’ sy ']in7 s 7XP)
Jj=1

para X;, ..., X campos de vectores arbitrarios sobre R* x T}Q.
Utilizando los ¢, se definen £ antiderivaciones d3 , ..., d3, de grado 1, por:
dy, = |3, d],

para 1 <i<k.
Dada una aplicacién lagrangiana L sobre R¥ x T}Q, definimos, utilizando los
operadores anteriores, un elemento

Br=1((Bc)1,---,(Bo)x) € (TH*(RF x ThQ)

por:
(Br)i = d3,L — &(L)n;

conl<i<k.
En el sistema de coordenadas locales (t;, u*, v{*) se obtiene que, para cualquier
1<i<k:
oL
o

du®.

(BL)i =

Se definen, sobre R* x T}Q, las 2-formas diferenciales (wr)1, - - -, (wr)k Por

(wr)i = —d(BL)i- |

Si denotamos por 7* : R*¥ x T}Q — Q la proyeccién canénica 7% (;, u®, vf) = u®,

entonces (Br)1,---,(BL)x son 1-formas m-semibdsicas sobre R* x T}Q y en conse-

cuencia, utilizando los resultados de [LR5], existe una aplicacién F'L,

FL: R*xTIQ — RFx (TL)Q

(tiaua?U?> - (ti;uaa%)‘
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La matriz jacobiana J asociada a la aplicacién F'L se escribe, en coordenadas
locales,

I 0 0O ... 0
0 I, 0o ... 0
L &L 8L 8L
(8.1.1) J = 0tous ouedw! ovpow! W
8’L 8L 8°L 82L
Otoue  guedn? g T dwganl

donde Ir e I, son las matrices identidad de dimensiones k y n respectivamente y
1< a,8<n,demodo que J es una matriz cuadrada de dimensién n(k + 1) + k.
Es inmediato el siguiente resultado:

0’L °L
ovedn? 3v,‘§‘8v15
FL es un difeomorfismo local < det : : # 0.
0°L 9’L
8v‘f8vf o av,‘:avf 1<a,8<n

Como en el caso no dependiente de los parametros introducimos la siguiente
definicién:

Definicién 8.1.1 La funcidn lagrangiana L : R¥ x T}Q — R se dice que es regular
st la correspondiente transformacion de Legendre F'L es un difeomorfismo local. L
se dice hiperregular si y solo si F'L es un difeomorfismo global.
Operando en coordenadas locales se obtiene
Lema 8.1.1 Para todo 1 <1 < k se verifica que
(wL)i = FL*LJJi,

donde wy, . .., wy son las 2-formas de la estructura k-cosimpléctica candnica de R* x

(Te) Q-
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Demostracion
En efecto,

- . _ _O°L L
(wL)i —(FL) Ww; = Wduﬁ/\dt +8——é7du5/\du

(9.[4 yel < [
+8 . e du” A dv;

(8.1.2)

Si denotamos por V = ker 77 la distribucién vertical del fibrado (RF x T, 7*,
“R* x Q) y consideramos las k 1-formas 7y, ..., ) de la estructura casi k-tangente
estable canénica de R* x T}Q, podemos demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 8.1.1 L : R* x T!Q — R es un lagrangiano regular si y sélo si

la familia (ny,..., Mk, (WL)1,-.-, (WL)k, V) es una estructura k-cosimpléctica sobre
R* x TQ.
Demostracion

Las condiciones m A ... Am # 0, m;y, = 0y (wr)i)y,,, = 0 son siempre ciertas
independientemente de que L sea o no regular. Veamos las otras condiciones.
Suponemos primero que L es regular. Sea X € kerm; N ... Nkern, Nker(wr); N
...Nker(wr). La expresién local de X es entonces de la forma
K 9
X=X “a— + X7 5 a,

pues necesariamente las componentes en 3(?5_ son cero.

Utilizando las expresiones locales (8.1.2)1 de las (wg);, se obtienen las siguientes'

ecuaciones:

o’L
8.1.3 z) =X =
( ) tx (wL) (8tj) atjavia O’
(8.1.4) LX((—UL)‘(“?"‘) = Xﬁ( &%L _ %L ) ﬁ( ) =0
“ou® R R A ﬂa e’
a 0L
8.1.5 il55) =—X° =0.
( ) Lx (WL) (av‘;x) 3@?31}?

Como en la prueba de la Proposicién 4.1.1, de la ecuacién (8.1.5) se deduce, por
ser L regular, que necesariamente X* = 0 para todo 1 < a < n.

|
i
i
|
i
!
i
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Sustituyendo en la ecuacién (8.1.4) y utilizando de nuevo la regularidad de L se
obtiene que X = 0 para todo «a y para todo 1.

Asf obtenemos que X = 0 y entonces kern; N ... Nkerm, Nker(wr); N ... N
ker(wL)k = 0.

Sea un campo de vectores arbitrario X sobre R*¥ x T}Q vy escribamos en coorde-
nadas locales la condicién
(8.1.6) tx(wr)i =0,

para todo 1 < i < k.
Utilizando de nuevo (8.1.2) y si

’I/a aa aa
X=X'g Xaa+Xiavg’

obtenemos las siguientes condiciones equivalentes a (8.1.6):

X*=0
X7 82L = X 82L .
8tj6vf J Bfu;"c')vf
Tomamos (X§) como un vector fila de dimensién nk y como la matriz cuadrada
2
(O—%é;—vf) es no singular, se verifica:
. O°L o*’L
(XY = (X7 -1
(X7) = (X)(5- avﬁ)(8v§‘8vf)

De esta expresién es inmediato que los k vectores

0 _ (0L y_&’L )10
It ot avﬁ duean?’  Ivr

- 1.0
tk (atkauf*)( 81)) Iy’

son independientes y que pertenecen a ker(wp); N ... Nker(wrg ).

Como por la condicién kern; N...Nker g Nker(wr )1 N...Nker(wy )r = 0 sabemos
que dim(ker(wz)1N. . .Nker(wg)x) < k, se deduce que dim (ker(wz )1N. . .Nker(w)x) =
k como querfamos comprobar.
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Reciprocamente, si la familia (m,..., 7%, (wr)1, ..., (wr)k, V) es una estructura
k-cosimpléctica sobre R¥ x T}Q sabemos que, si X es un campo de vectores en
kerny N...Nker ne Nker(wr); N...Nker(wy ), entonces necesariamente X = 0, lo que
en coordenadas locales equivale a decir que el sistema formado por las ecuaciones
(8.1.3), (8.1.4) y (8.1.5) posee unicamente solucién trivial. Para ello es necesario
que el sistema de nk ecuaciones y nk incégnitas dado por la expresién

&L
8.1.7 XFf———— =0,

(817 " ovrov]
tenga solo solucién trivial pues si no fuese asi y (X§) fuera solucién no trivial de este
dltimo sistema entonces (0, X) serfa una solucién no trivial del sistema formado
por (8.1.3), (8.1.4) y (8.1.5).

La unicidad de solucién para el sistema (8.1.7) implica la no singularidad de la

2
matriz (E%SLE) y por consiguiente la regularidad de L.O
v o’

Una vez demostrado el Lema podemos enunciar de modo inmediato un resultado
andlogo al Teorema 4.1.2 para caracterizar la regularidad de lagrangianos dependien-
tes de k pardmetros.

Teorema 8.1.1 Para un lagrangiano L : RF x T}Q — R, las siguientes condiciones
son equivalentes:
a) L es regular.
&L
b) det 0.
) Moo (1251) 7

¢) FL es k-cosimplectomorfismo.

Denotamos por (€1)1,-..,(€L)x los campos de vectores de Reeb asociados a la
estructura k-cosimpléctica (71, ..., Mk, (w1, - -, (Wr)k, V). En coordenadas locales
estos campos de Reeb verifican

(5[4)'& +(€z) a a’

donde

2 2
(8.1.8) oL [ 9L

At 007 81)“ ol (E); =0,
para todos 1 < 4,s,7 < k y para todos 1 < af < n.

|
3
|
|
3
i
1
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8.2 [Ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta Seccién veremos cémo obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a un lagrangiano L : R* x T}Q — R. .

En primer lugar definiremos las aplicaciones Q% y QO asociadas a la familia (m,
ceoy Mk (wL)l, ey (‘-’-’L)ky V)

Estas aplicaciones permiten asociar, a cada aplicacién lagrangiana L, campos de
k-vectores (X1, ..., Xy) sobre T3 Q tales que:

n:(X;) = bij,

Q4 (Xy,...,Xx) =dEp + iu — (€L)i(E) )i,

i=1

donde (&, J;, mi; 1 < ¢ < k) es la estructura casi estable k-tangente candnica de
R* x T}Q, y Er es la funcién sobre R* x T}Q definida por:

k
EL-‘—‘Z_CZL—La

i=1
siendo C; los campos de vectores de Liouville.
Teniendo en cuenta la ecuacién (8.1.8) se comprueba ficilmente que

oL
(Ep)=——.
(gL)l( L) att
Si L es regular, estos campos de k-vectores (X3,...,Xx) son necesariamente

k-semisprays, y si alguno de ellos es integrable (Definicién 6.5.3) entonces sus solu-
ciones satisfacen, en coordenadas candnicas, las ecuaciones de Hamilton.

Se define el morfismo
0, T(RExTQ) — (TH)(RF x T}Q)
X — O (X)
tal que, para todo campo de vectores Y sobre R* x T1Q,
QX)) = ex(@)i(Y) +m:(X)m(Y).
La aplicacién
QF . THRF xTIQ) — T*(RF x TIQ)
(X1, Xe) — (X, Xk),
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estd defindo por

QL (X, ..., Xp)(Y) traza(Q (X;);(Y)

k
D (wr)i( X, Y) + mi(Xi)ms(Y).

i=1

En coordenadas locales se obtienen las siguientes expresiones:

2 2
Q;(gg—j) = (—%a%fduo‘,...,dtj—z}%a%]qdu
0°L
R vkdu)

0y _ (L PL vgupy L g
Ulzw) = (G +(a f’a & utonf 5)du +Wd

- 8
i+ (G ﬁa . 57

9*L
d
oo )
(8 - (L g5  __PL 4
L(%]a) ( 67);?‘8vfdu’ ’ avaaukd“)
Si (X1,...,Xk) € THR* x T}Q), donde
X = (X + () oy + (X g
at; v
entonces
%L
O (Xe, ., X)) = (X765 + (Xa)° a)dt
& at;0v
- 9L &L
+ 3 (X)) == + (X)%(
875 Ov? agyf
(8.2.9) s dutou,
_ L «
au av —CL ) — (X;)Y —a-——av = )du

82
+Z X)B aaﬁ

1,5,0,

|
|
|
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Por otro lado, asociada a la funcién lagrangiana L definimos la aplicacién

E;:REXTIQ —R

por
o OL
EL—ZCL L= Z o a_L),
i=1
donde C7,...,Cy son los campos de de vectores sobre R* x T}Q descritos en la
Seccién 6.4. 2
Entonces
- 9L
dEp + ) (1= (&)i(Br))m = Y of adt + Edt
i=1 G | Ot0v
(8.2.10) + > (f oL ——)du?
B =, 163811 Y
o°L dv®
+ ;.
2w av"av *

4,5,,8

A continuacién estudiamos las ecuaciones

mi(X;) = bij
(8.2.11) QﬁL(Xl, ., Xp)=dEL + i(l — (fL)i(EL))T/i

i=1

En general no estd asegurada la existencia de soluciones para (8.2.11). En caso
de existir, las soluciones no tienen por qué ser unicas y de hecho, si definimos una
aplicacién 7} como un caso particular de (7.1.7) para la variedad k-cosimpléctica
R* x T}Q, entonces es facil comprobar que las soluciones de (8.2.11), en caso de
existir, son tnicas médulo ker % Nker .

Si (X1,...,X%) es un campo de k-vectores sobre R* x T}Q que verifica las
ecuaciones (8.2.11), igualando coeficientes en las expresiones (8.2.9) y (8.2.10), ob-
tenemos:

. . O°L o 0L
(8.2.12) g(Xi) At;0u8 vi at; 8t;00
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&L 5
(8.2.13) M%(_atiav o ( a@v
B Ly _ (x.) 8L g L oL
GP o0 o) ~ X ) %( 0P ~ )
oL
8.2.14 X;)° =3 2
( ) Z( 2 ﬁ@v 2 avﬁav

1,0

Si el lagrangiano L es regular, de (8.2.14) deducimos que necesariamente

(Xo)* =7

paratodos 1<i<kyl<a<n.

De (8.2.13) obtenemos:

L L oL

8.2.15 of XY ——— - )=
( ) ;@(6taa+ za ﬂaa_'f( 1)18’()‘?8@? aua)

Reciprocamente, esta ecuacién permite definir, en algin entorno de cada punto,

2

soluciones locales de (8.2.11) utilizando que (aja%[’—a—) es no singular por ser L re-
gular.

Estas soluciones locales verifican (X;)? = & y también (X;)* = v&, con lo que,

de acuerdo con la Definicién 6.5.1, son k-semisprays.

Por el mismo razonamiento que en el Capitulo 7, mediante una particién de la
unidad, podemos construir soluciones globales de (8.2.11) que son k-semisprays.

Si suponemos que existe una solucién de (8.2.11) que es un k-semispray inte-
grable, entonces existe una aplicacién o : R¥ — Q tal que:

R -

Eait étith=(Xi)j'
Sustituyendo en (8.2.15) obtenemos,

s FL o0 FL_ e FL__ oL
» ot; 8’0 ot; 8’1168’0 atiat]‘ 8@?8@? ou®

=0,
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0, equivalentemente,

0 0L oL
25 o) " o

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Si L no es regular, no estd garantizada en general la existencia de soluciones
para (8.2.11). En este caso es posible aplicar un algoritmo de ligaduras, analogo al

descrito en el Capitulo 4, para determinar si existe solucién en alguna subvariedad
regular de R* x T} Q.

=0,

Proposicién 8.2.1 Las ecuaciones (8.2.11) son una version intrinseca de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange.

Ejemplo 8.2.1 [KT]
La ecuacién correspondiente a un campo escalar o (por ejemplo el campo gravi-
tatorio) que actia en el espacio-tiempo es la siguiente.

2

ij
F4.0L, (0g7),

VTIF(0) = V=gm’o ~

donde m es la masa de una particula sobre la que actiia el campo, g es una métrica
de signatura ( + ++) en el espacio-tiempo y F(0) es una funcién escalar tal que
F(o) - %m o? es la energia potencial de la particula de masa m.

Veamos c¢émo esté ecuacién es la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a una
aplicacién lagrangiana definida sobre el espacio R* x T}R.

Un campo escalar sobre R* determina trivialmente una seccién del fibrado (R* x
R, 7, R*). El espacio de jets de secciones de este fibrado es el espacio Jlm = R* x
TiR.

Sean (t;,u;0 < 7 < 3) coordenadas en R* x R y sean (t;,u,v;0 < ¢ < 3)
coordenadas en R* x T}R. Las ecuaciones de campo para tal campo escalar, son las
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a la aplicacién lagrangiana definida por:

L=+—g(F( )———mu +1

29” V),

donde F(u) — Qm u? es el término correspondiente a la energfa potencial y 5 g’J Vv,
el correspondiente a la energia cinética.

Cuando F(u) = m?u?, L es el llamado lagrangiano de Klein-Gordon, [BSF],
[ILMM].
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k

En efecto, dado el campo de vectores C = Zvié“= tenemos que
i=1 Ol

1 .. 1
EL = CL - L= \/:§(§g”vivj - F(’LL) + 57712’&2),

de modo que

3
dEL-}-Zl—'g—tI—/ i Zdt+28t UJ’UIdt

i=0 1,9,

+V/=9(F'(u) — m*u)du + 3 vig¥dv;.

i,J
Por otro lado sea, (Xo, X1, Xo, X3) € T} (R* x T}R) donde

0

0
iz AP
X = (X) -+—X(9 (Xz)Javj,

tal que,
dtl(XJ) = (Sij,

3 oL
O (Xo, X1, X, X3) =dEL + > (1 - (—%— )dt;.
=0 t

En coordenadas locales, ‘
(Xi)j = 6{7

para todos 0 <4,7 < 3,y

O (Xo, X1, X2, X3) = Zdt +Z 3
1=0 J

—5Lvl. +(X:);97)d

-l-)(igl'7 d’UJ .

X vldt]

Igualando coeficientes en las expresiones locales anteriores obtenemos que
Xi = v,
ij iy
\2 (F/( ‘g—'vj X')]’gwa
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o, equivalentemente,

V—=9gF'(u) = \/——mu——agTv] (X:);97.

Si o : R* — R es una solucién de (X, ..., X3) entonces
Xi = %to; = VU3,
2
X:); = 525
(X2)i = 5.0,
con lo que

ij 20,
V=9F'(0) = =gm?o - %a T 3—% (;j g7,
- =2 0 ij

que es la ecuacién de campo para la teoria de campo escalar, [KT].

Ejemplo 8.2.2 Consideramos el espacio-tiempo R* dotado de una métrica de Lo-
rentz g de signatura (— + ++).

El campo electromagnético sobre el espacio-tiempo es un campo vectorial A con
valores en R*, [LaL2], [CDL].

Las componentes espaciales A = (4;, A;, A3) de A, forman un campo vectorial
llamado potencial vector del campo electromagnético. La componente temporal Ag
toma valores imaginarios de modo que Ay = i¢ donde ¢ es una funcién real llamada
potencial escalar, [LaL2].

Un cuadrivector ¢ sobre R* equivale a una seccién del fibrado 7 : R* x R* — R*
con 7 la primera proyeccién. El espacio de jets de secciones de este fibrado es el
espacio Jir = R* x T}R*.

Denotamos por (t;,u%0 <7 < 3) un sistema de coordenadas en R* x R* y por
(t:, u',v%;0 < i < 3) un sistema de coordenadas fibradas en R* x T;R*.

Dado el tetravector A que determina el campo electromagnético, definimos:

0A; O0A4;
kij=——— 57,
atj ot;
para todos 0 < 4,7 < 3.

Si gi; son las componentes de la métrica g en el espacio-tiempo, entonces las

ecuaciones de campo para el campo electromagnético A, llamadas ecuaciones de
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Maxwell, son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al lagrangiano L definido
([KT], [EMR]) en R* x T}R* por

1 ..
L= _Eglsgjrkijksm
con 0 <14,7,s,7 < 3.
Este lagrangiano da lugar a las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes ma-
_teriales, es decir, las ecuaciones del campo electromagnético en regiones del espacio
en las que no existen cargas ni corrientes.

Si suponemos la existencia de particulas cargadas en el campo electromagnético
y denotamos por j = (p,J1,J2,J3) €l tetravector que determina la intensidad de -
corriente de modo que p es la densidad de carga y (j1, Jo, j3) la densidad de corriente
y si ademés tomamos en el espacio-tiempo la métrica de Minkowski dada por:

ds? = —cdt® + dr?,

donde dr? denota la métrica euclidea de R3, entonces las ecuaciones de Maxwell son
las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al lagrangiano L definido ([Go], [J]) por

E? - B? i A
L=———8———P¢+J—>
TC C

donde E y B son los campos vectoriales que determinan respectivamente la inten--
sidad de campo eléctrico y la intensidad de campo magnético v que estdn dados
por

. A
E=—grad ¢ — $%8 = (=0 - Lod, —of — 1o, —0§ - Lof),
B =rot A = (v? — v3,v} — v}, 0% —0d).
El lagrangiano L puede escribirse
1 1 1
(= = 203+ (0B = TR + (~f — 1u3)”
I = c c c
s
(@3 =)+ (o =0} + (0] —wg)®) o Grul o o’ + G
31 p c )
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Las formas presimplécticas (wr); 0 < 7 < 3 asociadas son

(Wdo = ga(s(dul Advg+ du® A dvd + du® A do)
+dul A do? + du? A dv + dud A dol),
(wp)1 = Z%r-((duo A dv? + %—duo A dv§ + du? A dvd)
+dud A dvj — du? A dv? + dud A dod),
(wr)e = a%((duo A dv§ + %du0 A dvd + dut A do?)
+dud A dv? — dul A dvl + dud A dud),
(wr)s = Z=((du® Adod + Edud A dvd + du? A do?)
+du? A dvs — dut A dvj + du® A do?).

Utilizando estas expresiones locales se comprueba que ((wz);, V;0 < i < 3) no es
una estructura 4-simpléctica y, por lo tanto, L no es regular. A pesar de ello veamos
que podemos, por las técnicas descritas en esta seccién, obtener las correspondientes
ecuaciones de Euler-Lagrange.

Veamos cémo son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas.

L verifica , ,
0°L
=0, oL _ 0,
otiov] ou' v}

para todos 0 < 4,5,0 < 3.
Sea (Xo, X1, X2,X3) € Ti(R* x T}R*). Las ecuaciones de campo se obtienen
igualando los coeficientes de dyg, dy1, dps v dips en las respectivas expresiones de
3
Q% (Xo, X1, X2, X3) y dEp + > (1 — (€1):i(BL))dz;.
=0
Utilizando (8.2.9) y(8.2.10) obtenemos, para los coeficientes de do, dip1, dips,
ds, las igualdades:

~( (XD + (X2)$ + (X3)§ + 2((X0)h + (X2)3 + (Xa)3) = p,

(S (X0 + 5(X0) = (Xa)h + (X2)F = (Xl + (X)) = &L,
(8.2.16) .

2 (Z(X0F + £(X0)8 — (Xa)3 + (Xa)} — (K)F+ (X0h) = 2,

(B (X0} + F00)8 — (X0} + (X0 - ()3 + (X)) = L.
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Dado que el lagrangiano L no es regular, no podemos asegurar la existencia de
soluciones para las ecuaciones (8.2.11). Podemos aplicar el algoritmo de ligaduras y
obtenemos lo siguiente.

En cada punto z € R* x T/R* podemos definir un 4-vector (Yo,...,Y3),

.0 0 ;0
Y= (N2 + (W5 + ()i
o= (W5 T Mg + Migs
con , , .
Yy = 6117 (Y;)J = vz?’
para todos 0 < ¢,7 < 3. Ademais, ‘
(Yl)(l) = —47rpa
(}/b)(l) = 47Tj1a
(%)(2) = 471'j2,
()/O)g = 47Tj3a
y (Y;){ = 0 en todos los demaés casos.
Asi definido, (Yg,...,Y3) es un 4-semispray solucién de (8.2.11) pues satisface
las ecuaciones (8.2.16).

Como esto es vélido para todo z € R* x T}R* en el algoritmo de ligaduras
resulta

P, =P =R*x T/R*,
y podemos asegurar que existe solucién de (8.2.11) para el lagrangiano singular L.

Si ¢ : R* — R* es una solucién de (Y, Y:,Ys,Y3), de la primera ecuacién de
(8.2.16) se obtiene:

1 %00 80 0% 1, 8% %y o3
8.2.17) — — - =
( ) 47r( ot: ot + otz c(8t16t0 Ot,0t, 8t38t0)) P

o, teniendo en cuenta la definicién del campo vectorial E,

, 1 i
(8.2.18) " Z 5 —P=0

Del mismo modo, de la segunda ecuacién de (8.2.16), se obtiene que, si ¢ es una v

solucién de (Yo, Y1, Y2,Y3),
0 10p1  10pg 0 0p; Op 0 0p1 O3

)
Z%(EE(? Bty ¢ 8t1)+ 8t2(8t1 ot,’ Oty Oty Oty )= ¢’

B
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o equivalentemente

1 0By 1 ,0B; 0B, 2
8.2.19 - — (= .
( ) 4dmc 8t0 * 4 8t2 8t3 C
Del mismo modo, para las dos tltimas ecuaciones de (8.2.16) se obtienen las
ecuaciones:

1 8E2 1 831 833 _ j2
(8220) 4dme ato + 4 8t3 8t1 ) - c ’
1 8E3 1 832 aBl _ .7_3
(8221) 47c 3t0 47'('( 8t1 8t2 ) N ¢’

En notacién vectorial, las ecuaciones (8.2.19), (8.2.20) y (8.2.21) se escriben

1 OF 1 7
—4—ma—t0+EIOtB——c-.

Las ecuaciones (8.2.18) y (8.2.22) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a L y son las conocidas ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético.

Estas ecuaciones pueden reescribirse utilizando las expresiones de los campos
vectoriales F y B en funcién de los potenciales escalar y vectorial ¢ v A.

De esta manera se obtienen las ecuaciones:

(8.2.22)

L6+ Z}T—C%(dw A) =p,
1 8P4  1ga_ ]
Tre e T 1OA= &
donde por § denotamos el operador laplaciano,
o 9 &
= —+-3+ 3
ot otz ot:
Estas ecuaciones son simultdneas, (ambas implican a ¢ y a A), pero pueden

desacoplarse ([J]) sumando al potencial vector A el gradiente de una funcién escalar
arbitraria. De este modo se obtiene la relacién '

6

1 9¢
8.2.23 divA+ 55— =0,
( ) v + 02 8t0
a partir de la cual se obtienen las siguientes ecuaciones de ondas no homogéneas:
1 %A, 1413
W o TamAT T
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Estas ecuaciones, junto con la relacién (8.2.23), forman un sistema equivalente
a las ecuaciones de Maxwell.

En [J] se describe cémo, con ayuda de las funciones de Green, se pueden obtener
soluciones de ecuaciones de este tipo.

Sea L : R* x T}Q — R un lagrangiano hiperregular y, por lo tanto, FL un
difeomorfismo global. Definimos una funcién hamiltoniana

H:RFx (T}H)*'Q — R,

por H= E; o FL™!.
Por los mismos razonamientos que en la demostracmn del Teorema 4.2.1 se
prueba el siguiente resultado:

Teorema 8.2.1 Para H = E; 0 FL™1, las soluciones de (7.1.6) son integrables si y
solo si son integrables las soluciones de (8.2.11). De hecho o : R* — R*¥ x T}Q es
una seccion integral de una solucion de (8.2.11) si y sdlo si FL oo es una seccién
integral de una solucion de (7.1.6).

Demostracién Sea X un campo de k-vectores sobre R* x T1Q tal que

k
Q(Xp) =dBp + Y (1~ (£2)i(EL))m

i=1

Sea L hiperregular y sea H = Ep o FL ' con E;, =CL — L.
Tomamos el campo de k-vectores sobre R¥ x (T})*Q dado por

Ey=T!FLoXpoFL™.

El siguiente diagrama es conmutativo,

Xz .
RE x T1Q THRE x T} M)—L e T*(RF x T)Q)
TREXTLQ
FL TLFL FLV
EH
x (T)'Q . THR* x (T}H*Q) = T*(R’c (TH*Q).

ﬂ-RkX(TI) Q
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Utilizando esta conmutatividad se obtiene:

k k
dH+3 (- &(E)m = d(Ero FL7)+ 3 (1 - &(H)n
k
= (FL™Yd(E) + 31— &(H)n

= (FL™)"(94(X1))
k

~(FLT)" (2 (1 = (E)(Br))m

i=1

k
+¥(1 — &(H)n

= QnOEHOFL

—(FL7) (Z(l — (€2)i(EL))m:

i=1

+Z(1 —& )Th

i=1

Operando directamente se comprueba que:

—(FL7Y)" (Z(l = (€0):(EL))m: +Z 1-&(H))m: = 0.

1=1

Ademas, teniendo en cuenta la definicién de F'L, es inmediato que si n;((X.);) =
51']' entonces, Th((EH)J) = 6,;_7'. a

8.3 Formalismo lagrangiano en variedades de jets

8.3.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Consideramos una variedad fibrada (E, 7, M) donde M es la variedad base, E el
espacio total y 7 la proyeccién.

Sea J'r la primera variedad de jets descrita el la Seccién 2.3 y sea (z*, u®, u)
conl<i<k=dmM,yl<a<n=dimkFE — dim M, el sistema de coordenadas
fibradas sobre J'm definido por (2.4.19).
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Suponemos que M es una variedad orientable v denotamos por n una forma de
volumen sobre M. Consideraremos en adelante coordenadas fibradas (z¢, u*, u$) en
E tales que n = dz' A ... AdzF.

Asociado a 7 existe el endomorfismo vertical J,, definido por Saunders en [S1],
[S3]. En coordenadas locales es

Jp = (du® —ufda?) A (d*'2') @ 55"

)

donde d*~'z' =, 5 n paratodo 1 <i < k.

1

Sea A¥(M) la variedad fibrada de todas las k-formas sobre M. Una densidad
lagrangiana sobre J'm es una aplicacién, fibrada sobre M,

L:J'r — A*(M).
Fijada la forma de volumen 7, se puede escribir de modo tnico
L = Ln,
con L: J'w — R. L se denomina funcién lagrangiana.

Definicién 8.3.1 La k-forma de Poincaré-Cartan sobre J'm asociada a la funcidn
lagrangiana L estd definida por

©r = Ln+ (Jy)"(dL),
y la (k + 1)-forma de Poincaré-Cartan sobre J'm asociada a L estd definida por
Qp =—-dOr.
Lema 8.3.1 Las expresiones locales de ©p y Qp son:

or = (L—uwp gk )z + S dus A d*1a,
(8.3.24) v : |
Qp = —(du® — ugda?) A (Shediz — d(§) nd-1a),

* donde d*z = dz*' A ... A dzF.

Definicién 8.3.2 Un extremal de L es una seccion o de 7 tal que verifica las ecua-
ciones de Fuler-Lagrange:

(7o) (exQL) =0,
para todo campo de vectores X sobre J'm.
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Esta condicién implica que

PR R
=0 oud our
para todo 1 < a < n.

Por otro lado, si I' es una conexién en la fibracién =
proyector horizontal dado por:

Lo Jr — My H es su

0)= 2 yrad
h(z9) =0,
h(z2) =0,

1

entonces se verifica el siguiente resultado:

Proposicién 8.3.1 Si L es una funcién lagrangiana regular en el sentido de que

2
det(&%—a%;) # 0, entonces (0 = (k — 1) si y sélo si:
7 i

k9 oL oL 8L oL
8.3.25 (=) — =—— u? N4
8339 Y50 GE) " o T LY e * o swad?

=0.

La regularidad de L permite construir, utilizando (8.3.25), soluciones locales de
S = (k—1)Qr. A partir de ellas, mediante particiones de la unidad, podemos
construir soluciones globales.

Si ademés T es llana y 7 : M — J'm es una solucién local horizontal 7(z?) =
(x*,7%,7%), se obtiene que:

Fa*ua_ara_Ta L O*re
t v og v R, YA L

lo que implica que 7 = jlo con ¢ un extremal de L.

8.3.2 El fibrado J'(R*, Q)

Como caso particular estudiamos el fibrado (R* x @, 7, R*) con 7 : R* x Q — R*
la proyeccién usual y 7 = dt; A ... A dty la forma de volumen canénica en R*.
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El primer fibrado de jets es, en este caso,
J'r =RF x T}Q.

Como en el Ejemplo 6.1.1, denotemos por (t;, u®, v¥) las coordenadas fibradas
de Jim.
Si una funcién lagrangiana

L:RFxT!Q — R.

es regular, R* x T}Q es una variedad k-cosimpléctica con estructura (M, -y Tk,
(wL)la LR (wL)k: V), donde
(wL)i = —d(ﬂL)ia

como vimos en la Seccién 8.1.
Operando en coordenadas locales se comprueba que:

Lema 8.3.2 Si L es un lagrangiano regular, entonces
_ k
Or=(L-=CLmA... A+ > BL)i A A A A AT),
i=1

dondeC =C1+...+C C;, = vg"a—g—a'l < i < k, y donde” sobre una 1-forma
I
significa que tal forma no se considera.

La siguiente proposicién es inmediata comparando los resultados de la Seccién
8.2 con el formalismo lagrangiano para variedades de jets antes expuesto.

Proposicién 8.3.2 Una seccién 0 : R¥ — R* x Q de m es un extremal de L si
y sdlo siprooo : RF — Q es una solucién de un k-semispray ((u,...,Cx) tal que
verifica (8.2.11). ‘

8.4 Formalismo hamiltoniano en variedades de
jets '
En esta seccién estudiamos la relacién entre los formalismos lagrangiano y hamilto-

niano descritos en esta memoria y el formalismo multisimpléctico sobre fibrados de
jets.
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8.4.1 Ecuaciones de Hamilton

Sea de nuevo 7 : E — M una variedad fibrada. Denotamos por ALE y A¥E los
fibrados vectoriales sobre E definidos por:

AE = {0 € A*E/1,0 = 0,Yv € V7},
AYE = {0 € A*E /11,0 = 0,Yv;, v, € V},

donde V7 representa el fibrado vertical de 7.

En coordenadas locales cada elemento de AkE puede expresarse por p(z*, u*)d*z
y cada elemento de A¥E puede expresarse por p(z*,u®)d*z + pt (z¢, u®)du® A d¥~12%,
lo que permite introducir coordenadas locales (z¢,u%,p) es AEE y (z*,u®,p,p,) en
AYE. |

Denotamos por M a la variedad A¥E y tenemos que ALE es un subfibrado de
M. El cociente Mm/AEE es una variedad de dimensién (k+ 1)n +k que se denota
por J'7* y que es fibrada sobre E y sobre M.

En esta construccién existen las siguientes proyecciones:

w: Mm—s Jir*,
T} Jim* — E,
n} s Jirt — M.

Sobre M se define de modo canénico una k-forma © que, en cada punto w €
M estd dada por:

ew(Xh ‘e 7Xk) = (J.)(Z/*Xl, ooy V*Xk),

donde X; € T,Mm y v: Mm — E es la proyeccién natural.
O se dice la forma de Liouville multimomento y, en coordenadas locales fibradas
se escribe por:

© =pd*z + > pidu® A dF gt

La (k + 1)-forma Q = dO de denomina la forma multisimpléctica y define la
llamada estructura multisimpléctica sobre M.

Definicién 8.4.1 Un hamiltoniano sobre J'n* es una seccion global
h:J'n* — Mr

de p.
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La existencia de un hamiltoniano h sobre M permite definir sobre J'm* una
k-forma ©p, = h*© y una (k + 1)-forma Qp = —dO;.

Definicién 8.4.2 Se dice que una seccion v de pi} : J'm* — M satisface las ecua-
ciones de Hamilton para un hamiltoniano h si

7 (tx%) =0,
para cualquier campo de vectores X sobre Jim*.

Por ser una seccién de u, un hamiltoniano h sobre J'7* se expresa localmente
por ' ‘
h(z',u® py) = (¢, up = —H(z",u% py), P4,
donde H : J'7* — R.

Localmente, . .
O = —Hd*z + p}.du® A d*~ 11",

Las ecuaciones de Hamilton de la Definicién 8.4.2 se expresan localmente por:

o8 _ _ ~ 9%
(8.4.26) =12

OH _ ou®

opt, = o'

donde v(z') = (%, u®, pl).

Las soluciones del sistema de ecuaciones en derivadas parciales (8.4.26) se corres-
ponden con conexiones I' sobre el fibrado 7} : Jin* — M.

Si h es el proyector horizontal de I', determinado localmente por

h(—a—z)_ 0 +I‘\a 9 re-<2. lo)

oz’ L OuT 4 6p’
(8.4.27) h(a%y) —0,

entonces puede deducirse el siguiente resultado,

Proposicién 8.4.1 1, = (k—1)Qp st y sdlo si
0H
op.’

[0

k
OH
4.2 - I'e = — e =
(8 8) ?;I ij 8ua’ i
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Si ademas la conexién I' es llana y v : M — J'7* es una seccién local horizontal,
se deduce que - satisface las ecuaciones de Hamilton de la Definicién 8.4.2.
Las ecuaciones (8.4.27) permiten construir localmente conexiones que verifican

(8.4.29) Lth = (/C - 1)Qh.

Mediante particiones de la unidad podemos construir conexiones globales que
verifiquen (8.4.29).

8.4.2 El fibrado J}(Q, R¥)

Si como en la seccién anterior consideramos el caso particular del fibrado trivial
(R x Q,m,R¥), es

Mr=RF xR x (T})*Q,

Jin* =Rk x (TH*Q.

Como en el Ejemplo 5.1.1, denotamos por (t;,u%,u’) las coordenadas fibradas
para R¥ x (T})*Q y por (m;,w; = —dX;, V) la estructura k-cosimpléctica canénica
de R* x (T})*Q.

Un hamiltoniano A sobre R¥ x (T})*Q es una seccién

h:RF x (TH*Q — RF x R x (T})*Q,
de 1 que podemos identificar con una funcién '
H:R*x (TH*Q — R,

tal que
h(ti, u®, uf) = (t;, —H (&, u®, ud), u®, ud).

Comparando las correspondientes expresiones locales es inmediato que:

Lema 8.4.1

k
8h=—-H(m/\.../\nk)+2>\,-/\L&(771/\.../\77k),

i=]1

con & (1 < i < k) los k campos de Reeb sobre R* x (T})*Q.
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Si denotamos por 7* la proyeccién,
7 RFx (TH)*Q — RF
(ti,uud)  — (),
entonces es inmediato el siguiente resultado.
Proposicién 8.4.2 Una seccion ¢ de 7* verifica las ecuaciones de Hamilton,
P (LxQ) =0,

para todo campo de vectores X sobre R* x (T})*Q si y sélo si ¢ es una seccidn
integral de un campo de k-vectores de evolucidn Ey sobre R* x (T})*Q asociado a
la funcion hamiltoniana H.

Si ademés I' es una conexién sobre el fibrado 7* y la aplicacién h dada por
(8.4.27), es su proyector horizontal, definimos k campos de vectores (Eg)1, - . ., (Ex)k
sobre R* x (T})*Q por

0
E i = h - ).
(B = hiz)

De este modo podemos escribir

k
h=73 (En): ® dt;,

i=1
y, ademads, se verifica
Proposicién 8.4.3 T wverifica (8.4.29) si y sélo si Ey = (Eg)1, ---, (Eg)k) €s un

campo de k-vectores de evolucidn sobre R¥ x (T})*Q asociado a la funcidn hamilto-
niana H.

Ejemplo 8.4.1 Describimos ahora las ecuaciones de la electrostética (7.1.11), uti-
lizando el formalismo multisimpléctico sobre R* x (T})*R.
Dada la aplicacién hamiltoniana H descrita en el Ejemplo 7.1.1, la 3-forma O

es:
Oy = —Hdzy Ndzy Adzs +utdu Adzy A dzs

—u?du A dzq A dzs + uddu A dzy A dzs,
y la 4-forma multisimpléctica Qp es:
Qg = dH Adzy Adzy Adzs — dut Adu Adzo Adzs
+du® A du A dzqy A dzs — du® Adu A dzy A dzs.
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Operando en coordenadas locales se obtienen:

Ly Sy = —(dH—a—dxl)/\dzgl\dac3+du Adu A dzs
0z,

—du® A du A dzo

L g QO = (dH - deg)/\dzl/\dxg dul Adu A dzs
Oz,

+du® A du A dz;
;) QH = —(dH 8—d.’1§‘3)/\d$1 /\diL'2+dU /\du/\da:z
Jz3

—du® A du A dz,
Ly Qg = 4nr(zy, 2o, 23)\/9dzy A dy A dzg + dut Adzy Adrg

ou
—du? Adzy Adzz + dud A dzy Adzy
3
Ly Qg = %(Zglju’)dm/\dmg/\d:ng—du/\d:vg/\dw3
Aul j=1
3
L g Qp = %(Z 9259 )dzy A dzy A dxs + du A dzy Adzs
52 =1
ou
) QH = 2931 d$1AdIE2/\d£E3—dU/\dIB1/\d$C2
o’

Dada una aplicacién ¢ : R? — R3 x (T})*R. seccién de 7*, denotamos
7/;(561') = (zi, @/J(ﬂfi),?ﬁj(zi)),
donde 1 < 4,5 < 3. Entonces

d oy 9 ' 8

d]*(ax,) 81'1 t o Ox; Ou + Oz, 0ut

Si ahora escribimos en coordenadas locales la condicién

(8.4.30) O (1xQp) =0
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para todo X campo de vectores sobre R® x (T3 )*R, obtenemos:
70 O N O N0\ —
(g Qu)(Wul(gg) Us(gg;) ¥e(g;)) =0 &

o’

—47r(zy, T2, 23) = Z .

([’ o QH)(&*(EE))¢*(H£))¢*(W3)) =0 &

ou*
68‘12 = % 2::1 gijw’)

para 1 < i < 3. Ademsds, las condiciones

La QH—_—'O

oz;

son consecuencia de las anteriores, y por lo tanto obtenemos las ecuaciones de la elec-

trostédtica como condiciones equivalentes a (8.4. 30) para el hamiltoniano H descrito
en el Ejemplo 7.1.1.

8.4.3 La transformaciéon de Legendre

Sea L una densidad lagrangiana sobre Jl7 y sea L su funcién lagrangiana asociada.
L determina la aplicacién de Legendre extendida,

(Leg)p : J'm — M,
definida del modo siguiente

oL ., OL
(‘Ceg)L(x u® Ul)—-(.’l? u® D= L- Zuza a7 :16 a)

de modo que (Leg). es una aplicacién fibrada sobre E.

Definicién 8.4.3 La aplicacidn de Legendre es la composicién de (Leg)r con la
proyeccion u, es decir:

(leg)r = wo (Leg)y : Jim — Jrn™.
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En coordenadas fibradas resulta que:

oL

(leg)L(xiauav u?) = (Ii’uavpfz = %&)

Operando en coordenadas locales se obtiene que:

Proposicién 8.4.4
(leg);© =01,  (leg)iw= Q.

Las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana sobre variedades de jets antes
expuestas se relacionan por el siguiente resultado, [CCI|, [LMM1].

Proposicién 8.4.5 1. Sea L una densidad lagrangiana hiperregular y T una
conezion en m : J'm — M que estd (leg)r-relacionada con una coneridén
[ enn* : J'n* — M. Entonces T verifica tnQly = (k —1)Qg si y sélo si
;% = (k — 1)ws, donde h y h son los proyectores horizontales. Ademds T es
llana si y solo st T es llana.

2. Si ¢ es un extremal de L entonces v = legr o j1¢ es una solucién de las ecua-
ciones de Hamilton. Reciprocamente, si v es una solucion de las ecuaciones
de Hamilton, entonces legp* oy es de la forma j'¢ con ¢ un extremal de L.

Si tomamos de nuevo la fibracién (R* x Q, 7, R¥), entonces la aplicacién de
Legendre leg;, coincide con la F'L definida en la Seccién 8.1, y el apartado 2 de la
Proposicién 8.4.5 coincide con el Teorema 8.2.1.
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