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Introducción

El marco geométrico para la formulación de las ecuaciones de Hamilton y de Euler-
Lagrange, de la Mecánica Clásica, son las variedades simpléctica y cosimpléctica.

Existen varias alternativas para la descripción geométrica de las ecuaciones de campo
(Hamilton y Euler-Lagrange) de la Teoŕıa Clásica de Campos. Estas se conocen como
formalismo polisimpléctico, k-simpléctico, k-cosimpléctico, y multisimpléctico.

Los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico son una generalización de los forma-
lismos simpléctico y cosimpléctico, y describen las ecuaciones de campo autónomas y no-
autónomas, respectivamente. Estos formalismos fueron introducidos por de León et al.
[64, 65, 67, 80, 81].

Una de las ventajas de utilizar estos formalismos, k-simpléctico y k-cosimpléctico, es
que para desarrollarlos solamente es necesario el fibrado tangente y cotangente de una
variedad.

Un enfoque diferente a los anteriores son el formalismo polisimpléctico desarrollado por
Kanatchikov [46], y el formalismo polisimpléctico desarrollado por Giachetta, Mangiarotti
y Sardanashvily en [34, 35, 95].

Una alternativa para derivar las ecuaciones de campo es utilizar el llamado formalismo
multisimpléctico, desarrollado por la escuela de Tulczyjew en Warsaw (véase [47, 48, 49,
99]), e independientemente por Garćıa y Pérez-Rendón [31, 32] y Goldschmidt y Sternberg
[36]. Esta aproximación fue revisada por Gotay et al. [37, 38, 39, 40] y más recientemente
por Cantrijn et al. [11, 12]. La relación entre los formalismos k-simpléctico, k-cosimpléctico
y multisimpléctico fue estudiada en [67, 90].

Los principales objetivos de esta memoria son los siguientes:

i) Ampliar el estudio de simetŕıas en el formalismo k-simpléctico lagrangiano.

ii) Mostrar que tanto el proceso de reducción como el de reconstrucción funcionan en el
contexto de la formulación k-simpléctica lagrangiana.

iii) Establecer una nueva formulación lagrangiana de la Teoŕıa Clásica de Campos, con-
siderando una fibración sobre un espacio eucĺıdeo Rk.

iv) Introducir y estudiar las simetŕıas generalizadas, teniendo como marco la formulación
lagrangiana que hemos desarrollado.

v) Desarrollar una introducción al estudio de derivaciones a lo largo de aplicaciones con
el fin de abordar el problema inverso.
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El esquema general de esta memoria es el siguiente:

Caṕıtulo 1: Formalismo k-simpléctico lagrangiano
En este caṕıtulo recordamos la formulación k-simpléctica de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange, véase [67, 80].

Caṕıtulo 2: Simetŕıas y leyes de conservación
Una simetŕıa de una ecuación en derivadas parciales es un difeomorfismo que trans-
forma soluciones de la ecuación en soluciones de la misma ecuación.

En este caṕıtulo se estudiarán simetŕıas y leyes de conservación para lagrangianos
definidos en T 1

kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ. Se hace una demostración (global) del Teorema
de Noether, localmente demostrado en [92], y se establece una condición necesaria
para que el rećıproco de dicho teorema se verifique.

Se introducen los campos de vectores Newtonoides en el marco del formalismo k-
simpléctico. Eel caso k = 1 dichos campos aparecen en [69].

Finalmente, se estudia la relación entre las simetŕıas de Cartan, los campos de vec-
tores Newtonoides, las simetŕıas dinámicas y leyes de conservación.

Los contenidos de este caṕıtulo están recogidos en [7], trabajo realizado en colabora-
ción con los Profesores Ioan Bucatatru y Modesto Salgado.

Caṕıtulo 3: Campos de k-vectores invariantes
En este caṕıtulo se considera la acción de un grupo de Lie G sobre una variedad
M . Se establecen condiciones sobre la integrabilidad de los campos de k-vectores
G-invariantes en M .

Se demuestra que la integrabilidad de dicho campo equivale a la integrabilidad del co-
rrespondiente campo de k-vectores reducido en M/G, y a la anulación de la curvatura
de cierta conexión asociada a dicho campo.

Caṕıtulo 4: Reducción de un campo de k-vectores lagrangiano
En este caṕıtulo se demostrará que si el lagrangiano es una función invariante, en-
tonces sus sopdes lagrangianos, soluciones de las ecuaciones de campo, también son
invariantes.

En este caso, describimos la expresión local del sopde lagrangiano reducido, y ob-
tenemos las ecuaciones locales de sus secciones integrales, es decir, las ecuaciones de
Lagrange-Poincaré.

Finalmente caracterizamos la integrabilidad de un sopde lagrangiano, utilizando los
resultados relativos a la integrabilidad descritos en el Caṕıtulo 3.

Caṕıtulo 5: k-conexiones y reconstrucción
Recordemos que una conexión en un fibrado M → N nos proporciona una descom-
posición del fibrado tangente TM en suma directa de un subfibrado horizontal y el
subfibrado vertical.



Una k-conexión en el mismo fibrado nos proporciona una descomposición del fibrado
k-tangente T 1

kM en suma de un subfibrado horizontal y el subfibrado vertical.

Cuando N = M/G, siendo G un grupo de Lie, se introduce el concepto de k-conexión
principal. A partir de una k-conexión principal en M → M/G establecemos unas
condiciones que nos permiten obtener una sección integral de un campo de k-vectores
G-invariante en la variedadM a partir de una sección integral del campo de k-vectores
reducido en M/G.

Finalmente se define una k-conexión principal en el fibrado T 1
kQ→ T 1

kQ/G, que lla-
maremos k-conexión mecánica, puesto que es similar a la llamada conexión mecánica
que aparece en [78].

Bajo ciertas condiciones de regularidad en el lagrangiano, utilizaremos esta k-conexión
para obtener secciones integrales de un sopde lagrangiano a partir de las secciones
integrales del sopde lagrangiano reducido.

Los contenidos de los caṕıtulos 3, 4 y 5 están recogidos en [8], trabajo realizado en
colaboración con los Profesores Tom Mestdag y Modesto Salgado.

Caṕıtulo 6: Fibrados de jets
En este caṕıtulo comenzamos recordando el concepto de sección de un fibrado a lo
largo de una aplicación y de derivaciones a lo largo de aplicaciones.

En lo que resta de la memoria consideramos un fibrado π : E → Rk. Después de
describir los fibrados de jets de primer y segundo orden J1π y J2π, respectivamente,
introduciremos los campos de vectores canónicos T

(0)
α a lo largo de π1,0 : J1π → E, y

los campos de vectores canónicos T
(1)
α a lo largo de π2,1 : J2π → J1π. Estos campos

serán fundamentales para caracterizar los sopdes y las simetŕıas generalizadas.

Siguiendo a Saunders [98], recordamos la prolongación natural de campos de vectores
X en E a campos de vectores X1 en J1π, y la prolongación de campos de vectores
X, a lo largo de π1,0, a campos de vectores X(1) a lo largo de π2,1. Estos campos se
utilizarán para introducir las simetŕıas generalizadas.

De nuevo, siguiendo a Saunders [98], asociamos a cada 1-forma dtα en Rk el tensor
Sdtα , en J1π, de tipo (1, 1), donde 1 ≤ α ≤ k. La existencia de estos tensores es
fundamental, pues nos permitirán introducir las formas de Poincaré-Cartan en el
caṕıtulo siguiente.

Terminamos el caṕıtulo introduciendo los sopdes en J1π, que son campos de k-
vectores cuyas secciones integrales son primeras prolongaciones j1φ de secciones φ de
π. Estos campos son una generalización de los sodes.

Caṕıtulo 7: Formalismo lagrangiano en fibrado de jets.
En este caṕıtulo se desarrolla el nuevo formalismo lagrangiano para un lagrangiano
L : J1π → R. Después de definir las formas de Poincaré-Cartan

Θα
L = dL ◦ Sdtα , Ωα

L = −dΘα
L 1 ≤ α ≤ k,



establecemos las ecuaciones geométricas de este nuevo formalismo

dtα(Xβ) = δαβ , iXαΩα
L = (k − 1)dL,

donde la solución es un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en J1π. Si L es regular
entonces X es un sopde, y si además X es integrable, entonces sus soluciones φ son
soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Este nuevo formalismo tiene como caso particular la formulación geométrica co-
simpléctica de la Mecánica de Lagrange dependiente del tiempo, [13, 17, 25, 66],
y está relacionada con las formulaciones k-cosimpléctica [65] y multisimpléctica.

Observemos que, aunque todo fibrado sobre Rk es un fibrado trivial, ya que Rk es
contráctil (Steenrod 1951 [100]), no se utiliza este hecho para desarrollar nuestra
formulación lagrangiana.

Después de estudiar la relación entre este nuevo formalismo y el formalismo k-
cosimpléctico, se finaliza el caṕıtulo presentando una nueva descripción geométrica
de las ecuaciones de Euler-Lagrange, en la que se utilizan los campos canónicos T

(0)
α

y T
(1)
α , introducidos en el caṕıtulo anterior y una generalización de las f -derivaciones

introducidas por Tulczyjew en [102, 103].

Caṕıtulo 8: Simetŕıas y leyes de conservación
En este caṕıtulo se caracterizan, en primer lugar, las leyes de conservación en términos
de los campos de k-vectores lagrangianos.

A continuación, se introducen las simetŕıas generalizadas a las que se asocia una ley
de conservación (Teorema de Noether). Para la Mecánica dependiente del tiempo este
estudio se encuentra en J.F. Cariñena et al. [16].

Finalmente, se estudia la relación de las simetŕıas generalizadas con las simetŕıas va-
riacionales, introducida por Olver en [86]; y con las simetŕıas de Noether, introducidas
en [70] cuando consideramos que E es un fibrado trivial.

Los contenidos de los caṕıtulos 6, 7 y 8 están recogidos en [6], trabajo realizado en
colaboración con los Profesores Ioan Bucataru, Manuel de León, Modesto Salgado y
Silvia Vilariño.

Caṕıtulo 9: Derivaciones: una introducción al problema inverso
En este caṕıtulo se realiza un primer acercamiento al estudio del problema inverso
en Teoŕıa Clásica de Campos, es decir, partiendo de un sopde arbitrario, se preten-
den establecer las condiciones necesarias bajo las cuales existe un lagrangiano que
determina dicho sopde.

De manera análoga a [96], cuyo punto de partida fue [73, 74], en este caṕıtulo se
describen las conexiones no lineales asociadas a un sopde, y se estudian prolonga-
ciones de campos de vectores, 1-formas y derivaciones a lo largo de la proyección
π1,0 : J1π → E, que serán necesarias para establecer un primer resultado en relación
con el problema inverso.



Obsérvese que todos los temas tratados en esta memoria se centran en el estudio de
diversos aspectos de la formulación lagrangiana de la Teoŕıa Clásica de Campos.
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Parte I

Teoŕıa k-simpléctica lagrangiana



2 INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 1

Formalismo k-simpléctico lagrangiano

La finalidad de este primer caṕıtulo es revisar la formulación k-simpléctica lagrangiana
de las Teoŕıas Clásicas de Campos de primer orden, véase [67, 76, 80, 92, 105].

1.1. Elementos geométricos

1.1.1. El fibrado tangente de las k1-velocidades

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n y sea τQ : TQ→ Q el fibrado tangente
de la variedad Q. Denotemos por T 1

kQ la suma de Whitney de k copias del fibrado tangente
TQ de Q, esto es,

T 1
kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ .

Los elementos de T 1
kQ son k-tuplas

(u1q , . . . , ukq)

de vectores tangentes en el mismo punto q ∈ Q.
Se denotará por τ kQ la proyección canónica

τ kQ : T 1
kQ −→ Q

(u1q , . . . , ukq) 7→ q

y por τ k,αQ la proyección

τ k,αQ : T 1
kQ −→ TQ

(u1q , . . . , ukq) 7→ uαq

en la α-ésima copia TQ de T 1
kQ, para todo α = 1, . . . , k.

Si (qA) son coordenadas locales en U ⊆ Q entonces las coordenadas locales inducidas
en T 1

kU = τ−1
Q (U) se denotan por

(qA, uAα )

3



4 1 Formalismo k-simpléctico lagrangiano

donde 1 ≤ A ≤ n, 1 ≤ α ≤ k , y están definidas por

qA(u1q , . . . , ukq) = qA(q) , uAα (u1q , . . . , ukq) = uαq(q
A) = dqA(q)(uαq)

donde (u1q , . . . , ukq) ∈ T 1
kQ, es decir

uαq = uAα
∂

∂qA

∣∣∣
q
.

Estas coordenadas canónicas dotan a T 1
kQ de una estructura de variedad diferenciable de

dimensión n(k + 1).
A lo largo de esta memoria se utilizarán letras en negrita uq para denotar elementos

(u1q , . . . , ukq) en T 1
kQ, y se asumirá impĺıcitamente la suma en ı́ndices repetidos covariantes

y contravariantes A,B,C, ... ∈ {1, ..., n}, aśı como la suma sobre ı́ndices griegos repetidos
α, β, ... ∈ {1, ..., k}.

Observación 1.1. Esta variedad T 1
kQ es difeomorfa a la variedad J1

0 (Rk, Q) de las k1-
velocidades de Q; esto es, la variedad de 1-jets j1

0,qσ en 0 ∈ Rk de aplicaciones σ : U0 ⊂
Rk → Q, donde U0 es un abierto que contiene al 0 ∈ Rk.

El difeomorfismo que identifica estas dos variedades es

J1
0 (Rk, Q) ≡ T 1

kQ

j1
0,qσ ≡ (u1q , . . . , ukq)

donde

q = σ(0) y uαq = σ∗(0)

(
∂

∂tα

∣∣∣
0

)
1 ≤ α ≤ k.

1.1.2. Levantamientos de aplicaciones y campos de vectores

Levantamiento de aplicaciones

Definición 1.2. Sea h : Q→ Q una aplicación diferenciable, entonces la primera prolon-
gación de h a T 1

kQ es la aplicación

T 1
kh : T 1

kQ→ T 1
kQ

definida por

T 1
kh(u1q , . . . , ukq) = (h∗(q)(u1q), . . . , h∗(q)(ukq)),

para todo k-vector (u1q , . . . , ukq) ∈ T 1
kQ, q ∈ Q.

En términos de jets, esto significa que T 1
kh(j1

0σ) = j1
0(h ◦ σ).
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Levantamientos verticales

La distribución vertical es la distribución de dimensión kn en T 1
kQ dada por

V = KerTτ kQ

y generada localmente por {
∂

∂uAα
, 1 ≤ A ≤ n, 1 ≤ α ≤ k

}
.

Sea Xq ∈ TqQ un vector tangente a Q. Para cada α = 1, . . . , k, se define su levanta-
miento vertical α-ésimo, (Xq)

Vα , como el campo de vectores en la fibra (τ kQ)−1(q) ⊂ T 1
kQ

definido por

(1.1) (Xq)
Vα(vq) =

d

ds
(v1q, . . . , vα−1q, vαq + sXq, vα+1q, . . . , vkq)

∣∣∣
s=0

para todo punto vq = (v1q, . . . , vkq) ∈ (τ kQ)−1(q) ⊂ T 1
kQ.

Si Xq = XA ∂

∂qA

∣∣∣
q

entonces

(1.2) (Xq)
Vα(vq) = XA ∂

∂uAα

∣∣∣
vq
.

El levantamiento vertical de vectores induce el levantamiento vertical de campos de
vectores.

Sea X un campo de vectores en Q. Se llama levantamiento vertical α-ésimo de X
a T 1

kQ al campo de vectores XVα ∈ X(T 1
kQ) definido como sigue

(1.3) XVα(vq) = (X(q))Vα(vq) 1 ≤ α ≤ k ,

para todo elemento vq = (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1
kQ.

En un sistema de coordenadas canónicas, si X = XA ∂

∂qA
entonces de (1.2) se deduce

que

(1.4) XVα = (XA ◦ τ kQ)
∂

∂uAα
.

Levantamiento completo

Si X es un campo de vectores en Q, con grupo local 1-paramétrico de transformaciones
locales {hs}, entonces el grupo local 1-paramétrico de transformaciones locales {T 1

khs}
genera un campo de vectores XC en T 1

kQ, el cual se llama levantamiento completo de X a
T 1
kQ.
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Si localmente

X = XA ∂

∂qA
,

entonces el levantamiento completo tiene la siguiente expresión en coordenadas locales

XC = XA ∂

∂qA
+ uAα

∂XB

∂qA
∂

∂uBα
.(1.5)

De la expresión anterior se obtiene

(1.6) (fX)C = (f ◦ τ kQ)XC + fβ X
Vβ

donde la función fβ : T 1
kQ→ R está definida por

fβ(uq) = uβq(f) ∈ R ,

para cada uq = (u1q , . . . , ukq) y β = 1, . . . , k.
Se pueden demostrar las siguientes propiedades para corchetes de levantamientos com-

pletos y verticales, véase [79],

(1.7) [XC , Y C ] = [X, Y ]C , [XC , Y Vα ] = [X, Y ]Vα , [XVα , XVβ ] = 0.

Estas fórmulas extienden las propiedades del corchete de Lie para levantamientos ver-
ticales y completos de campos de vectores a TQ, vése [106].

Estructura k-tangente canónica

Los levantamientos verticales permiten introducir la generalización de la estructura
tangente canónica del fibrado tangente.

La estructura k-tangente canónica en T 1
kQ es el conjunto (J1, . . . , Jk) de campos de

tensores de tipo (1, 1) en T 1
kQ definido por

(1.8) Jα(vq)(Zvq) = ((τ kQ)∗(vq)(Zvq))
Vα(vq) ,

donde vq ∈ T 1
kQ y Zvq ∈ Tvq(T

1
kQ), véase [62, 67].

Alternativamente se puede definir Jα, por su acción en los levantamientos vertical y
completo de campos de vectores. Jα es el único campo de tensores de tipo (1,1) en T 1

kQ
para el cual Jα(XC) = XVα y Jα(XVβ) = 0. Su expresión local es

(1.9) Jα =
∂

∂uAα
⊗ dqA, α ∈ {1, ..., k} ,

lo cual se deduce de (1.2) y (1.8).
Para el caso k = 1, J1 es la bien conocida estructura canónica tangente del fibrado

tangente.



1.2 Campos de k-vectores y sopdes 7

Campo de vectores de Liouville

Definición 1.3. El campo de vectores de Liouville ∆ ∈ X(T 1
kQ) está definido como el

generador infinitesimal del siguiente flujo

ψ : R× T 1
kQ → T 1

kQ

(s, (v1q , . . . , vkq)) 7→ ψ(s, (v1q , . . . , vkq)) = (esv1q , . . . , e
svkq).

En coordenadas locales el campo de vectores de Liouville es de la forma

(1.10) ∆ = uAα
∂

∂uAα
.

Alternativamente, se puede definir este campo de vectores utilizando el levantamiento
vertical α-ésimo como sigue

∆(vq) =
k∑

α=1

(vαq)
Vα(vq) ,

para cada vq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ.

1.2. Campos de k-vectores y sopdes

En esta sección se estudiarán los campos de k-vectores en una variedad M , dichos
campos de k-vectores se interpretan como la descripción geométrica de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden en M .

Además, para el caso particular donde la variedad es el fibrado tangente de las k1-
velocidades, M = T 1

kQ, se estudiará un tipo especial de campos de k-vectores, que se
identifican con un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden (sopde)
en Q.

1.2.1. Campos de k-vectores

Sea M una variedad de dimensión m.

Definición 1.4. Un campo de k-vectores en una variedad arbitraria M es una sección
X : M −→ T 1

kM de la proyección canónica τ kM : T 1
kM →M .

Como T 1
kM es la suma de Whitney TM⊕ k. . . ⊕TM de k copias de TM , cada campo de

k-vectores X define una familia de k campos de vectores X1, . . . , Xk ∈ X(M), proyectando
X sobre cada factor, esto es,

Xα = τ k,αM ◦X ,

donde τ k,αM : T 1
kM → TM es la proyección canónica en la α-ésima copia TM de T 1

kM . Se
denotará el conjunto de campos de k-vectores en M por Xk(M).

El levantamiento tangente de curvas en M a curvas en TM se generaliza como sigue.
Sea (U, xA) un sistema de coordenadas en M , con A = 1, . . . ,m.



8 1 Formalismo k-simpléctico lagrangiano

Definición 1.5. Dada una aplicación φ : U ⊂ Rk →M se define la primera prolongación
φ(1) de φ a T 1

kM , como sigue

(1.11)

φ(1) : U ⊂ Rk → T 1
kM

t → φ(1)(t) =

(
φ∗(t)

(
∂

∂t1

∣∣∣
t

)
, . . . , φ∗(t)

(
∂

∂tk

∣∣∣
t

))
.

En coordenadas locales, si φ(t) = (xA ◦ φ(t)) = (φA(t)), entonces la expresión local de φ(1)

es

(1.12) φ(1)(t) =

(
φA(t),

∂φA

∂tα
(t)

)
.

Por lo tanto el siguitente diagrama

T 1
kM

τkM
��

Rk φ //

φ(1)
<<

M

es conmutativo.
Una generalización del concepto de curva integral es el de sección integral que definimos

a continuación.

Definición 1.6. Una sección integral de un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk), pa-
sando por el punto x ∈ M , es una aplicación φ : U ⊂ Rk → M , definida en un entorno
abierto U de 0 ∈ Rk, tal que

(1.13) φ(0) = x, φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= Xα(φ(t)) ∈ Tφ(t)M,

para todo t ∈ U , y para todo α ∈ {1, . . . , k}; ó equivalentemente, φ verifica

X ◦ φ = φ(1) ,

es decir, el siguiente diagrama

T 1
kM

Rk φ //

φ(1)
<<

M

X

OO

es conmutativo.
Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en M es integrable si existe una sección

integral pasando por cada punto de M .
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De la definición anterior se deduce que: φ es una sección integral de X = (X1, . . . , Xk)
si y sólo si, φ es solución del sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

(1.14) XA
α (φ(t)) =

∂φA

∂tα

∣∣∣
t
,

donde Xα = XA
α ∂/∂x

A en el sistema de coordenadas (U, xA) en M , xA ◦ φ = φA, y tα son
las coordenadas en Rk.

1.2.2. Sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden: sopdes

En el desarrollo del formalismo k-simpléctico lagrangiano aparecen ciertas ecuaciones
en derivadas parciales (EDP’s) de segundo orden definidas en T 1

kQ. Estas EDP’s aparecen
asociadas a ciertos campos de k-vectores, que se denominarán sopdes, (abreviatura del
inglés second order partial differential equations). En esta sección se recordará cuáles son
los campos de k-vectores que dan lugar a ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden.

Un campo de k-vectores en la variedad T 1
kQ es una sección X : T 1

kQ −→ T 1
k (T 1

kQ) de
la proyección canónica τ k

T 1
kQ

: T 1
k (T 1

kQ)→ T 1
kQ.

Definición 1.7. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden ó sop-
de es un campo de k-vectores

Γ = (Γ1, . . . ,Γk)

en T 1
kQ, el cual es una sección de la proyección

T 1
k τ

k
Q : T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ

es decir, el siguiente diagrama

T 1
kQ

Γ

��

Id
T1
k
Q

%%
T 1
k (T 1

kQ)
T 1
k τQ // T 1

kQ ,

es conmutativo.
Equivalentemente, Γ = (Γ1, . . . ,Γk) es un sopde si y sólo si,

(1.15) Tτ kQ ◦ Γα = τ k,αQ : T 1
kQ→ TQ

para cada α = 1, . . . , k, es decir, el siguiente diagrama

T 1
kQ

Γα

��

τk,αQ

##
T (T 1

kQ)
TτkQ // TQ

es conmutativo.
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La condición (1.15) nos dice que (Γ1, . . . ,Γk) es un sopde si y sólo si se verifica

(τ kQ)∗(vq)(Γα(vq)) = vαq , α = 1, . . . , k ,

siendo vq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ.

En el caso k = 1, la Definición 1.7 se reduce a la definición de sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden (sode).

La expresión local de un sopde Γ = (Γ1, . . . ,Γk) es

(1.16) Γα = uAα
∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
, 1 ≤ α ≤ k,

donde ΓAαβ son funciones diferenciables definidas en el dominio de las cartas inducidas en
T 1
kQ.

Se puede reformular la definición de sopde, usando la estructura k-tangente y el campo
de vectores de Liouville ∆ (ver ecuaciones (1.9) y (1.10)), como sigue:

Proposición 1.8. Un campo de k-vectores Γ = (Γ1, . . . ,Γk) en T 1
kQ es un sopde si y sólo

si JαΓα = ∆.

Las curvas integrales de un sode en TQ son levantamientos tangentes de curvas en
la variedad Q. A continuación mostraremos que las secciones integrales de un sopde son
primeras prolongaciones de aplicaciones de Rk en Q.

Sea
φ : U ⊂ Rk → T 1

kQ

una sección integral de un sopde Γ = (Γ1, . . . ,Γk) y supongamos que su expresión local es

φ(t) = (φA(t), φAα (t)) .

De la Definición 1.6 y la fórmula (1.16) se obtiene que φ es sección integral de Γ si
y sólo si es solución del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden

(1.17)
∂φA

∂tα

∣∣∣
t

= φAα (t),
∂φAβ
∂tα

∣∣∣
t

= ΓAαβ(φ(t)).

En efecto, por la Definición 1.6 se deduce que φ es sección integral del sopde Γ si y
sólo si Γ ◦ φ = φ(1) o equivalentemente

(Γα ◦ φ)(t) = φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
.

Teniendo en cuenta la expresión local del sopde Γα = uAα
∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
se obtiene:

(Γα ◦ φ)(t) = φAα (t)
∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)

+ ΓAαβ(φ(t))
∂

∂uAβ

∣∣∣
φ(t)

,

φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
=

∂φA

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)

+
∂φAβ
∂tα

∣∣∣
t

∂

∂uAβ

∣∣∣
φ(t)

,
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de donde se concluyen las ecuaciones (1.17).
Utilizando la identidad (1.12) y las ecuaciones (1.17) se obtiene la siguiente caracteri-

zación para las secciones integrales de un sopde.

Proposición 1.9. Sea Γ = (Γ1, . . . ,Γk) un sopde integrable. Si ψ es una sección integral
de Γ, entonces

(1) ψ = φ(1), donde φ(1) es la prolongación de primer orden de la aplicación

φ = τ kQ ◦ ψ : U ⊂ Rk ψ−→ T 1
kQ

τkQ−→ Q,

(2) φ es una solución del sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

(1.18)
∂2φA

∂tα∂tβ
(t) = ΓAαβ

(
φB(t),

∂φB

∂tγ
(t)

)
.

Rećıprocamente, si φ : U ⊂ Rk → Q es cualquier solución del sistema (1.18), entonces φ(1)

es una sección integral de Γ = (Γ1, . . . ,Γk).

Demostración. Sea ψ = (ψA, ψAα ) una sección integral de Γ entonces por la primera ecua-

ción en (1.17) obtenemos que ψAα (t) =
∂ψA

∂tα

∣∣∣
t
, es decir

ψ(t) = (ψA(t), ψAα (t)) = (ψA(t),
∂ψA

∂tα

∣∣∣
t
) = φ(1)(t)

donde φ = τ kQ ◦ ψ.
Además, por la segunda ecuación en (1.17) deducimos que

ΓAαβ(ψB(t),
∂ψB

∂tγ
(t)) =

∂ψAβ
∂tα

(t) =
∂2ψA

∂tα∂tβ
(t) .

Rećıprocamente, sea φ una solución de (1.18), y se denota ψ = φ(1), es decir

ψ(t) = (φA(t),
∂φA

∂tα

∣∣∣
t
)

por lo tanto la primera ecuación en (1.17) se verifica trivialmente, además teniendo en
cuenta que φ es solución de (1.18) obtenemos que

∂

∂tα

∣∣∣
t

(
∂φA

∂tβ

)
=

∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

= ΓAαβ(ψ(t))

lo que concluye que φ(1) es una sección integral de Γ.
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Definición 1.10. Si φ(1) es una sección integral de un sopde Γ = (Γ1, . . . ,Γk), entonces
la aplicación φ se llamará solución de Γ.

De la ecuación (1.18) se deduce que si Γ es un sopde integrable entonces necesariamente
tenemos la simetŕıa ΓAαβ = ΓAβα para todo α, β = 1, . . . , k.

La integrabilidad de un sopde está demostrada en la Observación 3.4, para un sopde
Γ, cuya expresión local está dada por (1.16), las condiciones de integrabilidad son

ΓAαβ = ΓAβα, Γα(ΓAβγ) = Γβ(ΓAαγ), ∀α, β, γ ∈ {1, ..., k}.(1.19)

1.3. Formalismo k-simpléctico lagrangiano. Ecuacio-

nes de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a un lagrangiano L en T 1
kQ son

∂

∂tα

(
∂L

∂uAα
◦ φ(1)

)
− ∂L

∂qA
◦ φ(1) = 0 , 1 ≤ A ≤ n(1.20)

cuya solución es una función φ : U ⊂ Rk → Q.
A continuación se estudiará cómo obtener las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange

a partir de un principio variacional.

Definición 1.11. Se denota por C∞C (Rk, Q) el conjunto de aplicaciones

φ : U0 ⊂ Rk → Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto U0. Sea L : T 1
kQ → R un lagran-

giano, se define la acción asociada a L por

J : C∞C (Rk, Q) → R

φ 7→ J(φ) =

∫
Rk

(L ◦ φ(1))(t)dkt ,

en donde dkt = dt1 ∧ . . . ∧ dtk es una forma de volumen en Rk y φ(1) : U0 ⊂ Rk → T 1
kQ

denota la primera prolongación de φ.

Definición 1.12. Una aplicación φ : U0 ⊆ Rk → Q, perteneciente al conjunto C∞C (Rk, Q),
es un extremal de J si

d

ds

∣∣∣
s=0

J(τs ◦ φ) = 0

para cada flujo τs en Q tal que τs(q) = q para todo q de la frontera de φ(U0) ⊂ Q.

Los flujos τs : Q→ Q considerados en la definición anterior están generados por campos
de vectores en Q que se anulan en la frontera de φ(U0).

El problema variacional, asociado a un lagrangiano L, consiste en encontrar los extre-
males de la acción integral J. En la siguiente proposición se caracterizan los extremales de
la acción J asociada a un lagrangiano L, véase [105].
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Proposición 1.13. Sean L : T 1
kQ → R una función lagrangiana y φ ∈ C∞C (Rk, Q). Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) φ : U0 ⊂ Rk → Q es un extremal del problema variacional asociado a L.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, que se anula en los puntos de la frontera de
φ(U0), se verifica: ∫

U0

(
(LZcL) ◦ φ(1)

)
(t)dkt = 0 ,

donde ZC es el levantamiento completo de Z a T 1
kQ.

(3) φ es solución de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.20).

Desarrollando las ecuaciones (1.20) se obtiene

∂2L

∂uAα∂u
B
β

∂2qB

∂tα∂tβ
+

∂2L

∂qB∂uAα
uBα −

∂L

∂qA
= 0, 1 ≤ A ≤ n ,(1.21)

que son un sistema de n ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

Definición 1.14. Un lagrangiano L ∈ C∞(T 1
kQ) se dice regular si el Hessiano de L con

respecto a las coordenadas de la fibra,

gαβAB =
∂2L

∂uAα∂u
B
β

(1.22)

tiene rango máximo kn en todo punto de T 1
kQ.

Enerǵıa Lagrangiana.

Para un lagrangiano L : T 1
kQ → Q, la función Enerǵıa Lagrangiana se define como la

función

EL = ∆(L)− L ∈ C∞(T 1
kQ)

cuya expresión local es

EL = uAα
∂L

∂uAα
− L.(1.23)

Formas de Poincaré-Cartan en T 1
kQ.

La familia de 1-formas de Poincaré-Cartan son

θαL = dL ◦ Jα,
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y la familia de 2-formas de Poincaré-Cartan en T 1
kQ son

ωαL = −dθαL.

En el sistema de coordenadas locales inducidas (qA, uAα ) en T 1
kQ, se tiene

θαL =
∂L

∂uAα
dqA,(1.24)

ωαL =
∂2L

∂qB∂uAα
dqA ∧ dqB +

∂2L

∂uBβ ∂u
A
α

dqA ∧ duBβ .

Recuérdese que una estructura k-simpléctica [67] en una variedad M de dimensión
k + nk está dada por una familia de k 2-formas cerradas (ω1, ..., ωk) y una distribución V
kn-dimensional en M tal que

∩kα=1 Ker(ωα) = {0} ,

ωα|V×V = 0, α ∈ {1, ..., k} .

De las fórmulas (1.24) se obtiene que un lagrangiano L es regular si y sólo si las 2-
formas de Poincaré-Cartan y la distrubución vertical, (ω1

L, . . . , ω
k
L, V = KerTτ kQ) definen

una estructura k-simpléctica en T 1
kQ, véase [80].

Formalismo k-simpléctico lagrangiano.

Denotaremos por Xk
L(T 1

kQ) el conjunto de campos de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en
T 1
kQ, que son solución de la ecuación

(1.25) iXαω
α
L = dEL ,

a estos campos de k-vectores se le llamarán campos de k-vectores lagrangianos.
Esta es la ecuación geométrica de la formulación k-simpléctica lagrangiana de la Teoŕıa

Clásica de Campos, véase [67, 76, 80, 105].
En efecto, si la expresión local de cada Xα es

(1.26) Xα = XA
α

∂

∂qA
+XA

αβ

∂

∂uAβ
, 1 ≤ α ≤ k,

entonces (X1, . . . , Xk) es solución de (1.25) si y sólo si las funciones XA
α y XA

αβ satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones(

∂2L

∂qA∂uBα
− ∂2L

∂qB∂uAα

)
XB
α −

∂2L

∂uAα∂u
B
β

XB
αβ = uBα

∂2L

∂qA∂uBα
− ∂L

∂qA
(1.27)

∂2L

∂uBβ ∂u
A
α

XA
α =

∂2L

∂uBβ ∂u
A
α

uAα .
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Si L es un lagrangiano regular, las ecuaciones anteriores se reducen a las siguientes

(1.28)
∂2L

∂uAα∂u
B
β

XB
αβ +

∂2L

∂qB∂uAα
uBα −

∂L

∂qA
= 0, XA

α = uAα .

Usando las ecuaciones (1.27) se deduce el siguiente lema.

Lema 1.15. Se considera un lagrangiano L ∈ C∞(T 1
kQ).

(1) Si L es regular, entonces cualquier campo de k-vectores lagrangiano X es un sopde,
y satisface las ecuaciones (1.28).

(2) Si X es un sopde lagrangiano entonces se verifica la ecuación (1.28).

La siguiente proposición caracteriza el conjunto de sopdes lagrangianos.

Proposición 1.16. Sea L ∈ C∞(T 1
kQ) un lagrangiano y sea Γ = (Γ1, . . . ,Γk) un sopde

en T 1
kQ.

Entonces Γ es un sopde lagrangiano si y sólo si satisface la siguiente condición:

LΓαθ
α
L = dL, ó localmente Γα

(
∂L

∂uAα

)
=

∂L

∂qA
.(1.29)

Demostración. Se comenzará demostrando que la primera ecuación en (1.29) es equivalente
a la ecuación (1.25).

Como Γ es un sopde tenemos que JαΓα = ∆ y por lo tanto se sigue que iΓαθ
α
L =

θαL(Γα) = (dL ◦ Jα)(Γα) = ∆(L).
Usando el hecho de que ωαL = −dθαL obtenemos

LΓαθ
α
L = diΓαθ

α
L + iΓαdθ

α
L = d(∆(L))− iΓαωαL = dL+ (dEL − iΓαωαL) .

Por lo tanto LΓαθ
α
L = dL si y sólo si dEL = iΓαω

α
L.

Por otra parte, como Γ es un sopde se verifica que Γα(qA) = uAα y por lo tanto
obtenemos

LΓαθ
α
L − dL = LΓα

(
∂L

∂uAα
dqA
)
− dL = Γα

(
∂L

∂uAα

)
dqA +

(
∂L

∂uAα

)
duAα − dL

=

[
Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA

]
dqA,

lo que finaliza la demostración.

Se estudiará ahora la relación entre soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.20) ó (1.21) y las secciones integrales de campos de k-vectores lagrangianos.
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Proposición 1.17. Sea X un campo de k-vectores lagrangiano

(1) Si L es regular entonces X es un sopde, y si φ : U ⊂ Rk → Q es una solución de
X, entonces φ es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20).

(2) Si X es integrable, y φ(1) : U ⊂ Rk → T 1
kQ es una sección integral de X , entonces

φ : U ⊂ Rk → Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20).

Sea Γ un sopde lagrangiano entonces, una aplicación φ : U ⊂ Rk → Q es una solución de
las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20) si y sólo si

gαβAB ◦ φ
(1)

(
ΓBαβ ◦ φ(1) − ∂2φB

∂tα∂tβ

)
= 0.(1.30)

Demostración. (1) Si φ : U ⊂ Rk → Q es una solución de X entonces satisface la
ecuación (1.18). Además, se verifican las ecuaciones (1.30) y por lo tanto φ es una
solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.21).

(2) Como X ∈ Xk
L(T 1

kQ) se sigue que X satisface la primera ecuación (1.27). Si se res-
tringe esta ecuación a φ(1) : U ⊂ Rk → T 1

kQ, la cual es una sección integral de X, se
obtiene que φ satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.21).

Sea Γ un sopde lagrangiano y se considera una aplicación φ : U ⊂ Rk → Q. Si φ es
una solución de las ecuaciones de Euler Lagrange (1.21), entonces se tiene

gαβAB ◦ φ
(1) ∂

2φB

∂tα∂tβ
+

∂2L

∂qB∂uAα
◦ φ(1)∂φ

B

∂tα
− ∂L

∂qA
◦ φ(1) = 0.(1.31)

Como Γ es un sopde, entonces es lagrangiano si y sólo si satisface la ecuación

∂2L

∂qB∂uAα
uBα +

∂2L

∂uAα∂u
B
β

ΓBαβ =
∂L

∂qA
.(1.32)

Si se restringe la ecuación (1.32) a la imagen de φ(1) se obtiene

gαβAB ◦ φ
(1)ΓBαβ ◦ φ(1) +

∂2L

∂qB∂uAα
◦ φ(1)∂φ

B

∂tα
− ∂L

∂qA
◦ φ(1) = 0.(1.33)

Usando las ecuaciones (1.33) se sigue que φ verifica (1.30) si y sólo si satisface (1.31)
que es equivalente a las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.21).

Observación 1.18. Los resultados del Lema 1.15 y los resultados (1) y (2) de la Propo-
sición 1.17 son los fundamentos del formalismo k-simpléctico lagrangiano.

A continuación, se presenta un sencillo ejemplo de la versión geométrica de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange, véase [7]. Más ejemplos pueden encontrarse en [81].
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Ejemplo 1.19. Se considera el ejemplo de la cuerda vibrante. Las coordenadas (t1, t2) son
interpretadas como el tiempo y la distancia a lo largo de la cuerda, respectivamente. Si

φ : (t1, t2) ∈ R2 −→ φ(t1, t2) ∈ R

denota el desplazamiento de cada punto de la cuerda en función del tiempo t1 y de la
posición t2, la ecuación de movimiento es

(1.34) σ
∂2φ

∂(t1)2 − τ
∂2φ

∂(t2)2 = 0,

donde σ y τ son ciertas constantes del sistema mecánico.
La ecuación (1.34) es la ecuación de Euler-Lagrange para el siguiente lagrangiano regular

L : T 1
2 R→ R, L(q, u1, u2) =

1

2
(σu2

1 − τu2
2).(1.35)

De las fórmulas (1.23), (1.24) y (1.35) se deduce que

ω1
L = σdq ∧ du1, ω2

L = −τdq ∧ du2, dEL = σu1du1 − τu2du2.(1.36)

Entonces un sopde (Γ1,Γ2) ∈ X(T 1
2 R) con expresión local

Γ1 = u1
∂

∂q
+ Γ11

∂

∂u1

+ Γ12
∂

∂u2

, Γ2 = u2
∂

∂q
+ Γ21

∂

∂u1

+ Γ22
∂

∂u2

,

es una solución de la ecuación (1.25) , es decir

iΓ1ω
1
L + iΓ1ω

2
L = dEL

si y sólo si se verifica

σΓ11 − τΓ22 = 0.(1.37)

Un ejemplo de un sopde integrable solución de (1.37) está dado por

Γ1 = u1
∂

∂q
+ τ

(
σ(u1)2 + τ(u2)2

) ∂

∂u1

+ 2στu1u2
∂

∂u2

,

Γ2 = u2
∂

∂q
+ 2στu1u2

∂

∂u1

+ σ
(
σ(u1)2 + τ(u2)2

) ∂

∂u2

,

ya que las condiciones de integrabilidad (1.19), en este caso son

∂Γ11

∂u1

=
∂Γ12

∂u2

, σ
∂Γ11

∂u2

= τ
∂Γ12

∂u1

.(1.38)

Si φ : R2 → R es solución del sopde (Γ1,Γ2), por la ecuación (1.18) sabemos que

∂2φ

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

= Γαβ(φ(1)(t)) .

Evaluando ahora la ecuación (1.37) en la imagen de φ(1) se obtiene la siguiente expresión

0 = σΓ11(φ(1)(t))− τΓ22(φ(1)(t)) = σ
∂2φ

∂(t1)2

∣∣∣
t
− τ ∂2φ

∂(t2)2

∣∣∣
t
,

es decir, φ es solución de la ecuación de la cuerda vibrante (1.34).
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1.3.1. Las cuasi-velocidades

En esta sección se establecerán las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para una
referencia local arbitraria en Q. Esta referencia local permitirá inducir una referencia en
T 1
kQ y por lo tanto se podrá expresar cada sopde Γ en función de esta nueva referencia,

para ello será necesario introducir el concepto de cuasi-velocidades.
Sea {ZA} una referencia local en Q, es decir una base local de campos de vectores en Q;

entonces cada campo de vectores Z en Q puede ser escrito como Z = ZAZA, para algunas
funciones locales ZA en Q.

Del mismo modo, cada vector tangente vq ∈ TqQ puede escribirse como vq = vAZA(q)
con A ∈ {1, . . . , n}.

De las expresiónes locales (1.2) y (1.5), se puede concluir que:

Proposición 1.20. Si {ZA} es cualquier referencia local en Q, entonces {ZC
A , Z

Vα
A } es una

referencia local en T 1
kQ.

Demostración. Sea {ZA} una base local para Q, entonces ZA se puede escribir como

ZA = ZB
A

∂

∂qB
,

siendo (ZB
A ) una matriz no singular en cada punto.

Si se calculan los levantamientos completo y vertical de ZA se obtiene:

ZC
A = ZB

A

∂

∂qB
+ uCα

∂ZB
A

∂qC
∂

∂uBα
,

ZVα
A = ZB

A

∂

∂uBα
.

Se puede comprobar directamente que {ZC
A , Z

Vα
A } son linealmente independientes y

generan el conjunto de campos de vectores en T 1
kQ.

Dado que [Γα, Z
C ] = Wα y [Γα, Z

Vβ ] = −δβαZC + V β
α , donde todos los V β

α y Wα son
campos de vectores verticales para la proyección τ kQ : T 1

kQ→ Q, cuando se aplica la relación
(1.29) a un levantamiento completo ZC se obtiene

0 = (LΓαθ
α
L − dL)(ZC) = Γα(θαL(ZC))− θαL([Γα, Z

C ])− ZC(L)

= Γα(ZVα(L))− ZC(L).

Y cuando se aplica a un levantamiento vertical ZVβ , se obtiene la identidad “0=0”.
Teniendo en cuenta la Proposición 1.20, se deduce el siguiente resultado

Proposición 1.21. Sea L un lagrangiano regular. Un sopde Γ = (Γα) es lagrangiano, es
decir, iΓαω

α
L = dEL si y sólo si, para cada campo de vectores Z en Q, se verifica

Γα(ZVα(L))− ZC(L) = 0,
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ó, equivalentemente, si para cada referencia local {ZA} de campos de vectores en Q, se
verifica

(1.39) Γα(ZVα
A (L))− ZC

A (L) = 0, A = 1 . . . n.

En particular, si se toma la referencia estándar {∂/∂qA} en Q, las ecuaciones (1.39) se
convierten en

Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA
= 0.

Sin embargo, en el Caṕıtulo 4 se necesitarán las expresiones (1.39), expresadas en
función de las llamadas cuasi-velocidades de una referencia dada {ZA} en Q.

Definición 1.22. Considérese una referencia local {ZA} en Q. Dado un elemento vq =
(v1q , . . . , vkq) ∈ T 1

kQ, las componentes de los vectores {v1q , . . . , vkq} con respecto a la base
ZA(q), se denotan por vAα , es decir

vαq = vAαZA(q) 1 ≤ α ≤ k ,

y los números reales vAα se denominarán las cuasi-velocidades del elemento vq.

Se puede además usar (qA, vAα ) como las coordenadas (no naturales) en T 1
kQ. Si ZA =

ZB
A∂/∂q

B, su relación con las coordenadas naturales inducidas (qA, uAα ) es

(1.40) uBα = vAαZ
B
A ,

con α ∈ {1, . . . , k} y A,B ∈ {1, . . . , n}.
Sea X = (X1, . . . , Xk), un campo de k-vectores en T 1

kQ, tal que cada Xα se escribe
como sigue

Xα = XA
αZ

C
A + (Yα)AβZ

Vβ
A .

Sea φ una aplicación expresada en coordenadas (qA, vAβ )

φ : U ⊂ Rk −→ T 1
kQ

t → φ(t) = (qA = φA(t), vAβ = φAβ (t))

que es sección integral de X, entonces por (1.13)

φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= Xα(φ(t)) ,

donde

φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
=
∂φA

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)

+
∂φAβ
∂tα

∣∣∣
t

∂

∂vAβ

∣∣∣
φ(t)

,
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y

Xα(φ(t)) = (XB
α Z

A
B)(φ(t))

∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)

+

(
XA
α u

C
β

∂ZB
A

∂qC
+ (Yα)AβZ

B
A

)
(φ(t))

∂

∂uBβ

∣∣∣
φ(t)

= (XB
α Z

A
B)(φ(t))

∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)

+

(
XA
α v

D
β Z

E
D

∂ZB
A

∂qE
(ZC

B )−1 + (Yα)Aβ

)
(φ(t))

∂

∂vCβ

∣∣∣
φ(t)

.

Entonces, φ es sección integral de X si satisface

(1.41)
∂φA

∂tα
= (XB

α Z
A
B) ◦ φ,

∂φAβ
∂tα

= (XA
α v

D
β ZD(ZB

A )(ZC
B )−1 + (Yα)Aβ ) ◦ φ .

A continuación, se expresa un sopde en T 1
kQ en términos de la referencia {ZC

A , Z
Vα
A }.

Lema 1.23. Un sopde Γ, escrito en términos de las cuasi-velocidades, toma la forma

(1.42) Γα = vAαZ
C
A + (Γα)AβZ

Vβ
A

para algunas funciones (Γα)Aβ en T 1
kQ.

Demostración. Esto es consecuencia de la Proposición 1.20 y de las propiedades Tτ kQ◦ZC
A =

ZA ◦ τ kQ y Tτ kQ ◦ Z
Vβ
A = 0.

Para finalizar esta sección, se estudiará la regularidad en términos de la referencia no
estándar.

Proposición 1.24. Sea {ZA} una referencia local de campos de vectores en Q. Un la-
grangiano L es regular si y sólo si la matriz cuadrada de dimensión nk de funciones

(ZVα
A (Z

Vβ
B (L))) en T 1

kQ tiene rango máximo.

Demostración. Si ZA = ZC
A∂/∂q

C , entonces la matriz Z = (ZB
A ) de funciones en Q es

no-singular en cada punto. Tenemos(
ZVα
A (Z

Vβ
B (L))

)
=
(
ZC
A

∂2L

∂uCα∂u
E
β

ZE
B

)
=
(
ZC
A δ

γ
α

)( ∂2L

∂uCγ ∂u
E
ε

)(
ZE
B δ

ε
β

)
,

donde la parte de la derecha puede ser interpretada como la matriz multiplicación de 3
matrices cuadradas de dimensión nk. Dado que el determinante de la matriz (ZC

A δ
γ
α

)
es

k det(Z) 6= 0, se prueba que el determinante de la matriz en la parte izquierda nunca se
anula.



Caṕıtulo 2

Simetŕıas y leyes de conservación

El estudio de las simetŕıas y leyes de conservación para lagrangianos en T 1
kQ comenzó en

[92]. En dicho trabajo, el correspondiente Teorema de Noether se demostró utilizando
coordenadas locales.

En este caṕıtulo se dará una demostración global y se establecerá una condición bajo
la cual leyes de conservación y simetŕıas de Cartan son equivalentes en el caso k > 1, como
es conocido que siempre lo son en el caso k = 1.

Para ilustrar los resultados anteriores, se mostrarán algunos ejemplos de leyes de con-
servación inducidas por simetŕıas de Cartan y otras para las cuales no existen simetŕıas de
Cartan que las induzca.

Se terminará el caṕıtulo introduciendo los campos de vectores Newtonoides, se estudia
su relación con las simetŕıas de Cartan y se establece un teorema de Noether bajo ciertas
condiciones. Estos campos de vectores Newtonoides fueron introducidos en el caso k = 1
por Marmo y Mukunda [69].

2.1. Leyes de conservación

Esta primera sección es una introducción al concepto de leyes de conservación y su
relación con los sopdes lagrangianos e integrables.

Definición 2.1. Una aplicación f = (f 1, . . . , fk) : T 1
kQ → Rk se dice que es una ley de

conservación (o una cantidad conservada) para las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20) si
la divergencia de la función

f ◦ φ(1) = (f 1 ◦ φ(1), . . . , fk ◦ φ(1)) : U ⊂ Rk → Rk

es cero, para toda solución φ : U ⊂ Rk → Q de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20),
esto es

0 =
∂(fα ◦ φ(1))

∂tα

∣∣∣
t

=
∂fα

∂qA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φA

∂tα

∣∣∣
t
+
∂fα

∂uAβ

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t
.(2.1)

21
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Veamos un ejemplo sencillo de ley de conservación.

Ejemplo 2.2. Las funciones (f 1, f 2) : T 1
2 R→ R, definidas por

f 1(u1, u2) = −2σu1u2 , f 2(u1, u2) = σ(u1)2 + τ(u2)2 ,(2.2)

definen una ley de conservación para las ecuaciones de Euler Lagrange de la cuerda vibrante
(1.34).

En efecto, sea φ una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.34), entonces

denotando ∂αφ =
∂φ

∂tα

∣∣∣
t

y ∂αβφ =
∂2φ

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

obtenemos

∂(f 1 ◦ φ(1))

∂t1

∣∣∣
t
+
∂(f 2 ◦ φ(1))

∂t2

∣∣∣
t

=
∂f 1

∂q

∣∣∣
φ(1)(t)

∂1φ+
∂f 1

∂u1

∣∣∣
φ(1)(t)

∂11φ+
∂f 1

∂u2

∣∣∣
φ(1)(t)

∂12φ

+
∂f 2

∂q

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ+
∂f 2

∂u1

∣∣∣
φ(1)(t)

∂21φ+
∂f 2

∂u2

∣∣∣
φ(1)(t)

∂22φ

= −2∂2φ (σ∂11φ− τ∂22φ) = 0.

A continuación se estudiará una condición necesaria para que una función sea una ley
de conservación para las ecuaciones de Euler-Lagrange, véase [92].

Lema 2.3. Sea f = (f 1, . . . , fk) : T 1
kQ→ Rk una ley de conservación entonces

LΓαf
α = 0(2.3)

para todo sopde lagrangiano e integrable Γ = (Γ1, . . . ,Γk).

Demostración. Como Γ es integrable, se deduce que para todo punto vq ∈ T 1
kQ existe una

sección integral

φ(1) : U ⊂ Rk −→ T 1
kQ

t → φ(1)(t) = (φA(t),
∂φA

∂tα

∣∣∣
t
) =

(
. . . ,

∂φA

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)
, . . .

)
tal que

(1) φ es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, como consecuencia de la
Proposición 1.17 ya que Γ es lagrangiano.

(2) φ verifica que

φ(1)(0) = vq, (φ(1))∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= Γα(φ(1)(t)) ∈ Tφ(1)(t)

(
T 1
kQ
)
,

para todo t ∈ U , 1 ≤ α ≤ k.
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Sea

Γα = uAα
∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
, 1 ≤ α ≤ k,

la expresión local de Γα, entonces la condición (2) significa que

(2.4) ΓAαβ(φ(1)(t)) =
∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t
, t ∈ U.

Como f = (f 1, . . . , fk) es una ley de conservación, utilizando la identidad (2.1) para t = 0,

la fórmula (2.4), y el hecho de que uAα (φ(1)(t)) =
∂φA

∂tα

∣∣∣
t

obtenemos que

0 =
∂(fα ◦ φ(1))

∂tα

∣∣∣
0

=
∂fα

∂qA

∣∣∣
φ(1)(0)

∂φA

∂tα

∣∣∣
0

+
∂fα

∂uAβ

∣∣∣
φ(1)(0)

∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
0

=
∂fα

∂qA

∣∣∣
vq

∂φA

∂tα

∣∣∣
0

+
∂fα

∂uAβ

∣∣∣
v

∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
0

=
∂fα

∂qA

∣∣∣
vq
uAα (vq) +

∂fα

∂uAβ

∣∣∣
vq

Γiαβ(vq)

= Γα(vq)(f
α)

lo que concluye la demostración.

Sin embargo, bajo ciertas hipótesis adicionales en las funciones f = (f 1, . . . , fk), el
rećıproco del lema anterior es cierto, como se demostrará a continuación.

Lema 2.4. Si se supone que existe un campo de vectores X ∈ X(T 1
kQ) y una función

f = (f 1, . . . , fk) : T 1
kQ→ R tal que

iXω
α
L = dfα, ∀α ∈ {1, ..., k},(2.5)

Entonces, f = (f 1, . . . , fk) define una ley de conservación si y sólo si LΓαf
α = 0, para

todo sopde lagrangiano e integrable Γ.

Demostración. La implicación directa está dada por el Lema 2.3, para esta implicación no
es necesario suponer la existencia del campo de vectores X verificando (2.5).

Para la implicación rećıproca se considera un campo de vectores en T 1
kQ

X = XA ∂

∂qA
+XA

α

∂

∂uAα

que satisface (2.5). Teniendo en cuenta la expresión local de las 2-formas de Poincaré-
Cartan ωαL, en la segunda fórmula de (1.24) se puede escribir la ecuación (2.5) del siguiente
modo[(

∂2L

∂qA∂uBα
− ∂2L

∂qB∂uAα

)
XB − gαβABX

B
β

]
dqA + gαβABX

AduBβ =
∂fα

∂qA
dqA +

∂fα

∂uBβ
duBβ ,
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y necesariamente se obtiene que

∂fα

∂uBβ
= gαβABX

A.(2.6)

Si se considera ahora cualquier solución φ de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.21) (que
podŕıa no ser solución de ningún Γ), como se supone que Γ es un sopde integrable, de la
Proposición 1.17 se deduce que φ satisface la ecuación (1.30), esto es

gαβAB ◦ φ
(1)

(
ΓBαβ ◦ φ(1) − ∂2φB

∂tα∂tβ

)
= 0 .

Si se hace la contracción de las ecuaciones anteriores, (1.30), por XA ◦ φ(1), se obtiene

(XA ◦ φ(1))(gαβAB ◦ φ
(1))

(
∂2φB

∂tα∂tβ
− ΓBαβ ◦ φ(1)

)
= 0.(2.7)

Reemplazando ahora la fórmula (2.6) en la ecuación (2.7) se obtiene

0 =
∂fα

∂uBβ
◦ φ(1)

(
∂2φB

∂tα∂tβ
− ΓBαβ ◦ φ(1)

)
=

∂(fα ◦ φ(1))

∂tα
− ∂fα

∂tα
◦ φ(1) − ∂fα

∂qB
◦ φ(1)∂φ

B

∂tα

−Γα(fα) ◦ φ(1) +
∂fα

∂tα
◦ φ(1) + (uBα

∂fα

∂qB
) ◦ φ(1)

=
∂(fα ◦ φ(1))

∂tα
− LΓαf

α ◦ φ(1) ,

y esta ecuación demuestra que

∂(fα ◦ φ(1))

∂tα
= 0 si y sólo si LΓαf

α = 0 .

2.2. Simetŕıas de Cartan y Teorema de Noether

Para el caso k = 1 el conocido Teorema de Noether enuncia que cada simetŕıa de Cartan
induce una constante de movimiento; y su rećıproco, que cada constante de movimiento
induce una simetŕıa de Cartan.

Para k > 1, el Teorema de Noether también es cierto, cada simetŕıa de Cartan induce
una ley de conservación, véase el Teorema 2.6. Sin embargo, su rećıproco puede no ser
cierto, en la Proposición 2.8 se estudiará bajo qué condiciones se verifica dicho resultado.
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Para mostrar que hay casos en los que el rećıproco del Teorema de Noether no es cierto,
se aportará algún ejemplo de leyes de conservación que no están inducidas por simetŕıas
de Cartan.

A continuación se recuerda la definición de simetŕıa de Cartan para un lagrangiano L,
véase [92].

Definición 2.5. Un campo de vectores X ∈ X(T 1
kQ) se llama simetŕıa de Cartan del

lagrangiano L, si

LXω
α
L = 0 y LXEL = 0 ,

para todo α = 1, ..., k.

En este caso el flujo φt de X es una simetŕıa de las ecuaciones de Euler-Lagrange, es
decir, cada φt transforma soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange en soluciones de
las ecuaciones de Euler-Lagrange, véase [92].

Se prueba que (localmente) toda simetŕıa de Cartan verifica (2.5).

De la condición LXω
α
L = 0 se obtiene localmente

0 = LXω
α
L = diXω

α
L + iXdω

α
L = diXω

α
L

por lo tanto las formas iXω
α
L son cerradas y existen unas funciones locales fα : T 1

kQ → R
tales que iXω

α
L = dfα para todo α = 1, . . . , k.

Por lo tanto si X es una simetŕıa de Cartan, se verifican las hipótesis del Lema 2.4
(localmente).

El siguiente Teorema de Noether esta probado en [92, Thm 3.13] utilizando coordenadas
locales. Aqúı se proporciona una demostración directa del mismo utilizando el formalismo
de Frölicker-Nijenhuis en T 1

kQ. Esta prueba permitirá estudiar tambien cuando el rećıproco
del Teorema de Noether es cierto, para k > 1.

Teorema 2.6. (Teorema de Noether) Sea L un lagrangiano en T 1
kQ y X ∈ X(T 1

kQ) una
simetŕıa de Cartan para L.

Entonces, existen unas funciones (g1, . . . , gk) locales en T 1
kQ verificando

LXθ
α
L = dgα .(2.8)

La función (f 1, . . . , fk) : T 1
kQ→ Rk donde

fα = θαL(X)− gα(2.9)

verifica que

iXω
α
L = dfα

y es una ley de conservación para las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Demostración. Como X es una simetŕıa de Cartan para L se sigue que LXω
α
L = 0 y

entonces las 1-formas LXθ
α
L son cerradas. Por lo tanto, existen funciones locales gα tales

que LXθ
α
L = dgα, es decir

iXdθ
α
L + diXθ

α
L = dgα,

o equivalentemente
iXω

α
L = d(θαL(X)− gα).

Ahora se probará que las funciones fα = θαL(X)− gα definen una ley de conservación, para
ello hay que probar que LΓαf

α = 0, para todo sopde lagrangiano integrable Γ, donde se
está utilizando el Lema 2.4.

Utilizando la ecuación (2.9) se tiene que

LΓαf
α = LΓαiXθ

α
L − LΓαg

α = iXLΓαθ
α
L + i[Γα,X]θ

α
L − LΓαg

α

= iXdL+ i[Γα,X]θ
α
L − LΓαg

α,(2.10)

donde se ha utilizado en la última igualdad la ecuación (1.29).
Si se aplica iΓα a ambos términos en la fórmula LXθ

α
L = dgα, sumando en α, se obtiene

LΓαg
α = iΓαdg

α = iΓαLXθ
α
L = LXiΓαθ

α
L + i[Γα,X]θ

α
L

= LX∆(L) + i[Γα,X]θ
α
L.

Ahora, reemplazando LΓαg
α, en la ecuación (2.10) se obtiene LΓαf

α = −LX(EL) = 0.
Además puesto que

LΓαf
α = 0 , iXω

α
L = dfα.

utilizando el Lema 2.4 se sigue que fα es una ley de conservación para L.

Se ha probado que si X es una simetŕıa de Cartan para un lagrangiano L en T 1
kQ

entonces existen funciones (locales) fα ∈ C∞(T 1
kQ), que verifican iXω

α
L = dfα, y definen

una ley de conservación para L,

fα = θαL(X)− gα donde LXθ
α
L = dgα

.
Se dirá que esta ley de conservación fα está inducida por la simetŕıa de Cartan X.
Para el caso k = 1 el rećıproco de este teorema también es cierto: cualquier constante

del movimiento de un lagrangiano está inducida por una simetŕıa de Cartan. Sin embargo,
para k > 1, existen leyes de conservación que no están inducidas por simetŕıas de Cartan,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 2.7. a) Se ha visto en el Ejemplo 2.2 que las funciones

f 1(u1, u2) = −2σu1u2 , f 2(u1, u2) = σ(u1)2 + τ(u2)2 .

definen una ley de conservación para las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.34) de la cuerda
vibrante.
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Ahora se probará que esta ley de conservación no está inducida por una simetŕıa de
Cartan, es decir no existe una simetŕıa de Cartan X ∈ X(T 1

2 R) verificando

iXω
1
L = df 1 , iXω

2
L = df 2

Se escribe X ∈ X(T 1
2 R) como sigue

X = Z
∂

∂q
+ Z1

∂

∂u1

+ Z2
∂

∂u2

.

como la expresión local de ω1
L es

ω1
L = σdq ∧ du1,

se deduce que
iXω

1
L = σ(Zdu1 − Z1dq).

Si se verificase que iXω
1
L = df 1, se tendŕıa que

σ(Zdu1 − Z1dq) = iXω
1
L = df 1 =

∂f 1

∂q
dq +

∂f 1

∂u1

du1 +
∂f 1

∂u2

du2 ,

lo que implicaŕıa que
∂f 1

∂u2

= 0, lo cual no es cierto, ya que en este caso
∂f 1

∂u2

= −2σu1.

b) Considérese la ecuación de ondas 2-dimensional homogénea e isótropa

(2.11)
∂2φ

∂(t1)2
− c ∂2φ

∂(t2)2
− c ∂2φ

∂(t3)2
= 0,

esta es la ecuación de Euler-Lagrange para el lagrangiano regular L ∈ C∞(T 1
3 R) definido

por

L : T 1
3 R → R

(q, u1, u2, u3) 7→ L(q, u1, u2, u3) = 1
2

((u1)2 − c(u2)2 − (u3)2) .

Los siguientes conjuntos de funciones en T 1
3 R definen leyes de conservación para el

lagrangiano anterior:

(1) f 1(u1, u2, u3) = (u1)2 + c(u2)2 + c(u3)2, f 2(u1, u2, u3) = −2cu1u2,

f 3(u1, u2, u3) = −2cu1u3;

(2) f 1(u1, u2, u3) = 2u1u2, f 2(u1, u2, u3) = −(u1)2 − c(u2)2 + c(u3)2,

f 3(u1, u2, u3) = −2cu2u3;
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(3) f 1(u1, u2, u3) = 2u1u3, f 2(u1, u2, u3) = −2cu2u3,

f 3(u1, u2, u3) = −(u1)2 + c(u2)2 − c(u3)2.

Se probará que
∂(fα ◦ φ(1))

∂tα

∣∣∣
t

= 0 para toda solución φ de las ecuaciones (2.11) para el

caso (1), los otros dos se demuestran de manera análoga. En efecto, puesto que
∂fα

∂q
= 0

para todo α = 1, 2, 3 se obtiene

∂(fα ◦ φ(1))

∂tα

∣∣∣
t

=
∂fα

∂q

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φ

∂tα

∣∣∣
t
+
∂fα

∂uβ

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

=
∂fα

∂uβ

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

=
∂f 1

∂u1

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂(t1)2

∣∣∣
t
+
∂f 1

∂u2

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂t1∂t2

∣∣∣
t
+
∂f 1

∂u3

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂t1∂t3

∣∣∣
t

+
∂f 2

∂u1

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂t1∂t2

∣∣∣
t
+
∂f 2

∂u2

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂(t2)2

∣∣∣
t
+
∂f 2

∂u3

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂t2∂t3

∣∣∣
t

+
∂f 3

∂u1

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂t1∂t3

∣∣∣
t
+
∂f 3

∂u2

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂t2∂t3

∣∣∣
t
+
∂f 3

∂u3

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φ

∂(t3)3

∣∣∣
t

= 2
∂φ

∂t1

∣∣∣
t

∂2φ

∂(t1)2
+ 2c

∂φ

∂t2

∣∣∣
t

∂2φ

∂t1∂t2

∣∣∣
t
+ 2c

∂φ

∂t3

∣∣∣
t

∂2φ

∂t1∂t2

−2c
∂φ

∂t2

∣∣∣
t

∂2φ

∂t1∂t2

∣∣∣
t
− 2c

∂φ

∂t1

∣∣∣
t

∂2φ

∂(t2)2

∣∣∣
t

−2c
∂φ

∂t3

∣∣∣
t

∂2φ

∂t1∂t3

∣∣∣
t
− 2c

∂φ

∂t1

∣∣∣
t

∂2φ

∂(t3)2

∣∣∣
t

= 2
∂φ

∂t1

∣∣∣
t

(
∂2φ

∂(t1)2

∣∣∣
t
− c ∂2φ

∂(t2)2

∣∣∣
t
− c ∂2φ

∂(t3)2

∣∣∣
t

)
= 0 ,

donde se ha utilizado en la última igualdad que φ es solución de las ecuaciones (2.11). Por
lo tanto, se ha probado que el conjunto de funciones (1) definen una ley de conservación.

A continuación se comprobará que las leyes de conservación (1), (2) y (3) no están
inducidas por ninguna simetŕıa de Cartan.

En primer lugar, utilizando la expresión local (1.24) de las 2-formas de Poincaré-Cartan
ωαL para el lagrangiano L definido por (2.12) se obtiene que

ω1
L = dq ∧ du1 , ω2

L = −cdq ∧ du2 , ω3
L = −dq ∧ du3 .

Si se supone que la ley de conservación definida por (f 1, f 2, f 3) está inducida por una
simetŕıa de Cartan

X = Z
∂

∂q
+ Z1

∂

∂u1

+ Z2
∂

∂u2

+ Z3
∂

∂u3

,
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entonces iXω
α
L = dfα, en particular para α = 1 se sigue que

∂f 1

∂q
= Z1 ,

∂f 1

∂u1

= Z ,
∂f 1

∂u2

= 0 ,
∂f 1

∂u3

= 0 .

Pero para cada uno de los tres conjuntos se obtiene que

(1)
∂f 1

∂u2

= 2cu2 6= 0 ,

(2)
∂f 1

∂u2

= 2u1 6= 0 ,

(3)
∂f 1

∂u3

= 2u1 6= 0 .

Por lo tanto, ninguna de estas leyes de conservación están inducidas por simetŕıas de
Cartan.

El Teorema 2.6 muestra que cualquier simetŕıa de Cartan de un lagrangiano L induce
leyes de conservación (definidas localmente), para k ≥ 1.

Como ya se ha mostrado en los Ejemplos 2.7, para el caso k > 1, existen leyes de
conservación, que no están inducidas por simetŕıas de Cartan. Por lo tanto el rećıproco del
Teorema 2.6 no se verificará, a no ser que se impongan algunas hipótesis extra.

La siguiente proposición muestra una condición bajo la cual las leyes de conservación
están inducidas por simetŕıas de Cartan.

Proposición 2.8. Si se supone que existen las funciones f 1, . . . , fk ∈ C∞(T 1
kQ), y un

campo de vectores X ∈ X(T 1
kQ) tales que se verifican las identidades (2.5), es decir,

iXω
α
L = dfα , 1 ≤ α ≤ k .

Entonces (f 1, . . . , fk) define una ley de conservación para L si y sólo si X es una simetŕıa
de Cartan.

Demostración. Utilizando el Lema 2.4 se probará que X es una simetŕıa de Cartan si y
sólo si LΓαf

α = 0 para todo sopde lagrangiano integrable Γ.
De la fórmula (2.5), y el hecho de que Γ es lagrangiano, se tiene que

X(EL) = iXdEL = −iXiΓαωαL = iΓαiXω
α
L = iΓαdf

α = LΓαf
α.(2.12)

De la ecuación (2.5) se sigue que

LXω
α
L = diXω

α
L = d(dfα) = 0 .

Por lo tanto, X será una simetŕıa de Cartan si y sólo si X(EL) = 0 y, por la ecuación
(2.12), esto es equivalente a que LΓαf

α = 0.
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Para el caso k = 1, la condición de regularidad del lagrangiano implica que la 2-forma
de Poincaré-Cartan ω es una forma simpléctica y entonces la ecuación (2.5) siempre tiene
una única solución.

Para el caso k > 1, fijadas las funciones fα ∈ C∞(T 1
kQ), podŕıa no haber soluciones

X ∈ X(T 1
kQ) verificando las ecuaciones (2.5).

A continuación se mostrarán algunos ejemplos de leyes de conservación inducidas por
simetŕıas de Cartan.

Ejemplos 2.9.

(1) Sean los lagrangianos L : T 1
2 R→ R:

(a) L(q, u1, u2) =
1

2
(σu2

1 − τu2
2) , (b) L(q, u1, u2) =

√
1 + (u1)2 + (u2)2

Se prueba directamente que el campo de vectores X =
∂

∂q
en T 1

2 R es una simetŕıa

de Cartan para ambos lagrangianos y las correspondientes leyes de conservación son
respectivamente

(a) f 1 = σu1 , f 2 = −τu2 ,

(b) f 1 =
u1√

1 + (u1)2 + (u2)2
, f 2 =

u2√
1 + (u1)2 + (u2)2

.

Obsérvese que las ecuaciones de la cuerda vibrante y las ecuaciones de las superficies
minimales son las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange para los lagrangia-
nos anteriores, véase [81, 86].

(2) Para el lagrangiano L : T 1
3 R→ R definido por

L(q, u1, u2, u3) =
1

2
((u1)2 + (u2)2 + (u3)2)

el campo de vectores X =
∂

∂q
en T 1

3 R es una simetŕıa de Cartan, y la ley de conser-

vación inducida es

f 1(u1) = u1 , f 2(u2) = u2 , f 3(u3) = u3 .

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a L son las ecuaciones de Laplace,
[81].

(3) Para el lagrangiano L : T 1
2 R2 → R definido por

L(q1, q2, u1
1, u

1
2, u

2
1, u

2
2) =

(
1

2
λ+ ν

)
[(u1

1)2 + (u2
2)2] +

1

2
ν[(u1

2)2 + (u2
1)2] + (λ+ ν)u1

1u
2
2 ,
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el campo de vectores X =
∂

∂q1
+

∂

∂q2
es una vez más una simetŕıa de Cartan y la

ley de conservación inducida es

f 1 = (λ+ 2ν)u1
1 + νu2

1 + (λ+ ν)u2
2 , f 2 = (λ+ ν)u1

1 + νu1
2 + (λ+ 2ν)u2

2.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a L son las ecuaciones de Navier,
véase [81, 86]

2.3. Campos de vectores Newtonoides

Los campos de vectores Newtonoides para el caso k = 1 fueron introducidos por Marmo
y Mukunda en [69], los flujos de estos campos son difeomeomorfismos de TQ que transfor-
man un sode en otro sode.

En esta sección se introducen los campos de vectores Newtonoides asociados a un sopde
para el caso k > 1, se estudia la relación entre los campos de vectores Newtonoides y las
simetŕıas de Cartan y se establece un teorema de Noether para ciertos campos de vectores
Newtonoides.

Sea Γ = (Γ1, . . . ,Γk) un sopde y se considera el siguiente conjunto de campos de
vectores en T 1

kQ

XΓ = Ker (Jα ◦ LΓα) ⊂ X(T 1
kQ).(2.13)

Sea X un campo de vectores con expresión local

X = XA ∂

∂qA
+XA

α

∂

∂uAα
,

entonces por un cálculo directo se obtiene que

[Γα, X] =

[
uAα

∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
, XA ∂

∂qA
+XA

α

∂

∂uAα

]
=

(
Γα(XA)−XA

α

) ∂

∂qA
+
(
Γα(XA

β )−X(ΓAαβ)
) ∂

∂uAβ
.(2.14)

Si X ∈ XΓ entonces Jα ◦ LΓαX = 0, es decir, Γα(XA) − XA
α = 0. Por lo tanto, la

expresión local de un campo de vectores X ∈ XΓ es

X = XA ∂

∂qA
+ Γα(XA)

∂

∂uAα
.(2.15)

Definición 2.10. .

i) Un campo de vectores X ∈ XΓ se denomina Newtonoide con respecto a Γ.
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ii) Un campo de vectores X ∈ X(T 1
kQ) se denomina simetŕıa dinámica del sopde Γ si

[Γα, X] = 0 para todo α = 1, ..., k .

Por lo tanto XΓ es el conjunto de campos de vectores Newtonoides.
Las simetŕıas dinámicas X ∈ X(T 1

kQ) generalizan el caso k = 1, donde X ∈ X(TQ) es
una simetŕıa dinámica de Y ∈ X(TQ) si y sólo si los flujos {hs} de X son simetŕıas de Y ,
es decir, Ths(Y ) = Y .

Lema 2.11. Sea Γ un sopde. Si X es un simetŕıa dinámica del sopde Γ entonces X es
un campo de vectores Newtonoide con respecto a Γ.

Demostración. Sea X ∈ X(T 1
kQ) una simetŕıa dinámica de Γ, es decir [Γα, X] = 0. Por la

identidad (2.14) se concluye que X debe verificar

Γα(XA) = XA
α , Γα(XA

β ) = X(ΓAαβ)

y por lo tanto de la primera de estas ecuaciones se obtiene que X es un campo de vectores
Newtonoide con respecto a Γ.

En el siguiente lema se aportan algunas propiedades al conjunto de campos de vectores
Newtonoides.

Lema 2.12. Sea Γ un sopde, y la aplicación

πΓ : X(T 1
kQ)→ X(T 1

kQ) ,

definida por πΓ = Id +Jα ◦ LΓα.

i) Se verifica que πΓ ◦πΓ′ = πΓ, para cualesquiera sopdes Γ y Γ′. En particular se tiene
que π2

Γ = πΓ y por lo tanto πΓ es un proyector.

ii) Se verifica
ImπΓ = XΓ , Ker πΓ = Xv(T 1

kQ) ,

y entonces la siguiente sucesión

0→ Xv(T 1
kQ)

i→ X(T 1
kQ)

πΓ→ XΓ → 0

es exacta, donde Xv(T 1
kQ) es el módulo de campos de vectores verticales e i es la

inclusión.

iii) Para f ∈ C∞(T 1
kQ) y X ∈ XΓ, se define el producto

f ∗X = πΓ(fX) = fX + Γα(f)JαX ∈ XΓ.(2.16)

El conjunto XΓ es un C∞(T 1
kQ)-módulo con respecto al producto ∗.
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iv) Un campo de vectores X en T 1
kQ es un Newtonoide para Γ si y sólo si tiene la

siguiente expresión local

X = XA(q, u) ∗ ∂

∂qA
.(2.17)

Demostración. i) Usando la definición de la aplicación πΓ se sigue que

πΓ ◦ πΓ′ = (Id +Jα ◦ LΓα) ◦ (Id +Jα ◦ LΓ′α)

= Id +Jα ◦ LΓα + Jα ◦ LΓ′α + Jα ◦ LΓα ◦ Jβ ◦ LΓ′β
.

Por otro lado, se calcula directamente

(Jα ◦ LΓα ◦ Jβ)(X) = (Jα ◦ LΓα)(XA ∂

∂uAβ
) = Jα([Γα, X

A ∂

∂uAβ
])

= Jα

(
Γα(XA)

∂

∂uAβ
−XAδαβ

∂

∂qA
−XA

∂ΓBαγ
∂uAβ

∂

∂uBγ

)

= −XAδαβ
∂

∂uAα
= −Jβ(X) ,

donde X = XA ∂

∂qA
+XA

α

∂

∂uAα
, es decir, Jα ◦LΓα ◦ Jβ = −Jβ, y por lo tanto se sigue

que

πΓ ◦ πΓ′ = Id +Jα ◦ LΓα + Jα ◦ LΓ′α − J
β ◦ LΓ′β

= Id +Jα ◦ LΓα = πΓ,

lo que demuestra que la primera parte del lema.

ii) Usando la ecuación (2.14), para X = XA ∂

∂qA
+XA

α

∂

∂uAα
se tiene que

πΓ(X) = X +
(
Γα(XA)−XA

α

) ∂

∂uAα
= XA ∂

∂qA
+ Γα(XA)

∂

∂uAα
,

lo que muestra que Im πΓ = XΓ.

Además de la expresión de πΓ(X) se obtiene que X ∈ Ker πΓ si y sólo si XA = 0, es
decir X es vertical; o equivalentemente KerπΓ = Xv(T 1

kQ).

iii) Puesto que (X(T 1
kQ), ·) es un C∞(T 1

kQ)-módulo, y utilizando el producto ∗ definido
en fórmula (2.16),

f ∗X = πΓ(fX) ,

la aplicación πΓ lleva dicha estructura de C∞(T 1
kQ)-módulo a (XΓ, ∗).
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iv) Se tiene que ImπΓ = XΓ. Además X ∈ XΓ si y sólo si X = πΓ(X). Usando las propie-
dades anteriores de la aplicación πΓ, un campo de vectores X en T 1

kQ está localmente
dado por la fórmula (2.17), es decir,

X = XA(q, u) ∗ ∂

∂qA
= πΓ(XA ∂

∂qA
) = XA ∂

∂qA
+ Γα(XA)

∂

∂uAα
,

si y sólo si X es un Newtonoide para Γ.

De la ecuación (1.5) se sigue que el levantamiento compoletoXC ∈ X(T 1
kQ) de un campo

de vectores X ∈ X(Q) es un campo de vectores Newtonoide para un sopde arbitrario Γ,

ya que como,
∂XA

∂uBβ
= 0 se obtiene

XC = XA ∂

∂qA
+ uAα

∂XB

∂qA
∂

∂uBα
= XA ∂

∂qA
+ Γα(XB)

∂

∂uBα

En la siguiente proposición se probará que el conjunto de campos de vectores Newto-
noides contiene también las simetŕıas de Cartan.

Proposición 2.13. Sea L un lagrangiano regular en T 1
kQ.

Si X ∈ X(T 1
kQ) es una simetŕıa de Cartan entonces X es un campo de vectores New-

tonoide con respecto a todo sopde Γ ∈ Xk
L(T 1

kQ).

Demostración. Dado que X ∈ X(T 1
kQ) es una simetŕıa de Cartan y Γ es lagrangiano se

verifica

(2.18) LXω
α
L = 0 , LXEL = 0 , iΓαω

α
L = dEL .

Si se aplica la derivada de Lie LX a ambos lados de la tercera ecuación anterior, se
obtienen las siguientes expresiones

LXiΓαω
α
L = iΓαLXω

α
L − i[Γα,X]ω

α
L ,

LXdEL = dLXEL ,

y por lo tanto

(2.19) iΓαLXω
α
L − i[Γα,X]ω

α
L = dLXEL

De (2.18) y de (2.19) se deduce que

i[Γα,X]ω
α
L = 0.(2.20)

Ahora se probará que la ecuación (2.20) implica que Jα[Γα, X] = 0 y por lo tanto X será un
campo de vectores Newtonoide con respecto a Γ. Usando la fórmula (2.14), se tiene que

[Γα, X] = V A
α

∂

∂qA
+ V A

αβ

∂

∂uAβ
,(2.21)
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donde V A
α = Γα(XA)−XA

α y V A
αβ = Γα(XA

β )−X(ΓAαβ). De la ecuación (1.24), se sigue que
las 2-formas k-simplécticas ωαL se pueden escribir como sigue

ωαL = aαABdq
A ∧ dqB + gαβABdq

A ∧ duBβ ,(2.22)

donde

aαAB =
1

2

(
∂2L

∂qB∂uAα
− ∂2L

∂qA∂uBα

)
, gαβAB =

∂2L

∂uAα∂u
B
β

.

Reemplazando ahora las fórmulas (2.21) y (2.22) en la ecuación (2.20) obtenemos(
2aαABV

B
α − g

αβ
ABV

B
αβ

)
dqA + gαβABV

A
α du

B
β = 0,

lo que implica que gαβABV
A
α = 0.

Puesto que el lagrangiano L es regular se sigue que gαβAB tiene rango máximo y entonces
V A
α = Γα(XA) − XA

α = 0, lo que demuestra que X es un campo de vectores Newtonoide
con respecto al sopde Γ.

En la proposición anterior se ha probado que las simetŕıas de Cartan son campos de
vectores Newtonoides. En el siguiente teorema se demuestra que bajo ciertas hipótesis
los campos de vectores Newtonoides inducen simetŕıas de Cartan y por lo tanto leyes de
conservación. Este teorema generaliza el resultado obtenido en el caso k = 1 por Marmo y
Mukunda [69] para lagrangianos regulares.

Teorema 2.14. Sea L un lagrangiano regular en T 1
kQ. Supóngase que existe X ∈ X(T 1

kQ)
y (g1, . . . , gk) ∈ C∞(T 1

kQ) tal que

πΓ(X)(L) = LΓαg
α, ∀ sopde Γα.(2.23)

Entonces, se verifica:

i) Si Γ es lagrangiano entonces πΓ(X) es una simetŕıa de Cartan para L.

ii) Las funciones fα = θαL(X)− gα definen una ley de conservación para L.

Demostración. i) Dado que Γ es lagrangiano, hay que probrar que

(a) LπΓ(X)ω
α
L = 0 , (b) LπΓ(X)EL = 0 .

(a) Para cada α ∈ {1, ..., k} se denotan las 1-formas

ηα = LπΓ(X)θ
α
L − dgα.(2.24)

Primero se prueba que
iVαη

α = 0 , LΓαη
α(V ) = 0

para campos de vectores verticales arbitrarios V, V1, V2, . . . , Vk.
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La primera de las anteriores condiciones es equivalente al hecho de que ηα = ηαAdq
A son

1-formas semi-básicas. Además, utilizando el hecho de que

LΓαη
α = Γα(ηαA)dqA + ηαAdu

A
α ,

se sigue que la segunda condición implicará ηα = 0.
Sea Γα ∈ X(T 1

kQ) un sopde y Vα un campo de vectores vertical. Se sigue que Γ′α =
Γα − Vα también es un sopde. Ahora si se utiliza que θαL son 1-formas semi-básicas y Vα
son campos de vectores verticales, se tiene que iVαθ

α
L = 0. Además, haciendo uso de las

correspondientes reglas conmutativas, se obtiene que

iVαη
α = iVαLπΓ(X)θ

α
L − iVαdgα = iVαLπΓ(X)θ

α
L − LπΓ(X)iVαθ

α
L − iVαdgα

= i[Vα,πΓ(X)]θ
α
L − iVαdgα = iJα[Vα,πΓ(X)]dL− iVαdgα

= iπΓ(X)dL− iπΓ′ (X)dL− iVαdgα = Γα(gα)− Γ′α(gα)− Vα(gα) = 0.

En los cálculos anteriores se ha utilizado que

πΓ(X)− πΓ′(X) = X + Jα[Γα, X]−X − Jα[Γ′α, X] = Jα[Γα − Γ′α, X] = Jα[Vα, πΓ(X)]

y el hecho de que los sopdes Γ and Γ′ satisfacen las hipótesis (2.23).
Si se fija ahora Γ un sopde lagrangiano, y como L es regular entonces se verifica

LΓαθ
α
L = dL. Utilizando la notación (2.24) se tiene que

LΓαη
α = LΓαLπΓ(X)θ

α
L − LΓαdg

α = L[Γα,πΓ(X)]θ
α
L + LπΓ(X)LΓαθ

α
L − LΓαdg

α

= i[Γα,πΓ(X)]ω
α
L + LπΓ(X)dL− dΓα(gα) = i[Γα,πΓ(X)]ω

α
L + d(πΓ(X)(L)− Γα(gα))

= i[Γα,πΓ(X)]ω
α
L.

Usando el hecho de que [Γα, πΓ(X)] es un campo de vectores vertical, y la estructura k-
simpléctica en la fórmula (1.24) se anula cuando se evalúa en pares de campos de vectores
verticales, se sigue que para un campo de vectores vertical arbitrario V se tiene

LΓαη
α(V ) = ωαL([Γα, πΓ(X)], V ) = 0.

Luego, se ha probado que ηα = 0, lo que significa que

LπΓ(X)θ
α
L = dgα.(2.25)

Si ahora se aplica la derivada exterior en la fórmula anterior se sigue que LπΓ(X)ω
α
L = 0.

(b) Con la finalidad de probar que πΓ(X) es una simetŕıa de Cartan, se probrará que
πΓ(X)(EL) = 0. Para esto se utiliza el hecho de que ∆ = Jα(Γα) y entonces ∆(L) =
i∆dL = iΓαθ

α
L. Además,

πΓ(X)(EL) = πΓ(X)(∆(L))− πΓ(X)(L) = LπΓ(X)iΓαθ
α
L − LπΓ(X)L

= i[πΓ(X),Γα]θ
α
L + iΓαLπΓ(X)θ

α
L − πΓ(X)(L)

= iΓαLπΓ(X)θ
α
L − Γα(gα)

= iΓα
(
LπΓ(X)θ

α
L − dgα

)
= 0 ,
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donde se ha utilizado una vez más que [πΓ(X),Γα] es vertical y por lo tanto i[πΓ(X),Γα]θ
α
L = 0.

ii) Se ha probado que πΓ(X) es una simetŕıa de Cartan y satisface la fómula (2.25).
Teniendo en cuenta que Jα◦πΓ = Jα y el Teorema de Noether 2.6 se sigue que las funciones
fα = θαL(πΓ(X))− gα = θαL(X)− gα definen una ley de conservación para L.

El Teorema 2.14 extiende los resultados del Corolario 3.14 en [92]. Si X = ZC para
algún Z ∈ X(Q) y gα ∈ C∞(Q) entonces

LΓαg
α = Γα(gα) = uAα

∂gα

∂qA

πΓ(X) = πΓ(ZC) = ZC + Jα ◦ LΓαZ
C = ZC

donde se ha utilizado que ZC es Newtonoide, es decir, Jα ◦ LΓαZ
C = 0. Por lo tanto la

condición (2.23) se convierte en

ZC(L) = uAα
∂gα

∂qA
.

En caso de que se verifique la condición anterior, ZC es una simetŕıa de Cartan y las
funciones

fα = θαL(ZC)− gα = ZVα(L)− gα

definen una ley de conservación.
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Caṕıtulo 3

Campos de k-vectores invariantes

En este caṕıtulo se considera la acción (libre y propia) de un grupo de Lie G sobre
una variedad M , y su extensión natural a la acción del grupo de Lie sobre T 1

kM . Esto
permite introducir la noción de campos de k-vectores G-invariantes en T 1

kM , y campos de
k-vectores reducidos en T 1

kM/G.
Se describirá la integrabilidad de dichos campos de k-vectores en términos de la anula-

ción de la curvatura de ciertas conexiones asociadas a dichos campos de k-vectores.

3.1. Conexión asociada a un campo de k-vectores e

integrabilidad

En esta sección se describe la conexión en el fibrado trivial

Rk ×M →M

asociada a cada campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) ∈ Xk(M), y se demuestra que la
integrabilidad de X equivale a la anulación de la curvatura de dicha conexión, o también
a que los corchetes [Xα, Xβ] sean nulos, para cada α, β = 1, . . . , k.

3.1.1. Conexión en un fibrado

En esta sección se recordará la noción de conexión en un fibrado arbitrario, y se fijarán
notaciones.

Sea p : E → B un fibrado. Para cada e ∈ E, el espacio vertical VeE en el punto e es el
núcleo de la aplicación tangente

p∗(e) : TeE → Tp(e)B,

por lo tanto, la distribución vertical es

V E = {VeE = ker p∗(e) | e ∈ E} .

39
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Se denotará por E ×B TB el fibrado pull-back de p : E → B mediante la proyección
τB : TB → B.

Sea

(3.1) 0 // V E i //

""

TE
j //

��

E ×B TB //

yy

0

E

la sucesión exacta corta de fibrados sobre E, donde j es la aplicación definida por

j : TE → E ×B TB
ve 7→ (e, p∗(e)(ve)) .

e i es la inclusión canónica.
Una conexión en p : E → B está definida por una escisión por la derecha

γ : E ×B TB → TE ,

de la sucesión exacta corta (3.1), es decir una aplicación lineal γ que verifica

j ◦ γ = IdE×BTB ,

o por la correspondiente escisión por la izquierda (proyector vertical)

ω = IdTE − γ ◦ j : TE → V E ⊂ TE .

La aplicación

h = IdTE − ω = γ ◦ j

se denomina proyector horizontal de la conexión.
Cada conexión da lugar a la siguiente descomposición del espacio tangente a la variedad

E en cada punto

TeE = Imγ ⊕ Im i = HeE ⊕ VeE

o a la descomposición

TE = Imh⊕ Imω = HE ⊕ V E

en suma directa de los subfibrados horizontal HE y vertical V E.
La sucesión exacta corta anterior se extiende naturalmente al nivel de secciones de los

correspondientes fibrados en E,

0→ Sec(V E)→ X(E)→ Sec(E ×B TB)→ 0.

y tanto h como ω se pueden ver como campos de tensores, de tipo (1, 1), en E.
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Definición 3.1. La curvatura de la conexión es el campo de tensores de tipo (1, 2) en E,
definido por

K : X(E)× X(E) −→ XV (E)

(X, Y ) 7→ −ω([hX, hY ])

para cualesquiera campos de vectores X, Y ∈ X(E).

En la literatura se encuentran diferentes convenciones relacionadas con el signo de la
definición de la curvatura. En esta memoria se ha decidido utilizar una coherente con [1] y
[21] para acciones por la izquierda.

Sea T un campo de vectores en B. Se define su levantamiento horizontal T h como el
campo de vectores en E definido por

(3.2) T h(e) = γ(e, T (p(e))) .

También se utilizará el término “curvatura” para la restricción de K a dos levantamien-
tos horizontales y se utilizará la siguiente notación

(3.3) K(T, S) = −ω([T h, Sh]) ∈ XV (E)

donde T, S ∈ X(B).
Sean X e Y dos campos de vectores en E que proyectan en los campos T y S en B

respectivamente, es decir, T = Tp ◦X y S = Tp ◦ Y , en este caso se obtiene que

T h(e) = γ(e, T (p(e))) = γ(e, p∗(e)X(e)) = (γ ◦ j)(Xe) = h(Xe) ,

por lo tanto T h = h(X) y del mismo modo Sh = h(Y ). Teniendo en cuenta estas identidades
se tiene la siguiente relación,

K(T, S) = −ω([T h, Sh]) = −ω([h(X), h(Y )]) = K(X, Y ) .

Por lo tanto, para el caso de campos de vectores X e Y proyectables, las dos definiciones
alternativas de curvatura coinciden. En las siguientes secciones se se utilizarán ambas
definiciones.

3.1.2. Conexión asociada a un campo de k-vectores X

En esta sección utilizaremos los conceptos de campos de jets y secciones integrales de
campos de jets, véase [98].

Sea M una variedad diferenciable. Una sección arbitraria del fibrado trivial

π : Rk ×M → Rk

es de la forma
(IdRk , φ) : Rk → Rk ×M ,
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donde φ es una función de Rk en M .
El fibrado de jets J1π se identifica con Rk × T 1

kM , del siguiente modo:

j1
t (IdRk , φ) ≡

(
t, (. . . , φ∗(t)(

∂

∂tα

∣∣∣
t
), . . .)

)
= (t, φ(1)(t)).

Para cada campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk), el par

(IdRk ,X) : Rk ×M → Rk × T 1
kM,

define un campo de jets en π, esto es, una sección de la proyección canónica

π1,0 : J1π ≡ Rk × T 1
kM → Rk ×M ;

véase el siguiente diagrama

J1π ≡ Rk × T 1
kM

π1

��

π1,0

vv
Rk ×M

π
((

(IdRk ,X)
33

Rk .

En coordenadas locales, la sección (IdRk ,X) se escribe como

(IdRk ,X)(tα, xI) = (tα, xI , XI
α(x)) , 1 ≤ I ≤ dimM,

donde Xα = XI
α

∂

∂xI
.

Una sección ψ̄ = (IdRk , ψ) de π se llama sección integral del campo de jets (IdRk ,X) si

j1ψ̄ = (IdRk ,X) ◦ ψ̄ .

Puesto que

j1
t ψ̄ = j1

t (IdRk , ψ) = (t, ψ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
) = (IdRk ,X) ◦ ψ̄(t) = (t,Xα(ψ(t)) ,

se deduce que
(IdRk , ψ) es sección integral de (IdRk ,X) si y sólo si ψ es sección integral de X.

Es bien conocido que cada campo de jets se interpreta como una conexión (véase [98]
para más detalles).

En nuestro caso, el campo de jets (IdRk ,X) asociado a X se identifica con una conexión
en el fibrado trivial π : Rk ×M → Rk, es decir con una conexión γX

(3.4) 0 // Rk × TM i // T (Rk ×M)
j //M × TRk //

γX

hh
0
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en el fibrado trivial Rk ×M ; donde se han utilizado las identificaciones:

V (Rk ×M) = Rk × TM y (Rk ×M)×Rk TRk = M × TRk ,

que se describen a continuación

V(t,m)(Rk ×M) = {Z(t,m) ∈ T (Rk ×M) | π∗(t,m)(Z(t,m)) = 0}

= {Z(t,m) ∈ T (Rk ×M) | Z(t,m) = ZI ∂

∂xI

∣∣∣
(t,m)
}

≡ (t, ZI ∂

∂xI

∣∣∣
m

) ∈ Rk × TM ,

y
(Rk ×M)×Rk TRk = {((t,m), vt) ∈ (Rk ×M)× TRk} ≡M × TRk .

Entonces puesto que la aplicación j : T (Rk ×M)→M × TRk está definida por:

j(Z(t,m)) = j(Tα
∂

∂tα

∣∣∣
(t,m)

+ ZI ∂

∂xI

∣∣∣
(t,m)

) = ((t,m), π∗(t,m)Z(t,m))

= ((t,m), Tα
∂

∂tα

∣∣∣
t
) = (m,Tα

∂

∂tα

∣∣∣
t
) ∈M × TRk

la conexión
γX : M × TRk → T (Rk ×M)

en el fibrado
Rk ×M → Rk

asociada a X tiene la siguiente expresión local

(3.5) γX(m,Tα
∂

∂tα

∣∣∣
t
) = Tα

(
∂

∂tα

∣∣∣
(t,m)

+XI
α(m)

∂

∂xI

∣∣∣
(t,m)

)
.

La escisión por la izquierda

ωX : T (Rk ×M)→ V (Rk ×M) ≡ Rk × TM

es
ωX = IdT (Rk×M) − γX ◦ j ,

y teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, su expresión local es

(3.6) ωX

(
Tα

∂

∂tα

∣∣∣
(t,m)

+ Y I ∂

∂xI

∣∣∣
(t,m)

)
=

(
t, (Y I −XI

α T
α)

∂

∂xI

∣∣∣
m

)
∈ Rk × TM.

Se ha visto que el campo de jets (IdRk ,X) es integrable, si y sólo si X es integrable. Se
puede comprobar fácilmente (véase la Proposición 4.6.10 en [98]) que (IdRk ,X) es integrable
si y sólo si la curvatura KX de la conexión asociada a X es idénticamente nula.

Resumiendo, se verifica
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Proposición 3.2. El campo de k-vectores X es integrable si y sólo si la curvatura KX de
la conexión asociada a X es idénticamente nula.

Sean T y S dos campos de vectores en Rk con expresión local

T = Tα
∂

∂tα
y S = Sα

∂

∂tα

entonces, de (3.5) y (3.6) se obtiene que:

KX(T, S) = −ωX([γX(T ), γX(S)]) = −TαSβ[Xα, Xβ] .

De la Proposición 3.2 y de esta última identidad se deduce

Proposición 3.3. El campo de k-vectores X es integrable, si y sólo si la curvatura KX de
la conexión asociada es idénticamente nula, o equivalentemente con [Xα, Xβ] = 0,es decir

(3.7) XI
α

∂XJ
β

∂xI
−XI

β

∂XJ
α

∂xI
= 0,

para todo punto de M .

Observación 3.4. Para el caso particular M = T 1
kQ y X = Γ un sopde, la condición de

integrabilidad anterior (3.7),

0 = [Xα, Xβ] =

(
XI
α

∂XJ
β

∂xI
−XI

β

∂XJ
α

∂xI

)
∂

∂xI
=
(
Xα(XJ

β )−Xβ(XJ
α )
) ∂

∂xI

se escribe, en coordenadas canónicas (qA, uAα ) de T 1
kQ como sigue:

0 = [Γα,Γβ] =
(
Γα(uAβ )− Γβ(uAα )

) ∂

∂qA
+
(
Γα(ΓAβγ)− Γβ(ΓAαγ)

) ∂

∂uAγ

=
(
ΓAαβ − ΓAβα

) ∂

∂qA
+
(
Γα(ΓAβγ)− Γβ(ΓAαγ)

) ∂

∂uAγ

por lo tanto, las condiciones de integrabilidad (3.7) son equivalentes a las condiciones de
integrabilidad (1.19).

3.2. Campos de k-vectores invariantes

En esta sección, a partir de una acción Φ : G×M → M se define de modo canónico la
acción k-tangente ΦT 1

kM : G×T 1
kM → T 1

kM que permite introducir los campos de vectores
y k-vectores G-invariantes, tanto en M como en T 1

kM .
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Sean (xI) (con I = 1, . . . , dimM = m) coordenadas locales en U ⊂ M entonces las
coordenadas locales inducidas (xI , uI) en TU = τ−1

M (U) son

xI(um) = xI(m), uI(um) = um(xI), um ∈ TmM,

y las coordenadas
xI(um) = xI(m) , uIα(um) = uαm(xI)

donde um ∈ T 1
kU = (τ 1

M)−1(U), I = 1, . . . , dimM ; α = 1, . . . , k; es decir uIα son las α-
ésimas componentes del vector uαm de um con respecto a la base natural de TmM .

Sea
Φ : G×M →M

una acción libre y propia de un grupo de Lie G conexo en M . Entonces, la proyección

πM : M →M/G

en el conjunto de clases de equivalencia define una estructura de fibrado principal en M .
Se denotará por Φg : M →M y Φm : G→M las aplicaciones

Φg(m) = Φ(g,m) = g m, Φm(g) = Φ(g,m) = g m .

Definición 3.5. (1) Un campo de vectores W en M se dice que es invariante si

(Φg)∗(m)(W (m)) = W (Φg(m)) ,

para todo g ∈ G y m ∈M .

(2) El campo de vectores reducido W̆ ∈ X(M/G) está definido por la relación

(3.8) W̆ ◦ πM = TπM ◦W

es decir
W̆ (πM(m)) = (πM)∗(m)(W (m)) ,

para todo m ∈M .

Del mismo modo, toda función invariante

F : M → R

en M , es decir, que verifica que F ◦ Φg = F para cada g ∈ G, induce la función reducida
f : M/G→ R definida por

f(πM(m)) = F (m) m ∈M.

es decir f ◦ πM = F .
Se verifica que

(3.9) W (F ) = W (f ◦ πM) = W̆ (f) ◦ πM ,

esto es, W̆ (f) es la función reducida en M/G de la función invariante W (F ) en M .
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Definición 3.6. Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en M es G-invariante si y
sólo si cada Xα es G-invariante, es decir

(Φg)∗(m)(Xα(m)) = Xα(Φg(m)) m ∈M, 1 ≤ α ≤ k .

La acción Φ : G×M →M se extiende a una acción

ΦT 1
kM : G× T 1

kM → T 1
kM

que se llamará acción k-tangente, definida por

(3.10)
ΦT 1

kM : G× T 1
kM → T 1

kM

(g, v1m , . . . , vkm) 7→ ((Φg)∗(m)(v1m), . . . , (Φg)∗(m)(vkm)) ,

donde vm = (v1m , . . . , vkm) ∈ T 1
kM y g ∈ G.

Obsérvese que, para (g,vm) ∈ G× T 1
kM se verifica que

ΦT 1
kM(g,vm) = T 1

kΦg(vm) .

Consecuencia inmmediata de la definición anterior es que un campo de k-vectores X

en M es G-invariante si Φ
T 1
kM
g ◦X = X ◦ Φg, para todo g ∈ G.

Si la acción Φ: G×M →M se escribe en coordenadas locales como Φg(x
I) = (ΦI

g(x
J))

entonces la expresión local de ΦT 1
kM es

Φ
T 1
kM
g (xI , uIα) =

(
ΦI
g(x

J),
∂ΦI

g

∂xJ
uJα

)
.

Cuando la acción Φ es libre y propia, la estructura de espacio fibrado principal

πM : M →M/G

nos permite introducir el campo de k-vectores reducido X̆ en M/G de un campo de k-
vectores invariante X en M .

Si X = (X1, . . . , Xk) es G-invariante entonces el campo de k-vectores reducido X̆ =
(X̆1, . . . , X̆k) está definido por

X̆α(πM(m)) = (πM)∗(m)(Xα(m)) m ∈M, 1 ≤ α ≤ k.

Definición 3.7. El campo de k-vectores

X̆ = (X̆1, . . . , X̆k)

en M/G se denomina campo de k-vectores reducido del campo de k-vectores X.

De la relación (1.13) y de la definición anterior de X̆α se puede concluir fácilmente:
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Proposición 3.8. Si φ es una sección integral de un campo de k-vectores invariante X
en M , entonces φ̆ = πM ◦ φ es una sección integral del campo de k-vectores reducido X̆ en
M/G.

Demostración. Sea φ una sección integral de X, entonces se verifica que

Xα(φ(x)) = φ∗(x)

(
∂

∂tα

∣∣∣
x

)
,

de esta identidad y de la relación (3.7) se obtiene que,

X̆α(φ̆(x)) = X̆α((πM ◦ φ)(x)) = (πM)∗(φ(x)) (Xα(φ(x)))

= (πM)∗(φ(x))

(
φ∗(x)

(
∂

∂tα

∣∣∣
x

))
= φ̆∗(x)

(
∂

∂tα

∣∣∣
x

)
lo que concluye la demostración.

Observación 3.9. A lo largo de esta memoria se denotará por ξM el campo de vectores
fundamental para la acción Φ asociado a un elemento ξ del álgebra de Lie g del grupo de
Lie G. Las siguientes propiedades son conocidas,

Lema 3.10. Sea G un grupo de Lie conexo.

Una función f en M es invariante si y sólo si ξM(f) = 0 para todo ξ ∈ g.

Un campo de vectores X en M es invariante si y sólo si [X, ξM ] = 0 para todo ξ ∈ g.

Observación 3.11. El corchete de Lie [X, Y ] de dos campos de vectores X e Y G-
invariantes en M es G-invariante. En efecto, si los campos X e Y son invariantes entonces
[ξM , X] = [ξM , Y ] = 0 para todo ξ ∈ g y por lo tanto utilizando la identidad de Jacobi se
obtiene que

0 = [[X, Y ], ξM ] + [[ξM , X], Y ] + [[Y, ξM ], X] = [[X, Y ], ξM ] ,

lo que demuestra que [X, Y ] es un campo de vectores G-invariante.

Definición 3.12. Sea X un campo de vectores en M . La derivada de Lie LX de un campo
de k-vectores Y en M es el campo de k-vectores LXY en M cuyo α-ésimo componente
está dado por el campo de vectores [X, Yα] en M .

Una formulación equivalente utilizando el flujo φt del campo de vectores X es la si-
guiente

(3.11) LXY(m) = ĺım
t7→0

T 1
kφt(Y(m))−Y(m)

t
.

Por la Definición 3.6 se deduce que un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) es G-
invariante si y sólo si cada Xα es G-invariante, o lo que es lo mismo [Xα, ξM ] = 0 para todo
ξ ∈ g. Por lo tanto, utilizando la definición anterior de derivada de Lie de un campo de
k-vectores se obtiene que:

Un campo de k-vectores X es invariante en M si y sólo si LξMX = 0, para todo ξ ∈ g.
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3.3. Integrabilidad de un campo de k-vectores y su

reducido

En esta sección se probará que:
i) si un campo de k-vectores invariante X en M es integrable entonces su campo de

k-vectores reducido X̆ en M/G es integrable,
ii) si X̆ es integrable entonces [Xα, Xβ] es vertical para todo α, β = 1, . . . , k.
Ahora se describirán las coordenadas adaptadas en el fibrado principal πM : M →M/G

que se utilizarán en las próximas secciones.
Sea U ⊂ M/G un conjunto abierto tal que (πM)−1(U) es difeomorfo a U ×G (abierto

de trivialidad).
Sean (xi, xa) las coordenadas en el abierto de trivialidad (πM)−1(U), conteniendo a

U × {e}, donde e denota el emento neutro de G, es decir (xi) son las coordenadas en U , y
(xa) son las coordenadas en la fibra G.

Entonces, la expresión local de la proyección πM : M →M/G es

(3.12)
(πM)−1(U) ' U ×G −→ U

(xI) = (xi, xa) 7→ (xi),

donde 1 ≤ a ≤ dimG = d y 1 ≤ i ≤ dimM − dimG = m− d.
Teniendo en cuenta esta descomposición, la acción por la izquierda deG sobre (πM)−1(U) '

U ×G se escribe como sigue

Φg(x, h) = (x, gh).

Supongamos que la expresión local de un campo de k-vectores X en M es

(3.13) Xα = X i
α

∂

∂xi
+ X̃a

α

∂

∂xa
,

si además X es G-invariante entonces, cada Xα es G-invariante para todo α ∈ {1, . . . , k},
es decir,

(Φg)∗(m)(Xα(m)) = Xα(Φg(m)), m ∈M.

Si se calculan ambos términos de esta igualdad se obtienen las siguientes expresiones

(3.14)

(Φg)∗(m)(Xα(m)) = X i
α(m)

∂

∂xi

∣∣∣
gm

+ X̃a
α(m)

∂

∂xa
(xb ◦ Φg)

∂

∂xb

∣∣∣
gm
,

Xα(Φg(m)) = X i
α(gm)

∂

∂xi

∣∣∣
gm

+ X̃a
α(gm)

∂

∂xa

∣∣∣
gm
,

de las que se deduce que X i
α(m) = X i

α(gm), es decir, las funciones X i
α son funciones

invariantes en M y por lo tanto definen las funciones X̆ i
α en M/G.

De las expresiones (3.8) y (3.14) se deduce que
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Lema 3.13. El campo de k-vectores reducido X̆ = (X̆α) tiene la siguiente expresión local

(3.15) X̆α = X̆ i
α

∂

∂xi
,

donde X̆ i
α ◦ πM = X i

α.

Describimos a continuación la conexión asociada al campo de k-vectores reducido X̆.
Para ello, teniendo en cuenta (3.4), se considera la sucesión exacta corta

0 // Rk × T (M/G) i // T (Rk × (M/G))
j //

ωX̆

jj
(M/G)× TRk //

γX̆

jj
0

donde se han vuelto a utilizar las identificaciones:

V (Rk ×M/G) ≡ Rk × T (M/G)

y
(Rk ×M/G)×Rk TRk ≡M/G× TRk .

De (3.5) y de (3.15) se deduce que la conexión asociada al campo de k-vectores reducido
X̆, está determinada por la escisión por la derecha,

γX̆ : (M/G)× TRk → T (Rk × (M/G)) ,

cuya expresión local es

(3.16) γX̆([m], Tα
∂

∂tα

∣∣∣
t
) = Tα

(
∂

∂tα

∣∣∣
(t,[m])

+ X̆ i
α([m])

∂

∂xi

∣∣∣
(t,[m])

)
.

La correspondiente escisión por la izquierda es

ωX̆

(
Tα

∂

∂tα

∣∣∣
(t,[m])

+ Y i ∂

∂tα

∣∣∣
(t,[m])

)
= (Y i − X̆ i

αT
α)

∂

∂xi

∣∣∣
(t,[m])

≡
(
t, (Y i − X̆ i

αT
α)

∂

∂xi

∣∣∣
[m]

)
.

Se denotará la curvatura de la conexión asociada a X̆ por KX̆.
La siguiente proposición establece los resultados mencionados al principio de la Sec-

ción 3.3.

Proposición 3.14. (1) Si X es integrable, entonces también lo es el campo de k-vectores

reducido X̆, es decir KX̆ = 0.

(2) Si X̆ es integrable entonces los campos de vectores [Xα, Xβ] toman valores en la
distribución vertical de πM .

Demostración. Ambas propiedades se siguen fácilmente de la identidad TπM ◦ [Xα, Xβ] =

[X̆α, X̆β] ◦ πM .
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(1) Como X es integrable entonces [Xα, Xβ] = 0 y por lo tanto

0 = (πM)∗(m)([Xα, Xβ](m)) = ([X̆α, X̆β] ◦ πM)(m) = [X̆α, X̆β](πM(m))

para todo m ∈M , de donde se deduce que X̆ es integrable.

(2) Si se calcula el corchete de Lie de Xα y Xβ, donde Xα = X i
α

∂

∂xi
+ X̃a

α

∂

∂xa
, se obtiene

la siguiente expresión

[Xα, Xβ] = [X i
α

∂

∂xi
, Xj

β

∂

∂xj
] + [X i

α

∂

∂xi
, X̃b

β

∂

∂xb
]

+[X̃a
α

∂

∂xi
, Xj

β

∂

∂xj
] + [X̃a

α

∂

∂xa
, X̃b

β

∂

∂xb
]

donde el primero de los cuatro corchetes se anula por ser X̆ integrable y los otros
tres son verticales ya que, por ser X invariante, las funciones X i

α son G-invariantes y
por lo tanto no dependen de las variables coordenadas (xa).

Observación 3.15. Si X = (X1, . . . , Xk) es G-invariante y X̆ es integrable entonces

(3.17) [Xα, Xβ] =

[
X i
α

∂

∂xi
, X̃a

β

∂

∂xa

]
−
[
X i
β

∂

∂xi
, X̃a

α

∂

∂xa

]
+

[
X̃a
α

∂

∂xa
, X̃b

β

∂

∂xb

]
.

En este caṕıtulo se mostrará que la condición (3.17) puede “interpretarse” como la
anulación de la curvatura de cierta conexión en un fibrado principal asociado a una sección
integral de X̆.

3.3.1. El fibrado φ̆∗M → Rk asociado a una sección integral

En esta sección se construye un fibrado principal asociado a cada sección integral de
X̆, que servirá para que en la siguiente sección se establezca una nueva caracterización de
la integrabilidad de X y X̆.

Supóngase que el campo de k-vectores reducido X̆ en M/G es integrable, y sea φ̆ :
Rk →M/G una sección integral de X̆.

Sea φ̆∗M el fibrado pull-back del fibrado de πM : M →M/G

φ̆∗M //

π2

��

M

πM

��
Rk φ̆ //M/G

mediante φ̆ : Rk →M/G, es decir

φ̆∗M =
{

(t,m) ∈ Rk ×M : πM(m) = φ̆(t)
}
,
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y π2 : φ̆∗M → Rk es la proyección canónica π2(t,m) = t.
Como consecuencia de que πM : M → M/G es un fibrado principal se obtiene el si-

guiente resultado:

Lema 3.16. El fibrado pull-back π2 : φ̆∗M → Rk es un fibrado principal con grupo de
estructura G.

Demostración. En primer lugar se comprobará que la acción de G en φ̆∗M está bien defi-
nida,

G× φ̆∗M → φ̆∗M

(g, p = (t,m)) 7→ (t, gm),

como [gm] = [m] = φ̆(t) entonces (t, gm) ∈ φ̆∗M .
Sea i la inclusión i : φ̆∗M → Rk×M , se utilizará p para un punto en φ̆∗M , e i(p) = (t,m)

para su inclusión en Rk ×M .
A continuación se probará que π2 : φ̆∗M → Rk es un fibrado principal, véase [50]:

G actúa libremente en φ̆∗M por la izquierda,

(t,m) = g(t,m) = (t, gm)⇒ m = gm

y como la acción Φ es libre entonces se tiene que g es el elemento neutro de G.

φ̆∗M/G ≡ Rk.

Teniendo en cuenta la acción de G en φ̆∗M , se deduce que dado un elemento [p] ∈
φ̆∗M/G tal que p ∈ φ̆∗M e i(p) = (t,m) ∈ Rk ×M entonces

[p] = [(t,m)] = (t, [m]) = (t, φ̆(t))

y por lo tanto cualquier elemento [p] de φ̆∗M/G está completamente determinado
por un elemento t ∈ Rk, es decir, esta propiedad se sigue de la identificación

φ̆∗M/G → Rk

[p] 7→ t

donde π2(p) = t.

φ̆∗M es localmente trivial.

Sea p = (t,m) ∈ φ̆∗M y U un entorno abierto de t ∈ Rk, se define

ψ : π−1
2 (U) → G× U
(t,m) 7→ ψ(t,m) = (ϕ(t,m), π2(t,m)) = (ϕ(t,m), t)

siendo ϕ : π−1
2 (U) → G la trivialización definida por ϕ(t,m) = g−1, donde g es el

único elemento de G tal que φ̆(t) = gm, puesto que φ̆(t) = [m].
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Por lo tanto se tiene que

ϕ(h(t,m)) = ϕ(t, hm) = (gh−1)−1 = hg−1 = hϕ(t,m)

donde se ha utilizado que φ̆(t) = gm = gh−1hm.

A continuación, se probarán más propiedades que verifican las secciones integrales del
campo de k-vectores reducido.

Lema 3.17.

(1) Sea φ̆ : Rk → M/G una sección integral del campo de k-vectores reducido X̆. Se
verifica

(3.18) γX̆(φ̆(t), vt) = φ̂∗(t)(vt), para todo vt ∈ TtRk.

siendo φ̂ la aplicación

φ̂ : Rk → Rk ×M/G

t 7→ (t, φ̆(t))

y γX̆ la conexión asociada a X̆.

(2) El siguiente diagrama es conmutativo

φ̆∗M i //

π2

��

Rk ×M

π̄M=(IdRk ,πM )

��

p i //

π2

��

(t,m)

π̄M=(IdRk ,πM )

��
Rk φ̂ // Rk ×M/G t

φ̂ // (t, [m])

esto es

(3.19) π̄M ◦ i = φ̂ ◦ π2

Demostración. (1) Teniendo en cuenta la expresión (3.16), se obtiene:

φ̂∗(t)(vt) = vα

(
∂

∂tα

∣∣∣
φ̂(t)

+
∂φ̆i

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂xi

∣∣∣
φ̂(t)

)

γX̆(φ̆(t), vt) = vα

(
∂

∂tα

∣∣∣
φ̂(t)

+ X̆ i
α(φ̆(t))

∂

∂xi

∣∣∣
φ̂(t)

)
donde vt = vα

∂

∂tα

∣∣∣
t
∈ TtRk y la expresión local de φ̆ es φ̆(t) = (φ̆i(tα)).

Por lo tanto se verifica (3.18) si y sólo si

(3.20) X̆ i
α(φ̆(t)) =

∂φ̆i

∂tα

∣∣∣
t
,

que es consecuencia de que φ̆ sea sección integral de X̆.
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(2) Sea p un punto arbitrario de φ̆∗M , entonces

(π̄M ◦ i)(p) = π̄M(t,m) = (IdRk , πM)(t,m) = (t, [m])

y

(φ̂ ◦ π2)(p) = φ̂(t) = (t, φ̆(t))

pero [m] y φ̆(t) coinciden por la definición de φ̆∗M .

3.3.2. Integrabilidad del campo de k-vectores reducido y cone-
xiones en φ̆∗M

Con la finalidad de describir el corchete de la ecuación (3.17) como la curvatura de una

conexión, se definirá una conexión ωφ̆,X en φ̆∗M , utilizando la conexión ωX asociada a X.
Las coordenadas locales en φ̆∗M son (tα, xa), puesto que para un punto p = (t,m) ∈

φ̆∗M se verifica

tα(p) = tα, xi(p) = xi(m) = xi(πM(m)) = xi(φ̆(t)), xa(p) = xa(m) ,

y por lo tanto las expresiones locales de i y π2 son

(3.21) i(tα, xa) = (tα, φ̆i(t), xa) π2(tα, xa) = (tα) .

En estas coordenadas, los vectores Vp tangentes a φ̆∗M (en un punto p) son localmente de
la forma

(3.22) Vp = Tα
∂

∂tα

∣∣∣
p

+ Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
p
.

De (3.20) y (3.21) se deduce que

i∗(p)

(
∂

∂tα

∣∣∣
p

)
=

∂

∂tα

∣∣∣
(t,m)

+
∂φ̆i

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂xi

∣∣∣
(t,m)

=
∂

∂tα

∣∣∣
(t,m)

+ (X̆ i
α ◦ φ̆)(t)

∂

∂xi

∣∣∣
(t,m)

,

i∗(p)

(
∂

∂xa

∣∣∣
p

)
=

∂

∂xa

∣∣∣
(t,m)

,

por lo tanto la expresión local de

i∗(p)(Vp) ∈ T(t,m)(Rk ×M) ≡ TtRk × TmM.

es

(3.23) i∗(p)(Vp) = Tα
∂

∂tα

∣∣∣
(t,m)

+ (X̆ i
α ◦ φ̆)(t)Tα

∂

∂xi

∣∣∣
(t,m)

+ Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
(t,m)

.
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Puesto que los vectores verticales para el fibrado π2 son aquellos con Tα = 0, es decir,
tienen expresión local

Vp = Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
p
.

deducimos que

i∗(p)(Vp) = Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
(t,m)
∈ T (Rk ×M) ≡

(
t, Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
m

)
∈ Rk × TM

es decir, los vectores verticales para π2 se identifican con los elementos en Rk×VM , donde
VM es la distribución vertical de πM : M →M/G.

Fjado X, sea ωX la conexión asociada a X,

ωX : T (Rk ×M)→ Rk × TM .

Para Vp ∈ T (φ̆∗M), con i(p) = (t,m), se sigue de (3.6) y (3.23) que

(3.24) ωX(i∗(p)(Vp)) =

(
t, (Ỹ a − X̃a

α(m)Tα)
∂

∂xa

∣∣∣
m

)
.

Como el segundo elemento, (Ỹ a − X̃a
α(m)Tα)

∂

∂xa

∣∣∣
m

, es claramente πM -vertical en M ,

se puede utilizar para definir una conexión en φ̆∗M .
Una conexión en π2 : φ̆∗M → Rk es una escisión γφ̆,X de la sucesión exacta corta

0 // V (φ̆∗M) ≡ Rk × VM i // T (φ̆∗M)
j //

ωφ̆,X

jj
φ̆∗M ×Rk TRk //

γφ̆,X

hh
0 .

Definición 3.18. La conexión principal γφ̆,X en φ̆∗M , se define mediante la aplicación
conexión del siguiente modo

(3.25) ωφ̆,X(Vp) = ωX(i∗(p)(Vp)) ∈ Rk × VmM.

Su expresión, en coordenadas, es (3.24).

Efectivamente, la conexión γφ̆,X es principal, para probarlo en primer lugar se estudiarán
los campos de vectores fundamentales en φ̆∗M .

Sea p un punto en φ̆∗M tal que i(p) = (t,m), entonces

Φφ̆∗M
p : G → φ̆∗M

g 7→ gp ,

donde i(gp) = (t, gm) y por lo tanto, el siguiente diagrama

G

ΦMm ''

Φφ̆
∗M
p // φ̆∗M

(πM)−1([m]) ⊂M

it

77



3.3.2 Integrabilidad del campo de k-vectores reducido y conexiones en φ̆∗M 55

es conmutativo, es decir

Φφ̆∗M
p (g) = it(Φ

M
m (g))

siendo it la aplicación definida como sigue

it : (πM)−1([m]) ⊂M → φ̆∗M

n 7→ p̄ ,

donde i(p̄) = (t, n).
Por lo tanto, para cualquier elemento ξ ∈ g se obtiene que

ξφ̆∗M(p) = (Φφ̆∗M
p )∗(e)(ξ) = (it ◦ Φm)∗(e)(ξ) = (it)∗(Φm(e))(Φm)∗(e)(ξ)

= (it)∗(m)ξM(m) .

Puesto que VM ≡M × g,

∂

∂xa

∣∣∣
m

= (ΦM
m )∗(e)

(
∂

∂xa

∣∣∣
e

)
= (ΦM

m )∗(e)Ea ≡ (m,Ea) ∈M × g

y ωφ̆,X es una aplicación en T (φ̆∗M)→ V (φ̆∗M) ≡ Rk × VM entonces se puede definir

ϑφ̆,X : T (φ̆∗M) → g

Vp 7→ ϑφ̆,X(Vp) = (Ỹ a − X̃a
α(m)Tα)Ea .

Ahora se probará que la conexión γφ̆,X es principal, véase [21],

i) ϑφ̆,X(ξφ̆∗M) = ξ

Si se denota ξM(m) = ξa
∂

∂xa

∣∣∣
m

donde i(p) = (t,m), entonces

ϑφ̆,X(ξφ̆∗M(p)) = ϑφ̆,X((it)∗(m)(ξM(m))) = ϑφ̆,X(ξa
∂

∂xa

∣∣∣
p
) = ξaEa = ξ .

ii) ϑφ̆,X((Φφ̆∗M
g )∗(p)(Vp)) = Adg(ϑ

φ̆,X(Vp))

En primer lugar, si Vp es horizontal con i(p) = (t,m), entonces

Vp = Tα
(
∂

∂tα

∣∣∣
p

+ X̆a
α(m)

∂

∂xa

∣∣∣
p

)
y por lo tanto

(Φφ̆∗M
g )∗(p)(Vp) = Tα

(
∂

∂tα

∣∣∣
gp

+ X̆a
α(m)

∂(xb ◦ φg)
∂xa

∣∣∣
m

∂

∂xb

∣∣∣
gp

)

= Tα
(
∂

∂tα

∣∣∣
gp

+ X̆a
α(gm)

∂

∂xa

∣∣∣
gp

)



56 3 Campos de k-vectores invariantes

donde en la última igualdad se ha utilizado (3.14) puesto que X es G-invariante.

Aśı por esta expresión local se deduce que (Φφ̆∗M
g )∗(p)(Vp) es horizontal y por lo

tanto

ϑφ̆,X((Φφ̆∗M
g )∗(p)(Vp)) = (TαX̆a

α(gm)− X̆a
α(gm)Tα)Ea = 0

donde i(gp) = (t, gm).

Por otro lado,

Adg(ϑ
φ̆,X(Vp)) = 0 .

Ahora si Vp es vertical, es decir Vp = ξφ̆∗M para algún ξ ∈ g.

ϑφ̆,X((Φφ̆∗M
g )∗(p)(ξφ̆∗M(p))) = ϑφ̆,X((Φφ̆∗M

g−1 )∗(ξφ̆∗M(gp)))

= ϑφ̆,X((Adgξ)φ̆∗M(gp)) = Adgξ

Por lo tanto, por verificarse las condiciones i) y ii) se concluye que la conexión γφ̆,X es
principal.

A continuación se estudiará la curvatura de esta conexión, para ello es necesario intro-
ducir el correspondiente levantamiento horizontal T h de un campo de vectores

T = Tα
∂

∂tα

en Rk,

T h = γφ̆,X(T ) = Tα
(
∂

∂tα
+ (X̃a

α ◦ π1)
∂

∂xa

)
∈ X(φ̆∗M) ,

donde π1 : φ̆∗M →M denota la composición de las aplicaciones pr2 ◦ i, véase (3.2).

Si

T = Tα
∂

∂tα
y S = Sα

∂

∂tα

son dos campos de vectores en Rk entonces la curvatura de la conexión ωφ̆,X es

K φ̆,X(T, S) = −ωφ̆,X([γφ̆,X(T ), γφ̆,X(S)])(3.26)

= −TαSβ
((

∂(X̃a
β ◦ π1)

∂tα
− ∂(X̃a

α ◦ π1)

∂tβ

)
∂

∂xa
+

[
(X̃a

α ◦ π1)
∂

∂xa
, (X̃b

β ◦ π1)
∂

∂xb

])

Haciendo el siguiente cálculo

∂(X̃a
β ◦ π1)

∂tα
=

(
∂X̃a

β

∂xm
◦ π1

)
∂φ̆m

∂tα
=

(
∂X̃a

β

∂xm
◦ π1

)
(X̆m

α ◦ φ̆) =

(
∂X̃a

β

∂xm
Xm
α

)
◦ π1
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donde se ha utilizado la regla de la cadena y que φ̆ es sección integral de X̆, y además
como X i

α son funciones invariantes, entonces ∂X i
α/∂x

a = 0, y por lo tanto se deduce que
el primer sumando de (3.26) es(

∂(X̃a
β ◦ π1)

∂tα
− ∂(X̃a

α ◦ π1)

∂tβ

)
∂

∂xa
=

(
∂X̃a

β

∂xi
X i
α −

∂X̃a
α

∂xi
X i
β

)
◦ π1

∂

∂xa

=

([
X i
α

∂

∂xi
, X̃a

β

∂

∂xa

]
−
[
X i
β

∂

∂xi
, X̃a

α

∂

∂xa

])
◦ π1(3.27)

finalmente substituyendo (3.27) en (3.26) se obtiene que

Tπ1(K φ̆,X(T, S)) =(3.28)

−TαSβ
([
X i
α

∂

∂xi
, X̃a

β

∂

∂xa

]
−
[
X i
β

∂

∂xi
, X̃a

α

∂

∂xa

]
+

[
X̃a
α

∂

∂xa
, X̃b

β

∂

∂xb

])
◦ π1.

Si se compara esta identidad con la expresión (3.17), se concluye de la Proposición 3.14
que:

Proposición 3.19. Un campo de k-vectores G-invariante X es integrable si y sólo si

i) su campo de vectores reducido X̆ es integrable (es decir, la curvatura de la conexión
asociada a X̆ es idénticamente nula) y

ii) la curvatura de la conexión ωφ̆,X es idénticamente nula para cada sección integral
φ̆ : Rk →M/G de X̆.

Demostración. Sea X un campo de k-vectores G-invariante e integrable. Entonces por la
primera parte de la Proposición 3.14, se obtiene que X̆ es integrable.

Además, la integrabilidad de X es equivalente a que [Xα, Xβ] = 0. Como la curvatura

(3.28) de la conexión ωφ̆,X coincide con la parte vertical (3.17) de [Xα, Xβ], se concluye que

la curvatura de ωφ̆,X es cero.

Rećıprocamente, si X̆ es integrable entonces por la segunda parte de la Proposición 3.14,
los campos de vectores [Xα, Xβ] toman valores en la distribución vertical de πM , y esta
parte vertical está determinada por (3.17). Además esta expresión coincide con la curvatura

de la conexión ωφ̆,X que es cero. Por lo tanto [Xα, Xβ] = 0.

De la proposición anterior se deduce que si φ̆ es una sección integral de X̆ entonces existe
una sección integral φ de X que proyecta en φ̆ tal que la curvatura de la conexión ωφ̆,X es
idénticamente nula. En la Sección 5 se proporcionará un método que permitirá reconstruir
realmente una sección integral φ de X, a partir de una sección integral φ̆ del campo de
k-vectores reducido X̆.
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3.4. Conexión principal en πM : M → M/G y referen-

cia asociada

Supóngase que se tiene una conexión principal en el fibrado principal

πM : M →M/G

construiremos una referencia local {ZA} en M asociada a dicha conexión, que juega un
papel fundamental en el resto de la primera parte de la memoria.

Se considerarán tres conjuntos de campos de vectores

{Xi}, {Ẽa}, {Êa}

en M donde i = 1, . . . , dimM − dimG = m− d; a = 1, . . . , dimG = d, que se describen a
continuación.

El primer conjunto, {Xi}, son los levantamientos horizontales de una base coordenada
de campos de vectores ∂/∂xi en M/G dada por la conexión principal.

Estos campos de vectores son G-invariantes por construcción, y forman una base del
subespacio horizontal en cualquier punto.

Los otros dos conjuntos de campos de vectores, {Ẽa} y {Êa}, formarán una base para
el subespacio vertical de πM en cada punto.

Los campos de vectores {Ẽa} = {(Ea)M} son los campos de vectores fundamentales en
M , asociado a la base {Ea} del álgebra de Lie g.

En general, no son campos de vectores invariantes. Como son verticales por construc-
ción, se denotará su expresión local como sigue

(3.29) Ẽa = Kb
a

∂

∂xb
, 1 ≤ a, b ≤ d,

para alguna matriz no singular (Kb
a).

Se denota la aplicación adjunta por

Ad : G → Aut(g)

g 7→ Ad(g) ≡ Adg : g→ g .

Los campos de vectores Êa están definidos por

(3.30) Êa(x, g) = (Adg−1Ea)M(x, g),

donde se está utilizando la trivialización local (3.12), y la notación ξM se refiere una vez
más a campos de vectores fundamentales definidos por ξ ∈ g.

Los campos de vectores Êa son invariantes, en efecto para cada h ∈ G se verifica

(Φh)∗(x, g)Êa(x, g) = (Φh)∗(x, g)(Adg−1Ea)M(x, g)

= (Φh)∗(x, g)
(

(Φg)∗(x, e)Ẽa(x, e)
)

= (Φhg)∗(x, e)Ẽa(x, e) ,
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y por otro lado

Êa(Φh(x, g)) = Êa(x, hg) = (Ad(hg)−1Ea)M(x, hg) = (Φhg)∗(x, e)Ẽa(x, e) ,

de donde se deduce la invarianza de los campos de vectores Êa.
A continuación se muestran ciertas propiedades de los campos de vectores {Xi, Ẽa, Êa}.

Relación entre Êa y Ẽa

De la definición de Êa, véase (3.30), se sigue que

Êa(x, g) = (Adg−1Ea)M(x, g) = (Φg)∗(x, e)
(
Aba(g)Eb(x, e)

)
= Aba(g)(Φg)∗(x, e)Eb(x, e) = Aba(g)Ẽb(x, g) ,

y por lo tanto, la relación entre Êa y Ẽa es

(3.31) Êa(x, g) = Aba(g)Ẽb(x, g),

donde (Aba(g)) es la matriz de Adg−1 : g→ g, con respecto a la base {Ea} de g. En particular
Aba(e) = δba.

Relación entre Xi y Êa

Si se escribe el campo de vectores Xi como

(3.32) Xi =
∂

∂xi
− γbi (xi, xa)Êb, 1 ≤ i ≤ m− d,

entonces se obtiene que

(Φh)∗(x, g)Xi(x, g) =
∂

∂xi

∣∣∣
(x,hg)

− γbi (x, g)Êa(x, hg)

donde se ha utilizado que los campos de vectores Êa son invariantes. Además se verifica
que

Xi(Φh(x, g)) = Xi(x, hg) =
∂

∂xi

∣∣∣
(x,hg)

− γbi (x, hg)Êa(x, hg)

por lo tanto la invarianza de Xi, (Φh)∗Xi = Xi, equivale a que

(3.33) ∂γbi /∂x
a = 0 .

Corchetes de Lie entre Xi, Êa y Ẽa

De (3.3) se deduce que la expresión local de la curvatura de una conexión en πM : M →
M/G es

KM = Ka
ij Êa ⊗ (dxi ⊗ dxj)

Los corchetes de Lie de los campos de vectores anteriores se recogen en la siguiente propo-
sición (véase [78]):
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Proposición 3.20. Se verifican las siguientes igualdades

(3.34)
[Ẽa, Ẽb] = −Cc

abẼc, [Êa, Êb] = Cc
abÊc, [Xi, Ẽa] = 0,

[Xi, Êa] = Υb
iaÊb, [Xi, Xj] = −Ka

ijÊa, [Ẽa, Êb] = 0.

donde

Cc
ab son las constantes de estructura del álgebra de Lie g,

Υb
ia = −γciCb

ca,

Además, las componentes locales Ka
ij de la curvatura KM (con respecto a la referencia

vertical Êa), es

Ka
ij =

∂γcj
∂xi
− ∂γci
∂xj

+ γai γ
b
jC

c
ab .

Demostración. [Ẽa, Ẽb] = [(Ea)M , (Eb)M ] = −([Ea, Eb])M = −(Cc
abEc)M = −Cc

abẼc.

Puesto que el corchete de Lie de dos campos de vectores invariantes por la izquierda
es invariante por la izquierda, se deduce que [Êa, Êb] es invariante por la izquierda.
Además existe un isomorfismo entre los campos de vectores invariantes por la izquier-
da y el álgebra de Lie g que preserva el corchete de Lie, por lo tanto [Êa, Êb] = Cc

abÊc.

Como Xi es invariante, [Xi, Ẽa] = 0.

[Xi, Êa] = [
∂

∂xi
− γbi Êb, Êa] = −γbi [Êb, Êa] = γbiC

c
baÊc = Υc

iaÊc.

[Xi, Xj] = [
∂

∂xi
,
∂

∂xj
] − [

∂

∂xi
, γbj Êb] − [γai Êa,

∂

∂xj
] + [γai Êa, γ

b
j Êb] = −[

∂γcj
∂xi
− ∂γci
∂xj

+

γai γ
b
jC

c
ab]Êc.

Si se escribe el proyector horizontal hM = id− ωM en coordenadas locales

hM = (
∂

∂xi
− γbi Êb)⊗ dxi = (

∂

∂xi
− γbiAcbKa

c

∂

∂xa
)⊗ dxi ,

entonces la curvatura KM se escribe localmente como

KM =
1

2

(
−
∂γbj
∂xi

AcbK
a
c +

∂γbi
∂xj

AcbK
a
c

+γdiA
b
dK

b
cγ

f
j

∂(AefK
a
e )

∂xb
− γdjAcdKb

cγ
f
i

∂(AefK
a
e )

∂xb

)
∂

∂xa
⊗ (dxi ∧ dxj)

véase [98].
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Por lo tanto por un cálculo directo se obtiene que

KM = Ka
ijÊa ⊗ (dxi ⊗ dxj),

donde

Ka
ij =

∂γcj
∂xi
− ∂γci
∂xj

+ γai γ
b
jC

c
ab,

entonces se concluye que [Xi, Xj] = −Ka
ijÊa.

Como Êb es invariante, [Ẽa, Êb] = 0.

3.4.1. Integrabilidad de campos de k-vectores reducidos y fibrado
adjunto

En la Proposición 3.19 se demostró que la integrabilidad del campo de k-vectores X es
equivalente a la integrabilidad del campo de k-vectores reducido X̆ y a la anulación de la
curvatura de la conexión γφ̆,X.

En esta sección se expresará la condición ii) de la Proposición 3.19, referida a la anula-
ción de la curvatura, en función de secciones del fibrado adjunto y del campo de k-vectores
reducido.

En primer lugar, se estudiará como a cada sección σ : M/G→ TM/G de la proyección
κM : TM/G → M/G se le asocia un campo de vectores Π∗(σ) en M . Además, se pro-
bará que una sección Ēa del fibrado adjunto puede considerarse como una sección de κM ,
y por lo tanto asociarle un campo de vectores que será precisamente Π∗(Ēa) = Êa.

Sea m ∈M , y se considera la aplicación

Πm : τ−1
M (m) ⊂ TM → (κM)−1([m]) ⊂ TM/G

donde τM : TM →M es la proyección canónica. La aplicación Πm es un isomorfismo lineal.
Sea σ una sección de κM , se define el campo de vectores Π∗(σ) en M como sigue

(Π∗(σ))(m) = Π−1
m (σ([m]))

de forma que el siguiente diagrama

TM

τM

��

Π // TM/G

κM
��

M
πM //

Π∗(σ)

BB

M/G .

σ

YY

es conmutativo.
Los campos de vectores Π∗(σ) aśı definidos son invariantes. Teniendo en cuenta que

para [vm] ∈ TM/G, se sigue directamente que

Πgm

(
(Φg)∗(m)(Π−1

m ([vm]))
)

= Πgm((Φg)∗(m)(vm)) = [(Φg)∗(m)(vm)] = [vm] ,
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o equivalentemente (Φg)∗(m) ◦ Π−1
m = Π−1

gm. Entonces,

(Π∗(σ))(gm) = Π−1
gm(σ([gm])) = (Φg)∗(m)(Π−1

m (σ([m]))) = (Φg)∗(m)(Π∗(σ)(m))

Por lo tanto, a cada sección σ de la proyección κM : TM/G→M/G se le puede asociar
un campo de vectores Π∗(σ) en M . A continuación, se le asociará a cada sección del fibrado
adjunto ḡ un campo de vectores en M , para ello en primer lugar se mostrará que existe un
isomorfismo que permite considerar cada sección del fibrado adjunto como una sección de
κM .

Dado el fibrado adjunto
ḡ = (M × g)/G→M/G ,

existe un isomorfismo, véase [21]

(3.35)
αA : TM/G → T (M/G)⊕ ḡ

[vm] 7→ αA([vm]) = (πM)∗(m)(vm)⊕ [m,A(vm)] ,

donde A : TM → g es una conexión principal.
Para cada elemento Ea de la base de g se considera la sección del fibrado adjunto Ēa

definido como sigue

Ēa : M/G → ḡ = (M × g)/G

x 7→ [(x, e), Ea] ,

donde e es el elemento neutro del grupo de Lie G, x es un punto del abierto de trivialidad
U ⊂ M/G y se denota (x, e) = ψ(x, e) ∈ (πM)−1(U) ⊂ M , siendo ψ el homeomorfismo de
la trivialización local

U ×G ψ //

pr1
""

(πM)−1(U)

πMyy
U .

Teniendo en cuenta el isomorfismo (3.35) se considera la sección Ēa del fibrado adjunto
como una sección

Ēa : M/G → TM/G

x 7→
[
Ẽa(x, e)

]
Se define el levantamiento vertical de Ēa como el campo de vectores vertical e invariante

en M , definido por
Ēv
a(m) = Π∗(Ēa)(m) = Π−1

m (Ēa([m]))

Sea m ∈ M tal que πM(m) = [m] = x ∈ M/G entonces existe un único g ∈ G tal que
m = gx, y por lo tanto

Ēv
a(m) = Π∗(Ēa)(m) = Π−1

m (Ēa([m])) = Π−1
gx (Ēa(x)) = Π−1

gx

([
Ẽa(x, e)

])
= (Φg)∗(x, e)Ẽa(x, e) = Êa(gx) = Êa(m)
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donde se ha utilizado que si Π−1
gm([vm]) = Zgm entonces [vm] = Πgm(Zgm) = [Zgm] y por lo

tanto Zgm = (Φg)∗(m)(vm).

Es decir, se identifican campos de vectores verticales invariantes en M con secciones en
el fibrado adjunto ḡ,

(XaĒa)
v = XaÊa,

véase por ejemplo [22].

El levantamiento horizontal determinado por una conexión principal asocia a cada
campo de vectores X̆ = X̆ i∂/∂xi en M/G el campo de vectores horizontal e invariante

Xh = X̆ iXi

en M . La descomposición de un campo de vectores G-invariante X en una parte horizontal
y otra vertical es entonces

(3.36) X = X̆h + X̄v = X̆ iXi +XaÊa

para ciertos X̆ ∈ X(M/G) y X̄ ∈ Sec(ḡ→M/G). Ambos coeficientes X̆ i y Xa se identifi-
can con funciones G-invariantes en M , y además con funciones en M/G.

Sea X = X i ∂

∂xi
+Xa ∂

∂xa
un campo de vectores G-invariante en M , entonces se escribe

la descomposición

X = X̆ iXi + (X̆ iγib +Xa(AcbK
a
c )−1)Êb = X̆h + X̄v

donde X̆ = X̆ i ∂

∂xi
y X̄ = (X̆ iγib +Xa(AcbK

a
c )−1)Ēb, siendo X̆ i = X i ◦ πM .

A continuación, se calculará el corchete de Lie [X, Y ] de dos campos de vectores X e
Y G-invariantes, teniendo en cuenta su descomposición en la parte vertical y horizontal.

El corchete de Lie [X̄, Ȳ ] de secciones del fibrado adjunto ḡ→M/G está determinado
por

[X̄, Ȳ ]v = [X̄v, Ȳ v] ó [Ēa, Ēb] = Cc
abĒc,

y la derivada covariante ∇ asociada al fibrado adjunto ḡ = (M × g)/G→M/G,

∇ : X(M/G)× Sec(ḡ) → Sec(ḡ)

(X̆, Ȳ ) 7→ ∇X̆ Ȳ

se define como

(∇X̆ Ȳ )v = [X̆h, Ȳ v] ó ∇ ∂

∂xi

Ēa = Υb
iaĒb,

véase [21] para más detalles.
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Sean entonces X e Y dos campos de vectores invariantes, se obtiene la siguiente expre-
sión, véase por ejemplo el Teorema 5.2.4 en [21], o [77],

[X, Y ] = [X̆h, Y̆ h] + [X̆h, Ȳ v] + [X̄v, Y̆ h] + [X̄v, Ȳ v]

= h([X̆h, Y̆ h]) + ωM([X̆h, Y̆ h]) + (∇X̆ Ȳ )v − (∇Y̆ X̄)v + ([X̄, Ȳ ])v

= ([X̆, Y̆ ])h + ωM([X̆h, Y̆ h]) +
(
∇X̆ Ȳ −∇Y̆ X̄ + [X̄, Ȳ ]

)v
.

Además, si se considera la identificación de KM(X̆, Y̆ ) = −ωM([X̆h, Y̆ h]) (que es un
campo de vectores vertical)

(3.37) (K̄M(X̆, Y̆ ))v = −ωM([X̆h, Y̆ h])

donde KM es la curvatura de la conexión ωM . Entonces se obtiene la siguiente descompo-
sición del corchete de Lie [X, Y ]

(3.38) [X, Y ] = ([X̆, Y̆ ])h + (∇X̆ Ȳ −∇Y̆ X̄ + [X̄, Ȳ ]− K̄M(X̆, Y̆ ))v .

Si X = (Xα) es un campo de k-vectores G-invariante en M , entonces la descomposición
(3.36) define un campo de k-vectores reducido X̆ = (X̆α) en M/G y una sección X̄ = (X̄α)
de ḡk = ḡ× k. . . ×ḡ→M/G.

Proposición 3.21. Dada una conexión principal ωM en el fibrado principal πM : M →
M/G, un campo de k-vectores G-invariante X es integrable si y sólo si

(1) X̆ es integrable y

(2) ∇X̆α
X̄β −∇X̆β

X̄α + [X̄α, X̄β]− K̄M(X̆α, X̆β) = 0.

Demostración. La integrabilidad de X está determinada por la anulación del corchete
[Xα, Xβ]. Pero como se tiene,

[Xα, Xβ] = ([X̆α, X̆β])h + (∇X̆α
X̄β −∇X̆β

X̄α + [X̄α, X̄β]− K̄M(X̆α, X̆β))v

deben anularse los dos sumandos. Lo que concluye la prueba.

La primera condición significa que la curvatura de la conexión asociada a X̆ debe
anularse. Si se denota

(3.39) Xα = (X̆α)h + (X̄α)v = X i
αXi +Xa

αÊa,

entonces de (3.13), (3.29), (3.31) y (3.32), se deduce que

(3.40) X̃a
α = (Xc

α − X̆ i
αγ

c
i )A

b
cK

a
b .
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En coordenadas locales, si se tienen en cuenta las siguientes igualdades

∇X̆α
X̄β = X i

αX
a
βΥb

iaĒb + X̆ i
α

∂Xa
β

∂xi
Ēa ,

KM(X̆α, X̆β) = X̆ i
αX̆

j
βK

a
ijĒa ,

[X̄α, X̄β] = Xa
αX

b
βC

c
abĒc ,

entonces la segunda condición de la Proposición 3.21 es

(3.41) X̆α(Xb
β)− X̆β(Xb

α) + (X̆ i
αX

a
β − X̆ i

βX
a
α)Υb

ia + Cb
acX

a
αX

c
β −Kb

ijX̆
i
αX̆

j
β = 0.

Comparando la Proposición 3.19 y la Proposición 3.21 se obtiene que la expresión (3.41)

es equivalente a la anulación de la curvatura de la conexión γφ̆,X para cada sección integral
φ̆, y por lo tanto es equivalente con la condición (3.17).

La expresión (3.41) será necesaria más tarde en la Sección 4.4 para caracterizar la
integrabilidad de un sopde lagrangiano.

A continuación, se mostrará como a partir de una conexión principal ωM , se puede
construir la conexión γφ̆,X en dos pasos consecutivos. Esta construcción será útil para
comparar los resultados obtenidos con los resultados de [30].

Sea el fibrado pull-back φ̆∗M → Rk. Se denota la aplicación p ∈ φ̆∗M → m ∈M , como
antes, por π1. Entonces se define una nueva conexión principal ωφ̆ en φ̆∗M como

(3.42) ωφ̆(Vp) = ωM((π1)∗(p)(Vp)), ∀Vp ∈ T (φ̆∗M).

Los vectores tangentes a φ̆∗M (en un punto i(p) = (t,m) con φ(t) = π(m) ∈ M/G) se
escriben en coordenadas locales de la siguiente manera

i∗(Vp) = Tα
∂

∂tα

∣∣∣
t
+ (X̆ i

α ◦ φ̆)TαXi(m) + Y aÊa(m),

(π1)∗(Vp) = (X̆ i
α ◦ φ̆)TαXi(m) + Y aÊa(m).

La relación entre Y c y Ỹ a de la expresión (3.23) es

(3.43) Ỹ a = (Y c − Tα(X̆ i
α ◦ φ̆)γci )A

b
cK

a
b .

Una expresión local para esta conexión entonces es

ωφ̆(Vp) = Y aÊa(m).

Sea X̄ = (X̄α = Xa
αĒa) una sección de ḡk → M/G. Se puede levantar verticalmente la

sección (Xa
α ◦ φ̆)Ēa de φ̆∗M y sumarla a la conexión ωφ̆ para formar una nueva conexión

en φ̆∗M , como

(3.44) ωφ̆,X̄(Vp) = (Y a − (Xa
α ◦ φ̆)Tα)Êa(m).

De (3.40), (3.43) y (3.44), se deduce que la conexión ωφ̆,X̄ es la misma que la conexión ωφ̆,X

que se ha introducido anteriormente.
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Caṕıtulo 4

Reducción de un campo de k-vectores
lagrangiano

En este caṕıtulo se demostrará que si el lagrangiano es una función G-invariante, en-
tonces sus sopdes lagrangianos Γ también son invariantes. En este caso, se podrá describir
la expresión local del campo de k-vectores reducido de dicho sopde lagrangiano y se apor-
tarán las ecuaciones de Lagrange-Poincaré.

A pesar de que las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se proyectan sobre las
soluciones de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré, no se puede realizar el proceso inverso;
es decir, no toda solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré puede ser extendida a una
solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Finalmente, utilizando la Proposición 3.21,
se caracterizará la integrabilidad de un sopde invariante a partir de la integrabilidad de
su sopde reducido.

En lo que resta de esta primera parte de la memoria se considerará que L es un lagran-
giano regular.

4.1. sopdes lagrangianos invariantes

Sea L : T 1
kQ −→ R un lagrangiano G-invariante y regular. Los campos de k-vectores

solución de la ecuación
iΓαω

α
L = dEL ,

son sopdes que se denominarán lagrangianos. En esta sección se demostrará que dichos
sopdes son G-invariantes.

Sea
Φ: G×Q −→ Q

una acción libre y propia de G en Q por la izquierda, entonces

πQ : Q −→ Q/G

es un fibrado principal, y considerando la correspondiente acción k-tangente

ΦT 1
kQ : G× T 1

kQ −→ T 1
kQ

67
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se tiene el fibrado principal
πT 1

kQ
: T 1

kQ −→ (T 1
kQ)/G .

Como en la Sección 3.2, se denota con ξQ el campo de vectores fundamental correspon-
diente a ξ ∈ g.

De la definición de levantamiento completo en la Sección 1.1.2, se sigue que los campos
de vectores fundamentales ξT 1

kQ
de esta acción son los levantamientos completos ξCQ de los

campos de vectores fundamentales ξQ de la acción en Q, para cada ξ ∈ g, es decir,

ξT 1
kQ

= ξCQ .

Lema 4.1. Sea {ZA} una referencia invariante en Q, entonces la referencia {ZC
A , Z

Vα
A } en

T 1
kQ también es invariante, con respecto a la acción levantada en T 1

kQ.

Demostración. Este resultado se sigue de las relaciones de los corchetes (1.7):

[ξCQ , Z
C
A ] = [ξQ, ZA]C = 0, [ξCQ , Z

Vβ
A ] = [ξQ, ZA]Vβ = 0,

dado que por ser ZA invariante se verifica [ξQ, ZA] = 0.

Se utilizarán coordenadas (qA) = (qi, qa) en Q que están adaptadas a la estructura de
fibrado principal Q −→ Q/G, como se ha explicado en la Sección 3.3 (ahora con M = Q).

Recordemos que en T 1
kQ tenemos dos tipos de coordenadas

(1) Las coordenadas naturales (qA, uAα ) cuando cada vector del k-vector vq se escribe
como

vαq = uAα
∂

∂qA

∣∣∣
q
.

(2) Las coordenadas cuasi-velocidades (qA, vAα ) cuando cada vector del k-vector vq se
escribe como

vαq = vAαZA(q) ,

siendo {ZA} una referencia local de campos de vectores en Q.

El primer propósito de esta sección es demostrar que las funciones coordenadas qi, viα
y vaα son G-invariantes si {ZA} es una referencia local invariante, para ello necesitaremos
la siguiente definición.

Definición 4.2. Sea θ una 1-forma en Q. Se definen, para cada α = 1, . . . , k, las funciones
lineales −→

θα : T 1
kQ −→ R ,

como sigue −→
θα(vq) = θ(q)(vαq) ,

para vq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ.
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Si la expresión en coordenadas locales de la 1-forma θ y de vq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ

es

θ = θA dq
A, vαq = uAα

∂

∂qA

∣∣∣
q
,

entonces se deduce que

(4.1)
−→
θα = θA u

A
α .

De (1.2), (1.5) y (4.1) se concluyen las siguientes relaciones.

Lema 4.3. Sea X un campo de vectores en Q, f una función en Q, y θ una 1-forma en
Q. Entonces

XC(f) = (τ kQ)∗(X(f)), XVβ(f) = 0, XC(
−→
θα) =

−−−−→
(LXθ)α, XVβ(

−→
θα) = δβαθ(X).

Demostración. Las dos primeras expresiones se obtienen de manera directa. Si se escribe

X en coordenadas locales como X = XA ∂

∂qA
, de (1.2) y (1.5) se obtiene que

XC(f) = XA ∂f

∂qA
+ uAα

∂XB

∂qA
∂f

∂uBα
= XA ∂f

∂qA
= X(f) ,

XVα(f) = XA ∂f

∂uAα
= 0 .

Ahora, teniendo en cuenta la expresión local (4.1), se obtiene que

XC(
−→
θα) = XC(θBu

B
α ) =

(
XA∂θB

∂qA
+ θA

∂XA

∂qB

)
uBα .

Puesto que

LXθ =

(
∂XA

∂qB
θA +

∂θB
∂qA

XA

)
dqB

entonces se obtiene que

−−−−→
(LZθ)α =

(
∂XA

∂qB
θA +

∂θB
∂qA

XA

)
uBα = XC(

−→
θα) .

De manera similar,

XVβ(
−→
θα) = XA ∂

∂uAα

(
θBu

B
β

)
= XAθBδ

B
Aδ

α
β = δαβθ(X) .
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Si la expresión local de la referencia ZA es

{ZA = ZB
A

∂

∂qB
}

y la de su correferencia dual es
{θA = θABdq

B}

entonces las cuasi-velocidades locales vAα de T 1
kQ se corresponden con las funciones lineales

−−−→
(θA)α dado que

(4.2)
−−−→
(θA)α = θABu

B
α = vAα .

Lema 4.4. Para una referencia local invariante {ZA} en Q, las funciones coordenadas qi

y vAα son G-invariantes en T 1
kQ.

Demostración. Para probar este resultado se utiliza el hecho de que una función f es
invariante si y sólo si ξCQ(f) = 0.

Los campos de vectores fundamentales ξQ son verticales con respecto a la proyección
πQ : Q −→ Q/G, por lo que ξCQ(qi) = ξQ(qi) = 0.

Del Lema 4.3 y de (4.2) se obtiene

ξCQ(vAα ) = ξCQ(
−→
θAα ) =

−−−−−−→
(LξQθ

A)α.

Como
(LξQθ

A)(ZB) = LξQ(θA(ZB))− θA(LξQZB) = 0,

donde se ha utilizado que la referencia local {ZA} es invariante, LξQZB = 0. Por lo tanto
se obtiene que ξCQ(vAα ) = 0.

Para el resto de esta primera parte de la memoria se supone que el lagrangiano L es
invariante bajo la acción libre y propia ΦT 1

kQ, véase (3.10), para un grupo G conexo. Esto
significa que ξCQ(L) = 0 para todo ξ ∈ g.

Recuérdese que, si Ea es un elemento de la base de g, se ha utilizado la notación
Ẽa = (Ea)Q para sus campos de vectores fundamentales asociados en Q.

Proposición 4.5. Sea L un lagrangiano regular e invariante. Los campos de k-vectores
lagrangianos, es decir aquellos Γ que son solución de

iΓαω
α
L = dEL ,

son sopdes G-invariantes.

Demostración. Del Lema 1.15 se deduce que si el lagrangiano L es regular entonces el
campo de k-vectores lagrangiano Γ es un sopde. Para probar que Γ es G-invariante, hay
que comprobar que

[ẼC
a ,Γα] = 0 .
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De (1.42), se tiene la siguiente expresión

Γα = vAαZ
C
A + (Γα)AβZ

Vβ
A .

Puesto que los campos de vectores de esta expresión, ZC
A y Z

Vβ
A , son invariantes y las

cuasi-velocidades vAα son funciones invariantes, se obtiene entonces que

(4.3) [ẼC
a ,Γα] = ẼC

a ((Γα)Aβ )Z
Vβ
A ,

es decir, Γ será G-invariante si se demuestra que las funciones (Γα)Aβ son invariantes.

Cuando se aplica el campo de vectores ẼC
a a ambos lados de la ecuación (1.39),

Γα(ZVα
A (L))− ZC

A (L) = 0

se deduce que

0 = ẼC
a

(
Γα(ZVα

A (L))− ZC
A (L)

)
= [ẼC

a ,Γα](ZVα
A (L)) + Γα(ẼC

a (ZVα
A (L)))

−[ẼC
a , Z

C
A ](L)− ZC

A (ẼC
a (L)) = [ẼC

a ,Γα](ZVα
A (L))

+Γα

(
[ẼC

a , Z
Vα
A ](L) + ZVα

A (ẼC
a (L))

)
= [ẼC

a ,Γα](ZVα
A (L))

donde se ha utilizado que los corchetes de Lie [ẼC
a , Z

C
A ] y [ẼC

a , Z
Vα
A ] son cero y que ẼC

a (L) =
0. Por lo tanto,

[ẼC
b ,Γα](ZVα

B (L)) = 0.

Ahora, utilizando la expresión (4.3), se obtiene que

0 = [ẼC
b ,Γα](ZVα

B (L)) = ẼC
a ((Γα)Aβ )Z

Vβ
A (ZVα

B (L)) .

Puesto que la matriz (Z
Vβ
A (ZVα

B (L))) tiene rango máximo para un lagrangiano regular

(véase la Proposición 1.24), se deduce que [Ẽb,Γα] = 0.

Cuando un sopde lagrangiano Γ es invariante, se denotará por Γ̆ el campo de k-vectores
reducido en (T 1

kQ)/G. El objetivo de las siguientes secciones es aportar una expresión en
coordenadas de este campo de k-vectores. Para conseguirlo será necesario utilizar una
conexión principal en el fibrado Q −→ Q/G.

4.2. Referencias locales de campos de vectores en T 1
kQ

Como en la Sección 3.4, se considera una conexión principal en el fibrado principal
πQ : Q −→ Q/G, (ahora con M = Q). En esta sección se utilizará la referencia invariante

{Xi, Êa}, y se escribirá

vαq = viαXi(q) + waαÊa(q) ,
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donde vq = (v1α , . . . , vkα) ∈ T 1
kQ. Las coordenadas y las correspondientes cuasi-velocidades

en T 1
kQ se denotarán por

(qi, qa, viα, w
a
α) .

Del Lema 4.1 se deduce que los campos de vectores de la referencia

{ZC
A , Z

Vα
A } = {XC

i , X
Vα
i , ÊC

a , Ê
Vα
a }

son campos de vectores en T 1
kQ invariantes.

Los correspondientes campos de vectores reducidos

^

XC
i ,

^

XVα
i ,

^

ÊC
a ,

^

ÊVα
a ,

campos de vectores en (T 1
kQ)/G, se denotarán por

{X̆C
i , X̆

Vα
i , ĔC

a , Ĕ
Vα
a } ,

y en esta sección obtendremos sus expresiones locales.
Por el Lema 4.4, las funciones coordenadas qi, viα, w

a
α son funciones G-invariantes en

T 1
kQ y, por lo tanto se pueden utilizar como coordenadas en (T 1

kQ)/G. En resumen, se
puede decir que las proyecciones canónicas se escriben localmente como sigue

πQ : Q −→ Q/G

(qi, qa) 7→ (qi)
,

πT 1
kQ

: T 1
kQ −→ (T 1

kQ)/G

(qi, qa, viα, w
a
α) 7→ (qi, viα, w

a
α).

Lema 4.6. Si se aplican los campos de vectores XC
i , X

Vα
i , ÊC

a , Ê
Vα
a a las funciones inva-

riantes qi, viα, w
a
α se obtiene

XC
i (qj) = δji , XC

i (vjβ) = 0 , XC
i (wbβ) = −Υb

icw
c
β +Kb

ikv
k
β ,

XVα
i (qj) = 0 , XVα

i (vjβ) = δji δ
α
β , XVα

i (wbβ) = 0 ,

ÊC
a (qj) = 0 , ÊC

a (vjβ) = 0 , ÊC
a (wbβ) = Υb

kav
k
β − Cb

acw
c
β ,

ÊVα
a (qj) = 0 , ÊVα

a (vjβ) = 0 , ÊVα
a (wbβ) = δbaδ

α
β .

Demostración. Sea {ϑj, $a} la base dual de {Xi, Êa}. De las relaciones de los corchetes
(3.34), se puede ver que LXiϑ

j = 0 y que LXi$
b = −Υb

ic$
c +Kb

ikϑ
k.

XC
i (qj) = Xi(q

j) = δij.

XC
i (vjβ) = XC

i (
−→
ϑjβ) =

−−−−−−→
(LXiϑ

j)β = 0.

XC
i (wbβ) = XC

i (
−→
$b
β) =

−−−−−−→
(LXi$

b)β = −Υb
icw

c
β +Kb

ikv
k
β.

Como qj es una función en Q, se tiene que XVα
i (qj) = 0.
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XVα
i (vjβ) = XVα

i (
−→
ϑjβ) = δαβϑ

j(Xi) = δαβ δ
i
j.

XVα
i (wbβ) = XVα

i (
−→
$b
β) = δαβ$

b(Xi) = 0.

Por otro lado, se tiene que LÊa
ϑj = 0 y LÊa

$b = Υb
jaϑ

j − Cb
ac$

c, por lo tanto,

ÊC
a (qj) = Êa(q

j) = 0.

ÊC
a (vjβ) = ÊC

a (
−→
ϑjβ) =

−−−−−−→
(LÊa

ϑj)β = 0.

ÊC
a (wbβ) = ÊC

a (
−→
$b
β) =

−−−−−−→
(LÊa

$b)β = Υb
jav

j
β − Cb

acw
c
β.

La función qj está definida en Q, entonces ÊVα
a (qj) = 0.

ÊVα
a (vjβ) = ÊVα

a (
−→
ϑjβ) = δαβϑ

j(Êa) = 0.

ÊVα
a (wbβ) = ÊVα

a (
−→
$b
α) = δαβ$

b(Êa) = δbaδ
α
β .

El lema anterior nos permite calcular la expresión local de los campos de vectores
reducidos de la referencia invariante {XC

i , X
Vα
i , ÊC

a , Ê
Vα
a }.

Lema 4.7. Los campos de vectores reducidos en T 1
kQ/G definidos por los campos de vec-

tores G-invariantes
XC
i , X

Vα
i , ÊC

a , Ê
Vα
a

en T 1
kQ tienen las siguientes expresiones locales

X̆C
i =

∂

∂qi
+ (Kb

ikv
k
β −Υb

icw
c
β)

∂

∂wbβ
, X̆Vα

i =
∂

∂viα
,

ĔC
a = (Υb

kav
k
β − Cb

acw
c
β)

∂

∂wbβ
, ĔVα

a =
∂

∂waα
.

Demostración. Teniendo en cuenta que (qi, viα, w
a
α) forman un conjunto de funciones coor-

denadas en (T 1
kQ)/G, utilizando las expresiones del Lema 4.6 y la relación (3.9) entre

campos de vectores invariantes y su reducido, se pueden determinar los campos de vectores
completamente.

Si se evalúa el campo de vectores X̆C
i sobre las funciones coordenadas se obtiene,

X̆C
i (qj) ◦ πT 1

kQ
= XC

i (qj ◦ πT 1
kQ

) = XC
i (qj) = δij,

X̆C
i (vjβ) ◦ πT 1

kQ
= XC

i (vjβ ◦ πT 1
kQ

) = XC
i (vjβ) = 0,

X̆C
i (wbβ) ◦ πT 1

kQ
= XC

i (wbβ ◦ πT 1
kQ

) = XC
i (wbβ) = Kb

ikv
k
β −Υb

icw
c
β ,
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y por lo tanto

X̆C
i =

∂

∂qi
+ (Kb

ikv
k
β −Υb

icw
c
β)

∂

∂wbβ
.

Análogamente, se obtiene para los otros tres campos de vectores X̆Vα
i , ĔC

a y ĔVα
a que

X̆Vα
i (qj) ◦ πT 1

kQ
= XVα

i (qj ◦ πT 1
kQ

) = XVα
i (qj) = 0

X̆Vα
i (vjβ) ◦ πT 1

kQ
= XVα

i (vjβ ◦ πT 1
kQ

) = δijδ
α
β

X̆Vα
i (wbβ) ◦ πT 1

kQ
= XVα

i (wbβ ◦ πT 1
kQ

) = XVα
i (wbβ) = 0

⇒ X̆Vα
i =

∂

∂viα
,

ĔC
a (qj) ◦ πT 1

kQ
= ÊC

a (qj ◦ πT 1
kQ

) = ÊC
a (qj) = 0

ĔC
a (vjβ) ◦ πT 1

kQ
= ÊC

a (vjβ ◦ πT 1
kQ

) = ÊC
a (vjβ) = 0

ĔC
a (wbβ) ◦ πT 1

kQ
= ÊC

a (wbβ ◦ πT 1
kQ

) = ÊC
a (wbβ) = Υb

kav
k
β − Cb

acw
c
β


⇒ ĔC

a = (Υb
kav

k
β − Cb

acw
c
β)

∂

∂wbβ
,

ĔVα
a (qj) ◦ πT 1

kQ
= ÊVα

a (qj ◦ πT 1
kQ

) = ÊVα
a (qj) = 0

ĔVα
a (vjβ) ◦ πT 1

kQ
= ÊVα

a (vjβ ◦ πT 1
kQ

) = 0

ĔVα
a (wbβ) ◦ πT 1

kQ
= ÊVα

a (wbβ ◦ πT 1
kQ

) = ÊVα
a (wbβ) = δαβ δ

i
j

⇒ ĔVα
a =

∂

∂waα
.

4.3. El sopde lagrangiano reducido: ecuaciones de Lagrange-

Poincaré

En esta sección se describirá la expresión local del campo de k-vectores reducido Γ̆ de
un sopde lagrangiano Γ, aśı como las ecuaciones locales de sus secciones integrales, las
ecuaciones de Lagrange-Poincaré.

Sea L ∈ C∞(T 1
kQ) un lagrangiano invariante. Entonces las funciones XC

i (L), XVα
i (L),

ÊC
a (L), ÊVα

a (L), son invariantes, dado que dichos campos son G-invariantes. De la relación
(3.9), se obtiene entonces

(4.4)

XVα
i (L) = XVα

i (l ◦ πT 1
kQ

) = X̆Vα
i (l) ◦ πT 1

kQ
,

XC
i (L) = XC

i (l ◦ πT 1
kQ

) = X̆C
i (l) ◦ πT 1

kQ
,

ÊVα
a (L) = ÊVα

a (l ◦ πT 1
kQ

) = ĔVα
a (l) ◦ πT 1

kQ
,

ÊC
a (L) = ÊC

a (l ◦ πT 1
kQ

) = ĔC
a (l) ◦ πT 1

kQ
,
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donde l : (T 1
kQ)/G −→ R es el lagrangiano reducido, definido por l ◦ πT 1

kQ
= L.

Por la Proposición 1.21, se deduce que un sopde lagrangiano Γ sastisface las siguientes
ecuaciones

Γα(XVα
i (L))−XC

i (L) = 0,

Γα(ÊVα
a (L))− ÊC

a (L) = 0.

Como cada Γα es un campo de vectores invariante en T 1
kQ, se sigue de (3.9) y (4.4) que

Γα(XVα
i (L)) = Γα(X̆Vα

i (l) ◦ πT 1
kQ

) = Γ̆α(X̆Vα
i (l)) ◦ πT 1

kQ

Γα(ÊVα
a (L)) = Γα(ĔVα

i (l) ◦ πT 1
kQ

) = Γ̆α(ĔVα
i (l)) ◦ πT 1

kQ

y por lo tanto el campo de vectores reducido Γ̆α satisface las ecuaciones

Γ̆α(X̆Vα
i (l))− X̆C

i (l) = 0,

Γ̆α(ĔVα
a (l))− ĔC

a (l) = 0,

en (T 1
kQ)/G.

De las expresiones locales del Lema 4.7 se deduce que las ecuaciones anteriores se pueden
escribir como sigue

(4.5)

Γ̆α

(
∂l

∂viα

)
− ∂l

∂qi
=
(
Kb
ikv

k
β −Υb

icw
c
β

) ∂l

∂wbβ
,

Γ̆α

(
∂l

∂waα

)
=
(
Υb
kav

k
β − Cb

acw
c
β

) ∂l

∂wbβ
.

A continuación se obtiene la expresión local del sopde reducido. Y se termina la sección
estableciendo las ecuaciones de Lagrange-Poincaré, que se obtienen de (4.5) utilizando una
sección integral del campo de k-vectores reducido.

Si se escribe un sopde Γ en términos de la referencia inducida por la referencia {ZA} =

{Xi, Êa}, véase el Lema 1.23, podemos escibir la siguiente expresión

(4.6) Γα = viαX
C
i + waαÊ

C
a + (Γ̂α)jβX

Vβ
j + (Γ̂α)aβÊ

Vβ
a .

En la demostración de la Proposición 4.5 se ha probado que las funciones (Γ̂α)jβ y (Γ̂α)aβ
son invariantes, y entonces se identifican con funciones en (T 1

kQ)/G.

Lema 4.8. Las expresiones locales de los campos de vectores reducidos Γ̆α en (T 1
kQ)/G,

de un sopde lagrangiano Γα, son

Γ̆α = viα
∂

∂qi
+ (Γ̂α)jβ

∂

∂vjβ
+ (Γ̂α)cβ

∂

∂wcβ

+
(
Υc
ib(v

i
βw

b
α − viαwbβ)− Cc

abw
a
αw

b
β +Kc

ijv
i
αv

j
β

) ∂

∂wcβ
.
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Demostración. Los campos de vectores reducidos Γ̆α son,

Γ̆α = viαX̆
C
i + waαĔ

C
a + (Γ̂α)jβX̆

Vβ
j + (Γ̆α)aβĔ

Vβ
a ,

y por lo tanto, de las expresiones del Lema 4.7, se concluye el resultado.

Sea φ̆ : Rk −→ T 1
kQ/G una sección integral del campo de vectores reducido Γ̆ del sopde

lagrangiano Γ, con expresión local

φ̆ : Rk −→ T 1
kQ/G

t 7→ φ̆(t) = (qi = φ̆i(t), viα = φ̆iα(t), waα = φ̆aα(t)) .

Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (4.5), φ̆ satisface las ecuaciones de campo
de Lagrange-Poincaré,

(4.7)

∂φ̆i

∂tα
= φiα,

∂

∂tα

(
∂l

∂viα
◦ φ̆
)
− ∂l

∂qi
◦ φ̆ =

(
Kb
ikφ

k
β −Υb

icφ
c
β

) ∂l

∂wbβ
◦ φ̆,

∂

∂tα

(
∂l

∂waα
◦ φ̆
)

=
(
Υb
kaφ

k
β − Cb

acφ
c
β

) ∂l

∂wbβ
◦ φ̆.

Las ecuaciones anteriores se corresponden con las ecuaciones de Lagrange-Poincaré
que aparecen en [30] teniendo en cuenta que el formalismo utilizado en este caso (el forma-
lismo k-simpléctico) no coincide con el utilizado en [30] (el formalismo de fibrados de jets).
Una manera de relacionar estos dos enfoques es escogiendo el espacio base del fibrado de
jets en [30] como P = Rk ×Q, y suponer que el lagrangiano L : J1P ≡ Rk × T 1

kQ→ R no
depende de los parámetros tα.

Si se supone ahora que el espacio Q coincide con el grupo de simetŕıas G, entonces
las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.7) se simplifican a las siguientes ecuaciones en
(T 1

kG)/G = gk

∂

∂tα

(
∂l

∂waα

)
= −Cb

acφ
c
B

∂l

∂wbB
,

que son las llamadas ecuaciones de campo de Euler-Poincaré, véase [19].

Por la Proposición 3.8 se deduce que una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.20) proyecta sobre una solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré. Sin embargo,
a partir de una solución cualquiera de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.7) no se
puede obtener una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por esta razón, tenemos
que estudiar bajo qué condiciones los campos de k-vectores lagrangianos Γ son integrables,
suponiendo integrable el campo de k-vectores reducido, como se verá en la Proposición 4.12.
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4.4. Integrabilidad de un sopde invariante

La finalidad de esta sección es caracterizar la integrabilidad de un sopde lagrangiano
Γ. En el Caṕıtulo 3 se ha estudiado la integrabilidad de un campo de k-vectores X en la
variedad M utilizando una conexión principal ωM en el fibrado πM : M → M/G, véase la
Proposición 3.21. Para el caso particular donde la variedad M = T 1

kQ y el campo de k-
vectores X = Γ es un sopde necesitaremos introducir una conexión principal en el fibrado
T 1
kQ→ T 1

kQ/G.
Con el objetivo de aplicar los resultados relativos a la integrabilidad del Caṕıtulo 3,

definiremos una conexión principal en T 1
kQ → T 1

kQ/G a partir de una conexión en Q →
Q/G, esto nos permitirá relacionar las curvaturas de ambas conexiones, aśı como relacionar
las derivadas covariantes ∇ asociadas a los fibrados adjuntos (Q× g)/G y (T 1

kQ× g)/G.
De hecho, de este modo podremos utilizar la Proposición 3.21 y probararemos el si-

guiente resultado:
Un sopde Γ ∈ X(T 1

kQ) es integrable si y sólo si su campo de k-vectores reducido

Γ̆ ∈ X(T 1
kQ/G) lo es, y si se verifica la siguiente identidad

Γ̆α(wbβ)− Γ̆β(wbα) + (viαw
a
β − viβwaα)Υb

ia + Cb
acw

a
αw

c
β −Kb

ijv
i
αv

j
β = 0.

que se recoge en la Proposición 4.12.
Con la finalidad de definir una conexión principal en T 1

kQ→ T 1
kQ/G, estudiaremos los

campos de vectores fundamentales y los campos de vectores invariantes en Q y en T 1
kQ,

aśı como la relación entre ellos.
Asociados a la acción

Φ: G×Q −→ Q

se tienen los campos de vectores fundamentales Ẽa = (Ea)Q ∈ X(Q), definidos para cada

elemento {Ea} de la base de g; y los campos invariantes Êa = AbaẼb ∈ X(Q).
Y asociados a la acción

ΦT 1
kQ : G× T 1

kQ −→ T 1
kQ

se tienen los campos de vectores fundamentales {(Ea)T 1
kQ
} en M = T 1

kQ, para los cuales
se verifica

(Ea)T 1
kQ

= [(Ea)Q]C = ẼC
a ,

puesto que, recordemos ξT 1
kQ

= (ξQ)C para todo ξ ∈ g.

Denotemos por Ê
T 1
kQ

a los campos de vectores invariantes definidos como en (3.30). A

continuación describiremos la relación entre ÊC
a y Ê

T 1
kQ

a que utilizaremos en el Lema 4.11.
Teniendo en cuenta la propiedad (3.31), se verifica que

Ê
T 1
kQ

a = AbaẼ
T 1
kQ

a = AbaẼ
C
b .

Puesto que Êa = AbaẼb, teniendo en cuenta (1.6), se verifica

(4.8)

ÊC
a = (AbaẼb)

C = AbaẼ
C
b + (Aba)βẼ

Vβ
b

= AbaẼ
C
b + udβ

∂Aba
∂xd

Ẽ
Vβ
b = Ê

T 1
kQ

a + udβ
∂Aba
∂xd

Ẽ
Vβ
b .
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Por otro lado, utilizando la expresión del levantamiento completo (1.5) de

Êa = AbaK
c
b

∂

∂xc
,

obtenemos la siguiente expresión

(4.9)

ÊC
a = AbaK

c
b

∂

∂xc
+ uAαA

b
a

∂Kc
b

∂xA
∂

∂ucα
+ uAα

∂Aba
∂xA

Kc
b

∂

∂uCα

= Aba(K
c
b

∂

∂xc
)C + uiα

∂Aba
∂xi

Kc
b

∂

∂ucα
+ udα

∂Aba
∂xd

Kc
b

∂

∂ucα

= Ê
T 1
kQ

a +

(
uiα
∂Aba
∂xi

+ udα
∂Aba
∂xd

)
Ẽ
Vβ
b ,

la relación de las cuasi-velocidades (1.40), para la referencia ZA = {Xi, ÊA} es la siguiente

uiα = viα, ueβ = (wcβ − γci viβ)Kd
cA

e
d,

entonces substituyendo estas identidades en la ecuación (4.9) se sigue que

(4.10)
ÊC
a = Ê

T 1
kQ

a +

(
viα
∂Aba
∂xi

+ (wcα − γci viα)Ke
cA

d
e

∂Aba
∂xd

)
Ẽ
Vβ
b

= Ê
T 1
kQ

a +
(
viαXi(A

b
a) + wcαÊc(A

b
a)
)
Ẽ
Vβ
b .

Si igualamos las ecuaciones (4.8) y (4.10) se obtiene la siguiente identidad:

(4.11)
∂Aba
∂xd

udβ = Xi(A
b
a)v

i
β + Êc(A

b
a)w

c
β .

Por otro lado, de la Proposición 3.20, se deduce que

(4.12)
Υb
iaÊb = [Xi, Êa] = [Xi, A

b
aẼb] = Xi(A

b
a)Ẽb

Cc
abÊc = [Êa, Êb] = [Êa, A

c
bẼc] = Êa(A

c
b)Ẽc

Entonces, de (4.8), (4.11) y (4.12) se obtiene que

(4.13) ÊC
a = Ê

T 1
kQ

a + (Υb
iav

i
β + Cb

caw
c
β)Ê

Vβ
b .

Esta identidad se utilizará, como ya hemos dicho, en el Lema 4.11 para determinar la
acción de la conexión sobre la referencia invariante {XC

i , X
Vα
i , ÊC

a , Ê
Vα
a }.

Por la Proposición 4.5 se conoce que un campo de k-vectores lagrangiano Γ es G-
invariante en T 1

kQ. Por lo tanto, para estudiar su integrabilidad será necesario definir
una conexión principal en el fibrado πT 1

kQ
: M = T 1

kQ −→ M/G = (T 1
kQ)/G, véase la

Proposición 3.21.
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Definición 4.9. [21] Sea πQ : Q → Q/G un fibrado principal por la izquierda. Una cone-
xión principal ϑQ en Q es una 1-forma valudada en el álgebra de Lie

ϑQ : TQ −→ g

que verifica las siguientes propiedades:

(1) ϑQ(ξQ) = ξ, para todo ξ ∈ g.

(2) ϑQ((Φg)∗(q)(vq)) = Adg(ϑ
Q(vq)), para todo vq ∈ TQ; donde Adg denota la acción

adjunta de G en g.

Definición 4.10. Sea ϑQ : TQ −→ g una conexión principal en

πQ : Q −→ Q/G .

El levantamiento vertical
ϑT

1
kQ : T (T 1

kQ) −→ g

es la conexión principal en el fibrado principal πT 1
kQ

: T 1
kQ −→ (T 1

kQ)/G, definida por

ϑT
1
kQ(Wvq) = ϑQ((τ kQ)∗(vq)(Wvq)),

para todo Wvq ∈ Tvq(T
1
kQ).

Por lo tanto el siguiente diagrama

T (T 1
kQ)

TτkQ

��

ϑT
1
kQ

""
TQ

ϑQ // g

es conmutativo.
El hecho de que esta conexión sea principal, se sigue de que la conexión ωQ lo es, y de

la propiedad

Tτ kQ(gvq)
(

(Φ
T 1
kQ
g )∗(Wvq)

)
= (Φg)∗(gq)

(
Tτ kQ(vq)(Wvq)

)
.

La correspondiente forma de conexión o proyector vertical

ωT
1
kQ : X(T 1

kQ) −→ X(T 1
kQ)

verifica, para cada W ∈ X(T 1
kQ), la siguiente relación

(4.14)
ωT

1
kQ(W (vq)) = [ϑT

1
kQ(W (vq))]T 1

kQ
(vq) = [ϑT

1
kQ(W (vq))]

C
Q(vq)

= [ϑQ
(
(τ kQ)∗(vq)W (vq)

)
]CQ(vq)

ya que ξT 1
kQ

= ξCQ , para todo ξ ∈ g.
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Lema 4.11. La conexión ωT
1
kQ verifica:

ωT
1
kQ(Ê

Vβ
a ) = 0, ωT

1
kQ(XC

i ) = 0, ωT
1
kQ(X

Vβ
i ) = 0

ωT
1
kQ(ÊC

a ) = Ê
T 1
kQ

a = ÊC
a − (Υb

iav
i
β + Cb

caw
c
β)Ê

Vβ
b .

Demostración. Por un lado, puesto que (τ kQ)∗(Ê
Vβ
a ) = 0 y (τ kQ)∗(X

Vβ
i ) = 0 por ser levan-

tamientos verticales de campos de vectores en Q se obtiene por la definición (4.14), que

ωT
1
kQ(Ê

Vβ
a ) = 0 y ωT

1
kQ(X

Vβ
i ) = 0.

Por otro lado, como Xi es horizontal y (τ kQ)∗(X
C
i ) = Xi se concluye que ωT

1
kQ(XC

i ) = 0.

Finalmente, utilizando que ωT
1
kQ(ẼC

a ) = ẼC
a por ser ωT

1
kQ una conexión principal, las

ecuaciones anteriores, (4.8) y (4.13) se concluye que

ωT
1
kQ(ÊC

a ) = ωT
1
kQ(AbaẼ

C
b + udβ

∂Aba
∂xd

Ẽ
Vβ
b ) = Abaω

T 1
kQ(ẼC

b ) + udβ
∂Aba
∂xd

ωT
1
kQ(Ẽ

Vβ
b )

= AbaẼ
C
b = Ê

T 1
kQ

a .

A continuación, descompondremos un sopde Γ en su parte horizontal y vertical con
respecto a la conexión ωT

1
kQ, lo cual será imprescindible para establecer la relación entre

las curvaturas de las dos conexiones definidas anteriormente, ωQ y ωT
1
kQ.

Si se escribe Γα como en la fórmula (4.6), entonces

ωT
1
kQ(Γα) = ωT

1
kQ(viαX

C
i + waαÊ

C
a + (Γ̂α)jβX

Vβ
j + (Γ̂α)aβÊ

Vβ
a ) = waαÊ

T 1
kQ

a

y por lo tanto la parte horizontal de Γα es

viαX
C
i + (Γ̂α)jβX

Vβ
j + (Γ̂α)aβÊ

Vβ
a + (Υb

iav
i
βw

a
α + Cb

caw
c
βw

a
α)Ê

Vβ
b .

Utilizando las ecuaciones del Lema 4.7, se calcula la expresión local del campo de
vectores reducido correspondiente a esta parte horizontal

viα(
∂

∂qi
+ (Kb

ikv
k
β −Υb

icw
c
β)

∂

∂wbβ
) + (Γ̂α)jβ

∂

∂vjβ
+ (Γ̂α)aβ

∂

∂waβ
+ (Υb

iav
i
βw

a
α + Cb

caw
c
βw

a
α)

∂

∂wbβ
.

La expresión anterior coincide con la expresión del Lema 4.8 del campo de vectores
reducidos Γ̆α. Por lo tanto, utilizando la conexión ωT

1
kQ, la descomposición (3.39) de Γα en

su parte horizontal y vertical es la siguiente:

(4.15) Γα = (Γ̆α)h + (Γ̄α)v = (Γ̆α)h + waαÊ
T 1
kQ

a ,

es decir, la sección Γ̄α ∈ Sec(ḡ −→ (T 1
kQ)/G) tiene como coeficientes Xa

α = waα.
Ahora se estudiarán una serie de propiedades que permitirán relacionar la curvatura de

la conexión ωT
1
kQ y la curvatura de la conexión ωQ:
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Si los campos de vectores W ∈ X(T 1
kQ) y X ∈ X(Q) están τ kQ-relacionados, entonces

también lo están los campos de vectores ωT
1
kQ(W ) y ωQ(X).

Sea vq ∈ T 1
kQ y los campos de vectores W ∈ X(T 1

kQ), X ∈ X(Q) τ kQ-relacionados, es
decir (τ kQ)∗(vq)Wvq = XτkQ(vq) = Xq, entonces

(τ kQ)∗(vq)(ω
T 1
kQ(Wvq)) = (τ kQ)∗(vq)

(
(ϑT

1
kQ(Wvq))

C
Q(vq)

)
= (τ kQ)∗(vq)

(
(ϑQ(τ kQ)∗(vq)(Wvq))

C
Q(vq)

)
= (τ kQ)∗(vq)

(
(ϑQ(Xq))

C
Q(vq)

)
= (ϑQ(Xq))Q(q)

= ωQ(Xq) .

Para los levantamientos horizontales, correspondientes a cada una de las dos conexio-
nes, existe una propiedad similar. Si se denota el levantamiento horizontal asociado
a ωQ por h, y el levantamiento horizontal asociado a ωT

1
kQ por hk, obtenemos que si

W̆ ∈ X(T 1
kQ/G) y X̆ ∈ X(Q/G) están τ̃ kQ-relacionados, siendo τ̃ kQ : T 1

kQ/G→ Q/G,

entonces W̆ hk y X̆h están τ kQ-relacionados.

En efecto, sea vq ∈ T 1
kQ, como W̆ y X̆ están τ̃ kQ-relacionados se tiene que (τ kQ)∗([vq])W̆[vq ] =

X̆τ̃kQ([vq ]) = X̆[q]. Entonces se sigue que,

(τ kQ)∗(vq)W̆
hk(vq) = (τ kQ)∗(vq)γ

T 1
kQ(vq, W̆ ([vq]))

= (γQ ◦ (τ kQ, T τ̃
k
Q))(vq, W̆ ([vq]))

= γQ(q, (τ̃ kQ)∗([vq])W̆ ([vq]))

= γQ(q, X̆[q]) = X̆h(q)

donde se ha utilizado la definición (3.2) de levantamiento horizontal de una conexión
y la propiedad Tτ kQ ◦ γT

1
kQ = γQ ◦ (τ kQ, T τ̃

k
Q), es decir, el siguiente diagrama

T 1
kQ×T 1

kQ/G
T (T 1

kQ/G)
γT

1
kQ //

(τkQ,T τ̃
k
Q)

��

T (T 1
kQ)

TτkQ

��
Q×Q/G T (Q/G)

γQ // TQ

es conmutativo.

De la propiedad anterior se obtiene directamente la siguiente propiedad, sean dos
pares de campos de vectores W̆1, W̆2, X̆1 y X̆2 tales que W̆i y X̆i están τ̃ kQ-relacionados,

i = 1, 2. Entonces [W̆ hk
1 , W̆ hk

2 ] está τ kQ-relacionado con [X̆h
1 , X̆

h
2 ].
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Entonces, se concluye que si W̆i y X̆i están τ̃ kQ-relacionados, para i = 1, 2, entonces las
curvaturas

(K̄T 1
kQ(W̆1, W̆2))v = −ωT 1

kQ([W̆ hk
1 , W̆ hk

2 ])

y

(K̄Q(X̆1, X̆2))v = −ωQ[X̆h
1 , X̆

h
2 ])

están τ kQ-relacionadas, donde ()v representa tanto el levantamiento vertical asociado al
fibrado T 1

kQ −→ (T 1
kQ)/G como el levantamiento vertical correspondiente al fibrado Q −→

Q/G.
Por lo tanto, se deduce que los únicos coeficientes de la curvatura KT 1

kQ no nulos son
aquellos de KQ.

Del mismo modo, para la conexión adjunta, si W̆ es un campo de vectores en (T 1
kQ)/G

que está τ̃ kQ-relacionado con un campo de vectores X̆ en Q/G, y si Z̄ es una sección de
(T 1

kQ× g)/G que está relacionada con una sección Ȳ de (Q× g)/G, entonces

(∇T 1
kQ

W̆
Z̄)v = [W̆ hk , Z̄v] y (∇Q

X̆
Ȳ )v = [X̆h, Ȳ v]

están τ kQ-relacionados. Por lo tanto, en términos de los coeficientes de la conexión ∇T 1
kQ,

esto significa que los únicos coeficientes de la conexión no nulos son aquellos de ∇Q.
El siguiente resultado establece la expresión en coordenadas (3.41), para el caso de

X = Γ.

Proposición 4.12. Un sopde Γ es integrable si y sólo si su campo de k-vectores reducido
Γ̆ lo es, y si

Γ̆α(wbβ)− Γ̆β(wbα) + (viαw
a
β − viβwaα)Υb

ia + Cb
acw

a
αw

c
β −Kb

ijv
i
αv

j
β = 0.

En términos de secciones integrales, si

φ̆(t) = (qi = φi(t), viα = φiα(t), waα = φaα(t))

es una sección integral del campo de k-vectores reducido Γ̆ esto significa que

∂φbβ
∂tα
− ∂φbα
∂tβ

+ (φiαφ
a
β − φiβφaα)Υb

ia + Cb
acφ

a
αφ

c
β −Kb

ijφ
i
αφ

j
β = 0.

donde Γ̆α(wbβ)(φ̆(t)) = (Γ̂α)bβ(φ̆(t)) =
∂φbβ
∂tα

.

Como el campo de k-vectores reducido Γ̆ es integrable, es decir [Γ̆α, Γ̆β] = 0, se obtiene
que, entre otras cosas, las secciones integrales deben verificar

∂φiβ
∂tα
− ∂φiα
∂tβ

= 0.
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Si se considera el espacio Q = G, entonces simplemente se obtiene la siguiente expresión

Γ̆α(wbβ)− Γ̆β(wbα) + Cb
acw

a
αw

b
β = 0,

que es el análogo a la condición de anulación de la curvatura del Teorema 3.2 de [19], que
permite establecer la equivalencia entre soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange y
las soluciones de las ecuaciones de Euler-Poincaré.

A continuación, veremos la comparación con [30], cuando estos resultados son trasla-
dados al formalismo k-simpléctico.

Como al final de la Sección 3.4.1, podemos definir la conexión γφ̆,Γ como en (3.44), es
decir,

(4.16) ωφ̆,Γ(Vp) = ωφ̆(Vp)− [(Γaα ◦ φ̆)Ēa]
V ,

donde en este caso la expresión (3.42) es:

ωφ̆(Vp) = ωT
1
kQ((π1)∗(p)(Vp)) .

En [30] se definen las conexiones Aρ y Aφ̆, con

Aφ̆ = Aρ − ωφ̆ ,

donde ρ = πT 1
kQ
◦ φ; estas conexiones, cuando se trasladan al formalismo k-simpléctico son

análogas a las conexiones que aparecen en (4.16).
Por lo tanto, la Proposición 3.19 para el caso cuando el campo de k-vectores X es un

sopde Γ (que es equivalente a la Proposición 4.12), caracteriza la integrabilidad de Γ a
partir de la integrabilidad de Γ̆ y es análoga al resultado que aparecen en [30] en su sección
sobre “Condiciones de reconstrucción”.
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Caṕıtulo 5

k-conexiones: k-conexiones
principales y reconstrucción

El objetivo fundamental de este caṕıtulo es, a partir de una sección integral del campo
de k-vectores reducido Γ̆, solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré; constrúır una
sección integral del campo de k-vectores Γ lagrangiano.

5.1. k-conexiones

Sea π : M → N un fibrado, con coordenadas locales adaptadas (xi, xa). En esta sección
se introducirá la noción de k-conexión en π : M → N .

La sucesión exacta corta (3.1)

0→ VM
i→ TM

j→M ×N TN → 0,

donde VM es la distribución vertical del fibrado π : M → N , se extiende al nivel de T 1
kM ,

(5.1) 0 // (VM)k ik //

$$

T 1
kM

jk //

��

M ×N T 1
kN

//

xx

0

M

siendo (VM)k = VM× k. . . ×VM , y denotando por ik = (i, k. . ., i) la inclusión canónica y
por jk la aplicación

jk : T 1
kM →M ×N T 1

kN

definida por

jk(wm) = jk(w1m , . . . , wkm) = (m, (π∗(m)w1m , . . . , π∗(m)wkm)) = (m,T 1
kπ(vm)) .

85
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Definición 5.1. Una k-conexión en π : M → N es una aplicación lineal de fibrados
γk : M ×N T 1

kN → T 1
kM tal que

(5.2) jk ◦ γk = idM×NT 1
kN

,

es decir, una escisión por la derecha de la sucesión exacta corta.

Asociadas a la k-conexión γk en π : M → N se tienen las aplicaciones

hk = γk ◦ jk : T 1
kM → T 1

kM, ωk = IdT 1
kM
− hk : T 1

kM → T 1
kM

y aśı la k-conexión induce la descomposición:

(T 1
kM)m = Imγk ⊕ Im ik = HMm ⊕VMm

donde
HMm = Imγk

denota el correspondiente subespacio horizontal, y

VMm = (VM)km = VmM× k. . . ×VmM = Im ik

denota el correspondiente subespacio vertical. Los correspondientes subfibrados horizontal
HM y vertical VM proporcionan la descomposición

T 1
kM = Imhk ⊕ Imωk = HM ⊕VM .

A continuación calculamos las expresiones locales de γk, hk y ωk.

Expresión local de γk : M ×N T 1
kN → T 1

kM

Dado que γk(m,vπ(m)) ∈ T 1
kM , se escribe la aplicación γk como sigue

(5.3) γk(m,vπ(m)) =

(
. . . , H i

α(m,vπ(m))
∂

∂xi

∣∣∣
m
−Ha

α(m,vπ(m))
∂

∂xa

∣∣∣
m
, . . .

)
∈ T 1

kM

donde H i
α y Ha

α son funciones definidas en M ×N T 1
kN .

De (5.2) y (5.3) se obtiene

(m,vπ(m)) = (jk ◦ γk)(m,vπ(m)) = (m, (. . . , H i
α(m,vπ(m))

∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, . . . )),

pero puesto que

vαπ(m)
= uiα(vπ(m))

∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, 1 ≤ α ≤ k

se deduce que
H i
α(m,vπ(m)) = uiα(vπ(m)) ,
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es decir, la expresión local (5.3) es

(5.4) γk(m,vπ(m)) =

(
. . . , uiα(vπ(m))

∂

∂xi

∣∣∣
m
−Ha

α(m,vπ(m))
∂

∂xa

∣∣∣
m
, . . .

)
∈ T 1

kM

donde 1 ≤ α ≤ k.
Si utilizamos el carácter lineal de la k-conexión γk se sigue de (5.4) que

γk(m,vπ(m)) = γk
(
m, (. . . , uiβ(vπ(m))

∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, . . . , )

)

= γk

m, k∑
β=1

uiβ(vπ(m))(0, . . . , 0,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, 0, . . . , 0)



=
k∑

β=1

uiβ(vπ(m)) γ
k

m, (0, . . . , 0,
β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, 0, . . . , 0)



(5.4)
=

k∑
β=1

uiβ(vπ(m))

. . . , ujα(0, . . . , 0,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, 0, . . . , 0)
∂

∂xj

∣∣∣
m

−Ha
α(m, (0, . . . , 0,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, 0, . . . , 0))
∂

∂xa

∣∣∣
m
, . . .


=

k∑
β=1

uiβ(vπ(m))(. . . , δ
β
α

∂

∂xi

∣∣∣
m
−Baβ

αi (m)
∂

∂xa

∣∣∣
m
, . . . ) .

donde las funciones Baβ
αi ∈ C∞(M) están definidas por

Baβ
αi (m) = Ha

α(m, (0, . . . ,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, . . . , 0))

y se denominarán “coeficientes de la k-conexión” γk.
Por lo tanto, podemos escribir

(5.5) γk(m,vπ(m)) =

(
. . . , uiβ(vπ(m))(δ

β
α

∂

∂xi

∣∣∣
m
−Baβ

αi (m)
∂

∂xa

∣∣∣
m

), . . .

)
, 1 ≤ α ≤ k,
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ó equivalentemente

(5.6) (γk(m,vπ(m)))α = uiα(vπ(m))
∂

∂xi

∣∣∣
m
− uiβ(vπ(m))B

aβ
αi (m)

∂

∂xa

∣∣∣
m
.

Observación 5.2. La expresión local de γk, en forma abreviada, es

(5.7) γk(xi, xa, uiα) = (xi, xa, uiα, u
a
α = −Baβ

αi u
i
β) .

Expresión local del proyector horizontal hk = γk ◦ jk : T 1
kM → T 1

kM

Sea wm = (w1m , . . . , wkm) ∈ T 1
kM entonces

jk(wm) = (m, (v1π(m)
, . . . , vkπ(m)

))

donde vαπ(m)
= π∗(m)wαm . Por lo tanto, de (5.5) obtenemos:

hk(wm) = γk ◦ jk(wm) = γk(m, (v1π(m)
, . . . , vkπ(m)

))

=

(
. . . , uiβ(vπ(m))(δ

β
α

∂

∂xi

∣∣∣
m
−Baβ

αi (m)
∂

∂xa

∣∣∣
m

), . . .

)
teniendo en cuenta que uiβ(vπ(m)) = uiβ(wπ(m)), ó equivalentemente,

(hk(wm))α = uiα(wm)
∂

∂xi

∣∣∣
m
− uiβ(wm)Baβ

αi (m)
∂

∂xa

∣∣∣
m
.

Expresión local del proyector vertical ωk = IdT 1
kM
− hk : T 1

kM → T 1
kM

ωk(wm) = ωk(w1m , . . . , wkm) = (w1m , . . . , wkm)− hk(w1m , . . . , wkm)

= (. . . , wαm − (hk(w1m , . . . , wkm))α, . . . )

Ahora, de un cálculo directo se obtiene que

wαm − (hk(w1m , . . . , wkm))α = (uaα(wm) +Baβ
iα (m)uiβ(wm))

∂

∂xa

∣∣∣
m

ó equivalentemente

(5.8) ωk(wm) = (. . . , (uaα(wm) +Baβ
iα (m)uiβ(wm))

∂

∂xa

∣∣∣
m
, . . .) .

A continuación describimos las bases de HM y de VM . Cualquier k-vector

wm = (w1m , . . . , wkm)
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en M puede escribirse de forma única como la suma

wm = hk(wm) + ωk(wm)

=

(
. . . , uiβ(vπ(m))(δ

β
α

∂

∂xi

∣∣∣
m
−Baβ

αi (m)
∂

∂xa

∣∣∣
m

), . . .

)
+

(
. . . , (uaα(wm) +Baβ

iα (m)uiβ(wm))
∂

∂xa

∣∣∣
m
, . . .

)
o equivalentemente

(5.9) wm = uiβ(wm) Xβ
i (m) + (uaα(wm) +Baβ

iα (m)uiβ(wm))Xα
a (m)

donde
Xβ
i = ((Xβ

i )1, . . . , (X
β
i )k)

son los campos de k-vectores locales en M definidos por

(5.10) (Xβ
i )α(m) = [γk(m, (0, . . . , 0,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, 0, . . . , 0))]α = δβα
∂

∂xi

∣∣∣
m
−Baβ

iα (m)
∂

∂xa

∣∣∣
m

;

y Xβ
a los correspondientes campos de k-vectores verticales locales definidos por:

Xβ
a(m) = ik(0, . . . ,

β︸︸
∂

∂xa

∣∣∣
m
, 0, . . . , 0) = (0, . . . ,

β︸︸
∂

∂xa

∣∣∣
m
, 0, . . . , 0).

Para cada componente α-ésima podemos escribir

wαm = uiβ(wm) (Xβ
i )α(m) + (uaα(wm) +Baβ

iα (m)uiβ(wm))
∂

∂xa

∣∣∣
m
.

Si X es un campo de k-vectores en M se descompone como sigue

X = X i
α Xα

i + (Xa
α +Baβ

iαX
i
β)Xα

a ,

donde Xα = X i
α

∂

∂xi
+Xa

α

∂

∂xa
.

Con respecto a las dimensiones se tiene

dim (T 1
kM)x = km, dimHMx = nk, dimVMx = (m− n) k ,

donde
x ∈M, m = dimM, n = dimN .

Obsérvese que las expresiones de (hk(X))α y ωk(X)α no sólo contiene las componentes
del vector α-ésimo Xα.
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5.1.1. Levantamiento horizontal de campos de k-vectores

De manera análoga a la definición (3.2) de levantamiento horizontal de un campo de
vectores, se define el levantamiento horizontal de un campo de k-vectores con respecto a
una k-conexión γk como sigue.

Definición 5.3. El levantamiento horizontal de un campo de k-vectores Y en N es el
campo de k-vectores YH en M , definido por

YH(m) = γk(m,Y(π(m))).

Si Yβ = Y i
β

∂

∂xi
, o equivalentemente

Y = Y i
β (0, . . . ,

β︸︸
∂

∂xi
, . . . , 0) ,

entonces, por el carácter lineal de la k-conexión γk, se deduce que

YH(m) = γk(m,Y i
β(0, . . . ,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, . . . , 0)) = Y i
βγ

k(m, (0, . . . ,

β︸︸
∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

, . . . , 0))

y de la expresión local (5.10) se obtiene que

YH = Y i
β Xβ

i = (Y i
β ◦ π) ((Xβ

i )1, . . . , (X
β
i )k)

y por lo tanto

(5.11) (YH)α = (Y i
β ◦ π) (Xβ

i )α = (Y i
β ◦ π) (δαβ

∂

∂xi
−Baβ

αi

∂

∂xa
) .

5.1.2. Ejemplos de k-conexiones

A continuación se muestran dos ejemplos de k-conexiones. Un tercer ejemplo, llamado
“la k-conexión mecánica”, se estudiará en la Sección 5.4 y será fundamental para desarrollar
la reconstrucción de una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de una
solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré.

Ejemplo 5.4. Una conexión “simple”.
Sea γM una conexión en π : M → N . A partir de γM se puede construir fácilmente una
k-conexión γk como sigue

γk(m,u) = (γM(m,u1), . . . , γM(m,uk)), u ∈ T 1
kN.

Si la aplicación γM tiene la siguiente expresión en coordenadas locales

γM(xi, xa, ẋi) = (xi, xa, ẋi, ẋa = Γai (x)ẋi) ,
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para ciertos coeficientes de conexión Γai , entonces

γk(m,u) = (m,uiα,Γ
a
i (m)uiα) ,

es decir, Baβ
iα = Γai δ

β
α. A este tipo de k-conexión se llamarán k-conexiones de tipo “simple”.

Para estudiar el siguiente ejemplo será necesario introducir el concepto de campo de
k-tensores.

Se dirá que A es un campo de k-tensores de tipo (1,1) en M si es un campo de tensores
de tipo (1,1) en τ kM , es decir, es una aplicación C∞(M)-lineal

A : Xk(M)→ Xk(M) .

Localmente, se puede escribir para Y = (Y1, . . . , Yk) que

T 1
kM

A //

τkM
��

T 1
kM

M

Z=A◦Y

;;

Y

CC

es decir,
A(Y) = Z ,

con ZB
β = ABαβAY

A
α .

Como un caso especial, se considera un campo de tensores A de tipo (1,1) en M , y se
extiende a un campo de k-tensores de tipo (1,1), como Zβ = A(Yβ). Entonces ABαβA = ABAδ

β
α.

Se define la derivada de Lie a campos de k-tensores como sigue

(5.12) (LXA)(Y) = LX(A(Y))−A(LXY)

para un campo de k-tensores A de tipo (1,1), donde LXY = ([X, Y1], . . . , [X, Yk]).

Ejemplo 5.5. La conexión asociada a un sopde.
Sea M = T 1

kQ y N = Q, se supone que Γ = (Γα) es un sopde. Se denota por Jγ el campo
de k-tensores de tipo (1,1), dado por

Jγ : T 1
kM = T 1

k (T 1
kQ) → T 1

kM = T 1
k (T 1

kQ)

(X1, . . . , Xk) 7→ Jγ(X) = (Jγ(X1), . . . , Jγ(Xk))

donde (J1, . . . , Jk) es la estructura k-tangente canónica definida en (1.9), es decir Jγ está de-
terminado por

T (T 1
kQ) Jγ // T (T 1

kQ)

T 1
kQ

Jγ(Xα)

::

Xα

dd

.
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Entonces, por la definición (5.12) de derivada de Lie

LΓγJ
γ : T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

k (T 1
kQ)

(suma sobre γ) es un campo de k-tensores de tipo (1,1) en M = T 1
kQ.

Se define una k-conexión en el fibrado T 1
kQ → Q mediante su aplicación conexión, es

decir, mediante su proyector vertical:

ωk : T 1
k (T 1

kQ)→ T 1
k (T 1

kQ)

definido por

ωk =
1

k + 1

(
k IdT 1

k (T 1
kQ) + LΓγJ

γ
)
.

Si la expresión local del sopde Γ en T 1
kQ es

Γβ = uAβ
∂

∂qA
+ (Γβ)Aα

∂

∂uAα

y la del campo de k-vectores X ∈ Xk(T 1
kQ) es

Xβ = XA
β

∂

∂qA
+ (Xβ)Aα

∂

∂uAα
,

entonces ωk(X) = ((ωk(X))1, . . . , (ω
k(X))k) tiene expresión

(ωk(X))β = ((Xβ)Aγ +XC
αB

Aβ
Cγα)

∂

∂uAγ

donde los coeficientes de la conexión son BAβ
Cγα = δβαΓACγ y

ΓACγ = − 1

k + 1

∂

∂uCδ
(Γδ)

A
γ .

Entonces, como sugiere la forma de los coeficientes de la k-conexión BAβ
Cγα, esta k-

conexión es de tipo simple. De hecho es la conexión asociada a la conexión en el fibrado
T 1
kQ→ Q que fue definida en [93] para Γ.

5.2. k-conexiones principales

A continuación se definirán k-conexiones principales en el fibrado principal πM : M →
N = M/G, como cierto tipo de k-conexiones en dicho fibrado.

Es conocido que la distribución vertical VM se identifica con M ×g del siguiente modo

VM → M × g

ξM(m) 7→ (m, ξ) .
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Si ξα pertenece a g, se define el campo de k-vectores fundamental (ξ1, . . . , ξk)M como

(ξ1, . . . , ξk)M : = ((ξ1)M , . . . , (ξk)M) ∈ Xk(M),

por lo tanto, también se puede identificar (VM)k con M × gk, como sigue

(5.13)
(VM)k = VM× k. . . ×VM ≡ M × gk

((ξ1)M(m), . . . , (ξk)M(m)) ≡ (m, ξ1, . . . , ξk) .

Teniendo en cuenta esta identificación, la sucesión exacta corta (5.1) es ahora de la
forma

0 //M × gk ≡ (VM)k ik // T 1
kM

jk //

ωk

ii
M ×M/G T

1
k (M/G) //

γk

hh 0 .

Sea γk una k-conexión asociada a dicha k-conexión, se define la “forma”

ϑk : T 1
kM → gk

vm → ϑk(vm) = (ξ1, . . . , ξk)

siendo

ωk(vm) = (ξ1, . . . , ξk)M(m)

donde ωk : T 1
kM → (VM)k ⊂ T 1

kQ es la correspondiente escisión por la izquierda.
Recuérdese de nuevo que una conexión principal en πM : M → M/G es una 1-forma ϑ

en M y g-valuada verificando

(1) ϑ(ξM(m)) = ξ, para todo ξ ∈ g y para todo m ∈M .

(2) ϑ((Φg)∗(m)(vm)) = Adg(ϑ(vm)), donde m ∈M y vm ∈ T 1
kQ.

Es evidente que

ϑk((ξ1, . . . , ξk)M) = (ξ1, . . . , ξk) ,

que se corresponde con la propiedad (1) de la definición de conexión principal. La propiedad
(2) nos lleva a establecer la siguiente definición.

Definición 5.6. Una k-conexión γk en πM : M →M/G se dice que es principal si

(5.14) (ϑk ◦ Φ
T 1
kM
g )(vm) = (Adg)

k(ϑk(vm)),

para todo vm ∈ T 1
kM , donde (Adg)

k : gk → gk es la aplicación Adg : g→ g en cada uno de
los k factores.
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Obsérvese que la condición (5.14) significa que

ϑk((Φg)∗(m)v1m , . . . , (Φg)∗(m)vkm) = (Adg(ϑ
k(vm))1, . . . , Adg(ϑ

k(vm))k) .

Cuando se expresa la misma condición en términos del k-tensor

ωk : T 1
kM → T 1

kM

dicha condición es equivalente a

(5.15) Φ
T 1
kM
g ◦ ωk = ωk ◦ Φ

T 1
kM
g .

En efecto, si ϑk(vm) = (ξ1, . . . , ξk) entonces

ωk(gm)(gvm) = [ϑk(gvm)]M(gm)

= [(Adg)
k(ϑk(vm))]M(gm)

= ((Adgξ1)M , . . . , (Adgξk)M)(gm)

= (Φ∗g−1(ξ1)M(gm), . . . ,Φ∗g−1(ξk)M(gm))

= ((Φg)∗(m)((ξ1)M(m)), . . . , (Φg)∗(m)((ξk)M(m)))

= g(ξ1, . . . , ξk)M(m)

= g(ϑk(vm))

= gωk(m)(vm))

donde se ha utilizado (Φg−1)∗ξM(gm) = (Φg)∗(m)ξM(m) y (Adgξ)M = Φ∗g−1ξM , véase [1], y

la notación gvm = Φ
T 1
kM
g (vm).

Observación 5.7. Teniendo en cuenta la definición de derivada de Lie (5.12) de campos
de k-tensores, (5.15) es equivalente (cuando G es conexo) a

(5.16) LξMω
k = 0,

si se considera la acción de ωk en campos de k-vectores.
En efecto, sea Y un campo de k-vectores en T 1

kM , entonces se tiene

(LξMω
k)(Y) = LξM (ωk(Y))− ωk(LξMY) .

Por un lado, por la definición de derivada de Lie de campos de k-vectores (3.11), obtenemos
que

ωk(LξMY) = ωk
(

ĺım
t→0

T 1
kΦ(exp tξ,Y(m))−Y(m)

t

)
= ωk

ĺım
t→0

Φ
T 1
kM

exp tξ(Y(m))−Y(m)

t

 ,
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por otro lado,

LξM (ωk(Y)) = ĺım
t→0

T 1
kΦ(exp tξ, ωk(Y)(m))− ωk(Y)(m)

t

= ĺım
t→0

Φ
T 1
kM

exp tξ(ω
k(Y)(m))− ωk(Y)(m)

t

= ĺım
t→0

ωk(Φ
T 1
kM

exp tξ(Y)(m)−Y(m))

t

donde en la última igualdad se ha utilizado que ωk ◦ Φ
T 1
kM
g = Φ

T 1
kM
g ◦ ωk.

5.2.1. Invarianza del levantamiento horizontal

A continuación, se probará la invarianza del levantamiento horizontal de un campo de
k-vectores en un fibrado principal πM : M → N = M/G, lo que nos permitirá afirmar que
los campos de vectores Xβ

iα son invariantes.

Lema 5.8. Una k-conexión principal verifica que

γk(gm,un) = gγk(m,un) = Φ
T 1
kM
g ◦ γk(m,un) ,

donde n ∈ N = M/G y un ∈ T 1
kN , es decir, el siguiente diagrama

M ×M/G T
1
k (M/G)

Φg×IdT1
k

(M/G)

��

γk // T 1
kM

Φ
T1
kM
g

��
M ×M/G T

1
k (M/G)

γk // T 1
kM

es conmutativo.

Demostración. Sea vm ∈ T 1
kM tal que T 1

kπ(vm) = un, y que además verifica

gvm = (. . . , (Φg)∗(m)(vαm), . . . ) = wgm

por lo tanto jk(wgm) = (gm, T 1
kπ(wgm) = T 1

kπ(vm) = un), entonces utilizando ωk =
id− γk ◦ jk se obtiene que

γk(gm,un) = (γk ◦ jk)(gvm) = gvm − ωk(gvm) = g(vm − ωk(vm))

= g(γk ◦ jk)(vm) = gγk(m,un).
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Proposición 5.9. El levantamiento horizontal X̆H ∈ Xk(M) de un campo de k-vectores
X̆ ∈ Xk(M/G) es G-invariante.

Demostración. Sea X̆ un campo de k-vectores en N . Hay que demostrar que

Φ
T 1
kM
g ◦ X̆H = X̆H ◦ Φg ,

es decir X̆H(gm) = gX̆H(m), la cual se obtiene a partir de lema anterior. En efecto se
verifica

X̆H(gm) = γk(gm, X̆(π(gm))) = gγk(m, X̆(π(m))) = gX̆H(m) .

Puesto que el campo de k-vectores X̆H en M es invariante, se verfica LξM X̆H = 0, para
todo ξ ∈ g.

En coordenadas, esto significa que si X̆α = X̆ i
α(xj)

∂

∂xi
entonces teniendo en mente

(5.11) se verifica que

0 =
(
LẼa

(X̆H)
)
α

= [Ẽa, X̆
i
βX

β
iα] = Ẽa(X̆

i
α)Xβ

iα + X̆ i
α[Ẽa, X

β
iα] = X̆ i

α[Ẽa, X
β
iα] ,

puesto que Ẽa(X̆
i
α) = 0. Por lo tanto, esta identidad implica que los campos de vectores

Xβ
iα en M son invariantes.

Observación 5.10. Como se puede observar de la demostración de la Proposición 5.9, el
resultado es válido para cualquier campo de k-vectores en M/G.

5.2.2. Integrabilidad del levantamiento horizontal: k-conexión sim-
ple

A continuación, se discutirá brevemente la integrabilidad de un levantamiento horizontal
del campo de k-vectores con respecto a una k-conexión principal.

Sea X̆ un campo de k-vectores integrable en M/G. Para el caso especial donde X = X̆H ,

la Proposición 3.19 dice que si X = X̆H es integrable entonces la curvatura de ωφ̆,X̆
H

debe
anularse para toda sección φ̆ de X̆.

Sea φ̆ una sección integral de X̆ y Vp un vector tangente a φ̆∗M en un punto p tal que
i(p) = (t,m) ∈ Rk ×M , si Vp tiene expresión local (3.22), es decir,

Vp = Tα
∂

∂tα

∣∣∣
p

+ Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
p

entonces de (3.23), y (5.10) se obtiene que

i∗(p)(Vp) = Tα
∂

∂tα

∣∣∣
i(p)

+ (X̆ i
α ◦ φ̆)Tα

∂

∂xi

∣∣∣
i(p)

+ Ỹ a ∂

∂xa

∣∣∣
i(p)

= Tα
∂

∂tα

∣∣∣
i(p)

+ (X̆ i
β ◦ φ̆)TαXβ

iα(i(p)) + ((X̆ i
β ◦ φ̆)TαBaβ

iα + Ỹ a)
∂

∂xa

∣∣∣
i(p)

= Tα
∂

∂tα

∣∣∣
i(p)

+ (X̆ i
β ◦ φ̆)TαXβ

iα(i(p)) + ZaÊa(i(p)),
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donde Za está definido por

ZcAbcK
a
b = (X̆ i

β ◦ φ̆)TαBaβ
iα + Ỹ a .

Entonces, de (3.24) y (3.25), se deduce que

ωφ̆,X̆
H

(Vp) =

(
t, (Ỹ a − (X̆H)aα(m)Tα)

∂

∂xa

∣∣∣
m

)
=

(
t, (Ỹ a +Baβ

iα X̆
i
βT

α)
∂

∂xa

∣∣∣
m

)
= (t, ZaÊa) .

A continuación, se considera una k-conexión γk construida a partir de una conexión
γM , es decir, la restricción al “caso simple” y se proporcionará una segunda interpretación
de las condiciones de integrabilidad, como se hizo en la Proposición 3.21.

Puesto que para una k-conexión de tipo simple Baβ
iα = δβαΓai , el levantamiento horizontal

de un campo de k-vectores X̆ en M/G es de la forma

(X̆H)α = X i
α(

∂

∂xi
− Γai

∂

∂xa
) = (Xα)h ,

donde el último h se refiere al levantamiento horizontal asociado a γM . Como para cada
α = 1, . . . , k, la descomposición (3.36) de (X̆α)h tiene parte vertical nula, entonces de (3.38)
se obtiene que

(5.17) [(X̆H)α, (X̆
H)β] = [(X̆α)h, (X̆β)h] = [X̆α, X̆β]h −KM(X̆α, X̆β) ,

donde KM denota, como antes, la curvatura de de la conexión γM , tomando valores en la
distribución vertical de π : M →M/G. Se puede entonces concluir que:

Proposición 5.11. El levantamiento horizontal X̆H de X̆ correspondiente a una k-conexión
simple es integrable si y sólo si X̆ es integrable y KM(X̆α, X̆β) = 0, para todo α y β.

Demostración. El resultado se sigue de la ecuación (5.17) teniendo en cuenta que [X̆α, X̆β]h

es horizontal y KM(X̆α, X̆β) vertical. Por lo tanto [(X̆H)α, (X̆
H)β] = 0 si y sólo si se anulan

ambos sumandos.

5.3. Método de reconstrucción

El objetivo de esta sección, véase Proposición 5.16, es construir una sección integral φ
del campo de k-vectores G-invariante X, a partir de una sección integral φ̆ del campo de
vectores reducido X̆.

En esta sección consideramos de nuevo el fibrado principal πM : M → N = M/G,
suponemos que existe una k-conexión principal γk (o ωk : T 1

kM → T 1
kM) y que los campos

de k-vectores X̆ ∈ Xk(M/G) y X̆H ∈ Xk(M) son integrables.
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Utilizaremos las expresiones locales

Xα(m) = X i
α(m)

∂

∂xi

∣∣∣
m

+Xa
α(m)

∂

∂xa

∣∣∣
m
,

X̆α(πM(m)) = X̆ i
α(πM(m))

∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

= X i
α(m)

∂

∂xi

∣∣∣
π(m)

y

(X̆H)α(m) = X i
α(m)

∂

∂xi

∣∣∣
π(m)
−Baβ

αi (m)X i
β(m)

∂

∂xa

∣∣∣
π(m)

de X ∈ Xk(M), X̆ ∈ Xk(M/G) y X̆H ∈ Xk(M), respectivamente.

Definición 5.12. Una aplicación φ̆H : Rk →M se llama levantamiento horizontal de φ̆ si

(1) πM ◦ φ̆H = φ̆, es decir, que el siguiente diagrama

M

πM

��
Rk

φ̆H

<<

φ̆ //M/G

es conmutativo, y

(2) φ̆H es una sección integral de X̆H .

A continuación se estudiará qué condiciones debe cumplir el levantamiento horizontal
de una sección φ̆ de X̆.

Si las expresiones locales de φ̆ y φ̆H son

φ̆(t) = (xi = φ̆i(t)), y φ̆H(t) = (φiH(t), φaH(t)) ,

entonces φ̆i(t) = πM ◦ φiH(t).

Puesto que φ̆H es una sección integral del campo de k-vectores X̆H , se verifica que

X̆H
α (φ̆H(t)) = (φ̆H)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
,

y ahora calculamos ambas partes de esta identidad, la parte derecha es

(5.18) (φ̆H)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
=
∂φiH
∂tα

∣∣∣
t

∂

∂xi
∣∣
φ̆H(t)

+
∂φaH
∂tα

∣∣∣
t

∂

∂xa
∣∣
φ̆H(t)

y la parte izquierda se obtiene utilizando (5.11)

(5.19) (X̆H)α(φ̆H(t)) = X i
α(φ̆H(t))

∂

∂xi
∣∣
φ̆H(t)

−Baβ
αi (φ̆H(t))X i

β(φ̆H(t))
∂

∂xi
∣∣
φ̆H(t)

.
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Por lo tanto de (5.18) y (5.19) obtenemos

(5.20)
∂φiH
∂tα

∣∣∣
t

= X i
α(φ̆H(t)) ,

∂φaH
∂tα

∣∣∣
t

= −Baβ
iα (φ̆H(t))

∂φiH
∂tβ

∣∣∣
t
.

Por otro lado, recordemos que de (5.8) se verifica

(ωk(X))α = (Xa
α +Baβ

iαX
i
β)

∂

∂xa

y entonces de (5.19) obtenemos

(5.21) (ωk(X̆H(φ̆H(t)))α = (−Baβ
iαX

i
β(φ̆H(t)) +Baβ

iαX
i
β(φ̆H(t)))

∂

∂xa
= 0,

que es equivalente a que ωk(φ̆
(1)
H ) = 0 puesto que

φ̆
(1)
H (t) = X̆H(φ̆H(t))

donde φ̆
(1)
H denota la primera prolongación de φ̆H (véase Sección 1.2).

En resumen, hemos demostrado que si φ̆H es una sección integral del campo de k-
vectores X̆H , entonces la primera prolongación φ̆

(1)
H del levantamiento horizontal de φ̆H es

horizontal, es decir,
φ̆

(1)
H (t) ∈ HM ⊂ T 1

kM.

Lema 5.13. Sea φ̆ una sección integral de X̆. Si φ̆H : Rk → M es un levantamiento
horizontal de φ̆, entonces

(5.22) ωk(φ̆
(1)
H ) = 0.

A continuación se estudiarán una serie de propiedades para aplicaciones φ : Rk → M
que permitirán reconstruir una sección integral de X a partir de una sección integral de X̆.

Sea g : Rk → G una aplicación, y g(1) la primera prolongación de g

g(1) : Rk → T 1
kG

t → g(1)(t) = (. . . , g∗(t)(
∂

∂tα

∣∣∣
t
), . . .)

entonces para cada α se verifica

(Lg−1(t))∗(g(t))

(
g∗(t)(

∂

∂tα

∣∣∣
t
)

)
∈ Tg−1(t)g(t)G ≡ TeG ≡ g .

En lo que sigue se utilizará la notación

g−1(t)g(1)(t) ∈ gk

para el elemento de gk dado por(
(Lg−1(t))∗(g(t))

(
g∗(t)(

∂

∂t1

∣∣∣
t
)

)
, . . . , (Lg−1(t))∗(g(t))

(
g∗(t)(

∂

∂tk

∣∣∣
t
)

))
.
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Lema 5.14. Si dos aplicaciones φ, ψ : Rk → M están relacionadas por φ(t) = g(t)ψ(t),
para alguna aplicación g : Rk → G, entonces sus prolongaciones de primer orden satisfacen

(5.23) φ(1) = g
(
ψ(1) + (g−1g(1))M ◦ ψ

)
,

o lo que es lo mismo

φ(1)
α (t) = (Φg(t))∗(ψ(t))

[
ψ(1)
α (t) +

(
(Lg−1(t))∗(g(t))

(
g(1)
α (t))

)
M

(ψ(t)
)]

para todo t ∈ Domφ ∩ Domψ y para todo α = 1, . . . , k, donde

φ(1)
α (t) =

(
φ(1)(t)

)
α

= φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
.

Demostración. Sean vh ∈ ThG y m ∈ M . Fijemos η = h−1vh ∈ g. Entonces es conocido
que,

(Φm)∗(h)(vh) = (Φh)∗(m)(ηM(m)),

véase [1].
Utilizando la regla de Leibniz y la propiedad anterior, se obtiene

φ(1)
α (t) = φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= (Φg(t))∗(ψ(t))

(
ψ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

))
+(Φψ(t))∗(g(t))

(
g∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

))
(5.24)

= (Φg(t))∗(ψ(t))

(
ψ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
+ (ξα)M ◦ ψ

)
,

donde

ξα = (Lg−1(t))∗(g(t))(g∗(t)(
∂

∂tα

∣∣∣
t
)) ∈ g,

denota el α-ésimo componente de g−1g(1) : Rk → gk. Por lo tanto sustituyendo ψ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
=

ψ
(1)
α (t) y ξα en (5.24) se obtiene

φ(1)
α (t) = (Φg(t))∗(ψ(t))

[
ψ(1)
α (t) + ((Lg−1(t))∗(g(t))

(
g(1)
α (t))

)
M

(ψ(t))
]
,

lo que concluye el resultado.

Problema de reconstrucción
Para resolver el problema de reconstrucción debemos plantearnos la siguiente cuestión,

¿cuáles son las condiciones que debe verificar g(t) para que

φ(t) = g(t)φ̆H(t)

sea una sección integral de X?
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Por la definición (1.13) de sección integral , se debe verificar que

φ(1) = X ◦ φ
o equivalentemente, por la propiedad (5.23), tomando

ψ = φ̆H

se ha de verificar que

φ(1) = g
(
φ̆

(1)
H + (g−1g(1))M ◦ φ̆H

)
es decir

(5.25) g−1 φ(1) = g−1 X ◦ φ = φ̆
(1)
H + (g−1g(1))M ◦ φ̆H .

Si se multiplica la parte izquierda de la ecuación anterior por g−1, entonces por ser X
invariante y la acción libre se obtiene que

[g−1(X ◦ φ)](t) = g−1(t)(X(φ(t))) = X(g−1(t)φ(t)) = X(g−1(t)g(t)φ̆H(t)) = X(φ̆H(t)) ;

es decir

(5.26) g−1φ(1) = X ◦ φ̆H
y por lo tanto de (5.25) y (5.26) se deduce que

(5.27) X ◦ φ̆H = g−1 φ(1) = φ̆
(1)
H + (g−1g(1))M ◦ φ̆H .

Si se aplica la forma de conexión ωk en ambos lados se obtiene que

ωk(X ◦ φ̆H) = ωk(φ̆
(1)
H + (g−1g(1))M ◦ φ̆H) = ωk((g−1g(1))M ◦ φ̆H) = g−1g(1),

donde se ha utilizado (5.22), es decir ωk(φ̆
(1)
H ) = 0.

Por lo tanto podemos afirmar

Lema 5.15. La condición que debe verificar g(t) para que φ(t) = g(t)φ̆H(t) sea sección
integral de X es la siguiente,

(5.28) g−1g(1) = ωk(X ◦ φ̆H).

es decir
(ωk(X ◦ φ̆H(t))α = (Lg−1(t))∗(g(t))[(g(1)(t))α] 1 ≤ α ≤ k.

Esta ecuación en derivadas parciales en g se denominará la ecuación de reconstrucción.
Si esta ecuación tiene una solución g(t), entonces se puede reconstruir una sección

integral φ(t) para X a partir de una sección integral φ̆H(t) de X̆H .
El resumen de esta sección se recoge en la siguiente proposición.

Proposición 5.16. Sea X un campo de k-vectores integrable e invariante en M con campo
de k-vectores reducido X̆. Sea φ̆ una sección integral de X̆ y φ̆H : Rk →M un levantamiento
horizontal de φ̆. Si g : Rk → G es una solución de las ecuaciones de reconstrución (5.28),
entonces la aplicación φ : Rk →M definida por

φ(t) = g(t)φ̆H(t)

es una sección integral de X.
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5.4. La k-conexión mecánica

En esta sección construiremos la k-conexión mecánica, que es una k-conexión principal
en el siguiente fibrado

πT 1
kQ

: T 1
kQ→ T 1

kQ/G

considerando un lagrangiano L ∈ C∞(T 1
kQ) invariante con ciertas condiciones de regulari-

dad, es decir, debemos construir una escisión de la siguiente sucesión exacta corta

0 // (V (T 1
kQ))k ik // T 1

k (T 1
kQ)

jk // T 1
kQ×T 1

kQ/G
T 1
k (T 1

kQ/G) // 0 ,

o describir el correspondiente subespacio horizontal.

Con la finalidad de construir una escisión para la sucesión exacta corta anterior, se
consideran las formas k-simplécticas ωαL de L, y se definen las aplicaciones lineales

gα,βvq : TqQ× TqQ → R

(uq, wq) → gα,βvq (uq, wq) = ωαL(vq)(X
C(vq), Y

Vβ(vq)),

donde X, Y son campos de vectores en Q tales que X(q) = uq y Y (q) = wq.

La expresión local de gα,βvq en coordenadas locales (qA, uAα ) es

gα,βvq =
∂2L

∂uAα∂u
B
β

∣∣∣
vq
dqA(vq)⊗ dqB(vq).

A continuación, se utilizarán las siguientes notaciones para los coeficientes de gα,βvq con

respecto a la base de campos de vectores {Xi, Ẽa} en Q:

gα,βij (vq) = gα,βvq (Xi(q), Xj(q)), gα,βia (vq) = gα,βv (Xi(q), Ẽa(q)),

gα,βab (vq) = gα,βvq (Ẽa(q), Ẽb(q)),
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que tienen las siguientes expresiones:

gα,βij (vq) = gα,βvq (Xi(q), Xj(q))) =
∂2L

∂uiα∂u
j
β

∣∣∣
vq
− γbiAcbKa

c

∂2L

∂uaα∂u
j
β

∣∣∣
vq

−γbjAcbKa
c

∂2L

∂uiα∂u
a
β

∣∣∣
vq

+ γbiA
c
bK

a
c γ

d
jA

e
dK

f
e

∂2L

∂ucα∂u
f
β

∣∣∣
vq

= XVα
i (vq)

(
∂L

∂ujβ

∣∣∣
vq
− γbjAcbKa

c

∂L

∂uaβ

∣∣∣
vq

)

= XVα
i (vq)(X

Vβ
j (vq)(L)) ,

gα,βia (vq) = gα,βvq (Xi(q), Ẽa(q)) =
∂2L

∂ubβ∂u
i
α

∣∣∣
vq
Kb
a −

∂2L

∂ubβ∂u
d
α

∣∣∣
vq
Kb
aγ

e
iA

c
eK

d
c

= XVα
i (vq)

(
∂L

∂ubβ

∣∣∣
vq
Kb
a

)
= XVα

i (vq)(Ẽ
Vβ
b (vq)(L)) ,

gα,βab (vq) = gα,βvq (Ẽa(q), Ẽb(q)) =
∂2L

∂udβ∂u
c
α

∣∣∣
vq
Kc
aK

d
b = ẼVα

a (vq)

(
∂L

∂udβ

∣∣∣
vq
Kd
B

)

= ẼVα
a (vq)(Ẽ

Vβ
b (vq)(L)) ,

entonces:

(5.29) gα,βij = XVα
i (X

Vβ
j (L)), gα,βia = XVα

i (Ẽ
Vβ
b (L)), gα,βab = ẼVα

a (Ẽ
Vβ
b (L)).

Definición 5.17. Un lagrangiano L se denomina G-regular si la matriz (gαβab ) es no sin-
gular.

Obsérvese que, teniendo en cuenta la Proposición 1.24, se sigue que

(gαβab ) = (ẼVα
a (Ẽ

Vβ
b (L))) =

(
Kc
aK

d
b

(
∂2L

∂ucα∂u
d
α

))
,

por lo tanto, la condición de la definición anterior es equivalente a que la matriz

(
∂2L

∂uaα∂u
b
β

)
sea no singular en todo punto.

Las aplicaciones gα,βvq no son completamente simétricas, sean

X = XA ∂

∂xA
e Y = Y A ∂

∂xA
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tales que X(q) = uq y Y (q) = wq, entonces

gα,βvq (uq, wq) = ωαL(vq)(X
C(vq), Y

Vβ(vq)) =
∂2L

∂uBβ ∂u
A
α

∣∣∣
vq
XAY B

gβ,αvq (uq, wq) = ωβL(vq)(X
C(vq), Y

Vα(v)) =
∂2L

∂uBα∂u
A
β

∣∣∣
vq
XAY B

pero śı se verifica la relación gα,βvq (uq, wq) = gβ,αvq (wq, uq), que da lugar a la siguiente aplica-
ción simétrica

gvq : (T 1
kQ)q × (T 1

kQ)q → R

(uq = (uαq),wq = (wβq)) → gvq(uq,wq) =
k∑

α,β=1

gα,βvq (uαq , wβq),

sumando en α, β ∈ {1, . . . , k}.
Definimos ahora el subespacio horizontal de la k-conexión mecánica en el fibrado

πT 1
kQ

: T 1
kQ→ T 1

kQ/G.

Definición 5.18. Dado un k-vector vq ∈ T 1
kQ se define el subespacio horizontal en dicho

punto como sigue

H(T 1
kQ)vq =

{
Wvq ∈ (T 1

k (T 1
kQ))vq : gvq(T

1
k τ

k
Q(Wvq), (ξ1, . . . , ξk)Q(q)) = 0

}
.

Un elemento

Wvq = ((W1)vq , . . . , (Wk)vq) ∈ T 1
k (T 1

kQ) , vq ∈ T 1
kQ

es horizontal para la k-conexión mecánica si y sólo si se verifica

(5.30)
k∑

α,β=1

gα,βvq

(
(τ kQ)∗(vq)((Wα)vq), (ξβ)Q(q)

)
= 0

para todas las k-tuplas (ξ1, . . . , ξk) ∈ gk.
Si se escribe cada elemento

(Wα)vq ∈ Tvq(T
1
kQ) 1 ≤ α ≤ k

en función de la referencia inducida por {Xi, Ẽa}, véase la Proposición 1.20

(5.31) (Wα)vq = W i
αX

C
i (vq) +W a

αẼ
C
a (vq) + Zi

αβX
Vβ
i (vq) + Za

αβẼ
Vβ
a (vq)

donde 1 ≤ i ≤ n − d y 1 ≤ a ≤ d, siendo n = dim Q y d = dim G; entonces, teniendo en
cuenta (5.30), se obtiene el siguiente resultado



5.4 La k-conexión mecánica 105

Lema 5.19. (1) El k-vector

Wvq = ((W1)vq , . . . ,W1)vq)

es horizontal, si y sólo si,

(5.32) W i
α g

α,β
ib +W a

α g
α,β
ab = 0

para cada α = 1, . . . , k.

(2) Si el lagrangiano es G-regular, entonces el k-vector Wvq es horizontal si y sólo si

(5.33) (Wα)vq = W i
γH

γ
iα(vq) + Zi

αβX
Vβ
i (vq) + Za

αβẼ
Vβ
a (vq),

donde
Hγ
iα = δγαX

C
i − B̃

γa
αi Ẽ

C
a

con

(5.34) B̃γa
αi = gbaβ,α g

γ,β
ib .

Demostración. (1) El k-vector Wvq es horizontal si, y sólo si

0 = gα,βvq

(
(τ kQ)∗(vq)((Wα)), ξβQ(q)

)
= gα,βvq

(
W i
αXi(q) +W a

αẼa(q) , ξ
b
βẼb(q)

)
= W i

α ξ
b
β g

α,β
vq (Xi(q), Ẽb(q)) +W a

α ξ
b
β g

α,β
vq (Ẽa(q), Ẽb(q))

= ξbβ (W i
α g

α,β
ib +W a

α g
α,β
ab )

para todo ξbβ, de donde se deduce el resultado.

(2) Si el lagrangiano es G-regular, entonces de (5.32) el k-vector Wvq será horizontal si
verifica

(5.35) W a
α = −W i

γ (gα,βvq )ab)
−1 (gγ,βvq )ib = −W i

γ g
ba
β,α g

γ,β
ib

es decir, (Wα) toma la forma

(Wα)vq = W i
αX

C
i (vq)−W i

γ g
ba
β,α g

γ,β
ib Ẽ

C
a (vq) + Zi

αβX
Vβ
i (vq) + Za

αβẼ
Vβ
a (vq)

lo que concluye la demostración.

De las expresiones (5.31) y (5.33) se concluye que cada elemento

Wvq = ((W1)vq , . . . , (Wk)vq)
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de (T 1
k (T 1

kQ))vq , se descompone en una k-tupla horizontal

(HWvq)α = W i
γH

γ
iα(vq) + Zi

αβX
Vβ
i (vq) + Za

αβẼ
Vβ
a (vq)

y una k-tupla vertical
(VWvq)α = (W a

α +W i
γB̃

γa
αi )Ẽ

C
a (vq)

Por lo tanto,
(5.36)

(Wα)vq = (HWvq)α + (VWvq)α

=
[
W i
γH

γ
iα(vq) + Zi

αβX
Vβ
i (vq) + Za

αβẼ
Vβ
a (vq)

]
+
[
(W a

α +W i
γB̃

γa
αi )Ẽ

C
a (vq)

]
.

Es decir, la k-conexión mecánica induce la descomposición:

(T 1
k (T 1

kQ))vq = H(T 1
kQ)vq ⊕V(T 1

kQ)vq ,

donde el subfibrado horizontal local H(T 1
kQ)vq = Imγk está generado por:

< Hα
i (vq),X

αβ
i (vq),X

αβ
a (vq) >

siendo los campos de k-vectores los definidos a continuación

Hα
i (vq) = (Hα

i1(vq), . . . , H
α
ik(vq)) ,

Xαβ
i (vq) = (0, . . . , 0,

α︸︸
X
Vβ
i (vq), 0, . . . , 0) ,

Xαβ
a (vq) = (0, . . . , 0,

α︸︸
Ẽ
Vβ
a (vq), 0, . . . , 0) ;

y el subfibrado vertical local V(T 1
kQ)vq = Im ik está generado por:

< Xα
a (vq) >

siendo los campos de vectores

Xα
a (vq) = (0, . . . , 0,

α︸︸
ẼC
a (vq), 0, . . . , 0) .

Con respecto a las dimensiones se tiene

dim (T 1
k (T 1

kQ)vq = k n + k2 n,

dimH(T 1
kQ)vq = k (n− d) + k2 n, dimV(T 1

kQ)vq = d k ,

donde
vq ∈ T 1

kQ, n = dimQ, d = dimG .
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Obsérvese que las expresiones de HWα y VWα no sólo contiene las componentes del
vector α-ésimo Wα. Por lo tanto, la conexión mecánica no es de tipo simple.

La correspondiente aplicación Ωk : T 1
k (T 1

kQ) → gk asociada a la k-conexión mecánica
verifica

Ωk(HWvq) = 0, Ωk((ξ1, . . . , ξk)T 1
kQ

(vq)) = (ξ1, . . . , ξk).

Lema 5.20. Sea Γ un sopde, su descomposición en parte horizontal y parte vertical es la
siguiente

(5.37)
HΓα = −(viγB̃

γa
αi )Ẽ

C
a + viαX

C
i + (Γ̃α)jβX

Vβ
j + (Γ̃α)aβẼ

Vβ
a ,

VΓα = (vaα + viγB̃
γa
αi )Ẽ

C
a .

Demostración. Sea Γ un sopde, por el Lema 1.23 su expresión local en términos de la
referencia {Xi, Ẽa} es

Γα = viαX
C
i + vaαẼ

C
a + (Γ̃α)jβX

Vβ
j + (Γ̃α)aβẼ

Vβ
a ,

y de la descomposición (5.36) se concluye el resultado.

Además, la k-conexión mecánica aśı definida verifica la siguiente propiedad:

Proposición 5.21. Sea L un lagrangiano G-regular e invariante. La k-conexión mecánica
Ωk determinada por L es una k-conexión principal en el fibrado principal πT 1

kQ
: T 1

kQ →
(T 1

kQ)/G.

Demostración. Por la Definición 5.6 de k-conexión principal y la condición equivalente
(5.16), hay que comprobar que

Lξ
T1
k
Q
ωk = LξCQ

ωk = 0,

donde ωk : T 1
k (T 1

kQ) → T 1
k (T 1

kQ) es el campo de k-tensores de tipo (1, 1) asociado a la
conexión Ωk, y la derivada de Lie es la definida en la expresión (5.12).

Sea W un campo de k-vectores en T 1
kQ, entonces

(LẼCa
ωk)(W) = LẼCa

(ωk(W))− ωk([ẼC
a ,W])

= LẼCa
(ωk(VW ))− ωk([ẼC

a ,VW ])− ωk([ẼC
a ,HW ])

= LẼCa
VW − [ẼC

a ,VW ]− ωk(V[ẼC
a ,HW ])

= −V[ẼC
a ,HW ] ,

donde se ha utilizado que ωk(HW ) = 0, ωk(VW ) = VW y que los campos de vectores

LẼCa
VW = [ẼC

a ,VW ] son verticales.
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Si se escribe W en coordenadas locales como

Wα = W i
αX

C
i +W a

αẼ
C
a + Zi

αβX
Vβ
i + Za

αβẼ
Vβ
a

entonces su parte horizontal será de la forma,

HWα = W i
γH

γ
iα + Zi

αβX
Vβ
i + Za

αβẼ
Vβ
a .

Si se calcula ahora el corchete de Lie [ẼC
a ,HW ] se obtiene lo siguiente,

[ẼC
a ,HW ] = ẼC

a (W i
γ)H

γ
iα +W i

γ[Ẽ
C
a , H

γ
iα] + ẼC

a (Zi
αβ)X

Vβ
i + Zi

αβ[ẼC
a , X

Vβ
i ]

+ẼC
a (Zb

αβ)Ẽ
Vβ
b + Zb

αβ[ẼC
a , Ẽ

Vβ
b ] ,

cuya parte vertical es

V[ẼC
a ,HW ] = W i

γ[Ẽ
C
a , H

γ
iα] ,

puesto que [ẼC
a , X

Vβ
i ] = [Ẽa, Xi]

Vβ = 0 y [ẼC
a , Ẽ

Vβ
b ] = [Ẽa, Ẽb]

Vβ = Cc
abẼ

Vβ
c . Por lo tanto,

LẼCa
ωk = 0 ⇔ [ẼC

a , H
γ
iα] = 0 ,

es decir, hay que comprobar que los campos de vectores Hγ
iα son campos de vectores

invariantes en T 1
kQ.

Por un cálculo directo se obtiene que

[ẼC
a , H

γ
iα] =

(
−ẼC

a (B̃γd
αi ) + B̃γb

αiC
d
ab

)
ẼC
d ,

entonces la invarianza de Hγ
iα es equivalente a

ẼC
a (B̃γd

αi ) = B̃γb
αiC

d
ba.

Utilizando las relaciones (5.29) y la invarianza del lagrangiano se obtienen las siguientes
ecuaciones,

ẼC
d (gα,βab ) = Ce

da g
α,β
eb + Ce

db g
α,β
ae

ẼC
d (gα,βab ) = ẼC

d (ẼVα
a (Ẽ

Vβ
b (L))) = [ẼC

d , Ẽ
Vα
a ](Ẽ

Vβ
b (L)) + ẼVα

a (ẼC
d (Ẽ

Vβ
b (L)))

= [Ẽd, Ẽa]
Vα(Ẽ

Vβ
b (L)) + ẼVα

a ([ẼC
d , Ẽ

Vβ
b ](L)) + ẼVα

a (Ẽ
Vβ
b (ẼC

d (L)))

= Ce
daẼ

Vα
e (Ẽ

Vβ
b (L)) + ẼVα

a (Ce
dbẼ

Vβ
e (L))

= Ce
da g

α,β
eb + Ce

db g
α,β
ae .
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ẼC
d (gα,βib ) = Ce

db g
α,β
ie

ẼC
d (gα,βib ) = ẼC

d (XVα
i (Ẽ

Vβ
b (L))) = [ẼC

d , X
Vα
i ](Ẽ

Vβ
b (L)) +XVα

i (ẼC
d (Ẽ

Vβ
b (L)))

= XVα
i

(
[ẼC

d , Ẽ
Vβ
b ](L) + Ẽ

Vβ
b (ẼC

d (L))
)

= XVα
i (Ce

dbẼ
Vβ
e (L)) = Ce

db g
α,β
ie .

ẼC
d (gecε,γ) = −ẼC

d (gα,βab ) gacα,γ g
eb
ε,β

Como ẼC
d (gα,βab gacα,γ) = ẼC

d (δβγ δ
b
c) = 0 se sigue que gα,βab ẼC

d (gacα,γ) = −ẼC
d (gα,βab ) gacα,γ

además, por ser L G-regular se tiene la ecuación deseada para la matriz inversa gecε,γ.

Utilizando estas propiedades y la expresión B̃γd
αi = gbdβαg

γβ
ib se obtiene directamente que

ẼC
a (B̃γd

αi ) = ẼC
a (gbdβ,α g

γ,β
ib ) = ẼC

a (gbdβ,α) gγ,βib + gbdβ,α Ẽ
C
a (gγ,βib )

= −ẼC
a (gγ,εec ) gedγ,α g

bc
β,ε g

γ,β
ib + gdbβ,α Ẽ

C
a (gγ,βib )

= −(Cf
ae g

γ,ε
fc + Cf

ac g
γ,ε
ef )gedγ,α g

bc
β,ε g

γ,β
ib + gbdβ,αC

e
ab g

γ,β
ie

= −Cb
ae g

ed
β,α g

γ,β
ib − Cd

ac g
bc
β,α g

γ,β
ib + gedβ,αC

b
ae g

γ,β
ib

= −Cd
ac g

bc
β,α g

γ,β
ib = −Cd

ac B̃
γC
αi = B̃γb

αiC
d
ba

lo que concluye la demostración.

En la siguiente observación estableceremos los componentes de la k-conexión mecánica:

Observación 5.22. Consideremos las coordenadas (qi, qa, viα, w
a
α) en T 1

kQ, con la finalidad
de establecer la relación de la k-conexión mecánica en T 1

kQ con la definición general (5.7)
de k-conexión en una variedad M , determinamos las coordenadas (xi, xa) en M = T 1

kQ
como (xi) = (qi, viα, w

a
α) y (xa) = (qa), es decir

πT 1
kQ

: T 1
kQ → T 1

kQ/G

(qi, qa, viα, w
a
α) 7→ (qi, viα, w

a
α)

entonces, haciendo un cálculo directo en coordenadas locales se deduce que los coeficientes
de la k-conexión mecánica son:

Ba β
α i = δαβγ

b
iA

a
b + B̃βb

αi (K
−1)ab y Ba β

α, iγ
= Ba β

α bγ
= 0 ,

donde B̃βb
αi están dados por (5.34)
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Esta sección finaliza con la reconstrucción de secciones integrales de un sopde lagran-
giano Γ a partir de secciones integrales del campo de k-vectores reducido, utilizando la
k-conexión mecánica.

Como Γ es G-invariante, y la k-conexión mecánica es principal, la componente horizon-
tal HΓ de Γ es el levantamiento horizontal Γ̆H del campo de k-vectores reducido Γ̆.

Por definición el levantamiento horizontal de una sección integral

(qi = φi(t), viα = φiα(t), waα = φaα(t))

de Γ̆ es una sección integral de Γ̆H = HΓα. En principio, es necesario reescribir HΓα en
téminos de la referencia {ZA} = {Xi, Êa}, y utilizar las expresiones (1.41) para calcular
una sección integral

(qi = φ̆i(t), qa = φ̆aH(t), viα = φ̆iα(t), waα = φ̆aα(t))

de HΓ (en función de las quasi-velocidades).
Sin embargo, solo es necesaria la ecuación que determina φ̆aH(t), ya que el resto (qi =

φ̆i(t), viα = φ̆iα(t), waα = φ̆aα(t)) está determinado por el campo de k-vectores reducido Γ̆.
Utilizando las primeras relaciones en (1.41), y la expresión local (5.37) de HΓ = ΓH , las
ecuaciones para φaH(t) son

(5.38)
∂φ̆aH
∂tα

= −φ̆iγ
(
Ka
b (γciA

b
cδ
γ
α + B̃γb

αi) ◦ φ̆H
)
,

donde se han utilizado las expresiones Xi =
∂

∂qi
− γai Êa y Ẽb = Ka

b

∂

∂qa
.

Por otro lado, si se utiliza la k-conexión mecánica y las expresiones (5.37) , la ecuación
de reconstrucción (5.28) se convierte en la siguiente

(5.39) (g−1g(1))α =
(

(vaα + viγB̃
γa
αi ) ◦ φ̆H

)
Ea.

Esto permite reconstruir las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20) a
partir de una solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.7),

Proposición 5.23. Sea L un lagrangiano regular, G-regular e invariante. Con la de fi-
nalidad de llevar a cabo la reconstrucción mediante la k-conexión mecánica, es necesario
resolver sucesivamente

(1) las ecuaciones de campo de Lagrange-Poincaré (4.7) para

φ̆(t) = (qi = φ̆i(t), viα = φ̆iα(t), waα = φ̆aα(t)) ,

(2) las ecuaciones (5.38) para φ̆aH(t), y

(3) la ecuación de reconstrucción (5.39) para g(t),

para obtener la solución φ(t) = g(t)φ̆H(t) de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
(1.20).
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5.5. Ejemplo: Las aplicaciones armónicas

Las aplicaciones armónicas son aplicaciones diferenciables φ : M → Q entre dos va-
riedades Riemannianas (M, g) y (Q, h) que tienen la propiedad de que sus campos de
tensiones

τ(φ) = gαβ
(
∂2φA

∂tα∂tβ
− gΓδαβ

∂φA

∂tδ
+ hΓABC

∂φB

∂tα
∂φC

∂tβ

)
,

se anulan (véase por ejemplo [44]). Aqúı gΓδαβ y hΓABC denotan los śımbolos de Christoffel
de g y h, respectivamente.

Cuando (M, g) es Rk con la métrica Euclidea estándar, es conocido que las condiciones
anteriores son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange correspondientes al lagrangiano

L : T 1
kQ → R

(qA, uAα ) 7→ 1
2
δαβhAB(q)uAαu

B
β .

Sea Γ un sopde lagrangiano para L con expresión local

Γα = uAα
∂

∂qA
+ (Γα)Aβ

∂

∂uBβ
,

por la Proposición 1.16, debe satisfacer

δαβ (Γα)Dβ = −δαβuBαuCβ ΓDBC .

Por lo tanto, en particular el campo de k-vectores Γ con expresión local

Γα = uAα
∂

∂qA
− ΓABCu

B
αu

C
β

∂

∂uAβ

es lagrangiano (a partir de ahora se escribirá solamente hΓABC = ΓABC ).
Supongamos que la métrica h tiene un grupo de Lie de simetŕıas G que actúa libre y

propiamente por la izquierda como isometŕıas

Φ : I(Q)×Q → Q

(f, q) 7→ Φ(f, q) = f(q)

donde G = I(Q) = {f : Q→ Q | f ∗h = h} es el grupo de isometŕıas de la métrica h, cuya
operación es la composición y el elemento neutro es la función identidad.

La base correspondiente de campos de vectores verticales invariantes se denotan, como
antes, por Êa.

La acción Φ de I(Q) en Q induce una acción ΦT 1
kQ en T 1

kQ definida por

ΦT 1
kQ : I(Q)× T 1

kQ → T 1
kQ

(f,vq) 7→ ΦT 1
kQ(f,vq) = (. . . , (Φf )∗(q)(vq), . . . ) .
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Si la expresión en coordenadas locales de f y vq ∈ T 1
kQ es f(qA) = (fA(qB)) y vq =

(qA, uAα ) entonces se tiene que

ΦT 1
kQ(f,vq) = (fA(qB), uAα

∂fB

∂qA
) .

Utilizando esta expresión local se prueba que el lagrangiano L es G-invariante,

L(Φ
T 1
kQ

f (vn)) = L(fA, vAα
∂fB

∂qA
) = δαβ

1

2
hAB(fC(q))uDα

∂fA

∂qD
uEβ
∂fB

∂qE

= δαβ 1
2
hDE(q)uDα u

E
β = L(vn) .

Se define una conexión principal enQ→ Q/G donde los campos de vectores horizontales
pertenecen al espacio complementario del espacio de los campos de vectores verticales. Esto
es equivalente a decir que los campos de vectores Xi en Q están definidos por las relaciones

h(Xi, Êa) = 0

y por el hecho de que proyectan en los campos de vectores coordenados en Q/G (esto es,
de hecho, la definición de conexión mecánica de la métrica Riemanniana h, véase [78]).

Denotamos hij = h(Xi, Xj) y hab = h(Êa, Êb). Estas funciones son invariantes. Además
se supone que la parte vertical de la métrica, hab, proviene de una métrica bi-invariante en
G, o, equivalentemente, de un producto interior Ad-invariante en g, es decir,

h(Ẽa, Ẽb) = h(AcaẼc, A
d
bẼd) = h(Êa, Êb) = hab.

Por lo tanto

0 = LẼa
h(Ẽb, Ẽc) = Ẽa(h(Ẽb, Ẽc))− h([Ẽa, Ẽb], Ẽc)− h(Ẽb, [Ẽa, Ẽc])

= Ẽa(hbc)− h(−Cd
abẼd, Ẽc)− h(Ẽb,−Cd

acẼd) = Cd
abhdc + Cd

achbd ,

esto es, todas las hab son constantes verificando

habC
b
cd + hcbC

b
ad = 0.

Utilizando Υb
ia = −γciCb

ca, también se obtiene que

habΥ
b
ic + hcbΥ

b
ia = 0.

De esas relaciones, se calcula que

(5.40) δαβhdbC
b
acw

c
βw

d
α = 0 ,

en efecto,

δαβhdbC
b
acw

c
βw

d
α = 1

2

(
δαβhdbC

b
acw

c
βw

d
α + δαβhdbC

b
acw

c
βw

d
α

)
= 1

2
δαβhdbC

b
acw

c
βw

d
α − 1

2
δαβhcdC

b
adw

c
βw

d
α = 0
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y de manera directa se tiene que

(5.41) δαβhabΥ
b
icw

c
βw

a
α = 0 .

Teniendo en cuenta las relaciones

hij = hij − γai AbaKc
bhcj ,

hia = γbiA
c
bK

d
c hda ,

hab = AcaK
d
cA

e
bK

f
e hdf ,

entonces, se puede reescribir el lagrangiano en términos de estas funciones invariantes, y
por lo tanto el lagrangiano reducido es

l =
1

2
δαβ (hijv

i
αv

j
β + habw

a
αw

b
β) .

A continuación, teniendo en cuenta la expresión del lagragngiano reducido, se estudiarán
las soluciones Γ̆ de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.5).

Sea Γ̆α un campo de k-vectores, cuya expresión local está dada en el Lema 4.8, entonces
utilizando las propiedades (5.40) y (5.41), las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.5) son
equivalentes a

δαβ (Γ̆α)jβ = δαβ (−Γjklv
k
αv

l
β + hijhabK

b
ikv

k
βw

a
α)

δαβ (Γα)bβ = −δαβΥb
kdv

k
βw

d
α ,

donde las funciones Γijk son los śımbolos de Christoffel de hij (que es una métrica Rieman-
niana en Q/G).

Por lo tanto, en particular el campo de k-vectores Γ̆α del Lema 4.8, con

(5.42) (Γ̆α)jβ = −Γjklv
k
αv

l
β + hjihabK

b
ikv

k
βw

a
α, (Γ̆α)bβ = −Υb

kdv
k
βw

d
α

satisface las ecuaciones (4.5).
Las secciones integrales del campo de k-vectores reducido Γ̆

φ̆(t) = (φ̆j(t), φ̆jα(t), φ̆bα(t))

son entonces soluciones de las siguientes ecuaciones en derivadas parciales

(5.43)
∂φ̆j

∂tα
= φ̆jα,

∂φ̆jα
∂tβ

= −Γjklφ̆
k
αφ̆

l
β + hjihabK

b
ikφ̆

k
βφ̆

a
α,

∂φ̆bα
∂tβ

= −Υb
kdφ̆

k
βφ̆

d
α.

De las dos primeras ecuaciones, se obtiene que la curvatura Kb
ik de la conexión actúa como

una obstrucción para que la ecuación reducida sea otra vez del tipo de las aplicaciones
armónicas (Rk, δαβ) → (Q/G, hij), es decir, si la curvatura Kb

ik fuese cero, entonces la
ecuación reducida seŕıa una aplicación armónica.
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Con la finalidad de reconstruir la sección integral de las ecuaciones de campo de k-
vectores Γ, es necesario calcular el levantamiento horizontal φ̆H de una sección integral de
Γ̆, con respecto a la k-conexión mecánica que se ha introducido en la Sección 5.4. Esta
conexión tiene una forma bastante más simple en este caso.

Como se ha definido la conexión en Q → Q/G como aquella para la cual hia = 0,
tenemos que

gαβij = XVα
i (X

Vβ
j (L)) = δαβ (hij − γai AbaKc

bhjc) = δαβhij ,

gαβia = XVα
i (Ê

Vβ
a (L)) = AbaK

c
bδ
α
βhic − AbAKc

bγ
d
iA

e
dK

f
e δ

α
βhfc

= AbaK
c
bδ
α
βhic − AbaKc

bδ
α
βhic = 0 ,

gαβab = ÊVα
a (Ê

Vβ
b (L)) = AcbK

d
cA

e
aK

f
e δ

α
βhfd = δαβhab ,

y por lo tanto también

B̃γa
αi = gbaβαg

γβ
ib = 0 .

La ecuación (5.38) a partir de la cual se podrá determinar el levantamiento horizontal
φ̆H(t) = (φ̆i(t), φ̆aH(t), φ̆iα(t), φ̆aα(t)) es entonces de la forma

(5.44)
∂φ̆aH
∂tα

= −φ̆iγ
(
γciK

a
b (Abcδ

α
γ + B̃γb

αi) ◦ φ̆H
)

= −φ̆iα
(
γciK

a
bA

b
c ◦ φ̆H

)
.

Del mismo modo, la ecuación de reconstrucción (5.39), con vaα = Aabw
b
α, es

(g−1g(1))α = ((vaα + viγB̃
γa
αi ) ◦ φ̆H)Ea = (vaα ◦ φ̆H)Ea = ((Aabw

b
α) ◦ φ̆H)Ea ,

es decir,

(5.45) (g−1g(1))α =
(
Aab ◦ φ̆H

)
φ̆bαEa.

Presentaremos un ejemplo expĺıcito para mostrar como se puede reconstruir una solu-
ción, a partir de una solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré. Sea G el grupo de
Lie de matrices de dimensión 4, cuyos elementos g = (x, y, z, θ) son del tipo

(5.46)


1 y cos θ + x sin θ −y sin θ + x cos θ z

0 cos θ − sin θ x

0 sin θ cos θ −y
0 0 0 1

 .

Sea ḡ = (x̄, ȳ, z̄, θ̄) ∈ G entonces el producto de las matrices que representan los ele-
mentos g y ḡ es la matriz producto gḡ:
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

1

x cos θ̄ sin θ + y cos θ̄ cos θ

−y sin θ̄ sin θ + x sin θ̄ cos θ

ȳ cos θ̄ + x̄ sin θ

−y cos θ̄ sin θ + x cos θ̄ cos θ

−x sin θ̄ sin θ − y sin θ̄ cos θ

+x̄ cos θ̄ − ȳ sin θ̄

z + z̄

+(xx̄+ yȳ) sin θ

+(x̄y − xȳ) cos θ

0 cos(θ + θ̄) − sin(θ + θ̄) x+ x̄ cos θ + ȳ sin θ

0 sin(θ + θ̄) cos(θ + θ̄) −y + x̄ sin θ − ȳ cos θ

0 0 0 1


Por lo tanto, la multiplicación por la izquierda

Lg : G→ G

tiene la siguiente expresión

(5.47)
(x̄, ȳ, z̄, θ̄) 7→ (x+ x̄ cos θ + ȳ sin θ, y − x̄ sin θ + ȳ cos θ,

z + z̄ + (xx̄+ yȳ) sin θ + (yx̄− xȳ) cos θ, θ + θ̄).

En [33] se clasifican las doce álgebras de Lie en dimensión 4, que se denotan por A4,n,
con n entre 1 y 12 y en cada caso se enumeran los corchetes de Lie no nulos.

Para el álgebra de Lie A4,10 cuyo grupo de representación está dado por las matrices
del tipo (5.46), tiene como únicos corchetes de Lie no nulos

[E2, E3] = E1 , [E2, E4] = −E3 y [E3, E4] = E2 .

Además, se puede encontrar en [33] que una base para los campos de vectores invariantes
por la derecha son

Ẽx =
∂

∂x
− y ∂

∂z
, Ẽy =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, Ẽz =

∂

∂z
, Ẽθ =

∂

∂θ
− x ∂

∂y
+ y

∂

∂x
,

o equivalentemente, si se escribe Ẽa = Kb
a

∂

∂qb
, entonces

(5.48) K =


1 0 −y 0

0 1 x 0

0 0 1 0

y −x 0 1

 .
Por otro lado, la siguiente lista proporciona una base de los campos de vectores inva-

riantes por la izquierda, Êa(g) = (Lg)∗(e)(Ea):
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Êx = (Lg)∗(e)(
∂

∂x

∣∣∣
e
) = cos θ

(
∂

∂x
+ y

∂

∂z

)
− sin θ

(
∂

∂y
− x ∂

∂z

)
,

Êy = (Lg)∗(e)(
∂

∂y

∣∣∣
e
) = sin θ

(
∂

∂x
+ y

∂

∂z

)
+ cos θ

(
∂

∂y
− x ∂

∂z

)
,

Êz = (Lg)∗(e)(
∂

∂z

∣∣∣
e
) =

∂

∂z
,

Êθ = (Lg)∗(e)(
∂

∂θ

∣∣∣
e
) =

∂

∂θ
.

Si se calculan los corchetes de Lie de los campos de vectores anteriores se obtiene

[Êx, Êy] = −2Êz , [Êx, Êz] = 0 , [Êx, Êθ] = Êy ,

[Êy, Êz] = 0 , [Êy, Êθ] = −Êx , [Êz, Êθ] = 0 .

por lo tanto, las únicas constantes de estructura no nulas son Cz
xy = −2, Cy

xθ = 1 y
Cx
yθ = −1.

Considerando las expresiones de los campos de vectores Ẽa y Êa, se comprueba que la
matriz Aab que aparece en la expresión Êa = AbaẼb es

(5.49) A =


cos θ − sin θ 2(y cos θ + x sin θ) 0

sin θ cos θ 2(y sin θ − x cos θ) 0

0 0 1 0

−y x x2 + y2 1

 .
Observemos que esta matriz es independiente de z, este hecho se utilizará más adelante.

Sea la variedad Q = R × G con la G-acción natural. Denotaremos las coordenadas en
Q/G = R por q, y (x, y, z, θ) para aquellas en G,

Q = R×G → Q/G = R

(q, (x, y, z, θ)) 7→ q

La métrica Riemanniana

h = dq ⊗ dq + γdq ⊗ dθ + dx⊗ dx+ dy ⊗ dy − ydx⊗ dθ + xdy ⊗ dθ + dz ⊗ dθ

satisface LẼa
h = 0, por lo tanto es una métrica invariante. La conexión principal corres-

pondiente en Q→ Q/G puede ser representada por el unico campo de vectores horizontal
X = ∂/∂q − γ∂/∂z que proyecta en ∂/∂q. Entonces,

(5.50) Υb
qa = −γCb

za = 0 ,
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puesto que as únicas consatantes de estructura no nulas son Cz
xy, C

y
xθ y Cx

yθ.
Tomando la notación precedente, tenemos hqq = h(X,X) = 1. La parte vertical de la

métrica es
(hab) = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy − ydx⊗ dθ + xdy ⊗ dθ + dz ⊗ dθ

representa una métrica bi-invariante en G, véase [33].
Estamos entonces en la situación descrita anteriormente y por lo tanto podemos utilizar

los campos de k-vectores reducidos (5.42) para calcular sus secciones integrales

(tα) 7→ (φq(t), vqα(t), wxα(t), wyα(t), wzα(t), wθα(t))

es decir, las ecuaciones de campo de Lagrange-Poincaré. Teniendo en cuenta (5.43) obte-
nemos las siguientes expresiones,

(5.51)
∂φq

∂tα
= vqα(t),

∂vqβ
∂tα

= 0,
∂waβ
∂tα

= 0,

donde hemos utilizado la nulidad de los śımbolos de Christoffel Γqqq de la conexión hqq, de
las componentes locales de la curvatura Ka

qq y finalmente de Υb
qb, véase (5.50).

De las ecuaciones (5.51) podemos concluir que

φq(t) = cqαt
α + bq, waβ(t) = caβ,

es decir
φ̆ : Rk → T 1

kQ/G

(tα) 7→ (cqαt
α + bq, cqα, c

x
β, c

y
β, c

z
β , c

θ
β) .

Ahora utilizando las matricesK yA, véase (5.48) y (5.49) respectivamente, y la ecuación
(5.44) , podemos obtener la expresión del levantamiento horizontal φ̆H , de la sección integral
φ̆, es decir

∂φxH
∂tα

= 0,
∂φyH
∂tα

= 0,
∂φzH
∂tα

= −γcqα,
∂φθH
∂tα

= 0.

Se sigue que:
φzH(t) = −γcqαtα + bz, φaH(t) = ba (a 6= z) ,

es decir, el levantamiento horizontal φ̆H tiene la siguiente expresión local:

φ̆H : Rk → T 1
kQ

(tα) 7→ (cqαt
α + bq, bx, by, −γcqαtα + bz, bθ, cqα, c

x
β, c

y
β, c

z
β , c

θ
β) .

En este momento ya disponemos de la expresión del levantamiento horizontal φ̆H y por
lo tanto podemos establecer la ecuación de reconstrucción (5.45).

Recordemos que la matriz A no depende de z, por lo tanto la parte de la derecha de las
ecuaciones de reconstrucción (5.45) contiente solamente las constantes caβ y ba. Entonces es
de la forma

(5.52) Cx
αEx + Cy

αEy + Cz
αEz + Cθ

αEθ.
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Si desarrollamos las ecuaciones de reconstrucción obtenemos que las constantes Ca
α son

Cx
α = cxα cos bθ − cyα sin bθ − bycθα ,

Cy
α = −cxα sin bθ + cyα cos bθ + bxcθα ,

Cz
α = 2cxα(by cos bθ + bx sin bθ) + 2cyα(by sin bθ − bx cos bθ) + czα + ((bx)2 + (by)2)cθα ,

Cθ
α = cθα .

Veamos ahora la parte izquierda de dicha ecuación. Sea g : Rk → G con expresión

g(t) = (φxg(t), φ
y
g(t), φ

z
g(t), φ

θ
g(t)) ,

entonces su inversa tiene la siguiente expresión

g−1(t) =(
−φxg(t) cos(φθg(t)) + φyg(t) sin(φθg(t)),

−φyg(t) cos(φθg(t))− φxg(t) sin(φθg(t)), −φzg(t), −φθg(t)
)
.

Ahora bien, utilizando la expresión (5.47) de la multiplicación por la izquierda, dedu-
cimos

(g−1g(1))α(x) =
∂

∂tα

∣∣∣
t

(
x ◦ Lg−1(t) ◦ g

)
=

∂

∂tα t

(
−φxg(t) cos(φθg(t)) + φyg(t) sin(φθg(t)) + φxg cos(φθg(t))− φyg sin(φθg(t))

)
=
∂φxg
∂tα

∣∣∣
t
cos(φθg(t))−

∂φyg
∂tα

∣∣∣
t
sin(φθg(t)) ,

y de manera análoga:

(g−1g(1))α(y) = sin(φθg(t))
∂φxg
∂tα

∣∣∣
t
+ cos(φθg(t))

∂φyg
∂tα

∣∣∣
t
,

(g−1g(1))α(z) =
∂φzg
∂tα

∣∣∣
t
− φyg(t)

∂φxg
∂tα

∣∣∣
t
+ φxg(t)

∂φyg
∂tα

∣∣∣
t
,

(g−1g(1))α(θ) =
∂φθg
∂tα

∣∣∣
t
.

Por lo tanto se deduce que la parte izquierda de la ecuación de reconstrucción es la
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siguiente

(5.53)

(g−1g(1))α =

(
cos(φθg(t))

∂φxg
∂tα
− sin(φθg(t))

∂φyg
∂tα

)
Ex

+

(
sin(φθg(t))

∂φxg
∂tα

+ cos(φθg(t))
∂φyg
∂tα

)
Ey

+

(
φxg(t)

∂φyg
∂tα
− φyg(t)

∂φxg
∂tα

+
∂φzg
∂tα

)
Ez +

∂φθg
∂tα

Eθ.

De este modo, igualando las ecuaciones (5.52) y (5.53) obtenemos las ecuaciones de
reconstrucción.

De las dos primeras ecuaciones de reconstrucción se puede concluir que

∂φxg
∂tα

= Cx
α cos(φθg(t)) + Cy

α sin(φθg(t)),
∂φyg
∂tα

= −Cx
α sin(φθg(t)) + Cy

α cos(φθg(t)),

y, recordando que Cθ
α = cθα, de la última ecuación que

φθg(t) = cθαt
α +Bθ .

Para facilitar los cálculos, consideraremos el caso donde la solución para φθg está dada por

φθg(t) = t1.

Puesto que suponemos integrabilidad, las derivadas parciales de segundo orden deben coin-
cidir, en particular

∂

∂t1

(
∂φxg
∂tβ

)
=

∂

∂tβ

(
∂φxg
∂t1

)
.

Como la última derivada de la derecha se anula,

∂

∂tβ

(
∂φxg
∂t1

)
=

∂

∂tβ
(
Cx

1 cos t1 + Cy
1 sin t1

)
= 0

entonces se debe anular la siguiente derivada parcial

∂

∂t1

(
∂φxg
∂tβ

)
=

∂

∂t1
(
Cx
β cos t1 + Cy

β sin t1
)

= −Cx
β sin t1 + Cy

β cos t1

y por lo tanto se concluye que las constantes Cx
β son cero cuando β > 1. Entonces:

φxg(t) = Cx
1 sin t1 − Cy

1 cos t1 +Bx.

Igualmente,
φyg(t) = Cx

1 cos t1 + Cy
1 sin t1 +By.
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Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones anteriores, la solución de (5.45) para φzg
es

φzg(t) = −(BxCx
1 +ByCy

1 ) cos t1 − (BxCy
1 −ByCx

1 ) sin t1 + ((Cx
1 )2 + (Cy

1 )2)t1 + Cz
αt
α +Bz.

Por lo tanto, puesto que la expresión del levantamiento horizontal φ̆H : Rk → T 1
kQ de

la solución de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré tiene expresión:

(cqαt
α + bq, bx, by, −γcqαtα + bz, bθ, cqα, c

x
β, c

y
β, c

z
β , c

θ
β) ,

y por otro lado, por la ecuación de reconstrución, la aplicación g : Rk → G tiene expresión

g(t) = (φxg(t), φ
y
g(t), φ

z
g(t), φ

θ
g(t)) ,

donde
φxg(t) = Cx

1 sin t1 − Cy
1 cos t1 +Bx,

φyg(t) = Cx
1 cos t1 + Cy

1 sin t1 +By,

φzg(t) = t1

y

φzg(t) = −(BxCx
1 +ByCy

1 ) cos t1 − (BxCy
1 −ByCx

1 ) sin t1 + ((Cx
1 )2 + (Cy

1 )2)t1 + Cz
αt
α +Bz.

Entonces, si utilizamos la multiplicación por la izquierda (5.47), se obtiene que la solu-
ción de las ecuaciones de campo lagrangianas

φ(t) = g(t)φH(t)

son:

φq(t) = cqαt
α + bq,

φx(t) = C̄x
1 sin t1 − C̄y

1 cos t1 +Bx,

φy(t) = C̄x
1 cos t1 + C̄y

1 sin t1 +By,

φz(t) = −(BxC̄x
1 +ByC̄y

1 ) cos t1 − (BxC̄y
1 −ByC̄x

1 ) sin t1 + C̄z
αt
α + B̄z,

φθ(t) = t1 + bθ,

donde las constantes C̄x
1 , C̄y

1 , C̄z
α y B̄z tienen las siguientes expresiones

C̄x
1 = Cx

1 + by,

C̄y
1 = Cy

1 − bx,

C̄z
α = ((Cx

α)2 + (Cy
α)2)δα1 + Cz

α − γcqα,

B̄z = Bz + bz + Cx
1 b

x + Cy
1 b
y.
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Parte II

Teoŕıa lagrangiana en fibrados de jets
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Caṕıtulo 6

Fibrados de jets

En la segunda parte de la memoria consideramos un fibrado π : E → Rk. Es conocido
que un fibrado sobre Rk es trivial puesto que Rk es contráctil (Steenrod, 1951 [100]), sin
embargo nosotros no utilizaremos este hecho para desarrollar la formulación lagrangiana
del Caṕıtulo 7.

En este caṕıtulo comenzamos recordando el concepto de sección de un fibrado a lo largo
de una aplicación y de derivaciones a lo largo de aplicaciones.

Después de describir los fibrados de jets de primer y segundo orden J1π y J2π, respecti-
vamente, introducimos los campos de vectores canónicos, T

(0)
α a lo largo de π1,0 : J1π → E,

y los campos de vectores T
(1)
α a lo largo de π2,1 : J2π → J1π, donde α ∈ {1, . . . , k}. Estos

campos serán fundamentales para caracterizar los sopdes y las simetŕıas generalizadas.

Siguiendo a Saunders [98], recordamos la prolongación de campos de vectores X en E
a campos de vectores X1 en J1π, y la prolongación de campos de vectores X a lo largo de
π1,0, a campos de vectores X(1) a lo largo de π2,1.

De nuevo, siguiendo a Saunders [98], asociamos a cada 1-forma dtα en Rk el tensor Sdtα ,
en J1π, de tipo (1, 1). Estos tensores nos permitirán introducir las formas de Poincaré-
Cartan en el Caṕıtulo 7.

Finalizamos el caṕıtulo introduciendo los sopdes en J1π, que son campos de k-vectores
cuyas secciones integrales son primeras prolongaciones j1φ de secciones φ de π. Estos
campos son una generalización de los sodes que aparecen en la descripción geométrica
de la Mecánica dependiente del tiempo, y juegan un papel fundamental en el formalismo
lagrangiano que desarrollamos en el Caṕıtulo 7.

6.1. Secciones a lo largo de aplicaciones

El concepto de secciones a lo largo de aplicaciones es una noción fundamental en la
descripción geométrica de la Mecánica Clásica [15, 18, 42, 88, 98].

Dado un fibrado π : B →M y una aplicación diferenciable f : N →M , una sección de
π a lo largo de f es una aplicación diferenciable σ : N → B tal que π ◦ σ = f (véase por

125



126 6 Fibrados de jets

ejemplo [89]), es decir, el siguiente diagrama

B

π

��
N

σ

>>

f //M

es conmutativo.
Si π : B → M es el fibrado tangente de M , τM : TM → M es la proyección canónica,

entonces las secciones X a lo largo de f : N → M se denominan campos de vectores a lo
largo de f .

TM

τM

��
N

X

==

f //M

El módulo que forman estas secciones se denotará por X(f).
Si π : B →M es el fibrado cotangente de M , πM : T ∗M →M es la proyección canónica,

entonces las secciones θ a lo largo de f : N →M se denominan 1-formas a lo largo de f .

T ∗M

πM

��
N

θ

<<

f //M

El módulo que forman estas secciones se denotar por Λ1(f).

Definición 6.1. Una derivación a lo largo de f : N → M (o f -derivación) de grado r es
una aplicación R-lineal

D :
∧

M →
∧

N

que satisface las siguientes propiedades:

si ω ∈
∧sM entonces Dω ∈

∧r+sN ,

si ω1 ∈
∧s1 M y ω2 ∈

∧s2 M entonces

D(ω1 ∧ ω2) = Dω1 ∧ f ∗(ω2) + (−1)rs1f ∗(ω1) ∧Dω2 .

Del mismo modo que un campo de vectores sobre una variedad determina dos derivacio-
nes en el álgebra de las formas diferenciales sobre esa variedad (la contracción y la derivada
de Lie); un campo de vectores a lo largo de una aplicación f determina dos f -derivaciones
que transforma formas diferenciales de M en formas diferenciales de N .

Sea X un campo de vectores a lo largo de f : N → M entonces se define una f -
derivación

iX : Λp(M)→ Λp−1(N)

de grado −1 y de tipo i∗, como sigue:
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para todo función g ∈ C∞(M) se define iXg = 0,

para todo forma ω ∈ Λp(M) se define

(6.1) (iXω)(n)
(
v1n , . . . , v(p−1)n

)
= ω (f(n))

(
X(n), f∗(n)v1n , . . . , f∗(n)v(p−1)n

)
donde v1n , . . . , v(p−1)n ∈ TnN .

Existe otra f -derivación dX definida por

(6.2) dX = iX ◦ d+ d ◦ iX ,

donde d se refiere al operador de la derivada exterior. Esta derivación es de grado 0 y tipo
d∗, es decir, dX ◦ d = d ◦ dX .

Observemos que cuando X ∈ X(M), entonces la idM -derivación iX y dX no son más
que el producto interior o la contracción iX y la derivada de Lie LX , respectivamente.

Además dX es una f ∗-derivación asociada a X en el sentido de Pidello y Tulczyjew [88].
Si X es un campo de vectores a lo largo de f : N →M

TM

τM

��
N

X

==

f //M

deducimos, de (6.1) y (6.2) que la aplicación

dX : C∞(M) → C∞(N)

F → dXF

está definida por

(6.3) (dXF )(n) = (iX dF )(n) = dF (f(n))(X(n)) = X(n)(F ), ∀n ∈ N

puesto que X(n) ∈ Tf(n)M .
Por lo tanto

dXF : N → R
es la función

X(F ) : N → R
definida por

(6.4) (X(F ))(n) = X(n)(F ) .

Esta relación entre funciones y campos de vectores queda reflejada en el siguiente diagrama

(6.5) TM

τM

��
R N

X

==

f //
X(F )
oo M

F
// R .
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6.2. Fibrados de jets de primer y segundo orden

En esta segunda parte de la memoria, trabajaremos con fibrados de jets de primer y
segundo orden J1π y J2π de un fibrado π : E → Rk, donde E es una variedad de dimensión
n+ k.

Si (tα) son las coordenadas locales en Rk y (tα, qA) son las coordenadas locales en E,
utilizaremos las coordenadas estándar inducidas (tα, qA, uAα ) en J1π y (tα, qA, uAα , u

A
αβ) en

J2π, que están definidas como sigue

tα(j1
t φ) = tα(t) = tα, qA(j1

t φ) = qA(φ(t)),

uAα (j1
t φ) =

∂φA

∂tα

∣∣∣
t
, uAαβ(j2

t φ) =
∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t
,

donde 1 ≤ A ≤ n, 1 ≤ α, β ≤ k.
Aqúı, φ es una sección de π y j1

t φ, j2
t φ son el 1-jet y el 2-jet de φ en el punto t,

respectivamente.
Para las proyecciones canónicas, utilizamos las notaciones usuales

J1π

π1

��

π1,0

||
E

π !!
Rk

donde
J1π

π1,0−→ E, J1π
π1−→ Rk, J2π

π2,1−→ J1π

j1
t φ → φ(t) j1

t φ → t j2
t φ → j1

t φ .

Para las proyecciones correspondientes al fibrado π1 : J1π → Rk , se utilizarán también
las notaciones habituales

J1π1

(π1)1

��

(π1)1,0

{{
J1π

π1 $$
Rk

donde

J1π1
(π1)1,0−→ J1π, J1π1

(π1)1−→ Rk

j1
t Ψ → Ψ(t) j1

t Ψ → t .

Sea Ψ : Rk → J1π1 una sección de π1 cuya expresión local es

Ψ(t) = (t,ΨA(t),ΨA
α (t))
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entonces, las coordenadas canónicas

(tα, qA, uAα , u
A
,α, u

A
α,β)

de j1
t Ψ son

(6.6)

tα(j1
t Ψ) = tα(t), qA(j1

t Ψ) = ΨA(t), uAα (j1
t Ψ) = ΨA

α (t),

uA,α(j1
t Ψ) =

∂ΨA

∂tα

∣∣∣
t
, uAα,β(j1

t Ψ) =
∂ΨA

α

∂tβ

∣∣∣
t
.

Por lo tanto las proyecciones se esriben localmente como sigue

(π1)1,0(tα, qA, uAα , u
A
,α, u

A
α,β) = (tα, qA, uAα ) , (π1)1(tα, qA, uAα , u

A
,α, u

A
α,β) = (tα) .

Denotamos por Ĵ2π la variedad de los 2-jets semiholonómicos, esto es, el conjunto de
todos los 1-jets de secciones ψ de π1 tales que

uAα (j1
t Ψ) = uA,α(j1

t Ψ) ,

por lo que las coordenadas en Ĵ2π son (tα, qi, uAα , u
A
α,β), y la expresión local de las inclusiones

J2π ⊂ Ĵ2π ⊂ J1π1 es

(tα, qA, uAα , u
A
αβ) ↪→ (tα, qA, uAα , u

A
αβ) ↪→ (tα, qA, uAα , u

A
α , u

A
αβ) .

6.3. Campos de vectores canónicos a lo largo de las

proyecciones π1,0 y π2,1

Para cada α = 1, . . . , k, el campo de vectores T
(0)
α en E a lo largo de π1,0, y el campo

de vectores T
(1)
α en J1π a lo largo π2,1

T (J1π)

τJ1π

��

TE

τE

��
J2π

T
(1)
α

;;

π2,1 // J1π

T
(0)
α

;;

π1,0 // E

están definidos respectivamente por

(6.7)

T
(0)
α (j1

t φ) = φ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
∈ Tφ(t)E ,

T
(1)
α (j2

t φ) = (j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
∈ Tj1t φ(J1π) ,
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y sus expresiones locales son

(6.8)

T
(0)
α =

∂

∂tα
◦ π1,0 + uAα

∂

∂qA
◦ π1,0 ,

T
(1)
α =

∂

∂tα
◦ π2,1 + uAα

∂

∂qA
◦ π2,1 + uAαβ

∂

∂uAβ
◦ π2,1.

Utilizando (6.3) tenemos las aplicaciones d
T

(0)
α

y d
T

(1)
α

d
T

(0)
α

: C∞(E) −→ C∞(J1π)

d
T

(1)
α

: C∞(J1π) −→ C∞(J2π)

definidas por T
(0)
α y T

(1)
α , respectivamente.

Como T
(0)
α ∈ X(π1,0) la aplicación

d
T

(0)
α

: C∞(E) −→ C∞(J1π)

f −→ d
T

(0)
α
f = T

(0)
α (f) = f (α)

está definida por

f (α)(j1
t φ) = d

T
(0)
α
f(j1

t φ) = [T (0)
α (f)](j1

t φ) = T (0)
α (j1

t φ)(f) .

La función f (α) se llamará el α-ésimo levantamiento de f a C∞(J1π).
De (6.8) se obtiene que su expresión local es

(6.9) f (α) =
∂f

∂tα
◦ π1,0 + uAα

∂f

∂qA
◦ π1,0 .

Como T
(1)
α ∈ X(π2,1) la aplicación

d
T

(1)
α

: C∞(J1π) −→ C∞(J2π)

G −→ d
T

(1)
α
G = T

(1)
α (G) = G(α)

está definida por

G(α)(j2
t φ) = d

T
(1)
α
G(j2

t φ) = [T (1)
α (G)](j2

t φ) = T (1)
α (j2

t φ)(G) .

Llamaremos a G(α) el α-ésimo levantamiento de G a C∞(J2π).
De (6.8) se obtiene que su expresión local es

(6.10) G(α) =
∂G

∂tα
◦ π2,1 + uAα

∂G

∂qA
◦ π2,1 + uAαβ

∂G

∂uAβ
◦ π2,1 .

Dadas dos funciones F y G en J1π, se puede probar que

(FG)(α) = F (α)(π∗2,1G) + (π∗2,1F )G(α) .

Observación 6.2. Observemos que los campos de vectores T
(0)
α y T

(1)
α están (π2,1, π1,0)-

relacioneados en el siguiente sentido (π1,0)∗ ◦ T (1)
α = T

(0)
α ◦ π2,1.



6.4 Prolongaciones de campos de vectores 131

6.4. Prolongaciones de campos de vectores

Recordamos ahora las prolongaciones de campos de vectores de E a campos de vectores
en J1π y la prolongación de campos de vectores a lo largo de π1,0 a campos de vectores a
lo largo de π2,1, véase Saunders [98], Sección 4.4 y Sección 6.4.

Prolongación de X ∈ X(E) a X1 ∈ X(J1π)

Sea X un campo de vectores en E con expresión local

(6.11) X = Xα(t, q)
∂

∂tα
+XA(t, q)

∂

∂qA
,

entonces su prolongación X1 es un campo de vectores en J1π cuya expresión local es

(6.12) X1 = Xα ∂

∂tα
+XA ∂

∂qA
+

(
dXA

dtα
− uAβ

dXβ

dtα

)
∂

∂uAα
,

donde d/dtα denota la derivada total, esto es,

d

dtα
=

∂

∂tα
+ uBα

∂

∂qB
1 ≤ α ≤ k.

Observemos que
dF

dtα
= T (0)

α (F ) : J1π → R

para cada F ∈ C∞(J1π).
Por lo tanto podemos reescribir la prolongación X1 de X como

(6.13) X1 = (Xα ◦ π1,0)
∂

∂tα
+ (XA ◦ π1,0)

∂

∂qA
+
(
T (0)
α (XA)− uAβ T (0)

α (Xβ)
) ∂

∂uAα
,

cuyas componentes indicamos en el siguiente diagrama

T (E)

τE

��
R J1π

T
(0)
α

<<

π1,0 //

T
(0)
α (XA)

oo
T

(0)
α (Xβ)oo E

XA

Xβ
// R .

Prolongación de X ∈ X(π1,0) a X(1) ∈ X(π2,1)

Sea ahora X un campo de vectores a lo largo de π1,0, denotaremos por X(1) su prolon-
gación de primer orden a lo largo de π2,1,

T (J1π)

τJ1π

��

TE

τE

��
J2π

X(1)

;;

π2,1 // J1π

X

;;

π1,0 // E .
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Si la expresión local de X es

X = Xα(x, q, v)
∂

∂tα
◦ π1,0 +XA(x, q, v)

∂

∂qA
◦ π1,0

entonces la expresión local de X(1) es

(6.14)

X(1) = (Xα ◦ π2,1)
∂

∂tα
◦ π2,1 + (XA ◦ π2,1)

∂

∂qA
◦ π2,1

+
(
T

(1)
α (XA)− T (1)

α (Xβ)uAβ

) ∂

∂uAα
◦ π2,1.

cuyas componentes se describen en el siguiente diagrama

T (J1π)

τJ1π

��
R J2π

T
(1)
α

;;

π1,0 //

T
(1)
α (XA)

oo
T

(1)
α (Xβ)oo J1π

XA

Xβ
// R.

Observación 6.3. Si X es un campo de vectores a lo largo de π1,0 y π-vertical entonces
la expresión local de X(1) es
(6.15)

X(1) =

(
XA ∂

∂qA

)
◦ π2,1 +

(
∂XA

∂tα
◦ π2,1 + uBα

∂XA

∂qB
◦ π2,1 + uBαβ

∂XA

∂uBβ
◦ π2,1

)
∂

∂uAα
◦ π2,1

puesto que

T (1)
α (XA) ◦ π2,1 =

∂XA

∂tα
◦ π2,1 + uBα

∂XA

∂qB
◦ π2,1 + uBαβ

∂XA

∂uBβ
◦ π2,1.

De acuerdo con (6.3), sabemos que el campo de vectores X(1), a lo largo de π2,1, define
una aplicación

dX(1) : C∞(J1π) → C∞(J2π)

F → dX(1)F = X(1)(F ) ,

con expresión local
(6.16)

dX(1)F = Xα ◦ π2,1
∂F

∂tα
◦ π2,1 +XA ◦ π2,1

∂F

∂qA
◦ π2,1 +

(
T (1)
α (XA)− uAβ T (1)

α (Xβ)
) ∂F
∂uAα

◦ π2,1,

cuyas componentes se describen en el siguiente diagrama

T (J1π)

τJ1π

��
R J2π

X(1)

;;

π2,1 //

T
(1)
α (XA)

oo
T

(1)
α (Xβ)oo J1π

XA

Xβ
// R.
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Observación 6.4. Si X es un campo de vectores en E podemos considerar el campo de
vectores X ◦ π1,0 a lo largo de π1,0

TE

��
J1π

X◦π1,0

<<

π1,0 // E.

X

^^

De las expresiones locales de X(1) y X1 se deduce que

(6.17) (X ◦ π1,0)(1) = X1 ◦ π2,1.

6.5. Endomorfismos verticales

Si E → M es un fibrado arbitrario, a cada 1-forma ω en M, se le asocia un campo de
tensores Sω en J1π, de tipo (1, 1), véase Saunders [98], página 156.

Aśı en nuestro caso, para el fibrado E → Rk, cada 1-forma dtα, 1 ≤ α ≤ k, define un
campo de tensores canónico Sdtα en J1π de tipo (1, 1), con expresión local

(6.18) Sdtα ≡ (dqA − uAβ dtβ)⊗ ∂

∂uAα
,

que a lo largo de la memoria denotaremos por Sα.

Observación 6.5. La k-forma vectorial S en J1π, definida en [97, 98], cuyos valores son
vectores verticales sobre E, tiene la siguiente expresión local

(6.19) S =
(
(dqA − uAβ dtβ) ∧ dk−1tα

)
⊗ ∂

∂uAα

donde
dk−1tα = i∂/∂tαd

kt = (−1)α−1dt1 ∧ · · · ∧ dtα−1 ∧ dtα+1 ∧ · · · ∧ dtk

y dkt = dt1 ∧ · · · ∧ dtk es la forma de volumen estándar en Rk.
De (6.18) y (6.19) se deduce que S y {Sdt1 , . . . , Sdtk} están relacionadas mediante la

fórmula
S = Sα ∧ dk−1tα.

También tenemos dtα ∧ S = −Sα ∧ dkt.

6.6. sopdes: ecuaciones en derivadas parciales de se-

gundo orden

En esta sección estudiaremos un tipo especial de campos de k-vectores en la variedad
J1π que denominamos sopdes, que se identifican con las ecuaciones en derivadas parciales
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de segundo orden, y que aparecerán en este formalismo lagrangiano. Veremos que al igual
que en el formalismo k-simpléctico (y k-cosimpléctico) lagrangiano (véase la Proposición
1.17), las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener como secciones integrales de
ciertos sopdes.

Definición 6.6. Sea

φ : U ⊂ Rk −→ E

t −→ φ(t) ≡
(
t1, . . . , tk, φA(t1, . . . , tk)

)
una sección de π. La primera prolongación j1φ de φ es la aplicación

(6.20)
j1φ : U ⊂ Rk −→ J1π

t −→ j1
t φ ≡

(
t1, . . . , tk, φA(t1, . . . , tk),

∂φA

∂tα
(t1, . . . , tk)

)
.

Recordemos que una 1-forma θ ∈ Λ1(J1π) se dice que es una 1-forma de contacto si
(j1φ)∗θ = 0 para toda sección φ de π.

El módulo de las formas de contacto es

Λ1
C(J1π) = {θ ∈ Λ1(J1π), (j1φ)∗θ = 0, ∀φ ∈ Sec (π)},

y está generado por las formas

(6.21) δqA = dqA − uAβ dtβ, i = A, . . . , n.

La siguiente proposición es conocida y muestra la importancia de las formas de contacto.

Proposición 6.7. Una sección ψ de π1 es la primera prolongación de una sección de π si
y sólo si ψ∗θ = 0 para todo θ ∈ Λ1

C(J1π).

Demostración. Consideremos

ψ : Rk → J1π

(tα) 7→ ψ(tα) = (tα, ψA(tα), ψAβ (tα))

una sección de π1 y θ = θA(dqA − uAβ dtβ) ∈ Λ1
C(J1π). Entonces

ψ∗θ = θA ◦ ψ
(
∂ψA

∂tβ
− ψAβ

)
dtα .

Por lo tanto, ψ∗θ = 0 para todo θ ∈ Λ1
C(J1π) si y sólo si ψAβ = ∂ψA/∂tβ, es decir ψ = φ(1)

donde φ es una sección de π con expresión local φ(t) = (tα, ψA(tα)).



6.6 sopdes: ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden 135

Las formas de contacto forman una distribución de dimensión n que anula a la distri-
bución de Cartan, que es la distribución de dimensión k + nk, definida por

C(J1π) = Ker S1 ∪ . . . ∪ Ker Sk .

De (6.18) se deduce que X ∈ C(J1π) si y sólo si

(dqA − uAαdtα)(X) = 0, 1 ≤ A ≤ k,

y entonces la expresión local de X es

X = Xα

(
∂

∂tα
+ uAα

∂

∂qA

)
+XA

α

∂

∂uAα
.

Una base local para C(J1π) son los k + nk campos de vectores locales

∂

∂tα
+ uAα

∂

∂qA
,

∂

∂uAα
, 1 ≤ A ≤ n, 1 ≤ α ≤ k.

Definición 6.8. Un campo de k-vectores Γ = (Γ1, . . . ,Γk) en J1π se dice que es un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden (sopde) si

dtα(Γβ) = δαβ , Sα(Γβ) = 0,

o equivalentemente,
dtα(Γβ) = δαβ , δqA(Γβ) = 0

para todo A = 1 . . . n, α, β = 1 . . . k.

Todo campo de vectores Γα de un sopde Γ pertenece a la distribución de Cartan,
puesto que

(dqA − uAβ dtβ)(Γα) = δqA(Γα) = 0 .

Veamos ahora la expresión local de un sopde. Sea Γ un sopde con expresión local

Γα = Γβα
∂

∂tβ
+ ΓAα

∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
,

entonces por la Definición 6.8 y de la expresión (6.18) de Sα, obtenemos

δαβ = dtα(Γβ) = Γαβ

0 = Sα(Γβ) = (ΓAβ − uAγ Γγβ)
∂

∂uAα
= (ΓAβ − uAβ )

∂

∂uAα

por lo tanto la expresión local de un sopde (Γ1, . . . ,Γk) es

(6.22) Γα(tβ, qA, uAβ ) =
∂

∂tα
+ uAα

∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
, 1 ≤ α ≤ k



136 6 Fibrados de jets

donde ΓAαβ son funciones definidas localmente en J1π. Como consecuencia directa de la
expresión local anterior, deducimos que la familia de campos de vectores {Γ1, . . . ,Γk} son
linealmente independientes.

Veremos que las secciones integrales de un sopde son primeras prolongaciones de sec-
ciones de π.

Proposición 6.9. Sea Γ un campo de k-vectores integrable. Entonces las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

(1) Γ es un sopde.

(2) Las secciones integrales de Γ son primeras prolongaciones de secciones de π.

(3) Existe una sección γ de π2,1 tal que Γα = T
(1)
α ◦ γ, es decir, el siguiente diagrama

T (J1π)

��
J2π

T
(1)
α

;;

π2,1 // J1π

γ

dd

Γα

[[

es conmutativo.

Demostración. (1) ⇒ (2) Sea Γ un campo de k-vectores integrable y ψ : U ⊂ Rk → J1π

una sección integral de Γ. Entonces de la definición de sección integral (1.13) y de la
expresión local (6.22) de Γα, otenemos

(π1 ◦ ψ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= (π1)∗(ψ(t))

(
ψ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

))
= (π1)∗(ψ(t))Γα(ψ(t))

=
∂

∂tα

∣∣∣
π1(ψ(t))

,

para cada t ∈ U , lo que significa que

∂

∂tα

∣∣∣
t
(tβ ◦ π1 ◦ ψ) = δαβ

por lo tanto π1 ◦ ψ = idU , es decir, ψ es una sección local para π1.
Tenemos que probar que ψ = j1φ donde φ es una sección de π. Para esto utilizamos la

Proposición 6.7, es decir, demostraremos que ψ∗θ = 0 para todo θ ∈ Λ1
C(J1π).

Como Γ es un sopde y θ ∈ Λ1
C(J1π), se verifica iΓαθ = 0. Entonces,

(ψ∗θ)(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= θ(ψ(t))

(
ψ∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

))
= θ(j1

t ψ) (Γα(ψ(t))) = 0
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para cada t ∈ U .

(2) ⇒ (3) Definimos

γ : J1π → J2π

j1
t σ → γ(j1

t σ) = j2
t ϕ,

donde j1ϕ es una sección integral de Γ pasando por j1
t σ (i.e., j1

t ϕ = j1ϕ(t) = j1
t σ).

Entonces

(π2,1 ◦ γ)(j1
t σ) = π2,1(γ(j1

t σ)) = π2,1(j2
t ϕ) = j1

t ϕ = j1
t σ .

Es decir, la aplicación γ es una sección de π2,1. Puesto que j1ϕ es una sección integral de

Γ, y de la definición de T
(1)
α y de γ se deduce

Γα(j1
t σ) = (j1ϕ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= T (1)

α (j2
t ϕ) = (T (1)

α ◦ γ)(j1
t σ) .

(3) ⇒ (1) Sea γ una sección de π2,1, tenemos que probar que Γα = T
(1)
α ◦ γ define un

sopde. Como

τJ1π ◦ Γα = τJ1π ◦ T (1)
α ◦ γ = π2,1 ◦ γ = idJ1π,

donde τJ1π : T (J1π)→ J1π es la proyección canónica, entonces Γα = T
(1)
α ◦ γ es un campo

de vectores en J1π. Además, Γ es un sopde

dtβ(Γα)(j1
t σ) = dtβ(T (1)

α ◦ γ)(j1
t σ) = δαβ

y

δqA(Γα)(j1
t σ) = δqA(j1

t σ)
(

(T
(1)
α ◦ γ)(j1

t σ)
)

= δqA(j1
t σ)

(
T

(1)
α (j2

t ϕ)
)

= uAα (j2
t ϕ)− uAα (j1

t σ) = 0,

donde la última identidad se verifica porque γ es una sección de π2,1 aśı que j1
t σ = (π2,1 ◦

γ)(j1
t σ) = π2,1(j2

t ϕ) = j1
t ϕ.

Finalizamos el caṕıtulo estableciendo las condiciones de integrabilidad para un sopde.

De (1.13) y (6.22), deducimos que φ es una solución de Γ si y sólo si, qA ◦ φ = φA es
una solución del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

(6.23)
∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

= ΓAαβ

(
t, φA(t),

∂φA

∂tγ

)
,

donde 1 ≤ A ≤ n y 1 ≤ α, β ≤ k.

Definición 6.10. Si j1φ es una sección integral de un sopde Γ, entonces φ se llama
solución de Γ.
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Por la Proposición 3.7 (con M = J1π y X = Γ), la integrabilidad de un sopde Γ
está determinada por la nulidad de la curvatura de la conexión asociada a Γ, o equivalen-
temente con [Γα,Γβ] = 0 para todo α, β = 1, . . . , k.

Entonces, cuando consideramos un sopde Γ integrable estamos suponiendo las siguien-
tes condiciones de integrabilidad

ΓAαβ = ΓAβα, Γα(ΓAβγ) = Γβ(ΓAαγ).(6.24)

Otra demostración de las condiciones de integrabilidad puede verse en el Trabajo Fin
de Máster de Hèctor Marañón [68], dirigido por el profesor Xavier Gràcia.



Caṕıtulo 7

Formalismo lagrangiano en fibrados
de jets

Considerando un fibrado π : E → Rk y un lagrangiano L : J1π → R, desarrollaremos
un formalismo lagrangiano, que nos permitirá establecer una nueva versión geométrica de
las ecuaciones de Euler-Lagrange utilizando campos de k-vectores en J1π.

Después de definir las 1-formas de Poincaré-Cartan, Θα
L = dL ◦ Sdtα , y las 2-formas de

Poincaré-Cartan, Ωα
L = −dΘα

L, establecemos dichas ecuaciones geométricas de este nuevo
formalismo

dtα(Xβ) = δαβ , iXαΩα
L = (k − 1)dL

donde la solución es un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en J1π. Si L es regular y
X integrable entonces X es un sopde y sus soluciones φ son soluciones de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Después de estudiar la relación entre este nuevo formalismo y el formalismo k-cosimplécti-
co, se finaliza el caṕıtulo presentando una nueva descripción geométrica de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, utilizando los campos de vectores canónicos T

(0)
α y T

(1)
α , introducidos en

el caṕıtulo anterior, y una generalización de las f -derivaciones introducidas en [102, 103].

7.1. Formas de Poincaré-Cartan

Sea L : J1π → R un lagrangiano, para cada α = 1, . . . , k, definimos las 1-formas de
Poincaré-Cartan Θα

L en J1π como las 1-formas

Θα
L = Ldtα + dL ◦ Sα , 1 ≤ α ≤ k.

Sus expresiones locales son

(7.1) Θα
L =

(
Lδαβ −

∂L

∂uAα
uAβ

)
dtβ +

∂L

∂uAα
dqA,

139
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o equivalentemente

(7.2) Θα
L =

∂L

∂uAα
(dqA − uAβ dtβ) + Ldtα =

∂L

∂uAα
δqA + Ldxα.

Observemos que el hecho de trabajar en un fibrado sobre Rk nos permite introducir los
tensores Sdtα = Sα y en consecuencia las 1-formas Θα

L.
Para cada α = 1, . . . , k se definen las 2-formas de Poincaré-Cartan Ωα

L = −dΘα
L en J1π

cuyas expresiones locales son

(7.3) Ωα
L = −dΘα

L = dtβ ∧ d
(
Lδαβ −

∂L

∂uAα
uAβ

)
+ dqA ∧ d(

∂L

∂uAα
).

Observación 7.1. Es conocido que un lagrangiano L : J1π → R induce una k-forma ΘL,
llamada forma de Cartan en Teoŕıas Clásicas de Campo de primer orden, véase [97, 98],
que está definida por

ΘL = Ldkt+ dL ◦ S,
y cuya expresión local es

ΘL =
∂L

∂uAα
(dqA − uAβ dtβ) ∧ (i ∂

∂tα
∧ dkt) + Ldkt .

La relación entre la forma de Cartan y las 1-formas de Poincaré-Cartan es

(7.4) ΘL = Θα
L ∧ dk−1tα + (1− k)Ldkt .

7.2. Ecuaciones de campo de Euler-Lagrange: formu-

lación geométrica

Sea L un lagrangiano en J1π, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L son:

(7.5)
∂2L

∂tα∂uAα

∣∣∣
j1t φ

+
∂φB

∂tα

∣∣∣
t

∂2L

∂qB∂uAα

∣∣∣
j1t φ

+
∂2φB

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

∂2L

∂uBβ ∂u
A
α

∣∣∣
j1t φ

=
∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ
,

con t ∈ Domφ y siendo su solución φ una sección de π : E → Rk. Las ecuaciones (7.5)
también se suelen escribir como sigue

∂

∂tα

∣∣∣
t

(
∂L

∂uAα
◦ j1φ

)
=

∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ
, 1 ≤ A ≤ k .

El principio variacional correspondiente a estas ecuaciones es completamente análogo
al del formalismo lagrangiano k-cosimpléctico, véase [105].

Sea Γ = (Γ1, . . . ,Γk) un sopde. Utilizando las expresiones locales (6.22) y (7.1) de Γα
y Θα

L, se obtiene que

(7.6) iΓαΘα
L = kL .
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Ahora un cálculo directo nos proporciona la siguiente identidad

LΓαΘα
L = diΓαΘα

L + iΓαdΘα
L

= dL+

(
Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA

)
(dqA − uAβ dtβ) + (ΓAαβ − ΓAβα)

∂L

∂qA
dtα ,

entonces, si además, el sopde es integrable, de (6.24), deducimos que se verifica

(7.7) LΓαΘα
L = dL+

(
Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA

)
(dqA − uAβ dtβ).

Consecuencia inmediata de esta identidad es la siguiente proposición

Proposición 7.2. Sea Γ un sopde integrable, entonces

(7.8) LΓαΘα
L = dL

si y sólo si

(7.9) Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA
= 0 , A = 1, . . . , n.

Lema 7.3. Sea Γ = (Γ1, . . . ,Γk) un sopde integrable verificando

Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA
= 0 , A = 1, . . . , n .

Si φ es una solución de Γ, entonces φ es una solución a las ecuaciones de Euler-Lagrange
(7.5).

Demostración. Puesto que j1φ una sección integral de Γ se verifica

Γα(j1
t φ) = (j1φ)∗(t)(

∂

∂tα

∣∣∣
t
)

entonces de la hipótesis se deduce que

0 = Γα(j1
t φ)

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ

= (j1φ)∗(t)(
∂

∂tα

∣∣∣
t
)

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ

=
∂

∂tα

∣∣∣
t

(
∂L

∂uAα
◦ j1φ

)
− ∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ

es decir, φ es solución local de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Entonces, de (7.9) y del Lema 7.3, obtenemos el siguiente resultado
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Corolario 7.4. Sea Γ un sopde integrable; si j1φ es solución de (7.8), esto es

(LΓαΘα
L) ◦ j1φ = dL ◦ j1φ ,

entonces φ es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

De (7.8) y de la identidad iΓαΘα
L = kL deducimos la siguiente proposición:

Proposición 7.5. Sea Γ un sopde integrable. Entonces LΓαΘα
L = dL es equivalente a

(7.10) iΓαΩα
L = (k − 1)dL .

Demostración.

LΓαΘα
L = dL⇔ iΓαdΘα

L + diΓαΘα
L = dL⇔ iΓαΩα

L = (k − 1)dL.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores probaremos ahora el teorema que pro-
porciona la nueva formulación geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange, cuando se
utilizan campos de vectores en J1π y los campos se interpretan como secciones del fibrado
π : E → Rk.

En primer lugar recordemos que un lagrangiano L : J1π → R se dice que es regular si
la matriz (

∂2L

∂uBα∂u
A
β

)
es no singular, donde 1 ≤ α, β ≤ k, 1 ≤ A,B ≤ n.

Teorema 7.6. Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en J1π verificando

(7.11) dtα(Xβ) = δαβ , iXαΩα
L = (k − 1)dL .

(1) Si L es regular entonces X = (X1, . . . , Xk) es un sopde. Si además X es integrable
y φ : U0 ⊂ Rk → E es una solución de X, entonces φ es solución de las ecuaciones
de Euler-Lagrange (7.5).

(2) Si X = (X1, . . . , Xk) es integrable y j1φ es una sección integral de X, entonces φ es
solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5).

Demostración. Si escribimos cada Xα en coordenadas locales como

Xα =
∂

∂tα
+XA

α

∂

∂qA
+XA

αβ

∂

∂uAβ
, 1 ≤ α ≤ k,
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entonces, de (7.1) y (7.11), obtenemos

(i) Xα

(
Lδαβ −

∂L

∂uAα
uAβ

)
+ (uAα −XA

α )
∂2L

∂tβ∂uAα
=

∂L

∂tβ

(ii) Xα

(
∂L

∂uBα

)
+ (uAα −XA

α )
∂2L

∂qB∂uAα
=

∂L

∂qB

(iii) (uAα −XA
α )

∂2L

∂uBα∂u
A
β

= 0.

(1) Utilizando que L es regular deducimos de (iii) que XA
α = uAα , lo que implica que X es

un sopde. Si además suponemos que es integrable, entonces sus secciones integrales son
prolongaciones j1φ de secciones φ de π, es decir, se verifica que

Xα(j1
t φ) = (j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
de donde deducimos que

(7.12) XA
α ◦ j1φ = uAα ◦ j1φ =

∂φA

∂tα
, XA

αβ ◦ j1φ =
∂2φA

∂tαtβ
.

Por lo tanto, de (ii), obtenemos

∂2L

∂tα∂uAα
+
∂φB

∂tα
∂2L

∂qB∂uAα
+

∂2φB

∂tα∂tβ
∂2L

∂uBβ ∂u
A
α

=
∂L

∂qA
,

lo que significa que φ es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5).
(2) Si j1φ es una sección integral de X, es decir,

Xα(j1
t φ) = (j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
entonces de la expresión local (6.20) de j1φ obtenemos

Xα(j1
t φ) =

∂

∂tα

∣∣∣
t
+XA

α (j1
t φ)

∂

∂qA

∣∣∣
t
+XA

αβ(j1
t φ)

∂

∂uAα

∣∣∣
t
,

(j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
=

∂

∂tα

∣∣∣
t
+
∂φA

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂qA

∣∣∣
t
+

∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

∂

∂uAα

∣∣∣
t
,

es decir,

XA
α ◦ j1φ =

∂φA

∂tα
, XA

αβ(j1
t φ) =

∂2φA

∂tα∂tβ
.

Entonces, de la ecuación (ii) deducimos que φ es una solución de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (7.5).



144 7 Formalismo lagrangiano en fibrados de jets

Observación 7.7. El caso k = 1, se corresponde con la fibración E → R, y la ecuación
(7.10) es la conocida ecuación dinámica iΓdΘ = 0, donde Γ es una ecuación diferencial de
segundo orden (sode), y Θ es la 1-forma de Poincaré-Cartan asociada al lagrangiano L
cuya expresión local es

Θ =
∂L

∂uA
(dqA − uAdt)− Ldt ,

véase [17].
En el caso E = R×Q→ R, las ecuaciones (7.11) son las ecuaciones dinámicas

dt(X) = 1, iXΩL = 0

donde ΩL es la 2-forma de Poincaré-Cartan definida por el lagrangiano L : R × TQ → R.
Estas ecuaciones coinciden con la formulación cosimpléctica de la mecánica no autonoma,
véase [13, 66].

La relación entre este formalismo y el formalismo k-cosimpléctico, descrito en [65], véase
también [25, 55, 81, 90], será analizada en la siguiente sección.

Ejemplo 7.8. Sea E = R2 × R y consideremos el fibrado trivial π : E = R2 × R→ R2:

J1π

π1

��

π1,0

ww
E = R2 × R

π '' R2

Las soluciones φ : R2 → R de las siguientes ecuaciones

Ecuación de la cuerda vibrante: σ∂11φ− τ∂22φ = 0

Ecuación de Sine-Gordon: 0 = ∂11φ− a2∂22φ+ Ω2 sinφ

Ecuación de Ginzburg-Landau: ∂11φ− a2∂22φ− 4λφ(φ2 − 1) = 0

se pueden interpretar como secciones del fibrado trivial π : E = R2 × R→ R2.
Además estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a los

siguientes lagrangianos regulares L : J1π → R

L(t1, t2, q, u1, u2) = 1
2(σ(u1)2 − τ(u2)2)

L(t1, t2, q, u1, u2) =
1

2
((u1)2 − a2(u2)2 − Ω2(1− cos(q)))

L(t1, t2, q, u1, u2) =
1

2
((u1)2 − a2(u2)2) + λ(q2 − 1)2.

Por lo tanto las soluciones de dichas ecuaciones se pueden describir como soluciones del
sopde (Γ1,Γ2) verificando

iΓ1Ω1
L + iΓ2Ω2

L = dL.
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Ejemplo 7.9. Consideremos el fibrado trivial π : E = R3 × R→ R3.
Las soluciones φ : R3 → R de la ecuación de Laplace

∂11φ+ ∂22φ+ ∂33φ = 0

se pueden describir como soluciones del sopde (Γ1,Γ2,Γ3) verificando

iΓ1Ω1
L + iΓ2Ω2

L + iΓ3Ω3
L = 2dL

donde L : J1π → R es el siguiente lagrangiano regular

L(t1, t2, t3, q, u1, u2, u3) =
1

2
((u1)2 + (u2)2 + (u3)2) .

Ejemplo 7.10. La ecuación del campo escalar φ (por ejemplo el campo gravitacional) el
cual actúa en el espacio-tiempo de dimensión 4 es, véase [49],

(7.13) (� +m2)φ = F ′(φ)

donde m es la masa de la part́ıcula sobre la cual actúa el campo, F es una función escalar
tal que F (φ)− 1

2
m2φ2 es la enerǵıa potencial de una part́ıcula de masa m, y � es el operador

de Laplace-Beltrami definido por

�φ := div gradφ =
1√
−g

∂

∂tα
(
√
−ggαβ ∂φ

∂tβ
) ,

siendo (gαβ) un tensor métrico pseudo-riemanniano en el espacio-tiempo 4-dimensional de
signatura (−+ ++).

Ahora consideramos el fibrado trivial π : E = R4 × R → R4, con coordenadas
(t1, . . . t4, q) en E, y (t1, . . . , t4, q, u1, . . . , u4) las coordenadas inducidas en J1π.

En este ejemplo el lagrangiano L : J1π → R, regular, es

L(t1, . . . , t4, q, u1, . . . , u4) =
√
−g(F (q)− 1

2
m2q2 +

1

2
gαβuαuβ),

y es regular.
Supongamos que X = (X1, X2, X3, X4) es un campo de 4-vectores integrable en J1π

solución de las ecuaciones (7.11), esto es

(7.14) dtα(Xβ) = δαβ , iX1Ω1
L + iX2Ω2

L + iX3Ω3
L + iX4Ω4

L = 3dL.

De (7.14) deducimos

Xα

(
∂L

∂uα

)
=
∂L

∂q
,

lo que es equivalente a

Xα(
√
−ggαβuβ) =

∂L

∂q
=
√
−g(F ′(q)−m2q) .
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Como L es regular, entoces X es un sopde, y si j1φ es una sección integral de X,
entonces

(j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)(√
−ggαβuβ

)
=
√
−g(F ′(φ(t))−m2φ(t))

que puede ser escrito como

0 =
√
−g ∂

∂tα

(
gαβ

∂φ

∂tβ

)
−
√
−g(F ′(φ)−m2ψ)

y entonces obtenemos que φ es solución de la ecuación del campo escalar (7.13).

Observación 7.11. Algunos casos particulares de la ecuación de campo escalar (7.13) son:

(1) Si F = 0, obtenemos la ecuación de campo escalar lineal.

(2) Si F (q) = m2q2, obtenemos la ecuación de Klein-Gordon, véase [45],

(� +m2)φ = 0 .

Los ejemplos anteriores fueron descritos en [81], utilizando el formalismo lagrangiano
k-simpléctico (Ejemplos 7.8 y 7.9) y el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico (Ejem-
plo 7.10).

7.3. Relación con el formalismo k-cosimpléctico

En esta sección mostraremos las diferencias entre las correspondientes formas de Poin-
caré-Cartan en este nuevo formalismo y las formas de Poincaré-Cartan del formalismo
k-cosimpléctico.

A lo largo de esta sección consideraremos el fibrado trivial E = Rk ×Q→ Rk. En este
caso, la variedad J1π del fibrado trivial π : Rk×Q→ Rk es difeomorfa a Rk×T 1

kQ, donde
T 1
kQ denota una vez más la suma de Whitney de k copias de TQ.

Recordemos que el difeomorfismo está definido como sigue

J1π → Rk × T 1
kQ

j1
t φ = j1

t (IdRk , φQ) → (t, u1, . . . , uk)

donde φQ : Rk φ→ Rk ×Q
πQ→ Q, y

uα = (φQ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
, 1 ≤ α ≤ k .

Ahora recordemos el formalismo k-cosimpléctico lagrangiano, comenzando con los ele-
mentos geométricos necesarios:
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El campo de vectores de Liouville ∆ en Rk × T 1
kQ es el generador infinitesimal del

siguiente flujo

R× (Rk × T 1
kQ) → Rk × T 1

kQ

(s, (t, v1q , · · · , vkq)) → (t, esv1q , · · · , esvkq)

y en coordenadas locales es de la forma ∆ = uAα
∂

∂uAα
.

El campo de vectores canónico ∆α
β , 1 ≤ α, β ≤ k, es el campo de vectores en Rk×T 1

kQ
definido por

∆α
β(t, u1q, . . . , ukq) =

d

ds

∣∣∣
0

(
t, u1q, . . . , uα−1q, uαq + suβq, uα+1q, . . . , ukq

)
con expresión local ∆α

β = uAβ
∂

∂uAα
. Observemos que ∆ = ∆α

α.

Para un lagrangiano L : Rk × T 1
kQ → R, la función enerǵıa está definida como

EL = ∆(L)− L y su expresión local es

(7.15) EL = uAα
∂L

∂uAα
− L .

Recordemos que la estructura canónica k-tangente en T 1
kQ es la familia {J1, . . . , Jk}

de campos de tensores dados localmente por

Jα =
∂

∂uAα
⊗ dqA .

La extensión natural Jα de los campos de tensores Jα en T 1
kQ a Rk × T 1

kQ será de-

notado por J̃α, y tiene la misma expresión local.

Las 1-formas de Poincaré-Cartan introducidas en [65] son

θαL = dL ◦ J̃α 1 ≤ α ≤ k ,

y su expresión local es

(7.16) θαL =
∂L

∂uAα
dqA .

Las correspondientes 2-formas de Poincaré-Cartan son ωαL = −dθαL. De (7.1) y (7.16)
deducimos que la relación entre las 1-formas de Poincaré-Cartan Θα

L y θαL está dada
por la siguiente ecuación

(7.17) Θα
L = θαL +

(
δαβL−∆α

β(L)
)
dtβ.
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Como consecuencia de (7.17), las soluciones (X1, . . . , Xk) de nuestras ecuaciones geométri-
cas

dtα(Xβ) = δαβ , iXαΩα
L = (k − 1)dL

coinciden con las soluciones de las ecuaciones de campo k-cosimplécticas

dtα(Xβ) = δαβ , 1 ≤ α, β ≤ k ,

iXαω
α
L = dEL +

∂L

∂tα
dtα,

introducidas en [65], y también las correspondientes secciones integrales, si existen.

7.4. Derivaciones de Tulczyjew

En esta sección se dará una nueva interpretación de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
utilizando la noción de f -derivación establecida en (6.1), la cual es una generalización de
las derivaciones de Tulczyjew introducidas en [102, 103], para el caso k = 1.

Dado el fibrado π1 : J1π → Rk, y las correspondientes proyecciones canónicas

J1π1

(π1)1

��

(π1)1,0

{{
J1π

π1 $$
Rk

consideramos el campo de vectores canónico T
(0)
α en J1π a lo largo de la proyección (π1)1,0

T (J1π)

τJ1π

��
J1π1

T
(0)
α

::

(π1)1,0 // J1π

definido, como en (6.7), por

T(0)
α (j1

t Ψ) = Ψ∗(t)(
∂

∂tα

∣∣∣
t
) ∈ TΨ(t)J

1π .

Su expresión local es

(7.18) T(0)
α =

∂

∂tα
◦ (π1)1,0 + uA,α

∂

∂qA
◦ (π1)1,0 + uAβ,α

∂

∂uAβ
◦ (π1)1,0 .

Como T
(0)
α es un campo de vectores a lo largo de (π1)1,0, podemos determinar la (π1)1,0-

derivación
i
T

(0)
α

: Λp(J1π)→ Λp−1(J1π1)
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definida en (6.1). En el caso p = 2

i
T

(0)
α

: Λ2(J1π) → Λ1(J1π1)

Ωα
L → i

T
(0)
α

Ωα
L

su expresión es

(i
T

(0)
α

Ωα
L)(j1

t Ψ)
(
Zj1tΨ

)
= Ωα

L(Ψ(t))
(
T(0)
α (j1

t Ψ), ((π1)1,0)∗(j
1
t ψ)Zj1tΨ

)
,

donde j1
t Ψ ∈ J1π1 y Zj1tΨ ∈ Tj1t ψ(J1π1).

El siguiente teorema nos proporciona una nueva versión geométrica de las ecuaciones
de Euler-Lagrange:

Teorema 7.12. Sea φ : U ⊂ Rk → E una sección de π tal que

(7.19)
(
i
T

(0)
α

Ωα
L

)
◦ j1(j1φ) = (k − 1) [((π1)1,0)∗ dL] ◦ j1(j1φ)

entonces φ es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5).

Demostración. Es un cálculo directo utilizando las expresiones locales (7.3) y (7.18), de

Ωα
L y T

(0)
α , respectivamente.

Aplicando ambos lados de la ecuación (7.19) a los campos de vectores coordenados de
J1π1 se obtiene

(i
T

(0)
α

Ωα
L) ◦ j1

t (j
1φ) = (k − 1)dL(j1

t φ)

+

(
∂L

∂qA
− ∂2L

∂tα∂uAα
− uBα (j1

t φ)
∂2L

∂qB∂uAα
− uBαβ(j1

t (j
1φ))

∂2L

∂uBβ u
A
α

)
δqA(j1

t φ) .

Por lo tanto, si φ es una solución de (7.19) entonces φ es una solución de las ecuaciones
de Euler-Lagrange (7.5).

La relación entre los dos enfoques geométricos descritos anteriormente (Teorema 7.6 y
Teorema 7.12) se establece en la siguiente proposición.

Proposición 7.13. Sea Γ un sopde integrable solución de (7.11). Si φ es una solución
de Γ entonces φ es solución de (7.19).

Demostración. Sea φ cualquier solución de Γ y sea z = j1
t (j

1φ), entonces

(π1)1,0(z) = (π1)1,0(j1
t (j

1φ)) = j1
t φ.

De la definición de T
(0)
α y como j1φ es una sección integral de Γ entonces

(7.20) Γα(j1
t φ) = (j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
= T(0)

α (z) .
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Sea Yz un vector tangente a J1π1. De (7.20) obtenemos

(7.21)
[
(π1)∗1,0(iXαΩα

L)
]

(z)Yz = (i
T

(0)
α

Ωα
L)(z)Yz .

Ahora, de (7.11) sabemos que

(7.22) (π1)∗1,0 (iXαΩα
L) = (π1)∗1,0[(k − 1)dL],

y entonces, de (7.21) y (7.22), deducimos (7.19).

Describimos ahora las ecuaciones de Maxwell utilizando el Teorema 7.12.

7.4.1. Ejemplo: campo electromagnético en vaćıo: las ecuaciones
de Maxwell

Consideramos la formulación de las ecuaciones de Maxwell en dimensión 4. Para ello,
consideramos el espacio de Minkowski de la Relatividad Especial. Como el tiempo es una
coordenada más a tener en cuenta junto con las coordenadas espaciales, el espacio-tiempo
es una variedad M4 de dimensión 4 que es topológicamente R4.

Un punto en el espacio-tiempo tiene como coordenadas (t, x, y, z), la coordenada tempo-
ral t y las coordenadas espaciales x, y, z. Escribiremos estas coordenadas como (t0, t1, t2, t3).

Este espacio nos permite considerar la métrica de Minkowski, donde el tensor métrico
podemos escribirlo como

ds2 = d(t1)2 + d(t2)2 + d(t3)2 − d(t0)2

donde, por simplicidad, hemos asumido que la velocidad de la luz c = 1.
Las ecuaciones de Maxwell son:

∇ · E = ρ

∇×B− ∂E

∂t
= J

∇ ·B = 0

∇× E +
∂B

∂t
= 0

donde E = (E1, E2, E3) es el campo eléctrico, B = (B1, B2, B3) es el campo magnético, ρ
es el vector densidad de carga, y J = (j1, j2, j3) es el vector densidad de corriente eléctrica.

Consideramos el fibrado π : ∧1 R4 → R4, donde ∧1R4 denota el conjunto de 1-formas
en R4.

J1π

π1

��

π1,0

zz
∧1R4

π $$
R4

A

SS
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Cada sección A de π se escribe como

A(t) =
3∑

α=0

Aα(t)dtα(t) ∈ T ∗t R4

donde Aα : R4 → R.
Las coordenadas del 1-jet j1

tA en J1π son

tα(j1
tA) = tα(t) = tα , qα(j1

tA) = Aα(t), uαβ(j1
tA) =

∂Aα
∂tβ

∣∣∣
t
,

donde α, β = {0, . . . , 3}.
Sea L : J1π → R el lagrangiano definido por

(7.23) L(tα, qβ, uαβ) =
1

2

(
3∑

β=1

(
(u1

β − u
β
1 )2 − (u0

β − u
β
0 )2
)

+ (u3
2 − u2

3)2

)
− jβqβ

donde j0 = ρ es la densidad de carga y (j1, j2, j3) es el vector densidad eléctrica. Por lo
tanto, si calculamos las derivadas parciales obtenemos

(7.24)

∂L

∂tα
= 0 ,

∂L

∂qβ
= −jβ ,

∂L

∂uαβ
=

{
−(uαβ − uβα) si α = 0 ó β = 0 ,

(uαβ − uβα) si α 6= 0 y β 6= 0 ,

entonces, en particular tenemos
∂L

∂uαα
= 0, de donde se deduce que la matriz

(
∂2L

∂uαβ∂u
γ
σ

)
es singular, es decir, el lagrangiano no es regular.

Supongamos que A = (A0, A1, A2, A3) : R4 → R4 es una sección de π, solución de (7.19),
es decir, se verifica

(7.25)
(
i
T

(0)
0

Ω0
L + i

T
(0)
1

Ω1
L + i

T
(0)
2

Ω2
L + i

T
(0)
3

Ω3
L

)
◦ j1(j1A) = 3(π1)∗1,0dL ◦ j1(j1A),

y por lo tanto A es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange

(7.26)
3∑

α,β,σ=0

∂2Aσ
∂tα∂tβ

∣∣∣
t

∂2L

∂uσβu
γ
α

∣∣∣
j1tA

+ jγ = 0 ,

donde γ = 0, 1, 2, 3.
De (7.24) y(7.26) se deduce que

∂α(∂αA0 − ∂0Aα) = ρ,(7.27)

∂0(∂1A0 − ∂0A1)− ∂2(∂1A2 − ∂2A1) + ∂3(∂3A1 − ∂1A3) = −j1,(7.28)

∂0(∂2A0 − ∂0A2) + ∂1(∂1A2 − ∂2A1)− ∂3(∂2A3 − ∂3A2) = −j2,(7.29)

∂0(∂3A0 − ∂0A3)− ∂1(∂3A1 − ∂1A3) + ∂2(∂2A3 − ∂3A2) = −j3.(7.30)



152 7 Formalismo lagrangiano en fibrados de jets

Definiendo Eα y Bα como sigue

Eα = ∂αA0 − ∂0Aα ,(7.31)

B1 = ∂2A3 − ∂3A2 , B2 = ∂3A1 − ∂1A3 , B3 = ∂1A2 − ∂2A1,(7.32)

obtendremos que E y B son soluciones de las ecuaciones de Maxwell.
Por un lado, de (7.27) y (7.31) obtenemos

ρ = ∂α(∂αA0 − ∂0Aα) = ∂α(Eα) = ∇ · E .

Por otro lado, y de manera análoga, de (7.28),(7.29), (7.30), (7.31) y (7.32) se sigue
que,

∂0E1 − ∂2B3 + ∂3B2 = −j1 ,

∂0E2 + ∂1B3 − ∂3B1 = −j2 ,

∂0E3 − ∂1B2 + ∂2B1 = −j3 ,

o lo que que es equivalente

∇×B− ∂E

∂t
= J .

Por lo tanto, hemos obtenido las ecuaciones no homogéneas de Maxwell.
Ahora, por un cálculo directo utilizando la definición del campo magnético (7.32) ob-

tenemos

∇ ·B = ∂1B1 + ∂2B3 + ∂3B3

= ∂12A3 − ∂13A2 + ∂23A2 − ∂21A3 + ∂31A2 − ∂32A2 = 0 .

Finalmente, de (7.31) y (7.32), obtenemos

∇× E +
∂B

∂t
= (∂2E3 − ∂3E2 + ∂0B1, −∂1E3 + ∂3E1 + ∂0B2, ∂1E2 − ∂2E1 + ∂0B3)

= (∂23A0 − ∂20A3 − ∂32A0 + ∂30A2 + ∂02A3 − ∂03A2,

−∂13A0 + ∂10A3 + ∂31A0 − ∂30A1 + ∂03A1 − ∂01A3,

∂12A0 − ∂10A2 − ∂21A0 + ∂20A1 + ∂01A2 − ∂02A1)

= 0 ,

es decir, hemos comprobado que la solución A de (7.25) nos proporciona la solución de las
ecuaciones homogéneas de Maxwell.



Caṕıtulo 8

Simetŕıas y leyes de conservación

En este caṕıtulo se caracterizan, en primer lugar, las leyes de conservación en términos
de los campos de k-vectores lagrangianos.

Se introducen las simetŕıas generalizadas a las que se asocia una ley de conservación
(Teorema de Noether).

Se estudian las simetŕıas variacionales, introducida por Olver en [86] y su relación con
las generalizadas.

Se finaliza describiendo la relación de las simetŕıas generalizadas con las simetŕıas de
Noether, introducidas en [70] cuando consideramos que E es un fibrado trivial.

8.1. Leyes de conservación

El conjunto de campos de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) que son solución de las ecua-
ciones (7.11), es decir,

dtα(Xβ) = δαβ , iXαΩα
L = (k − 1)dL

se denotará por Xk
L(J1π) y se denominarán campos de k-vectores lagrangianos.

Como consecuencia de las Proposiciones 7.2 y 7.5 tenemos que

Lema 8.1. Sea Γ un sopde integrable. Entonces

(8.1) Γ ∈ Xk
L(J1π)⇔ LΓαΘα

L = dL⇔ Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA
= 0 .

Definición 8.2. Una ley de conservación o una cantidad conservada,para las ecuaciones de
Euler-Lagrange (7.5), es una aplicación G = (G1, . . . , Gk) : J1π → Rk tal que la divergencia
de la función

G ◦ j1φ = (G1 ◦ j1φ, . . . , Gk ◦ j1φ) : U ⊂ Rk → Rk

153
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es cero, para toda sección φ : U ⊂ Rk → E que es solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (7.5). Es decir, que para todo t ∈ U ⊂ Rk se verifica

0 = [Div(G ◦ j1φ)](t) =
∂(Gα ◦ j1φ)

∂tα

∣∣∣
t

= j1φ∗(t)
( ∂

∂tα

∣∣∣
t

)
(Gα) = T (1)

α (j2
t φ)(Gα).

Caracterizaremos a continuación las leyes de conservación en término de sopdes en
Xk
L(J1π).

Proposición 8.3. La aplicación G = (G1, . . . , Gk) : J1π → Rk define una ley de conser-
vación, si y sólo, si para todo sopde lagrangiano e integrable Γ = (Γ1, . . . ,Γk) ∈ Xk

L(J1π)
se verifica que

LΓαG
α = 0.

Demostración. Sea j1
t φ un punto arbitrario de J1π. Como Γ es un sopde integrable, de-

notemos por j1ψ la sección integral de Γ pasando por el punto j1
t φ, lo que significa

j1ψ(0) = j1
0ψ = j1

t φ, Γα(j1
t ψ) = (j1ψ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
, t ∈ Domψ .

Como Γ ∈ Xk
L(J1π), y ψ es una sección integral de Γ entonces ψ es una solución de las

ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5). Como G = (G1, . . . , Gk) es una ley de conservación,
entonces por hipótesis

∂(Gα ◦ j1ψ)

∂tα

∣∣∣
0

= 0,

y por lo tanto deducimos

LΓαG
α(j1

t φ) = Γα(j1
0ψ)(Gα) = (j1ψ)∗(0)

(
∂

∂tα

∣∣∣
0

)
(Gα) =

∂(Gα ◦ j1ψ)

∂tα

∣∣∣
0

= 0.

Rećıprocamente, debemos probar que

∂(Gα ◦ j1φ)

∂tα

∣∣∣
t

= 0,

para todas las secciones φ : W ⊂ Rk → E, las cuales son soluciones de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (7.5).

Como j1φ
∣∣∣
W

: W ⊂ Rk → J1π es una inmersión inyectiva (j1φ es una sección y entonces

su imagen es una subvariedad embebida), se puede definir el sopde Γ = (Γ1, . . . ,Γk) en
j1φ(W ) como sigue:

Γα(j1
t φ) = (j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
=

∂

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+
∂φA

∂tα

∣∣∣
t

∂

∂qA

∣∣∣
j1t φ

+
∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

∂

∂uAβ

∣∣∣
j1xφ

=
∂

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+ uAα (j1
t φ)

∂

∂qA

∣∣∣
j1t φ

+
∂2φA

∂tα∂tβ

∣∣∣
t

∂

∂uAβ

∣∣∣
j1xφ

.
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Por lo tanto j1φ es una sección integral del sopde Γ, que es integrable en j1φ(W ).
A continuación probaremos que Γ ∈ Xk

L(j1φ(W )). Un cálculo directo muestra que(
Γα

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA

) ∣∣∣
j1φ(W )

= 0

Ahora, como Γ es un sopde integrable, de la Proposiciones 7.2 y 7.5 deducimos que Γ es
una solución de las ecuaciones (7.11), y entonces Γ ∈ Xk

L(j1φ(W )).
Las siguientes identidades concluyen la demostración:

∂(Gα ◦ j1φ)

∂tα

∣∣∣
t

= (j1φ)∗(t)

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

)
(Gα) = Γα(j1

t φ)(Gα) = LΓαG
α(j1

t φ) = 0.

8.2. Formas de Euler-Lagrange y de Poincaré-Cartan:

formas asociadas

La siguiente definición de levantamiento de formas será útil en lo que sigue.

Definición 8.4. Sea π : B →M un fibrado diferenciable. Denotamos el módulo de p-forma
π-semibásicas en B por Λp

π(B).
Cada α ∈ Λp

π(B) define una p-forma αV a lo largo de π, αV ∈ Λp(π),

(T ∗M)p

πM

��
B

αV
;;

π //M

como sigue

(8.2) αV (b)(v1π(b), . . . , vpπ(b)) = α(b)(w1b, . . . , wpb), b ∈ B

donde viπ(b) ∈ Tπ(b)M y wib ∈ TbB son tales que π∗(b)wib = viπ(b), para cada i = 1, . . . , p.
Aśı hemos definido una aplicación

(8.3) α ∈ Λp
π(B) −→ αV ∈ Λp(π) .

Forma de Euler-Lagrange y forma asociada

Definición 8.5. La forma de Euler-Lagrange δL es la 1-forma en J2π definida por

δL = d
T

(1)
α

Θα
L − π∗2,1dL.
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De (7.1) se deduce que su expresión local es

δL =

(
T (1)
α

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA
◦ π2,1

)
(dqA − uAβ dtβ).

Esta forma es una forma π2,0-semibásica, y utilizando (8.3)

δL ∈ Λ1
π2,0

(J2π) −→ (δL)V ∈ Λ1(π2,0) ,

definimos su forma asociada (δL)V , a lo largo de π2,0,

T ∗E

πE

��
J2π

(δL)V
;;

π2,0 // E

cuya expresión local es

(8.4) (δL)V =

(
T (1)
α (

∂L

∂uAα
)− ∂L

∂qA
◦ π2,1

)
(dqA ◦ π2,0 − uAβ dtβ ◦ π2,0) ,

es decir

(δL)V (j2
t φ) =

(
T (1)
α (j2

t φ)(
∂L

∂uAα
)− ∂L

∂qA
(j1
t φ)

)
(dqA(φ(t))− uAβ (j2

t φ)dtβ(φ(t))) .

Formas de Poincaré-Cartan y formas asociadas

Las 1-formas Θα
L son 1-formas π1,0-semibásicas, utilizando (8.3) tenemos

Θα
L ∈ Λ1

π1,0
(J1π) −→ (Θα

L)V ∈ Λ1(π1,0) ,

sus formas asociadas (Θα
L)V

T ∗E

πE

��
J1π

(ΘαL)V
;;

π1,0 // E

a lo largo de π1,0.
Su expresión local es

(8.5) (Θα
L)V = (Lδαβ −

∂L

∂uAα
uAβ ) dtβ ◦ π1,0 +

∂L

∂uAα
dqA ◦ π1,0 ,

es decir

(Θα
L)V (j1

t φ) = (Lδαβ −
∂L

∂uAα
uAβ )(j1

t φ) dtβ(φ(t)) +
∂L

∂uAα
(j1
t φ) dqA(φ(t)).
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Observación 8.6.

(1) Recordemos que, como T
(1)
α ∈ X(π2,1), para cada función G ∈ C∞(J2π), la aplicación

d
T

(1)
α
G : J2π −→ R

está definida por
d
T

(1)
α
G(j2

t φ) = T (1)
α (j2

t φ)(G) .

(2) Si X es un campo de vectores a lo largo de π1,0, entonces:

a) La función
(δL)V (X ◦ π2,1) : J2π −→ R

está definida por[
(δL)V (X ◦ π2,1)

]
(j2
t φ) = (δL)V (j2

t φ)(X(j1
t φ)) .

b) La función [
(Θα

L)V (X)
]

: J2π −→ R

está definida por [
(Θα

L)V (X)
]

(j1
t φ) = (Θα

L)V (j1
t φ)(X(j1

t φ)) .

c) La función
dX(1)L : J2π −→ R

está definida por
dX(1)L(j2

t φ) = X(1)(j2
t φ)(L) .

Teniendo en cuenta la observación anterior enunciamos el siguiente lema que será útil
en el estudio de simetŕıas generalizadas.

Lema 8.7. Sea X un campo de vectores π-vertical a lo largo de π1,0. Se verifica

(1) Si existen funciones Gα : J1π → R, α = 1, . . . , k, tales que

(8.6) (d
T

(1)
α
Gα) ◦ j2φ = −[(δL)V (X ◦ π2,1)] ◦ j2φ

para toda solución φ de las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces (G1, . . . , Gk) es
una ley de conservación.

(2) Se verifica

(8.7) dX(1)L = −(δL)V (X ◦ π2,1) + d
T

(1)
α

[
(Θα

L)V (X)
]
.
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Demostración. (1) De (6.7) deducimos

(8.8) d
T

(1)
α
Gα(j2

t φ) =
∂(Gα ◦ j1φ)

∂tα

∣∣∣
t

para cualquier j2
t φ ∈ J2π.

Como la expresión local de X es

X = XA(x, q, v)
∂

∂qA
◦ π1,0

entonces la expresión local de X ◦ π2,1 es

X ◦ π2,1 =

(
XA(x, q, v)

∂

∂qA
◦ π1,0

)
◦ π2,1 = XA(x, q, v) ◦ π2,1

∂

∂qA
◦ π2,0 .

De la expresión local anterior de X ◦ π2,1 y de la expresión local (8.4) de (δL)V

obtenemos

(8.9) − (δL)V (X ◦ π2,1)(j2
t φ) = −

(
∂

∂tα

∣∣∣
t

(
∂L

∂uAα
◦ j1φ

)
− ∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ

)
XA(j1

t φ).

Ahora, de (8.6), (8.8) y de (8.9), se deduce que si φ es una solución de las ecuaciones
de Euler-Lagrenge entonces

∂(Gα ◦ j1φ)

∂tα

∣∣∣
t

= 0 .

(2) Utilizando las expresiones locales (8.4) y (8.5), de (δL)V y (Θα
L)V , y las expresiones

locales de X y de X ◦ π2,1, deducimos que

(δL)V (X ◦ π2,1) =

(
T

(1)
α

(
∂L

∂uAα

)
− ∂L

∂qA
◦ π2,1

)
(XA ◦ π2,1) ,

d
T

(1)
α

[(Θα
L)V (X)] = d

T
(1)
α

[
∂L

∂uAα
XA] = d

T
(1)
α

(
∂L

∂uAα
)XA + d

T
(1)
α

(XA)
∂L

∂uAα
.

Por lo tanto,

−(δL)V (X ◦ π2,1) + d
T

(1)
α

[(Θα
L)V (X)]

= −T (1)
α

(
∂L

∂uAα

)
XA +XA ∂L

∂qA
+ d

T
(1)
α

(
∂L

∂uAα

)
XA + (d

T
(1)
α
XA)

∂L

∂uAα

= (XA ◦ π2,1)
∂L

∂qA
◦ π2,1 + d

T
(1)
α
XA ∂L

∂uAα
◦ π2,1.F

Por otro lado, teniendo en cuenta las expresiones (6.15) y (6.16) obtenemos que este
último término coincide con dX(1)L.
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8.3. Simetŕıas generalizadas. Teorema de Noether

En esta sección, se introducen las simetŕıas generalizadas del lagrangiano, que consisten
en transformaciones infinitesimales dependientes de las velocidades uAα , y se prueba el
teorema de Noether el cual asocia a cada simetŕıa una ley de conservación.

La siguiente proposición puede verse como la motivación de la condición (8.11) en la
definición de simetŕıa generalizada, y también es una generalización de la Proposición 3.15
en [92].

Proposición 8.8. Sea X un campo de vectores π-vertical en E. Si existen funciones
(g1, . . . , gk) : E → R tales que

(8.10) X1(L) = d
T

(0)
α
gα

entonces las funciones (G1, . . . , Gk), donde Gα = (π1,0)∗gα − Θα
L(X1), definen una ley de

conservación.

Demostración. Si X se escribe localmente como

X = XA ∂

∂qA

se deduce de (6.12) y (7.1), que localmente

Gα = gα ◦ π1,0 − (XA ◦ π1,0)
∂L

∂uAα
.

Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (6.9) y (6.12), se deduce que para toda solución
φ de las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5) se verifica

∂(Gα ◦ j1φ)

∂tα

∣∣∣
t

=
∂

∂tα

∣∣∣
t

(
gα ◦ φ− (XA ◦ φ) (

∂L

∂uAα
◦ j1φ)

)
= [d

T
(0)
α
gα −X1(L)](j1

t φ) = 0 ,

por lo tanto, (G1, . . . , Gk) define una ley de conservación.

Algunas clases de simetŕıas dependen sólo de las variables (coordenadas) en E. En
esta sección consideramos transformaciones infinitesimales dependientes de las variables
uAα . Estas transformaciones se pueden interpretar como campos de vectores X a lo largo
de π1,0.

La siguiente definición está establecida en [16] para el fibrado π : R×Q→ Q; y está mo-
tivada por la Proposición 8.8.

Definición 8.9. Un campo de vectores X a lo largo de π1,0, y π-vertical, se llama simetŕıa
generalizada si existe una aplicación (F 1, . . . , F k) : J1π → Rk tal que

(8.11) dX(1)L(j2
t φ) = d

T
(1)
α
Fα(j2

t φ)

para toda solución φ de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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La siguiente versión del Teorema de Noether asocia a cada simetŕıa generalizada, en el
sentido dado anteriormente, una ley de conservación.

Teorema 8.10. Sea X una simetŕıa generalizada entonces la aplicación

G = (G1, . . . , Gk) : J1π → Rk

donde
Gα = Fα − (Θα

L)V (X)

define una ley de conservación.

Demostración. Sea X una simetŕıa generalizada, entonces de (8.7) y de (8.6) obtenemos
que

d
T

(1)
α
Gα = d

T
(1)
α

[
Fα − (Θα

L)V (X)
]

= d
T

(1)
α
Fα − d

T
(1)
α

(
(Θα

L)V (X)
)

= dX(1)L− d
T

(1)
α

(
(Θα

L)V (X)
)

= −(δL)V (X ◦ π2,1)

y del Lema 8.7 deducimos que las funciones Gα = Fα − (Θα
L)V (X) definen una ley de

conservación.

Ejemplo 8.11. Consideremos la ecuación de ondas 2-dimensional homogénea e isótropa:

(8.12) ∂11φ− c2∂22φ− c2∂33φ = 0,

donde φ : R3 → R es una solución, y define una sección del fibrado trivial π : E = R3×R→
R3.

La ecuación (8.12) es la ecuación de Euler-Lagrange para el lagrangiano L : R3×T 1
3 R→

R definido por

L(t, q, u) =
1

2

(
(u1)2 − c2(u2)2 − c2(u3)2

)
.

El campo de vectores a lo largo de π1,0 y π-vertical

X = u1
∂

∂q
◦ π1,0

es una simetŕıa generalizada pues existen las funciones

F 1(u1, u2, u3) = −c2(u2)2 − c2(u3)2, F 2(u1, u2, u3) = c2u1u2, F 3(u1, u2, u3) = c2u1u3 .

en J1π verificando (8.11). Entonces, por el Teorema 8.10, deducimos que las siguientes
funciones

G1 = F 1 − (Θ1
L)V (X) = −c2(u2)2 − c2(u3)2 − (u1)2

G2 = F 2 − (Θ2
L)V (X) = 2c2u1u2

G3 = F 3 − (Θ3
L)V (X) = 2c2u1u3

definen una ley de conservación.
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8.4. Simetŕıas variacionales

En esta sección recordamos la definición y algunos resultados de las simetŕıas variacio-
nales de las ecuaciones de Euler-Lagrange que pueden verse en el libro de Olver [86]; para
ello consideraremos el fibrado trivial π : E = Rk ×Q→ Rk.

Recordemos que las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5) se pueden
describir como los extremales del funcional

L(φ) =

∫
Ω0

(L ◦ j1φ)(t)dkt ,

donde dkt = dt1 ∧ · · · ∧ dtk es la forma de volumen en Rk. A grosso modo, una simetŕıa
variacional es un difeomorfismo que deja inalterado la integral variacional L.

Definición 8.12. (1) Una simetŕıa variacional es un difeomorfismo Φ: E = Rk ×Q→
E = Rk ×Q verificando las siguientes condiciones:

i) Φ induce un difeomorfismo ϕ : Rk → Rk tal que π ◦Φ = ϕ◦π, es decir, preserva
las fibras del fibrado π : E → Rk.

ii) Si t̃ = ϕ(t) para cada t ∈ Rk∫
Ω̃

(L ◦ j1(Φ ◦ φ ◦ ϕ−1))(t̃)dk t̃ =

∫
Ω

(L ◦ j1φ)(t)dkt

donde Ω̃ = ϕ(Ω).

(2) Una simetŕıa variacional infinitesimal es un campo de vectores X ∈ X(Rk×Q) cuyos
flujos locales son simetŕıas variacionales.

El siguiente resultado puede verse en el Teorema 4.12 y en el Corolario 4.30 del libro
[86] .

Teorema 8.13. i) Un campo de vectores X en Rk × Q es una simetŕıa variacional si y
sólo si

X1(L) + Ld
T

(0)
α
Xα = 0 ,

donde Xα = dtα(X).
ii) Si X es una simetŕıa variacional entonces (Θ1

L(X1), . . . ,Θk
L(X1)) define una ley de

conservación.

Ejemplo 8.14. Consideremos otra vez la ecuación de ondas 2-dimensional homogénea e
isótropa, véase la ecuación (8.12).

El campo de vectores

X = −t3 ∂

∂t2
+ t2

∂

∂t3

es una simetŕıa variacional, y entonces la correspondiente ley de conservación

(Θ1
L(X1),Θ2

L(X1),Θ3
L(X1))
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es (
xt3u1u2 − t2u1u3, −

1

2
t3w + t2u2u3, −

1

2
t2w − u3u2t

3

)
donde w = (u1)2 + (u2)2 + (u3)2.

Ejemplo 8.15. Consideremos Q = R, y sea

0 =
(
1 + (∂2φ)2

)
∂11φ− 2∂1φ ∂2φ ∂12φ+

(
1 + (∂1φ)2

)
∂22φ

la ecuación de superficies minimales, que es la ecuación de Euler-Lagrange para el lagran-
giano L : R2 × T 1

2 R→ R definido por

L(t1, t2, q, u1, u2) =
√

1 + (u1)2 + (u2)2 .

El campo de vectores

X = −q ∂
∂t1
− q ∂

∂t2
+ (t1 + t2)

∂

∂q

es una simetŕıa variacional, y por lo tanto la correspondiente ley de conservación

(Θ1
L(X1),Θ2

L(X1))

es (
−q(1 + (u2)2 − u1u2) + (t1 + t2)u1√

1 + (u1)2 + (u2)2
,
−q(1 + (u1)2 − u1u2) + (t1 + t2)u2√

1 + (u1)2 + (u2)2

)
.

A continuación describiremos algunas relaciones entre las simetŕıas anteriores.

Teorema 8.16. i) Si X es una simetŕıa variacional y π-vertical, entonces el campo de
vectores X ◦ π1,0, a lo largo de π1,0, es una simetŕıa generalizada.

ii) Las leyes de conservación inducidas por X y X ◦ π1,0 coinciden.

Demostración. i) Como X es una simetŕıa variacional y π-vertical, entonces localmente

X = XA(t, q)
∂

∂qA
,

y por el Teorema 8.13 obtenemos que X1(L) = 0.
De (6.17) sabemos que (X ◦ π1,0)(1) = X1 ◦ π2,1 y por lo tanto,

(8.13) d(X◦π1,0)(1)L(j2
t φ) = (X ◦ π1,0)(1)(j2

t φ)(L) = X1(j1
t φ)(L) = 0 ,

es decir, X ◦ π1,0 es una simetŕıa generalizada.
ii) Teniendo en cuenta los Teoremas 8.10 y 8.13, el resultado es consecuencia de Θα

L(X1) =
(Θα

L)V (X ◦ π1,0) y de (8.13).
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8.4.1. Simetŕıas de Noether

En [70] se ha introducido la siguiente definición:

Definición 8.17. Un campo de vectores Y ∈ X(Rk × T 1
kQ) es una simetŕıa infinitesimal

de Noether si
LY ω

α
L = 0, iY dt

α = 0, LYEL = 0.

Teorema 8.18. Sea X un campo de vectores π-vertical en Rk × Q tal que X1 es una
simetŕıa de Noether infinitesimal, entonces X = X ◦ π1,0 es una simetŕıa generalizada.

Demostración. Utilizando las ecuaciones (6.12), (7.15), entonces de la expresión local

X = XA ∂

∂qA

y de la condición
LX1EL = 0

deducimos que

(8.14) (XA ◦ π1,0)
∂L

∂qA
= uAαX

1

(
∂L

∂uAα

)
.

De la condición LX1ωαL = 0 se obtiene que d(LX1θαL) = 0 y por lo tanto existen funciones
(localmente definidas) Fα : U ⊂ Rk × T 1

kQ→ R tales que

LX1θαL = dFα 1 ≤ α ≤ k .

Desarrollando esta identidad, obtenemos las siguientes relaciones

(8.15)

∂Fα

∂tβ
=

∂L

∂uAα

∂XA

∂tβ
◦ π1,0

∂Fα

∂qB
=

∂L

∂uAα

∂XA

∂qB
◦ π1,0 −X1

(
∂L

∂uBα

)
∂Fα

∂uBβ
=

∂L

∂uAα

∂XA

∂uBβ
◦ π1,0 = 0

De (6.17), (8.14) y (8.15), se deduce que

d(X◦π1,0)(1)L(j2
t φ) = XA(φ(x))

∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ

+

(
∂XA

∂tα

∣∣∣
φ(t)

+ uBα (j1
t φ)

∂XA

∂qB

∣∣∣
j1t φ

)
∂L

∂uAα

∣∣∣
j1t φ

= XA(φ(t))
∂L

∂qA

∣∣∣
j1t φ

+
∂Fα

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+uBα (j1
t φ)

(
∂Fα

∂qB

∣∣∣
j1t φ

+X1(j1
t φ)

(
∂L

∂uBα

))
=

∂Fα

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+ uBα(j1
t φ)

∂Fα

∂qB

∣∣∣
j1t φ

= d
T

(1)
α
Fα(j2

t φ)

para cualquier j2
t φ.

Esto demuestra que X ◦ π1,0 es una simetŕıa generalizada.
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Caṕıtulo 9

Derivaciones: introducción al
problema inverso

En [73, 74], se estudian las formas a lo largo del fibrado TM → M , en particular se
estudian derivaciones del álgebra de las formas a lo largo del fibrado TM →M , y se aporta
una clasificación y caracterización de dichas derivaciones, para lo cual es necesario disponer
de una conexión en TM .

Estos trabajos motivaron el estudio para el caso dependiente del tiempo, es decir para
el fibrado R × TM → R ×M , véase [96], del mismo modo que en el caso autónomo para
la clasificación de las derivaciones es fundamental utilizar una conexión en R× TM .

Una de las aplicaciones de las teoŕıas desarrolladas en estos trabajos, [73], [74] y [96] es
establecer el problema inverso de la Mecánica lagrangiana.

El objetivo de este caṕıtulo es menos ambicioso que el de los trabajos citados ante-
riormente, de manera análoga a [96] se pretende dar un punto de partida para estudiar el
problema inverso en teoŕıa clásica de campos, sin embargo no se pretenderá clasificar las
derivaciones de formas a lo largo de π1,0.

9.1. Conexiones no lineales en π1,0 : J
1π → E

Recordemos que una conexión de Erhesmann o conexión no lineal en π1,0, véase la
Sección 3.1.1 para un fibrado cualquiera p : E → B, es un subfibrado diferenciable H(J1π)
de T (J1π), llamado el subfibrado horizontal de la conexión, el cual es complementario al
subfibrado vertical V (J1π), es decir, T (J1π) = H(J1π)⊕ V (J1π).

Consideremos la sucesión exacta corta

0 // V (π1,0) i //

%%

T (J1π)
j //

��

J1π ×E TE //

ww

0

J1π

donde i es la inclusión y j está definida por

165
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j(Zj1t φ) = (j1
t φ, (π1,0)∗(j

1
t φ)Zj1t φ) =

(
j1
t φ, Z

α ∂

∂tα

∣∣∣
π1,0(j1t φ)

+ ZA ∂

∂qA

∣∣∣
π1,0(j1t φ)

)
donde

Zj1t φ = Zα ∂

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+ ZA ∂

∂qA

∣∣∣
j1t φ

+ ZA
α

∂

∂uAα

∣∣∣
j1t φ

.

Una escisión por la derecha

γ : J1π ×E TE −→ T (J1π)

de la sucesión exacta corta se llama aplicación horizontal para π1,0. Esta aplicación es un
morfismo de fibrados vectoriales (cuyo morfismo sobre la base es IdJ1π) verificando

j ◦ γ = IdJ1π×ETE .

Su expresión local es

(9.1) γ(j1
t φ,Xφ(t)) = Xα ∂

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+XA ∂

∂qA

∣∣∣
j1t φ
− (XαNB

αβ +XANB
Aβ)

∂

∂uBβ

∣∣∣
j1t φ

donde Xα, XA ∈ C∞(E) puesto que X ∈ X(E) y las funciones NB
βα, N

B
Aβ ∈ C∞(J1π) se

llaman componentes de la conexión definidos por γ.
A cada aplicación horizontal γ se le asocia un proyector horizontal y uno vertical del

siguiente modo:

(1) El proyector horizontal está definido por

h : = γ ◦ j : T (J1π)→ T (J1π) ,

y su expresión local es

(9.2) h =

(
∂

∂tα
−NB

αβ

∂

∂uBβ

)
⊗ dtα +

(
∂

∂qA
−NB

Aβ

∂

∂uBβ

)
⊗ dqA .

(2) El proyector vertical está definido por

v : = IdT (J1π) − h

y su expresión local es

(9.3) v =
∂

∂uBβ
⊗ (duBβ +NB

βαdt
α +NB

βAdq
A) .

Entonces el espacio tangente a J1π se descompone en suma directa del fibrado horizontal
y del fibrado vertical

T (J1π) = Imh⊕ Imv = H(J1π)⊕ V (J1π) .
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9.1.1. Conexiones no lineales asociadas a un sopde

En esta sección mostraremos que cada sopde induce una conexión no lineal.

Sea Γ = (Γ1, . . . ,Γk) un sopde entonces definimos la conexión no lineal asociada a Γ
como la conexión cuyo proyector horizontal es el siguiente:

hΓ =
1

k + 1
(Id +k Γα ⊗ dtα − LΓαS

α) .(9.4)

Si la expresión local del sopde es

Γα =
∂

∂tα
+ uAα

∂

∂qA
+ ΓAαβ

∂

∂uAβ
, 1 ≤ α ≤ k

entonces las componentes de la conexión definidas por Γ son

(9.5) NB
Aβ = − 1

k + 1

∂ΓBαβ
∂uAα

, NB
βα = −ΓBβα − uAαNB

Aβ.

En este caso, la distribución horizontal H(J1π) = Imh, de dimesión n+ k, está local-
mente generada por los campos

Γα,
δ

δqA
=

∂

∂qA
−NB

αA

∂

∂uBα
, 1 ≤ α ≤ k, 1 ≤ A ≤ n .

Por lo tanto, una base, adaptada a la descomposición TJ1π = H ⊕ V es{
Γα,

δ

δqA
,
∂

∂uAα

}
,

siendo su base dual

{dtα, δqA, δuAα}

donde δqA = dqA − vAα dtα son las 1-formas de contacto y

δuAα = duAα +NA
αBdq

B +NA
αβdt

β = duAα +NA
αBδq

B − ΓAαβdt
β

Con respecto a esta base adaptada, los proyectores horizontal y vertical tienen la si-
guiente expresión local

hΓ = Γα ⊗ dtα +
δ

δqA
⊗ δqA, vΓ =

∂

∂uAα
⊗ δuAα .
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9.2. Prolongaciones y derivaciones a lo largo de π1,0

El objetivo principal de esta sección es el estudio de campos de vectores y 1-formas a
lo largo de la proyección π1,0, y desarrollar el cálculo de sus prolongaciones o derivaciones,
véase [96] para el caso de la proyección R× TM → R×M .

Por un lado, introduciremos las prolongaciones verticales y horizontales de campos
de vectores a lo largo de π1,0 a campos de vectores en J1π, estas prolongaciones serán
construidas por linealidad a partir de las definiciones de levantamientos vertical y horizontal
de campos de vectores en E.

Por otro lado, para el caso de las 1-formas a lo largo de π1,0, se definirán las derivaciones
vertical y horizontal en Λ(π1,0), los levantamientos horizontal y vertical a Λ(J1π), aśı como
su levantamiento a 1-formas a lo largo de la proyección π2,1.

Finalmente, se define la derivada covariante ∇α de 1-formas a lo largo de π1,0 para cada
α ∈ {1, . . . , k}, para la cual es necesario considerar un sopde Γ.

9.2.1. Prolongaciones verticales de campos de vectores a lo largo
de π1,0

A continuación introduciremos los levantamientos verticales XVα de campos de vectores
X ∈ X(π1,0).

Si X es un campo de vectores básico, es decir X = Y ◦ π1,0 con Y ∈ X(E), se define su
levantamiento vertical como

(Y ◦ π1,0)Vα(j1
t φ) = Sα(j1

t φ)(Y 1(j1
t φ)) .

Esta definición se extiende por linealidad a todo campo de vectores de X(π1,0).
Si X ∈ X(π1,0) tiene expresión local

X = Xα(t, q, u)
∂

∂tα
◦ π1,0 +XA(t, q, u)

∂

∂qA
◦ π1,0 ∈ X(π1,0)

el levantamiento α-ésimo XVα ∈ X(J1π) es

(9.6) XVα = (XA − uAβXβ)
∂

∂uAα
.

Observemos que se verifica

(T (0)
α )Vβ = 0 ,

(
∂

∂tβ

)Vα
= −uAβ

∂

∂qA
,

(
∂

∂qA

)Vα
=

∂

∂uAα
.

Denotaremos por X̄(π1,0) las clases de equivalencia de campos de vectores a lo largo de

π1,0, módulo T
(0)
α , esto es

X̄(π1,0) = {X̄ ∈ X(π1,0) : iX̄dt
α = 0} .
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Por lo tanto, si X̄ ∈ X̄(π1,0) entonces su expresión local es

X̄ = XA(t, q, u)
∂

∂qA
◦ π1,0 .

Observación 9.1. Todo campo de vectores vertical en J1π se corresponde con una k-tupla
de elementos de X̄(π1,0). En efecto, si Z ∈ X(π1,0) es un campo de vectores vertical en J1π
entonces tiene expresión local

Z = ZA
α

∂

∂uAα
,

si definimos Ȳα = ZA
α

∂

∂qA
◦ π1,0 para todo α ∈ 1, . . . , k, entonces Ȳα ∈ X̄(π1,0) y además

k∑
α=1

(Ȳα)Vα = (ZA
α

∂

∂qA
◦ π1,0)Vα = ZA

α

∂

∂uAα
= Z .

9.2.2. Derivaciones verticales en Λ(π1,0)

Toda derivación está completamente determinada por su acción en funciones y 1-formas
básicas, véase [96] para el caso k = 1.

Definición 9.2. Para cada α = 1, . . . , k, se define la derivación

dVα : Λ(π1,0)→ Λ(π1,0)

del siguiente modo:

i) Si F ∈ C∞(J1π) se definen las 1-formas dVαF a lo largo de π1,0

T ∗E

πE

��
J1π

dVαF

;;

π1,0 // E

por

(9.7) dVαF (j1
xφ)(X(j1

xφ)) = XVα(j1
xφ)(F ),

donde X ∈ X(π1,0).

ii) La derivación dVα se anula en 1-formas básicas, es decir

dVα(dtα ◦ π1,0) = dVα(dqA ◦ π1,0) = 0 .
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Utilizando la base local {dtα◦π1,0, δq
A◦π1,0} de las formas a lo largo de π1,0, se obtienen

las siguientes expresiones locales

(9.8) dVαF =
∂F

∂uAα
δqA ◦ π1,0 , dVα(dtβ) = 0 , dVα(δqA) = (dtα ∧ δqA) ◦ π1,0

donde estamos usando la notación

δqA ◦ π1,0 = dqA ◦ π1,0 − uAβ dtβ ◦ π1,0 .

9.2.3. Prolongaciones horizontales de campos de vectores a lo
largo de π1,0

En esta sección introduciremos el concepto de prolongación horizontal de un campo de
vectores a lo largo de π1,0 extendiendo la definición de prolongación horizontal de un campo
de vectores en E, el cual se define mediante la aplicación horizontal de una conexión como
veremos a continuación.

Dado un campo de vectores X en E con expresión local

X = Xα ∂

∂tα
+XA ∂

∂qA
,

el levantamiento horizontal de X es el campo de vectores XH en J1π, definido por

XH(j1
t φ) = γ

(
j1
t φ,Xφ(t)

)
y su expresión local es (9.1).

Por lo tanto, se deduce que los levantamientos horizontales de los campos de vectores
coordenados están dados por

(9.9) Hα = (
∂

∂tα
)H =

∂

∂tα
−NB

αβ

∂

∂uBβ
, HA = (

∂

∂qA
)H =

∂

∂qA
−NB

Aβ

∂

∂uBβ
.

La construcción del levantamiento horizontal se extiende trivialmente a X(π1,0) por
linealidad. Dado un campo de vectores X ∈ X(π1,0) se define su levantamiento horizontal
XH ∈ X(J1π) como

XH(j1
t φ) = γ

(
j1
t φ,X

α(j1
t φ)

∂

∂tα

∣∣∣
φ(t)

+XA(j1
t φ)

∂

∂qA

∣∣∣
φ(t)

)
,

y de (9.1) se deduce que su expresión local es

XH(j1
t φ) = Xα(j1

t φ)
∂

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+XA(j1
t φ)

∂

∂qA

∣∣∣
j1t φ
− (Xα(j1

t φ)NB
αβ +XA(j1

t φ)NB
Aβ)

∂

∂uBβ

∣∣∣
j1t φ
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donde X = Xα ∂

∂tα
◦ π1,0 +XA ∂

∂qA
◦ π1,0.

Para el campo de vectores

T (0)
α =

∂

∂tα
◦ π1,0 + uAα

∂

∂qA
◦ π1,0

obtenemos que su prolongación horizontal es la siguiente

(9.10) (T (0)
α )H =

∂

∂tα

∣∣∣
j1t φ

+ uAα
∂

∂qA

∣∣∣
j1t φ
− (NB

αβ + uAα N
B
Aβ)

∂

∂uBβ

∣∣∣
j1t φ

.

Observemos además que las prolongaciones horizontales de los campos de vectores coor-
denados son:

(9.11)

(
∂

∂tα
◦ π1,0

)H
=

∂

∂tα
−NA

αβ

∂

∂uAβ
,

(
∂

∂qA
◦ π1,0

)H
=

∂

∂tA
−NB

Aβ

∂

∂uBβ
.

Observación 9.3. La prolongación horizontal de campos de vectores en X(π1,0) a campos
de vectores en X(J1π) junto con los levantamientos verticales (9.6) de campos de vectores
a lo largo de π1,0 nos permite establecer una descomposición de campos de vectores en J1π.
Cada Z ∈ X(J1π) puede ser escrito como

(9.12) Z = XH + (Ȳα)Vα

donde X ∈ X(π1,0) y Ȳα ∈ X̄(π1,0) para todo α = 1, . . . , k.

9.2.4. Derivada exterior horizontal en Λ(π1,0)

A continuación definimos la derivada exterior horizontal dH en Λ(π1,0), asociada a una
conexión dada.

Definición 9.4. La derivación

dH : Λ(π1,0)→ Λ(π1,0)

se define como:

i) Si F ∈ C∞(J1π) entonces la 1-forma dHF a lo largo de π1,0

T ∗E

πE

��
J1π

dHF

;;

π1,0 // E

se define como

(9.13) dHF (X) = XH(F ) , X ∈ X(π1,0).
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ii) En las 1-formas básicas la derivada dH coincide con la derivada exterior ordinaria.

Haciendo un cálculo en coordenadas, de (9.9), (9.11) y (9.13) deducimos que

dHF = Hα(F )dtα ◦ π1,0 +HA(F )dqA ◦ π1,0

=

(
∂F

∂tα
−NB

αβ

∂F

∂uBβ

)
dtα ◦ π1,0 +

(
∂F

∂qA
−NB

Aβ

∂F

∂uBβ

)
dqA ◦ π1,0

Si utilizamos la base local {dtα ◦π1,0, δq
A ◦π1,0}, para describir formas a lo largo de π1,0

entonces dH está determinado completamente por

(9.14)

dHF = HA(F )δqA ◦ π1,0 + (T
(0)
α )H(F )dtα ◦ π1,0, ,

dH(dtα ◦ π1,0) = 0,

dH(δqA ◦ π1,0) =
(
NA
Bαδq

B ◦ π1,0 + (NA
βα + uBβN

A
Bα)dtβ ◦ π1,0

)
∧ dtα ◦ π1,0.

9.2.5. Levantamientos vertical y horizontal de 1-formas en Λ1(π1,0)
a Λ1(J1π)

Teniendo en cuenta la descomposición (9.12), podemos introducir dos tipos de levanta-
mientos de 1-formas en Λ1(π1,0) a Λ1(J1π) como sigue:

Definición 9.5. i) Para cada α = 1, . . . , k definimos el levantamiento vertical α-ésimo
ωVα de una 1-forma ω a lo largo de π1,0

Λ1(π1,0) → Λ1(J1π)

ω 7→ ωVα

como la 1-forma en J1π caracterizada por:

ωVα(XH) = 0 , ∀α ∈ {1, . . . , k} , X ∈ X(π1,0)

ωVα(X̄Vβ) = δαβω(X̄) , ∀α, β ∈ {1, . . . , k} , X̄ ∈ X̄(π1,0).

ii) Del mismo modo, definimos el levantamiento horizontal ωH

Λ1(π1,0) → Λ1(J1π)

ω 7→ ωH

de ω como la 1-forma en J1π que satisface:

ωH(XH) = ω(X) , X ∈ X(π1,0)

ωH(X̄Vα) = 0 , ∀α ∈ {1, . . . , k} , X̄ ∈ X̄(π1,0).
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Por un cálculo directo obtenemos las expresiones locales del α-ésimo levantamiento
vertical de ω

(9.15) ωVα = NB
βαω

Bdtβ +NB
Aαω

BdqA + ωAduAα ,

y del levantamiento horizontal ωH :

(9.16) ωH(t, q, u) = ωα(t, q, u)dtα + ωA(t, q, u)dqA .

Observación 9.6. Observemos que

ωH ◦ Sα = 0, ωVβ ◦ Sα = δαβωAδq
A

para todo α = 1, . . . , k.

Usando las Definiciones 9.2 y 9.4 de las derivaciones dVα y dH en funciones y los levan-
tamientos horizontal y vertical de 1-formas (9.15) y (9.16) obtenemos:

(dHF )H = Hα(F )dxα +HA(F )dqA ,

(dVαF )Vβ = NB
γβ

∂F

∂uBα
dtγ +NB

Aβ

∂F

∂uBα
dqA +

∂F

∂uBα
duBβ .

Entonces, para F ∈ C∞(J1π) es sencillo comprobar que

(9.17) dF = (dHF )H + (dVαF )Vα .

9.2.6. Levantamientos de 1-formas de Λ1(π1,0) a Λ1(π2,1)

A continuación definiremos, para cada α = 1, . . . , k, las prolongaciones naturales ω(α) ∈
Λ1(π2,1) de formas ω ∈ Λ1(π1,0),

Λ1(π1,0) → Λ1(π2,1)

ω 7→ ω(α).

Sea ω ∈ Λ1(π1,0) una 1-forma a lo largo de π1,0, con expresión local

ω = ωαdt
α ◦ π1,0 + ωAdqA ◦ π1,0 ,

la función ω̂α = i
T

(0)
α
ω ∈ C∞(J1π) tiene la siguiente expresión local

(9.18) ω̂α = ωα + uAαω
A .

Se define la 1-forma ω̃ ∈ Λ1(π1,0) como sigue

ω̃ = ω − i
T

(0)
α
ω(π∗1(dtα) ◦ π1,0) = ω − i

T
(0)
α
ω(dtα ◦ π1,0)

cuya expresión local es

(9.19) ω̃ = ωA(δqA ◦ π1,0) .

Por lo tanto, para una 1-forma ω ∈ Λ1(π1,0) obtenemos la siguiente descomposición

(9.20) ω = ω̃ + ω̂αdt
α ◦ π1,0 .
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Observación 9.7. Se verifican las siguientes identidades

i
T

(0)
α
ω̃ = 0

y

ωVβ ◦ Sα = δαβωAδq
A = δαβ ω̃

H

para todo α, β ∈ {1, . . . , k}. Estas igualdades se utilizarán para la demostración de la
Proposición 9.10.

Definimos el levantamiento α-ésimo ω(α) como la 1-forma, a lo largo de π2,1,

T ∗(J1π)

πJ1π

��

T ∗E

πE

��
J2π

ω(α)

::

π2,1 // J1π

ω

::

π1,0 // E

,

caracterizada por

(9.21)
ω(α)(X(1)) = (ω(X))α − (iXdt

β)(α)(π2,1)∗(ω̂β)

ω(α)(XVβ) = δαβ (π2,1)∗ω̃(X)

entonces de las expresiones locales (6.14), (9.6), (9.18), y (9.19) de X(1), XVβ , ω̂β y ω̃
respectivamente y de (9.21) deducimos que la expresión local de ω(α) ∈ Λ(π2,1) es

(9.22) ω(α) = T (1)
α (ωβ)dtβ ◦ π2,1 + T (1)

α (ωA)δqA ◦ π2,1 + (π∗2,1ωA)(duAα ◦ π2,1− uAαβdtβ ◦ π2,1).

9.2.7. La derivada covariante ∇α

Considerando un sopde Γ como una sección γ de un fibrado π2,1 podemos definir para
cada α

IΓα : Λ1(π1,0) → Λ1(J1π)

ω → ω(α) ◦ γ

Si escribimos localmente

ω = ωαdt
α ◦ π1,0 + ωAδq

A ◦ π1,0,

utilizando la expresión local (9.22) del levantamiento α-ésimo de una 1-forma ω a lo largo
de π1,0, tenemos

(9.23) IΓαω = Γα(ωβ)dtβ + Γα(ωA)δqA + ωA(duAα − ΓAαβdt
β) .



9.3 Problema inverso 175

Definición 9.8. Para una 1-forma ω ∈ Λ1(π1,0), la derivada covariante ∇αω ∈ Λ1(π1,0)

T ∗E

πE

��
J1π

∇αω
;;

π1,0 // E

se define como la 1-forma que verifica

IΓαω = (∇αω)H + ωVα .

De la expresión (9.23) de IΓαω y de las expresiones locales (9.15) y (9.16) de ωVα y ωH

respectivamente, se obtiene

(∇αω)H = IΓαω − ωVα =
(
Γα(ωβ)−NB

βαωB
)
dtβ +

(
Γα(ωA)−NB

AαωB
)
dqA

entonces, de la definición de levantamiento horizontal de 1-formas a lo largo de π1,0, obte-
nemos que la expresión local de ∇αω es

(9.24) ∇αω =
(
Γα(ωβ)−NB

βαωB
)
dtβ ◦ π1,0 +

(
Γα(ωA)−NB

AαωB
)
dqA ◦ π1,0 .

Se pueden probar directamente las siguientes propiedades:

∇α
∂

∂tβ
= NA

βα

∂

∂qA
◦ π1,0 ,

∇αdt
β = 0 ,

∇αδq
A = uAαN

B
Aβdt

β ◦ π1,0 −NB
Aαdq

A ◦ π1,0 ,

∇αdq
A = −NA

βαdt
β ◦ π1,0 −NA

Bαdq
B ◦ π1,0 .

Utilizando (9.15), (9.16) y (9.24), obtenemos que

(9.25) LΓαω
H = ωVα + (∇αω)H ,

para todo ω ∈
∧1(π1,0).

9.3. Problema inverso

Sea Γ un sopde integrable y consideremos el siguiente conjunto:

X∗Γ = {φ ∈ Λ1(J1π) : LΓα(φ ◦ Sα) = φ− φ(Γα)dtα} .

Sea φ una 1-forma en J1π con expresión local

φ = φαdt
α + φAdqA + φαAdu

A
α ,
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si φ ∈ X∗Γ, es decir, φ verifica LΓα(φ ◦ Sα) = φ− φ(Γα)dtα entonces por un cálculo directo
en coordenadas locales se obtiene que

(9.26) φA = Γα(φαA) .

En el caso k = 1, se verifica que IΓ(Λ1(π1,0) = X∗Γ, véase [96]. Para k > 1 este no será el
caso, pero si obtenemos la siguiente inclusión:

IΓα(Λ1(π1,0)) ⊂ X∗Γ ,

en efecto, sea ω una 1-forma a lo largo de π1,0 entonces, teniendo en cuenta la expresión
en coordenadas lo cales (9.23) de IΓαω y la condición (9.26), se deduce que IΓαω ∈ X∗Γ.

A continuación, utilizando el conjunto X∗Γ y la derivada covariante ∇α de 1-formas a lo
largo de π1,0, estableceremos el problema inverso lagrangiano como sigue:

Teorema 9.9. Sea Γ un sopde integrable. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) El sopde Γ es lagrangiano (localmente).

ii) Existen 1-formas semibásicas θα ∈ Λ1(J1π) tal que las 1-formas LΓαθ
α es (cerrada)

exacta.

iii) Existe una 1-forma (cerrada) exacta φ ∈ X∗Γ.

Demostración. i)⇒ ii) Esta implicación es directa por definición, ya que si Γ es un

sopde lagrangiano se sigue que existe una función lagrangiana L tal que LΓαθ
α = dL,

donde θα = Θα
L son las 1-formas de Poincaré-Cartan.

ii)⇒ i) Rećıprocamente , supongamos que para un sopde integrable, existe una 1-

forma semibásica θα ∈ Λ1(J1π) y una función (definida localmente) L en J1π tal que
LΓαθ

α = dL. Como θα son 1-formas semibásicas, estarán dadas por

θα = θαβdt
β + θαAδq

A.

Expresamos ambos lados de la igualdad LΓαθ
α = dL con respecto a la base Γα, δq

A, duAα ,
lo que significa que

Γα
(
θαβ
)
dtβ + Γα (θαA) δqA + θαAdu

A
α = Γβ(L)dtβ +

∂L

∂qA
δqA +

∂L

∂uAα
duAα .

La ecuación anterior es equivalente a las siguientes

θαA =
∂L

∂uAα
, Γα

(
∂L

∂uAα

)
=

∂L

∂qA
, Γα

(
θαβ
)

= Γα
(
Lδαβ

)
.(9.27)

Entonces tenemos que

θα = Θα
L +

(
θαβ − Lδαβ

)
dtβ,(9.28)
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y entonces dL = LΓαθ
α = LΓαΘα

L, lo que muestra que Γ es un sopde lagrangiano.

i)⇒ iii) Sea Γ sopde lagrangiano, entonces existe una función L ∈ C∞(J1π) tal que

LΓαθ
α
L = dL.

Tomamos

(9.29) φ = dL ,

entonces tenemos

LΓα(φ ◦ Sα)− φ− φ(Γβ)dtβ = LΓα(dL ◦ Sα)− dL+ Γβ(L)dtβ

= LΓα(Θα
L − Ldtα)− dL+ Γβ(L)dtβ

= LΓαΘα
L − dL = 0

aśı que φ = dL ∈ X∗Γ la cual es una 1-forma exacta.

iii)⇒ i) Rećıprocamente, si φ ∈ X∗Γ tal que φ es una 1-forma exacta, entonces existe

L tal que
φ = dL

y entonces φ ◦ Sβ = dL ◦ Sβ. Como φ = LΓα(φ ◦ Sα) + φ(Γβ)dtβ, porque φ ∈ X∗Γ, entonces

0 = LΓα(φ ◦ Sα)− φ+ φ(Γβ)dtβ = LΓα(dL ◦ Sα)− dL+ dL(Γβ)dtβ

= LΓα(dL ◦ Sα + Ldtα)− LΓα(Ldtα)− dL+ dL(Γβ)dtβ

= LΓαΘα
L − LΓα(Ldtα)− dL+ Γβ(L)dtβ

= LΓαΘα
L − dL .

Luego LΓαΘα
L = dL, aśı que Γ es un sopde lagrangiano.

Proposición 9.10. Sea L una función regular en C∞(J1π). La función L es un lagrangiano
para Γ si y sólo si

∇α(Θα
L)V = dHL

donde (Θα
L)V es la 1-forma a lo largo de π1,0 asociado las 1-formas π1,0-semi-básicas Θα

L

dado por (8.5)

(Θα
L)V = (Lδαβ −

∂L

∂uAα
uAβ ) dtβ ◦ π1,0 +

∂L

∂uAα
dqA ◦ π1,0 .

Demostración. Del Teorema 9.9, L es un lagrangiano para Γ si y sólo si

LΓα(dL ◦ Sα) = dL− Γα(L)dtα .

Ahora, usando la descomposición (9.17) de una función en J1π, obtenemos

0 = LΓα((dHL)H ◦ Sα) + LΓα((dVβL)Vβ ◦ Sα)− (dHL)H − (dVβL)Vβ + Γα(L)dtα

= LΓα(δαβ (d̃VβL)H)− (dHL)H − (dVβL)Vβ + Γα(L)dtα
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donde hemos usado el hecho de que Sα(ωH) = 0 y Sα(ωVβ) = δαβ ω̃
H , aqúı ω̃ viene de la

descomposición (9.20) de una 1-forma arbitraria ω a lo largo de π1,0.

Para la 1-forma particular dVβL es fácil probar que dVβL = d̃VβL. Usando esto con la
propiedad (9.25) tenemos

0 = LΓα((dVαL)H)− (dHL)H − (dVβL)Vβ + Γα(L)dtα

= (dVαL)Vα + (∇α(dVαL))H − (dHL)H − (dVβL)Vβ + Γα(L)dtα

= (∇α(dVαL))H − (dHL)H + Γα(L)dtα

= (∇α(dVαL+ Ldtα ◦ π1,0))H − (dHL)H

donde en la última identidad hemos usado que Γα(L)dtα = (∇α(Ldtα ◦ π1,0))H .
Finalmente, por un cálculo directo en coordenadas locales obtenemos que

dVαL+ Ldtα ◦ π1,0 =
∂L

∂uAα
(dqA ◦ π1,0 + uAβ dt

β ◦ π1,0) + Ldtα ◦ π1,0 = (Θα
L)V ,

entonces
(∇α(Θα

L)V − dHL)H = 0

lo que concluye la prueba.



Conclusiones

El objetivo fundamental de esta memoria ha sido desarrollar y estudiar diversos aspectos
del formalismo lagrangiano en Teoŕıa Clásica de Campos de primer orden.

Entre los resultados aportados en esta tesis se pueden resaltar los siguientes:

En el entorno del formalismo lagrangiano k-simpléctico, en el Caṕıtulo 2 se ha amplia-
do el estudio de simetŕıas y leyes de conservación, proporcionando una demostración
global del Teorema de Noether y estableciendo una condición bajo la cual se cumple
el rećıproco de este teorema.

En los Caṕıtulos 3, 4 y 5 se estudia el proceso de reducción en el formalismo lagran-
giano k-simpléctico cuando la función lagrangiana es invariante con respecto a un
grupo de simetŕıas, y se establecen las ecuaciones en derivadas parciales reducidas
resultantes, llamadas ecuaciones de campo de Lagrange-Poincaré.

Para reconstruir una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de una
solución de las ecuaciones reducidas, se introduce la k-conexión mecánica.

El formalismo lagrangiano desarrollado en el Caṕıtulo 7, utilizando jets de fibrados
sobre un espacio eucĺıdeo y el concepto de campos de k-vectores, se caracteriza por
su sencillez, como los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico; extiende la formu-
lación lagrangiana de la Mecánica dependiente del tiempo de un modo más directo
que como lo hace el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico, y está ı́ntimamente re-
lacionado con los formalismos k-cosimpléctico y multisimpléctico.

En el Caṕıtulo 8 se ha realizado el estudio de simetŕıas y leyes de conservación. Se
han caracterizado las leyes de conservación en términos de sopdes lagrangianos y se
han introducido las simetŕıas generalizadas, componentes suficientes para establecer
el Teorema de Noether en este contexto.

En vista de estos resultados, resultaŕıa interesante trabajar en el futuro en las tres
siguientes direcciones, que esán directamente relacionadas con la investigación llevada a
cabo en esta memoria:

Contrapartida hamiltoniana de la formulación lagrangiana desarrollada en el Caṕıtu-
lo 7.
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Establecer un formalismo, basado en el que hemos desarrollado en el Caṕıtulo 7, para
sistemas lagrangianos noholónomos.

Ampliar los resultados del Caṕıtulo 9 para avanzar en el problema inverso.
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tique et physique mathématique (Colloq. International C.N.R.S., Aix-en-Provence,
1974) 347-349.

[49] Kijowski, J., Tulczyjew, W. M. (1979). A symplectic framework for field theories,
Lecture Notes in Physics, 107. Springer-Verlag, New York.

[50] Kobayashi, S., Nomizu, K.(1963) Foundations of Differential Geometry, Vols 1,2,
Wiley.

[51] Kolar, I., Michor,P., Slovak,J. (1993). Natural operations in differential geo-
metry, Springer-Verlag, Berlin.

[52] Kosambi, D.D.(1935) Systems of Differential Equations of the Second Order, Quart.
J. Math., 6, 1–12.

[53] Kosambi, D.D.(1948) Systems of partial differential equations of the second order,
Quart. J. Math., 19, 204–219.

[54] Krupka, D.(1971) Lagrange theory in fibered manifolds, Rep. Math. Phys. 2, 121–
133.



Bibliograf́ıa 185
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