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Introduccion

El marco geométrico para la formulaciéon de las ecuaciones de Hamilton y de Euler-
Lagrange, de la Mecanica Clasica, son las variedades simpléctica y cosimpléctica.

Existen varias alternativas para la descripcion geométrica de las ecuaciones de campo
(Hamilton y Euler-Lagrange) de la Teoria Cldsica de Campos. Estas se conocen como
formalismo polisimpléctico, k-simpléctico, k-cosimpléctico, y multisimpléctico.

Los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico son una generalizacion de los forma-
lismos simpléctico y cosimpléctico, y describen las ecuaciones de campo auténomas y no-
autonomas, respectivamente. Estos formalismos fueron introducidos por de Leén et al.
[64., [65], 67, [80), [81].

Una de las ventajas de utilizar estos formalismos, k-simpléctico y k-cosimpléctico, es
que para desarrollarlos solamente es necesario el fibrado tangente y cotangente de una
variedad.

Un enfoque diferente a los anteriores son el formalismo polisimpléctico desarrollado por
Kanatchikov [46], y el formalismo polisimpléctico desarrollado por Giachetta, Mangiarotti
y Sardanashvily en [34] 135, [05].

Una alternativa para derivar las ecuaciones de campo es utilizar el llamado formalismo
multisimpléctico, desarrollado por la escuela de Tulczyjew en Warsaw (véase [47, 48, 49|
99]), e independientemente por Garcia y Pérez-Rendén [31), 32] y Goldschmidt y Sternberg
[36]. Esta aproximacion fue revisada por Gotay et al. [37, 38| 39, [40] y més recientemente
por Cantrijn et al. [11, [12]. La relacién entre los formalismos k-simpléctico, k-cosimpléctico
y multisimpléctico fue estudiada en [67), 90].

Los principales objetivos de esta memoria son los siguientes:

i) Ampliar el estudio de simetrias en el formalismo k-simpléctico lagrangiano.

ii) Mostrar que tanto el proceso de reduccién como el de reconstruccién funcionan en el
contexto de la formulaciéon k-simpléctica lagrangiana.

iii) Establecer una nueva formulacién lagrangiana de la Teorfa Clésica de Campos, con-
siderando una fibracién sobre un espacio euclideo R¥.

iv) Introducir y estudiar las simetrias generalizadas, teniendo como marco la formulacién
lagrangiana que hemos desarrollado.

v) Desarrollar una introduccién al estudio de derivaciones a lo largo de aplicaciones con
el fin de abordar el problema inverso.
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El esquema general de esta memoria es el siguiente:

= Capitulo 1: Formalismo k-simpléctico lagrangiano
En este capitulo recordamos la formulacién k-simpléctica de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange, véase [67, [80].

= Capitulo 2: Simetrias y leyes de conservacion
Una simetria de una ecuacién en derivadas parciales es un difeomorfismo que trans-
forma soluciones de la ecuacién en soluciones de la misma ecuacion.

En este capitulo se estudiaran simetrias y leyes de conservacién para lagrangianos
definidos en T}Q = TQ® 5. &TQ. Se hace una demostracién (global) del Teorema
de Noether, localmente demostrado en [92], y se establece una condicién necesaria
para que el reciproco de dicho teorema se verifique.

Se introducen los campos de vectores Newtonoides en el marco del formalismo k-
simpléctico. Eel caso k = 1 dichos campos aparecen en [69].

Finalmente, se estudia la relacién entre las simetrias de Cartan, los campos de vec-
tores Newtonoides, las simetrias dinamicas y leyes de conservacion.

Los contenidos de este capitulo estén recogidos en [7], trabajo realizado en colabora-
cién con los Profesores Ioan Bucatatru y Modesto Salgado.

= Capitulo 3: Campos de k-vectores invariantes
En este capitulo se considera la accién de un grupo de Lie G sobre una variedad
M. Se establecen condiciones sobre la integrabilidad de los campos de k-vectores
G-invariantes en M.

Se demuestra que la integrabilidad de dicho campo equivale a la integrabilidad del co-
rrespondiente campo de k-vectores reducido en M /G, y a la anulacién de la curvatura
de cierta conexién asociada a dicho campo.

= Capitulo 4: Reduccion de un campo de k-vectores lagrangiano
En este capitulo se demostrara que si el lagrangiano es una funcién invariante, en-
tonces sus SOPDEs lagrangianos, soluciones de las ecuaciones de campo, también son
invariantes.

En este caso, describimos la expresion local del SOPDE lagrangiano reducido, y ob-
tenemos las ecuaciones locales de sus secciones integrales, es decir, las ecuaciones de
Lagrange-Poincaré.

Finalmente caracterizamos la integrabilidad de un SOPDE lagrangiano, utilizando los
resultados relativos a la integrabilidad descritos en el Capitulo [3]

= Capitulo 5: k-conexiones y reconstruccion
Recordemos que una conexién en un fibrado M — N nos proporciona una descom-
posicion del fibrado tangente T'M en suma directa de un subfibrado horizontal y el
subfibrado vertical.



Una k-conexion en el mismo fibrado nos proporciona una descomposicion del fibrado
k-tangente T} M en suma de un subfibrado horizontal y el subfibrado vertical.

Cuando N = M/G, siendo G un grupo de Lie, se introduce el concepto de k-conexién
principal. A partir de una k-conexién principal en M — M /G establecemos unas
condiciones que nos permiten obtener una seccién integral de un campo de k-vectores
G-invariante en la variedad M a partir de una seccién integral del campo de k-vectores
reducido en M/G.

Finalmente se define una k-conexién principal en el fibrado T} Q — T!Q/G, que lla-
maremos k-conexion mecdanica, puesto que es similar a la llamada conexién mecéanica
que aparece en [7§].

Bajo ciertas condiciones de regularidad en el lagrangiano, utilizaremos esta k-conexion
para obtener secciones integrales de un SOPDE lagrangiano a partir de las secciones
integrales del SOPDE lagrangiano reducido.

Los contenidos de los capitulos 3, 4 y 5 estan recogidos en [§], trabajo realizado en
colaboracién con los Profesores Tom Mestdag y Modesto Salgado.

Capitulo 6: Fibrados de jets
En este capitulo comenzamos recordando el concepto de seccion de un fibrado a lo
largo de una aplicacion y de derivaciones a lo largo de aplicaciones.

En lo que resta de la memoria consideramos un fibrado 7 : E — RF. Después de
describir los fibrados de jets de primer y segundo orden Jlm y J?m, respectivamente,
introduciremos los campos de vectores canénicos 7" alo largo de w1 : J'm = E,y

-~ 1
los campos de vectores candénicos 7 alo largo de mq; : J?m — J'm. Estos campos
seran fundamentales para caracterizar los SOPDEs y las simetrias generalizadas.

Siguiendo a Saunders [98], recordamos la prolongacién natural de campos de vectores
X en E a campos de vectores X! en J'r, y la prolongacién de campos de vectores
X, alo largo de 7, a campos de vectores XM alo largo de To,1. Estos campos se
utilizaran para introducir las simetrias generalizadas.

De nuevo, siguiendo a Saunders [98], asociamos a cada 1-forma dt® en R* el tensor
Sgie, en Jm, de tipo (1,1), donde 1 < o < k. La existencia de estos tensores es
fundamental, pues nos permitirdan introducir las formas de Poincaré-Cartan en el
capitulo siguiente.

Terminamos el capitulo introduciendo los SOPDEs en J'm, que son campos de k-
vectores cuyas secciones integrales son primeras prolongaciones j'¢ de secciones ¢ de
7. Estos campos son una generalizacién de los SODEs.

Capitulo 7: Formalismo lagrangiano en fibrado de jets.
En este capitulo se desarrolla el nuevo formalismo lagrangiano para un lagrangiano
L : J'm — R. Después de definir las formas de Poincaré-Cartan

@ = dLoSye, Qf =-dO% 1<a<k,



establecemos las ecuaciones geométricas de este nuevo formalismo
dt*(Xg) =05 , ix,Q7 = (k—1)dL,

donde la solucién es un campo de k-vectores X = (X1,..., X}) en J'x. Si L es regular
entonces X es un SOPDE, y si ademas X es integrable, entonces sus soluciones ¢ son
soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Este nuevo formalismo tiene como caso particular la formulacion geométrica co-
simpléctica de la Mecdnica de Lagrange dependiente del tiempo, [13, 17, 25, [66],
y esta relacionada con las formulaciones k-cosimpléctica [65] y multisimpléctica.

Observemos que, aunque todo fibrado sobre R* es un fibrado trivial, ya que R¥ es
contractil (Steenrod 1951 [I00]), no se utiliza este hecho para desarrollar nuestra
formulacion lagrangiana.

Después de estudiar la relacién entre este nuevo formalismo y el formalismo k-

cosimpléctico, se finaliza el capitulo presentando una nueva descripcién geométrica

de las ecuaciones de Euler-Lagrange, en la que se utilizan los campos canénicos T, (go)
1) . . ) . L i

y T/, introducidos en el capitulo anterior y una generalizacion de las f-derivaciones

introducidas por Tulczyjew en [102] T03].

Capitulo 8: Simetrias y leyes de conservacién
En este capitulo se caracterizan, en primer lugar, las leyes de conservacién en términos
de los campos de k-vectores lagrangianos.

A continuacién, se introducen las simetrias generalizadas a las que se asocia una ley
de conservacién (Teorema de Noether). Para la Mecanica dependiente del tiempo este
estudio se encuentra en J.F. Carifiena et al. [16].

Finalmente, se estudia la relacién de las simetrias generalizadas con las simetrias va-
riacionales, introducida por Olver en [86]; y con las simetrias de Noether, introducidas
en [70] cuando consideramos que E es un fibrado trivial.

Los contenidos de los capitulos 6, 7 y 8 estan recogidos en [0], trabajo realizado en
colaboracién con los Profesores Ioan Bucataru, Manuel de Leén, Modesto Salgado y
Silvia Vilarino.

Capitulo 9: Derivaciones: una introducciéon al problema inverso

En este capitulo se realiza un primer acercamiento al estudio del problema inverso
en Teoria Clasica de Campos, es decir, partiendo de un SOPDE arbitrario, se preten-
den establecer las condiciones necesarias bajo las cuales existe un lagrangiano que
determina dicho SOPDE.

De manera andloga a [96], cuyo punto de partida fue [73, [74], en este capitulo se
describen las conexiones no lineales asociadas a un SOPDE, y se estudian prolonga-
ciones de campos de vectores, 1-formas y derivaciones a lo largo de la proyeccién
m0: J'm — E, que serdn necesarias para establecer un primer resultado en relacién
con el problema inverso.



Obsérvese que todos los temas tratados en esta memoria se centran en el estudio de
diversos aspectos de la formulacién lagrangiana de la Teoria Clasica de Campos.
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Parte 1

Teoria k-simpléctica lagrangiana



INTRODUCCION




Capitulo 1

Formalismo k-simpléctico lagrangiano

La finalidad de este primer capitulo es revisar la formulacién k-simpléctica lagrangiana
de las Teorfas Clasicas de Campos de primer orden, véase [67, [76) 80] 92 [105].

1.1. Elementos geométricos

1.1.1. El fibrado tangente de las k'-velocidades

Sea () una variedad diferenciable de dimensién n y sea 7¢: T'Q) — @ el fibrado tangente
de la variedad @. Denotemos por T} @ la suma de Whitney de k copias del fibrado tangente
TQ de @, esto es,

TIQ=TQd .*. oTQ.

Los elementos de T} Q son k-tuplas
(U1 - -5 up,)

de vectores tangentes en el mismo punto g € Q.
Se denotara por T(S la proyeccion canonica

75 : TQ — @
(U1 sup,) = @
y por TS’O‘ la proyeccion
k7 .
(g UR,) U,

en la a-ésima copia TQ de T Q, para todo o = 1,. .., k.
Si (¢*) son coordenadas locales en U C @ entonces las coordenadas locales inducidas
en T U = Tél(U) se denotan por
(", uy)

3



4 1 Formalismo k-simpléctico lagrangiano

donde 1 < A<n,1<a<k,yestan definidas por
A( A(Q)a ug(ulqa--'auk‘q) :an(q

q (U, -5 up,) =4

donde (u1,, ..., u,) € TEQ, es decir

_ A 0
an = U, W .
Estas coordenadas canénicas dotan a Tj ) de una estructura de variedad diferenciable de
dimensién n(k + 1).
A lo largo de esta memoria se utilizardn letras en negrita u, para denotar elementos
(u1,, .-, uk,) en TQ, y se asumird implicitamente la suma en indices repetidos covariantes
y contravariantes A, B, C, ... € {1,...,n}, asi como la suma sobre indices griegos repetidos

a,f,... €{1,...,k}.

Observacién 1.1. Esta variedad T}Q es difeomorfa a la variedad J§ (R, Q) de las k'-
velocidades de @); esto es, la variedad de 1-jets j&yqa en 0 € R* de aplicaciones o: Uy C
R¥ — @, donde U, es un abierto que contiene al 0 € R*.

El difeomorfismo que identifica estas dos variedades es

J(RYQ) = TiQ
jé,qa = (ulqa B ,qu)

donde
0
1=00) ¥ w0, =l0) (-

) 1<a<k.
0

1.1.2. Levantamientos de aplicaciones y campos de vectores

’ Levantamiento de aplicaciones‘

Definicién 1.2. Sea h: QQ — Q una aplicacion diferenciable, entonces la primera prolon-
gacion de h a T}'Q es la aplicacidn

Tih:TpQ — T Q
definida por

Tklh(ulqv S 7ukq) = (h*(Q>(u1q)u ce 7h*(Q>(ukq))7

para todo k-vector (uy,, ... uy,) € TyQ, ¢ € Q.
En términos de jets, esto significa que Ty h(jio) = ji(ho o).



1.1.2 Levantamientos de aplicaciones y campos de vectores 5

| Levantamientos verticales|

La distribucién vertical es la distribucién de dimensién kn en T}!Q) dada por
_ k
V = Ker T

y generada localmente por

0
{—A, 1< A<n, 1§a§k}.
ou!
Sea X, € T,() un vector tangente a (). Para cada a = 1,...,k, se define su levanta-
miento vertical a-ésimo, (X,)"*, como el campo de vectores en la fibra (745) " (¢) C T Q
definido por

d
(1.1) (X)) (vy) = E(vlq’ o Var1gs Vag T 85X, Vagigy - - - Vkg) i

para todo punto vg = (vig, ..., Ukg) € (75) 7' (¢) C TLQ.

0
Si X, = x4 @ , entonces

0
1.2 X)) (vy) = XA .
(12) (X)) = X 50|
El levantamiento vertical de vectores induce el levantamiento vertical de campos de
vectores.
Sea X un campo de vectores en (). Se llama levantamiento vertical a-ésimo de X
a T} Q al campo de vectores X"V € X(T}}Q) definido como sigue

(1.3) X" (vy) = (X(q)"(vy) 1Sa<k,
para todo elemento v, = (vig, ..., vk,) € THQ.
0
En un sistema de coordenadas candnicas, si X = X Aa—A entonces de 1) se deduce
que 1
1.4 XV = (XA o) 2
(1.4) = ( OTQ)W.

’ Levantamiento completo ‘

Si X es un campo de vectores en (), con grupo local 1-paramétrico de transformaciones
locales {h}, entonces el grupo local 1-paramétrico de transformaciones locales {7} h}
genera un campo de vectores X en T} Q, el cual se llama levantamiento completo de X a

T10.
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Si localmente

0
X=X"—
dgr’

entonces el levantamiento completo tiene la siguiente expresion en coordenadas locales

a0 a0XP D

1. X¢ —.
(1.5) OgA + dgA OuB

De la expresion anterior se obtiene
(1.6) (fX)" = (fors) X+ f5 XV
donde la funcién fz: T} Q — R estd definida por

fa(ug) = ug, (f) € R,

para cada u, = (uy,,...,ur,) y B=1,... k.

Se pueden demostrar las siguientes propiedades para corchetes de levantamientos com-
pletos y verticales, véase [79],
(1.7) (XY =[X,Y] [X9YY]=[X, Y], [X", X"]=0.

Estas formulas extienden las propiedades del corchete de Lie para levantamientos ver-
ticales y completos de campos de vectores a T'Q), vése [106].

Estructura k-tangente canénica‘

Los levantamientos verticales permiten introducir la generalizaciéon de la estructura
tangente candnica del fibrado tangente.

La estructura k-tangente candnica en TEQ es el conjunto (J1,...,J*) de campos de
tensores de tipo (1,1) en T;'@ definido por

(1.8) T (Vo) (Zv,) = ()« (Vo) (Z,)) ™ (V) ,

donde v, € T}Q v Zy, € Ty, (T} Q), véase [62, 67].

Alternativamente se puede definir J, por su accién en los levantamientos vertical y
completo de campos de vectores. J es el tinico campo de tensores de tipo (1,1) en T}Q
para el cual J*(X¢) = XV y J*(XV6) = 0. Su expresién local es

0
(1.9) J" =53 ®d¢?, aec{l,.. k},

lo cual se deduce de (1.2) y (1.8]).

Para el caso k = 1, J! es la bien conocida estructura candnica tangente del fibrado
tangente.
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’Campo de vectores de Liouville‘

Definicién 1.3. El campo de vectores de Liouville A € X(T}Q) estd definido como el
generador infinitesimal del siguiente flujo

v R x T'Q — T'Q

(5, (V1gs -+ Uk,)) = (s, (Vig, .- 0k,)) = (€501, ..., v,).
En coordenadas locales el campo de vectores de Liouville es de la forma

0
1.10 A=ul—.
(1.10) {a
Alternativamente, se puede definir este campo de vectores utilizando el levantamiento

vertical a-ésimo como sigue
k

A("q) = Z(an>Va (Vq) )

para cada v, = (v1,,...,v,) € TEQ.

1.2. Campos de k-vectores y SOPDES

En esta seccion se estudiaran los campos de k-vectores en una variedad M, dichos
campos de k-vectores se interpretan como la descripcion geométrica de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden en M.

Ademds, para el caso particular donde la variedad es el fibrado tangente de las k-
velocidades, M = T}Q, se estudiard un tipo especial de campos de k-vectores, que se
identifican con un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden (SOPDE)

en Q.

1.2.1. Campos de k-vectores

Sea M una variedad de dimensién m.

Definicién 1.4. Un campo de k-vectores en una variedad arbitraria M es una seccion
X: M — TM de la proyeccion candnica T8;: TEM — M.

Como T} M es la suma de Whitney TM& 5. @TM de k copias de T'M, cada campo de
k-vectores X define una familia de k campos de vectores X1, ..., X} € X(M), proyectando

X sobre cada factor, esto es,
X, = T]]f/}a oX,
donde 74;*: TEM — TM es la proyeccién canénica en la a-ésima copia TM de TM. Se
denotara el conjunto de campos de k-vectores en M por XF(M).
El levantamiento tangente de curvas en M a curvas en T'M se generaliza como sigue.
Sea (U, z*) un sistema de coordenadas en M, con A =1,...,m.
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Definicién 1.5. Dada una aplicacion ¢: U C R¥ — M se define la primera prolongacion
oMV de ¢ a TEM, como sigue

oM UCRF — TIM
1.11
(L1) t — oW(1) ((b*(t)(a

att

Yot (1))

En coordenadas locales, si ¢(t) = (x4 0 ¢(t)) = (¢™(t)), entonces la expresion local de ¢
es

(1.12) S0(1) = (¢A<t> 00" <t>) .

T ot

Por lo tanto el siguitente diagrama

TIM
.
RF_®

es conmutativo.

Una generalizacion del concepto de curva integral es el de seccién integral que definimos
a continuacion.

Definicién 1.6. Una seccion integral de un campo de k-vectores X = (Xy,...,Xy), pa-
sando por el punto x € M, es una aplicacion ¢: U C R¥ — M, definida en un entorno
abierto U de 0 € R¥, tal que

(113) 60 =, 0.0 (5

= Xo(o(t)) € TynyM,

e, ) = Xalol0) € T

para todo t € U, y para todo o € {1,...,k}; ¢ equivalentemente, ¢ verifica
X o= o,

es decir, el siquiente diagrama
TIM

es conmutativo.
Un campo de k-vectores X = (Xy1,...,Xy) en M es integrable si existe una seccion
integral pasando por cada punto de M.
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De la definicién anterior se deduce que: ¢ es una seccién integral de X = (X7, ..., X})
si y solo si, ¢ es solucién del sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden
DA
(1.14) xXMo) = S|
t

donde X, = XA0/0z* en el sistema de coordenadas (U, z) en M, 2 o ¢ = ¢, y t* son
las coordenadas en R*.

1.2.2. Sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden: SOPDES

En el desarrollo del formalismo k-simpléctico lagrangiano aparecen ciertas ecuaciones
en derivadas parciales (EDP’s) de segundo orden definidas en T}!Q. Estas EDP’s aparecen
asociadas a ciertos campos de k-vectores, que se denominardn SOPDEs, (abreviatura del
inglés second order partial differential equations). En esta seccién se recordard cuéles son
los campos de k-vectores que dan lugar a ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden.

Un campo de k-vectores en la variedad T} @ es una secciéon X: TpQ — THTQ) de
la proyeccién candnica leflei THTIQ) — T Q.

Definicién 1.7. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden 6 SOP-
DE es un campo de k-vectores

= (Ty,...,T%)
en T} Q, el cual es una seccion de la proyeccidn
Tirg: Ti(TrQ) = ThQ

es decir, el siguiente diagrama

T;Q
IdTI%Q
r
TlTQ
L(TQ) ——TQ |
es conmutativo.

Equivalentemente, T' = (I'y,...,Tx) es un SOPDE si y sdlo si,
(1.15) Trholy =15%  ThQ — TQ
para cada o = 1,...,k, es decir, el siguiente diagrama

T;Q
Tk,oz
Lo N
1 TTg
(1, Q) TQ

es conmutativo.



10 1 Formalismo k-simpléctico lagrangiano

La condicion (1.15)) nos dice que (I'y,...,I'x) es un SOPDE si y sélo si se verifica
(Tg)*(vq)(l"a(vq)) =Vo, a=1...k,
siendo v, = (v1,,...,v,) € TLQ.

En el caso k = 1, la Definicién se reduce a la definicién de sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden (SODE).
La expresion local de un SOPDE I' = (I'y, ..., ['}) es
a0 a4 0

(1.16) Iy=ul— 4T

—, 1 <a<k,
“0gA aﬁ@ug‘ - -

donde Fﬁlg son funciones diferenciables definidas en el dominio de las cartas inducidas en
TlQ.

Se puede reformular la definicion de SOPDE, usando la estructura k-tangente y el campo
de vectores de Liouville A (ver ecuaciones y (L.10)), como sigue:

Proposiciéon 1.8. Un campo de k-vectores T = (I'y,...,T'y) en T} Q es un SOPDE si y sélo
si JT, = A.
O

Las curvas integrales de un SODE en T'() son levantamientos tangentes de curvas en
la variedad ). A continuacién mostraremos que las secciones integrales de un SOPDE son
primeras prolongaciones de aplicaciones de R* en Q.

Sea

¢:UCRY = TLQ

una seccién integral de un SOPDE I' = (I'y, ..., ;) y supongamos que su expresion local es

o(t) = (" (t), 92 (1))
De la Definicion y la férmula ((1.16]) se obtiene que ¢ es seccién integral de I' si

y s6lo si es solucion del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden

8¢A _ 4A ad)g _ T4
| =od), 2| =Tae0).

En efecto, por la Definicion se deduce que ¢ es seccion integral del SOPDE I' si y
s6lo si T'o ¢ = ¢V o equivalentemente
)

0 0
A_~ FA _
“Bgh Bl
9
8u§ o)

(1.17)

t t

(a0 0)0) = 0.0) (5

Teniendo en cuenta la expresion local del SOPDE 'y, = u se obtiene:

Taodlt) = 03], +IA(60)

9 9t 0 0%
¢ () (% t> - Ot

19t oy | ate

0

t0uf low)’
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de donde se concluyen las ecuaciones ((1.17)).
Utilizando la identidad (1.12)) y las ecuaciones (1.17)) se obtiene la siguiente caracteri-
zacion para las secciones integrales de un SOPDE.

Proposicién 1.9. Sea I' = (I'y,...,['y) un SOPDE integrable. Si 1) es una seccion integral
de T, entonces

(1) v= &N, donde ¢ es la prolongacién de primer orden de la aplicacion
Tk
¢=rhoy:UCR 5 TIQ % Q,
(2) ¢ es una solucion del sistema de ecuaciones en derivadas parciales de sequndo orden

(118) o0 =T (0. 52-0)).

Reciprocamente, si ¢ : U C R¥ — Q es cualquier solucion del sistema (1.18)), entonces ¢p(V)
es una seccion integral de I' = (I'y,..., T'y).

Demostracion. Sea v = (¢4, 97 una seccién integral de T’ entonces por la primera ecua-

A

cién en obtenemos que 2 (t) = S |, decir
A A Ay 0P (1)
0(t) = (A0, 00) = A0, S| ) = 000

donde ¢ = 75 0 ¢.
Ademéds, por la segunda ecuacién en (1.17)) deducimos que

A p QWP Oug 9y
Pas(@P(0), 5 (1) = 5 0 (0) = 5 = (8).

Reciprocamente, sea ¢ una solucién de (1.18)), y se denota ¢» = ¢V, es decir

Hp

u(t) = (61(0), -

)

t

por lo tanto la primera ecuacién en ((1.17) se verifica trivialmente, ademds teniendo en
cuenta que ¢ es solucion de (|1.18]) obtenemos que

00ty _ %!
t\Ot8 ) Oteots

lo que concluye que ¢V es una seccién integral de T O

0

ot

=Top(v(1))

t
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Definicién 1.10. Si ¢ es una seccion integral de un SOPDE T' = (I'y,...,T'}), entonces
la aplicacion ¢ se llamard solucion de T.

De la ecuacién (|1.18]) se deduce que si I' es un SOPDE integrable entonces necesariamente

tenemos la simetria 'Y, = Fg‘a para todo a, B =1,... k.

La integrabilidad de un SOPDE estd demostrada en la Observacion [3.4] para un SOPDE
I', cuya expresién local estd dada por (1.16)), las condiciones de integrabilidad son

(1.19) Iy =T4,. Ta(ls)=TsTs,), Vo,B,v€{l, ..k}

1.3. Formalismo k-simpléctico lagrangiano. Ecuacio-
nes de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a un lagrangiano L en T} Q son
0 (0L oL
1.20 — (oW ) —ZosP =0, 1<A<
(1.20) ot <8u§o¢ ) 8qAO¢ ’ =a=n

cuya solucién es una funcién ¢ : U C R¥ — Q.
A continuacién se estudiara cémo obtener las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
a partir de un principio variacional.

Definicién 1.11. Se denota por CX (R, Q) el conjunto de aplicaciones
¢:Uy CR - Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto Uy. Sea L : TEQ — R un lagran-
giano, se define la accion asociada a L por

J: CX(RFQ) — R
6 00 = [ (LodMmat,

en donde d*t = dt' A ... A dtF es una forma de volumen en R* y ¢ : Uy ¢ RF — T}Q
denota la primera prolongacion de ¢.

Definicién 1.12. Una aplicacion ¢ : Uy C RF — Q, perteneciente al conjunto CX(R*, Q),

es un extremal de J st p
E Szog(Ts © ¢> =0

para cada flujo T4 en Q tal que T5(q) = q para todo q de la frontera de ¢(Uy) C Q.

Los flujos 75 : @ — @ considerados en la definicién anterior estan generados por campos
de vectores en @) que se anulan en la frontera de ¢(Up).

El problema variacional, asociado a un lagrangiano L, consiste en encontrar los extre-
males de la accion integral . En la siguiente proposicion se caracterizan los extremales de
la accién J asociada a un lagrangiano L, véase [105].
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Proposicién 1.13. Sean L : T}Q — R una funcion lagrangiana y ¢ € CX(R*, Q). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢:Uy CRF — Q es un extremal del problema variacional asociado a L.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, que se anula en los puntos de la frontera de

o(Uy), se verifica:
/ ((Lz:L)o M) ()d*'t =0,
Uo
donde Z€ es el levantamiento completo de Z a T}Q.

(3) ¢ es solucidn de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.20).

Desarrollando las ecuaciones ([1.20]) se obtiene

0L %P L , 0L

1.21 - —
(1.21) JuADul 907 | DgPoud " g

=0, 1<A<n,

que son un sistema de n ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

Definicién 1.14. Un lagrangiano L € C=(T}Q) se dice regular si el Hessiano de L con
respecto a las coordenadas de la fibra,
os 0L

1.22 = —
( ) 9ap 81@8%3

tiene rango mdzimo kn en todo punto de T} Q).

’ Energia Lagrangiana. ‘

Para un lagrangiano L : T}Q — @, la funcién Energia Lagrangiana se define como la
funcion

Ep=A(L) ~ L€ C%(T}Q)

cuya expresion local es

1.23 Er=u——F—-1L
( ) L uo‘é?uA

«

Formas de Poincaré-Cartan en T}}Q).

La familia de 1-formas de Poincaré-Cartan son

o« —dLoJ”
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y la familia de 2-formas de Poincaré-Cartan en T} @Q son

wp = —dos.
En el sistema de coordenadas locales inducidas (¢, u2) en T}Q, se tiene
o oL
(1.24) 07 = 7 Adq ,
o Gl dg* ndg? + —TE gt nau
W = — — ug .
L dgBoud 1 1 dufj ou 1 A

Recuérdese que una estructura k-simpléctica [67] en una variedad M de dimensién
k + nk estd dada por una familia de k 2-formas cerradas (w', ...,w*) y una distribucién V/
kn-dimensional en M tal que

= N Ker(w?) = {0},

Wt =0, ae{l,.. k}.

|V><V

De las férmulas ((1.24) se obtiene que un lagrangiano L es regular si y solo si las 2-
formas de Poincaré-Cartan y la distrubucién vertical, (wj,...,wf,V = KerT7f) definen
una estructura k-simpléctica en T}'Q), véase [80)].

’Formalismo k-simpléctico lagrangiano. ‘

Denotaremos por X¥ (T!Q) el conjunto de campos de k-vectores X = (X1,..., X;) en
T!Q, que son solucién de la ecuacién

(125) iXwa = dEL,

a estos campos de k-vectores se le llamaran campos de k-vectores lagrangianos.

Esta es la ecuacion geométrica de la formulacién k-simpléctica lagrangiana de la Teoria
Clasica de Campos, véase [67, [76], 80, 105].

En efecto, si la expresion local de cada X, es

0 0

(1.26) X, =X2— + X2

aaA aﬂaA7 1§a§k7

entonces (X1,..., Xy) es solucién de (L.23) si y sdlo si las funciones X'y X satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones

0*L O*L 0*L O*L oL
1.2 — XB —X = u? —
(1.27) <8q’48u§ dqB Oué) * Oufouy e dgAouB  0g4
PL 4 *L

—X - _Yr
oub 5 oul oub 5 ou Yo
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Si L es un lagrangiano regular, las ecuaciones anteriores se reducen a las siguientes

2 2
(1.28) oL — X5 OL p_ 0L

_Io B 92 g xA=
Quouf 8q38u;‘ Ha 0q” ’ @

Usando las ecuaciones ([1.27)) se deduce el siguiente lema.
Lema 1.15. Se considera un lagrangiano L € C=(T}Q).

(1) Si L es reqular, entonces cualquier campo de k-vectores lagrangiano X es un SOPDE,
y satisface las ecuaciones (|1.28)).

(2) Si X es un SOPDE lagrangiano entonces se verifica la ecuacion ((1.28)).

La siguiente proposicién caracteriza el conjunto de SOPDEs lagrangianos.

Proposicién 1.16. Sea L € C*(T}Q) un lagrangiano y sea T = (T'y,..., ;) un SOPDE

en TLQ.
Entonces T' es un SOPDE lagrangiano si y solo si satisface la siguiente condicion:
oL oL
1.29 Lr 0 =dL, 6 localmente T, =— ) = =—.

Demostracion. Se comenzard demostrando que la primera ecuacién en ((1.29)) es equivalente

a la ecuacion (|1.25)).

Como I' es un SOPDE tenemos que J*I', = A y por lo tanto se sigue que ir 0 =
0%(Ty) = (dL o J¥)(I'y) = A(L).

Usando el hecho de que wf = —df} obtenemos
LFQG% = d’iraeg + ipadeg = d(A(L)) — irawg =dL + (dEL — ipawg) .

Por lo tanto Lr, 0 = dL si y sélo si dE;, = ip, w.

Por otra parte, como I' es un SOPDE se verifica que Fa(qA) = uf y por lo tanto
obtenemos
o oL oL oL A
Lp 07 —dL = Lr ((9 —dq )—dL:Fa (8 A)d + (8 A)dua—dL
oL oL
= T | =— ) — =—| d¢*
[ (aus) an} v
lo que finaliza la demostracion. [

Se estudiara ahora la relacion entre soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.20) 6 (1.21)) v las secciones integrales de campos de k-vectores lagrangianos.
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Proposicion 1.17. Sea X un campo de k-vectores lagrangiano

(1) Si L es regular entonces X es un SOPDE, y si ¢ : U C R¥ — Q es una solucion de
X, entonces ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange (|1.20)).

(2) Si X es integrable, y ¢V : U C R*¥ — T1Q es una seccion integral de X , entonces
¢:U CRF = Q es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20)).

Sea ' un SOPDE lagrangiano entonces, una aplicacion ¢ : U C R¥ — Q es una solucidén de
las ecuaciones de Euler-Lagrange (|1.20) si y solo st

(130) gaﬁ o ¢(1) ]_—‘B o ¢(1) _ 82¢B =0
AB h oteots

Demostracion. (1) Si ¢ : U C R¥ — Q es una solucién de X entonces satisface la
ecuacion ([1.18]). Ademads, se verifican las ecuaciones ([1.30)) y por lo tanto ¢ es una
solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange (|1.21]).

(2) Como X € X} (T}Q) se sigue que X satisface la primera ecuacién (1.27). Si se res-
tringe esta ecuacién a ¢V : U ¢ RF — T!Q, la cual es una seccién integral de X, se
obtiene que ¢ satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.21]).

Sea I' un SOPDE lagrangiano y se considera una aplicacién ¢ : U C R¥ — Q. Si ¢ es
una solucién de las ecuaciones de Euler Lagrange , entonces se tiene

) @2¢B aQL

o8P oL
) _
oto0t? | 9qPou

o ot

(1.31) 955 o L ool oM = 0.

(6%
Como I es un SOPDE, entonces es lagrangiano si y sélo si satisface la ecuacion

2L, 0L _, oL

1.32 — — = —.
(1.32) 9gBou ta F Qupoul” 7 9gh

Si se restringe la ecuacion (1.32)) a la imagen de ¢! se obtiene

8L 968 OL
W99~ _ 1) _
aP0u ° i gt =Y

(1.33) g5 0 ¢ 0 M) 4

Usando las ecuaciones ([1.33)) se sigue que ¢ verifica ((1.30]) si y sélo si satisface ((1.31))
que es equivalente a las ecuaciones de Euler-Lagrange ((1.21]).
O]

Observacién 1.18. Los resultados del Lema y los resultados (1) y (2) de la Propo-
sicion [1.17] son los fundamentos del formalismo k-simpléctico lagrangiano.

A continuacion, se presenta un sencillo ejemplo de la versién geométrica de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange, véase [7]. Més ejemplos pueden encontrarse en [81].
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Ejemplo 1.19. Se considera el ejemplo de la cuerda vibrante. Las coordenadas (t!,#?) son

interpretadas como el tiempo y la distancia a lo largo de la cuerda, respectivamente. Si
¢: (t',1?) e R? — ¢(t',1*) € R

denota el desplazamiento de cada punto de la cuerda en funcién del tiempo t!' y de la

posicién t2, la ecuacién de movimiento es

9%p 9%¢
o -7
a(t1>2 a(t2>2
donde o y 7 son ciertas constantes del sistema mecanico.
La ecuacién ([1.34]) es la ecuacion de Euler-Lagrange para el siguiente lagrangiano regular

(1.34)

:(:]7

1
(1.35) L:TyR — R, L(q,u,ug) = 5(01@ — TU3).

De las formulas (1.23)), (1.24) y (1.35)) se deduce que

(1.36) wi = odqg ANduy, wi=—7dqAduy, dE; = cuidu; — Tusdus.
Entonces un SOPDE (I'y, ) € X(T)R) con expresién local
Iy = Ul(% + Fllﬁiul + Flzaiu2 , Ta= UQ% + Fm@iul + F228iu2’
es una solucién de la ecuaciéon ([1.25)) , es decir
ip,wi + ip,wr = dEy,
si y solo si se verifica
(1.37) ol — 19 = 0.
Un ejemplo de un SOPDE integrable solucién de esta dado por

I, ) o O 0
I = ula_q + 7 (o(w1)? + 7(uz)?) Jur + 207’u1u28—u2,

0 0
F2 = U2a_q + 20’7'U1U28—ul +0 (U<U1)2 + T<u2)2)

ya que las condiciones de integrabilidad , en este caso son

o'y Ol'yp o'y 0y

Ouy - Ouy’ 08“2 _Tﬁul'

Si ¢: R? — R es solucién del SOPDE (I'y, T';), por la ecuacién sabemos que

(9u2 ’

(1.38)

0?¢
22 TN ().
Evaluando ahora la ecuacién (1.37)) en la imagen de ¢! se obtiene la siguiente expresién
0?¢ D¢
_ 1 1 _
0 =0Ty (¢M () — TTaa(0M(t)) = ol Ta@@El

es decir, ¢ es solucién de la ecuacién de la cuerda vibrante ([1.34)).
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1.3.1. Las cuasi-velocidades

En esta seccion se establecerdn las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para una
referencia local arbitraria en (). Esta referencia local permitira inducir una referencia en
T'Q y por lo tanto se podré expresar cada SOPDE I' en funcién de esta nueva referencia,
para ello sera necesario introducir el concepto de cuasi-velocidades.

Sea {Z4} una referencia local en @, es decir una base local de campos de vectores en ;
entonces cada campo de vectores Z en ) puede ser escrito como Z = Z4Z,, para algunas
funciones locales Z4 en Q.

Del mismo modo, cada vector tangente v, € T,Q puede escribirse como v, = v4Z4(q)
con Ae{l,...,n}.

De las expresiénes locales y (1.5, se puede concluir que:

Proposicién 1.20. Si {Z4} es cualquier referencia local en Q, entonces {ZS,Z3*} es una
referencia local en T} Q.

Demostracién. Sea {Z 4} una base local para ), entonces Z4 se puede escribir como

siendo (Z%) una matriz no singular en cada punto.
Si se calculan los levantamientos completo y vertical de Z4 se obtiene:

0 0z8 0
C _ B c04x
Zi = Za dqB t la 0q© OuB’
0

Se puede comprobar directamente que {Zg,ZXa} son linealmente independientes y
generan el conjunto de campos de vectores en T} Q. ]

Dado que [[y, Z¢] = W, v [[a,Z2"8] = =622 4+ V5, donde todos los V2 y W, son
campos de vectores verticales para la proyeccion Tg : TEQ — Q, cuando se aplica la relacién
(1.29) a un levantamiento completo Z¢ se obtiene

0 = (Lr,0f —dL)(Z%) =Ta(07(2%)) — 03([Ta, 2°]) — Z°(L)
= T(Z%(L)) — Z°(L).

Y cuando se aplica a un levantamiento vertical ZV?, se obtiene la identidad “0=0".
Teniendo en cuenta la Proposicion [1.20] se deduce el siguiente resultado

Proposicién 1.21. Sea L un lagrangiano regular. Un sSOPDE I' = (') es lagrangiano, es
decir, ip,wf = dEy, sty sélo si, para cada campo de vectores Z en (@), se verifica

La(Z%(L)) = Z°(L) = 0,
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0, equivalentemente, si para cada referencia local {Za} de campos de vectores en @, se
verifica

(1.39) T (Z% (L) —25(L)=0, A=1...n

0
En particular, si se toma la referencia estandar {9/9¢*} en Q, las ecuaciones (1.39) se

convierten en 5 5
L L
ou? dq
Sin embargo, en el Capitulo {4 se necesitaran las expresiones (|1.39)), expresadas en
funcién de las llamadas cuasi-velocidades de una referencia dada {Z4} en Q.

Definicién 1.22. Considérese una referencia local {Z4} en Q. Dado un elemento v, =
(v1,,...,0k,) € THQ, las componentes de los vectores {vy,, ..., vy} con respecto a la base
Za(q), se denotan por v2, es decir

Va, :vﬁZA(q) 1<a<k,

y los mimeros reales v se denominardn las cuasi-velocidades del elemento v,.

Se puede ademds usar (¢, v2) como las coordenadas (no naturales) en TEQ. Si Z4 =

7ZB0/0qP, su relacién con las coordenadas naturales inducidas (¢, u?) es

(1.40) ub =275

o —

cona€{l,....k} y A Be{l,...,n}.
Sea X = (X1,...,X), un campo de k-vectores en T} Q, tal que cada X, se escribe
como sigue
Xo= X225+ (Y)AZ) .

Sea ¢ una aplicacién expresada en coordenadas (g4, v‘g)

¢ : UCRt — TIQ
t = ot) = (¢* = o4 (t), vf = ¢5(1))

que es secciéon integral de X, entonces por ((1.13])

¢« (1) (a%

_ 09"
t) ot

) = Xato),

donde
o, o
t0gtlowy Ot

0

Qv o)’

. () (a%
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Br7A a A CaZE A 7B 8
X)) = (0I5, + (XSG + 00z gl
9 075 )

= (XEZHOW)gal,, + (vaé)zgw@%ﬂ + <Ya>?> )52,

Entonces, ¢ es seccién integral de X si satisface

Aoy
ot

HpA

(1.41) e

= (XPz3) 09,

= (X5 Zp(ZE)(Z5) 7" + (Ya)3) 0 ¢

A continuacion, se expresa un SOPDE en T}'Q en términos de la referencia {Z§, Z4}.
Lema 1.23. Un SOPDE I, escrito en términos de las cuasi-velocidades, toma la forma
(1.42) Lo = 0225 + (L)AZY
para algunas funciones (Fa)é en TR Q.

Demostracion. Esto es consecuencia de la Proposicion y de las propiedades T’ TSOZS’ =
ZAOTgyTTéSOZXB:O. [

Para finalizar esta seccion, se estudiara la regularidad en términos de la referencia no
estandar.

Proposicién 1.24. Sea {Za} una referencia local de campos de vectores en Q. Un la-
grangiano L es reqular si y solo si la matriz cuadrada de dimension nk de funciones
(ZX‘“(Z?(L))) en T{Q tiene rango mdzimo.

Demostracion. Si Zy = Z50/0q¢, entonces la matriz Z = (Z%) de funciones en Q es
no-singular en cada punto. Tenemos

(252 w)) - (zﬁmﬁ—gﬁz}f;) — (#5%) (3‘9—5) (2Ea;).

donde la parte de la derecha puede ser interpretada como la matriz multiplicaciéon de 3
matrices cuadradas de dimensién nk. Dado que el determinante de la matriz (Z56)) es
kdet(Z) # 0, se prueba que el determinante de la matriz en la parte izquierda nunca se
anula. [



Capitulo 2

Simetrias y leyes de conservacion

El estudio de las simetrias y leyes de conservacién para lagrangianos en 7} Q) comenzé en
[92]. En dicho trabajo, el correspondiente Teorema de Noether se demostré utilizando
coordenadas locales.

En este capitulo se dara una demostracién global y se establecera una condicién bajo
la cual leyes de conservacién y simetrias de Cartan son equivalentes en el caso k > 1, como
es conocido que siempre lo son en el caso k = 1.

Para ilustrar los resultados anteriores, se mostraran algunos ejemplos de leyes de con-
servacion inducidas por simetrias de Cartan y otras para las cuales no existen simetrias de
Cartan que las induzca.

Se terminara el capitulo introduciendo los campos de vectores Newtonoides, se estudia
su relacion con las simetrias de Cartan y se establece un teorema de Noether bajo ciertas
condiciones. Estos campos de vectores Newtonoides fueron introducidos en el caso k = 1
por Marmo y Mukunda [69].

2.1. Leyes de conservacion

Esta primera secciéon es una introduccion al concepto de leyes de conservacién y su
relacion con los SOPDEs lagrangianos e integrables.

Definicién 2.1. Una aplicacion f = (f1,..., f*): TIQ — R* se dice que es una ley de
conservacion (o una cantidad conservada) para las ecuaciones de Euler-Lagrange ((1.20)) si
la divergencia de la funcion

foodW = (flogW, .. ffopM): U CR" - R

es cero, para toda solucion ¢: U C R¥ — Q de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20)),
esto es

Do
oW (t) Ot

82 ¢A
o () Ot OtP

_0(f*09M)

_ o
(2.1) 0=

¢ OgA

of
t 3u§

t

21
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Veamos un ejemplo sencillo de ley de conservacion.

Ejemplo 2.2. Las funciones (f!, f2): T)R — R, definidas por
(2.2) fHur,ug) = —20uguy ,  f2(ur,us) = o(u)® + 7(ug)?,

definen una ley de conservacién para las ecuaciones de Euler Lagrange de la cuerda vibrante
(11.34).
En efecto, sea ¢ una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange ([1.34]), entonces

_ 09 A
denotando 0,¢ = e l, Y Oup = W‘t obtenemos
AfrogM) a(f?oe™)  af! oft of!
ot! t+ ot? ¢ 0gq lew 19+ Ouq ¢>(1)(t)811¢+ Ous ¢(1)(t)812¢
of? of? of?
i 8_q)¢(1>(t>82¢ T Bur o™ ¥ Bz Lo

= —2ag¢ (0'811¢ — 7'82291)) =0.

A continuacién se estudiara una condicion necesaria para que una funcién sea una ley
de conservacién para las ecuaciones de Euler-Lagrange, véase [02].

Lema 2.3. Sea f = (f',..., f*): T}Q — R* una ley de conservacién entonces
(2.3) Lr. f*=0
para todo SOPDE lagrangiano e integrable T' = (I'y, ..., Ty).

Demostracion. Como T es integrable, se deduce que para todo punto v, € T Q existe una
seccién integral

oV UCRF — TIQ
D
Ot

t = D) = (e"(t)

(s
t)_(""%

(1) ¢ es una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, como consecuencia de la
Proposicién ya que I' es lagrangiano.

i‘
t0gA o)

tal que

(2) ¢ verifica que

60 =vie 0V)0) (5

t> =T (6W(1) € Ty (T2Q)

paratodot e U, 1 < a < k.
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Sea
4 0

UaaA

4 0

Fa: +Faﬁ@7 1§Oé§k,

la expresién local de I',, entonces la condicién (2) significa que

82 ¢A

teU
EErIEA

(2.4) Las(0V(1) =

Como f = (f',..., f*) es una ley de conservacién, utilizando la identidad (2.1)) para t = 0,

A
la formula (2.4)), y el hecho de que u?(¢™M (1)) = ggf

‘ obtenemos que

Dot af«
W) Ot lo  Ouf 4
82 ¢A 8fa
v Ot OtP )

0 = 3<f“o¢“’)‘ _of°
ot 0o Jg¢tle
afa a¢A 8fa
9g lv, Ot lo  Jug
= Ta(ve)(/?)

82¢A
(1) (0) OtOtP ‘
of*

A(Vq) + Jud
3 'va

fx,@ (V)

lo que concluye la demostracion. ]

Sin embargo, bajo ciertas hipétesis adicionales en las funciones f = (f%,..., f¥), el
reciproco del lema anterior es cierto, como se demostrara a continuacién.

Lema 2.4. Si se supone que existe un campo de vectores X € X(T}Q) y una funcidn
=Y % TEQ — R tal que

(2.5) ixwi =df*, Ya € {1,...,k},

Entonces, f = (f',..., f*) define una ley de conservacién si y solo si Lr, f* = 0, para
todo SOPDE lagrangiano e integrable T'.

Demostracion. La implicacion directa estd dada por el Lema [2.3] para esta implicacién no
es necesario suponer la existencia del campo de vectores X verificando ({2.5).
Para la implicacién reciproca se considera un campo de vectores en T}}Q)

o) )
X =X4"— 4+ X1 =
9gh e gua

que satisface (2.5). Teniendo en cuenta la expresion local de las 2-formas de Poincaré-
Cartan w¢, en la segunda férmula de (1.24)) se puede escribir la ecuacién (2.5)) del siguiente
modo

2L 2L\ ) ofe . ofr
KanauaB_anaug)X ~ 94 Xﬁ}dq + g X duf = o dg” T our ™
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y necesariamente se obtiene que

afa - ozBXA.

(2.6) 9 _
GuﬁB

Si se considera ahora cualquier solucién ¢ de las ecuaciones de Euler-Lagrange (|1.21]) (que
podria no ser solucién de ningin I'), como se supone que I' es un SOPDE integrable, de la

Proposicién se deduce que ¢ satisface la ecuacién ((1.30)), esto es

a2¢B
1 _ _

Si se hace la contraccién de las ecuaciones anteriores, (1.30)), por X“ o ¢!, se obtiene

¢
A5 4D 1) rs ) =
(27) (X O¢ )( ¢ ) (ataatﬁ aﬁo¢ ) = 0.
Reemplazando ahora la férmula (2.6)) en la ecuacién (2.7) se obtiene

0 — 8f o o) <82¢B FfBOQb(l))
B

ol oteots
_ U;‘;f(l)) _ ?: 0l _ % o ¢<1>%
“La() 000+ S0 o+ Sy 0 g
_ Wc;fif(l))—ﬁraf“ocb(”,

y esta ecuacion demuestra que

a(f* oo

5 =0 siysoélosi Lr, f*=

2.2. Simetrias de Cartan y Teorema de Noether

Para el caso k = 1 el conocido Teorema de Noether enuncia que cada simetria de Cartan
induce una constante de movimiento; y su reciproco, que cada constante de movimiento
induce una simetria de Cartan.

Para k£ > 1, el Teorema de Noether también es cierto, cada simetria de Cartan induce
una ley de conservacién, véase el Teorema [2.6 Sin embargo, su reciproco puede no ser
cierto, en la Proposicién se estudiara bajo qué condiciones se verifica dicho resultado.
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Para mostrar que hay casos en los que el reciproco del Teorema de Noether no es cierto,
se aportard algin ejemplo de leyes de conservacion que no estan inducidas por simetrias
de Cartan.

A continuacién se recuerda la definicién de simetria de Cartan para un lagrangiano L,
véase [92].

Definicién 2.5. Un campo de vectores X € X(T}Q) se llama simetria de Cartan del
lagrangiano L, si
LXW%ZO Y LxEL:O,

para todo o =1,..., k.

En este caso el flujo ¢; de X es una simetria de las ecuaciones de Euler-Lagrange, es
decir, cada ¢; transforma soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange en soluciones de
las ecuaciones de Euler-Lagrange, véase [92].

Se prueba que (localmente) toda simetrfa de Cartan verifica (2.5)).

De la condicién £ xw§ = 0 se obtiene localmente

0= LXUJ% = dixwg + ixdw% = dixwg

por lo tanto las formas ixw$ son cerradas y existen unas funciones locales f®: T}Q — R
tales que ixw{ = df* para todo a =1,... k.

Por lo tanto si X es una simetria de Cartan, se verifican las hipétesis del Lema [2.4
(localmente).

El siguiente Teorema de Noether esta probado en [92, Thm 3.13] utilizando coordenadas
locales. Aqui se proporciona una demostracion directa del mismo utilizando el formalismo
de Frolicker-Nijenhuis en T} Q. Esta prueba permitird estudiar tambien cuando el reciproco
del Teorema de Noether es cierto, para k > 1.

Teorema 2.6. (Teorema de Noether) Sea L un lagrangiano en T} Q y X € X(T}Q) una
simetria de Cartan para L.
Entonces, existen unas funciones (g*, ..., g%) locales en T}Q wverificando

(2.8) £x0% = dg°.
La funcion (f1,..., f*): TIQ — R* donde
(2.9) fe=107(X) —g"

verifica que
ixw] = df*

y es una ley de conservacion para las ecuaciones de Fuler-Lagrange.
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Demostracion. Como X es una simetria de Cartan para L se sigue que Lxwf = 0y
entonces las 1-formas £x6¢ son cerradas. Por lo tanto, existen funciones locales g¢ tales
que L x 0% = dg®, es decir

ixdgg + dZXQg = dga,
o equivalentemente

ixwy = d(03(X) — g%).
Ahora se probara que las funciones f* = 6¢(X) — g* definen una ley de conservacién, para
ello hay que probar que Lr, f* = 0, para todo SOPDE lagrangiano integrable I'; donde se

esté utilizando el Lema 2.4
Utilizando la ecuacién (2.9) se tiene que

Lr, f* = Lr,ix07 — Lr, 9% = ixLr, 07 + i, x)07 — Lr, 9"
(210) = Zde + Z‘[FQ’X]Q% — Lpaga,

donde se ha utilizado en la ultima igualdad la ecuacién (|1.29)).
Si se aplica ir, a ambos términos en la formula £ x60¢ = dg“, sumando en «, se obtiene

Lpaga = ipadga = ipaLXH% = inraeg + i[FQ’X]Q%
= LXA(L) -+ i[pa’X}Q%.

Ahora, reemplazando Lr, g%, en la ecuacién (2.10) se obtiene L, f* = —Lx(EL) = 0.
Ademas puesto que
Lpafa =0 s ’ixwg = dfa.

utilizando el Lema se sigue que f“ es una ley de conservacion para L. ]

Se ha probado que si X es una simetrfa de Cartan para un lagrangiano L en T}Q
entonces existen funciones (locales) f* € C*(T!Q), que verifican ixw? = df®, y definen
una ley de conservaciéon para L,

fe=03(X)—g* donde Lx60F =dg”

Se dird que esta ley de conservacion f¢ estd inducida por la simetria de Cartan X.

Para el caso k = 1 el reciproco de este teorema también es cierto: cualquier constante
del movimiento de un lagrangiano esta inducida por una simetria de Cartan. Sin embargo,
para k > 1, existen leyes de conservacion que no estin inducidas por simetrias de Cartan,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 2.7. a) Se ha visto en el Ejemplo que las funciones

fHur,ug) = —20uius ,  fA(ur, up) = o(ur)? 4+ 7(ug)?.

definen una ley de conservacién para las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.34]) de la cuerda
vibrante.



2.2 Simetrias de Cartan y Teorema de Noether 27

Ahora se probara que esta ley de conservacién no esta inducida por una simetria de
Cartan, es decir no existe una simetrfa de Cartan X € X(TyR) verificando

ixwi = dfl s ixwi = df2

Se escribe X € X(T)R) como sigue

como la expresién local de w! es
w; = odq A duy,

se deduce que
ixw; = o(Zduy, — Z,dq).

Si se verificase que ixwi = df?, se tendria que

aft  af! af!

o(Zduy — Z1dq) = ixwi = df' = =—dq + =—du; + =—dus ,
( 1 1 Q) xXwr, f dq q Dy 1 Dty 2
1 o1
lo que implicaria que o 0, lo cual no es cierto, ya que en este caso =— = —20u;.
Uo U2

b) Considérese la ecuacién de ondas 2-dimensional homogénea e isétropa

0% 0%¢ 9%
a(t)? B c@(tQ)z B ca(ts)z

(2.11) =0,

esta es la ecuacién de Euler-Lagrange para el lagrangiano regular L € C*(T4R) definido
por

L TIR ~ R

(¢, w1, ug,u3) = L(g,ur,us,uz) = 5 ((u1)? — c(uz)® — (us)?) .

Los siguientes conjuntos de funciones en TR definen leyes de conservacién para el
lagrangiano anterior:

(1) fl(Uh Ug, U3) = (U1)2 + C(U2)2 + C(U3)2, fz(uh Ug, u3) = —2cuqug,
3 (ur, uz, uz) = —2cuqus;
(2) fl(Ub U27U3) = 2uqus, f2(u1, Ug, US) = —(U1)2 - C(U2)2 + C(Us)Q,

I3 (ur, uz, uz) = —2cugug;
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(3) fl(ula U, Ug) = 2“1“37 f2(u17 Usg, Ug) = _QCUQU?,,
fg(u1>u27 uz) = —(U1)2 + C(u2)2 - C(U3)2~
. A(f o) y .
Se probara que e |, = 0 para toda solucién ¢ de las ecuaciones para el
t
caso (1), los otros dos se demuestran de manera analoga. En efecto, puesto que 8_q =0
para todo a = 1, 2, 3 se obtiene
(f o) _ afe o Of° Po | _Of°* o
ot i g lemwdte Oug ly t Ouglem@d

B afl 82¢ afl‘ 82¢ afl 82(25

T Ouy lem () O(t1)? Oy |6 @) OO 1t Oug Lo (1) OtLOE3 |
afZ a2¢ 8f2 82§Z5 8f2 82¢
Quy LW @) Ot1Ot2 It~ Jug lg () O(12)? Auz |6 (1) OL20t3 |t

+af3 82¢ af3 32¢) af?) 82¢

Ouq Lo ) Ot1Ot3 1t Qug lgW (1) OL20t3 1t~ Jug lem ) O(3)3
ap| 0% 9| 0% 99| %¢

= 2— + 2c— 2c—
ot 1 0(t1)? ot 1+ Ot Ot? Iy ot3 1+ Ot Ot?

Lo 00 0 |, 06| P
“aczliorarl.  ““attl.a)2 e
ot3 1 ot1ot3 I ot e 0(t3)2 1
82gb ‘ B 82¢ 0% _0

8t1 ol T

donde se ha utilizado en la iltima 1gualdad que gb es solucion de las ecuaciones . Por
lo tanto, se ha probado que el conjunto de funciones (1) definen una ley de conservacion.
A continuacién se comprobard que las leyes de conservacion (1), (2) y (3) no estan
inducidas por ninguna simetria de Cartan.
En primer lugar, utilizando la expresién local de las 2-formas de Poincaré-Cartan
we para el lagrangiano L definido por se obtiene que

w}dqu/\dul, w%:—cdq/\dug, w%:—dq/\dug.

Si se supone que la ley de conservacién definida por (f!, f2, f3) estd inducida por una
simetria de Cartan
0 0 0 0

X=J—+4+7 Z. Z
8q+ 18u1+ 28u2+ SOus
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entonces ixw§ = df®, en particular para a = 1 se sigue que

a_fl_Zl a_flzz a_flz() a_fl:

= 0.
dq T 0wy " Ouy T Oug

Pero para cada uno de los tres conjuntos se obtiene que

1
(1) Z—L—QCW#O,
oft
(2) 8—7112—2161#0,
1

Por lo tanto, ninguna de estas leyes de conservacion estan inducidas por simetrias de
Cartan.

El Teorema [2.6| muestra que cualquier simetria de Cartan de un lagrangiano L induce
leyes de conservacion (definidas localmente), para k > 1.

Como ya se ha mostrado en los Ejemplos 2.7, para el caso k > 1, existen leyes de
conservacién, que no estan inducidas por simetrias de Cartan. Por lo tanto el reciproco del
Teorema [2.6| no se verificard, a no ser que se impongan algunas hipdtesis extra.

La siguiente proposiciéon muestra una condicién bajo la cual las leyes de conservacion
estan inducidas por simetrias de Cartan.

Proposicién 2.8. Si se supone que existen las funciones f',... f* € C®(T!Q), y un
campo de vectores X € X(T}Q) tales que se verifican las identidades (2.5)), es decir,

ixwi =df*, 1<a<k.

Entonces (f*,..., f*) define una ley de conservacion para L si y sélo si X es una simetria
de Cartan.

Demostracion. Utilizando el Lema [2.4] se probard que X es una simetria de Cartan si y
solo si L, f* = 0 para todo SOPDE lagrangiano integrable I'.
De la formula ([2.5)), y el hecho de que I' es lagrangiano, se tiene que

(212) X(EL) = ixdEL = —ixipaw% = ira’ixwg = iradfa = Lrafa.
De la ecuacién ([2.5)) se sigue que
wag = dixwg = d(dfa) =0.

Por lo tanto, X serd una simetria de Cartan si y sélo si X(FEy) = 0y, por la ecuacién

(2.12)), esto es equivalente a que L, f* = 0. n
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Para el caso k = 1, la condicién de regularidad del lagrangiano implica que la 2-forma
de Poincaré-Cartan w es una forma simpléctica y entonces la ecuacion siempre tiene
una unica solucion.

Para el caso k > 1, fijadas las funciones f* € C*°(T!Q), podria no haber soluciones
X € X(T}!Q) verificando las ecuaciones (2.5).

A continuacion se mostraran algunos ejemplos de leyes de conservacién inducidas por
simetrias de Cartan.

Ejemplos 2.9.

(1)

(2)

(3)

Sean los lagrangianos L : TyR — R:

(a)  L(g,ur,us) = %(OU? —7u3), (b)) L(g,u,up) = 1+ () + (uz)?

Se prueba directamente que el campo de vectores X = e en TyR es una simetria
q

de Cartan para ambos lagrangianos y las correspondientes leyes de conservacion son
respectivamente

((1) flzaula f2:—7'U2,

= o
oo VI (1)? + (u2)?

TVt (e

f2

Obsérvese que las ecuaciones de la cuerda vibrante y las ecuaciones de las superficies
minimales son las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange para los lagrangia-
nos anteriores, véase [S1], [86].

Para el lagrangiano L : TyR — R definido por
1
L(Q7u17u27 U’3> = 5((”1)2 + (U2)2 + <U3)2)

0
el campo de vectores X = P en T4 R es una simetria de Cartan, y la ley de conser-
q

vacién inducida es

fl(ul) = Uy, f2(U2) = Uz, f3(u3) =ug.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a L son las ecuaciones de Laplace,
[81].

Para el lagrangiano L : TyR?* — R definido por

1 1
L ) = (o4 0) [0 321+ oI + G221+ O+ vt
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0 , . ,
el campo de vectores X = — + — es una vez mas una simetria de Cartan y la

oq! 0¢?

ley de conservacion inducida es
=0 +20)ul + v + (A +v)ui, 2= (\+v)ug +rvuy + (A +20)ul

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a L son las ecuaciones de Navier,
véase [81], 80]

2.3. Campos de vectores Newtonoides

Los campos de vectores Newtonoides para el caso k = 1 fueron introducidos por Marmo
y Mukunda en [69], los flujos de estos campos son difeomeomorfismos de T'Q) que transfor-
man un SODE en otro SODE.

En esta seccion se introducen los campos de vectores Newtonoides asociados a un SOPDE
para el caso k > 1, se estudia la relacién entre los campos de vectores Newtonoides y las
simetrias de Cartan y se establece un teorema de Noether para ciertos campos de vectores
Newtonoides.

Sea I' = (I'y,...,I'x) un SOPDE y se considera el siguiente conjunto de campos de
vectores en T} Q)

(2.13) Xr = Ker (J*o Lr,) C X(T}Q).

Sea X un campo de vectores con expresiéon local

0 0
X=X4""4+ X2~
97 e g
entonces por un calculo directo se obtiene que
0 4 0 4 0
[FQ,X] = u a—A+Faﬁa A,X aq +Xaa A
2.14 = (T (X% — x4 a DL (XA) = x(r4,)) -2
(2.14) = (Pa(X*) - )a—AJr(a( 5)— (aﬁ))g_ug}'

Si X € Xr entonces J%o Lp, X = 0, es decir, I',(X4) — X2 = 0. Por lo tanto, la
expresion local de un campo de vectores X € Xr es

0

0
A A
(2.15) X=X + T (X >_au§ .

dgA
Definicién 2.10.

i) Un campo de vectores X € Xr se denomina Newtonoide con respecto a T.
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i) Un campo de vectores X € X(T}Q) se denomina simetria dindmica del SOPDE T' si

T, X] =0 paratodo «o=1,.. k.

Por lo tanto Xt es el conjunto de campos de vectores Newtonoides.

Las simetrias dindmicas X € X(T}'Q) generalizan el caso k = 1, donde X € X(T'Q) es
una simetria dindmica de Y € X(T'Q) si y sélo si los flujos {hs} de X son simetrias de Y,
es decir, Ths(Y) =Y.

Lema 2.11. Sea I' un SOPDE. Si X es un simetria dindmica del SOPDE I' entonces X es
un campo de vectores Newtonoide con respecto a I'.

Demostracion. Sea X € X(T}Q) una simetria dindmica de T', es decir [[',, X] = 0. Por la
identidad (12.14]) se concluye que X debe verificar

Fo(X*) = X2, To(X5)=X(T%s)

[0}

y por lo tanto de la primera de estas ecuaciones se obtiene que X es un campo de vectores
Newtonoide con respecto a I'. O

En el siguiente lema se aportan algunas propiedades al conjunto de campos de vectores
Newtonoides.

Lema 2.12. Sea I'" un SOPDE, y la aplicacion
X1 Q) = X(T,Q),
definida por mp = Id+J% o L, .

i) Se verifica que wromr = mr, para cualesquiera SOPDEs I' y IV, En particular se tiene
que W% = 1 y por lo tanto wr es un proyector.

ii) Se verifica
Im7r = Xr , Kermr = X*(TQ),

y entonces la siguiente sucesion
0= X(TEQ) 5 X(TEQ) ™ xpr — 0

es exacta, donde X'(T!Q) es el mddulo de campos de vectores verticales e i es la
inclusion.

i) Para f € C®(T}Q) y X € Xr, se define el producto
(2.16) FxX =mo(fX) = fX +Tu(f)J°X € Xr.

El conjunto Xr es un C°(T}Q)-mddulo con respecto al producto *.
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iv) Un campo de vectores X en TQ es un Newtonoide para T si y sélo si tiene la
siguiente expresion local

0
2.17 X =x4 * =
(217) (@.0) * 5o
Demostracion. i) Usando la definicién de la aplicacién 7r se sigue que

Tr O Ty = (Id—Q—JOCOLFQ)O(Id—i—JOCOLFa)
= Id+JaOLFa+JO¢O/CI‘/Q+<]&OLFQOJBOLF,/B.

Por otro lado, se calcula directamente

(/0 Lre 0 F)X) = (%o Lr)(Xg0) = ({FQ,XAM])
0 0 ors 9
— “T, XA——XA5Q——XA ay Y
4 ( ( )8ué B 9gA aug‘ oub )
Afsa d B
donde X = X 3_A+Xaa_A’eS decir, J*o Ly o J” = —J" y por lo tanto se sigue
q Uq

que
mp o =Id+J% 0 Lp, + J% 0 Lpy, — J% 0 Ly, =1d+J% 0 Ly, = 7,

lo que demuestra que la primera parte del lema.

ii) Usando la ecuacién (2.14)), para X = X A% + x4 a@ - se tiene que
q Uy
0 0 0
X) =X+ (Fa(X*) — X2 = X4 — 4+ T, (X"
WF( ) _'_( ( ) a)aUé an+ ( )8%"

lo que muestra que Im 7 = Xr.
Ademas de la expresiéon de (X)) se obtiene que X € Kerr si y s6lo si X4 =0, es
decir X es vertical; o equivalentemente Ker mr = X¥(T} Q).

iii) Puesto que (X(T}Q),-) es un C*°(T!Q)-mdédulo, y utilizando el producto * definido

en féormula ((2.16)),
fxX =m(fX),

la aplicacién mr lleva dicha estructura de C*°(T}Q)-médulo a (X, *).
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iv) Se tiene que Im 7 = Xp. Ademds X € X siy sélo si X = mp(X). Usando las propie-
dades anteriores de la aplicacién 7, un campo de vectores X en T} Q estd localmente
dado por la férmula (2.17)), es decir,

0 0 0 0
X =x4 — =ap( X)) = X+ T, (XY=
(Q7u)*an 7TF( an) an+ ( )8Ué7
si y s6lo si X es un Newtonoide para I'.
[

De la ecuacién ([1.5]) se sigue que el levantamiento compoleto X¢ € X(T}Q) de un campo
de vectores X € X(Q) es un campo de vectores Newtonoide para un SOPDE arbitrario T,

XA ,
ya que como, — = 0 se obtiene
8%
B OXB 0 9
X¢=x4 o = XA 4 T (X))
92 e 9gA Gup ax X 5.8

En la siguiente proposicién se probara que el conjunto de campos de vectores Newto-
noides contiene también las simetrias de Cartan.

Proposicion 2.13. Sea L un lagrangiano reqular en T Q.
S1 X € X(T!Q) es una simetria de Cartan entonces X es un campo de vectores New-
tonoide con respecto a todo SOPDE T € X% (T1Q).

Demostracion. Dado que X € X(T!Q) es una simetria de Cartan y T' es lagrangiano se
verifica

(218) waz‘:o s LxEL:O s ipaw%:dEL.

Si se aplica la derivada de Lie £Lx a ambos lados de la tercera ecuacion anterior, se
obtienen las siguientes expresiones

Lxip,wy = ir,Lxwf — i, xjwr,
LxdE;, = dLxEp,
y por lo tanto
(2.19) ir, L xwWi — i, xjwi = dlx Ep
De y de se deduce que
(2.20) ir,,xwy, = 0.

Ahora se probara que la ecuacién (2.20)) implica que J*[T',, X] = 0y por lo tanto X serd un

campo de vectores Newtonoide con respecto a I'. Usando la féormula ([2.14), se tiene que
0 0

(2.21) Co, X] =Vi— 4V

A aB o A
dq dug
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donde V& = To(X4) — X2y Vi = To(X4) — X(T45). De la ecuacion (1.24), se sigue que
las 2-formas k-simplécticas w{ se pueden escribir como sigue

(2.22) wy = a%pdg® Adg® + g55det A duf,
donde
. 1( &L L )
aSp = = — =—.
AB 9\ 9¢Bour  9qAouB )’ 9ap dugouf

Reemplazando ahora las férmulas (2.21)) y (2.22) en la ecuacién (2.20]) obtenemos
<2aj pVE — gj%\/fé) dg* + gj%VaAduBB =0,

lo que implica que ¢3%VA = 0.

Puesto que el lagrangiano L es regular se sigue que gf‘% tiene rango maximo y entonces
VA =T, (X4) — XA =0, lo que demuestra que X es un campo de vectores Newtonoide
con respecto al SOPDE I'. O

En la proposicion anterior se ha probado que las simetrias de Cartan son campos de
vectores Newtonoides. En el siguiente teorema se demuestra que bajo ciertas hipdtesis
los campos de vectores Newtonoides inducen simetrias de Cartan y por lo tanto leyes de
conservacion. Este teorema generaliza el resultado obtenido en el caso k£ = 1 por Marmo y
Mukunda [69] para lagrangianos regulares.

Teorema 2.14. Sea L un lagrangiano reqular en T}Q. Supdngase que existe X € X(T;}Q)
y (g',..., g% € C°(TQ) tal que

(2.23) mr(X)(L) = Lr, g% V SOPDE [,,.
Entonces, se verifica:

i) Si T es lagrangiano entonces mr(X) es una simetria de Cartan para L.

ii) Las funciones f* = 0%(X) — ¢g* definen una ley de conservacién para L.
Demostracion. i) Dado que I' es lagrangiano, hay que probrar que

(@) L3 =0 () Loy Br=0

(a) Para cada o € {1,...,k} se denotan las 1-formas

(2.24) n“ = Lapo)07, — dg*.

Primero se prueba que
Z.Vana - O ’ LFana(V) - O

para campos de vectores verticales arbitrarios V, Vi, Vo, ..., Vj.
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La primera de las anteriores condiciones es equivalente al hecho de que 7% = n%dg” son
1-formas semi-basicas. Ademas, utilizando el hecho de que

Lr,n® =Ta(nd)dg™ + nSdul,

se sigue que la segunda condicién implicard n® = 0.

Sea I',, € X(T}Q) un SOPDE y V,, un campo de vectores vertical. Se sigue que I/, =
I'y, — V,, también es un SOPDE. Ahora si se utiliza que 6% son 1-formas semi-basicas y V,
son campos de vectores verticales, se tiene que iy, 6¢ = 0. Ademds, haciendo uso de las
correspondientes reglas conmutativas, se obtiene que

iVaT]a = iVaLwF(X)eg — ivadga = ?:VQLTFF(X)H% — LWF(X)iVaQ% — iVadga
= Ve ()07 — v dg® = ijepv, arx)dL — iy, dg”
= Z'm,(x)dL - iﬂr,(X)dL - Z'Vadga = Fa(ga) - P/a(ga) - Va(ga) =0.
En los calculos anteriores se ha utilizado que
mr(X) — (X)) = X + [y, X| — X — JOI,, X]| = J*[[, — T, X] = J¥Vq, 7r(X)]

y el hecho de que los SOPDEs I' and I satisfacen las hipdtesis ([2.23)).
Si se fija ahora I' un SOPDE lagrangiano, y como L es regular entonces se verifica
L. 0% = dL. Utilizando la notacién (2.24)) se tiene que

Lr.n* = Lr,Lrx)07 — Lr,dg™ = Lir, mrx)07 + Lrp)Lr, 07 — Lr,dg”
= ram WL + Lap)dL = dUa(9%) = ipg mpxwi + d(mr(X)(L) — Ta(g?))
= UPam (X)WL
Usando el hecho de que [[',, 7p(X)] es un campo de vectores vertical, y la estructura k-

simpléctica en la férmula ([1.24)) se anula cuando se evalia en pares de campos de vectores
verticales, se sigue que para un campo de vectores vertical arbitrario V' se tiene

Lr,n*(V) = wi([La, mr(X)], V) = 0.
Luego, se ha probado que n“ = 0, lo que significa que
(2.25) LWF(X)Q% = dgo‘.

Si ahora se aplica la derivada exterior en la formula anterior se sigue que L. (x)wf = 0.

(b) Con la finalidad de probar que 7p(X) es una simetria de Cartan, se probrard que
mr(X)(Fr) = 0. Para esto se utiliza el hecho de que A = J*(T',) y entonces A(L) =
iadL =1ip, 0F. Ademas,

mr(X)(Er) = mr(X)(A(L)) — mr(X)(L) = Lapx)ir, 07 — L)L
= rp(x0),Ta) 07 + ir, Lap ()07 — 70(X) (L)
= i, Lrnx)07 — Lalg®)
= ir, (Lapx)0g —dg®) =0,
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donde se ha utilizado una vez més que [7p(X), ['y] es vertical y por lo tanto ifp.(x),r.;0¢ = 0.

it) Se ha probado que mp(X) es una simetrfa de Cartan y satisface la fomula (2.25).
Teniendo en cuenta que J*orpr = J y el Teorema de Noether [2.6]se sigue que las funciones
fe=0%(mr(X)) — g* = 69(X) — g* definen una ley de conservacién para L. O

El Teorema extiende los resultados del Corolario 3.14 en [92]. Si X = Z¢ para
algin Z € X(Q) y g% € C*(Q) entonces

ag“
o a\ _ ,,A
Lr.g* = Talg )—uaan

7TI‘(X) = TF(ZC) == ZC + J O,CFQZC = ZC

donde se ha utilizado que Z¢ es Newtonoide, es decir, J* o Lr, Z¢ = 0. Por lo tanto la
condicién ([2.23)) se convierte en
409

ZC(L) = UQ@ .

En caso de que se verifique la condicién anterior, Z¢ es una simetria de Cartan y las
funciones

fr=03(2°) —g*=2"(L) - ¢°

definen una ley de conservacion.
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Capitulo 3

Campos de k-vectores invariantes

En este capitulo se considera la accién (libre y propia) de un grupo de Lie G sobre
una variedad M, y su extensién natural a la accién del grupo de Lie sobre T} M. Esto
permite introducir la nocién de campos de k-vectores G-invariantes en T} M, y campos de
k-vectores reducidos en T} M/G.

Se describird la integrabilidad de dichos campos de k-vectores en términos de la anula-
cion de la curvatura de ciertas conexiones asociadas a dichos campos de k-vectores.

3.1. Conexién asociada a un campo de k-vectores e
integrabilidad

En esta seccién se describe la conexién en el fibrado trivial
REX M — M

asociada a cada campo de k-vectores X = (X1,..., X}) € X¥(M), y se demuestra que la
integrabilidad de X equivale a la anulacién de la curvatura de dicha conexién, o también
a que los corchetes [X,, X;] sean nulos, para cada a, f = 1,..., k.

3.1.1. Conexién en un fibrado

En esta seccién se recordara la nocién de conexion en un fibrado arbitrario, y se fijaran
notaciones.

Sea p : ' — B un fibrado. Para cada e € F, el espacio vertical V,E en el punto e es el
nicleo de la aplicacién tangente

p*(e) T.E — Tp(e)B,
por lo tanto, la distribucién vertical es

VE ={V.E = kerp.(e) | e € E}.

39
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Se denotarda por E xp T'B el fibrado pull-back de p : E — B mediante la proyeccion

8. TB — B.
Sea
(3.1) 0 VE\"\TlE I ExpTB—=0
E/

la sucesion exacta corta de fibrados sobre E, donde j es la aplicacién definida por
j « TE — ExgTB
Ve — (G,p*(e)(ve)) :

e 1 es la inclusion candnica.
Una conexiéon en p: E — B esta definida por una escision por la derecha

v:ExgTB —TF,
de la sucesién exacta corta (3.1]), es decir una aplicacién lineal « que verifica

Jjovy=Ildgxyrs,
o por la correspondiente escisién por la izquierda (proyector vertical)
w=Idrg—~voj:TE—-VECTE.
La aplicacion
h=Ildrg —w="o0j

se denomina proyector horizontal de la conexion.
Cada conexion da lugar a la siguiente descomposicién del espacio tangente a la variedad
E en cada punto
T.E=Im~y®Imi =HFE®V.E

o a la descomposicion

TE=Imh®Imw=HFE®VE

en suma directa de los subfibrados horizontal HE y vertical V E.
La sucesién exacta corta anterior se extiende naturalmente al nivel de secciones de los
correspondientes fibrados en F,

0 — Sec(VE) — X(E) — Sec(E xg TB) — 0.

y tanto h como w se pueden ver como campos de tensores, de tipo (1,1), en E.
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Definicién 3.1. La curvatura de la conexion es el campo de tensores de tipo (1,2) en E,
definido por
K : X(E)xX(F) — XV(F)

(X,Y) —  —w([hX,hY])
para cualesquiera campos de vectores X, Y € X(FE).

En la literatura se encuentran diferentes convenciones relacionadas con el signo de la
definicién de la curvatura. En esta memoria se ha decidido utilizar una coherente con [I] y
[21] para acciones por la izquierda.

Sea T' un campo de vectores en B. Se define su levantamiento horizontal T" como el
campo de vectores en F definido por

(3.2) T"(e) = (e, T(p(e))).

También se utilizara el término “curvatura” para la restriccién de K a dos levantamien-
tos horizontales y se utilizard la siguiente notaciéon

(3.3) K(T,S) = —w([T", S")) € 2V (E)

donde T, S € X(B).
Sean X e Y dos campos de vectores en E que proyectan en los campos 7'y S en B
respectivamente, es decir, T'=Tpo X y S =Tpo Y, en este caso se obtiene que

T"(e) = (e, T(p(e)) = v(e, pu(e) X (e)) = (v 0 ) (Xe) = h(Xe),

por lo tanto 7" = h(X) y del mismo modo S" = h(Y’). Teniendo en cuenta estas identidades
se tiene la siguiente relacion,

K(T,S) = —w([T",5") = —w((MX), h(Y)]) = K(X,Y).

Por lo tanto, para el caso de campos de vectores X e Y proyectables, las dos definiciones
alternativas de curvatura coinciden. En las siguientes secciones se se utilizaran ambas
definiciones.

3.1.2. Conexion asociada a un campo de k-vectores X

En esta seccién utilizaremos los conceptos de campos de jets y secciones integrales de
campos de jets, véase [98].
Sea M una variedad diferenciable. Una seccion arbitraria del fibrado trivial

m: RF x M — R*

es de la forma
(Idge,¢) : RF = RF x M,
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donde ¢ es una funcién de R* en M.
El fibrado de jets J'7 se identifica con R¥ x TM, del siguiente modo:

P (Idgs, 8) = (t, (oot

Para cada campo de k-vectores X = (X,..., Xj), el par
(Idge,X): R¥ x M — R* x T} M,
define un campo de jets en m, esto es, una seccién de la proyeccion canodnica

mo: J'T=RF X TIM — R x M ;

(IdRVV Jin =R x TIM
1,0

RkXM !

En coordenadas locales, la seccién (Idgr, X) se escribe como

véase el siguiente diagrama

Rk

(Idge, X)(t*, 2") = (t*, 2, X (2)), 1<1<dimM,
o)

donde X, = X! —.
onde ol

Una seccién ¢ = (Idgx, 1) de 7 se llama seccién integral del campo de jets (Idgr, X) si
7' = (Idgx, X) 0 %)
Puesto que

0

39 = 3} 0 ) = (,00) (3

) = e X) 01600 = (0. X0,

se deduce que
(Idgw, 1) es seccion integral de (Idgr,X) si y solo si ) es seccion integral de X.

Es bien conocido que cada campo de jets se interpreta como una conexién (véase [98]
para mds detalles).

En nuestro caso, el campo de jets (Idgr, X) asociado a X se identifica con una conexién
en el fibrado trivial 7: R¥ x M — R*, es decir con una conexién v*

(3.4) 0—=RF x TM —= T(R* x M) —L= M x TRF —= 0
~_

,YX
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en el fibrado trivial R¥ x M donde se han utilizado las identificaciones:
VIR* x M) =RF xTM vy (R¥ x M) xge TR* = M x TR",
que se describen a continuacién

ViemyRE X M) = {Zym € TRF x M) | m(t,m)(Zm)) = 0}

0
= {Zum ETREX M) | Ztyy = 21—
{Zm) (R X M) | Zem) Ozt 1 (t,m)

0
(t, ZI% m) cR" x TM,

(RF x M) xge TR* = {((t,m),v;) € (R* x M) x TR*} = M x TR*.
Entonces puesto que la aplicacién j: T(R¥ x M) — M x TR¥ esté definida por:

. e O 0

I Zwmy) = J(T 3% | (e I% (t’m)) = ((t,m), 7 (t,m) Z(1m))
= ((t,m) e ) = (m o9 ) € M x TRF
N T ol VT dtely

la conexién
X M x TR* — T(R* x M)

en el fibrado
RF x M — R*

asociada a X tiene la siguiente expresion local
0
=T — .
t) (ata (t,m))

WX T(RF x M) = V(RF x M) =R x TM

0
. X(m, T—

0

(t;m)

La escisiéon por la izquierda

es
wX = IdT(kaM) - ’VX o7,

y teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, su expresion local es

Yfa

0
: (71—
(3:6) “ ( (t;m) Ox!

ot«

9
— (¢, (vT = XxIT" —’ e R* x TMM.
(t7m)) ( ( « )axl m) %

Se ha visto que el campo de jets (Idgr, X) es integrable, si y s6lo si X es integrable. Se
puede comprobar facilmente (véase la Proposicion 4.6.10 en [98]) que (Idgx, X) es integrable
si y sélo si la curvatura KX de la conexién asociada a X es idénticamente nula.

Resumiendo, se verifica
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Proposicién 3.2. El campo de k-vectores X es integrable si y sélo si la curvatura KX de
la conexion asociada a X es idénticamente nula.

]
Sean Ty S dos campos de vectores en R* con expresién local
0 0
T=T"— S=85"—
oo ¥ oo
entonces, de (3.5) v (3.6]) se obtiene que:

EX(T,8) = =™ ([y*(1),7*(9)]) = ~T*5"[Xa, X5].
De la Proposicién [3.2] y de esta tltima identidad se deduce

Proposicién 3.3. El campo de k-vectores X es integrable, si y sélo si la curvatura KX de
la conezion asociada es idénticamente nula, o equivalentemente con [X,, Xg| = 0,es decir

¢4 10X
B _x!
B ozl

I
(3.7) Xoo

=0,
para todo punto de M.
]

Observacién 3.4. Para el caso particular M = T'QQ y X = T' un SOPDE, la condicién de
integrabilidad anterior (3.7)),

— (Xa(X)) - xa(xD) 2

X} L0X7\ 0
ox!

=[X, X5 = | X! - Xx!
0= [Xa, Xp] (O‘&EI B@xf ox!

se escribe, en coordenadas canénicas (¢?,uZ) de TEQ como sigue:

0 = [T, Ts] = (Ta(ug) — Ta(u)) % + (Fa(T'5,) — Ts(T5,)) {%

0 0
= (M4, -T4) 3t (Ta(T'5,) —Ts(T) Pu

por lo tanto, las condiciones de integrabilidad (3.7]) son equivalentes a las condiciones de
integrabilidad ({1.19)).

3.2. Campos de k-vectores invariantes
En esta seccion, a partir de una accion ® : GXM — M se define de modo candnico la

accién k-tangente ®TeM: G x T, M — T M que permite introducir los campos de vectores
y k-vectores G-invariantes, tanto en M como en T} M.
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Sean (z!) (con I = 1,...,dim M = m) coordenadas locales en U C M entonces las
coordenadas locales inducidas (2!, u!) en TU = 7,/ (U) son

2! (up) = z'(m), U () = U (27, Uy € T M,

y las coordenadas
xl(um> = xl<m) ’ Ué(um) = Uay, (xl)

donde u,, € T}U = (ri,) Y U), I = 1,...,dimM; a = 1,...,k; es decir ul son las a-

(0%
ésimas componentes del vector u,, de u,, con respecto a la base natural de T}, M.

Sea
d:GxM—- M

una accion libre y propia de un grupo de Lie G conexo en M. Entonces, la proyeccién
v M — M/G

en el conjunto de clases de equivalencia define una estructura de fibrado principal en M.
Se denotard por ®,: M — M y ®,,: G — M las aplicaciones

Dy(m) = P(g,m) =gm, Ppn(g) =2(g,m)=gm.
Definicién 3.5. (1) Un campo de vectores W en M se dice que es invariante si
(@) (m) (W (m)) = W (®y(m))
para todo g € G ym € M.
(2) El campo de vectores reducido W € X(M/G) estd definido por la relacion
(3.8) Womy=TmyoW

es decir

v

W(mar(m)) = (war)«(m)(W(m)),
para todo m € M.
Del mismo modo, toda funcién invariante

F:M—R

en M, es decir, que verifica que F' o &, = F' para cada g € G, induce la funcién reducida
f: M/G — R definida por

fry(m)) = F(m) m € M.

es decir fomy = F.
Se verifica que

(3.9) W(F) = W(fomy) = W(f) O Tar,

esto es, W(f) es la funcién reducida en M/G de la funcién invariante W (F) en M.
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Definicién 3.6. Un campo de k-vectores X = (Xy,...,Xx) en M es G-invariante si y
solo si cada X, es G-invariante, es decir

(Dg)(m)(Xa(m)) = Xo(Pg(m)) me M, 1<a<k.
La accion @ : GXM — M se extiende a una accién
OTM. G X TIM — T} M
que se llamara accién k-tangente, definida por

OTM . GxTIM  — TIM
(3.10)
(95 V155 Uk) = (Rg)u(m)(v1,,), -5 (Dg)s(m) (k)

donde v, = (vq,,,...,v,) ETEM y g € G.
Obsérvese que, para (g,v,,) € G x T M se verifica que

(I)TliM(gy Vm) = Tqu)g(vm) .

Consecuencia inmmediata de la definicién anterior es que un campo de k-vectores X

en M es G-invariante si (IDZ’“IM o X =Xo®,, para todo g € G.
Si la accién ®: G x M — M se escribe en coordenadas locales como ®y(z') = (®](x7))

., 1
entonces la expresion local de ®7xM es

0!
o (@' uf) = (@5@"» a—“> .

Cuando la accién @ es libre y propia, la estructura de espacio fibrado principal
M - M — M/G

nos permite introducir el campo de k-vectores reducido X en M /G de un campo de k-
vectores invariante X en M.

Si X = (Xy,..., X)) es G-invariante entonces el campo de k-vectores reducido X =
()2'1, . ,X’k) esta definido por

Xo(mar(m)) = (ma)u(m)(Xa(m)) me M,1<a<k
Definicién 3.7. El campo de k-vectores
X = (Xy,..., %)
en M /G se denomina campo de k-vectores reducido del campo de k-vectores X.

De la relacion (1.13)) y de la definicion anterior de X, se puede concluir facilmente:
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Proposicién 3. 8. Si ¢ es una seccion integral de un campo de k-vectores imvariante X
en M, entonces ¢ = T 0 @ es una seccion integral del campo de k-vectores reducido X en

M/G.

Demostracion. Sea ¢ una seccion integral de X, entonces se verifica que
0
9

Xa(oto) = onto) (5]
de esta identidad y de la relacién se obtiene que,

Xa(@(2) = Xal((mar 0 0)(@)) = (mar)a(d(2)) (Xa((2)))
) 0
))-sen (2

= (mu)u(0(2)) ((b*(a;) (@ )

lo que concluye la demostracion. ]

Observacién 3.9. A lo largo de esta memoria se denotara por &, el campo de vectores
fundamental para la accién ® asociado a un elemento & del algebra de Lie g del grupo de
Lie GG. Las siguientes propiedades son conocidas,

Lema 3.10. Sea G un grupo de Lie conexo.

» Una funcion f en M es invariante si y solo si Ey(f) = 0 para todo € € g.

» Un campo de vectores X en M es invariante si y sélo si [X,Ey] = 0 para todo € € g.
]

Observacién 3.11. El corchete de Lie [X,Y] de dos campos de vectores X e Y G-
invariantes en M es G-invariante. En efecto, si los campos X e Y son invariantes entonces
(€, X = [€Er, Y] = 0 para todo € € g y por lo tanto utilizando la identidad de Jacobi se
obtiene que

0= [[X, Y], &) + [[€ar, XTI, YT+ [[Y; €], XT = [[X, Y], Eaa]
lo que demuestra que [X, Y] es un campo de vectores G-invariante.

Definicién 3.12. Sea X un campo de vectores en M. La derivada de Lie Lx de un campo
de k-vectores Y en M es el campo de k-vectores LxY en M cuyo a-ésimo componente
estd dado por el campo de vectores [ X,Y,] en M.

Una formulacién equivalente utilizando el flujo ¢, del campo de vectores X es la si-
guiente

1
(3.11) LY (m) = Jim Y (M) = Y(m)
t—0 t

Por la Definicién se deduce que un campo de k-vectores X = (Xi,..., X) es G-
invariante si y sélo si cada X, es G-invariante, o lo que es lo mismo [X,, &y/] = 0 para todo
¢ € g. Por lo tanto, utilizando la definicion anterior de derivada de Lie de un campo de
k-vectores se obtiene que:

Un campo de k-vectores X es invariante en M si y solo st L¢,, X = 0, para todo £ € g.
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3.3. Integrabilidad de un campo de k-vectores y su
reducido

En esta seccién se probara que:

i) si un campo de k-vectores invariante X en M es integrable entonces su campo de
k-vectores reducido X en M /G es integrable,

i1) si X es integrable entonces [X,, Xg| es vertical para todo a, =1, ... k.

Ahora se describiran las coordenadas adaptadas en el fibrado principal my: M — M/G
que se utilizaran en las proximas secciones.

Sea U C M/G un conjunto abierto tal que (my) "' (U) es difeomorfo a U x G (abierto
de trivialidad).

Sean (z%,2%) las coordenadas en el abierto de trivialidad (my;)~(U), conteniendo a
U x {e}, donde e denota el emento neutro de G, es decir (x?) son las coordenadas en U, y
(x*) son las coordenadas en la fibra G.

Entonces, la expresién local de la proyeccién my, : M — M/G es

(rn) M U)=UxG — U
(3.12) ' '
(z1) = (2", 27) = (),

donde 1 <a<dmG=dyl<i<dmM—dimG=m —d.
Teniendo en cuenta esta descomposicién, la accién por la izquierda de G sobre (73,) 1 (U) =~
U x G se escribe como sigue

O, (z,h) = (z,gh).

Supongamos que la expresion local de un campo de k-vectores X en M es

.0 -0
3.13 Xo=X—+ X2 ,
( ) (6% axl + aaxa
si ademas X es G-invariante entonces, cada X, es G-invariante para todo « € {1,...,k},

es decir,
(Dg)s(m)(Xa(m)) = Xa(Rg(m)),  me M.

Si se calculan ambos términos de esta igualdad se obtienen las siguientes expresiones

, 9] - 9, 0
(®g)+(m)(Xa(m)) = Xg(m)-— +Xa(m)—a($bo‘1’g)—b’ :
895 am 8x 830 am
(3.14) ) )
X, (P = X : X :
( g(m)) a(gm) axl gm + a(gm) 8!Ea gm
de las que se deduce que X' (m) = X! (gm), es decir, las funciones X! son funciones

invariantes en M y por lo tanto definen las funciones X “en M/G.

De las expresiones (3.8)) y (3.14) se deduce que
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Lema 3.13. El campo de k-vectores reducido X = ()v(a) tiene la siguiente expresion local

(3.15) X, =X 0

*oxt’

donde X\ oy = Xt O

Describimos a continuacién la conexion asociada al campo de k-vectores reducido X.
Para ello, teniendo en cuenta (3.4)), se considera la sucesién exacta corta

0—=RF x T(M/G) —= T(R* x (M/G)) —= (M/G) x TRF —= 0

donde se han vuelto a utilizar las identificaciones:

V(RF x M/G) =R* x T(M/Q)

(R x M/G) xge TR* = M /G x TRF .
De (3.5) y de (3.15)) se deduce que la conexién asociada al campo de k-vectores reducido

X, esta determinada por la escision por la derecha,
X (M/G) x TR — T(RF x (M/G)),

cuya expresion local es

y ) 0 o 0

3.16 X T°—|)=T" — X! : :

(3.16) (o 75 ) =7 (e oy XD ] )

La correspondiente escision por la izquierda es
y 0 .0 ) ) . 0 ( ) o . 0 )
X « % ) [ %e ale] — i 1%e ale]

wt | T"— +Y'— =Y'-X.T . =(t,(Y' =X T . .

( ot lt,fm)) Ot \t,[m) ( )W (t,m)) ( )8361 [m]

Se denotard la curvatura de la conexién asociada a X por KX.
La siguiente proposicion establece los resultados mencionados al principio de la Sec-

ci6én 3.3
Proposicién 3.14. (1) SiX es integrable, entonces también lo es el campo de k-vectores
reducido X, es decir KX = 0.

(2) Si X es integrable entonces los campos de vectores [X,, X3| toman valores en la
distribucion vertical de wyy.

Demostracién. Ambas propiedades se siguen facilmente de la identidad T'mps o [X,, X5] =
(X, Xs] 0 mas.
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(1) Como X es integrable entonces [X,, Xg] = 0 y por lo tanto
0 = (mar)« () ([Xa Xpl(m)) = ([Xa, Xg] 0 mar)(m) = [Xo, Xp)(mar(m))

para todo m € M, de donde se deduce que X es integrable.

(2) Si se calcula el corchete de Lie de X, y X3, donde X, = X? 82;1' + Xg%, se obtiene
la siguiente expresiéon
— i 0 J 0 i 0 b 9
[Xa, Xg] = [XQ%J%@] + [Xa8Ii7 5@]
-0 0 ~, 0 & 0
Xo—, Xj—]+[X¢ b—
+ Ozt 58933]—'—[ COxe’ ﬂ@xb]

donde el primero de los cuatro corchetes se anula por ser X integrable y los otros
tres son verticales ya que, por ser X invariante, las funciones X! son G-invariantes y
por lo tanto no dependen de las variables coordenadas (x%).

O]
Observacién 3.15. Si X = (X3, ..., X}) es G-invariante y X es integrable entonces

9 o~ 0 0 o~ 0 -0 -, 0
1 X, X=X — X¢— | — | Xt— X° X¢ Xb—1.
(3.17) [Xa, Xl [ >t 581:“] [ B oxi’ “8:1;“] +[ *Oxa’ ﬂaxb]

En este capitulo se mostrara que la condicién (3.17) puede “interpretarse” como la
anulacién de la curvatura de cierta conexién en un fibrado principal asociado a una secciéon
integral de X.

3.3.1. El fibrado gzz*M — R” asociado a una seccién integral

En esta seccion se construye un fibrado principal asociado a cada seccién integral de
X, que servird para que en la siguiente seccion se establezca una nueva caracterizacion de
la integrabilidad de X y X.

Supéngase que el campo de k-vectores reducido X en M /G es integrable, y sea $ :
RF — M / G una seccién integral de X.

Sea ¢*M el fibrado pull-back del fibrado de mp,: M — M/G

¢*M—>J\\/f
RE—% o M/G

mediante ¢ : RF — M/G, es decir

&M = {(t,m) e R¥ x M : mp(m) = gZ(t)} ,
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y 0 ¢*M — R* es la proyeccién canénica mo(t,m) =t.
Como consecuencia de que 7wy : M — M/G es un fibrado principal se obtiene el si-
guiente resultado:

Lema 3.16. El fibrado pull-back s : gzuﬁ*M — RF es un fibrado principal con grupo de
estructura G.

Demostracion. En primer lugar se comprobara que la accién de G en q\g*M estd bien defi-
nida,
Gx¢p*M — o*M
(9,0 = (t,;m)) = (t,gm),

como [gm] = [m] = (b(t) entonces (¢, gm) € ¢*M.

Sea i la inclusién i : ¢*M — R¥x M, se utilizar p para un punto en ¢* M, e i(p) = (t,m)
para su inclusién en R¥ x M.

A continuacién se probara que m: QVS*M — R* es un fibrado principal, véase [50]:

= (G actua libremente en QUS*M por la izquierda,
(t,m) = g(t,m) = (t,gm) = m = gm
y como la accion @ es libre entonces se tiene que g es el elemento neutro de G.
= *M/G =Rk,

Teniendo en cuenta la accién de G en gE*M , se deduce que dado un elemento [p] €
¢*M/G tal que p € ¢*M e i(p) = (t,m) € R¥ x M entonces

[p] = [(t,m)] = (t, [m]) = (t, $(1))

y por lo tanto cualquier elemento [p] de QVS*M /G esta completamente determinado
por un elemento ¢ € R¥ es decir, esta propiedad se sigue de la identificacién

¢*M/G — Rk
] =t

donde my(p) = t.

= *M es localmente trivial.

Sea p = (t,m) € ¢*M v U un entorno abierto de t € R¥, se define

v o miU) - GxU
(tvm) = I/J(t,m) = (90<t7m)77r2(t7m)) = (Qp(t’m)ﬂf)

siendo ¢: m, '(U) — G la trivializacién definida por ¢(t,m) = g~', donde g es el
unico elemento de G tal que ¢( ) = gm, puesto que ¢( ) = [m].
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Por lo tanto se tiene que
p(h(t,m)) = @(t,hm) = (gh™") " = hg™" = he(t,m)
donde se ha utilizado que ¢(t) = gm = gh~'hm.
[

A continuacién, se probaran mas propiedades que verifican las secciones integrales del
campo de k-vectores reducido.

Lema 3.17.

(1) Sea ¢ RF — M/G una seccion integral del campo de k-vectores reducido X. Se
verifica
(3.18) Y(B(t),v:) = du(t)(v1), para todo v, € T,R".

siendo ngS la aplicacion
¢ : RF — RFx M/G

to (£6()
Y 75{ la conexién asociada a X.

(2) El siguiente diagrama es conmutativo

M ——REx M p——(t,m)
7T2J JﬁM(IdemM) 71'2‘ ‘wM(Ide,wM)
t

® . RFx M/G

— (t,[m])
esto es

(3.19) Ty oi=dom

Demostracion. (1) Teniendo en cuenta la expresién (3.16|), se obtiene:

A - 9 04| 0

¢()(vr) = va (ata by Ot lidxt qS(t))
o 9 i (32

% o v %
(), v) = va (ata s 0D g <z3<t>>

donde v; = vai

ot

Por lo tanto se verifica (3.18]) si y sélo si

€ T,R* y la expresién local de ¢ es d(t) = (¢(t%)).
t

o0
Ot

que es consecuencia de que ¢ sea seccién integral de X.

(3.20) XL (6(1)

9

t



3.3.2 Integrabilidad del campo de k-vectores reducido y conexiones en q?)*M 53

(2) Sea p un punto arbitrario de ¢*M, entonces

(ﬁ-M © l) (p> = ﬁ-M(t7 m) = (]de7 WM)(t’ m) = (ta [m])

(¢ om)(p) = §(t) = (t,6(1))

pero [m] y é(t) coinciden por la definicién de ¢* M.
[

3.3.2. Integrabilidad del campo de k-vectores reducido y cone-
xiones en ¢*M

Con la finalidad de describir el corchete de la ecuacion (3.17) como la curvatura de una

X

conexién, se definird una conexiéon w®X en ¢* M, utilizando la conexién w* asociada a X.

Las coordenadas locales en ¢*M son (t*, z), puesto que para un punto p = (t,m) €
¢*M se verifica

t%(p) =%, @'(p) = @' (m) = @' (mu(m)) = 2'(B(1)), a*(p) = a"(m),
y por lo tanto las expresiones locales de ¢ y 75 son
(3.21) it 2% = (1%, ¢ (), 2%)  m(t®,z%) = (t*).

En estas coordenadas, los vectores V), tangentes a gE*M (en un punto p) son localmente de
la forma

feY 0 a 0
(322) ‘/p:T %p—FYaxap
De y se deduce que
. d 9 b o 0 SN
() (% p> T ot wmy | Ot Ozt lem) Ot L tm) +(Xao ¢)(t>8xi (t;m)’
. 0 0
i (p) <8x“ p> Oz lem)’

por lo tanto la expresion local de
i(p)(Vp) € Timy(R* x M) = T,R* x T,,,M.

€S

] 9 _ 9

2 L (p)(Vy) = T X1 o d)(t) T~ ve :
(3 3) l (p)( P) ot (t,m) +( o O(b)( ) oxt (t,m) + Ox® (t,m)
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Puesto que los vectores verticales para el fibrado m son aquellos con T = 0, es decir,
tienen expresion local

~ 0
V, =Y :
P axa D
deducimos que
-~ 0 - 0
i(p)(V,) = Ya@x“ ) c T(RF x M) = (t,Y‘I% m) eRFxTM

es decir, los vectores verticales para m, se identifican con los elementos en R* x VM, donde
VM es la distribucién vertical de 7y : M — M/G.
Fjado X, sea wX la conexién asociada a X,

WX T(RY x M) - RF x TM .
Para V, € T(¢* M), con i(p) = (t,m), se sigue de 1’ y 1’ que

(3:24) K3 = (17 = Rem) 7))

Oxe
L 9 _
Como el segundo elemento, (Y* — X g(m)Ta)a—’ , es claramente 7/-vertical en M,
T Im

se puede utilizar para definir una conexion en ¢*M.
Una conexién en my: ¢* M — R¥ es una escisién 7% de la sucesién exacta corta

0—=V($*M) = RF x VM —= T(¢* M) —2= ¢*M xpr TRF —= 0.
\/ \/
w(f;*x 743,)(

Definicién 3.18. La conexion principal v‘g’x en qub*M, se define mediante la aplicacion
conexion del siguiente modo

(3.25) WIX(V,) = wX(iu(p)(V;) € RE x VM.

Su expresion, en coordenadas, es .

Efectivamente, la conexion fyq;’X es principal, para probarlo en primer lugar se estudiaran
los campos de vectores fundamentales en gZ*M .

Sea p un punto en ¢*M tal que i(p) = (t,m), entonces

b* M . T
IM. G = FM
g = gp,
donde i(gp) = (t, gm) y por lo tanto, el siguiente diagrama

(bg*M

G oM

()~ ([m]) ¢ M
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es conmutativo, es decir ]
o5 M (g) = it(Pp, (9))
siendo 4; la aplicacion definida como sigue
i: (ma)N(m)) C M — oM
n = D,
donde i(p) = (t,n).

Por lo tanto, para cualquier elemento & € g se obtiene que
Eoa®) = (BFM).(€)(€) = (it 0 Brn)u(€)(&) = (it)u(Prm(€)) (@) (€)(€)
= (ir)x(m)&nr(m).

Puesto que VM = M x g,

] @0 (5

6:1:“ m

) = @08 = (B € 0 <

y w?X es una aplicacién en T(¢* M) — V(¢*M) = RF x VM entonces se puede definir

9% T(9*M) — g

V, o 09X(V,) = (V- Xe(m)T*)E, .

Ahora se probard que la conexion yé’x es principal, véase [21],

) 9PX(E5py) =€

Si se denota &y (m) = {“8— donde i(p) = (t,m), entonces
T lm
b b N b a a a
97 (Egenr(0)) = (i) o (m) (Ear(m)) = 975(€° 5 2] ) = € Ea = €.
i) 99%X((®57). () (V) = Ady (97X (V7))
En primer lugar, si V,, es horizontal con i(p) = (¢,m), entonces
a 9 va
=1 (5], + Xem ] )
y por lo tanto
g 0 y I(zbogp,)| O
oI MY, = 1o (2| 4 Xom)DE 20 2
@ .00 = 1 (5] Xem PG Bl
o 9 " a
= T (? a + Xa(gm)axa gp)
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donde en la tltima igualdad se ha utilizado (3.14) puesto que X es G-invariante.
Asi por esta expresién local se deduce que (®2°"),(p)(V,) es horizontal y por lo
tanto

IOX (@M, (p)(V,)) = (T X2 (gm) — X2(gm)T*)E, = 0
donde i(gp) = (t, gm).

Por otro lado,

Ady (0P (V,)) = 0.
Ahora si V,, es vertical, es decir V), = {;.,, para algin £ € g.
PPX(( @M (0)(€5ens ) = DX @GN (Egenr(9p)

= 9PX((Ady€) .5 (gp)) = AdyE

Por lo tanto, por verificarse las condiciones i) y i) se concluye que la conexiéon 7% es
principal.

A continuacién se estudiara la curvatura de esta conexion, para ello es necesario intro-
ducir el correspondiente levantamiento horizontal 7" de un campo de vectores

0
T =T
ote
en R*,
h X Iey d v a 0 7 x
" =~""(T)=T @JF(XQOM)@ € X(¢"M),

donde 7 : gE*M — M denota la composicién de las aplicaciones pry o i, véase (3.2)).
Si 5 5
T=T— S=5—
oo ot

son dos campos de vectores en R¥ entonces la curvatura de la conexién w?* es

(326) KOX(T,S) = —w*X(|4*X(T),7*X(5)])

85(“0771 ~0‘07'('1 ~ ~
— —Ta35(< (X5 )_8(Xa )> 0 —l-[(XZom)%,(Xgom)%])

ot ot Ox®

Haciendo el siguiente calculo

OXjom) _ (0X5 N oo _ (0X3 .
ot _<8xmo7ﬁ g\ ggm 01 (X3 og) = meX”‘ o Ty
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donde se ha utilizado la regla de la cadena y que QUS es seccion integral de X, y ademas
como X! son funciones invariantes, entonces X' /0x® = 0, y por lo tanto se deduce que

el primer sumando de (3.26)) es

(a(Xgo']rl) 6<X30W1)> (9 . (anXZ aXaX ) oT a
_ = : B Yoza

ot otp oz ort ¢ Ozt oxa

7 0 o d i 0 @ d
(327) = <|:Xaaxz Xﬂ%] - |:XB%7Xaaxa1) o7

finalmente substituyendo (3.27)) en (3.26)) se obtiene que

(3.28) T (KOX(T,S)) =

0 0 .0 -, 0 0 ~, 0
a Qf ) a a b
18 ([ 2 Xﬂaxa} - {Xﬂami,Xa%} T {Xaaxa XB@D o,

Si se compara esta identidad con la expresion (3.17)), se concluye de la Proposicién m
que:

Proposicién 3.19. Un campo de k-vectores G-invariante X es integrable si y solo si

i) su campo de vectores reducido X es integrable (es decir, la curvatura de la conexion
asociada a X es idénticamente nula) y

i) la curvatura de la conerion w®* es idénticamente nula para cada seccién integral

¢:RF = M/G de X.

Demostracion. Sea X un campo de k-vectores G-invariante e integrable. Entonces por la
primera parte de la Proposicion u se obtiene que X es integrable.

Ademsds, la integrabilidad de X es equivalente a que [X,, X3] = 0. Como la curvatura
de la conexién w?X coincide con la parte vertical de [Xa, Xp], se concluye que
la curvatura de w®X es cero.

Reciprocamente, si X es integrable entonces por la segunda parte de la Proposicién m,
los campos de vectores [X,, Xg| toman valores en la distribucién vertical de my,, y esta
parte vertical esta determinada por . Ademas esta expresion coincide con la curvatura
de la conexién w?X que es cero. Por lo tanto [Xa, Xs] = 0. O

De la proposicién anterior se deduce que si ¢ es una seccion integral de X entonces existe
una seccion integral ¢ de X que proyecta en gb tal que la curvatura de la conexién WX s
idénticamente nula. En la Seccién [ se proporcionard un método que perrmtlra reconstruir
realmente una seccmn integral ¢ de X, a partir de una seccién integral qb del campo de
k-vectores reducido X.
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3.4. Conexién principal en 7y, : M — M /G y referen-
cia asociada

Supdngase que se tiene una conexiéon principal en el fibrado principal
M — M/G

construiremos una referencia local {Z4} en M asociada a dicha conexién, que juega un
papel fundamental en el resto de la primera parte de la memoria.
Se consideraran tres conjuntos de campos de vectores

{Xi}7 {Ea}a {Ea}

en M dondei=1,...,dimM —dimG=m—d;a=1,...,dimG = d, que se describen a
continuacion.

El primer conjunto, {X;}, son los levantamientos horizontales de una base coordenada
de campos de vectores 9/dz' en M /G dada por la conexién principal.

Estos campos de vectores son G-invariantes por construccion, y forman una base del
subespacio horizontal en cualquier punto. B R

Los otros dos conjuntos de campos de vectores, {E,} y {E,}, formardn una base para
el subespacio vertical de 7y en cada punto.

Los campos de vectores {E,} = {(E,)a} son los campos de vectores fundamentales en
M, asociado a la base {FE,} del algebra de Lie g.

En general, no son campos de vectores invariantes. Como son verticales por construc-
cién, se denotara su expresion local como sigue

~ 0
b
(3.29) Eo=Kizy. 1<ab<d

para alguna matriz no singular (K?).
Se denota la aplicaciéon adjunta por

Ad : G — Aut(g)
g — Adlg)=Ad,:g—g.
Los campos de vectores Ea estan definidos por

(3.30) Eq(z,9) = (Ady1E,)m(z, g),

donde se estd utilizando la trivializacién local (3.12)), y la notacién &y, se refiere una vez
mas a campos de vectores fundamentales definidos por £ € g.
Los campos de vectores F, son invariantes, en efecto para cada h € G se verifica

(®n) (2, 9) Ea(, ) = (®n). (2, 9)(Ady1 Ea) (2, 9)

= (@1).(2,9) ((@9). (2, €) Eul,0) ) = (@1y). (2, ) Bl ).
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y por otro lado

~ ~

Eq(®n(z,9) = Eua(w,hg) = (Ad(ng)-1 Ea)rs (2, hg) = (Png)s(w, ) Eula, ).

de donde se deduce la invarianza de los campos de vectores FE,,.
A continuacién se muestran ciertas propiedades de los campos de vectores { X, Fq, Ey }.

Relaciéon entre Ea y Ea

De la definicién de Ea, véase (3.30)), se sigue que

E(x.9) = (Ady1Eo)u(z,9) = (Bg).(w.¢) (Ah(9)By(z,¢))

= AL(9)(Dg).(,€)Ey(w,e) = A(g) Ev(2, 9) ,
y por lo tanto, la relacion entre Ea y Ea es
(331) Ea(xag> = AZ(Q)E{,(I',Q),

donde (A4%(g)) es la matriz de Ad,-1 : g — g, con respecto a la base {E, } de g. En particular
Ab(e) = &b,

Relacién entre X; y Ea

Si se escribe el campo de vectores X; como

0 . ~
prie Wzt zEy,, 1<i<m—d,

(3.32) X, =

entonces se obtiene que

0
oxt

— 2z, g)Ea(z, hg)

(q)h)*(x,g)Xi(l‘,g) - (x,hg)

donde se ha utilizado que los campos de vectores E, son invariantes. Ademas se verifica
que

) ~
Xi(®u(w,9) = Xi(w,hg) = 55| = 7@, hg)Bu(w, hy)

por lo tanto la invarianza de X;, (®5,).X; = X;, equivale a que

(3.33) oL )0z = 0.

Corchetes de Lie entre X;, Ea y Ea

De (3.3)) se deduce que la expresion local de la curvatura de una conexién en 7y : M —
M/G es
K" = K¢ B, ® (dz' @ da”)
Los corchetes de Lie de los campos de vectores anteriores se recogen en la siguiente propo-
sicién (véase [7§]):
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Proposicion 3.20. Se verifican las siguientes igualdades

[Eaa ~] =-C%F ~ca [EaaEb] Cce ¢y [XiaEa] = 0,
(3.34) “ e m
[XZ,E | = Tb Eb, (Xi, X;] = K“E [E., Ey) = 0.

donde
n C¢ son las constantes de estructura del dlgebra de Lie g,

. Tga == Cb

ca’

Ademds, las componentes locales Kf; de la curvatura KM (con respecto a la referencia
vertical E,), es

Ko = 0 0%

Yo Oxt Oad

4.

Demostracion.  w [Eq, By = [(Ea)ars (By)at] = —([Ea, Eb)) s = —(C&, By = —C6, B,

» Puesto que el corchete de Lie de dos campos de vectores invariantes por la izquierda
es invariante por la izquierda, se deduce que [Ea, Eb] es invariante por la izquierda.
Ademds existe un isomorfismo entre los campos de vectores invariantes por la izquier-
da y el dlgebra de Lie g que preserva el corchete de Lie, por lo tanto [E,, Ey] = CS, E..

» Como Xj; es invariante, [X;, Ea] = 0.

- ) ~
u [XiaEa] = [(%" — % Eva ] - [th ] =% CgaE TC E
o 0 ) P . 0y oyt
n (XX = [&Ez 8:753] [8 Z,VJEb] [y Z-Ea,@] + [ Ea,%Eb] o _[(%ci e +
Vi CY .

M

Si se escribe el proyector horizontal h™ = id — w™ en coordenadas locales

By edr = (2 pake Ly g an

0
M _
W= ox’ ¢ Oz

oz’

entonces la curvatura K™ se escribe localmente como

M _ J cra i ACTSGQ
K" = 5 < o S ALK anAbkc

DASKS) . O(ASKS)
6xb - ij Ach’Yi 81’17

0 . .
gt ALK ) ® (di A di)

ox®

véase [9§].
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Por lo tanto por un calculo directo se obtiene que

KM = KLE, ® (dr' ® da),

donde o g
a __ '7]' _ 716 a. b
iy T 81‘1 axj + Vi ’y‘] Caln
entonces se concluye que [X;, X;] = —Ki“jf?a.

= Como Eb es invariante, [Ea, Eb] =0.
O

3.4.1. Integrabilidad de campos de k-vectores reducidos y fibrado
adjunto

En la Proposicién se demostré que la integrabilidad del campo de k-vectores X es
equivalente a la integrabilidad del campo de k-vectores reducido X y a la anulacién de la
curvatura de la conexién y#X.

En esta seccién se expresard la condicién i) de la Proposicién referida a la anula-
cién de la curvatura, en funcion de secciones del fibrado adjunto y del campo de k-vectores
reducido.

En primer lugar, se estudiard como a cada secciéon o: M /G — T'M/G de la proyeccién
ky: TMJG — M/G se le asocia un campo de vectores II*(o) en M. Ademds, se pro-
bard que una seccién FE, del fibrado adjunto puede considerarse como una seccion de Ky,

y por lo tanto asociarle un campo de vectores que serd precisamente I[1*(E,) = E,.
Sea m € M, y se considera la aplicacién

I,,: 73/ (m) C TM — (kp) " Y([m]) C TM/G

donde 7y;: TM — M es la proyeccién candnica. La aplicaciéon 11, es un isomorfismo lineal.
Sea ¢ una seccién de ks, se define el campo de vectores II*(0) en M como sigue

(IF"(0)) (m) = 11, (o ([ml]))

de forma que el siguiente diagrama

T™ L~ TM/G

H*(U)<l7M ’f]\/ll/ >a

M-~ M/G.

es conmutativo.
Los campos de vectores I1*(o) asi definidos son invariantes. Teniendo en cuenta que
para [v,] € TM/G, se sigue directamente que

Mg ((Pg)+(m) (I, ([m]))) = g (D)« (1) (vm)) = [(Dg) (1) (V)] = [vm]
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o equivalentemente (®,),(m) o Il = TI_ | Entonces,

(IT*(0))(gm) = M, (a([gm])) = (2).(m)(IT, (o ([m]))) = (@y).(m)(IT* (o) (m))

Por lo tanto, a cada seccién o de la proyecciéon ky: TM/G — M/G se le puede asociar
un campo de vectores I[1*(0) en M. A continuacién, se le asociara a cada seccién del fibrado
adjunto g un campo de vectores en M, para ello en primer lugar se mostrara que existe un
isomorfismo que permite considerar cada seccién del fibrado adjunto como una seccién de
K-
Dado el fibrado adjunto

g=(Mxg)/G—M/G,
existe un isomorfismo, véase [21]
ar: TM/G — T(M/G)®g
(3.35)
[om] = aalom]) = (mar)e(m) (vm) & [m, A(vm)],
donde A: TM — g es una conexion principal. B
Para cada elemento F, de la base de g se considera la seccién del fibrado adjunto F,

definido como sigue

E,: M/G — g=(Mxg)/G

r = [(z,e), E,],

donde e es el elemento neutro del grupo de Lie G, x es un punto del abierto de trivialidad
U C M/G y se denota (x,e) = (z,e) € (mp) " (U) C M, siendo ¢ el homeomorfismo de
la trivializacién local

U x G ——"— ()" (U)
N

Teniendo en cuenta el isomorfismo ((3.35)) se considera la secciéon E, del fibrado adjunto
como una seccion

E,: M/G — TM/G

r [Ea(x, e)]

Se define el levantamiento vertical de E, como el campo de vectores vertical e invariante
en M, definido por
E,(m) = II"(E,)(m) = 11/ (E4([m]))
Sea m € M tal que mp(m) = [m] ==
m = gx, y por lo tanto

Ey(m) = TU(By)(m) = 1L, (E([m])) = 1, (Ba(2)) = 11} ([ Eule,0)] )

€ M/G entonces existe un tnico g € G tal que

= (@y)u(x,€) Eu(x,€) = Eo(g2) = Eo(m)



3.4.1 Integrabilidad de campos de k-vectores reducidos y fibrado adjunto 63

donde se ha utilizado que si I} ([Vin]) = Zgm entonces [Vi,] = gp(Zgm) = [Zgm] y por lo
tanto Zg, = (Pg)(m)(vi).

Es decir, se identifican campos de vectores verticales invariantes en M con secciones en
el fibrado adjunto g,

(X°E,)" = X°E,,
véase por ejemplo [22].

El levantamiento horizontal determinado por una conexién principal asocia a cada
campo de vectores X = X'0/0x" en M/G el campo de vectores horizontal e invariante

Xh = XX,
en M. La descomposicion de un campo de vectores G-invariante X en una parte horizontal
y otra vertical es entonces
(3.36) X=X"+X"=X'X, + X°E,
para ciertos X € X(M/Q) y X € Sec(g — M/G). Ambos coeficientes X* y X® se identifi-
can con funciones G-invariantes en M, y ademas con funciones en M/G.
-0
Sea X = X" + X*—— un campo de vectores G-invariante en M, entonces se escribe

S a7 G
la descomposicion

X = X'X; + (X9 + XYAKY) DB, = X" + X*
¥ v . a — v o I\ E . . .
donde X = XZT y X = (X' + X (ASK?) 1) Ey, siendo X' = X" o myy.
x’L
A continuacién, se calculara el corchete de Lie [X, Y] de dos campos de vectores X e
Y G-invariantes, teniendo en cuenta su descomposicion en la parte vertical y horizontal.
El corchete de Lie [X, Y] de secciones del fibrado adjunto g — M /G estd determinado
por
(X, Y]'=[X" Y] &  [E.FE]=C4E.,
y la derivada covariante V asociada al fibrado adjunto g = (M x g)/G — M/G,
V: X(M/G) x Sec(g) — Sec(g)
(X,Y) = VY
se define como
(Vi¥)'=[X"Y"] 6 V5 E,=T,E,
oxt

véase [21] para mas detalles.



64 3 Campos de k-vectores invariantes

Sean entonces X e Y dos campos de vectores invariantes, se obtiene la siguiente expre-
sién, véase por ejemplo el Teorema 5.2.4 en [21], o [77],

[(X,Y] = [XP Y]+ [X" VY] + [X2, V] + [X°, VY]
= W([X" V) + WM ([XP V) + (VY)' = (Ve X)" + (X, V])
= ([X,YDP+ (X" YM) + (VY - VX +[X,Y])".

Ademds, si se considera la identificacién de KM(X,Y) = —wM([X" Y"]) (que es un
campo de vectores vertical)

% o

(3.37) (KM(X,Y))" = —M([X", V")

donde KM es la curvatura de la conexién w™. Entonces se obtiene la siguiente descompo-
sicién del corchete de Lie [X, Y]

(3.38) (X,Y] = ([X,Y])" + (ViV — Ve X 4+ [X, Y] - KM(X,Y)).

Si X = (X,) es un campo de k-vectores G- invariante en M, entonces la descomposicion
- define un campo de k-vectores reducido X = (X,) en M/G y una seccién X = (X,)
de g¢ = gx .*. xg — M/G.

Proposicién 3.21. Dada una conexion principal w™ en el fibrado principal my: M —
M/G, un campo de k-vectores G-invariante X es integrable si y solo si

(1) X es integrable y
(2) VXQX/J’ - VXBXQ + [XOMX,B] - [_(M(Xm)?ﬁ) = 0.

Demostracion. La integrabilidad de X estd determinada por la anulacion del corchete
[ X4, Xp]. Pero como se tiene,

[Xa, Xs] = ([Xa, Xp])" + (Vi Xp — Vi, Xo + [Xo, Xp] = KY(X,, Xp))"
deben anularse los dos sumandos. Lo que concluye la prueba. O

La primera condicién significa que la curvatura de la conexién asociada a X debe
anularse. Si se denota

(3.39) Xo = (Xo)" + (X2)" = XL X, + X E,,

entonces de (3.13)), (3.29), (3.31) y (3.32)), se deduce que

(3.40) Xo = (X5 - Xinf)ALKS,
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En coordenadas locales, si se tienen en cuenta las siguientes igualdades

% i yayb i uian n
Ve Xs = XiX§YlEy,+ Xi—

KM(Xo,Xg) = X\ XIKLE,,
(Xo. Xp] = XIX}C4E.,
entonces la segunda condicion de la Proposicion |3.21] es
(3.41) Xa(X}) — Xp(X0) + (X X5 — XEXOTE, + CL XX — K XLX) =0
Comparando la Proposicion m y la Proposicién |3.21|se obtiene que la expresion (3.41])
es equivalente a la anulacion de la curvatura de la conexién 'y¢ X para cada seccién integral
¢, por lo tanto es equlvalente con la condicién
La expresion (| sera necesaria mas tarde en la Seccion para caracterizar la
integrabilidad de un SOPDE lagrangiano.
A continuacién, se mostrard como a partir de una conexién principal wM se puede
construir la conexién v** en dos pasos consecutivos. Esta construccién serd ttil para
comparar los resultados obtenidos con los resultados de [30].

Sea el fibrado pull-back (b*M — R¥. Se denota la aplicacién p € (b M —m € M, como
antes, por m;. Entonces se define una nueva conexién principal w? en qﬁ*M como

(3.42) (1) = WM (M) (p)(V;)), VYV, € T(5"M).

Los vectores tangentes a ¢*M (en un punto i(p) = (¢,m) con ¢(t) = w(m) € M/G) se
escriben en coordenadas locales de la siguiente manera

9

ote It
(m)-(V) = (X§ 0 9)T*Xi(m) + Y Ey(m).

La relacién entre Y¢y Y de la expresién (3.23) es

(3.43) Y= (Y~ TX. 0 d)y) ALKy

i (Vy) = |+ (X2 0 $)T°Xi(m) + Y Bu(m),

Una expresion local para esta conexion entonces es
w?(V,) = Y®E,(m).

Sea X = (X' =X “Ea) una seccién de gF — M/G. Se puede levantar verticalmente la

seccion (X%o ng)E de qu M y sumarla a la conexién w? para formar una nueva conexion
en ¢*M como

(3.44) WE(V,) = (YO — (X2 0 §)T*) Ey(m).

T°)E,
De d3.40|), d3.43|) y d3.44|), se deduce que la conexién w #X o5 ]a misma que la conexiéon wPX
que se ha introducido anteriormente.
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Capitulo 4

Reduccién de un campo de k-vectores
lagrangiano

En este capitulo se demostrara que si el lagrangiano es una funcién G-invariante, en-
tonces sus SOPDESs lagrangianos I' también son invariantes. En este caso, se podra describir
la expresion local del campo de k-vectores reducido de dicho SOPDE lagrangiano y se apor-
taran las ecuaciones de Lagrange-Poincaré.

A pesar de que las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se proyectan sobre las
soluciones de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré, no se puede realizar el proceso inverso;
es decir, no toda solucion de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré puede ser extendida a una
solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Finalmente, utilizando la Proposicién [3.21]
se caracterizard la integrabilidad de un SOPDE invariante a partir de la integrabilidad de
su SOPDE reducido.

En lo que resta de esta primera parte de la memoria se considerara que L es un lagran-
giano regular.

4.1. SOPDEs lagrangianos invariantes

Sea L: T}QQ — R un lagrangiano G-invariante y regular. Los campos de k-vectores
solucion de la ecuacién
ipaw% =dF L
son SOPDEs que se denominaran lagrangianos. En esta seccion se demostrara que dichos
SOPDESs son G-invariantes.

Sea
. GxQ—Q
una accion libre y propia de G en @) por la izquierda, entonces
T Q — Q/G

es un fibrado principal, y considerando la correspondiente accién k-tangente

T2 G x TQ — TLQ

67
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se tiene el fibrado principal
ot THQ — (T1Q)/G.
Como en la Secciéon , se denota con {g el campo de vectores fundamental correspon-
diente a £ € g.
De la definicion de levantamiento completo en la Seccion [1.1.2] se sigue que los campos

de vectores fundamentales fTéQ de esta accién son los levantamientos completos 58 de los
campos de vectores fundamentales {; de la accién en (), para cada § € g, es decir,

_ ¢C
§T,§Q —fQ-

Lema 4.1. Sea {Za} una referencia invariante en Q, entonces la referencia {29, 2%} en
TLQ también es invariante, con respecto a la accidn levantada en T}Q.

Demostracion. Este resultado se sigue de las relaciones de los corchetes (1.7)):

v,
€5, 251 = (60, Zal° =0, 65, 2] = [60, 24" =0,
dado que por ser Z, invariante se verifica [, Z4] = 0. =

Se utilizardn coordenadas (¢*) = (¢, ¢%) en @ que estan adaptadas a la estructura de
fibrado principal Q@ — @Q/G, como se ha explicado en la Seccién (ahora con M = Q).
Recordemos que en T;'Q tenemos dos tipos de coordenadas

(1) Las coordenadas naturales (¢, u?) cuando cada vector del k-vector v, se escribe
como
— A 0

an_uaanq'

(2) Las coordenadas cuasi-velocidades (g, v

escribe como

) cuando cada vector del k-vector v, se
Vo, = U;?ZA(Q) )
siendo {Z4} una referencia local de campos de vectores en Q.

El primer propédsito de esta seccién es demostrar que las funciones coordenadas ¢', v,
y v son G-invariantes si {Z4} es una referencia local invariante, para ello necesitaremos
la siguiente definicion.

Definicién 4.2. Sea 6 una 1-forma en Q). Se definen, para cada o = 1,. .., k, las funciones
lineales _

On: TEQ — R,
como sigue IR

Oa(vq) = 0(q) (vaq) )
para vq = (v, ..., 0,) € TR Q.
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Si la expresién en coordenadas locales de la 1-forma 6 y de v, = (vlq, o ,vkq) € Tle
es 5
0=0,dq”, v, = ua—
ol

entonces se deduce que
ﬁ
(4.1) B0 = O u?.

De (1.2), (1.5) y (4.1]) se concluyen las siguientes relaciones.

Lema 4.3. Sea X un campo de vectores en @), f una funcion en @), y 0 una 1-forma en
Q). Entonces

XC(f) = (o) (X(), X"(f)=0, X0a) = (£xOa, X" (0a) = 020(X).

Demostracion. Las dos primeras expreswnes se obtlenen de manera directa. Si se escribe

X en coordenadas locales como X = X A y se obtiene que
aof 0XP of af
X¢ = XA +ul —— =X =X
(7) OgA + e dgA oulb OgA (£),
of
XVa = X4 =0.
(/) S

Ahora, teniendo en cuenta la expresion local (4.1)), se obtiene que

— 00 oX4
X%(0q) = X XA b
() = X (0a) = (X455 + 045 )

Puesto que

ox*t, . 9
Lxb = (an Oat 5 AXA>d

entonces se obtiene que

—_— 0xA4 H0 —
(L20)a = ( 907 04+ BXA) uB = X°(0,).

De manera similar,

X)) = X5 () = X 0s8555 = 536().
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Si la expresion local de la referencia Z,4 es
0
_ B
{ZA - ZA an}

y la de su correferencia dual es
{04 = 05dq"}

entonces las cuasi-velocidades locales v2 de T} Q) se corresponden con las funciones lineales
—_—
(64), dado que

(4.2) (01 = Opul = v

Lema 4.4. Para una referencia local invariante {Z 4} en Q, las funciones coordenadas q'
y v son G-invariantes en TEQ.

Demostracion. Para probar este resultado se utiliza el hecho de que una funciéon f es
invariante si y sélo si fg(f) =0.

Los campos de vectores fundamentales {; son verticales con respecto a la proyeccién
o Q — Q/G, por lo que £g(q’) =¢o(¢") = 0.

Del Lema y de (4.2)) se obtiene
-
58(“2‘) = 58(82) - (LéQHA)a‘

Como
(Leo0™)(ZB) = Ley (04(ZB)) — 07 (Le, Z5) = 0,

donde se ha utilizado que la referencia local {Z4} es invariante, £¢, Zp = 0. Por lo tanto
se obtiene que £5(vZ) = 0. O

Para el resto de esta primera parte de la memoria se supone que el lagrangiano L es
invariante bajo la accién libre y propia T Q. véase , para un grupo G conexo. Esto
significa que 58([/) = 0 para todo £ € g.

_ Recuérdese que, si E, es un elemento de la base de g, se ha utilizado la notacion
E, = (E.)g para sus campos de vectores fundamentales asociados en Q.

Proposicién 4.5. Sea L un lagrangiano reqular e invariante. Los campos de k-vectores
lagrangianos, es decir aquellos T’ que son solucion de

’iraw% = dEL y
son SOPDEs (G -invariantes.

Demostracion. Del Lema [1.15 se deduce que si el lagrangiano L es regular entonces el
campo de k-vectores lagrangiano I' es un SOPDE. Para probar que I' es G-invariante, hay

que comprobar que _
[EC T, =0.
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De ([1.42)), se tiene la siguiente expresién
1%
To =025+ Ta)sZy .
Puesto que los campos de vectores de esta expresién, Z§ y ZXB, son invariantes y las

cuasi-velocidades v/ son funciones invariantes, se obtiene entonces que

(4.3) [ES.T.) = EC(Ta))Z)

es decir, I' serd G-invariante si se demuestra que las funciones (Fa)? son invariantes.

Cuando se aplica el campo de vectores E'ac a ambos lados de la ecuacion (|1.39)),
La(Zy(L)) = Z5(L) = 0
se deduce que
0 = B (Ta(Zi (L) — Z§(L)) = [ET, Tal(Z3* (L)) + Ta(E7 (2 (L))
—ES, Z§)(L) = Z§(ES (L)) = [ES . Ta)(Z) (L))
+Ta ([ES, Z300(L) + Z5(ES(L)) ) = [BS, Ta)(Z} (1)
donde se ha utilizado que los corchetes de Lie [EC, Z$] y [EC, Z%] son cero y que EC(L) =

0. Por lo tanto, B
[Ey . Ta)(Zy (L)) = 0.

Ahora, utilizando la expresién (4.3)), se obtiene que
~ ~ 1%
0= [Ey, T)(Z5 (L)) = B¢ (Ta)5) 24" (Z5 (L))

Puesto que la matriz (ZXB (Z{*(L))) tiene rango maximo para un lagrangiano regular
(véase la Proposicién , se deduce que [Ey, T'y] = 0. ]

Cuando un SOPDE lagrangiano I' es invariante, se denotara por T el campo de k-vectores
reducido en (T}}Q)/G. El objetivo de las siguientes secciones es aportar una expresién en
coordenadas de este campo de k-vectores. Para conseguirlo sera necesario utilizar una
conexién principal en el fibrado Q@ — Q/G.

4.2. Referencias locales de campos de vectores en T} Q)

Como en la Seccién [3.4] se considera una conexién principal en el fibrado principal
o @ — Q/G, (ahora con M = Q). En esta seccién se utilizara la referencia invariante
{Xi, Ea}, y se escribira R

Vay = VL Xi(q) + w2 Bu(g),

q «
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donde v, = (v1,,...,v,) € TEQ. Las coordenadas y las correspondientes cuasi-velocidades
en T} Q se denotarén por

(¢',q% vl wl).

Del Lema se deduce que los campos de vectores de la referencia
{28, 2y = {X7, X[ E{, B}
son campos de vectores en T}!Q) invariantes.
Los correspondientes campos de vectores reducidos
XX B B
campos de vectores en (T} Q)/G, se denotardn por
(X7, X7 EF EY

y en esta seccion obtendremos sus expresiones locales
Por el Lema las funciones coordenadas ¢',v’,, w? son funciones G-invariantes en

TQ vy, por lo tanto se pueden utilizar como coordenadas en (T}Q)/G. En resumen, se
puede decir que las proyecciones canodnicas se escriben localmente como sigue

TQ:Q — Q/G 7TT1Q2T,€1Q — (Tle)/G
(¢hq) = (@)  (dhghviul) o (il ud).

Lema 4.6. Si se aplican los campos de vectores XC XY EC EY~ a las funciones inva-
riantes ¢', v’ ws se obtiene

) o)

X)) =0, X)) =0,  XZ(wh)=—"Thws+ K4ob,
X (@) =0, X)*(v}) =605, X/(wh) =0,
ES(¢) =0, ES@))=0,  ES(wh) ="hvl— Clus,
EV:(¢) =0, EV(w) =0,  El~(wh) =003

Demostracion. Sea {97, @} la base dual de {X;, E,}. De las relaciones de los corchetes
(3.34), se puede ver que LXiﬁj =0y que Lx,@® = —-Tlw® + K40k
= X{(¢') = Xil¢') =
Cloi) = XC(P) = (Ledi)
= X (U ) =X] (195> = (Lx, 19]),8 0.

e
" ch(w%) = XF(Y?E) = (LXin)ﬁ = —T 5+ Kk,vﬁ

= Como ¢/ es una funcién en Q, se tiene que X *(¢?) = 0.
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) —
n X2 (0)) = X2 () = 0599(X;) = 050
o XV (uh) = XY () = Bgt(X:) = 0.
Por otro lado, se tiene que Lz 0/ =0y Lp @’ = T4 97 — C? w®, por lo tanto,

= E9(¢) = Eu(¢) = 0.

e BS(uh) = BS(=h) = (Eg, 79 = Thao!, - Clw
» La funcién ¢’ estd definida en @, entonces Ec‘fa (¢7) = 0.
~ . ~. 7 o~
 EYo(o)) = B (3)) = 5309(E)) =0
e BYe(uh) = B () = bgw?(Ea) = 0103
O]

El lema anterior nos permite calcular la expresion local de los campos de vectores
reducidos de la referencia invariante {X¢, X, E¢ EVe}.

Lema 4.7. Los campos de vectores reducidos en T;Q/G definidos por los campos de vec-

tores G-invariantes
C vVa BC DV,
X, X" B, E]

en TLQ tienen las siguientes expresiones locales

o 0 0 o
X¢ = +(K? 1w XV = —
7 aqz + ( kvﬁ )811} 7 8’1)&’
0 o 0
Y O wé)——- EVe = .
( kaU,B acwﬁ)awgJ a awg

Demostracion. Tenlendo en cuenta que (¢, v’,w?) forman un conjunto de funciones coor-
denadas en (T!Q)/G, utilizando las expresiones del Lema y la relacién (3.9) entre
campos de vectores invariantes y su reducido, se pueden determinar los campos de vectores

completamente.
Si se evalda el campo de vectores X sobre las funciones coordenadas se obtiene,

)v(z‘c(qj) CTTIQ = XF(d o 7TT,§Q) = X{(¢) = 5;,
)U(f(vé) 0TI = Xz-c(vé o Tpig) = ch(vé) =0,

Y

X7 (wp) o mrpq = Xi (wh o mrag) = X7 (wh) = K — Tiwf,
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y por lo tanto

9
8wg

Analogamente, se obtiene para los otros tres campos de vectores XiV « B¢y EV> que

3o 9

_ b,k b, .c
i a_qz + (szvﬁ - Tzcw,@>

Xi*(¢') o 7mpg = X{*(¢ 0 71y0) = X[ () = 0

o ) . . o 0
Va Va Vo _
o

%

Xi‘/a(wg) 0TI = X;/“(wg o Trig) = XiV‘l(wg) =0
EZ(¢7) 0 Q= EJ (¢ o 7rT,gQ) = EJ(¢’) =0

Ef(vf;) °TrlQ = Eac(vé © 7TT,gQ) = E{(v3) =0

a

v

ES (wh) o mpag = ES (wh o mpg) = ES (wh) = Th,vl — CLws
. 0
C b k b c
= Ea — (Tk,avﬁ - C‘lcwﬂ)a—u)g 3
EY(¢7) o mpaq = EYe (¢ o mpag) = EY(¢?) = 0

v

v

E;/a (wg) o Mg = E;/a (wbﬁ o 7erlQ) = E;/a (wbﬁ) = 555}

4.3. El SopPDE lagrangiano reducido: ecuaciones de Lagrange-
Poincaré

En esta seccién se describira la expresion local del campo de k-vectores reducido I' de
un SOPDE lagrangiano I', asi como las ecuaciones locales de sus secciones integrales, las
ecuaciones de Lagrange-Poincaré.

Sea L € C=(T}'Q) un lagrangiano invariante. Entonces las funciones X (L), X (L),

Eac (L), E}Z/ (L), son invariantes, dado que dichos campos son G-invariantes. De la relacién
(3.9), se obtiene entonces

X7*(L) = X*(lo TriQ) = X (1) o TriQ;
X7(L)=X{(lo WT,gQ) = X'C(l) OTTlQ;

(4.4) R A !
By (L) = E;~(lo Trig) = Eg(1) o TriQ;

~

ES(L) = ES(lompg) = BS(1) o mrag,
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donde [ : (T}Q)/G — R es el lagrangiano reducido, definido por [ o Trig = L.
Por la Proposicion [1.21], se deduce que un SOPDE lagrangiano I sastisface las siguientes
ecuaciones

Pa(X; (L)) = X£(L) =0,
To(EY*(L)) = ES(L) = 0.
Como cada T, es un campo de vectores invariante en T} @, se sigue de (3.9) y (4.4) que
Lo(X[(L) = To(X[*(Dompg) = Ta(X)(1)ompg
La(E (1)) © 7130

y por lo tanto el campo de vectores reducido I', satisface las ecuaciones

To(EY(L)) = To(E*()ompg) =

=

X)) = XE() =0,
La(EY(1) = EC(1) =0,
en (T1Q)/G.

De las expresiones locales del Lema4.7|se deduce que las ecuaciones anteriores se pueden
escribir como sigue

o ol ol ol
r ) - — = (Ko —TPw
@ (81}}1) g ( ) 8wg’

. (0l , , ol
Fo (ug ) = (Thatt = ) 30

(4.5)

A continuacién se obtiene la expresion local del SOPDE reducido. Y se termina la seccion
estableciendo las ecuaciones de Lagrange-Poincaré, que se obtienen de utilizando una
seccion integral del campo de k-vectores reducido.

Si se escribe un SOPDE I' en términos de la referencia inducida por la referencia {Z4} =

{X5, Ea}, véase el Lema m, podemos escibir la siguiente expresion
_ i xC a ;C TV yvVs T \a Vs

(4.6) T, = v\ XC +wl B + (T X" + (Ta)4Es".

En la demostracion de la Proposicién se ha probado que las funciones (')’ ﬂ y (T )6

son invariantes, y entonces se identifican con funciones en (T} Q)/G.

Lema 4.8. Las expresiones locales de los campos de vectores reducidos T, en (TQ)/G,
de un SOPDE lagrangiano I',,, son
o -0 ~ 0

Fa = U&+ + F
oq' QY r¥] 8’05

0
6w5

(Ta)4

9]
+ (Y5 (vhwh, — viwh) — Couwiwh + Kgviw ) a—wg
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v

Demostracion. Los campos de vectores reducidos I',, son,
“ . v C “ C oy Y V “ o
Iy =0 X +wiE, + (Fa)’ﬁXjB + (Fa)3la”,

y por lo tanto, de las expresiones del Lema se concluye el resultado. O

Sea QUS: R* — T}Q /G una seccién integral del campo de vectores reducido I" del SOPDE
lagrangiano I', con expresion local

¢ RF — TIQ/G
t = o) = (¢ = d'(1), v, = (1), ws = da(1)) .

Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones 1| ¢ satisface las ecuaciones de campo
de Lagrange-Poincaré,

09

ote T

g (ol . [/ b ik b ey Ol o
(4.7) e (aug O¢) T g °0¢ = (Kjos — Ti05) 8_11)2, ° 9,

0 al - ol -
K ( o ¢) = (Thaoh— Ch) gz o6
Las ecuaciones anteriores se corresponden con las ecuaciones de Lagrange-Poincaré
que aparecen en [30] teniendo en cuenta que el formalismo utilizado en este caso (el forma-
lismo k-simpléctico) no coincide con el utilizado en [30] (el formalismo de fibrados de jets).
Una manera de relacionar estos dos enfoques es escogiendo el espacio base del fibrado de
jets en [30] como P =R* x @, y suponer que el lagrangiano L: J'P = R* x T}Q — R no

depende de los pardametros t“.
Si se supone ahora que el espacio () coincide con el grupo de simetrias G, entonces
las ecuaciones de Lagrange-Poincaré se simplifican a las siguientes ecuaciones en

(T:G)/G = g*
DO O
ot \owe )~ TeTE gub,”

que son las llamadas ecuaciones de campo de Euler-Poincaré, véase [19].

Por la Proposicion [3.8] se deduce que una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
proyecta sobre una solucién de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré. Sin embargo,
a partir de una solucién cualquiera de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré no se
puede obtener una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por esta razén, tenemos
que estudiar bajo qué condiciones los campos de k-vectores lagrangianos I' son integrables,
suponiendo integrable el campo de k-vectores reducido, como se vera en la Proposicion
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4.4. Integrabilidad de un SOPDE invariante

La finalidad de esta seccién es caracterizar la integrabilidad de un SOPDE lagrangiano
I'. En el Capitulo 3] se ha estudiado la integrabilidad de un campo de k-vectores X en la
variedad M utilizando una conexién principal w* en el fibrado 7y : M — M/G, véase la
Proposicién m Para el caso particular donde la variedad M = T}Q y el campo de k-
vectores X = I' es un SOPDE necesitaremos introducir una conexion principal en el fibrado
T)Q - T}Q/G.

Con el objetivo de aplicar los resultados relativos a la integrabilidad del Capitulo
definiremos una conexién principal en T}Q — TQ/G a partir de una conexién en @ —
Q/G, esto nos permitird relacionar las curvaturas de ambas conexiones, asi como relacionar
las derivadas covariantes V asociadas a los fibrados adjuntos (Q x g)/G y (T}Q x g)/G.

De hecho, de este modo podremos utilizar la Proposicién y probararemos el si-
guiente resultado:

Un sopPDE T' € X(T}Q) es integrable si y sélo si su campo de k-vectores reducido
I' € X(T'Q/G) lo es, y si se verifica la siguiente identidad

f‘a(wg) — Da(wl) + (v, wh — vhws G 4 C’gcwa Kfjv;vﬁ = 0.
que se recoge en la Proposicion [4.12]

Con la finalidad de definir una conexién principal en T}Q — T1Q/G, estudiaremos los
campos de vectores fundamentales y los campos de vectores invariantes en @ y en T} Q,
asi como la relacién entre ellos.

Asociados a la accién

. GxQ—Q
se tienen los campos de vectores fundamentales E, = (E,)o € X(Q), definidos para cada
elemento {E,} de la base de g; y los campos invariantes £, = A°E}, € X(Q).
Y asociados a la accion )
N9 G x TIQ — TQ
se tienen los campos de vectores fundamentales {(Ea)Tle} en M = T}!Q, para los cuales
se verifica

(Ea)riq = (Bl = Ef
puesto que, recordemos {r1q = (£0)¢ para todo € € g.

~TEHQ . . .
Denotemos por E.*~ los campos de vectores invariantes definidos como en (3.30). A

. ., R ., =~ STHQ .
continuacién describiremos la relacién entre E¢ y E,* que utilizaremos en el Lema |4.11
Teniendo en cuenta la propiedad (3.31)), se verifica que

L9 = AP EIQ — gbpC.

Puesto que Ea = AZEb, teniendo en cuenta (|1.6)), se verifica
B = (AE)C = AL + (A)E,

(4.8) Ab ~

~ DAL —y Tig 4 OAD
b C d a a
AVEyY + uf xdEb" E.*" +u 58x

E
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Por otro lado, utilizando la expresién del levantamiento completo ([1.5)) de

~ 0
E, = A'Ky
@ e’
obtenemos la siguiente expresién
~ 0 OK; 0 oAb 0
EC — Ab Kc AAb A ape ~
a b e oA guz T e 5ra % 5,0
0 - OAY ,0A° 0
4.9 = AYK¢ L1 2Ky
(4.9) o(Kige)” + gy, o i Ko g
_ gsrie (04T 4 3142 =V,
= F*° + <UQ% + U, Il Eb’a,

la relacion de las cuasi-velocidades ([1.40)), para la referencia Z, = { X, E 4} es la siguiente
Uy = ’Ué, Ug = (wg - ,vazﬁ)KgAflv

entonces substituyendo estas identidades en la ecuacién (4.9)) se sigue que

~ ~ COAD Ab
Be = B9 (o Qe (ug — iy eate ) B
oxt oz

= BaF o (o X(AY) + wiB(AY) B

(4.10)

Si igualamos las ecuaciones (4.8]) y (4.10)) se obtiene la siguiente identidad:

DAY
O Ug =

Por otro lado, de la Proposicién |3.20] se deduce que

(4.11) Xi(AL)ol + Eo(AL)wS

X,(AY)E,
Eo(A)E,

T B, = [XZ,E] [Xl,A Eb]
Ongc [Eo, Ey) = [Ea, ASE,] =

Entonces, de - ) v se obtiene que

(4.13) EC = EN9

a

(4.12)

+ (Yhvh + Clawh) By

Esta identidad se utilizard, como ya hemos dicho, en el Lema para determinar la
accién de la conexién sobre la referencia invariante { X, XY, E¢ EVa}.

Por la Proposiciéon se conoce que un campo de k-vectores lagrangiano I' es G-
invariante en T;'Q. Por lo tanto, para estudiar su integrabilidad serd necesario definir
una conexién principal en el fibrado 771o : M = T'Q — M/G = (T}Q)/G, véase la
Proposicién |3.21]
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Definicién 4.9. [2]] Sea mo: Q — Q/G un fibrado principal por la izquierda. Una cone-
xién principal 99 en Q es una 1-forma valudada en el dlgebra de Lie

V9 TQ — g
que verifica las siguientes propiedades:
(1) 99(&o) =&, para todo € € g.

(2) 9°((D,).(q)(vy)) = Ady(99(v,)), para todo v, € TQ; donde Ad, denota la accién
adjunta de G en g.

Definicién 4.10. Sea 99 : TQ —> g una conexion principal en
T Q — Q/G.

El levantamiento vertical
IC T(THQ) — g

es la conexidn principal en el fibrado principal 7r1q: TQ — (T} Q) /G, definida por
ﬁTkQ(qu) = ﬁQ((TCS)*<Vq)(WVq))7
para todo Wy, € T, (T; Q).

Por lo tanto el siguiente diagrama

(T, Q)
TTCIS\ W
TQ—" 2y

es conmutativo.
El hecho de que esta conexién sea principal, se sigue de que la conexién w® lo es, y de
la propiedad

T7(9ve) (@549, (1,)) = (@0).(90) (T75(vo)(WA,))
La correspondiente forma de conexién o proyector vertical
Wik X(1Q) — X(1;Q)
verifica, para cada W € X(T}'Q), la siguiente relacién
SRW (vg) = [0TCW(v)lrig(va) = WHRAW (v)))]G(vy)
= [09((75)(v)) W (vg) )15 (va)

ya que kalQ = fg, para todo £ € g.

(4.14)
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Lema 4.11. La conezién w™s? verifica:
WEAES) =0, W) =0, WX =0
WHOES) = B = B — (Thvl + Chau) By

Demostracion. Por un lado, puesto que (Tg)*(E;/ﬂ) =0y (TS)*(XzVﬁ) = 0 por ser levan-
tamientos verticales de campos de vectores en ) se obtiene por la definicién (4.14)), que
WwhQ(Ey) =0y leQ(XV’B) = 0.

Por otro lado, como X; es horizontal y (TQ) (XC) = X; se concluye que w*?(XE) = 0.

Finalmente, utilizando que w@(EC) = EC por ser w9 una conexién principal, las
ecuaciones anteriores, ([4.8]) y (4.13) se concluye que

(9A
Oz

b
Aa wTle(EVB>

WT%Q(ES) = (AbEC+ ug ) AT Q(ES) + uf d b

— AYEC = Ei9.
O

A continuacion, descompondremos un SOPDE I' en su parte horizontal y vertical con
respecto a la conexién w’@, lo cual serd imprescindible para establecer la relacién entre
. . . 1
las curvaturas de las dos conexiones definidas anteriormente, w® y w7+ <.
Si se escribe I', como en la férmula (4.6]), entonces
1 1 . ~ ~ . \V ~ -~V /\Tl
W) = W QWL XE + wlES + (T)3X)" + (T0)SEL") = wiEa?

a

y por lo tanto la parte horizontal de I', es

vi XC + (fa)%X]% + (fa)gE\a + (Yo, vhws + Cowiws )E\z/ﬂ.

Utilizando las ecuaciones del Lema [4.7] se calcula la expresion local del campo de
vectores reducido correspondiente a esta parte horizontal

0 0 = 0 0
+(Fa)5 + (P2 viw? + C° wiw?) ——.
7 owly v, 7 ows g 7T ot

— + (KLl — Thws) =) + (Ta)h—

La expresién anterior coincide con la expresion del Lema del campo de vectores
reducidos Iy. Por lo tanto, utilizando la conexién w’*?, la descomposicion (3.39) de T', en
su parte horizontal y vertical es la siguiente:

™ \h ™ \v B a pTiQ
(4.15) o= (To)"+ (T,)" = (Ty)" + w'Ey*
es decir, la seccién T, € Sec(g — (TEQ)/G) tiene como coeficientes X = w?.

Ahora se estudiaran una serie de propiedades que permitiran relacionar la curvatura de

la conexién w’i@ y la curvatura de la conexién w®@:
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» i los campos de vectores W € X(T}Q) y X € X(Q) estdn Tg—relacionados, entonces
también lo estdn los campos de vectores wTkQ(W) y w?(X).

Sea v, € TQ y los campos de vectores W € (T Q), X € X(Q) 7f-relacionados, es
decir (75).(vy) Wy, = XTé(Vq) = X,, entonces

(8) (Vo) (@THON,) = (78).(va) (091, )G (vy) )

» Para los levantamientos horizontales, correspondientes a cada una de las dos conexio-
nes, existe una propiedad similar. Si se denota el levantamiento horizontal asociado

. . - 1 .

a w? por h, y el levantamiento horizontal asociado a w”+? por hy, obtenemos que si

W e X(T1Q/G) y X € X(Q/G) estin 75-relacionados, siendo 7: TLQ/G — Q/G,

entonces W y X" estdin Tg—relacionados.

En efecto, sea v, € T} Q, como W y X estan 7g-relacionados se tiene que (7’5)*<[Vq]>W[vq] =

X 7 ([ve)) = X [q- Entonces se sigue que,

V)

(TE) (v W (vy) = (T5)u (Ve TeQ (v, W([v,)))
= (Y20 (78, T75)) (v, W([vy)))
= 7q, (7). (V)W ([v,)))
= 19q, Xig) = X"(q)

donde se ha utlhzado la definicién (3.2) de levantamiento horizontal de una conexién
y la propiedad T'7% TG © fyT »Q =A@ 0 (TQ, TTQ) es decir, el siguiente diagrama

T Q
TRQ X196 T(TEQ/G) ——T(T}Q)

(TS,T?%) TTS
Q xqe T(Q/G) TQ

es conmutativo.

= De la propiedad anterior se obtiene directamente la siguiente propledad sean dos
pares de campos de vectores Wl, Wg, X, y X, tales que W, Y X, estdn 7 TQ -relacionados,

i =1,2. Entonces [W* W] estd 75-relacionado con [(Xh XD
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Entonces, se concluye que si W; y X; estan %5-relacionados, para ¢ = 1,2, entonces las
curvaturas

(KW, Wa))¥ = —w s @[, Wa])

(K9(X1, Xp))" = —w@X], X3))

estan Tg-relacionadas, donde ()V representa tanto el levantamiento vertical asociado al

fibrado T}Q — (T;'Q)/G como el levantamiento vertical correspondiente al fibrado Q@ —

Q/C.

Por lo tanto, se deduce que los unicos coeficientes de la curvatura K TiQ no nulos son
aquellos de K9.

Del mlsmo modo, para la conexién adjunta, si T es un campo de vectores en (TQ)/G
que esta TQ -relacionado con un campo de vectores X en Q/G, y si Z es una seccién de
(TEQ x g)/G que estd relacionada con una seccién Y de (Q x g) /G, entonces

(VYV%;QZ)U _ [th, Zv] y (V?(Y)v _ [Xh’Yv]

, . , . . ., 1
estan Tg-relamonados. Por lo tanto, en términos de los coeficientes de la conexién V7@,
esto significa que los tnicos coeficientes de la conexién no nulos son aquellos de V<.

El siguiente resultado establece la expresion en coordenadas (3.41)), para el caso de
X=T.

Proposicién 4.12. Un SOPDE I es integrable si y solo si su campo de k-vectores reducido
I loes, ysi

fa(wg) —Da(wl) + (viwh — vhwi) Yo, + Cowiw§ — K UB = 0.

« ac OL (et

En términos de secciones integrales, si
o(t) = (' = ¢'(t), vl, = $i (1), wh = B (1))

es una seccién integral del campo de k-vectores reducido I' esto significa que

0l OB . o
aff afﬁ + (Gadh — D00) i + Cactadh — Kijdudy =0
tonde P bV — (B (g — 99
onde I'a(wp)(6(t)) = (Ta)5(0(t) = 5.

Como el campo de k-vectores reducido T es integrable, es decir [f‘a, f‘ﬁ] = 0, se obtiene
que, entre otras cosas, las secciones integrales deben verificar

¢ o¢l,
ot oth
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Si se considera el espacio () = G, entonces simplemente se obtiene la siguiente expresiéon

f‘a(w%) - fﬁ(wg) + Oabcw(olcwg = 07
que es el andlogo a la condicién de anulacién de la curvatura del Teorema 3.2 de [19], que
permite establecer la equivalencia entre soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange y
las soluciones de las ecuaciones de Euler-Poincaré.

A continuacién, veremos la comparacién con [30], cuando estos resultados son trasla-
dados al formalismo k-simpléctico. }

Como al final de la Seccion , podemos definir la conexién 7! como en , es
decir,

(4.16) W (V) =0 (1) = [(Te 0 9)E]Y

donde en este caso la expresion (3.42)) es:

WO (V) = wiQ((m).(p)(V;)) -

En [30] se definen las conexiones A” y A?, con
A% — ar ¢ :

donde p = TriQ © ¢; estas conexiones, cuando se trasladan al formalismo k-simpléctico son
andlogas a las conexiones que aparecen en ({4.16]).

Por lo tanto, la Proposicion para el caso cuando el campo de k-vectores X es un
SOPDE I' (que es equivalente a la Proposicién , caracteriza la integrabilidad de I" a
partir de la integrabilidad de I y es analoga al resultado que aparecen en [30] en su seccién
sobre “Condiciones de reconstruccion”.
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Capitulo 5

k-conexiones: k-conexiones
principales y reconstruccion

El objetivo fundamental de este capitulo es, a partir de una seccién integral del campo
de k-vectores reducido I, solucién de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré; construir una
seccion integral del campo de k-vectores I' lagrangiano.

5.1. k-conexiones

Sea 7 : M — N un fibrado, con coordenadas locales adaptadas (z?, 2z%). En esta seccién
se introducira la nociéon de k-conexiéon en m: M — N.
La sucesién exacta corta ({3.1)

0= VM5 TM L MxyTN =0,

donde VM es la distribucién vertical del fibrado m: M — N, se extiende al nivel de T} M,

(5.1) 0—— (VM) o T 2 M oxy TIN ——0
M

siendo (VM)* = VMx k. xV M, y denotando por i* = (i,.%.,i) la inclusién canénica y
por j* la aplicacién
G5 TEM — M xn TN

definida por
Jk<wm> = jk(w1m7 e 7wkm) - (m’ (ﬂ—*(m)wlnﬂ e 77T*(m>wkm)) = (m7 T];‘Lﬂ-(vm>) .

85
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Definicién 5.1. Una k-conexion en w : M — N es una aplicacion lineal de fibrados
Y& M xn TIN — TEM tal que

-k k-
(52) J o9 _ZdeNTkle
es decir, una escision por la derecha de la sucesion exacta corta.

Asociadas a la k-conexiéon v¥ en 7 : M — N se tienen las aplicaciones
W=k o TIM — TiM, Wb = Idpy — WF: TIM — Ti M
y asi la k-conexién induce la descomposiciéon:
(TEM),, = Im~* @ Imi* = HM,, ® VM,

donde
HM,, = Im~*

denota el correspondiente subespacio horizontal, y
VM, = (VM) =V, Mx k. xV, M = Imi*

denota el correspondiente subespacio vertical. Los correspondientes subfibrados horizontal
HM vy vertical VM proporcionan la descomposicion

TIM = Imh*® Imw* =HM & VM.

A continuacién calculamos las expresiones locales de 7%, h* y wk.

Expresién local de v*: M xy TEN — TEM

Dado que ~*(m, Va(m)) € TLM, se escribe la aplicacién v* como sigue

, 0 0
(5.3) Vk(m,vﬂ(m)) = ( . H&(m,vﬂ(m))axi - Hi(m, Vﬂ(m))%’m, .. ) cTiM
donde H! y H son funciones definidas en M Xy T} N.
De (5.2) y (5.3) se obtiene
ok i 9
(m, Vﬂ'(m)) = (] oy )(m, Vﬂ(m)) = (m, ( .. ,Ha(m,vﬂ(m))% () . )),

pero puesto que

se deduce que
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es decir, la expresién local (5.3)) es

0
oxt

“ 0
. — Ha(m, Vﬂ(m))@

m

(5.4) VM, V() = ( e U (Va(m)) . ) € TiM

donde 1 < o < k.
Si utilizamos el cardcter lineal de la k-conexién 7% se sigue de ((5.4) que

, 0
’yk(m> Vﬂ(m)) = ’Yk <m> ( e auzﬁ(vﬂ'(m))amz 7r(m)’ SRR ))
B
‘ 2
= 7k m, Z uzﬁ(vw(m))<07 ) 07 o1 w(m)’ 07 o 0)
B=1
g
‘ 7
= Z ulﬁ (Vﬂ'(m)) 7k m, (07 ) Oa Ot ) 07 o) O)
=1 m(m)
B
: F 0
(5-4) i
= > uh(Vam) ud (0,...,0, e . 0,... ,0)% i
B=1
B
A
0 0
—-H: 0 0, — 0,...
a(m7( ) Y ?axz ﬂ(m) ) ? ) al'a m’
k
i 0 a 0
= Zuﬁ(vﬂ'(m))(7ég% _Baf(m)axa 7)
a1 m m
donde las funciones B’ € C°°(M) estan definidas por
B
A
Baﬂ(m)zﬂa(m,(o,...,i ,...,0)
a o or’ w(m)
y se denominardn “coeficientes de la k-conexién” ~*.
Por lo tanto, podemos escribir
, 0 0
(5.5) (M, Vagm)) = ( . ,uk(vﬂ(m))((ﬁaxi - B“Y(m) B m), . ) , 1<a<k,
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0 equivalentemente

4 8 i a 6
(5.6) (Vk(ma Vfr(m))>a = ua(vﬂ(m))% o uﬂ(vﬂ(m)) Baiﬂ(m) 0z I

Observacién 5.2. La expresion local de ~*, en forma abreviada, es

k(i .a 1 i .0 0 a ap, i
(5.7) vt 2 ) = (a2 u, :—Bafuﬁ).

)y Yoy Yo

Expresion local del proyector horizontal h* = ~* o j*: TIM — T} M

Sea w,, = (wy,,,...,w, ) € TH M entonces

jk(wm) = (m, (Ulﬂ(m), . ’Ukw(m))>

donde v, ,,, = (M)W, . Por lo tanto, de (5.5)) obtenemos:

hk(wm) = ’Yk © jk(wm) = ’Yk(m7 (Ulw(m)a s 7Ukﬁ(m)>)
, 0 a 0
— ( , ,u%(vﬂ(m))(égaxi - Baf(m)axa D )

teniendo en cuenta que uj(Vr(m)) = Us(Wr(m)), 6 equivalentemente,

9
oxt

0
ox®

(hk (Wim))a = ufx(wm) u,iB(Wm) BZ’?(m)

m m

Expresion local del proyector vertical w® = I dpin — h*: TIM — TIM

Wiw,y,) = WF(w,,. . wy,) = (w1, wy,) — B (wy, . wy,,)
= (.. wa, — (W (wr,, Wk, ))as---)
Ahora, de un céalculo directo se obtiene que

W = (PH(01 0, ) = () B2 ) () 5

m

0 equivalentemente

0

(5.8) WH(Wi) = (-, (Ul (W) + Bff(m)%(wm))%

).

5.
m

A continuacién describimos las bases de HM y de VM. Cualquier k-vector

W, = (Wi, ..., Wk,,)
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en M puede escribirse de forma tinica como la suma

W, = hf(wp) +wk(w,,)

. 0
_ i 8 9| _ pgos
(. .. ,uﬂ(Vﬂ(m))(da Oz | Bm (m) e

+ ( o (U (W) + B (m)ub (Wi )) 5 —
o equivalentemente
(5.9) Wi = (W) X (m) + (g (W) + B (m)ufy(win)) X (m)

donde
X7 = (X)) (X))

son los campos de k-vectores locales en M definidos por

£
P N

m i (m) 81‘“ m

,0,...,0))]a =6" 4

7(m) @ i

(5.10) (XP)a(m) = [v*(m, (0,...,0, o

)

y X7 los correspondientes campos de k-vectores verticales locales definidos por:

B B
N N\
0 0
X?(m) =i*0,...,=—1] ,0,...,0) = (0,... 0,...,0).
(L(m) 1 ( Y ’al‘a m’ ) Y ) ( ) 78'1‘& m? ) ) )
Para cada componente a-ésima podemos escribir
0

m

Wayy = Ws(Win) (X7 )a(m) + (uf (W) + Bff(m)ug(wm))%
Si X es un campo de k-vectores en M se descompone como sigue
X = X, X7 + (X4 + B X5)X,

0 0

donde X, = X! 4+ X° .
onae a@xﬁ—i_ * Oz

Con respecto a las dimensiones se tiene

dim (T M), = km, dimHM, =nk, dimVM,=(m—n)k,
donde
reM, m=dmM, n=dimN.

Obsérvese que las expresiones de (h*(X)), v w*(X), no sélo contiene las componentes
del vector a-ésimo X,.
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5.1.1. Levantamiento horizontal de campos de k-vectores

De manera andloga a la definicién (3.2)) de levantamiento horizontal de un campo de
vectores, se define el levantamiento horizontal de un campo de k-vectores con respecto a
una k-conexién v* como sigue.

Definicion 5.3. FEl levantamiento horizontal de un campo de k-vectores Y en N es el
campo de k-vectores Y™ en M, definido por

Y (m) = +"(m, Y (n(m))).
. . 0 .
SiYs =Y} Eoet o equivalentemente

&
9

Y=Y!0,...,—,...,0
,8(7 P Ot 7)7

entonces, por el cardcter lineal de la k-conexién ~*, se deduce que

B B
-’ -
Y (m) = +*(m, Yi(0 9 0)) = Yiy*(m, (0 0 0))
) /B 9 e ey axz Tr(m)’ ] B ) 9 0y a$l F(m)7 ]

y de la expresion local ((5.10)) se obtiene que

Y =ViX] = (Yion) (X)), .-\ (X))

7

y por lo tanto
0 ap O

- — B ——)).
oxt o 8x“)

(5.11) (Y")o = (Yjom) (X))o = (Vi o) (55

5.1.2. Ejemplos de k-conexiones

A continuacién se muestran dos ejemplos de k-conexiones. Un tercer ejemplo, llamado
“la k-conexién mecdnica”, se estudiard en la Seccién[5.4]y serd fundamental para desarrollar
la reconstrucciéon de una soluciéon de las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de una
solucion de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré.

Ejemplo 5.4. Una conexion “simple”.
Sea v™ una conexién en 7 : M — N. A partir de v™ se puede construir facilmente una
k-conexién ¥ como sigue

Y (m,u) = (7 (m, ), .. A (m,w), w € TEN.
Si la aplicacién v tiene la siguiente expresién en coordenadas locales
M

AM(2t, 2% 1Y) = (o, 2%, 3", 2% = T%(x)2"),
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para ciertos coeficientes de conexion I'Y, entonces

7F(m,w) = (m,ug, T (m)uy,)

es decir, Bff =T'%68. A este tipo de k-conexién se llamaran k-conexiones de tipo “simple”.

Para estudiar el siguiente ejemplo serd necesario introducir el concepto de campo de
k-tensores.

Se dird que A es un campo de k-tensores de tipo (1,1) en M si es un campo de tensores
de tipo (1,1) en 75;, es decir, es una aplicacién C*(M)-lineal

A XF (M) — xF(M).

Localmente, se puede escribir para Y = (Yi,...,Y)) que
TIM —2A~TM
Y< lT%OY
M
es decir,
AY)=7Z,

con Z§ = AGY L.
Como un caso especial, se considera un campo de tensores A de tipo (1,1) en M, y se
extiende a un campo de k-tensores de tipo (1,1), como Zz = A(Yp). Entonces AS§ = AR65.
Se define la derivada de Lie a campos de k-tensores como sigue

(5.12) (LxA)(Y) = Lx(A(Y)) — A(LxY)
para un campo de k-tensores A de tipo (1,1), donde LxY = ([X,Y3],...,[X, Yi]).

Ejemplo 5.5. La conexién asociada a un SOPDE.
Sea M =T}Q y N = Q, se supone que I' = (T',) es un SOPDE. Se denota por J7 el campo
de k-tensores de tipo (1,1), dado por

I LM =Ty(T;Q) — TiM =T(T;Q)
(X1, Xp) = I(X) = (J(X), ..., (X))

donde (J', ..., J¥) es la estructura k-tangente canénica definida en (1.9)), es decir J7 estd de-
terminado por

T(1;Q) = T(T;Q)

k %a)

T,Q
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Entonces, por la definicién (5.12)) de derivada de Lie
Lp 37 THTQ) — T (T,Q)

(suma sobre 7) es un campo de k-tensores de tipo (1,1) en M = T} Q.
Se define una k-conexién en el fibrado 7;'Q — @ mediante su aplicacién conexién, es
decir, mediante su proyector vertical:

W' T(T,Q) = Ty (T, Q)

definido por
1
= <’f Idryriq) + LFv”) '

Si la expresion local del SOPDE I en T Q) es

entonces w*(X) = ((W*(X))1, ..., (W*(X))s) tiene expresién

(X)) = (X)2 + XEBE)

donde los coeficientes de la conexién son Bgfa =0T,y

1 0

A A

=———= ().
&= Tk iaue Mo

Entonces, como sugiere la forma de los coeficientes de la k-conexién Béfa, esta k-

conexién es de tipo simple. De hecho es la conexién asociada a la conexion en el fibrado
T!Q — Q que fue definida en [93] para T.

5.2. k-conexiones principales

A continuacién se definiran k-conexiones principales en el fibrado principal 7y, : M —
N = M/G, como cierto tipo de k-conexiones en dicho fibrado.
Es conocido que la distribuciéon vertical V' M se identifica con M x g del siguiente modo

VM — Mxg
Em(m) = (m,§).
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Si &, pertenece a g, se define el campo de k-vectores fundamental (&1, ..., &)y como

(&1 & = (€ - (&) € X5 (M),

por lo tanto, también se puede identificar (VM)* con M x g¥, como sigue

(VM =VMx k. xVM = M xg*
(5.13)
(E)m(m), ..., (G)u(m)) = (m, &, &)

Teniendo en cuenta esta identificacién, la sucesion exacta corta (5.1)) es ahora de la
forma

. -k
0—> M x g = (VM)F —“o TEM —2o M xyy6 THM/G) —=0.

N N Y~

wk "/k

Sea v* una k-conexién asociada a dicha k-conexién, se define la “forma”
o TIM — gF
Vm - ﬁk(vm) = (51, s >€k’>

siendo
W (Vi) = (&1, -, &) ar(m)

donde w* : TIM — (VM)* C T}Q es la correspondiente escisién por la izquierda.
Recuérdese de nuevo que una conexién principal en my,: M — M/G es una 1-forma ¢
en M y g-valuada verificando

(1) 9(&n(m)) = &, para todo & € g y para todo m € M.
(2) ((Py)s(m)(vi)) = Ady(I(vy,)), donde m € M y v,,, € Q.

Es evidente que

ﬁk((éb . 75k>M) = (517 ee . ,51@)7

que se corresponde con la propiedad (1) de la definicién de conexién principal. La propiedad
(2) nos lleva a establecer la siguiente definicién.

Definicién 5.6. Una k-conezién v* en mp - M — M/G se dice que es principal si
(5.14) (9" 0 &5 ) (Vi) = (Ady)* (0" (vin)),

para todo v,, € TEM, donde (Ad,)* : g* — g¥ es la aplicacion Ad, : g — g en cada uno de
los k factores.
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Obsérvese que la condicién ([5.14) significa que
ﬁk((q)g)*(m)vlma s (Rg)s(m)v,,) = (Adgwk(vm))l’ e 7Adg(19k(vm>>k') :
Cuando se expresa la misma condicion en términos del k-tensor
WP TEM = TEM

dicha condicion es equivalente a

(5.15) @Z’“lM owfF =who CIDTlM
En efecto, si 9%(v,,) = (&1, ..., &) entonces
W (gm)(gvm) = [0"(gvm)|ar(gm)

= [(Adg)* (" (vin))]as (gm)

((Adg&i)ar, - -, (Ady&r)ar) (gm)

= (5 (E)arlgm), .-, P (&) ar(gm))
(D) (m)((E1)ar(m)), -, (Bg)« (M) () 1a(m)))

= g(gla cee 7516)M(m)

= 90" (V)

= gw*(m)(Vm))
donde se ha utilizado (®g-1)*Ear(gm) = (Pg).(m)Enr(m) vy (Adg€)ar = @1 &ar, véase [1], y
la notacién gv,, = <I>T1M Vin)-

Observacién 5.7. Teniendo en cuenta la definicién de derivada de Lie (5.12)) de campos
de k-tensores, (5.15)) es equivalente (cuando G es conexo) a

(5.16) L, =0,

si se considera la accién de w* en campos de k-vectores.
En efecto, sea Y un campo de k-vectores en T} M, entonces se tiene

([’Eka)(Y) = LEM (wk(Y)) - wk([’ﬁMY) :

Por un lado, por la definicién de derivada de Lie de campos de k-vectores ([3.11]), obtenemos
que

TrM
(I)e)lzp 173 (Y(m)) - Y(m)

t—0 t

t—0 t

wk(Lg Y) — wk (h'm Tklcb(expt&Y(m)) B Y(m)) k
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por otro lado,

Lol (HY)) = 1 DI V) (m) = H(V)(m)

t—0 t
TIM
o @ (Y)(m) — R (Y (m)
- t—0 t
TIM
@Y (m) — Y (m))
150 t

1
donde en la ultima igualdad se ha utilizado que w* o <I>§’“M = <I>§’“M o wk.

5.2.1. Invarianza del levantamiento horizontal

A continuacién, se probara la invarianza del levantamiento horizontal de un campo de
k-vectores en un fibrado principal my; : M — N = M/G, lo que nos permitird afirmar que
los campos de vectores X2 son invariantes.

Lema 5.8. Una k-conexion principal verifica que
TIM
P gm, ) = g7"(m,u,) = @55 04 (m, u,)

donden € N =M/G yu, € TN, es decir, el siguiente diagrama

M a6 THM)G) — T M

by xId T M
g

TH(M/G) )

k
M X6 THM)G) ——= T} M
es conmutativo.

Demostracion. Sea v,, € T M tal que Tlm(v,,) = u,, y que ademés verifica

GV = (.., (Pg)s(m)(Vay,), - - - ) = Wgm

por lo tanto j*(wyn) = (gm, Tin(Wym) = Tin(v,,) = u,), entonces utilizando w® =
id — " o j* se obtiene que

YHgm,un) = (7 0 3%)(gVim) = gVm — WF(gVm) = g(Vim — W (Vi)

= g(v* 0 j*)(vim) = g7"(m, w,).
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Proposicion 5.9. El levantamiento horizontal X" ¢ X*(M) de un campo de k-vectores
X € X¥(M/G) es G-invariante.

Demostracién. Sea X un campo de k-vectores en N. Hay que demostrar que

TIM ) 9]
oX"=X"o0,,

D,k
es decir X# (gm) = gXH (m), la cual se obtiene a partir de lema anterior. En efecto se
verifica

) v

X (gm) = 7*(gm, X(r(gm))) = g7"(m, X (x(m))) = gX* (m).
0

Puesto que el campo de k-vectores X7 en M es invariante, se verfica LgM)u(H =0, para
todo & € g.

9 9

En coordenadas, esto significa que si X, = X (2’ )W entonces teniendo en mente

x
(5.11)) se verifica que
0= (L5, (X)) = [Bu XEX0) = B X0 X0, + X4 (B0, X[ = XilEa, X0

puesto que Ea()? i) = 0. Por lo tanto, esta identidad implica que los campos de vectores
ng en M son invariantes.

Observacién 5.10. Como se puede observar de la demostracion de la Proposicion[5.9, el
resultado es vdlido para cualquier campo de k-vectores en M/G.

5.2.2. Integrabilidad del levantamiento horizontal: k-conexion sim-
ple

A continuacién, se discutira brevemente la integrabilidad de un levantamiento horizontal
del campo de k-vectores con respecto a una k-conexion principal.

Sea X un campo de k-vectores integrable en M /G. Para el caso especial donde X = X1 ,
la Proposicién dice que si X = X* es integrable entonces la curvatura de w?X" debe
anularse para toda seccién 5 de X.

Sea g5 una seccién integral de X y V, un vector tangente a <;v5*M en un punto p tal que
i(p) = (t,m) € R* x M, si V,, tiene expresion local (3.22), es decir,

0 0

Vo =T"—
815“ ox® p

entonces de (3.23)), y (5.10)) se obtiene que

. o 0 i I\ d
L) = T @imﬂxaow 9

a i 7 [l )
N Ta% i(p) +(Xpo (b)TaXiﬁa(i(p)) + ((Xgo (b)TaBaﬁ + Ya)
i(p
B o | o
= T5al T Ko DT X)) + 2°Euli(p)).

+Y°

<. 0

a

_|_
i(p) dae

i(p)
0
o0z i
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donde Z¢ esta definido por
ZeANKE = (X} o Q)T B + Y.
Entonces, de (3.24)) y (3.25)), se deduce que

0
oz

y

A continuacién, se considera una k-conexién 7* construida a partir de una conexién
M es decir, la restriccién al “caso simple” y se proporcionard una segunda interpretacién
de las condiciones de integrabilidad, como se hizo en la Proposicién |3.21}

Puesto que para una k-conexién de tipo simple Bff = 6°T¢, el levantamiento horizontal

de un campo de k-vectores X en M /G es de la forma

o o, 0
XM), = Xi(== —Ti==) = (X,)",
(XM)o = Xi(o - —To) = (X)
donde el ultimo " se refiere al levantamiento horizontal asociado a M. Como para cada
a=1,...,k,ladescomposicién ([3.36) de (X,)" tiene parte vertical nula, entonces de 1}

se obtiene que

WX (1) = (t, (0 — ()2 (m)To)

y

0
oz

— (t, (Y + B XiT<)

~

= (t,Z°9E,).

h

(5.17) [(XT)ay (XT)5] = [(Xa)", (X5)"] = [Xa, Xp]" = KM(Xa, Xs)

donde KM denota, como antes, la curvatura de de la conexién v, tomando valores en la
distribucién vertical de 7 : M — M/G. Se puede entonces concluir que:

Proposicién 5.11. El levantamiento horizontal X de X correspondiente a una k-conexion
simple es integrable si y sélo si X es integrable y KM(X,, Xg) = 0, para todo o y f3.

Demostracion. El resultado se sigue de la ecuacion ((5.17)) teniendo en cuenta que [Xa, X )"
es horizontal y KM (X,, X;) vertical. Por lo tanto [(X#),, (X)5] = 0 si y sélo si se anulan
ambos sumandos. O

5.3. Meétodo de reconstruccion

El objetivo de esta seccién, véase Proposicion [5.16] es construir una seccién integral ¢
del campo de k-vectores G-invariante X, a partir de una seccién integral ¢u> del campo de
vectores reducido X.

En esta seccién consideramos de nuevo el fibrado principal my, : M — N = M/G,
suponemos que existe una k-conexién principal 4% (o w* : TM — TIM) y que los campos
de k-vectores X € XF(M/G) y X € x¥(M) son integrables.
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Utilizaremos las expresiones locales
0
. X
m * a(m) 8xa m ’
i 0
nim) O‘(m)axi

m(m)

0 0
ot oz w(m)
de X € XF(M), X € XF(M/G) y XH € %k(M), respectivamente.

(X)a(m) = Xi(m)

— B3 (m)Xj(m)

Definicién 5.12. Una aplicacion q;H :R¥ — M se llama levantamiento horizontal de 95 st

(1) mpro b = ¢, es decir, que el siguiente diagrama

M
bi \

™M

R~ M/G

es conmutativo, y
(2) éu es una seccion integral de XH.

A contlnuamon se estudiara qué condiciones debe cumplir el levantamiento horizontal
de una seccion gb de X.
Si las expresiones locales de ¢ v ¢ son

o(t) = (' = &'(1)), v oult) = (d5(1), ¢4 (1),

entonces ¢'(t) = my o ¢y (1).

Puesto que ng es una seccién integral del campo de k-vectores X se verifica que

)

y ahora calculamos ambas partes de esta identidad, la parte derecha es

K (3a(t)) = (Gar). (1) (i

ote

. 9 O, L 00
(5.18) (@).(2) (% t) el * | sl
y la parte izquierda se obtiene utilizando ([5.11))
5.19 X (1)) = X (o ()) =2 BY X (t) 2
(519)  (XMa(6n(t) = Xo(@u)5 =5, — Bl 0n()X(0n ()5 15,0
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Por lo tanto de (5.18]) y (5.19) obtenemos
0%y (Y 0oy af (7 0Py
5.20 —= =X t = —B t
(520) | = Xi G0, S| = B (Gn(e) S|
Por otro lado, recordemos que de (j5.8]) se verifica
.0
(X))o = (X2 + B X]
(Cd ( )) ( a_'_ ixe B)ama
y entonces de (5.19)) obtenemos
v 7 a i a i1 0
(5.21) (W (X (Gu(1)))a = (= Bie Xp(du (1) + By X0 (1)) 5 = 0,

oz

que es equivalente a que w¥( Vg})) = 0 puesto que
O (1) = X (dn (1))

donde éﬁ}) denota la primera prolongacién de ¢y (véase Seccién D
En resumen, hemos demostrado que si ng es una seccion 1ntegral del campo de k-
vectores X, entonces la primera prolongacion gb 5 del levantamiento horizontal de gb I €S

horizontal, es decir, }
& (t) e HM c T} M.

Lema 5.13. Sea gzvﬁ una Sseccion integral de X. Si QVSH: R¥ — M es un levantamiento
horizontal de ¢, entonces

(5.22) W (W) = 0.

]

A continuacién se estudiardn una serie de propiedades para aplicaciones ¢: R¥ — M

que permitiran reconstruir una seccion integral de X a partir de una seccién integral de X.
Sea g : R¥ — G una aplicacién, y g™ la primera prolongacién de g

gP: R — TlG
t — g(l)(t):(...,g*(t)(% )s.-n)

entonces para cada « se verifica

(L)) (0|

En lo que sigue se utilizara la notacién

g (t)g"(t) € g

)) € Tgfl(t)g(t)G =T.G=g.

para el elemento de g* dado por

0

(Lo -tat) (035, 0

) s B (0

)
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Lema 5.14. Si dos aplicaciones ¢, : R¥ — M estdn relacionadas por ¢(t) = g(t)y(t),
para alguna aplicacion g : RF — G, entonces sus prolongaciones de primer orden satisfacen

(5.23) oW =g @+ (g7 9 ow) ,
o lo que es lo mismo
S (1) = (Pyiey)« (0 (1)) [0 (1) + ((Lg-100)x(9(1)) (957(1))) 5, (0(8))]
para todot € Dom ¢ N Dom) y para todo o = 1,...,k, donde
..

o0 = (1), = 0.0 (o
Demostracién. Sean v, € T,G y m € M. Fijemos n = h™lv, € g. Entonces es conocido
que,

(®rn)+(h)(0n) = (Pn).(m) (s (m)),
véase [1].

Utilizando la regla de Leibniz y la propiedad anterior, se obtiene

40 = 0.0 (57,) = @00 (0 (75

)
l))

(5.24) H( Py« (9(1)) <9*(t> (@
t> + (ba)ur © 1/1) 7

= (@)l (v-00) (5

donde
) €9,

6 = (Ly)-(0()) .0

t

0
denota el a-ésimo componente de g~ g") : R¥ — g*. Por lo tanto sustituyendo v, () (%

)-

%(11)(75) y &, en (5.24)) se obtiene

O(1) = (2(0)- (L (1) [ (1) + (Lg-19)(9(2)) (957 (1)), (W (D))]

lo que concluye el resultado. ]

’ Problema de reconstruccién\
Para resolver el problema de reconstruccién debemos plantearnos la siguiente cuestion,
;cudles son las condiciones que debe verificar ¢(t) para que

(t) = g(t)ou (1)

sea una seccién integral de X?



5.3  Método de reconstruccién 101

Por la definicion de seccién integral , se debe verificar que
o =Xoo
o equivalentemente, por la propiedad , tomando
V= 0n
se ha de verificar que
o =g <<52) +(g7 g o Q\gH>

es decir
(5.25) g oV =g Xod =3y + (979" 0 o

Si se multiplica la parte izquierda de la ecuacién anterior por g~
invariante y la accién libre se obtiene que

97 (X0 d)](t) = g ()(X((1)) = X(g™'(t) #(t)) = X(g ™' ()g()on (1)) = X(Pn (1))

es decir

1 entonces por ser X

(5.26) g ' =Xoop
y por lo tanto de ((5.25)) y ([5.26]) se deduce que
(5.27) Xogn=g" 0" =34 + (97" 9")ar 0 dur.

k

Si se aplica la forma de conexién w” en ambos lados se obtiene que

WX o dp) =S + (679 a0 du) = W (g7 M )ar 0 d) = g9V,

donde se ha utilizado (5.22)), es decir w ((52)) = 0.
Por lo tanto podemos afirmar

Lema 5.15. La condicidn que debe verificar g(t) para que ¢(t) = g(t)ou(t) sea seccion
integral de X es la siguiente,

(5.28) g7 = wF(X o o).
es decir
(WX o gu(t)a = (Ly10)-(g@)(g" ()]  1<a<k.

Esta ecuacion en derivadas parciales en g se denominard la ecuacion de reconstruccion.

Si esta ecuacién tiene una solucién g(t), entonces se puede reconstruir una seccién
integral ¢(t) para X a partir de una seccién integral ¢H( ) de X4,

El resumen de esta seccion se recoge en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.16. Sea X un campo de k-vectores integrable e invariante en M con campo
de k-vectores reducido X. Sea gzuﬁ una seccion integral de X Y gf;H: R¥ — M un levantamiento
horizontal de (5 Si g: R¥ — G es una solucién de las ecuaciones de reconstrucion ,
entonces la aplicacion ¢: RF — M definida por

(t) = 9(t)ou (1)

es una seccion integral de X.
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5.4. La k-conexion mecanica

En esta seccién construiremos la k-conexion mecanica, que es una k-conexion principal
en el siguiente fibrado

Trig: T,iQ — Tle/G

considerando un lagrangiano L € C*=(T}!Q) invariante con ciertas condiciones de regulari-
dad, es decir, debemos construir una escision de la siguiente sucesion exacta corta

0— (V(T}Q))* —" THT}Q) = T}Q xp1q/0 THTIQ/G) —0

o describir el correspondiente subespacio horizontal.

Con la finalidad de construir una escision para la sucesién exacta corta anterior, se
consideran las formas k-simplécticas w{ de L, y se definen las aplicaciones lineales

gf,‘f  T,QxT,QQ — R

(ugrwg) = 93;5(%7%) = wi(vg)(X(vy), YVE(vy)),

donde X,Y son campos de vectores en @ tales que X (¢q) = u, y Y(q) = w,.

La expresion local de g“ff en coordenadas locales (g4, u?) es

s L
9o = ———
T Qupouf v,

(67

dg’ (v,)  dg®(v,).

A continuacién, se utilizaran las siguientes notaciones para los coeficientes de gf,‘f con

respecto a la base de campos de vectores {X;, E,} en Q:

052 (ve) = 922 (Xi(a), X)), 927 (vy) = 927 (Xi(q), Ealq)),
95" (vq) = 932 (Ea(q), Ey(q)),
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que tienen las siguientes expresiones:

O*L O*L
p = ¢B(X.(q). X: - — b Ak
A% i N - - i c -
-g’L_] ( q) qu ( (Q) J(Q))) auaau% v b augau% -
0*L 0*L
A DA KA K]
e dui,0ug lv, AR At 8u38u£ vq
0L 0L
= X" —| - YA
i (Vq) 8u]6 - ,yj b caug Vq)
V
= X" (V) (X" (vo)(L)),
~ O*L 0L
{Xﬂ — a,f X, E — b Kb faAch
Yia (VCI> qu< Z(q)7 a(q)) 8’&%0’&8 vq a au%aug vq a Vi Aetre

KS) = X2 (Vo) (B, (vo) (L)),

vy = el (Bala) Bule) =~ | ek = BYo(vy) (25| ki
Yab a) = Yy, a\q); Ev\q _au%auquab_ a q auquB
~ ~v,
= B (vo)(E,(vy)(L)),
entonces:
@, «@ V a, o Y a, = o =V
(5.29) gijﬁ:XiV (XjB(L))7 giaB:XiV (EbB(L))7 gabB:E;/ (EbB(L))-

Definicién 5.17. Un lagrangiano L se denomina G-reqular si la matriz (gsf) €s no sin-

gular.

Obsérvese que, teniendo en cuenta la Proposicién [1.24] se sigue que

) = B BP0 = (K (5o ) )

2L
por lo tanto, la condicién de la definicién anterior es equivalente a que la matriz < S D )
ug du
sea no singular en todo punto.

Las aplicaciones gf,‘f no son completamente simétricas, sean

0 0
X=X""—eY=Y"—
dzA © oxA
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tales que X(¢) = u, y Y(¢) = w,, entonces

0°L
95 (g wq) = W (vo)(XO(vy), Yo (vy)) = oprr | XAYP
Ié] a 'Va
P gri) = W) (XOwg), YVo(w) = —2 | xay®
Vq q> Yq — L\ Vg q)s = 7
dufoup v,

pero si se verifica la relacién g“ff(uq, wy) = gff;o‘(wq, u,), que da lugar a la siguiente aplica-
cién simétrica

Gvy (TrQ)g x (T Q)q - R

(ug = (ta,), Wq = (wg,)) — gv, (g, W) Z g uaq,w[gq
a,B=1

sumando en o, f € {1,...,k}.
Definimos ahora el subespacio horizontal de la k-conexiéon mecanica en el fibrado

Definicién 5.18. Dado un k-vector v, € TQ se define el subespacio horizontal en dicho
punto como sigue

H(T;Q)v, = {Wy, € (T(TiQ))v, = 9v, (L6 (Wy,), (G, -, &)ala) = 0}
Un elemento
W, = (Wi)v,, .. (Wily,) € Ti(T;Q) . vq € T,Q
es horizontal para la k-conexion mecénica si y soélo si se verifica
k
(5.30) Y g (1) (v (Waly,): (€5)a(a) =0
a,8=1

para todas las k-tuplas (&;,...,&) € g~
Si se escribe cada elemento

Walv, € Tv,(ThQ) 1<a<k
en funcién de la referencia inducida por { X, Ea}, véase la Proposiciéon m
(5.31) Wa)v, = Wo X (vo) + WIE (vg) + ZZ,BX ﬁ(vq) + Za,BE *(vq)

donde 1 <1 <n—-dy1l<a<d, siendon=dim @ y d = dim G; entonces, teniendo en
cuenta ((5.30]), se obtiene el siguiente resultado
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Lema 5.19. (1) El k-vector

(2)

qu = ((W1>Vq7 ceey Wl)vq>
es horizontal, si y solo si,
(5.32) Wi g” +Wagy’ =0
para cada o = 1,..., k.

Si el lagrangiano es G-regular, entonces el k-vector W, es horizontal si y sélo si

i i Vi a 1V
(533) (Wa)Vq = W'yHi’YOc<Vq) + Za,BXi B(Vq) + Za,BEaB(VQ)a
donde
H), = 8,X{ - BIEY
con
(5.34) Bl = g g%

Demostracion. (1) El k-vector Wy, es horizontal si, y sélo si

(2)

0 = 68 () (va) (Wa)): €10 @) = 95" (WiXila) + WeEa(a) . &4 Eu(a) )
= Wil 927 (Xi(q), Ev(q)) + W2 &y 927 (Ea(q), Ey(q))
= Wiy +Wags)
para todo 5};, de donde se deduce el resultado.

Si el lagrangiano es G-regular, entonces de (5.32)) el k-vector Wy, serd horizontal si
verifica

(5.35) W = =W (g5 D)~ (93 = =WV, g5 93
es decir, (W,) toma la forma
(Wa)v(; = WoiinC(Vq) - Wl gﬁagzbﬂEC(Vq) + ZZBX ( ) + ZaBE ( )

lo que concluye la demostracién.

De las expresiones ([5.31]) y (5.33) se concluye que cada elemento

qu = ((W]-)Vq7 SRR (Wk)vq)
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de (T} (T; Q))v,, se descompone en una k-tupla horizontal
i i Vi a Vi
(HWy,)o = WIH (Vo) + Zos X7 (vVe) + ZogEa” (V)

y una k-tupla vertical o
(Vqu)a = (W3 + WZBW(Z)ES(Vq)

Y- ai

Por lo tanto,
(5.36)
Wa)v, = (HWy )o+(VWy, )q

q

= [WIHL(ve) + Zis X0 (vo) + Z8 B (v)| + (W + WIBIDES (v)|

vPai
Es decir, la k-conexién mecanica induce la descomposicion:
(Te(Th@)v, = H(T;Q)v, ® V(T Q)v,,
donde el subfibrado horizontal local H(T};Q)v, = Im ~* estd generado por:
< H (v), X7 (vy), X5 (vy) >
siendo los campos de k-vectores los definidos a continuacién

Hi(vy) = (Hi(vy),..., Hi(vy),

a
N’

XZaIB(Vq) = (07"'707X1:‘/6(Vq)707"'70)7

«
A

Xe3(v,) = (0,...,0,Ea’(v,),0,...,0);

y el subfibrado vertical local V(T}}Q)y, = Imi* estd generado por:
< X% (vy) >

siendo los campos de vectores

X%(vy) = (0,...,0,E%v,),0,...,0).
Con respecto a las dimensiones se tiene
dim (T (T Q)v, = kn + k*n,
dimH(T,Q)v, =k (n—d) + k*n, dimV(T}Q)y, =dk,

donde
v, €TQ, n=dimQ, d=dimG.
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Obsérvese que las expresiones de HW, y VW, no sélo contiene las componentes del
vector a-ésimo W,. Por lo tanto, la conexion mecanica no es de tipo simple.

La correspondiente aplicacién QF : TH(TLQ) — g* asociada a la k-conexién mecdnica
verifica

Qk(HWVq) = O’ Qk((glﬁ v 7§k)Tle(Vq)) = (517 cee agk)

Lema 5.20. Sea I un SOPDE, su descomposicion en parte horizontal y parte vertical es la
siguiente

HT, = (o} B EC + 0, XC + (Fa)) X" + (Fa) B

Y=o

(5.37)

VT, = (v2 + v B} EC.

¥y ot

Demostracion. Sea I' un SOPDE, por el Lema su expresion local en términos de la
referencia {X;, F,} es

Lo = 02 X + 02BS + (Ta)} X" + (Ta)4Ed",
y de la descomposicién (5.36]) se concluye el resultado. ]

Ademas, la k-conexién mecéanica asi definida verifica la siguiente propiedad:

Proposicion 5.21. Sea L un lagrangiano G-reqular e invariante. La k-conexion mecdnica
OF determinada por L es una k-conexion principal en el fibrado principal TriQ T'Q —

(T, Q)/G.

Demostracion. Por la Definicién de k-conexion principal y la condicién equivalente

(5.16)), hay que comprobar que
LET]%QM = ngwk =0,
donde wk: THTLQ) — THTQ) es el campo de k-tensores de tipo (1,1) asociado a la

conexién QF, v la derivada de Lie es la definida en la expresién (5.12)).
Sea W un campo de k-vectores en T} @, entonces

(LW (W) = Lpe(wh(W)) — W ([ES, W])
= Lpe(W(VIV) = WH((ES, VIV]) — w*([EC, HIW])
= Lpc VW = [EC, VIV] — *(VIES, HW))
= —V[ES, HW],

donde se ha utilizado que WEHW) = 0, w*(VW) = VIV y que los campos de vectores
Lzc VW = [ES, VW] son verticales.
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Si se escribe W en coordenadas locales como

Wo = WiXC + WEEC + 71, X" + 20,y

entonces su parte horizontal serd de la forma,

iy i Vs a 7°Vs
Si se calcula ahora el corchete de Lie [E’f, HW] se obtiene lo siguiente,
[ESHW] = EC(W)H, + Wi[ES HL) + EC(Zig)X,” + Zi[EC. X"
~ ~V, ~c =V

+ES(Zo)E," + ZsES By,

cuya parte vertical es N N
VIE; HW] = WJ[E7, H},],

puesto que [EC, X,?] = [E,, X,]V6 = 0y [EC, E,"] = [Ea, Ey)" = C4,E.". Por lo tanto,
Lpew =0 & [E] HL]=0,
es decir, hay que comprobar que los campos de vectores H, son campos de vectores
invariantes en T} Q.
Por un célculo directo se obtiene que
(B 1) = (~ES(BY) + BIC,) B
entonces la invarianza de H es equivalente a
ES(BY) = BliCiu:

Utilizando las relaciones (5.29) y la invarianza del lagrangiano se obtienen las siguientes
ecuaciones,

= E§(95") = Chu 9" + Chy 927
E§(g5]) = ES(EV(B,"(L) = [ES, EY)(E," (L)) + EV(E§(E," (L))
= [Eq, B (E," (L)) + EY=([ET, B,")(L)) + E(E,"(E (L))
= Cg,EY(E," (L)) + EY*(C4,E (L))

= OS5, 957+ C5 g%°.
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- E{(g3") = Chgi”
ES(g3") = ES(X(E,"(L))) = [ES, X!*|(E,”(L)) + X~ (E§ (E,”(L)))
= X[ (IBG, By + By (BS (L)

e -V e &
X'Va( dbEeB(L)): bgieﬁ‘

2

= BJ(955) = —E§(957) 955, 9% - ~
Como Ef (gei” 95,) = EF(8562) = 0 se sigue que g EF (957,) = —E (g27) g,
ademds, por ser L G-regular se tiene la ecuacion deseada para la matriz inversa gg< .

Utilizando estas propiedades y la expresion Bgf = gging se obtiene directamente que

ES(BY) = ES(d%,957) = ES(g5) gi” + 9% ES (a3”)
= —ES(g2) g5t gt 93" + 9% ES (937
= —(CL g} + ClLglgst, g a3’ + ght, C5, g1
= O 9a s’ — Chdfags’ + 95 Coc gl

= —Cd

ac

be B _ d ¢ _ prbod
gﬁ?a 9p = _Cac Bai - Bocicba
lo que concluye la demostracion. ]

En la siguiente observacion estableceremos los componentes de la k-conexién mecanica:

Observacidén 5.22. Consideremos las coordenadas (¢, ¢%, v’,, w®) en T} @, con la finalidad
de establecer la relacién de la k-conexién mecdnica en T}'Q con la definicién general
de k-conexi6n en una variedad M, determinamos las coordenadas (z%,z%) en M = T}Q
como (') = (¢, v, w?) y (x%) = (¢%), es decir

Trig TQ - T'Q/G
(¢, q%, v, we) = (¢ v}, ws)

entonces, haciendo un calculo directo en coordenadas locales se deduce que los coeficientes
de la k-conexién mecdanica son:

Bal =037 AL + BR(KTYy v BLf, = Bay, =0,

donde B estan dados por (5.34)
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Esta seccién finaliza con la reconstruccion de secciones integrales de un SOPDE lagran-
giano I' a partir de secciones integrales del campo de k-vectores reducido, utilizando la
k-conexiéon mecanica.

Como T es G-invariante, y la k-conexion mecanica es principal, la componente horizon-
tal HT de T es el levantamiento horizontal T'¥ del campo de k-vectores reducido T.

Por definicion el levantamiento horizontal de una seccion integral

(4" = &'(t), va = du(t), ws = ¢5(1))

de I es una seccién integral de I'H = HT',. En principio, es necesario _reescribir HI',, en
téminos de la referencia {Z4} = {X;, E,}, v utilizar las expresiones (1.41)) para calcular
una seccion integral

(qi - qbi(t)u qa - ¢aH(t)7 'Ué = qbiz(t)a wg = ng(t))
de HT' (en funcién de las quasi-velocidades). }

Sin embargo, solo es necesaria la ecuacién que determina ¢%(t), ya que el resto (¢' =
O'(t),v!, = ¢ (t),ws = ¢%(t)) estd determinado por el campo de k-vectores reducido T.
Utilizando las primeras relaciones en (1.41)), y la expresién local (5.37) de HI' = T'Z | las
ecuaciones para ¢% (t) son

0%y _

(5.38) -

0t (Ka iAoy + Bl o bnr).

donde se han utilizado las expresiones X; =

~ = 0
a J— a
a_qi _%Ea y Eb—Kbaqa.
Por otro lado, si se utiliza la k-conexién mecénica y las expresiones ((5.37)) , la ecuacion
de reconstruccion (5.28|) se convierte en la siguiente

(5.39) (97'9")a = (v + 0} BY) 0 bu ) Ba
Esto permite reconstruir las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.20]) a
partir de una solucién de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.7)),

Proposicién 5.23. Sea L un lagrangiano reqular, G-reqular e invariante. Con la de fi-
nalidad de llevar a cabo la reconstruccion mediante la k-conexion mecdnica, es necesario
resolver sucesivamente

(1) las ecuaciones de campo de Lagrange-Poincaré para
ot) = (¢' = &'(t), v}, = P (1), wi = G4(t))
(2) las ecuaciones para 3% (1), y

(3) la ecuacion de reconstruccion para g(t),

para obtener la solucion ¢(t) = g(t)du(t) de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
11.201).
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5.5. Ejemplo: Las aplicaciones armonicas

Las aplicaciones armonicas son aplicaciones diferenciables ¢ : M — () entre dos va-
riedades Riemannianas (M,g) v (Q,h) que tienen la propiedad de que sus campos de

tensiones 62¢A 8¢A 8¢B 8¢C
— afs g TV hpA YV YV
(@) =g <ataat5 Fas g + 1805 e ) ’

se anulan (véase por ejemplo [44]). Aqui 9T ; y "I'3. denotan los simbolos de Christoffel
de g y h, respectivamente.

Cuando (M, g) es R* con la métrica Euclidea estdndar, es conocido que las condiciones
anteriores son las ecuaciones de campo de FEuler-Lagrange correspondientes al lagrangiano

L : T'Q — R
(g% ul) — 30hap(qQ)uyus.
Sea I' un SOPDE lagrangiano para L con expresion local

0 0
A A
r, = ua—an + (Ta)s _aug ,

por la Proposicion debe satisfacer
D B, CD
Por lo tanto, en particular el campo de k-vectores I' con expresién local

0 0
A A B, C
Iy =u P Ipougug _Ug

es lagrangiano (a partir de ahora se escribira solamente "T'4, = T4 ).
Supongamos que la métrica h tiene un grupo de Lie de simetrias G que actia libre y
propiamente por la izquierda como isometrias

o I(Q)xQ — Q

(fia) = @(f,q9) = f(g)

donde G =I1(Q) ={f: Q@ — Q| f*h = h} es el grupo de isometrias de la métrica h, cuya
operacién es la composicion y el elemento neutro es la funcién identidad.

La base correspondiente de campos de vectores verticales invariantes se denotan, como
antes, por F,.

La accién ® de I(Q) en @ induce una accién ®%:Q en T!Q definida por

dTQ . I(Q)xTIQ — TQ

(fve) = @TO(fvg) = (o (@)@ (V) -) -
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Si la expresién en coordenadas locales de f y v, € TEQ es f(¢?) = (f4(¢®)) v v, =
(¢*, u?) entonces se tiene que

B(f ) = ()l

Utilizando esta expresién local se prueba que el lagrangiano L es G-invariante,

1 ofF 1 0% 501"
L((I);‘,:kQ(Vn)) = L( A,’l)aAaf?):(saﬁghAB(fc(Q)) aagD 5a£

= 0“°3hpp(q)uluf = L(v,) .

Se define una conexion principal en @) — /G donde los campos de vectores horizontales
pertenecen al espacio complementario del espacio de los campos de vectores verticales. Esto
es equivalente a decir que los campos de vectores X; en () estan definidos por las relaciones

hX;, E,) =0

y por el hecho de que proyectan en los campos de vectores coordenados en Q)/G (esto es,
de hecho, la definicién de conexién mecédnica de la métrica Riemanniana h, véase [7§]).

Denotamos h;; = h(X;, X;) vy hey = h(Ea, Eb) Estas funciones son invariantes. Ademds
se supone que la parte vertical de la métrica, h,,, proviene de una métrica bi-invariante en
G, o, equivalentemente, de un producto interior Ad-invariante en g, es decir,

W E,, Ey) = h(ASE,, ALE,) = h(E,, ) = ha,
Por lo tanto

0 = LEJL(E(,? Ec) = Ea<h<Eba Ec)) - h([Eaa Eb]u E ) h(Eb7 [ECH E ])

= E,(hy) — h(=CL Ey E.) — h(E,, —CL Ey) = C%hg + CLhy,

Qa Qa

esto es, todas las h,, son constantes verificando
abC cd + hchabd - 0

Utilizando Y?, = —~¢C?% | también se obtiene que

ca’

h,, Y2+ hyYE = 0.

De esas relaciones, se calcula que

en efecto,
(5 hdbe wﬂw = % ((S hdbe wgwi -+ 5ahdbcb ’LUB@U )
= %(5g‘hdb0b wﬁw 5ah ddewﬁw =0
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y de manera directa se tiene que
(5.41) 55 ha Yo wGuws = 0.
Teniendo en cuenta las relaciones
h;; = hy— %qAZKIthj )
hia = WAKhaa,
hy = ASKIASKShy,

entonces, se puede reescribir el lagrangiano en términos de estas funciones invariantes, y
por lo tanto el lagrangiano reducido es

1 o
| = §5g(hijv;vé + habwgwg) )

A continuacién, teniendo en cuenta la expresiéon del lagragngiano reducido, se estudiaran
las soluciones I' de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré 1)

Sea I', un campo de k-vectores, cuya expresion local esta dada en el Lema entonces
utilizando las propiedades (5.40) y (5.41)), las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (4.5)) son
equivalentes a

05(Ta)} = 65(=Tjvhvl + hiihg Kb vhw?)

55@@)% = 5adeUﬁwa )

¢ son los simbolos de Christoffel de h;; (que es una métrica Rieman-

donde las funciones F]

niana en Q/G).
Por lo tanto, en particular el campo de k-vectores I', del Lema , con

satisface las ecuaciones (4.5).
Las secciones integrales del campo de k-vectores reducido I'

o(t) = (¢ (1), DL(t), 5 (1))
son entonces soluciones de las siguientes ecuaciones en derivadas parciales

9y 0, ¢’

4 o _ 9P Pu
G43)  Fa =% Fp P

i Ik ji _ b Tk 1d

De las dos primeras ecuaciones, se obtiene que la curvatura KJ, de la conexién actia como
una obstrucciéon para que la ecuacién reducida sea otra vez del tipo de las aplicaciones
arménicas (R¥,6,5) — (Q/G, hij), es decir, si la curvatura K} fuese cero, entonces la

ecuacion reducida seria una aplicacién arménica.
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Con la finalidad de reconstruir la seccion integral de las ecuaciones de campo de k-
vectores I', es necesario calcular el levantamiento horizontal <5H de una seccion integral de
f‘, con respecto a la k-conexién mecanica que se ha introducido en la Seccion Esta
conexion tiene una forma bastante mas simple en este caso.

Como se ha definido la conexién en  — Q/G como aquella para la cual h;, = 0,
tenemos que

@ Vi o a c @
ng'B — XVO‘(XB(L>> :5,3(]174‘7 —’yz AgKbhjc) :(Sﬁhm,

7 J
g2 = XV (B (L) = ALK(0Shi, — ALKy ASK L85 hy
= AgKgéghw — AZKg(;ghzc =0,
g% = EV(E)"(L) = A;KEASKI05hsa = 03ha,

y por lo tanto también
Bl = ghugly = 0.

_La ecuacion l} a partir de la cual se podra determinar el levantamiento horizontal
o (t) = (¢'(t), 9% (1), &% (1), p2(t)) es entonces de la forma

oY

(5.44) o

— 0% (R (ALSE + B 0 6 ) = — 04 (EKEAL 0 ).
Del mismo modo, la ecuacién de reconstruccion , con v? = A%w? es
(97'9"M)a = (& + V2 BYY) 0 6u) Ea = (v3 0 $u) Ea = ((Afwh) © dir) Ea
es decir,
(545) (979" = (A5 0 bn ) G2
Presentaremos un ejemplo explicito para mostrar como se puede reconstruir una solu-
cién, a partir de una solucién de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré. Sea G el grupo de

Lie de matrices de dimensién 4, cuyos elementos g = (z,y, z,6) son del tipo

1 ycosf +xsinf —ysinf +xzcosf =z

(5.46) 0 C?S@ —sinf x
0 sin 6 cosf —y
0 0 0 1

Sea g = (Z,¥, %,0) € G entonces el producto de las matrices que representan los ele-
mentos g y g es la matriz producto ¢g:
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[ xcosfsinf + ycosfcos —y cosfsinf + x cosf cos b 24z |
1  —ysinfsinf + xsinfcosd  —xsinfsind — ysindcos b +(zx + yy) sind
7y cosf + Zsin 6 +Zcosf — gsind +(zy — xy) cos
0 cos(0 + 0) —sin( + 0) x4+ Zcosl+ ysinf
0 sin(6 + 0) cos(0 + 0) —y + Tsinf — ycosh
0 0 0 1 |

Por lo tanto, la multiplicacién por la izquierda
Ly:G—=G
tiene la siguiente expresion

(5.47) (z,7,2,0) — (x4 Tcosf+ysinb,y — Zsinb + jcosb,
' z+zZ+ (2 +yy) sinf + (yz — xy) cos 0,6 + 0).

En [33] se clasifican las doce dlgebras de Lie en dimensién 4, que se denotan por Ay,
con n entre 1 y 12 y en cada caso se enumeran los corchetes de Lie no nulos.

Para el algebra de Lie A4 ;0 cuyo grupo de representacion esta dado por las matrices
del tipo ([5.46)), tiene como unicos corchetes de Lie no nulos

[EzyEs] =k, [E27E4] =—Fk3 y [E3,E4] = L.

Ademas, se puede encontrar en [33] que una base para los campos de vectores invariantes
por la derecha son

~ 0 0 ~ 0 0 ~ 0 ~ 0 0 0
E:E:__ a_ E,= — a0 EZ:_J Fy=— —2— R
oz Yo T oyt 22 T 90 "oy T Var
. . I , O
o equivalentemente, si se escribe E, = Kam, entonces
q
1 0 —y O
0 1 0
(5.48) K = v
0O 0 1 0
y —x 0 1

Por otro lado, la siguiente lista proporciona una base de los campos de vectores inva-
riantes por la izquierda, E,(g) = (Ly).(e)(E,):
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~ 0 : 9, 0 0 0

y — (Lg)*(e)(a—y e) = ginf (% +y%) + cosf <8_y — l‘a) ,
~ 9, 0
B, = (Lg)*(@)(g e) =9

By = (L))o ) = 5

Si se calculan los corchetes de Lie de los campos de vectores anteriores se obtiene

[ T y] = _2EZ ) [Exv EZ] =0 ) [Exv E@] = Ey )
[ Yo z} = 0, [Ey7 EG] = _Ex ) [Eza EG] = 0.
por lo tanto, las tnicas constantes de estructura no nulas son C7 = —2, cly =1y

xr __
Cpo = —1.
Considerando las expresiones de los campos de vectores E, y E,, se comprueba que la
matriz A¢ que aparece en la expresién E, = A’Ey es

cosf —sinf 2(ycosf + xsinh)

5.49 A=
( ) 0 0 1

0
sinf  cosf 2(ysin® —xcosh) 0
0
—y T 2?2 + y? 1

Observemos que esta matriz es independiente de z, este hecho se utilizara mas adelante.
Sea la variedad (Q = R x GG con la G-accién natural. Denotaremos las coordenadas en
Q/G =R por q, y (x,y, z,0) para aquellas en G,

Q=RxG — Q/G=R

(¢, (z,y,2,0)) — ¢
La métrica Riemanniana
h=dq®dq+vdq®df + dr @ de + dy ® dy — ydx ® df + zdy ® df + dz ® db

satistace Lz h = 0, por lo tanto es una métrica invariante. La conexién principal corres-
pondiente en @ — Q/G puede ser representada por el unico campo de vectores horizontal
X =09/9q —v9/0z que proyecta en 9/dq. Entonces,

(5.50) T = —4C% =0,
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puesto que as tnicas consatantes de estructura no nulas son C7,, C% y Ci.
Tomando la notacién precedente, tenemos hy,, = h(X, X) = 1. La parte vertical de la
métrica es
(hy) = dz @ dz 4 dy @ dy — ydz @ df + zdy @ df + dz @ df

representa una métrica bi-invariante en G, véase [33].
Estamos entonces en la situacion descrita anteriormente y por lo tanto podemos utilizar
los campos de k-vectores reducidos ([5.42)) para calcular sus secciones integrales

(£%) = (&7(1), VA (¢), wa (1), wi(t), wi(t), wa(t))

es decir, las ecuaciones de campo de Lagrange-Poincaré. Teniendo en cuenta (5.43)) obte-
nemos las siguientes expresiones,

8¢q_ . 02}%_ éhug_
g~ ) =0 5 =0

donde hemos utilizado la nulidad de los simbolos de Christoffel '], de la conexién hy,, de
las componentes locales de la curvatura K, y finalmente de T°, véase ((5.50)).

qb
De las ecuaciones ([5.51]) podemos concluir que

(5.51)

PI(t) = Lt + 19, wi(t) = g,

es decir
R* — TlQ/G

¢

(t%) = (cht* +b%, ¢k, c§, ch, ch.ch) .

Ahora utilizando las matrices Ky A, véase (5.48)) y (5.49) respectivamente, y la ecuacion
(5.44]) , podemos obtener la expresion del levantamiento horizontal ¢, de la seccién integral
o, es decir

ooy o O, 0, 0

ot~ oo e @ g
Se sigue que:
Oy(t) = —ycit™ + 0%, of(t) =b" (a#z),
es decir, el levantamiento horizontal q; u tiene la siguiente expresion local:

97

() = (Lt b9, b, B, et + b7 b el %, Chs Ch ,cg).
En este momento ya disponemos de la expresion del levantamiento horizontal (5 'y por
lo tanto podemos establecer la ecuacion de reconstruccion ((5.45)).
Recordemos que la matriz A no depende de z, por lo tanto la parte de la derecha de las

ecuaciones de reconstruccion (5.45)) contiente solamente las constantes ¢ y b”. Entonces es
de la forma

(5.52) CE, + CYE, + CZE, + C°Ey.
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Si desarrollamos las ecuaciones de reconstruccién obtenemos que las constantes C'$ son

r T 0 Yy 0 _ 1y.0
C% = cEcosb” —c¥sinb” — V¢,
Yy T 0 Yy 0 z 0
Cy = —cZsinb” +cf cosb’ + b cy,

CZ = 2¢2(bY cosb? + b®sinb?) + 2¢% (b9 sin b? — b® cosb?) + ¢ + ((b%)2 + (bY)?)c,
c? = &.

Veamos ahora la parte izquierda de dicha ecuacién. Sea ¢g: R¥ — G con expresién

g(t) = (05 (1), ¢4 (1), 5 (), ¥5(1)) ,
entonces su inversa tiene la siguiente expresion
() =

(=5 (t) cos(dG(t)) + o4 (t) sin(gg(t)),
—oy(t) cos(9y(t)) — & () sin(gg(t)), —o5(t), —d4(t)) -

Ahora bien, utilizando la expresion (5.47)) de la multiplicacién por la izquierda, dedu-
cimos

0
(7 9M)al(z) = 2= (xoLy1og)

ot e
= O (nt)costefe) + o3(1) sim(601) + o cos(eh(t)) — o} sin( (1)
oo o0y .
= 2% cos(al(t) — 52| sim(ef(0).

y de manera analoga:

L L)
(g7'9M)aly) = Sin(qﬁ"(t))—afg +COS(¢§(t))—af§ ;
ofo o9 o9y
—1,(1) — _ T\ rg
(979)a(z) = Z2| — %O 50| + %O 50 )
o’
~1,4(1) _ 9%
(97'9")al0) = 2|

Por lo tanto se deduce que la parte izquierda de la ecuacién de reconstruccién es la
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siguiente
og? 0
(g7 1gM), = <cos(¢§(t)) 8?0‘ — sin (¢9( ) a(fa) E,
00? 0%y
(5.53) + (sin(¢g(t))$ + COS((bz(t))a%%) Ly
Y 0%  Op? 0
(cbx( )afa Pyt )afa afj) et G_iEe

De este modo, igualando las ecuaciones (5.52)) y (5.53) obtenemos las ecuaciones de
reconstruccion.
De las dos primeras ecuaciones de reconstruccién se puede concluir que

004 994
ot ot

= C7 cos(¢y(t)) + Chsin(¢g (1)), = —Casin(gg(t)) + CZ cos(d(t)),

y, recordando que C? = ¢ de la tltima ecuacién que
oo(t) = cht* + BY.
Para facilitar los calculos, consideraremos el caso donde la solucién para qbg esta dada por
oo (t) =t".
Puesto que suponemos integrabilidad, las derivadas parciales de segundo orden deben coin-

cidir, en particular
PN AN
ot \ot* ] ot \ ot )

Como la ultima derivada de la derecha se anula,

a €T
% (aflg) a(iﬁ (C’x cost! + CYsint ) 0

entonces se debe anular la siguiente derivada parcial

o (0dg 0 ) o 1
ﬁ(atﬁ =5 (C’Bcost +Cgsmt) = —C%sint —l—C'gcost
y por lo tanto se concluye que las constantes CF son cero cuando > 1. Entonces:

¢i(t) = Cysint' — CY cost' 4+ B”.

[gualmente,
¢U(t) = C cost' + CYsint' + BY.
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Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones anteriores, la solucién de (5.45)) para (03
es

@2 (t) = —(B*CY + BYCY) cost' — (B*CY — BYCY) sint! + ((CF)? + (CY)*)t + CZt° + B,

Por lo tanto, puesto que la expresion del levantamiento horizontal QVSH: R* — TQ de
la solucion de las ecuaciones de Lagrange-Poincaré tiene expresion:

(1t + b7, b", bY, —yclt™ + b7, b7, 2, 5, Chs cg,cg),
y por otro lado, por la ecuacién de reconstrucién, la aplicacién g: R¥ — G tiene expresién

glt) = (¢%(8), dL(), B2(2), DL(2)),

donde
v(t) = Cfsint' —CYcost' + B,
v(t) = Cfcost' +CYsint' 4+ BY,
og(t) = t!
y

¢(t) = —(B*C{ + BYCY) cost' — (B"CY — BYCY)sint' + ((CT)* + (CY)*)t' + Cit* + B

Entonces, si utilizamos la multiplicacién por la izquierda (5.47)), se obtiene que la solu-
cién de las ecuaciones de campo lagrangianas

¢(t) = g(t)¢n(t)
son:
#(t) = et
¢*(t) = CTsint! — CY cost! + B2,
¢v(t) = CFcostt+ C{sint! + BY,
¢*(t) = —(B*C? + BYCY)cost! — (B*CY — BYC?)sint! + C?t* + B,
¢(t) = th+1
donde las constantes C¥, C¥, C* y B* tienen las siguientes expresiones
Cr = Ci+b,
cy = Cf—be,
Ca = (GO + (C")oT + CF — el
B* = B*+b°+ Cyb" + CYbv.
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Parte 11

Teoria lagrangiana en fibrados de jets
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Capitulo 6

Fibrados de jets

En la segunda parte de la memoria consideramos un fibrado 7 : E — R¥. Es conocido
que un fibrado sobre R* es trivial puesto que R* es contractil (Steenrod, 1951 [100]), sin
embargo nosotros no utilizaremos este hecho para desarrollar la formulacion lagrangiana
del Capitulo [7]

En este capitulo comenzamos recordando el concepto de secciéon de un fibrado a lo largo
de una aplicacion y de derivaciones a lo largo de aplicaciones.

Después de describir los fibrados de jets de primer y segundo orden J'7 y J?, respecti-
vamente, introducimos los campos de vectores candnicos, To(éo) alo largo de 7y : J'm — E,
v los campos de vectores 74" a lo largo de mo1 ¢ J*m — J'm, donde a € {1,...,k}. Estos
campos seran fundamentales para caracterizar los SOPDESs y las simetrias generalizadas.

Siguiendo a Saunders [98], recordamos la prolongacién de campos de vectores X en E
a campos de vectores X! en Jl, y la prolongacién de campos de vectores X a lo largo de
1,0, & campos de vectores XM alo largo de o ;.

De nuevo, siguiendo a Saunders [98], asociamos a cada 1-forma dt® en R* el tensor Sy,
en J'm, de tipo (1,1). Estos tensores nos permitirdn introducir las formas de Poincaré-
Cartan en el Capitulo [7]

Finalizamos el capitulo introduciendo los SOPDEs en J!7, que son campos de k-vectores
cuyas secciones integrales son primeras prolongaciones j'¢ de secciones ¢ de 7. Estos
campos son una generalizacién de los SODEs que aparecen en la descripcién geométrica
de la Mecanica dependiente del tiempo, y juegan un papel fundamental en el formalismo
lagrangiano que desarrollamos en el Capitulo [7]

6.1. Secciones a lo largo de aplicaciones

El concepto de secciones a lo largo de aplicaciones es una nocion fundamental en la
descripcién geométrica de la Mecénica Clasica [15, 18], 42] 88 OF].

Dado un fibrado 7 : B — M y una aplicacion diferenciable f : N — M, una seccion de
7 a lo largo de f es una aplicacién diferenciable o : N — B tal que m oo = f (véase por

125
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ejemplo [89]), es decir, el siguiente diagrama

B
/ ]ﬂ
T M
es conmutativo.

SimT: B — M es el fibrado tangente de M, 75, : TM — M es la proyecciéon candnica,
entonces las secciones X a lo largo de f: N — M se denominan campos de vectores a lo
largo de f.

N

TM
b
T™
El médulo que forman estas secciones se denotara por X(f).

Sim: B — M es el fibrado cotangente de M, 7y, : T*M — M es la proyeccion candnica,
entonces las secciones # a lo largo de f: N — M se denominan 1-formas a lo largo de f.

T* M
e

TN
NL v

El médulo que forman estas secciones se denotar por A'(f).

Definicién 6.1. Una derivacion a lo largo de f : N — M (o f-derivacion) de grado r es

una aplicacion R-lineal
D: N\M— AN

que satisface las siguientes propiedades:
= siw e N\°M entonces Dwe NN,
w siwg € AT M yw, € N M entonces

D(wy Awy) = Dwy A f*(we) + (—=1)"* f*(w1) A Dws .

Del mismo modo que un campo de vectores sobre una variedad determina dos derivacio-
nes en el dlgebra de las formas diferenciales sobre esa variedad (la contraccién y la derivada
de Lie); un campo de vectores a lo largo de una aplicacién f determina dos f-derivaciones
que transforma formas diferenciales de M en formas diferenciales de N.

Sea X un campo de vectores a lo largo de f : N — M entonces se define una f-
derivacion

ix : AP(M) — AP71(N)

de grado —1 y de tipo 7,, como sigue:
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» para todo funcién g € C*°(M) se define ixg = 0,
» para todo forma w € AP(M) se define
(6.1)  (ixw)(n) (vi,,-..,vp-1),) =w (f(n) (X(n), fi(n)or,, ..., fe(n)vep-1),)
donde vy,,,...,Vp-1), € TnN.
Existe otra f-derivaciéon dx definida por
(6.2) dx =ixod+doiy,

donde d se refiere al operador de la derivada exterior. Esta derivacion es de grado 0 y tipo
d,, es decir, dx od = d o dx.
Observemos que cuando X € X(M), entonces la idy-derivacién iy y dy no son mas
que el producto interior o la contraccién i1y y la derivada de Lie £ x, respectivamente.
Ademads dx es una f*-derivacién asociada a X en el sentido de Pidello y Tulczyjew [88].
Si X es un campo de vectores a lo largo de f : N — M

TM
>
™™
Nt v
deducimos, de (6.1)) y (6.2)) que la aplicacién
dxy : C®(M) — C*®(N)

F — dxF
esta definida por
(6.3) (dx F)(n) = (ix dF)(n) = dF(f(n))(X(n)) = X(n)(F), vn € N
puesto que X (n) € Ty M.
Por lo tanto
dxF: N —R
es la funcion
X(F):N—R
definida por
(6.4) (X(F))(n) = X(n)(F).
Esta relacion entre funciones y campos de vectores queda reflejada en el siguiente diagrama
(6.5) TM
>
™
R Nl R
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6.2. Fibrados de jets de primer y segundo orden

En esta segunda parte de la memoria, trabajaremos con fibrados de jets de primer y
segundo orden J'm y J%7 de un fibrado 7 : E — R¥, donde F es una variedad de dimensién
n+ k.

Si (t*) son las coordenadas locales en R¥ y (%, ¢?) son las coordenadas locales en FE,
utilizaremos las coordenadas estdandar inducidas (%, ¢4, u2) en Jim y (1, qA,uﬁ,uﬁﬂ) en
J%7, que estdn definidas como sigue

t°(jio) = t2(t) =t*, ¢*(j}d) = ¢ (6(1)),

_ 8¢A » 82¢A
ué(jtl(b) = ot |, ué,@(]tz(ﬁ) = oteotB |y

donde 1< A<n,1<a,p<k.

Aqui, ¢ es una seccién de m y jlé, j2¢ son el 1-jet y el 2-jet de ¢ en el punto ¢,
respectivamente.

Para las proyecciones candnicas, utilizamos las notaciones usuales

Jir

ﬂ'y

E 1

N

Rk
donde

1,0 2,1

Jir E, Jirn % RF, O JPr = Jn

jie = et)  Gio — ot Gie = jid.

Para las proyecciones correspondientes al fibrado m; : Jim — R* | se utilizardn también
las notaciones habituales

J17T1

(ﬂl)y

Jir (m1)1

PR

Rk
donde

(m1)1,0

2 TR S P P GV
J = W(t) Ji =t
Sea U : R* — J'7; una seccién de 7 cuya expresion local es

W(t) = (¢, UA(t), T (t))
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entonces, las coordenadas candnicas
(te, qA7 Uﬁ, UA ué,ﬁ)
de j} ¥ son
G 0) = (1), qMGY) = A, ug (3 ) = W),

ovA owl
ot | ’B(jt ) = oth 14

(6.6)
wo (7 0) =

Por lo tanto las proyecciones se esriben localmente como sigue
(Wl)l,O(tQ7qA)u£7ué7uﬁﬂ> (taan A) ) (7T1> (t 7qA uéauﬁuuéﬁ) (ta)

Denotamos por J27 1a variedad de los 2-jets semiholonémicos, esto es, el conjunto de
todos los 1-jets de secciones ¢ de m; tales que

ul (G 0) = uh (5} ),

por lo que las coordenadas en J27 son (t, ¢t uld ul 3); ¥ la expresién local de las inclusiones

J*r C J21 C Jlmy es

(t 7qA uéauéﬂ) (t anv év éﬁ) — (t qu ugvugvuéﬁ)

6.3. Campos de vectores candnicos a lo largo de las
proyecciones Ty y T2

(0)

Para cada a = 1,...,k, el campo de vectores Ty

de vectores To([l)

en E a lo largo de m o, y el campo
en J'm a lo largo ma

T(J'7) TE
2
* T, TE
S g LR
estan definidos respectivamente por
. 0
T (jtg) = 6. (t) (%D €Tyl ,
(6.7) 5
10626) = 0400 0) (5], ) € Tt
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y sus expresiones locales son

0 0
i 7 = %0W1,0+UQ8A07T107
o s 8 +uf 0 — o0 +ul 0 o
a = 7'(' ’ﬂ' ey T .

Utilizando 1) tenemos las aplicaciones dT(o) Y dp)

d ) COO(E) — COO(JIW)

To
dyoy : C®(J'm) — C>(J?n)
definidas por v y Tc(yl), respectivamente.
Como T € X(mp) la aplicacién
dT(gO) : COO(E) — COO<J17T)

[ — dpof= T (f) = f@

estd definida por
FO3te) = dyor FGre) = [TV (NG 6) = T (o) (f) -

La funcién f(® se llamard el a-ésimo levantamiento de f a C*°(J 7).
De se obtiene que su expresion local es

af

(6.9) f(a):—OW10+U OTQ-

of
ot @ A
Como TV € X(my1) la aplicacion

d C>(J'r) — C°(J%n)
G =T (G) =G

M

G — d

{1

estd definida por
D (570) = dpn G(if ) = [TV (G (57 0) = TP (579)(G)

Llamaremos a G(®) el a-ésimo levantamiento de G' a C>(J?7).
De se obtiene que su expresion local es

(610) G(a) = th OT21 +u

O7T21+U O7T21

4 0G
@ Pgh Wa

Dadas dos funciones F'y G en J'7, se puede probar que
(FG) = F(n3,G) + (m5,F)G.
0)

Observacién 6.2. Observemos que los campos de vectores T y TV estéan (o1, m10)-

relacioneados en el siguiente sentido (7). © TV — 704 T 1.



6.4 Prolongaciones de campos de vectores 131

6.4. Prolongaciones de campos de vectores

Recordamos ahora las prolongaciones de campos de vectores de E a campos de vectores
en J'7 y la prolongacién de campos de vectores a lo largo de 71 a campos de vectores a
lo largo de 7y 1, véase Saunders [98], Seccién 4.4 y Seccién 6.4.

Prolongacién de X € X(E) a X' € X(J'w)

Sea X un campo de vectores en E con expresién local

0 0
6.11 X =Xtq) =~ + Xt )=~
(6.11) (t.0) gz + X(t.0) 5
entonces su prolongaciéon X! es un campo de vectores en J'm cuya expresién local es
0 0 dx4 dX 0
6.12 Xloxo— g xA 2 4 (22 _AZ08) 2
(6.12) P ( dte g ) Gud

donde d/dt* denota la derivada total, esto es,
d 0 g O
dte — ote @

Observemos que

para cada F' € C>(J'r).
Por lo tanto podemos reescribir la prolongacién X! de X como

0 0 0
1 _ a A 0 A A 0 B
(6.13) X = °7T1,0)@+(X OWl,o)@JF (Ta)(X ) —uj (X ) uA’
cuyas componentes indicamos en el siguiente diagrama
T(E)

y \
TE
T (XF)

1,0 X8
o — A s E R

A
T (x4) X

Prolongacién de X € X(m) a XM € X(ma1) ‘

Sea ahora X un campo de vectores a lo largo de 7 o, denotaremos por X (1) su prolon-
gacion de primer orden a lo largo de a1,

T(J ) TE
il
Tily TE

L s L
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Si la expresion local de X es

0 0
X = Xa(.x,q,U) % O7T1’O +XA<£C,Q,U>@ o 7T170

entonces la expresién local de XM es

9 0
X0 = (Xomu) gz om + (XM o m) 55 o m

(6.14)
+ (100 — T (0

8UA e} 7T271.

«

cuyas componentes se describen en el siguiente diagrama

T(J'7)

y L
TJlﬁ
TV (XP)

Jir X R.
X

R

Iﬁ})()(A)

Observacién 6.3. Si X es un campo de vectores a lo largo de 7o y 7-vertical entonces
la expresién local de XM es

(6.15)
0 x4 x4 ox4 0
1 A B B
X( ) = (X @) O T9o1 + (W 0721 +Uaaq—B O Ty 1 —I—uw@ O T @ 0 T2
puesto que
A oxA4 oxA4
To(zl)(XA) fe) Mo 1 = W o 2,1 + Ufaq—B o 2,1 + UOLB/}@ e} T2.1-

De acuerdo con |D sabemos que el campo de vectores X a lo largo de o1, define
una aplicacién
dyawy : C®(J'm) — C>(J*n)
F — dyoF = XO(F),

con expresion local

(6.16)

F
dxmF=X%o 7r2,1% oMoy + X4o 7T2,1W o021+ (Tc(yl)(XA) - uch(xl)(Xﬁ)) AuA

cuyas componentes se describen en el siguiente diagrama

OF

O T21,

)
[0

T(J'r)
ol
Jim
T (x8) -
R Pr— i X R
){A
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Observacion 6.4. Si X es un campo de vectores en E podemos considerar el campo de
vectores X o7y a lo largo de my

TE

=)

1,0
Jir—F.

De las expresiones locales de XM y X! se deduce que

(617) (X o} 7T170)(1) == Xl OT21.

6.5. Endomorfismos verticales

Si £ — M es un fibrado arbitrario, a cada 1-forma w en M, se le asocia un campo de
tensores S, en J'm, de tipo (1,1), véase Saunders [98], pagina 156.

Asf en nuestro caso, para el fibrado £ — R*, cada 1-forma dt*, 1 < a < k, define un
campo de tensores canénico Sya en J'm de tipo (1,1), con expresién local

9
out’

«

(6.18) Sare = (dg™ — ujdt’) ®

que a lo largo de la memoria denotaremos por S°.

Observacién 6.5. La k-forma vectorial S en Jlm, definida en [97, O8], cuyos valores son
vectores verticales sobre F, tiene la siguiente expresion local

0
1 _ A_ AR k—1
(6.19) S = ((dg"* —ujdt’) Nd*'t,) @ Du

donde
&t =igjoedt = (1) 'dt" A AT AT A A dt

y d*t = dt' A --- A dtF es la forma de volumen estdndar en R*.
De (6.18)) y (6.19) se deduce que Sy {Sg1,...,S 4} estdn relacionadas mediante la

formula

S =5%Ad1,.
También tenemos dt® A S = —S* A dFt.

6.6. SOPDEs: ecuaciones en derivadas parciales de se-
gundo orden

En esta seccién estudiaremos un tipo especial de campos de k-vectores en la variedad
J'm que denominamos SOPDESs, que se identifican con las ecuaciones en derivadas parciales
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de segundo orden, y que apareceran en este formalismo lagrangiano. Veremos que al igual
que en el formalismo k-simpléctico (y k-cosimpléctico) lagrangiano (véase la Proposicién
, las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener como secciones integrales de
ciertos SOPDES.

Definicién 6.6. Sea
p:UCRF — F
t— o(t) = (..., 5, e (... 1)
una seccion de w. La primera prolongacién jl¢ de ¢ es la aplicacion
jto:UCRF — Jir

2 A
(6:20) t — jlo= (tl,...,tk,gzsf‘(tl,...,tk),%(fa (tl,...,t’“)).

Recordemos que una 1-forma 6 € A'(J'w) se dice que es una 1-forma de contacto si
(7'¢)*6 = 0 para toda seccién ¢ de 7.
El médulo de las formas de contacto es

Ac(J'm) = {0 € A(J'7), (7'¢)"0 =0, Vo € Sec ()},
y estd generado por las formas
(6.21) ot = dg* — u?dtﬁ, i=A, ..., n
La siguiente proposicion es conocida y muestra la importancia de las formas de contacto.

Proposicién 6.7. Una seccion ¢ de m es la primera prolongacion de una seccion de w si
y sdlo si v*0 = 0 para todo 6 € AL (J'T).

Demostracion. Consideremos
v - RF = Jlo
() = () = (2,94 (t), 5 (1))
una seccion de my y 6 = 04(dg* — ujdt®) € AL (J'T). Entonces

o A
¢*9—9AO¢(%_¢§)CZ750‘.

Por lo tanto, ¥*0 = 0 para todo § € AL (J'7) si y sélo si 1/)234 = A /0t?, es decir ¢ = ¢
donde ¢ es una seccién de m con expresién local ¢(t) = (1%, A (t%)). O
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Las formas de contacto forman una distribucion de dimensién n que anula a la distri-
bucion de Cartan, que es la distribuciéon de dimensién k + nk, definida por

C(J'n)= KerS'U...U Ker S*.
De (6.18)) se deduce que X € C(J'7) si y sélo si
(dg" —ugdt®)(X) =0, 1<A<LE,

y entonces la expresion local de X es

Una base local para C(J'7) son los k + nk campos de vectores locales

815 aa—A, 8_147 1§A§TL, ].SO(S]{?
@ q u]

Definicién 6.8. Un campo de k-vectores T = (T'y,...,Ty) en J'7 se dice que es un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales de seqgundo orden (SOPDE) si

dt*(Tg) = o3, S%(I's) =0,

o equivalentemente,
dta(rg) = 5;, 5qA(F5) =0
para todo A=1...n, a,f=1...k.

Todo campo de vectores I', de un SOPDE I' pertenece a la distribucién de Cartan,

puesto que
(qu - uédtﬁ)(ra) = 5qA<Fa) =0.

Veamos ahora la expresion local de un SOPDE. Sea I' un SOPDE con expresion local

0 0 0
[,=T8— +T14 — + T —
o cogr T Poud’

entonces por la Definicion y de la expresion (6.18]) de S, obtenemos

g3 = dt*(Dy) =19

0
— «a _ A A _ A A
0 =5 <Fﬁ)_(rﬁ_u7rg)aué _<Fﬁ_uﬁ)aué
por lo tanto la expresién local de un SOPDE (I'y,...,T') es
0 0 0
B A LAY A A
(622) Fa(t ,q ,Uﬁ)—%ﬁ—uaw—i‘raﬁm, 1<a<k
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donde I'j; son funciones definidas localmente en J'7. Como consecuencia directa de la
expresién local anterior, deducimos que la familia de campos de vectores {I'y,..., Iz} son
linealmente independientes.

Veremos que las secciones integrales de un SOPDE son primeras prolongaciones de sec-
ciones de .

Proposicién 6.9. Sea I' un campo de k-vectores integrable. Entonces las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

(1) T es un SOPDE.

(2) Las secciones integrales de T' son primeras prolongaciones de secciones de .
(3) Ewmiste una seccion vy de may tal que 'y = TV o v, es decir, el siguiente diagrama

T(J'7)

2

2,1
J2r ———— J'r
~_

Y

es conmutativo.

Demostracion. | (1) = (2)| Sea I' un campo de k-vectores integrable y ¢: U C R* — Jlx

una seccién integral de I'. Entonces de la definicién de seccién integral (1.13) y de la
expresion local (6.22) de 'y, otenemos

100 ) (3], ) = @00 (00 (5], )) = G- O wO)
- % (b))

para cada t € U, lo que significa que

0

5 (tPom oep) = 05

t

por lo tanto m; o ¢ = idy, es decir, 1 es una seccion local para 7.
Tenemos que probar que 1) = j'¢ donde ¢ es una seccién de 7. Para esto utilizamos la
Proposicién , es decir, demostraremos que 1*¢ = 0 para todo 6 € AL (J'm).
Como T es un SOPDE y 6 € AL(J'w), se verifica ip_ 6 = 0. Entonces,
0

) = owo) (w0 (5])

= 0(j;¢) (Ta(¥ (1)) =0

w0 (5




6.6 SOPDESs: ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden 137

para cada t € U.
(2) = (3)| Definimos

v Jr = Jm
jio = Uio) =jie,

donde j'¢ es una seccién integral de T’ pasando por jlo (i.e., jlp = jlo(t) = jlo).
Entonces

(12,0 07)(Gi0) = M1 (Y(5i0)) = Mo (ji0) = jiw = jio.
Es decir, la aplicacién v es una seccién de o 1. Puesto que j'¢ es una seccién integral de
I', y de la definicién de T y de v se deduce

LaGito) = 600 (o

) — 70 (29) = (T 0 4)(Glo).
t

(3) = (1) | Sea 7 una seccién de 7o, tenemos que probar que I'y, = TV o ~ define un
SOPDE. Como

Tnrol'y =Tn,o0 Tél) oy =my1 07 =1idj,,

., L 1
donde 7j1,: T(J'w) — J'm es la proyeccién canénica, entonces T, = TC(Y ) o 7y €s un campo
de vectores en J'7. Ademds, I’ es un SOPDE

dt’(La)(jro) = dt*(T5) 0 7)(jjo) = 05

S (Ta)Gito) = 8q*(ito) (T8 0 7) (i) = 0 (ito) (T (2¢) )
= i (jie) — uu(iio) =0,
donde la tltima identidad se verifica porque 7 es una seccién de o1 asi que jio = (721 ©
Nio) =m0 e) = ji e O

Finalizamos el capitulo estableciendo las condiciones de integrabilidad para un SOPDE.

De (1.13) y (6.22)), deducimos que ¢ es una solucién de I si y sélo si, ¢ o ¢ = ¢ es

una solucién del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden
82 A o A

¢ = Féﬁ ta ¢A(t)> i ’
oteoth 1 ot

(6.23)

donde 1 < A<nyl<ap<k.

Definicién 6.10. Si j'¢ es una seccion integral de un SOPDE I, entonces ¢ se llama
solucion de T'.
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Por la Proposicién (con M = J'rv y X = T), la integrabilidad de un SOPDE T’
esta determinada por la nulidad de la curvatura de la conexion asociada a I', o equivalen-
temente con [I'y, '] = 0 para todo a, = 1,... k.

Entonces, cuando consideramos un SOPDE I integrable estamos suponiendo las siguien-
tes condiciones de integrabilidad

(6.24) [h5=Th., Ta(lg) =Ts(T5).

Otra demostracion de las condiciones de integrabilidad puede verse en el Trabajo Fin
de Méster de Hector Maranon [68], dirigido por el profesor Xavier Gracia.



Capitulo 7

Formalismo lagrangiano en fibrados
de jets

Considerando un fibrado 7: E — R¥ y un lagrangiano L: J'7w — R, desarrollaremos
un formalismo lagrangiano, que nos permitira establecer una nueva versién geométrica de
las ecuaciones de Euler-Lagrange utilizando campos de k-vectores en J!7.

Después de definir las 1-formas de Poincaré-Cartan, ©¢ = dL o Sy, y las 2-formas de
Poincaré-Cartan, Q2f = —dO¢, establecemos dichas ecuaciones geométricas de este nuevo
formalismo

di*(X5) =65, ix.Qf = (k—1)dL

donde la solucién es un campo de k-vectores X = (X1,..., X) en Jiw. Si L es regular y
X integrable entonces X es un SOPDE y sus soluciones ¢ son soluciones de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Después de estudiar la relacién entre este nuevo formalismo y el formalismo k-cosimplécti-
co, se finaliza el capitulo presentando una nueva descripcion geométrica de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, utilizando los campos de vectores canénicos 7Y y To(zl), introducidos en
el capitulo anterior, y una generalizacién de las f-derivaciones introducidas en [102, [103].

7.1. Formas de Poincaré-Cartan

Sea L : J'm — R un lagrangiano, para cada o = 1,...,k, definimos las 1-formas de
Poincaré-Cartan ©% en J'm como las 1-formas

¢ =Ldt®+dLoS", 1<a<kh

Sus expresiones locales son

@ @ aL aL A

a

139
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o equivalentemente

oL

(7.2) O = gy

——(dg" — ujdt®) + Ldt™ = 5q + Ldz®.

Hu
Observemos que el hecho de trabajar en un fibrado sobre R¥ nos permite introducir los
tensores Sy = S y en consecuencia las 1-formas Of.
Para cada o = 1,..., k se definen las 2-formas de Poincaré-Cartan Q¢ = —dO¢ en J'x
cuyas expresiones locales son

o o . OL oL
(7.3) QL:—d@L:dtﬂ/\d(Léﬂ BuA" > dg” Ad(a A)
Observacién 7.1. Es conocido que un lagrangiano L: J'm — R induce una k-forma O,
llamada forma de Cartan en Teorfas Clasicas de Campo de primer orden, véase [97, O8],

que estéa definida por
O = Ld*t+dL o S,

y cuya expresion local es

oL

O = oud

(dg™ — ugdt®) A (i o, Ad") + Ld't .

La relacion entre la forma de Cartan y las 1-formas de Poincaré-Cartan es

(7.4) O =Y ANd" o+ (1 —k)Ld"t.

7.2. Ecuaciones de campo de Euler-Lagrange: formu-
lacién geométrica
Sea L un lagrangiano en J'r, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L son:

2L 98| 2L 268 | 9L L

7.5 _ oL
(7.5) ot*ud lite Ot ltOqBous lite ~ OtOt8 t@uﬁ@uﬁ jte  Ogiljle

con t € Dom ¢ y siendo su solucién ¢ una seccién de m : E — RF. Las ecuaciones (7.5))
también se suelen escribir como sigue

0 oL e 6L
ote |y 8uA 0g4
El principio variacional correspondiente a estas ecuaciones es completamente andlogo

al del formalismo lagrangiano k-cosimpléctico, véase [105].
Sea I' = (I'y,...,['x) un sopDE. Utilizando las expresiones locales (6.22)) y (|7.1)) de I,
y OF, se obtiene que

1<A<Ek.

(7.6) ir, 0% = kL.
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Ahora un calculo directo nos proporciona la siguiente identidad
Lp, ©0f = dip,OF +ir,dOY

oL oL
= dL+ (Fa (@) - @) (qu - Uédtﬁ) + (Féﬁ — Fga)

oL

2

entonces, si ademads, el SOPDE es integrable, de ((6.24]), deducimos que se verifica

L L
(7.7) Lr, 0% =dL + (ra ( 0 ) 0

) - == A _ A B

5l an) (dg” — updt”).
(0%

Consecuencia inmediata de esta identidad es la siguiente proposicion

Proposicién 7.2. Sea I' un SOPDE integrable, entonces
(7.8) Lr, ©F =dL

sty solo si

oL oL
7.9 l,|{=—)—-—=—=0, A=1,...,n.
(7.9) (8u£> oqt "
Lema 7.3. Sea ' = (I'y,...,I'x) un SOPDE integrable verificando
oL oL
lh|{=—)—=—=0, A=1,...,n.
(0u§) Oq4 0 "

St ¢ es una solucion de I', entonces ¢ es una solucion a las ecuaciones de Euler-Lagrange

(7.5)-

Demostracion. Puesto que j'¢ una seccién integral de T' se verifica

. . 0
La(ji0) = (chﬁ)*(t)(% )
t
entonces de la hipdtesis se deduce que
oL oL 0 oL oL
0 = Fa i1 —_— —_ = 1 % t)(— _ -
69) (3 ) = ool = 090G ) (3 ) = 3.0
L0 (0L oL
— ot ly \ Oud J g4 ljte
es decir, ¢ es solucién local de las ecuaciones de Euler-Lagrange. ]

Entonces, de (7.9)) y del Lema , obtenemos el siguiente resultado
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Corolario 7.4. Sea T' un SOPDE integrable; si j'¢ es solucidn de (@, esto es
(Lr.0%)0j'o=dLoj'e,
entonces ¢ es solucion de las ecuaciones de Fuler-Lagrange.

De y de la identidad ip, ©f = kL deducimos la siguiente proposicion:
Proposicién 7.5. Sea I' un SOPDE integrable. Entonces Lp, ©F = dL es equivalente a
(7.10) ir, Q7 = (k—1)dL.

Demostracion.
Lr 0% =dL < ir, dOf + dir, ©F = dL < ir Qf = (k — 1)dL.
O

Teniendo en cuenta los resultados anteriores probaremos ahora el teorema que pro-
porciona la nueva formulacion geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange, cuando se
utilizan campos de vectores en J'7 y los campos se interpretan como secciones del fibrado
m: B — Rk,

En primer lugar recordemos que un lagrangiano L : J'm — R se dice que es regular si

la matriz
0L
QuBouy

es no singular, donde 1 < o, 8 <k, 1 < A, B <n.

Teorema 7.6. Sea X = (X1,...,X}) un campo de k-vectores en J'm verificando
(7.11) A (Xp) =065 , ix. Q5 = (k—1)dL.
(1) Si L es regular entonces X = (X,...,X;) es un SOPDE. Si ademds X es integrable

y¢: Uy CRF — E es una solucion de X, entonces ¢ es solucion de las ecuaciones
de Euler-Lagrange .

(2) Si X = (Xy,...,Xy) es integrable y j'¢ es una seccion integral de X, entonces ¢ es
solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange .

Demostracion. Si escribimos cada X, en coordenadas locales como

Xa—i XAi_i_XA 0

= —, 1< a<k,
ote o an aﬁaug
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entonces, de ([7.1) y (7.11]), obtenemos

| 0L U\ a wa L 0L

@) X (Léﬂ aug“5)+<“a X oraur T o

y oL © wa 0L L

@ lGg) g ap
2L

A A _

(441) (uf] X“)augaug 0.

(1) Utilizando que L es regular deducimos de (iii) que X2 = u?, lo que implica que X es
un SOPDE. Si ademds suponemos que es integrable, entonces sus secciones integrales son
prolongaciones jl¢ de secciones ¢ de 7, es decir, se verifica que

0
Xt = (00 (]
- Xyojio= 20

otots

de donde deducimos que

Rl
ot

(7.12) Xlojlo=uiojlo=

Por lo tanto, de (i), obtenemos

L 9¢8 9L 268 9L L

to0ud | Dt DgPouR | 910t duBoud | Ogh

lo que significa que ¢ es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange ([7.5)).
(2) Si j'¢ es una seccién integral de X, es decir,
)

XGt0) = (000 (s

entonces de la expresién local (6.20)) de j'¢ obtenemos

0 0
1 - A/ -1 A .1
Xa(.]t ¢> - ote | + XO‘ (jt (b) an ‘t + Xaﬂ(jt (b) 8uf ¢
B o 99t 0 Pt 0
1 - -
G91L8) (ata t) ol " o gl T oo laud |
es decir,
L. 04 . ¢
A, 99 Ay 99
Xa 07 ¢ = 82’:0‘ ) aﬂ(]t ¢) ataatﬁ :

Entonces, de la ecuacién (ii) deducimos que ¢ es una solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (7.5)). ]
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Observacion 7.7. El caso k = 1, se corresponde con la fibraciéon £ — R, y la ecuaciéon
es la conocida ecuacién dindamica ird® = 0, donde I' es una ecuacién diferencial de
segundo orden (SODE), y © es la 1-forma de Poincaré-Cartan asociada al lagrangiano L
cuya expresion local es

oL . 4 A
0= W(dq —u”dt) — Ldt,
véase [17].
En el caso E =R x @ — R, las ecuaciones ([7.11]) son las ecuaciones dindmicas

dt(X)=1, ixQ, =0

donde €1, es la 2-forma de Poincaré-Cartan definida por el lagrangiano L: R x T'Q) — R.
Estas ecuaciones coinciden con la formulacion cosimpléctica de la mecanica no autonoma,
véase [13], 66].

La relacién entre este formalismo y el formalismo k-cosimpléctico, descrito en [65], véase
también [25], 55, 8T} ©0], serd analizada en la siguiente seccién.

Ejemplo 7.8. Sea E = R? x R y consideremos el fibrado trivial 7: E = R? x R — R

Jir
2

E=R?>xR 1

T

Las soluciones ¢ : R? — R de las siguientes ecuaciones

R2

» Ecuacién de la cuerda vibrante: 0011¢ — 70200 = 0
» Ecuacién de Sine-Gordon: 0 = 9110 — a2029¢ + % sin ¢
» Ecuacién de Ginzburg-Landau: 9116 — a®0an¢ — 4X¢(¢* — 1) = 0

se pueden interpretar como secciones del fibrado trivial 7: £ = R? x R — R2.
Ademas estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a los
siguientes lagrangianos regulares L : J'm — R

o L(t' 2 g un,up) = $(0(ur)? — 7(un)?)

L g ) = S(()? — a(0s)? — (1 — cos(0))

1
 L(tY 12, q up,ug) = 5((141)2 —a®(up)?) + M¢* — 1%

Por lo tanto las soluciones de dichas ecuaciones se pueden describir como soluciones del
sopPDE (I'y, I'y) verificando
ir, QF +ip, Q3 = dL.
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Ejemplo 7.9. Consideremos el fibrado trivial 7: £ = R?* x R — R3.
Las soluciones ¢ : R3 — R de la ecuacién de Laplace

0110 + O + 0330 = 0
se pueden describir como soluciones del SOPDE (I'y,I'y, I's) verificando
ir, Q0 + i, Q% +ip, Q) = 2dL
donde L : J'm — R es el siguiente lagrangiano regular

1
L(t17t27t37 q, U, U2, U’3) = 5((“1)2 + (U2)2 + (U3)2) :
Ejemplo 7.10. La ecuacién del campo escalar ¢ (por ejemplo el campo gravitacional) el

cual actia en el espacio-tiempo de dimension 4 es, véase [49],
(7.13) (O +m*)¢ = F'(¢)

donde m es la masa de la particula sobre la cual actia el campo, F' es una funcién escalar
tal que F'(¢)— %m2¢2 es la energia potencial de una particula de masa m, y [ es el operador
de Laplace-Beltrami definido por

1 0 o 09
(V).
siendo (gag) un tensor métrico pseudo-riemanniano en el espacio-tiempo 4-dimensional de
signatura (— + ++).
Ahora consideramos el fibrado trivial 7 : £ = R* x R — R* con coordenadas
(t,...thq) en B,y (t',...,t* q,uy,...,uy) las coordenadas inducidas en J'x.
En este ejemplo el lagrangiano L : J'7w — R, regular, es

1 1

L(t17 s 7t47Q7 Uyy - - - ,U4) =V _g<F(q> - §m2q2 + égaﬁuau6)7

Lo := divgrade =

y es regular.
Supongamos que X = (X, X, X3, X4) es un campo de 4-vectores integrable en J'7

solucién de las ecuaciones ([7.11)), esto es
(7.14) dt*(Xg) =65, ix,Qp +ix,07 +ix,Q] +ix,Q] = 3dL.

De ([7.14) deducimos
oL oL
Xa a5 ] T 5
Oug dq

OL

Xo(V=99"%uz) = i V=9(F'(q) — m*q).

lo que es equivalente a
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Como L es regular, entoces X es un SOPDE, y si j'¢ es una seccién integral de X,
entonces

500 (5

que puede ser escrito como

) (VR us) = V=R 0(0) = mote)

0 0¢
0= - af 7V ) — F/ . 2
o (75 ) = V=0 (0) = 0
y entonces obtenemos que ¢ es solucién de la ecuacién del campo escalar ([7.13)).
Observacién 7.11. Algunos casos particulares de la ecuacién de campo escalar (7.13]) son:

(1) Si F =0, obtenemos la ecuacién de campo escalar lineal.

(2) Si F(q) = m?¢*, obtenemos la ecuacién de Klein-Gordon, véase [45],

(O+m*)¢=0.

Los ejemplos anteriores fueron descritos en [81], utilizando el formalismo lagrangiano
k-simpléctico (Ejemplos y y el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico (Ejem-

plo .

7.3. Relacion con el formalismo k-cosimpléctico

En esta seccion mostraremos las diferencias entre las correspondientes formas de Poin-
caré-Cartan en este nuevo formalismo y las formas de Poincaré-Cartan del formalismo
k-cosimpléctico.

A lo largo de esta seccién consideraremos el fibrado trivial £ = R¥ x Q — R*. En este
caso, la variedad J'm del fibrado trivial 7 : R* x Q — R es difeomorfa a R* x T} @, donde
T'Q denota una vez mas la suma de Whitney de k copias de T'Q.

Recordemos que el difeomorfismo esta definido como sigue

Jir o RFxTIQ
.]tlgb:]tl(Idevng) — (t7u17"'7uk)
donde ¢ : RF S RF x Q83 Q, v

o = (60)-(8) (50

), 1<a<k.
t

Ahora recordemos el formalismo k-cosimpléctico lagrangiano, comenzando con los ele-
mentos geométricos necesarios:



7.3 Relacién con el formalismo k-cosimpléctico 147

El campo de vectores de Liouville A en R x T (Q es el generador infinitesimal del
siguiente flujo
Rx (R*xTQ) — RFxTIQ

(37(tavlqa"' 7'qu)) — (taesvlq7"' aesvkq)
4 0
y en coordenadas locales es de la forma A = u} P
uOé

El campo de vectores canénico A%, 1 < a, 3 < k, es el campo de vectores en R¥x T} Q
definido por

«
AG(t urg, ... Upg) = £‘0 (t, Ulg, - - - Ua—1q) Uag T SUB,, Uatig - - - ,ukq)
: z «a A 9 a
con expresion local Af = ug EPS Observemos que A = A%,
u
(64

Para un lagrangiano L : R* x T}Q — R, la funcidn energia estd definida como
Ep =A(L) — Ly su expresion local es

OL

7.15 Ep=ul——1L.
(7.15) L= Ya ou
Recordemos que la estructura canénica k-tangente en T} Q es la familia {J*, ..., J*}

de campos de tensores dados localmente por

0
J, = — ®@dg*.
0u‘4® q

67

La extension natural J* de los campos de tensores J% en TQ a R¥ x TLQ serd de-
notado por J¢, y tiene la misma expresién local.

Las 1-formas de Poincaré-Cartan introducidas en [65] son
0 =dLoJ* 1<a<k,

y su expresion local es
(7.16) 0y = — dq”.

Las correspondientes 2-formas de Poincaré-Cartan son w¢ = —df$. De (7.1)) y (7.16))
deducimos que la relacién entre las 1-formas de Poincaré-Cartan ©F y 6f esta dada
por la siguiente ecuaciéon

(7.17) O% =07 + (65L — A%(L)) dt”.
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Como consecuencia de ([7.17)), las soluciones (X1, . .., Xj) de nuestras ecuaciones geométri-

cas
dt*(Xp) =05, ix,QF = (k—1)dL

coinciden con las soluciones de las ecuaciones de campo k-cosimplécticas

dt*(X5) =65, 1<a,B8<k,
oL
iXQW% = dEL + %dta,

introducidas en [65], y también las correspondientes secciones integrales, si existen.

7.4. Derivaciones de Tulczyjew

En esta seccion se dard una nueva interpretacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
utilizando la nocion de f-derivacion establecida en , la cual es una generalizacién de
las derivaciones de Tulczyjew introducidas en [102} 103], para el caso k = 1.

Dado el fibrado 7 : J'm — R¥, y las correspondientes proyecciones canénicas

J17T1

(ﬂl)y

Jir (m)1

PR

Rk
. 7’ . 0 (e
consideramos el campo de vectores canonico T&) en J'm a lo largo de la proyeccién ()19

T(J'm)

T l
Tilx

Jig, o g

definido, como en (6.7]), por

. 0
T (j; V) = \I’*(t)(% ) € Ty
Su expresion local es
0 0 0
(718) Tg)) = =Y e} (71'1)1’0 —+ u:gl —F O (71'1)170 —+ ué,a A A e} (71)1’0 .
ot OqA duj

Como TY es un campo de vectores a lo largo de (71)1,0, podemos determinar la (7)1 o-
derivacién

Ip(0) : AP(Jrm) — AP (T )
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definida en . En el caso p =2
O A2(J'm) — AY(J'm)
Q¢ — iTgO) Q7
su expresion es
(iTgO)Q%)(jtl‘I’) (ngxp) - Q%(‘I/(t)) (T&O)(J}l\l’)a ((771)1,0)*(11511/1)ng\1/) )

donde j} W € Jlm y Zjy € Tjtld,(Jlm).
El siguiente teorema nos proporciona una nueva versién geométrica de las ecuaciones
de Euler-Lagrange:

Teorema 7.12. Sea ¢ : U C R¥ — E una seccion de 7 tal que

(719) (in ) 0 3(%0) = (k = D [((m)10)" L]0 *(0)
entonces ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange .

Demostracion. Es un calculo directo utilizando las expresiones locales y , de
QFy Tg)), respectivamente.

Aplicando ambos lados de la ecuacién a los campos de vectores coordenados de
Jlm, se obtiene

(ir0Q%) 0 Ji (5'¢) = (k — 1)dL(j; ¢)

oL  o*L *L
dgA Ot oud AqBou

O°L \ . 4 .

Por lo tanto, si ¢ es una solucién de ([7.19)) entonces ¢ es una solucién de las ecuaciones
de Euler-Lagrange ([7.5). ]

ul(ji o)

uls (3 (7' 9))

La relacién entre los dos enfoques geométricos descritos anteriormente (Teorema y
Teorema [7.12)) se establece en la siguiente proposicién.

Proposicién 7.13. Sea I' un SOPDE integrable solucion de . Si ¢ es una solucion
de T' entonces ¢ es solucion de .

Demostracidn. Sea ¢ cualquier solucién de T'y sea z = j}(j'¢), entonces
(m)10(2) = (T 10 (5'9)) = Ji 0.

De la definicién de T y como j'¢ es una seccién integral de I' entonces

(7.20 LaGit0) = (100 (5], ) = TG,
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Sea Y, un vector tangente a J'm;. De ([7.20)) obtenemos

(7.21) [(T)70(ix.22)] ()Y = (iq0 Q) (2)Ys .
Ahora, de sabemos que
(7.22) (m)10 (ix,27) = (1)1 0l(k — 1)dL],

y entonces, de ((7.21) y (7.22)), deducimos ([7.19)). ]

Describimos ahora las ecuaciones de Maxwell utilizando el Teorema [7.12]

7.4.1. Ejemplo: campo electromagnético en vacio: las ecuaciones
de Maxwell

Consideramos la formulacion de las ecuaciones de Maxwell en dimensién 4. Para ello,
consideramos el espacio de Minkowski de la Relatividad Especial. Como el tiempo es una
coordenada mas a tener en cuenta junto con las coordenadas espaciales, el espacio-tiempo
es una variedad M* de dimensién 4 que es topolégicamente R*.

Un punto en el espacio-tiempo tiene como coordenadas (¢, x,y, z), la coordenada tempo-
ral ¢ y las coordenadas espaciales x, y, z. Escribiremos estas coordenadas como (£°, 1,2, 3).

Este espacio nos permite considerar la métrica de Minkowski, donde el tensor métrico
podemos escribirlo como

ds® = d(t")? + d(t*)* + d(t*)* — d(t")?

donde, por simplicidad, hemos asumido que la velocidad de la luz ¢ = 1.
Las ecuaciones de Maxwell son:

V- -E = p
OE
B-— =1
V x By
V-B = 0
0B
E+— =0
V X +8t

donde E = (FE4, Es, E3) es el campo eléctrico, B = (Bj, By, Bs) es el campo magnético, p
es el vector densidad de carga, y J = (j1, jo2, j3) es el vector densidad de corriente eléctrica.

Consideramos el fibrado m: A!' R* — R*, donde A'R?* denota el conjunto de 1-formas
en R*.

Jir

ﬂy

ATRA ™
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Cada seccion A de 7 se escribe como
Z Al (H)dt™(t) € TYR?

donde A,: R* — R.
Las coordenadas del 1-jet j} A en J'7 son

(G A) =t (t) =1, ¢, A) = Aa(t),  uj(i;A) =

donde «, 5 ={0,...,3}.
Sea L: J'm — R el lagrangiano definido por

3
1 .
(T23)  L(t%¢"uf) =5 (Z (b = ud)? = (o = u)?) + (s} - U§)2) — Jsd”
p=1

donde jo, = p es la densidad de carga y (ji,ja,73) es el vector densidad eléctrica. Por lo
tanto, si calculamos las derivadas parciales obtenemos

oL oL

i = 4P

ata ) anB j )
7.24
(7.24) 8L_{—(ug—u§) si a=006 =0,

(G —uf) si a#0y B#0,

entonces, en particular tenemos

L 2L
= 0, de donde se deduce que la matriz 8—
ou duGOug

«

es singular, es decir, el lagrangiano no es regular.
Supongamos que A = (Ay, Ay, As, Az): R* — R es una seccién de 7, solucién de ((7.19)),
es decir, se verifica

(7.25) (z‘TéO) Qb + i) Q; + zT2(0>Q§ + iT?SmQ%) o j'(j*A) = 3(m)j odL 0 j (51 A),
y por lo tanto A es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange
0P?A, | O°L
7.26 =0
( ) OteotP It Ougug 1A th ’
a,B,0=0 B
donde v = O, 1,2 3
De (|7.24)) y(7.26]) se deduce que

(7.27) 0a(0aAo — Do Au)
(7.28)  Op(01Ag — BoAr) — Do(D1As — Dy A1) + 05(05A1 — D1 A3) = —ju,
(7.29)  0p(02Ag — BoAs) + 01(91 As — Dy Ay) — O5(0nAs — D3As) = —jo,
(7.30)  0(05Ag — BoAs) — 01 (03A1 — D1 A3) + Os(OnAs — D3 As)

= P

= —ja.
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Definiendo F, y B, como sigue
(7.31) E, = 0,40 — 0As,
(732) B1 = 82A3 — 83142 s B2 = 83A1 — 81A3 s B3 = 81A2 — 82A1,

obtendremos que E y B son soluciones de las ecuaciones de Maxwell.

Por un lado, de ((7.27) y (7.31)) obtenemos
p = 0u0(0aAo — DAs) = 04(E,) =V - E.

Por otro lado, y de manera andloga, de (7.28)),(7.29), (7.30)), (7.31)) y (7.32) se sigue
que,

OBy — 02Bs + 3By = —ji,
OBy + 01Bs — 3B1 = —Ja,
OoEs — By + 0By = —Js3,
o lo que que es equivalente
OE
VxB—-—=17].
ot

Por lo tanto, hemos obtenido las ecuaciones no homogéneas de Maxwell.
Ahora, por un cédlculo directo utilizando la definicién del campo magnético ([7.32)) ob-
tenemos

V-B = 81B1 + 82B3 + 6333
= 01243 — O13As + 09349 — 021 A3 + 031 A — 03242 = 0.

Finalmente, de ((7.31)) y (7.32), obtenemos

0B
V X E + E = (82E3 — 83E2 + aOBl, —81E3 + 83E1 + (%BQ, 81E2 — 62E1 + 8033)

= (02340 — Oa0A3 — 052040 + O50A2 + Op2 Az — 03 Aa,
—013A0 + 010A3 + 031 A9 — O30 A1 + Op3 A1 — O As,
01240 — O10As — 021 Ao + O20A1 + Op1As — 02 Av)

es decir, hemos comprobado que la solucién A de ([7.25]) nos proporciona la solucién de las
ecuaciones homogéneas de Maxwell.



Capitulo 8

Simetrias y leyes de conservacion

En este capitulo se caracterizan, en primer lugar, las leyes de conservacion en términos
de los campos de k-vectores lagrangianos.

Se introducen las simetrias generalizadas a las que se asocia una ley de conservacién
(Teorema de Noether).

Se estudian las simetrias variacionales, introducida por Olver en [86] y su relacién con
las generalizadas.

Se finaliza describiendo la relaciéon de las simetrias generalizadas con las simetrias de
Noether, introducidas en [70] cuando consideramos que E es un fibrado trivial.

8.1. Leyes de conservacion

El conjunto de campos de k-vectores X = (Xj,..., Xx) que son solucién de las ecua-

ciones (7.11)), es decir,
A (X5) = 62, ix, Q% = (k — 1)dL

se denotard por X% (J'm) y se denominardn campos de k-vectores lagrangianos.
Como consecuencia de las Proposiciones [7.2] y [7.5] tenemos que

Lema 8.1. Sea I' un SOPDE integrable. Entonces

=0.

(8.1) reXxh(J'r)e Lr, 0F =dL < T, < oL ) oL

duy)  og*
0

Definicién 8.2. Una ley de conservacion o una cantidad conservada,para las ecuaciones de
Euler-Lagrange , es una aplicacion G = (G*,...,G*): J'm — R tal que la divergencia
de la funcion

Gojlop=(G'ojle,....GFojl¢): U c RF - R*

153
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es cero, para toda seccion ¢ : U C R¥ — E que es solucion de las ecuaciones de Euler-
Lagrange . Es decir, que para todo t € U C R¥ se verifica

0(G* 0 j'9)

0= [Div(G 0 j'¢)](t) = 5

= 76.(0) (5] ) (@) = TGN,

Caracterizaremos a continuacion las leyes de conservacién en término de SOPDEs en

XK (Ji).

t

Proposicién 8.3. La aplicacion G = (G,...,G*): J'm — R* define una ley de conser-
vacién, si y sélo, si para todo SOPDE lagrangiano e integrable T = (T'y,...,Ty) € X% (Jix)
se verifica que

LFaGa - 0

Demostracidn. Sea ji¢ un punto arbitrario de J'7. Como T’ es un SOPDE integrable, de-
notemos por ;' la seccién integral de T' pasando por el punto j ¢, lo que significa

0
J(0) = ji = i, M@WZUW%@(%h),t@mmv

Como T € X% (J'7), y 1 es una seccién integral de T' entonces 1 es una solucién de las
ecuaciones de Euler-Lagrange (7.5). Como G = (G',...,G*) es una ley de conservacion,
entonces por hipotesis

0(G* 0 j'1))

=0
ot ‘0 ’

y por lo tanto deducimos

£GP (516) = TalB0)(G™) = (746).(0) (—

Reciprocamente, debemos probar que

0(G* 0 j'9)
ot«

=0,

t
para todas las secciones ¢ : W C R¥ — E, las cuales son soluciones de las ecuaciones de
Buler-Lagrange (|7.5)).
Como j 1¢‘ : W C R*¥ — J'7 es una inmersién inyectiva (j1¢ es una seccién y entonces
w

su imagen es una subvariedad embebida), se puede definir el SOPDE I' = (I'y,..., ;) en
Jté(W) como sigue:

. _ 9 0 ¢ty 0 264 | 0
1 _ 1 v __Z i =
Fa(]t ) - (] ¢)*(t) (ata t> ote jtlﬁb ot tan jt1¢ ataatﬁ tau? il
0 A1, O 0?9t | 0
= ol Ui 50l T B0 0ud e
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Por lo tanto j'¢ es una seccién integral del SOPDE I, que es integrable en j'¢(W).
A continuacién probaremos que I' € X% (j1¢(W)). Un célculo directo muestra que

r oL oL
“\ u dg”
Ahora, como I' es un SOPDE integrable, de la Proposiciones [7.2] y deducimos que I es

una solucién de las ecuaciones ([7.11]), y entonces I' € XX (jlop(W)).
Las siguientes identidades concluyen la demostracion:

=0
Jte(W)

0(G0j'¢)
ote

- 5010 (%

) (@) = Tulilo)e) = £r.6Gte) =0

t

O

8.2. Formas de Euler-Lagrange y de Poincaré-Cartan:
formas asociadas

La siguiente definicion de levantamiento de formas sera 1util en lo que sigue.

Definicién 8.4. Sea 7 : B — M wun fibrado diferenciable. Denotamos el modulo de p-forma
mw-semibasicas en B por AP(DB).
Cada o € AP(B) define una p-forma o a lo largo de w, oV € AP(x),

(T M)y
.
M
B z M
COmo Sigue
(8.2) " (b) (V1 n(py, - - -  Upr(y) = (0)(wrp, .., wy,),b € B

donde virpy € TewyM y wy, € Ty B son tales que m.(b)wiy, = Vigy, para cada i =1,...,p.
Asi hemos definido una aplicacion

(8.3) a € A2(B) — oY € AP(7).

’Forma de Euler-Lagrange y forma asociada‘

Definicién 8.5. La forma de Euler-Lagrange 5L es la 1-forma en J?m definida por

0L = dTél)@% - W;’ldL.
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De ([7.1)) se deduce que su expresion local es

oL oL
0L = (TC(Yl) (@) — W @) 7'('271) (qu — Uédtﬁ))

Esta forma es una forma s o-semibésica, y utilizando (8.3))
0L € Ay, (J*m) — (0L)Y € A (may),

definimos su forma asociada (§L), a lo largo de 7o,

™F
(V t
TE
S0 F
cuya expresion local es
oL oL
(8.4) (5L)V = (T(gl)(auA) T 0dA © 7T2,1) (qu O 2,0 — Ugldtﬁ © 7T2,0) )

es decir

) 576) = (TGN 5) ~ 53(il) ) (W (6(0) — wd20)ae* 610).

’Formas de Poincaré-Cartan y formas asociadas‘

Las 1-formas ©¢ son 1-formas m o-semibésicas, utilizando (8.3]) tenemos

0% e AL (J'm) — (O9)Y € A'(mp),

71,0

sus formas asociadas (%)Y

T™F
(G)V t
TR
Jin— o F
a lo largo de .
Su expresion local es
oL oL
(85) (@%)V = (Lég‘ — @U?) dtﬁ 0710 + aué qu O0T10,

es decir

(0)" (116) = (L85 — TZ ) (o) de” (0(0)) + S (316) da(6(1)).
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Observacién 8.6.

(1) Recordemos que, como T € X(9,1), para cada funcién G € C*(.J*r), la aplicacién
dT(l)G: J27T — R

estd definida por
d, 0 G(jie) = TV (j70)(G) .

(2) Si X es un campo de vectores a lo largo de 7 o, entonces:

a) La funcién

(L)Y (X omyy) : J2n — R

esta definida por
[(OL)" (X omo1)] (570) = (6L)Y (77 0)(X (G; ¢)) -

b) La funcién
[(OHY(X)] : JP'r — R

esta definida por
(D) (X)] (i 0) = (09)" (ji d) (X (i 9)) -

¢) La funcién
dX(1)LZ J27T — R

esta definida por
dxw L(ji¢) = XV (jfo)(L).

Teniendo en cuenta la observacién anterior enunciamos el siguiente lema que sera 1til
en el estudio de simetrias generalizadas.

Lema 8.7. Sea X un campo de vectores m-vertical a lo largo de m o. Se verifica
(1) Si existen funciones G*: J'mr = R, a = 1,...,k, tales que

(8.6) (d,0G*) 0 j%¢ = —[(0L)"(X o ma1)] 0 j°¢

7!

para toda solucion ¢ de las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces (GY,... G*) es
una ley de conservacion.

(2) Se verifica

(8.7) dxi L =—(0L)V(X omn) +d o [(03)V(X)] -
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Demostracion. (1) De (6.7) deducimos

(2)

9(G*0j'9)

o 2 _
(8.8) dp G*(ji ) = 57 .

para cualquier j2¢ € J2m

Como la expresiéon local de X es

0
X = X*(z,q,v Ew

O7Tlo

entonces la expresion local de X omy; es

O 72,0 -

0 0
XO7T271 = <XA(17 q, )aq 0710) 0721 :XA(I7q,U)07271W

De la expresién local anterior de X o my; y de la expresién local (8.4) de (6L)Y

obtenemos
8L 8L )

, 0
89~ 60 (Xomio) =~ (5
Ahora, de , (8.8)) v de , se deduce que si ¢ es una solucion de las ecuaciones
de Euler-Lagrenge entonces
9(G*0j'9)
ote

Utilizando las expresiones locales (8.4) y (8.5), de (L) y (69)Y, y las expresiones
locales de X y de X oy, deducimos que

oL oL
60 (Xomy) = (T8 (5o) = g o7 ) (X o)

OL OL OL
d[OD)V(X)] = dpol5 X" =dro (55 D DX+ do (X7 e

=0.

t

Por lo tanto,
—(0L)V(X 0 m2) + d i [(©F)Y (X))

= T, (8UA> XA +XAa_A —+ dT(1) ou A X (dTlil)X >8u£

L
= (XAO7T271) a

9 0Ty +dT(1)X

4 OL
ou A 072 1. F

Por otro lado, teniendo en cuenta las expresiones ((6.15)) y (6.16)) obtenemos que este
ultimo término coincide con dya) L.

]
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8.3. Simetrias generalizadas. Teorema de Noether

En esta seccién, se introducen las simetrias generalizadas del lagrangiano, que consisten
en transformaciones infinitesimales dependientes de las velocidades uZ, y se prueba el
teorema de Noether el cual asocia a cada simetria una ley de conservacion.

La siguiente proposicion puede verse como la motivacion de la condicion (8.11)) en la
definicién de simetria generalizada, y también es una generalizacién de la Proposicién 3.15
en [92].

Proposiciéon 8.8. Sea X un campo de vectores mw-vertical en E. Si existen funciones
(g%,...,9%) : E— R tales que

(8.10) XY L) = dpog®

entonces las funciones (GY,...,G*), donde G = (m)*g® — O%(X1), definen una ley de
CONSETVACION.

Demostracion. Si X se escribe localmente como

0
X=X"—
og4

se deduce de (6.12) y (7.1]), que localmente

oL
G*=g"omy— (XA °0m0) s -

OouA

(e}

Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones y (6.12)), se deduce que para toda solucién
¢ de las ecuaciones de Euler-Lagrange ([7.5]) se verifica

(G0 j'9) 0 o A oL . o :
o ol \9 00T (X0 (55 0j'¢) | = ldyog® — X (D)](ji¢) =0,
por lo tanto, (G*,...,G*) define una ley de conservacién. ]

Algunas clases de simetrias dependen sélo de las variables (coordenadas) en E. En
esta seccion consideramos transformaciones infinitesimales dependientes de las variables
u?. Estas transformaciones se pueden interpretar como campos de vectores X a lo largo
de 71,0

La siguiente definicién esta establecida en [16] para el fibrado 7: R x Q — Q; y estd mo-
tivada por la Proposicién [8.8|

Definicién 8.9. Un campo de vectores X a lo largo de m o, y m-vertical, se llama simetria
generalizada si existe una aplicacion (F1,... F¥): J'm — RF tal que

(8.11) dx L(ji¢) = do F (57 )

para toda solucion ¢ de las ecuaciones de Fuler-Lagrange.
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La siguiente versién del Teorema de Noether asocia a cada simetria generalizada, en el
sentido dado anteriormente, una ley de conservacion.

Teorema 8.10. Sea X una simetria generalizada entonces la aplicacion
G=(G'...,G": J'rn - R*
donde
G = F* — (05)" (X)
define una ley de conservacion.

Demostracion. Sea X una simetria generalizada, entonces de (8.7) y de obtenemos
que

d0G = do [F* = (09 (X)] =d,0 F* —d o ((03)"(X))
= dxwL—d,m ((8%)" (X)) = —(6L)"(X o m31)

y del Lema deducimos que las funciones G* = F* — (©%)V(X) definen una ley de
conservacion. O

7!

Ejemplo 8.11. Consideremos la ecuacién de ondas 2-dimensional homogénea e isétropa:
(8.12) D¢ — P0p¢ — PO530 = 0,

donde ¢ : R? — R es una solucién, y define una seccién del fibrado trivial 7: £ = R3xR —
R3.

La ecuacién (8.12)) es la ecuacién de Euler-Lagrange para el lagrangiano L: R3x TyR —
R definido por

Lt g u) = 5 () = P (ua)? — (us)?).

El campo de vectores a lo largo de m o y m-vertical

X = U=~ OT10

dq
es una simetria generalizada pues existen las funciones
1 20 N2 20, \2 2 2 3 2
Fo(ur, ug,uz) = —c*(ug)” — ¢ (uz)®, F~(ur, ug, uz) = cCugug, F°(ur, uz,uz) = cujus.

en J'm verificando (8.11)). Entonces, por el Teorema [8.10, deducimos que las siguientes
funciones

G = P (O)V(X) =~ - Hun)? — ()
G* = F?—-(02)V(X) = 2cuus
G = P - (@)(X) = 2c%uus

definen una ley de conservacion.
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8.4. Simetrias variacionales

En esta seccién recordamos la definicién y algunos resultados de las simetrias variacio-
nales de las ecuaciones de Euler-Lagrange que pueden verse en el libro de Olver [80]; para
ello consideraremos el fibrado trivial 7 : £ = RF x Q — R*.

Recordemos que las soluciones de las ecuaciones de Fuler-Lagrange se pueden
describir como los extremales del funcional

() = /Q (Lo 6)(t)d",

donde d¥t = dt' A --- A dtF es la forma de volumen en R*. A grosso modo, una simetria
variacional es un difeomorfismo que deja inalterado la integral variacional £.

Definicién 8.12. (1) Una simetria variacional es un difeomorfismo ®: E =R* x Q —
E = RF x Q verificando las siguientes condiciones:

i) ® induce un difeomorfismo p: R¥ — R¥ tal que 1o ® = pom, es decir, preserva

las fibras del fibrado m: E — RF.
ii) Sit = (t) para cada t € R¥

/(Lojl(q)ogboap_l))(f)dkf:/(Loj1¢)(t)dkt
Q

Q
donde Q = p(Q).

(2) Una simetria variacional infinitesimal es un campo de vectores X € X(R* x Q) cuyos
flujos locales son simetrias variacionales.

El siguiente resultado puede verse en el Teorema 4.12 y en el Corolario 4.30 del libro
[86] .

Teorema 8.13. i) Un campo de vectores X en RF x Q es una simetria variacional si y

sélo si
XY L)+ Ld,0X. =0,

donde X, = dt*(X).
i) Si X es una simetria variacional entonces (©L(X1),... 0% (X)) define una ley de
CONServacion.

Ejemplo 8.14. Consideremos otra vez la ecuacién de ondas 2-dimensional homogénea e
isotropa, véase la ecuacion (8.12]).
El campo de vectores

) 9
X ="+
Por T o

es una simetria variacional, y entonces la correspondiente ley de conservacion

(O(X1), OL(X"), 0L (X))
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es
(xt3u1u2 — t2u1u3, —%t?’ w + t2u2u3, —%t2 w — u3u2t3>
donde w = (u1)* + (u2)? + (u3)?.
Ejemplo 8.15. Consideremos ) = R, y sea
0= (14 (020)*) 0116 — 2010 020 D126 + (1 + (019)*) Ox2¢b

la ecuacién de superficies minimales, que es la ecuaciéon de Euler-Lagrange para el lagran-
giano L: R? x T)R — R definido por

L(t17t27 q, Ui, u2) = \/1 + (U1)2 + (U2)2 .

El campo de vectores

o 8 . .0
= — —— + (L )=
Ip g T+ g,

es una simetria variacional, y por lo tanto la correspondiente ley de conservacién

X

(O(X1), 0L (X))

S}

<_Q(1 + () —wun) + (1 + )ur —q(1+ (w)* —wiuy) + (¢ + t%z) .
\/1 + <u1>2 T (u2)2 7 \/1 + (U1)2 + (U2)2

A continuacién describiremos algunas relaciones entre las simetrias anteriores.

Teorema 8.16. i) Si X es una simetria variacional y mw-vertical, entonces el campo de
vectores X o myp, a lo largo de 7, es una simetria generalizada.
i) Las leyes de conservacion inducidas por X y X om o coinciden.

Demostracion. i) Como X es una simetria variacional y m-vertical, entonces localmente

0
X — X'A _
(t7 q) an Y

y por el Teorema [8.13| obtenemos que X'(L) = 0.
De (/6.17) sabemos que (X o 7r170)(1) = X' omy; y por lo tanto,

(8.13) d(Xow1,o)<1>L(j152¢) = (X omo)M (i) (L) = X' (jl¢)(L) =0,

es decir, X o es una simetria generalizada.
ii) Teniendo en cuenta los Teoremas v[8.13] el resultado es consecuencia de % (X1') =
(©2)" (X omp) y de (8.13). O
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8.4.1. Simetrias de Noether

En [70] se ha introducido la siguiente definicién:

Definicién 8.17. Un campo de vectores Y € X(RF x TQ) es una simetria infinitesimal
de Noether si

Lyw% == O, iydta = 0, LyEL = 0.
Teorema 8.18. Sea X un campo de vectores w-vertical en RF x Q tal que X' es una
simetria de Noether infinitesimal, entonces X = X oo es una simetria generalizada.

Demostracion. Utilizando las ecuaciones (6.12)), ((7.15]), entonces de la expresién local

0
X=X"—
0qA
y de la condicién
LXl EL =0
deducimos que
oL oL
A _ Ayl
(814) (X e} Wl’o)@ = uaX (@) .

De la condicién £ y1w$ = 0 se obtiene que d(Lx10%) = 0y por lo tanto existen funciones
(localmente definidas) F*: U C R* x T} Q — R tales que

Lx10f =dF* 1<a<k.
Desarrollando esta identidad, obtenemos las siguientes relaciones
oF~  OL 0X* OF* QL oX* . ( oL )
= = e} 1,0 —

= oT =
otd — ouA arr ¢® — OuA 9gP duB

(8.15)
OF* L 9X*

= oTr == 0
ouf — our ouf

De (6.17), (8.14) y (8.15), se deduce que

dixom 0 Li®) = XA(WE));TLA itd i (3;;’4 20 +u§(j§¢)%§; j§¢> 38@23 it¢
= X01as| 5]
ratito) (Gos |, + 3000 (7))
N %]: it +ualii) (c?)j; i A F(3:9)

. .2
para cualquier j;¢.
Esto demuestra que X o 7 es una simetria generalizada. O
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Capitulo 9

Derivaciones: introduccion al
problema inverso

En [73] [74], se estudian las formas a lo largo del fibrado T'M — M, en particular se
estudian derivaciones del dlgebra de las formas a lo largo del fibrado TM — M, y se aporta
una clasificacion y caracterizacion de dichas derivaciones, para lo cual es necesario disponer
de una conexién en T'M.

Estos trabajos motivaron el estudio para el caso dependiente del tiempo, es decir para
el fibrado R x TM — R x M, véase [96], del mismo modo que en el caso auténomo para
la clasificacién de las derivaciones es fundamental utilizar una conexién en R x T'M.

Una de las aplicaciones de las teorias desarrolladas en estos trabajos, [73], [74] y [06] es
establecer el problema inverso de la Mecanica lagrangiana.

El objetivo de este capitulo es menos ambicioso que el de los trabajos citados ante-
riormente, de manera andloga a [96] se pretende dar un punto de partida para estudiar el
problema inverso en teoria clasica de campos, sin embargo no se pretendera clasificar las
derivaciones de formas a lo largo de .

9.1. Conexiones no lineales en m: J Ir > F

Recordemos que una conexién de Erhesmann o conexién no lineal en o, véase la
Seccion m para un fibrado cualquiera p: E — B, es un subfibrado diferenciable H(J'7)
de T'(J'm), llamado el subfibrado horizontal de la conexién, el cual es complementario al
subfibrado vertical V(J'r), es decir, T(J'n) = H(J'w) & V (J'7).

Consideremos la sucesion exacta corta

0—— V(m0) ——=T(J'7) — = Jin x s TE —>0

~o 7

Jmw
donde i es la inclusién y j esta definida por

165



166 9 Derivaciones: introduccién al problema inverso

. | | L 9
i(Zjg) = (3¢, (m1,0): (G ) Z1) = <]t1¢7 Z 3t |y ot AW 7r1o(j1¢>)>
donde 9 5 5
Ty = 2%— 74— A1 .
I ato lis 7 gh e T2 Gu g

Una escision por la derecha
v:J'r xg TE — T(J'T)

de la sucesion exacta corta se llama aplicacion horizontal para . Esta aplicacién es un
morfismo de fibrados vectoriales (cuyo morfismo sobre la base es Id i) verificando

jovy=IdpmxprE -
Su expresion local es

0

) a0 9
ouf ljte

— — | —(X*NB 4+ XANB
ot ljre * g 1jte ( o T )

(9.1) (i, Xpw) = X°

donde X*, X#4 € C®(F) puesto que X € X(E) y las funciones Ng,, Nf; € C=(J'n) se
llaman componentes de la conexion definidos por ~.

A cada aplicacion horizontal v se le asocia un proyector horizontal y uno vertical del
siguiente modo:

(1) El proyector horizontal esté definido por
h:=~o0j:T(J'r) = T(J'7),

y su expresion local es
0 B 0 o 9 B 0 A
(92) h = (% _Naﬁ@> ®dt + (w—me@) ®dq .

(2) El proyector vertical esté definido por
V.= [dT(Jlﬂ) —h

y su expresion local es

(9.3) v ® (duf + Njdt* + Niydg?) .

= 3. B
3u5

Entonces el espacio tangente a J'7 se descompone en suma directa del fibrado horizontal
y del fibrado vertical

T(J't)=Imho Imv=H(J'r)oV(J'r).
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9.1.1. Conexiones no lineales asociadas a un SOPDE

En esta seccién mostraremos que cada SOPDE induce una conexién no lineal.
Sea I' = (I'y,...,I'x) un SOPDE entonces definimos la conexién no lineal asociada a T’
como la conexiéon cuyo proyector horizontal es el siguiente:

1
4 h = — (Id+k£ 'y ® dt* — L, S5%) .
(94) e = g 4k T @ dit — £, 8

Si la expresion local del SOPDE es

o o
,=—4+ul— 4T
8ta+ua8qA+

4 0

— 1 <a<k
aﬁ@u?

entonces las componentes de la conexién definidas por I' son

9.5 NB _ 1 6FC¥BB NB _ FB ANB
(9.5) AB = T T ouA 0 VBa = Tlsa T UalVap:

En este caso, la distribucién horizontal H(J'7) = I'mh, de dimesién n + k, estd local-
mente generada por los campos

59, 0
Fa, (S(J_A:w_NaAau_B, 1§Oé§k'7 1§A§TL

[0}

Por lo tanto, una base, adaptada a la descomposiciéon T'Jlmr = H @V es
o 0
Fom T AY A A ;
{ og*” Oug }

{dt*, 6q", 6uz}

siendo su base dual

donde 6¢* = dg” — v2Adt® son las 1-formas de contacto y
Suf = dufy + Nlgdq” + NJydt® = dul} + NJ56q” — I'}5dt?

Con respecto a esta base adaptada, los proyectores horizontal y vertical tienen la si-
guiente expresiéon local

a Y A 8 A
hr‘:ra@)dt +5q—A®(5q, VF:W@)(SUQ.

[e%
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9.2. Prolongaciones y derivaciones a lo largo de 7

El objetivo principal de esta seccién es el estudio de campos de vectores y 1-formas a
lo largo de la proyeccioén 7, y desarrollar el calculo de sus prolongaciones o derivaciones,
véase [96] para el caso de la proyeccion R x TM — R x M.

Por un lado, introduciremos las prolongaciones verticales y horizontales de campos
de vectores a lo largo de 71 a campos de vectores en J'm, estas prolongaciones serdn
construidas por linealidad a partir de las definiciones de levantamientos vertical y horizontal
de campos de vectores en E.

Por otro lado, para el caso de las 1-formas a lo largo de 7 o, se definirdn las derivaciones
vertical y horizontal en A(7 ), los levantamientos horizontal y vertical a A(J'), asi como
su levantamiento a 1-formas a lo largo de la proyeccién 7y ;.

Finalmente, se define la derivada covariante V,, de 1-formas a lo largo de m; ¢ para cada
a € {1,...,k}, para la cual es necesario considerar un SOPDE T'.

9.2.1. Prolongaciones verticales de campos de vectores a lo largo
de 71,0

A continuacién introduciremos los levantamientos verticales X "= de campos de vectores
X € %(7’(’1,0).

Si X es un campo de vectores basico, es decir X =Y om o con Y € X(E), se define su
levantamiento vertical como

(Y omo)™(id) = S“(5i o) (V' (jid)) -

Esta definicién se extiende por linealidad a todo campo de vectores de X(my ).
Si X € X(m ) tiene expresion local

0 0
X = X*(t,q,u) == oo+ XA(t,q,u) = om0 € X(m1)

ot dgA
el levantamiento a-ésimo X"V € X(Jlr) es
9.6 X% = (x4~ utx®) 2
(9.6) = (X7 —uj )87 :

Observemos que se verifica

o\ 0 o\
(0\Vs _ = — AT _Z -
(757) 0, (atﬁ) Ug dg?’ (an) ould’

Denotaremos por :%(71’1’0) las clases de equivalencia de campos de vectores a lo largo de
1,0, modulo T C(YO), esto es

i(’/ﬁ,o) = {X € %(WL()) : i)‘(dta = 0} .
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Por lo tanto, si X € X(m) entonces su expresién local es

_ 0
A
X=X (t,q,u)an

OT1,0-

Observacién 9.1. Todo campo de vectores vertical en J*m se corresponde con una k-tupla
de elementos de X(m1). En efecto, si Z € X(m10) es un campo de vectores vertical en J'm
entonces tiene expresion local

0
7 =74 "
“ oud’
si definimos Y, = Zfa—A om o para todo o € 1,... .k, entonces Y, € .'%(WLO) y ademas
q
. ) )
v \Va A Voo _ 74 _
a§:1(Ya) = (24 3¢t 0m) =24 Bud Z.

9.2.2. Derivaciones verticales en A(m )

Toda derivacién esta completamente determinada por su accién en funciones y 1-formas
basicas, véase [96] para el caso k = 1.

Definicién 9.2. Para cada oo = 1,... k, se define la derivacion
dVaI A(T(LO) — A(ﬂ'l,O)
del siguiente modo:

i) Si F'e C*(J'r) se definen las 1-formas dV>F a lo largo de 1

™ FE
dV l”E
Jin L F
por
(9.7) A" F(5,0)(X (j,0)) = X" (j,0)(F),

donde X € X(m1 ).
i) La derivacién d'> se anula en 1-formas bdsicas, es decir

dVa (dta o 7T170) = dVa (qu O 7T170) =0.
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Utilizando la base local {dt*om g, 5qAO7r170} de las formas a lo largo de 7 o, se obtienen
las siguientes expresiones locales
OF

(9.8) d"F = au—AcSqA oy, d(dt’)=0, d"(5¢*) = (dt* Adq?)omip

donde estamos usando la notacion

5q* o T = dg? o 0 — u’g dt? o 10 -

9.2.3. Prolongaciones horizontales de campos de vectores a lo
largo de 7

En esta seccién introduciremos el concepto de prolongacién horizontal de un campo de
vectores a lo largo de m; ¢ extendiendo la definiciéon de prolongacion horizontal de un campo
de vectores en F, el cual se define mediante la aplicacion horizontal de una conexién como
veremos a continuacion.

Dado un campo de vectores X en E con expresion local

0 4 0

xoxod 4 xa
oo Y agA

el levantamiento horizontal de X es el campo de vectores X en J'm, definido por
XT(Gio) =7 (410 Xow)

y su expresion local es (9.1)).
Por lo tanto, se deduce que los levantamientos horizontales de los campos de vectores

coordenados estan dados por

0 i 0y 0 0 \n_ 9 s 0

Sy NB 7 Hy=(— — _ NB .
ote ot Pouf 0 T (an ogh M oub

(9.9) H, = (

La construccién del levantamiento horizontal se extiende trivialmente a X(m ) por
linealidad. Dado un campo de vectores X € X(m) se define su levantamiento horizontal
X e x(J'r) como

H( Ay _ 1 a1 i Al i )
X (]t¢)—7<]t¢7X (Je &) ¢(t)+X (]t¢)an‘¢(t) )

ot

y de (9.1]) se deduce que su expresién local es

. o 0 . 0 o , 0
XH(le) =X (de))@ XA(JM)@ — (X (J?¢)Nfg+XA(93¢)Nfg)@M

ite it
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0 0
donde X = Xa% O0T10 + XAw O T10-

Para el campo de vectores

0
7O = Sga © L0 + u? 97 o

obtenemos que su prolongacion horizontal es la siguiente

= 0 +uA 0
— ot *0gA

0

(0O\H _—
(9.10) (T©) al

67

- (Nfﬁ + ufy Nfﬁ)

ite it

Observemos ademas que las prolongaciones horizontales de los campos de vectores coor-
denados son:

0 9 P, ) L) o
(6-11) (%”) =t Nesgua (ﬁ”) ~ g Vs

Observacién 9.3. La prolongacién horizontal de campos de vectores en X(7 ) a campos
de vectores en X(J'7) junto con los levantamientos verticales de campos de vectores
a lo largo de 7y ¢ nos permite establecer una descomposicién de campos de vectores en J'7.
Cada Z € X(J'7) puede ser escrito como

(9.12) Z = X"+ (Vo)

donde X € X(m) y Yo € X(m1 ) para todo a =1,... k.

9.2.4. Derivada exterior horizontal en A(m )

A continuacién definimos la derivada exterior horizontal d¥ en A(m ), asociada a una
conexion dada.

Definicion 9.4. La derivacion
dHI A(ﬂ'l’0> — A(?Tl’o)
se define como:

i) Si F € C®(J'r) entonces la 1-forma d* F a lo largo de 7y

™F
dHF t
TE
S F

se define como

(9.13) d"F(X)=X"(F), X € X(my).
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i) En las 1-formas bdsicas la derivada d* coincide con la derivada exterior ordinaria.

Haciendo un cdlculo en coordenadas, de (9.9), (9.11) y (9.13) deducimos que
diF = H,(F)dt®om o+ Ha(F)dg* om

oF oF oF oF
= (% — Nfﬁ@) dt® o m o+ <w - Nfﬁ@) dg* o 1,0

Si utilizamos la base local {dt® o ,dg" o7 o}, para describir formas a lo largo de 7 ¢
entonces d estd determinado completamente por

A1 F — Hu(F)oq* oo+ (T (F)dt* oy,
(914) dH(dta o) 7T17Q) = O,
dH(qu o ’/TL()) = (Ngaqu 0710 + (Néla -+ UgNga)dtﬁ o 7T170) A dt* o 71,0-

9.2.5. Levantamientos vertical y horizontal de 1-formas en A'(m )
a A(Jn)

Teniendo en cuenta la descomposicién ((9.12)), podemos introducir dos tipos de levanta-
mientos de 1-formas en A'(m o) a A'(J'7) como sigue:

Definicion 9.5. i) Para cada o = 1,. ..,k definimos el levantamiento vertical a-ésimo
w" de una 1-forma w a lo largo de m

Al (77'1,()) — Al (Jl’ﬂ')

w o= wh
como la 1-forma en J'n caracterizada por:
WVD‘<XH) = 0, vae{l,...,k},XG%(ﬂ'Lo)

WVO‘<XV/3) = (5%&]()2), VOé,ﬁE{1,...,]47},)26%(771’0).

ii) Del mismo modo, definimos el levantamiento horizontal w!!

Al(ﬂ'l,g) — A1<J17T>
w = wl
de w como la 1-forma en J'w que satisface:

UJH(XH) = w(X), X e %(7’1’170)
WwH(XY) = 0, Vae{l,....k},X € X(mp).
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Por un célculo directo obtenemos las expresiones locales del a-ésimo levantamiento
vertical de w

(9.15) w' = NE wPdt? + NE wPdg* + widu?
y del levantamiento horizontal w!:
(9.16) WH(t,q,u) = wa(t, g, u)dt* +walt,q,u)dg? .
Observacion 9.6. Observemos que

wloS*=0, wsos= (5§wA(5qA
para todo o =1,... k.

Usando las Definiciones [9.2]y [9.4] de las derivaciones d"» y d en funciones y los levan-
tamientos horizontal y vertical de 1-formas (9.15]) y (9.16) obtenemos:

(dIFYT = H,(F)da® + Ha(F)dg”,

or oF or
B dt7 + NAﬂa_dq + Wduﬂ

67

Entonces, para F' € C*®(J'7) es Sencﬂlo comprobar que

(9.17) dF = (d"F)" + (d"F)" .

9.2.6. Levantamientos de 1-formas de A'(m ) a Al(m1)

A continuacién definiremos, para cada o = 1,. .., k, las prolongaciones naturales w(® &
Al(ma1) de formas w € Al(m ),

A(m) — Al(mn)
w = W@,
Sea w € A'(m) una 1-forma a lo largo de 7 ¢, con expresién local
W= wWedt* om o+ wAqu o,
la funcién @, = ipow € C>(J'r) tiene la siguiente expresién local
(9.18) Do = W +utw?.
Se define la 1-forma @ € A'(m) como sigue
W =w — ipow(T](di¥) 0 m0) = w — ipow(dt® 0T )
cuya expresion local es
(9.19) 0 =w(0¢" omp).
Por lo tanto, para una 1-forma w € A'(m; o) obtenemos la siguiente descomposicién

(920) Ww=w + @adta OT1,0-
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Observacion 9.7. Se verifican las siguientes identidades

Z'Téo)w =0
y
w8 o 8 = 5gwA5qA = 5;“&1[{
para todo o, € {1,...,k}. Estas igualdades se utilizardn para la demostracién de la

Proposicién 9.10]

Definimos el levantamiento a-ésimo w(®) como la 1-forma, a lo largo de T2.1,

T*(J'm) ™E |
2 e
Tyl TE
¥ LI £V L )
caracterizada por
W (XW) = (W(X))* = (ixdt?) O (my1)" ()

(9.21)

entonces de las expresiones locales (6.14), (9.6), (9.18), y (9.19) de X W XVe, @g y @

respectivamente y de (9.21)) deducimos que la expresion local de w® € A(my;) es

(9.22) W@ = TW (wg)dt? o my 1 + TV (wa)dg™ o may + (W%jlwA)(duﬁ 0Ty — uﬁﬁdtﬁ 0Ta1).

9.2.7. La derivada covariante V,,

Considerando un SOPDE I' como una seccién 7y de un fibrado 7y ; podemos definir para
cada «

Ir A1<7T1’0) — Al(Jl’YT)

[e3

w — w(a)o'y

Si escribimos localmente
_ a A
W = Wadt® o m g+ wadq” o,

utilizando la expresion local (9.22)) del levantamiento a-ésimo de una 1-forma w a lo largo
de 7 o, tenemos

(9.23) Ir,w = Do (wp)dt? + To(wa)dq + walduf — T'iydt?).
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Definicién 9.8. Para una 1-forma w € A'(m1 ), la derivada covariante Vow € A (1)

T"F

se define como la 1-forma que verifica
Iraw = (Vaw)H —|— (A)Va .

De la expresién (9.23) de It w y de las expresiones locales (9.15) y (9.16) de w'> y w#

respectivamente, se obtiene
(Vow)" = Ip,w — w" = (Ta(ws) — Njws) dt’ + (Co(wa) — Niws) dg

entonces, de la definicién de levantamiento horizontal de 1-formas a lo largo de o, obte-
nemos que la expresion local de V,w es

(9.24) Vow = (Ta(ws) — Njwp) dt’ om g+ (Dalwa) — Niwp) dg o mg.

Se pueden probar directamente las siguientes propiedades:

0
Vazs = Ni,=—=omyp,
ots e gA
Vadt? = 0,
Vadgd = uéNfﬁdtﬂ omo— NEdgtomy,
Vodg* = —NjLdt? omg— Nj,dg® omy.

Utilizando (9.15]), (9.16]) y (9.24]), obtenemos que

(9.25) Lp,w" = w" 4+ (Vaw)",

@

para todo w € N\' ().

9.3. Problema inverso
Sea ' un SOPDE integrable y consideremos el siguiente conjunto:

Xi={pe A (J'm) : Lr,(¢0S5") = ¢ — ¢(Ta)dt™}.

Sea ¢ una 1-forma en J'7 con expresién local

¢ = dadt® + ¢ dg™ + ¢S dul
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si ¢ € Xf, es decir, ¢ verifica Ly, (¢ o SY) = ¢ — ¢(I',)dt* entonces por un calculo directo
en coordenadas locales se obtiene que

(9.26) ¢" = Ta(69)-

En el caso k = 1, se verifica que Ir(A'(m o) = X}, véase [96]. Para k > 1 este no serd el
caso, pero si obtenemos la siguiente inclusion:

Ir, (A (m1p)) C X7,

en efecto, sea w una 1-forma a lo largo de m; ¢ entonces, teniendo en cuenta la expresién
en coordenadas lo cales de Ir,w y la condicién (9.26)), se deduce que It w € X

A continuacion, utilizando el conjunto X} y la derivada covariante V,, de 1-formas a lo
largo de i, estableceremos el problema inverso lagrangiano como sigue:

Teorema 9.9. Sea I' un SOPDE integrable. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) ElSOPDE I' es lagrangiano (localmente).

i) Ezisten 1-formas semibdsicas 0% € A'(J'7) tal que las 1-formas Lr 6% es (cerrada)
exacta.

iii) Existe una 1-forma (cerrada) exacta ¢ € Xi.

Demostracion. |i) = ii)| Esta implicacién es directa por definicién, ya que si I' es un

SOPDE lagrangiano se sigue que existe una funcion lagrangiana L tal que Lp 6% = dL,
donde 0“ = ©F son las 1-formas de Poincaré-Cartan.

i1) = 1) | Reciprocamente , supongamos que para un SOPDE integrable, existe una 1-

forma semibdsica 0 € A'(J'm) y una funcién (definida localmente) L en J'z tal que
Lp, 0% =dL. Como 0% son 1-formas semibasicas, estardan dadas por

0 = 05dt° + 0%5q".

Expresamos ambos lados de la igualdad L 0% = dL con respecto a la base Ty, d¢?, du??,
lo que significa que

oL oL
a B o A o 3, A B A A
Lo (05) dt’ + T (0%) 6¢” + 04duly = Tg(L)dt” + W&q + %duw
La ecuacién anterior es equivalente a las siguientes
o OL oL oL N o
(927) QA = @, Fa (8_1%‘}> == @, Fa (0/3) = Fa (L(Sﬁ) .

Entonces tenemos que

(9.28) 0 = ©F + (03 — Lég) dt”,
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y entonces dL = Lp_ 0% = Lp, O%, lo que muestra que I' es un SOPDE lagrangiano.

i) = 1) | Sea I' SOPDE lagrangiano, entonces existe una funcién L € C*°(J'r) tal que

Lp, 0F =dL.
Tomamos
(9.29) ¢=dL ,

entonces tenemos
Lr, (poSY) —¢—¢(ls)dt’ = Lr, (dLoS*) —dL+Ts(L)dt?
= Lr, (0% — Ldt*) — dL + Tg(L)dt?
= Lp 0} —dL =0

asi que ¢ = dL € X} la cual es una 1-forma exacta.

i1i) = 1) | Reciprocamente, si ¢ € X} tal que ¢ es una 1-forma exacta, entonces existe

L tal que
¢=dL

y entonces ¢ 0S¥ = dL o SP. Como ¢ = L, (¢ 0 S®) + ¢(I's)dt?, porque ¢ € X}, entonces
0=2ALr, (p08SY — ¢+ ¢(lp)dt? = Lr, (dL o S*) —dL + dL(T'p)dt?
= L, (dL o S* + Ldt®) — Ly, (Ldt™) — dL + dL(T'5)dt’
= Lr, 0% — Ly, (Ldt*) — dL + Ts(L)dt?
=Lp 0 —dL.
Luego L, ©% = dL, asi que I" es un SOPDE lagrangiano. [

Proposicién 9.10. Sea L una funcion reqular en C°°(J'x). La funcién L es un lagrangiano
para I' si y solo si
V.(09)Y =d"L

donde (@%)V es la 1-forma a lo largo de m ¢ asociado las 1-formas m g-semi-bdsicas ©F
dado por (8.5
oL

oL
e o A
(@L)V = (Léﬁ — @Uﬁ) dtﬁ 0710 + 8u§

Demostracidn. Del Teorema[9.9, L es un lagrangiano para I' si y sélo si

qu O0T1,0-

Ly (dLo S%) =dL —T,(L)dt".
Ahora, usando la descomposicién de una funcién en J'm, obtenemos
0 = Lr ((d"L)" 0 S%) + Ly ((d"* L)% 0 §*) — (d¥ L) — (dV# L)"# + I'o(L)dt®
— L, (63(dV L)1) — (a7 L) — (4 L)V + To(L)dt
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donde hemos usado el hecho de que S*(w) = 0y S*(w"?) = 55&1{ , aqui w viene de la
descomposicién (9.20) de una 1-forma arbitraria w a lo largo de .

—_—~—

Para la 1-forma particular d? L es facil probar que d"*L = d"# L. Usando esto con la
propiedad tenemos
0 = Ly, ((dL)) — (dF L) — (dV¢ L)V# + T (L)dt"
= (d" L)V + (Va(d">L))? — (d"L)" — (dY* L)V + T (L)dt>
= (Vuo(d"L))T — (d" L)" + T, (L)dt"
= (Va(d">L + Ldt® o my o)) — (d" L)H

donde en la tltima identidad hemos usado que Ty (L)dt* = (Vo (Ldt* o 71 4)).
Finalmente, por un calculo directo en coordenadas locales obtenemos que

oL
dVaL -+ Ldt® o mT0 = a_A<qu 0710 + Uédtﬁ o) 7T1’0) -+ Ldt® o 0 = (@%)V 5
(%

«

entonces

(Va(02)Y — g L) =

lo que concluye la prueba. O



Conclusiones

El objetivo fundamental de esta memoria ha sido desarrollar y estudiar diversos aspectos
del formalismo lagrangiano en Teoria Cléasica de Campos de primer orden.
Entre los resultados aportados en esta tesis se pueden resaltar los siguientes:

» En el entorno del formalismo lagrangiano k-simpléctico, en el Capitulo[2)se ha amplia-
do el estudio de simetrias y leyes de conservacién, proporcionando una demostracién
global del Teorema de Noether y estableciendo una condicién bajo la cual se cumple
el reciproco de este teorema.

» En los Capitulos 3 ] y 5] se estudia el proceso de reduccién en el formalismo lagran-
giano k-simpléctico cuando la funcién lagrangiana es invariante con respecto a un
grupo de simetrias, y se establecen las ecuaciones en derivadas parciales reducidas
resultantes, llamadas ecuaciones de campo de Lagrange-Poincaré.

Para reconstruir una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de una
solucién de las ecuaciones reducidas, se introduce la k-conexion mecanica.

» El formalismo lagrangiano desarrollado en el Capitulo [7] utilizando jets de fibrados
sobre un espacio euclideo y el concepto de campos de k-vectores, se caracteriza por
su sencillez, como los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico; extiende la formu-
laciéon lagrangiana de la Mecanica dependiente del tiempo de un modo més directo
que como lo hace el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico, y estd intimamente re-
lacionado con los formalismos k-cosimpléctico y multisimpléctico.

= En el Capitulo [§] se ha realizado el estudio de simetrias y leyes de conservacion. Se
han caracterizado las leyes de conservacion en términos de SOPDEs lagrangianos y se
han introducido las simetrias generalizadas, componentes suficientes para establecer
el Teorema de Noether en este contexto.

En vista de estos resultados, resultaria interesante trabajar en el futuro en las tres
siguientes direcciones, que esan directamente relacionadas con la investigacion llevada a

cabo en esta memoria:

» Contrapartida hamiltoniana de la formulacién lagrangiana desarrollada en el Capitu-

lo [7
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» Establecer un formalismo, basado en el que hemos desarrollado en el Capitulo[7] para
sistemas lagrangianos noholénomos.

» Ampliar los resultados del Capitulo [ para avanzar en el problema inverso.
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