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Introduccion

El célculo de la categoria L-S en grupos de Lie y otras familias de variedades apare-
ce como el primer problema en la lista de Ganea de problemas no resueltos de teoria de
invariantes numéricos homotdépicos [5]. De hecho, para aplicaciones en anélisis, la determi-
nacién del valor explicito de la categoria de una variedad es el aspecto mas importante de
toda la teoria.

Teorema 1 ([7]) Dada una variedad diferenciable compacta X y una funcion real dife-
renciable f en X, el nimero de puntos criticos de f es mayor o igual que cat(X) + 1.

Desafortunadamente, los resultados en esta direccion son normalmente bastante dificiles
de obtener, como testigo el célculo de Schweitzer de Sp(2) [10].

En este trabajo mostraremos algunas de las técnicas introducidas por Singhof [11] y
Mimura-Sugata [8] para el célculo de la categoria L-S de algunos grupos de Lie y espacios
simétricos clésicos.






Capitulo 1

Definiciones y resultados basicos

En este capitulo se estableceran los conceptos previos para el desarrollo de este trabajo,
se comenzara definiendo la categori de Lusternik-Schnirelmann, y con el fin de presentar
resultados basicos que acoten dicha categoria se introduciran los conceptos de categoria
relativa de un subespacio de un espacio topologico, longitud del cup producto de un espacio
topoldgico con coeficientes en un anillo conmutativo, longitud relativa del cup producto asi
como la denominada categoria fuerte.

1.1. Categoria L-S.

Definicién 2 La categoria de Lusternik-Schnirelmann o categoria L-S de un espacio to-
pologico X es el menor entero n tal que existe un recubrimiento abierto Uy, ..., Uyyq de X
tal que cada U; es contrdctil a un punto en X. Denotaremos esta categoria por

cat(X) =mn.
Si tal entero no existe entonces diremos que cat(X) = oo.
Observacién 3 La categoria L-S estd normalizada, por lo tanto cat(.) = 0.

Con el fin de obtener cotas inferiores de los puntos criticos de un funcional diferencia-
ble es necesario determinar la categoria relativa de subconjuntos de una variedad. Dicha
categoria estd definida como sigue:

Definicién 4 Sea A un subespacio de un espacio topologico X, la categoria relativa de A
en X, catx(A), es el menor n € N tal que A puede ser recubierto por n + 1 subconjuntos
abiertos contrdactiles en X. Si este entero no existe entonces se denotard catx(A) = co.

Observemos que
catx (X) = cat(X) y catx(A) < cat(X).

Por otro lado, si A tiene un entorno abierto del que es retracto por deformacion entonces
catx(A) < cat(A).
El calculo de las categorias relativas viene motivado por el siguiente resultado analitico:

7



8 1 Definiciones y resultados bésicos

Proposicién 5 ([2]) Sea X wuna variedad diferenciable compacta y f una funcion real
diferenciable definida en X. Sea Sy la familia de todos los subconjuntos A de X tales que
caty(A) > k. Entonces

inf su T
fnf mgf (z)

es un valor critico de f.

Definicién 6 Sea R un anillo conmutativo. La longitud del cup producto de X con coefi-
cientes en R es el menor entero k tal que todo (k+1)-cup-producto es nulo en la cohomologia
reducida H*(X; R). Este entero se denotard por

cuplongz(X).

Proposiciéon 7 Observacion de Eilenberyg.
Se verifica que:
cuplongp(X) < cat(X).
para cualquier anillo conmutativo R.
Demostracion:
Supongamos que cat(X) = n siendo {Uy, ..., U1} un recubrimiento adecuado para el
célculo de la categoria. Denotamos por z; U -+ U x,1 # 0 un producto en H"(X; R) de

longitud n + 1; y consideramos la sucesién exacta larga de cohomologia, con coeficientes
en R, dada por el par (X, U;) y la inclusiéon j;: U; — X:

s H™X, U R) % H™(X;R) % H™(U;: R) — -
Sabemos que U; es contractil en X, por lo tanto j7 = 0. Ademds, por la exactitud de la
sucesion, para x; € H™(X; R) existe un antecedente 7; € H™ (X, U;; R) tal que ¢ (7;) = ;.

La descripcion general del cup producto dice que

H*(X,A;R)® H*(X,B; R) — H*(X, AU B;R)
con
uUv=A"(u xv),
donde A: (X, AUB) — (X, A) x (X, B) = (X x X, Ax X, X x B) es la aplicacion diagonal.
Ademaés, se demuestra que ¢/ (uUv) = ¢ (u) U g (v).

En el caso del enunciado, el producto 77 U --- U T, ;1 estd definido en el grupo
H*(X,JU; R) donde la unién | JU; se toma para i = 1,...,n + 1. Por otro lado, como
X=UU, H (X,JU; R) =0 tal que Ty U - - - UT,;1 = 0, se tiene que

HX,|JU) S H(X),
q*(ﬂU"'Uﬁ) =z, U---Uz,.
Asi zqy U+ Uzyy = ¢*(0) =0y por lo tanto:

cuplongz(X) < n = cat(X).
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Definicién 8 Sea R un anillo conmutativo. Sea X un espacio topologico, A un subes-
pacio de X e i:A — X la inclusion. La longitud relativa del cup producto de A en X,
cuplongy (A), es el menor n € N tal que i*(§; U -+~ U&,41) = 0, para todo &, ... 1 €
H*(X,R).

Proposiciéon 9 Se verifica que:

cuplong v (A) < catx(A).

Lema 10 Sea X un espacio topoldgico, A un subespacio de X e i: A — X la inclusion.
Supongamos que caty(A) = n, y sea R un anillo conmutativo con unidad. Si &y, ..., 1 €
H*(X; R) entonces

PG U U =0€ HY (A R).

El lema anterior puede entenderse del siguiente modo:

Lema 11 Sea X un espacio topoldgico, A un subespacio de X e i: A — X la inclusion.
Sea R un anillo conmutativo con unidad. Si existe k > n tal que i*(& U---U&) # 0, para
&,...,& € HY(X; R), entonces catx(A) > n.

Si se toma A = X, se obtiene la observacién de Eilenberg, véase la Proposcion 7.

Definicién 12 Sea X un poliedro finito. Llamamos categoria fuerte de X, y lo denotamos
por Cat(X), al menor n € N tal que X puede ser recubierto por n subpoliedros; cada uno
de ellos homotdpicamente equivalente a un punto.

Observaciéon 13 Se verifica que
cat(X) < Cat(X).

Proposicién 14 ([1] p. 23, 24) Si X es un CW-complejo (r — 1)-conexo para r > 1,
entonces

cat(X) < dim(X)/r.

El siguiente teorema sera necesario para la demostracién de alguno de los siguientes
resultados:

Teorema 15 ([3] p. 341) Si M = M; x My es conezxa por caminos y ademds cat(Mi) y
cat(M,) son finitas, entonces

cat(M) < cat(M;) + cat(M,).



10 1 Definiciones y resultados bésicos

1.2. Categoria L-S de grupos de Lie

A continuacion se presentan unos resultados sobre la categoria L-S de grupos de Lie,
la demostracién de dichos resultados pueden verse en [11].

Teorema 16 Sea G un grupo de Lie compacto y conexo, y T un toro maximal de G.
Entonces,

cat(G/T) = 1/2(dim(G) — rk(G)).
Observaciéon 17

1. Denotamos por tk(G) el rango de G, es decir, si T™ C G es un toro mazximal, entonces

tk(G) =r.
2. Se verifica que dim(G) — rk(G) es un nimero par.
Con el fin de poder formular nuestro siguiente resultado, definimos:

Definicién 18 Sea 7 un grupo abeliano finitamente generado. Denotamos por () el
menor n € N tal que m es suma directa de n grupos ciclicos (dicho nimero existe por el
teorema de los grupos abelianos finitamente generados).

Teorema 19 Sea G un grupo de Lie compacto y conexo y T un toro mazimal de G.
Entonces:

catg(T) = p(mG).



Capitulo 2

Categoria L-S del grupo unitario

El objetivo de este capitulo es determinar la categoria L-S del grupo unitario y del
grupo especial unitario.

Sea U(n) el grupo de matrices n x n complejas con AA* = [ y SU(n) el grupo de
matrices complejas con AA* = [y det(A) = 1.

Teorema 20 Se verifica que:
1. cat(SU(n)) =n— 1.
2. cat(U(n)) = n.

La demostracion de este teorema se concluye de forma directa de los siguientes resul-
tados:

Lema 21 Una cota superior para la categoria L-S del grupo especial unitario de dimension
nesn—1, es decir,

cat(SU(n)) <n — 1.

Demostracion:
Sean &1,&o, ..., &, diferentes nimeros complejos de modulo 1 tal que &&---&, # 1.
Para 1 < i < n definimos

A, = {X € SU(n) | & no es autovalor de X }.

Luego los A; forman un recubrimiento abierto de SU(n), ya que la matriz tiene a lo sumo
n autovalores y su determinante es 1.

Sea B una componente conexa de A;. Como SU(n) es conexa por caminos podremos
demostrar que B es contractil en SU(n); ademds si cada componente se contrae a un punto,
podemos mover todos esos puntos a un tnico punto.

Denotamos por S(n) el conjunto de matrices n x n auto-adjuntas con su topologia
natural. Sea la aplicacién ®: B — S(n), siendo ®(X) = —ilog(X); esta bien definida y es
continua. Ademés X = exp(i®(X)).

11



12 Categoria L-S del grupo unitario

Como 1 = det(X) = exp(itr(P(X))) existe k € Z tal que tr(®(X)) = 2kn, VX € B
por ser B conexo.
Sea
Xo = exp(2mik/n)I, € SU(n)

donde I,, es la matriz identidad.
Sea [ el intervalo identidad y definimos F: B x [ — SU(n) por

F(X,t) =exp(i((1 — t)®(X) + t(27k) /nl,));

asi I’ es continua (por ser suma y producto de aplicaciones continuas) y por otro lado
tenemos:

F(X,0) = exp(i®(X))

F(X,1) = exp(2nk/n)1I, = X,

para todo X € B. Se tiene de este modo que B es contractil en SU(n).
Hemos encontrado un recubrimiento de n abiertos contractiles de SU(n) por lo tanto
cat(SU(n)) <n —1.

O
Lema 22 Una cota superior para la categoria L-S del grupo unitario de dimension n es
n, es decir,
cat(U(n)) < n.
Demostracion:

Sea f:U(n) — SU(n) x S* definida por

f(A) = (p(A), det(A)),

donde p(A) es la matriz obtenida dividiendo la tiltima columna por det(A) y cuya inversa,
f7YX,t), serd la matriz resultado de multiplicar por ¢ la tltima columna de la matriz X.
Asi f define un homeomorfismo entre U(n) y SU(n) x S'. Entonces por el Teorema 15
obtenemos que:

cat(U(n)) < cat(SU(n)) +cat(S") <n—1+1=n.

Teniendo en cuenta que cat(S') = 1 ya que existen dos abiertos contractiles que lo
recubren, y ademéas S' no es contractil.
O
Utilizando los dos lemas previos se demuestran las siguientes igualdades sobre la cate-
goria relativa del grupo uniterio y del grupo especial unitario.

Proposicién 23 Se verifica las siguientes igualdades:

1. catsyir (SU(n)) =n —1 para k > 0;
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2. catymir)(U(n)) =n para k > 0.

Demostracion:
Por definicién sabemos que catx(A) < cat(X) y ademds

cat(SU(n)) <n—1y cat(U(n)) <n,

entonces tenemos
catsy(nir)(SU(n)) < cat(SU(n)) <n —1

caty(mir)(U(n)) < cat(U(n)) < n.

Por lo tanto para obtener la demostracion es suficiente probar que
catsy(nir) (SU(n)) >n —1y catymir)(U(n)) > n.

Probemos entonces que caty (1) (U(n)) > n.

El anillo de cohomologia de U( )es HH(U(n),Z) = A(e1;es;...;e2,-1) donde A es el
algebra exterior, [9] p.148.

Sea la fibracién

Un) = Un+1) — 52+

entonces de la exactitud de la sucesion de Wang por [13] obtenemos un isomorfismo inducido
por la inclusién entre H (U(n),Z) y H(U(n + 1),Z) paral < 2n — 1.
Sea i:U(n) — U(n + k) la inclusién. Entonces por induccién tenemos que

i*: H'(U(n + k), Z) — H(U(n),Z)

es un isomorfismo para [ < 2n — 1. Por otro lado, si tomamos & = ey, 1 para 1 < i < n
entonces

i*(&u---ufn) :i*(€1U€3U"'U€2n_1>7AO.

Por el Lema 11 tenemos que caty(n4x)(U(n)) > n.
De modo andlogo, teniendo en cuenta que el anillo de cohomologia de SU(n) es

H+(SU(TL), Z) = A(eg; €55 ..., 62,1,1)

donde A es el dlgebra exterior, [9] p.148, se obtiene catgy(nir) (SU(R)) > n — 1.






Capitulo 3

Categoria L-S de espacios simétricos
de tipo clasico

El objetivo de este capitulo serda determinar la categoria L-S de los espacios simétricos
SU(n)/SO(n) y SU(2n)/Sp(n).

Los teoremas que recogen estos resultados se probaran segin la idea de la demostracion
del Teorema 20 de Singhof y siguiendo el articulo de Mimura y Sugata [8].

3.1. Categoria L-S de SU(n)/SO(n)

Teorema 24 Se verifica que:
cat(SU(n)/SO(n)) =n—1.
Comenzaremos probando el siguiente lema:

Lema 25 Se tiene el siguiente difeomorfismo:
SU(n)/SO(n) 2 {X € SU(n) | XT = X}.

Demostracion:
Denotamos por K, = {X € SU(n) | XT = X} el espacio de matrices unitarias
simétricas con determinante 1 y definimos una accién

e:SU(n) x K, —» K,

que actia (P, X) = PXPT.
Para ver que la accién es transitiva, vamos a probar primero que cada X € K,, puede
ser representado como:
X =pPT = pr1,P7,

con P € SU(n). B o
Sea X € K, entonces las matrices X + X e i(X — X)) verifican:

15



16 3 Categoria L-S de espacios simétricos de tipo clasico

= Son reales: Denotemos X = A + iC' donde A, C' son matrices reales. Entonces,
X+X=A+iC+A—iC=2A,
i(X — X) =i(A+iC — (A—iC)) =i(2iC) = —2C.
» Son simétricas: Sabemos que X7 = X, entonces
A+iC =X =X = (A+iC)" = AT +-4iC*

por lo tanto A = AT y C' = CT.

= Conmutan: Teniendo en cuenta que X € K, obtenemos que X ' = X* = (XT) = X
y por lo tanto XX = I = X X. En consecuencia

I(X-X)(X+X) = i(X2+ XX -XX-X) =
(X + X)[i(X - X)].

Como la matriz X + X es  real y simétrica podemos diagonalizarla mediante una matriz
B € SO(n) tal que B"(X + X)B = Diag(ay, .. ., an).
Teniendo ahora en cuenta que X + X e i(X — X) conmutan, es decir,

(X — X)X +X) — (X + X)[i(X - X)] =0;

» Todos los autovalores de X + X son distintos:

Sea a; un autovalor con multiplicidad 1, y sea v; su autovector asociado: (X + X )v; =
a;v;. Por lo tanto,

(X +X)i(X — X))y =i(X — X)(X + X))y = a;i(X — X)v;.

Obtenemos que, i(X — X)v; es un autovector para X + X asociado al autovalor a;
pero a; tiene multiplicidad 1 por lo tanto existe b; tal que i(X — 7)% =by; y asi y;
es un autovector para i(X — X ). Repitiendo el proceso para todos los autovalores de
X 4+ X podemos diagonalizar X + X y i(X — X) con la misma matriz de paso.

» La matriz X 4+ X tiene autovalores repetidos:

Sea a; un autovalor con multiplicidad k;, supongamos X + X diagonalizada de modo
que los autovalores repetidos queden agrupados a lo largo de la diagonal, BT (X +
X)B = Diag(ay, ..., a,) = D. Definimos BTi(X — X)B = D’. Obtenemos que D y
D’ conmutan:

DD — D'D =

BT(X + X)BBTi(X — X)B - BTi(X - X)BBT(X + X)B =
BT[(X +X)i(X - X) —i(X - X)(X +X)|B =
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Por otro lado, la matriz D’ es diagonal en bloques, sean v; y v; autovalores de D
correspondientes a distintos autovalores a; y a;, entonces:

0 = v/ (DD — D'D)y; = (vl D)D'v; — v/ D'(Dv;) =
a;vi D'v; — vl D'ajvj = (a; — aj)v] D'v;

como a; # a; tenemos que D’ es diagonal en bloques.
j

Si denotamos s por el nimero de autovalores distintos, tenemos que:

ay Iy, 0 0
D— 0 agly, --- 0
0 0 oo agly,
y /
D - 0
D = : :
0 - D

Se puede diagonalizar los bloques D} de modo que no afecta al bloque asociado, a; [y,
ya que es un multiplo de la matriz identidad.

Asi podemos diagonalizarlas simultaneamente mediante una matriz adecuada, B €
SO(n):
)B = Diag(ay, ..., a,),

)B = Diag(b, ..., by).

Por otro lado o
B (X + X)B = B"(2A)B =2B"AB
BT[i(X — X)|B = B"(-2C)B = —2B"CB
y asi
B'XB = BY(A+iC)B=B"AB+iB"CB =
) :
—Diag(ay,...,a,) — EDiag(bl, b)) =
2 2
).

a; — Zbl Ay — an

Di
lag( 5 Ty

Ademés BT X B € SU(n) ya que:

(B'XB)" = (BTXB)T = (BTXTB) = BTXTB =B 'X'B=(B'XB)™!

det(B" X B) = det BT det X det B = 1.
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Y por lo tanto sus autovalores tienen médulo 1,

|(Zk — Zbk
2

=1, V1I<k<n.

Q. — Zbk

Definimos ¢; € C tal que ¢z = y ademas ¢y ---¢, = 1. Por otro lado, sea C' =

Diag(cy, ..., ¢,) que verifica C' € SU(n) porque |cx| = 1. Obtenemos
BTXB=C*=CC =CCT,

entonces

X =(BNH'cc”B!' = BCCTB" = BC(BC)".

Tomamos P = BC, P € SU(n) y as{ X = PPT.
Esto prueba que la accion es transitiva. Ademas I, € K,, y la érbita

Orbita(I,) = {PI,PT | P € SU(n)} = K,.
Por otro lado, el grupo de isotropia de I,, viene dado por:

{PcSUMn)|pPl,) =1} = {PcSUMn)|PLP =1I,)}=
{PcSUn)|P' =P} =
{P € SU(n) | P=P}=2S0(n).

Se tiene el difeomorfismo
SU(n)/SO(n) =2 K, ={Xe€SUn)| X =X"}.

O
Nota: Esto es un caso particular del llamado “modelo de Cartan”de un espacio simétri-
co.

Estd demostrado por Mimura y Toda [9] p.150, que el anillo de cohomologia mod 2 de
M = SU(n)/SO(n) viene dado por:

H(M;Zs) = Aeas . .. s eq),
donde A es el algebra exterior. Entonces por la Proposicion 7 obtenemos:
n — 1 = cuplongy, (M) < cat(M).
Entonces el Teorema 24 estard demostrado si se prueba la siguiente proposicion:

Proposicién 26 Se tiene la siguiente desigualdad:

cat(SU(n)/SO(n)) <n —1.
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Demostracion:
Sean A, ..., A, nimeros complejos distintos entre si tales que |\;| = 1,Vi € {1,....,.n}y
Ap-- A, # 1. Sear € {1,...,n} y definimos:

A, ={X € SU(n)/SO(n) | Ar no es autovalor de X}.

Los conjuntos A, son abiertos. Dada una matriz A € K, = SU(n)/SO(n) todos los
numeros \; no pueden ser autovalores de A, supongamos que si:

1=det(A) = A+ Ay #£1

lo que es una contradiccion.

Asi para toda matriz A € SU(n)/SO(n) existe r € {1,...,n} tal que A € A,. Por lo
tanto tenemos un recubrimiento abierto de SU(n)/SO(n) : {A, |1 <r <n}.

Fijamos ahorar € {1,...,n}, y sea B una componente conexa de A,. Como SU(n)/SO(n)
es conexo por caminos es suficiente probar que B es contractil para obtener que A, lo es.
Sea u(n) ={X € M(n,C) | X* = —X} y definimos una aplicacién:

log: B — u(n).

Veamos como estd definida: Sea X € A C A, y podemos escribir A\, = ¢, 0 < o < 27,
ya que |\.| = 1. Ademds X puede ser diagonalizada

X = PDiag(e, .. )P
por una matriz adecuada P € U(n) y
a<b;<a+2r Vje{l,...,n}

(las desigualdades son estrictas ya que X no tiene a \, = €' como autovalor). Por lo tanto,
se define la funcién log: B — u(n) por

log(B) = PDiag(ify, ... ,i0,)P",

que estd bien definida y es continua. Por definicién se tiene que X = exp(log(X)) y por lo
tanto:
1 = det(X) = det(exp(log(X))) = exp(tr(log(X))),

siendo tr: M(C, n) — C la funcién traza.
Por otro lado las funciones tr y log son continuas y B es conexo; entonces existe un
numero k € Z tal que

1 = exp(tr(log(X))) = tr(log(X)) = 2kmik VX € B.

Definimos ahora una matriz constante en SU(n)/SO(n), que denotaremos Xy:
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Veamos que Xy € SU(n)/SO(n), recordemos que
SUn)/SO(n) = {X € SU(n) | X* = X} :

Xp es diagonal = XTI = Xy,
—2mik

X; = XTI =X, = exp( )L, = X5,

2mik
det(Xo) = nexp(WTZ) = exp(2mik) = 1.

Veamos ahora que B contrae a Xy. Como u(n) es un espacio vectorial, podemos construir
homotopias lineales. Definimos una homotopia:

F:B x[0,1] = SU(n)/SO(n),
definido por
27?2']{:]”)'
n

Trivialmente F' es continua por ser suma y producto de continuas, ademas

F(X,0) =exp(log(X)) =X

F(X,s) =exp((1 —s)log(X)+s

2mik 2mik
i 1) = exp! Uy
n n

Solo falta probar entonces que F'(X,s) € SU(n)/SO(n); VX € B,s € [0, 1]. Pero como
u(n) junto con el corchete de Lie dado por el conmutador es el algebra de Lie de U(n),
tenemos F'(X,s) € U(n); VX € B,s € [0,1].

Por otro lado:

F(X,1) = exp( )1, = Xo.

2mik

det(F(X,s)) = det(exp((1—s)log(X)+s " I,)) =
exp(tr((1 — s)log(X) + 327;5]{[”)) =
2mik

exp((1 — s)tr(log(X)) + s " tr(1,)) =
exp((1 — s)2mik + s2mwik) = exp(2mwik) = 1.

Y finalmente:
2mik

F(X,s)" = exp((1—s)log(X) +s " L)' =
exp((1 — s)log(XT) + 527:]{]5) =
exp((1 — s)log(X) + 527:k1n) =F(X,s).

Por lo tanto se ha obtenido un recubrimiento de SU(n)/SO(n) por abiertos contractiles:

{4, | 1 <r <n} por lo que se concluye el resultado.
U
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3.2. Categoria L-S de SU(2n)/Sp(n)

Teorema 27 Se verifica que:

cat(SU(2n)/Sp(n)) =n — 1.
El anillo de cohomologia de N = SU(2n)/Sp(n) viene dado por:
HY(N;Z) = A(es; eq; - . . ; €an_3),

donde A es el dlgebra exterior; como se puede ver en la demostraciéon de Mimura y Toda
en [9] p.149. Y una vez més por la Proposicién 7 obtenemos que:

n — 1 = cuplongy, (V) < cat(N).

Necesitamos probar unos lemas previos para finalizar el calculo de cat(/N). Sea J =

( IO _({ "> donde I,, denota la matriz identidad de orden n.

Lema 28 Friste el siguiente difeomorfismo:
SU((2n)/Sp(n) 2 {X € SU22n) | X* = -X}.

Demostracion:
Existe un embebimiento ¢: Sp(n) — SU(2n) definido por

‘w=(5 7).

siendo X = A+ jB con A, B matrices complejas. Se tiene que la imagen de ¢ es {X €
SU(n) | XJXT = J}. Sea
Ly, ={X € SU(2n) | XT = -X}

y definimos una accién

©: SU(2TL> X Lgn — Lgn

que actia (P, X) = PXPT.
Veamos que la accion es transitiva. Sea X € Ly, y A un autovalor de X:

X €Ly =XeSU2n)=det(X)=1=|A=1.

Correspondiente a este autovalor existe un autovector v € C?* tal que Xv = \v y
|v| = 1. Teniendo en cuenta que

Xe€ly=>XX=0L,yX'=-X

y por otro lado que A\ = || = 1:
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Xv=M = v=X'"\Ww=rv=X\wv=v=—X\v=
v—-XXv—-X%v:Xv——)\v.

Es decir, si v es un A-autovector entonces 7 es un (—\)-autovector.

Sea W un subespacio 2-dimensional de C?" generado por v y 7, que son independientes.
Tomamos el conjunto W+ ortogonal a W, y repetimos el procedimiento en W+. Obtenemos
entonces una base ortonormal {vy,771,. .., v,, Uy} € C*" tal que

X/\k = )\kl/k, XV_k = _>\k7/_k7 siendo k = 1, Lo,

donde Ay, ..., A, son autovalores de X. Sean los siguientes niimeros reales:

wy, = (v + %), wyp = (vx — k), siendo k =1, ...n.

1 i
V2 V2

Entonces como

1 1

1 1 V2 oo

_2(>\ka — )\k,’Vk) = E)\kw;ﬁ_—z = z)\sz
y
, — I .

Xw), = Xﬁ(l/k — ) = E(ka — X) =

—1 —iAg .
— (el + M) = ——wp V2 = —idgw
\/5( KUk AeTk) /2 k kW

obtenemos que |wg| = |wy|, lo que implica |wg| = 1. Por otro lado,

1 1 _
<Wpws > = < —=W 4+ 7)), —=vs +U5) >=

V2 V2

1

§(<u,.,ys>+<u7,us>+<ur,v_s>+<u7,u_s>):0
—1 . =1 -

<w,wl > = <—(VT—VT),E(VS—VS):

V2

1
§(<ur,us>—<u,,u_s>—<u7,us>+<u7,u_s>):0

, 1 . =1 o
< Wy, Wy > = < E(VT+VT)7E(VS_VS> =
%Z(<yr,us>—<yr,u_s>+<u7,us>—<y_r,u_8>):0



3.2 Categorfa L-S de SU(2n)/Sp(n) 23

oAl

(Vv >+ <V > = <, Uy > — < U, Uy >=

< wp,w, > = <L<V +7)
T r \/§ T )

—1

—7) >=

2
—q o
ol — 77 = 0
Por lo tanto {wy,w}, ..., w,,w,} forma una base ortonormal en R?".
Tomamos entonces B = (wy, ..., Wy, w],...,w,) € O(2n). Ademds se puede escoger

B € 50(2n) reemplazando A, con —\; si es necesario. Obtenemos:

BTXB = Jol X w0 ow, w) oo wl ] =

Sl ey e il —iwy - =i, =

0 - i, 0 0 |

0 —iDiag(A1, ..., An)
_@'Diag()\l, ceey /\n) 0

Sean ¢y, . .., ¢, nimeros complejos tal que ¢ =i\, Vk € {1,...,n}, y sea
C = Diag(cy,...,Cn,C1,y...,0q) € U(2n).

Entonces:
B Djag(cl, - ,Cn) 0 ) 0 -1, .
cJC = { 0 Diag(Ch'-an)} [ }

Diag(cy, ..., cn) 0
0 Diag(cy,...,¢n)
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0 Diag(cr, 0]

| Diag(cr..., ) 0

Diag(ci, ..., ) 0 ]
Diag(ci,...,cn) |
_Diag(C%7 s 763) .

_Diag(c%a s ,Ci) 0 -

- 0 —Diag(i)\l, R ,Z)\n) ST

| Diag(iAr, ..., i\,) 0 = BTXB.

Por lo tanto, BPXB = CJC = CJCT. De forma analoga al apartado anterior tenemos
que BTXB € SU(2n) y entonces

det(BTXB) = i®"A\2- - X2 = (i"Ay - M\)? = 1,
se sigue asi que i"\; - -- A\, = £1. Ademds

det(C) =cl -2 =i"A\; -\, = £1.

Si det(C') = —1 entonces subtituimos C' por la multiplicacién por
Diag(0,1,...,1) Diag(L,0,...,0)
Diag(1,0,...,0) Diag(0,1,...,1)

y asi obtenemos det(C) = 1 y podemos tomar C' € SU(2n). Tomamos entonces P = BC
y tenemos:

X = BCJC'BY = PJPT con P € SU(2n).
Lo que implica que la accién es transitiva ya que J € Lg,:
X € Ly, = X =PJP".

La orbita de J:
Orbita(J) = {PJPT | P € SU(2n)} = La,.

Por otro lado el grupo de isotropia de J viene dado por:
{PecSU2n)| (P, J)=J}={PcSU2n)| PJP" =J} = Spn).
Obtenemos el difeomorfismo:
SU(2n)/Sp(n) = Ly, = {X € SU(2n) | X7 = —X}.

Lo que concluye la demostracion.
0
Notemos que en la demostracién de Mimura-Sugata [8] se toma erréneamente la matriz
B = [wy,w}, ..., w,,w,,] € O(2n). Con esta eleccién la matriz BT X B no es la deseada para
concluir el resultado.
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Corolario 29 Se obtiene:
U(2n)/Sp(n) = {X | XT = JXJT}.

Demostracion:
Por el lema anterior tenemos que:

U(2n)/Sp(n) 2 {X € SU(2n) | XT = —X}.

Multiplicando por J obtenemos:

U(2n)/Sp(n) = {JX € SU2n) | XT = —X} =
{(XeSu@2n) | (J"X)" =-J"X} =
{X € SU(2n) | XTJ JX} =
{X e SU@2n) | X" =JXJ"}.

g

Lema 30 Sea X wuna matriz de SU(2n)/Sp(n). Si A es un autovalor de X, entonces
dim(Wy) > 2; donde Wy C C?" denota el correspondiente autoespacio.

Demostracion:

Sea X € SU(2n)/Sp(n) y A un autovalor de X, entonces existe un autovector v #
0, v € C*" tal que Xv = Av. Teniendo en cuenta que X € SU(2n)/Sp(n) entonces por el
lema anterior X verifica que:

- 1
XX* =1y, XT=JXJ "y = T
ademas tenemos que:
1
Xv=w=rv=XWw=2rv=XXv= XV:X*IV.

Obtenemos entonces:

XJ) = XNw=JXWw=JX"D)=JXv)=JX )=
J(XV) = J(=p) = J(\v) = A\(J7D).
En consecuencia, si v es autovector de A entonces Jv tambien lo es. Sera suficiente probar

entonces que v y Jv son linealmente independientes para obtener el resultado.
Supongamos av + bJv = 0 tal que a,b € C obtenemos asi:

av+bJv =0 = Xav+XbJv=0=aXv+bXJv=0=
a\v +bAv =0= (a+b)Av=0=a+b=0.
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Por otro lado: o
av+bJv=0=av+bJv =0.

Aplicando J,
aJv+b(—v)=0=aXJv—bXv=0=
a\v—b\w=0=(@-bw=0=>a-b=0=
a—b=0.

Entonces,

a+b=0ya—-b=0=a=b=0.

Sean Ay, ..., A\, € C diferentes con |\.| = 1 para todo 1 < r < n tales que A\?--- A2 £ 1.
Para 1 < r < n definimos:

A, ={X € SU(2n)/Sp(n) | A\, no es autovalor de X}.
Lema 31 La familia {A,}1<,<n forma un recubrimiento abierto de SU(2n)/Sp(n).

Demostracion:
Sea X € SU(2n)/Sp(n) con X ¢ U'_, A,, es decir,

X e M {(SU(2n)/Sp(n)) \ A, }.

Por tanto X tiene como autovalor a A, para todo r € {1...n}. Como por lo demostrado en
el Lema 30 la dimensién del autoespacio correspondiente a cada autovalor es mayor o igual
que 2, ademas tenemos n autovalores; y por otro lado X € 9y, «2,. Entonces la dimension
del autoespacio correspondiente a A, Vr € {1,...,n} es exactamente 2.

Por lo tanto, podemos diagonalizar X mediante una matriz adecuada P € U(2n):

X = PDiag(A1, M-« o5 Ay An) P
Recordando que X € SU(2n) obtenemos que:
1 =det(X)=A---A\2 #1,

lo cual es una contradiccién. Entonces no existe dicha matriz X, por lo tanto SU(2n)/Sp(n) =
Ur_, A, y esto implica que {A, }1<,<, forma un recubrimiento abierto; ya que los conjuntos
A, son abiertos.

O

Entonces el Teorema 27 estard demostrado si se prueba el siguiente lema:

Lema 32 Se verifica la siguiente desigualdad:

cat(SU(2n)/Sp(n)) < n — 1.
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Demostracion:
Sea N = SU(2n)/Sp(n). Por el Lema 31 {Ay,...,A,} es un recubrimiento abierto de
N. Para obtener el resultado es suficiente probar que A, es contractilen N, Vr € {1,...,n}.

Ademas como N es conexo por caminos, basta con probar que cualquier componente conexa
de A, es contractil en N. Fijemos A, y sea B una componente conexa de A,. Definimos,
de forma andloga a lo hecho en la demostracion de SU(n)/SO(n), una funcién continua:

log: B — u(n).

Y tambien del mismo modo definimos una matriz constante Xj:

Xo = exp(%k)fgn € SU(2n)/Sp(n).

Sea una homotopia:

F:B x [0,1] = SU(2n)/Sp(n),

k
definida por F(X,s) = exp((1 — s)log(X) + Silgn) que claramente es continua por ser
n,

composicion, producto y suma de funciones continuas. Y verifica:
F(X,0) = exp(log(X)) = X
ik
F(X, 1) = exp(—lgn) = X() VX € B.
n

Veamos ahora que F(X,s) € N VX € B, Vs € [0,1]. Como u(2n) junto con el conmu-
tador es el dlgebra de Lie de U(2n) obtenemos que F(X,s) € U(2n). Ademas:

exp(tr(log(X))) = det(exp(log(X))) =det(X) =1, VX € B.
Entonces, 3k € Z tal que tr(log(X)) = 2mik, con lo que tenemos:
mik
det(F(X,s)) = det(exp((1—s)log(X) + STIQn)) =
exp(tr((1 — ) log(X) + s%%n)) —
exp((1 — s)tr(log(X)) + s%ktr(f%)) =
exp(2mik(1 — s) + s2mwik) =
exp(2mik) = 1,

F(X,5)" = exp((1—s)log(X) + S%kjgn =
ik
exp((1 — s)log(XT) + 3%127; =
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&
exp((1 — s) log(JX JT) + s%zzn) -
exp((1 — s)J log(X)J" + S%klgn =

ik

exp(J((1 — s)log(X) + 87]2n)JT) =
Jexp((1—s)log(X) + s%]{_f%)(ﬂ’ =

JE(X,s)J".

Lo que concluye la demostracion.



Capitulo 4

Categoria L-S de espacios simétricos
hermiticos

El objetivo de este capitulo sera calcular la categoria L-S de los espacios simétricos
hermiticos Sp(n)/U(n) y SO(2n)/U(n).

Para ello, en primer lugar se introduciran el concepto de estructura casi-compleja, de
estructura Riemanniana hermitica y de métrica de Kahler.

Definicién 33 Una estructura casi-compleja en una variedad M es un tensor del tipo

(1,1):
Jy: T,M — T, M,

J) = —id,

variando diferenciablemente con p € M.

Definicién 34 Sea M una variedad conexa con una estructura casi-compleja J. Una es-
tructura Riemanniana g en M se dice que es hermitica si

g(JX,JY)=g(X,)Y).

Definicién 35 Sea M una variedad compleja conexa con una estructura hermitica; se dice
que M es un espacio simétrico hermitico si cada punto p € M es un punto fijo aislado de
una isometria holomorfa s, de M.

Proposicién 36 ([6] p.372) La estructura hermitica de un espacio simétrico hermitico
es kahleriana.

Definicién 37 En una (2n)-variedad kidhleriana M podemos definir la 2-forma simpléctica

w(X,Y)=g9(JX,Y).
Se tiene que wA . Aw #£ 0 es una forma de volumen y por tanto cuplong(M) > n.

29
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Proposicion 38 Si X es una 2n-variedad compleja, simplemente conexa que admite una
métrica de Kahler, entonces:
cat(X) = n.

Demostracion:
Por el Teorema 14, teniendo en cuenta que X es conexa y simplemente conexa (es decir,
1-conexa), obtenemos que:

cat(X) < dim(X)/2 = 2n/2 = n.

Veamos ahora la otra desigualdad:
Por hipétesis, X admite una métrica de Kéahler; por la Definicion 37 se tiene que
cuplong(X) > n y por la Proposicién 7,

cat(X) > cuplong(X) > n.

Lo que concluye el resultado.

4.1. Categoria L-S de Sp(n)/U(n)

A continuacién se calculara la dimensiéon de Sp(n)/U(n) con el fin de determinar cudl
es la categoria L-S de dicho espacio utilizando los resultados previos.

Lema 39 Se tiene que:
dim(Sp(n)/U(n) = n(n + 1).

Demostracion:

Veamos en primer lugar que dim(Sp(n)) = 2n? + n. Sea la funcién F:H(n) — H dada
por F(A) = A*A, donde H es el espacio vectorial de las matrices cuaterniénicas hermiticas,
que tiene dimensién 2n* — n. La fibra sobre la matriz identidad es Sp(n). Veamos que es
un valor regular.

Fa(X) = lim %[F(A 1)~ F(A)] = lim %[(A LX) (A4 LX) — ATA] =

1
lim ~ (A*A 4+ AX +tX A+ XX — A*A) =

t—0 t

1
lim —H(A"X + XA+ X°X) = AX + X"A,

t—0

Si A € Sp(n), dada cualquier matriz hermitica H € H tomamos X = $AH. Por lo
tanto la diferencial es sobreyectiva; y por lo tanto se tiene:

dim(Sp(n) = dim(H(n)) — dim(H) = 4n® — (2n* —n) = 2n* + n.
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Veamos ahora que dim(U(n)) = n?. Sea la funcién G: C — H dada por G(A) = A*A,
siendo H el espacio vectorial de las matrices complejas hermiticas, cuya dimensién es n?.
La fibra sobre la matriz identidad es U(n); que es un valor regular, con un calculo andlogo
al anterior vemos que G,4(X) = A*X + X*A. Dada una matriz unitaria A y H una matriz

hermitica, tomamos X = §AH y por lo tanto la diferencial es sobreyectiva. De este modo

se tiene que
dim(U(n)) = dim(C(n)) — dim(H) = 2n* — n® = n*

Para concluir la demostracién:

dim(Sp(n)/U(n)) = dim(Sp(n)) —dim(U(n)) =
2n +n—n*=n*+n=n(n+1).
U

Por ser Sp(n) simplemente conexo y U(n) conexo, tenemos que el cociente Sp(n)/U(n)
es simplemente conexo.

Ademéds Sp(n)/U(n) es un espacio simétrico hermitico por [6] p.518, entonces por la
Proposicién 36, admite una estructura kahleriana. Finalmente, por la Proposicién 38 ob-
tenemos que:
n(n+1)

—

4.2. Categoria L-S de SO(2n)/U(n)

Finalmente, en esta seccién se calculard la dimensién de SO(2n)/U(n) para determinar,
de manera andloga a la seccién anterior, cuél es la categoria L-S de dicho espacio.

cat(Sp(n)/U(n)) =

Lema 40 Se verifica:
dim(SO(2n)/U(n)) = n(n —1).

Demostracion:

Como estd probado en la demostracién del Lema 39, la dimensién de U(n) es n?. Ahora

1
de forma andloga vemos que dim(O(n)) = w

Sea la funcién F:R(n) — S dada por F'(A) = A*A, donde S es el espacio vectorial de

n(n+1)

las matrices simétricas, que tiene dimension . La fibra sobre la matriz identidad

es O(n). Veamos que es un valor regular.

t—0

Fa(X) = lim %[F(A +£X) — F(A)] = lim %[(A +EX)T(A 4 1X) — ATA] =
lim %(ATA + ATEX +tXTA+E2XTX — ATA) =

1
lim ;t(ATX + XTA+tXTX) = ATX + XTA.
—
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1
Si A € O(n), dada cualquier matriz simétrica S € S tomamos X = §AS . Por lo tanto

la diferencial es sobreyectiva; y por lo tanto se tiene:

dim(O(n) = dim(R(n)) — dim(8) = p? — Mt _nn=1)

2 2
Ahora bien, O(n) tiene dos componentes conexas (det(X) = 1y det(X) = —1), y
SO(n) se corresponde a la componente conexa de la identidad. Por lo tanto,
—1
dim(SO(n)) = dim(O(n)) = %

Para concluir la demostracion:

dim(SO(2n)/U(n)) = dim(SO(2n)) — dim(U(n)) =

ni2n —1)—n*=n*>—n=n(n—1).

Il

Por ser SO(2n)/U(n) simplemente conexo y ademés SO(2n)/U(n) es un espacio simétri-

co hermitico por [6] p.518, entonces por la Proposicién 36, admite una estructura kéhle-
riana. Finalmente, por la Proposiciéon 38 obtenemos que:

n(n—l).

cat(SO(2n) /U (n)) = =
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