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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es abordar el problema de clasificacién de las hi-
persuperficies isoparamétricas de CH™. En este sentido, empezamos con la presentacién
del espacio hiperbdlico complejo CH™ y lo describimos como un espacio homogéneo. A
continuacion, estudiamos el operador de configuracién de estas hipersuperficies teniendo
en cuenta la relacion entre el espacio hiperbdlico complejo y el espacio de anti-De Sitter.
Construimos también, utilizando la descomposicién de Iwasawa, los ejemplos de la clasifi-
cacién que pretendemos obtener. Comenzamos finalmente con los primeros pasos para la
resolucion del problema.

Abstract

The main aim of this work is to tackle the classification problem of isoparametric
hypersurfaces in CH"™. We start with the presentation of the complex hyperbolic space
CH™ and describe it as a homogeneous space. Then, we study the shape operator of these
hypersurfaces taking into account the relation between the complex hyperbolic space and
the anti-De Sitter space. Using the Iwasawa decomposition, we also construct the examples
of the classification we intend to obtain. We finally present the first steps towards this
classification result.






Introduccion

El desarrollo de la geometria de Riemann ha estado ligado desde sus comienzos con
el estudio de la geometria de subvariedades. En esta tltima, ha tenido gran repercusiéon
el andlisis de un tipo concreto de subvariedades, las hipersuperficies isoparamétricas. De
hecho, éstas han sido estudiadas por prestigiosos matemaéticos tales como Segre [25], Car-
tan [8, 9, 10, 11] o Levi-Civita [22]. Incluso recientemente, Yao incluye en una lista de
problemas abiertos de la Geometria [29] la clasificacién de esta clase de hipersuperficies en
las esferas. Con sus trabajos pudo adivinarse ya que estas hipersuperficies conectaban dife-
rentes campos dentro de las matematicas, pues aparece no solo involucrada la geometria de
Riemann, sino también la topologia algebraica, la geometria algebraica, la teoria de grupos
de Lie o la teoria de ecuaciones diferenciales. A pesar de las anteriores citas, el origen de
las hipersuperficies isoparamétricas se remonta probablemente al ano 1919 con la publica-
cién de un trabajo de Carlo Somigliana [26], donde se estudia un problema de déptica que
pasamos a exponer muy brevemente a continuacién. Si bien alli se aborda tal problema
utilizando tres variables espaciales, esto es, R3, aqui lo presentaremos generalizdndolo a
una variedad riemanniana M.

Se comienza considerando una onda, que se define como la aplicacién diferenciable
o: M xR —R, (z,t) = p(zx,t), solucién de la ecuacién de onda

0%

Ap — =2
SO at27

donde A denota el operador de Laplace-Beltrami, ¢ € R representa la variable temporal y
x € M representa la variable espacial que, como hemos dicho, en el problema inicial era R3.

Se definen como frente de onda los conjuntos formados por puntos en el mismo estado
de fase en el instante de tiempo t; € R. Expresado en otros términos, si para cada ty € R
definimos la aplicacién f;,: M — R mediante f;,(x) = ¢(z,t0), los frentes de onda en el
instante ¢, son precisamente los conjuntos de nivel de la funcién f;,.

Para irnos acercando al concepto de hipersuperficie isoparamétrica, imponemos dos
condiciones sobre . En primer lugar, la supondremos estacionaria, es decir, asumiremos
que el frente de onda no depende del tiempo. Asi, ahora los frentes de onda son los conjuntos
de nivel de f, sin ser necesario poner como subindice el tiempo. De esta forma, si M es un
frente de onda y xo € M, la aplicacién ¢: R — R, dada por ¢(t) = ¢(x¢,t), no depende del
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8 Introduccién

xo escogido, sino del frente de onda. Por consiguiente, el Laplaciano de f es constante a lo
largo de sus conjuntos de nivel, pues para cualquier z € f~*(c(ty)) se tiene que

2
Af(x) = Dl to) = (e, 10) = (1),

La otra condicion consiste en imponer que el gradiente sea constante a lo largo de
los conjuntos de nivel. Ello puede interpretarse, de un modo informal, como exigir que
los conjuntos de nivel sean equidistantes entre si, donde aqui al hablar de distancia nos
referimos a longitudes de geodésicas ortogonales a la hipersuperficie. Como conclusién
podemos extraer que las ondas estacionarias con frentes de onda equidistantes permiten
determinar una funcién diferenciable f verificando que tanto ||V f|| como A f son constantes
a lo largo de sus conjuntos de nivel. Esto nos permite ya presentar la definicion de funciéon
isoparamétrica, que aparece por primera vez, casi con toda seguridad, en un articulo de
Levi-Civita en 1937 [22].

Una funcién diferenciable no constante f: M — R se dice isoparamétrica si existen dos
funciones reales de una variable real F; y F3 verificando

Af=Fof y HVfH:FQOf-

Asimismo, una coleccién de conjuntos de nivel de f, {f7(c)}cer, se dice una familia iso-
paramétrica de hipersuperficies. A su vez, una hipersuperficie M inmersa en M se dice
hipersuperficie isoparamétrica si para cada p € M existe un entorno abierto U de p en
M, tal que las superficies equidistantes a U tienen curvatura media constante. El siguiente
teorema expresa de forma precisa la relacion entre funcién isoparamétrica e hipersuperficie
isoparamétrica.

Teorema. Sea M una variedad riemanniana. Sea f: M — R una funcidn isoparamétrica
y ¢ € R un valor reqular de f. En estas condiciones, M = f~'(c) es una hipersuperficie
1soparamétrica de M.

Reciprocamente, si M es una hipersuperficie isoparamétrica de M, entonces, para cada
p € M, podemos escoger un entorno abierto U de p en M tal que U es un conjunto de
nivel reqular de una funcion isoparamétrica f:V — R, para algun abierto V en M.

Uno de los problemas centrales de la geometria de Riemann es precisamente el de la
clasificacion de las hipersuperficies isoparamétricas de una variedad riemanniana. Sin ir
mas lejos, por ejemplo, en el caso euclideo fue Segre [25] el que, tras las clasificaciones de
Somigliana [26] y Levi-Civita [22] en R?, completd la clasificacién de R, demostrando que
cada hipersuperficie isoparamétrica tendria una o dos curvaturas principales y seria una
parte abierta de un hiperplano R"~! de R", o una esfera S"~!, o, por ultimo, un cilindro
generalizado S¥ x R"*~! donde k € {1,...,n — 1}.

Otro ejemplo notable es el del caso hiperbdlico real, RH™, resuelto por Cartan [8], que
probd que aqui las hipersuperficies isoparamétricas eran partes abiertas o de una horosfera,
o de una esfera geodésica, o de un hiperespacio hiperbdlico totalmente geodésico RH" ! de
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RH"™, o una de sus hipersuperficies equidistantes, o de un tubo alrededor de un subespacio
hiperbélico real RH* con k € {1,...,n — 2}.

En el presente trabajo estudiaremos el espacio hiperbdlico complejo CH". Aqui, el pro-
blema de clasificacién de hipersuperficies isoparamétricas suele dividirse en varios casos, en
funcién del nimero de proyecciones no triviales del vector de Hopf sobre los autoespacios
del operador de configuracion. Veremos de qué modo la fibracién de Hopf constituye una
herramienta esencial a la hora de abordar dicho problema, pues permite trasladar el estudio
a un espacio de curvatura seccional constante como es el espacio de anti-De Sitter, H"!,

El problema de clasificacién en CH™ para el caso h = 2, donde h denota el nimero de
proyecciones no triviales del vector de Hopf sobre los autoespacios del operador de con-
figuracién, ya ha sido resuelto por Miguel Dominguez en su tesis Doctoral [14], tesis que
debera ser considerada la referencia principal del presente trabajo, pues aqui trataremos
de iniciar el problema de clasificacién de las hipersuperficies isoparamétricas con h = 3 alli
presentadas.

La memoria ha sido elaborada del modo que sigue. En un primer capitulo se presentan
algunas notaciones y resultados de caracter general que seran empleados a lo largo del
texto. En un segundo capitulo, se construye detalladamente el espacio hiperbélico complejo
CH™, dotandolo de una métrica de Riemann, describiéndolo como espacio homogéneo y
presentando (H?"™ 7, CH™) como un S'-fibrado principal.

El tercer capitulo se dedica a estudiar la procedencia de las hipersuperficies de CH"
con h = 3. Lo que se trata aqui puede encontrarse en el Capitulo 4 de [14].

En el cuarto capitulo se presentan los ejemplos de la clasificacion que se pretende obte-
ner. Para ello es necesario introducir la descomposicion de Iwasawa, que permite describir
el espacio hiperbdlico complejo como grupo de Lie con métrica invariante a la izquierda.

En el Capitulo 5 se comienza realmente con el problema de clasificacion, llegando a
observarse las analogias entre el operador de configuracién de los ejemplos introducidos en
el Capitulo 4 y de las hipersuperficies isoparamétricas con h = 3.






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo de preliminares introduciremos la terminologia, las notaciones
y los resultados relativos a la geometria de subvariedades, a la teoria de campos de Jacobi,
a las acciones sobre variedades de Riemann y a los espacios homogéneos que se emplearan
a lo largo del presente trabajo.

1.1. Geometria de subvariedades

En adelante, M serd una variedad riemanniana o semi-riemanniana de dimensién m y
M una subvariedad de M de dimensién m. Recordemos que éstas se definfan como pares
constituidos por una variedad diferenciable y un campo de tensores simétrico bilineal y no
degenerado de tipo (0,2) con signatura constante (r,s), que se denomina signatura de la
variedad. Las variedades de Riemann son precisamente las variedades semi-riemannianas
con signatura (n,0), mientras que por ejemplo las variedades de Lorentz son las que tienen
signatura (n—1,1). Aqui, como se hace en [24], llamaremos vectores temporales (timelike)
a aquellos cuyo producto escalar es negativo, espaciales (spacelike) a los de producto esca-
lar positivo y vectores nulos (nulls) a los de producto escalar nulo.

Es conocido que toda subvariedad de una variedad de Riemann es de Riemann, aunque
no sucede asi con las variedades semi-riemannianas. Sin embargo, cuando nos refiramos al
caso semi-riemanniano, asumiremos, si no se menciona lo contrario, que M con la métrica
inducida sigue siendo semi-riemanniana. Para ser coherentes con la notacién, reservare-
mos la barra superior para referirnos a los elementos de la geometria de M, mientras que
escribiremos de la manera usual los de M. Asi por ejemplo, V denotara la conexién de
Levi-Civita de M, mientras que V haré referencia a la de M.

Dado un punto p € M, denotaremos por T,M y v,M el espacio vectorial tangente a
M en p y el espacio vectorial normal a M en p respectivamente, teniéndose ademaés el iso-
morfismo canénico T, M = T,M @ v,M [20]. A su vez, TM y vM serén el fibrado tangente
y normal. Utilizaremos la notacién I'(T'M) para referirnos a las secciones diferenciables

11



12 1 Preliminares

de T'M. Si V es un espacio vectorial dotado de una métrica y W C V es un subespacio
vectorial de V', denotaremos por V& W el complemento ortogonal de W en V.

Uno de los conceptos mas importantes dentro de la geometria riemanniana y semi-
riemanniana es el de curvatura. A la hora de formalizar tal concepto surge la definicién
de tensor (a veces, [20], endomorfismo) de curvatura. Si bien précticamente todos los au-
tores coinciden en definirlo como un campo de tensores de tipo (1,3), no hay un convenio
establecido respecto al signo. En este trabajo adoptamos, siguiendo por ejemplo [20], la
siguiente definiciéon del tensor de curvatura en la variedad M:

R(X, Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — V[X’y]Z, XY, Z e F(TM)

Cabe senalar en este punto que si una variedad semi-riemaniana M tiene un tensor de
curvatura dado por la expresion R(X,Y)Z = ¢((Y, Z)X — (X, Z)Y’), con ¢ una constante
real, se dice que M tiene curvatura constante c.

El tensor de curvatura de una variedad M es un invariante intrinseco, en el sentido
de que depende tnicamente de la métrica de M. Sin embargo, es de gran importancia
el estudio de la geometria de M respecto a la de M, esto es, el estudio de la geometria
extrinseca de M, cuya informacion se encuentra recogida en la segunda forma fundamental,
definida mediante la férmula de Gauss,

VxY =VxY +11(X,Y).

Si £ € I'(vM) es un campo unitario de vectores, se define el operador de configuracién
de M asociado a £ (shape operator), como el operador lineal autoadjunto que verifica
(SeX,Y) = (I1(X,Y),§), donde X, Y € I'(TM). Sea U un abierto de M. Se dice que
AU C M — R es una curvatura principal de M asociada a & si existe un campo de
vectores X € I'(TU) tal que S¢X = AX. Denotaremos por T)(p) el espacio de los auto-
vectores del operador de configuracién en el punto p asociados al autovalor A(p). Diremos
que una hipersuperficie conexa tiene curvaturas principales constantes si los autovalores
del operador de configuracion son los mismos en cada punto. Asimismo, se define el campo
de vectores curvatura media H con respecto a una base ortonormal {E;} de TM como
H =5 .11(E;, E;), de manera que puede interpretarse como la traza de la segunda forma
fundamental.

Con todo lo anterior, puede probarse la fémula de Weingarten, Vy¢ = —S¢ X + V¢,
donde V* denota la conexién normal de M, es decir, V¢ = (Vx&)t. La relacién entre
las curvaturas de M y M puede expresarse en términos de la segunda forma fundamental,
como precisa la ecuacion de Gauss,

Enunciamos por completitud la ecuacién de Codazzi,

(RX,Y)Z)" = (VXII)(Y, Z) = (V¥ II)(X, Z),
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y la de Ricci, B

(RH(X,Y)E,m) = (R(X,Y)E,m) + ([Se, S, X, Y),
donde X, Y e (TM), §, ne T(vM) y RH(X,Y)E = [V, V)€ — V[ny]f es la curvatura
de la conexién normal.

En caso de que M sea una hipersuperficie de M, es decir, cuando M sea una subvariedad
embebida de M de codimensién uno, existe, al menos localmente, un campo de vectores
normal unitario, salvo signo, £ € I'(vM). Pero entonces, puesto que el espacio ortogonal
a M en cada punto es un espacio vectorial 1-dimensional, la segunda forma fundamental
resulta ser un multiplo de £. Asi pues, si ponemos ¢ = (£,&) € {1, —1}, las férmulas de
Gauss y Weingarten puede reescribirse como

VxY = VxY +e(SX,Y)§,
Vxé=-5X.

Aplicando esta informacién a las ecuaciones de Gauss y Codazzi se obtiene

(ROX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — € (SY, Z)(SX, W) + € (SX, Z)(SY, W),

(R(X,Y)Z,€) = (VxS)Y — (VyS)X, Z).

1.2. Campos de vectores de Jacobi

Una de las herramientas mas importantes en geometria de subvariedades radica en la
utilizacion de campos de vectores de Jacobi para el estudio del comportamiento de una
subvariedad cuando ésta se desplaza una distancia determinada a lo largo de direcciones
normales. Por ello, dedicaremos esta seccién a introducir las nociones principales de esta
técnica, o, al menos, aquellas que vamos a emplear durante el desarrallo del presente texto.

Como es conocido, dada una curva geodésica v sobre la variedad diferenciable M,
diremos que un campo de vectores diferenciable J a lo largo v es un campo de vectores de
Jacobi si satisface la ecuacién diferencial de segundo orden

J"+ R(J4)7 =0,
que se conoce en la literatura con el nombre de ecuacién de Jacobi. Se demuestra [13, 20]

que los campos de vectores de Jacobi a lo largo de una curva geodésica vy son exactamente
los campos de la variacién de variaciones por geodésicas de la curva ~.

Estos campos de vectores estan ademadas completamente determinados mediante dos
condiciones iniciales, en el sentido que precisa la siguiente proposicién [20].

Proposicién 1.1. (Existencia y unicidad de campos de vectores de Jacobi). Seay: I — M
una geodésica, con a € I y y(a) = p. Para cada par de vectores X,Y € T,M existe un
unico campo de Jacobi a lo largo de vy, J, verificando las condiciones iniciales

J(a)=X, J(a)=Y.
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Una consecuencia importante de este resultado es que los campos de vectores de Jacobi
a lo largo de una geodésica vy forman un subespacio vectorial 2m-dimensional de I'(y),
donde aqui T'(7) denota los campos de vectores diferenciables a lo largo de la curva +.

Sea c: I — M una curva diferenciable en M, con 0 € I. Sea { = §) € Ve M un
campo de vectores unitario a lo largo de la curva ¢ y sea v = ~v¢,: [ — M la curva
geodésica determinada por las condiciones iniciales p = v(0) € M y 4(0) = &) € v, M.
Construimos la variacién por geodésicas I' de la curva v, I'(s, ) = exp ) (t{(s)), cuyo campo
de la variacién, campo de Jacobi, viene determinado por las condiciones iniciales

_4d
~ds

ech(s) (O)

s=0 s=0

y, haciendo uso del lema de simetria y de la ecuacién de Weingarten,

0 ) P 5 )
Y'(0) = — v Fis = 2 ) ooy d |
(0) Ot|,_y 05|, (s,t) 0s|,_y Ot|,_, eXpe(s)( & )) ds|,_, expc(s)*o(g( ))

d — —

Si Y es un campo de vectores de Jacobi cuyas condiciones iniciales cumplen que
Y(0) € T,M e Y'(0) + S:Y(0) € v, M, se dice que Y es un M-campo de Jacobi. Con
estas consideraciones, es claro que los M-campos de Jacobi forman un subespacio vectorial
m-dimensional dentro de los campos de vectores de Jacobi. Ademads, dado que J(t) = ty(t)
es un campo que cumple las condiciones arriba citadas, algunos autores [4] denotan median-
te I'(M, ) el espacio vectorial (m — 1)-dimensional de los M-campos de Jacobi ortogonales
aJ.

Sea M una hipersuperficie de M y € un campo de vectores normal a M. Definimos el
desplazamiento paralelo de M en la direccién de £ a una distancia » > 0, y lo denotamos
por M", como la imagen de M mediante la aplicacién

& M — M
p = O"(p) =exp,(réy).

En general, M" no tiene porqué ser una subvariedad de M. Sin embargo, es claro, por
ejemplo, que M" es una subvariedad inmersa de M si, vy solo si, ®" es una inmersién. En
este sentido veremos como, en términos de M-campos de Jacobi, existen condiciones sufi-
cientes para afirmar que M7 es subvariedad de M.

Sean ¢, Y y £ como antes. Es preciso resaltar que ahora las condiciones iniciales de
Y son Y (0) € T,M junto con Y'(0) = —SY(0), lo cual viene de utilizar la férmula de
Weingarten para hipersuperficies en los calculos anteriores. Por tanto,

d d d
w0l =l (@Toc)(s) = o) expyy(rés) = Y (r)

@Y (0) = BL,(0) = (¥ o ) =

s=0 s=0
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Si bajo estas condiciones existe un campo no nulo Y € I'(M,~) con Y (r) = 0, enton-
ces diremos que ®"(p) es un punto focal de M a lo largo de la geodésica ~ y llamaremos
multiplicidad del punto focal a la dimensién del nicleo de la diferencial de ®” en el punto
p. Se sigue de la definicién que @7 es no inyectiva si, y solo si, ®"(p) es un punto focal de
M. Sin embargo, si existe un entero positivo k tal que ®"(¢) es un punto focal de M a lo
largo de 7, de multiplicidad k , para todo ¢ en algin entorno U de p, entonces, tomando
U suficientemente pequeno <I>|TU parametriza una subvariedad (m — 1 — k)-dimensional de

M, que llamaremos subvariedad focal de M en M.

Por otra parte, si ®"(p) no es punto focal de M a lo largo de =, entonces Py, tiene
rango maximo para todo ¢ en algtin entorno U de p. De nuevo, tomando U suficientemente
pequeno, podemos concluir que <I>|TU parametriza una hipersuperficie de M. Ademas, en
este caso el vector 4(r) es un vector normal en ®"(p) a la nueva subvariedad construida,
sea ésta focal o hipersuperficie.

Se pretende ahora mostrar de qué forma se puede calcular el operador de configuracién
de M", asumiendo ya que nos encontramos en el caso en el cual ésta es una subvariedad de
M. Para ello, construimos la curva diferenciable ¢, = ®" oc en M". Por los calculos hechos
arriba sabemos que ¢.(0) = Y(r). Definimos también el campo de vectores diferenciable
n"(s) = e, (r) alo largo la curva c,. Si denotamos por S" el operador de configuracién de
M, se deduce que

8 8 d d B
Y’ = — — t&Es)) = — . _ r _ Vc' (0
(r) ds|_, t|,_. ech(S)( & )) ds| _, 75(5)(7) ds 8:0?7 (s) ()7 (0)
= —S5,) Y (r) + Vi1 (0).
En consecuencia, SQ(T)Y(T) = —(Y'(r))". Como caso particular, si M" es una hipersuper-

ficie, de Y'(0) L 4(0) junto con Y (r) L 4(r) se deduce que Y L 4 [20], de donde se sigue
que SY, Y (r) = =Y'(r).

Tiene especial interés el caso en que M" es una hipersuperficie, pues podemos calcular
S" del modo que se muestra a continuacion. En primer lugar, definimos un endomorfismo
D(r) en el espacio vectorial T )M © R+(r) mediante la expresién

D(r)Bx(r) = (x(r), para cualquier X € T,M,

donde Byx denota el transporte paralelo de X a lo largo de la curva v y donde (x es
el campo de vectores de Jacobi a lo largo de v determinado por las condiciones iniciales
(x(0) = X, ¢%(0) = —S"X. En otros términos, D es el endomorfismo de 4+ dado por las
condiciones iniciales

D"+ Ry0oD =0, D(0) = Idg,u, D'(0) = —-5".

Pero entonces:

S"D(r)Bx(r) = §"Cx(r) = =Cx(r) = =(D e Bx)'(r) = =D'(r) Bx(r).
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Ahora bien, el endomorfismo D(r) es no inversible si, solo si, ®"(p) es un punto focal.
Asi pues, habiendo asumido M" hipersuperficie, D(r) es no singular y por tanto

:;(r) = —D,(T’) e} D(T‘>_1.

Pese a que hasta el momento nos hemos centrado en el caso del desplazamiento para-
lelo de una hipersuperficie, todo el proceso anterior puede generalizarse partiendo de una
subvariedad M de M con codimensién mayor estricta que uno. En tal caso, definimos, para
r >0,

M" = {exp(r§) : £ € vM, |I¢]| =1}

Si M" es una hipersuperficie la llamaremos tubo de radio r alrededor de M, mientras
que si M" es subvariedad de M con codimensién mayor que uno la llamaremos subvariedad
focal de M. Sin embargo, en general, M" no es subvariedad de M. El resto del proceso se
realiza esencialmente de modo analogo a lo anterior, si bien surgen algunas novedades. En
este sentido, dado que la codimensién es mayor que uno, I'(M, ) rompe de modo natural
como suma directa de los subespacios vectoriales

{Y e (M, ~) [ Y(0) e LM, Y'(0) = =S50Y(0)} ¥

(Y eT(M,y) | Y(0) =0, Y'(0) € v,M}.

Ahora, se dird que un y(r) es un punto focal de M a lo largo de ~ si existe un M-
campo de Jacobi no nulo Y € I'(M,~) verificando Y (r) = 0. De nuevo, al igual que
antes, la multiplicidad del punto focal se define como la dimensién del subespacio vectorial
[V € T(M,7) | Y(0) = 0}.

Una vez suponemos que M" es una subvariedad y nos disponemos a calcular S, su
operador de configuracion, surge también una diferencia con respecto al caso anterior. En
esta nueva situacion, el endomorfismo D es solucion del siguiente problema de valor inicial

", B B ~( Idp O i =S50 0
D"+ RyoD =0, D(O)_( o) PO=( 70 e )

Un célculo similar al ya realizado anteriormente conduce a

S;('r') = —DI(T) D(?")il.

1.3. Espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie actuando sobre M por isometrias. Esto quiere decir que existe
una aplicacién diferenciable B -
V. GxM — M
(9:) = g-p
verificando ¢1¢92 - p = ¢1 - (g2 - p) y € - p = p, de manera que cada aplicacién ¥, dada por

@,(p) = g+ p es un elemento del grupo de isometrias de M, I(M). Para cada punto p € M,



1.3 Espacios homogéneos 17

se define la dérbita de la accién en p como el conjunto G-p={g-p| g € G} y el grupo de
isotropfa de p como el subgrupo de G cerrado G, = {g € G | g - p = p}. Si existe algtin
p € M tal que G - p= M, la accién se dice transitiva.

Sea H un subgrupo cerrado de GG. Denotamos por GG/ H el conjunto de las clases por la
derecha

{9H | g € G},

conjunto que podemos dotar de una topologia, la topologia cociente, es decir, la que con-
vierte a la proyeccién canonica,

. G — G/H
g — gH,

en identificacién. Teniendo en cuenta que H es cerrado, se sigue que G/H es un espa-
cio topologico Hausdorff. Ademds, existe una tnica estructura diferenciable sobre G/H
que convierte a m en aplicaciéon C*° entre variedades diferenciables y hace que ésta posea
secciones locales (Teorema 3.58 de [27]).

Con estas hipotesis podemos considerar la accién

GxG/H — G/H
(91792H) = 192,

que resulta ser una accion diferenciable y transitiva del grupo G sobre la variedad dife-
renciable G/H. De hecho, la estructura diferenciable de esta ultima puede caracterizarse
como la que convierte la accién arriba definida en diferenciable.

En el otro sentido, si partimos ahora de una variedad M y G x M — M una accién
diferenciable transitiva de G sobre M, tomando el grupo de isotropia de G en p, podemos
dotar G /G, con la estructura diferenciable anterior. En tales condiciones, la aplicacién

G/G, — M
gGp, = g-p

resulta un difeomorfismo (Teorema 3.62 de [27]).

Asi, si M es una variedad diferenciable y G’ un grupo de Lie actuando diferenciable y
transitivamente sobre M, entonces se dice que M es un G-espacio homogéneo. En otras
palabras, se definen los espacios homogéneos como las variedades diferenciables equipadas
con un grupo transitivo de difeormorfismos o, con las consideraciones previas, las varieda-
des de la forma G/H donde G es un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G.

Se dice que M es una subvariedad homogénea de M si para cada dos puntos p,q € M
existe una isometrfa g de M tal que g(M) = M y g(p) = g. Como consecuencia de
la definicion, las subvariedades homogéneas de M son precisamente las érbitas de algun

subgrupo G del grupo de isometrias I(M).






Capitulo 2

Construccion de CH™

2.1. Definiciones previas

Dedicaremos el presente capitulo a la construccién del espacio hiperbdlico complejo
CH™, asi como a la presentacion de la notacién y los resultados necesarios para dotar
tal espacio de una métrica riemmaniana que, como veremos, resultara ser una métrica
de Kahler. Justificaremos finalmente que se trata de un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante. Antes de ello y para empezar, sin embargo, introducimos, siguiendo
a [19], algunas definiciones que serdn, en lo sucesivo, necesarias.

Definicién 2.1. Se dice que un endomorfismo J de un espacio vectorial real V es una
estructura compleja de V si verifica J? = -1d.

Un espacio vectorial real con una estructura compleja puede dotarse de estructura de
espacio vectorial complejo, haciendo funcionar J como la unidad imaginaria. De un modo
mas preciso, la multiplicacién de un vector v € V por un escalar complejo a + bi, con
a,b € R, se define como (a+bi)-v = a-v+b- Jv. El reciproco también es cierto. En efecto,
basta tomar el endomorfismo Jv = v, con v € V.

Definicién 2.2. Se dice que J es una estructura casi compleja en una variedad diferenciable
real M si es un campo de tensores de tipo (1,1) sobre M que, en cada punto p € M,
constituye una estructura compleja del espacio vectorial tangente 1), M.

Una variedad diferenciable con una estructura casi compleja se denominara variedad
diferenciable casi compleja.

Definicién 2.3. Una métrica (-,-) en un espacio vectorial real V' con una estructura
compleja J se dice hermitiana si verifica

(JX,JY)=(X,Y), paracada X,Y €V.

Como consecuencia de la definicién se tiene que (JX,Y) = (JJX,JY) = —(X, JY).

19
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Una métrica hermitiana en una variedad semi-riemanniana (M, g) casi compleja es una
métrica g invariante por la estructura casi compleja J, esto es,

g(JX,JY)=g(X,Y), paracada X,Y € I'(TM).

En definitiva, una métrica hermitiana en la variedad semi-riemanniana M es aquella que
define una métrica hermitiana en cada espacio vectorial tangente.

Una variedad diferenciable casi compleja (respectivamente una variedad diferenciable
compleja) con una métrica hermitiana se denomina variedad diferenciable casi hermitiana
(respectivamente variedad diferenciable hermitiana). Cuando ademds, en una variedad casi
hermitiana M (respectivamente hermitiana) la estructura casi compleja J es paralela res-
pecto a la conexion de Levi-Civita V, es decir, VJ = 0, entonces M se dice variedad casi
Kihler (respectivamente Kdhler).

En relacién a las variedades de Kahler enunciamos una proposicién, cuya utilidad se
observara més adelante, que nos da la expresion para el tensor de curvatura de las varieda-
des de Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante. Omitimos aqui la demostracion,
que puede encontrarse en [28].

Proposicion 2.4. Una variedad de Kdhler M es de curvatura seccional holomorfa cons-
tante ¢ € R si, y solo si, su tensor de curvatura R viene dado por la fomula:

R(X,Y)Z = 2((5/, DX = (X, 2)Y +(JY, Z)JX — (JX,2)JY —2(JX,Y)JZ).

2.2. Construccion de CH"

Como paso previo a la construcciéon de CH™ es necesario introducir, aunque aqui no
se hace de un modo detallado, el espacio proyectivo complejo CP™. Tal espacio se define
usualmente como el espacio de las rectas complejas de C**! que pasan por el origen, o,
equivalentemente, como la variedad diferenciable cociente de la esfera de radio r centrada
en el origen, S*"*1(r), por la relacién de equivalencia z ~ Az, con z € C"*1 y A e S c C.
En lo que sigue, 7 denotar la proyeccién canénica de S***1(r) sobre el espacio proyectivo
complejo,

m: S (r) — CP"™.

No es dificil comprobar, pasando a cartas locales y teniendo en cuenta que CP™ es una
variedad compleja de dimensién n (dimension real 2n), que 7 es una sumersién de rango
constante 2n diferenciable y sobreyectiva. En la literatura, se la conoce como aplicacion
de Hopf. Las cartas se tomarian de modo andlogo al caso real, esto es, cada una como el
complementario de cada hiperplano complejo z; = 0, con i € {0,--- ,n}. Es posible dotar a
CP"™ de una métrica de Riemann de curvatura seccional holomorfa constante [15], aunque
pasamos ya directamente a la construccién de CH™.
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Comenzamos definiendo sobre C**! la métrica
n
(z,w) = Re(—zowp + g 2Ky ),
k=1

donde z,w € C"*!. Teniendo en cuenta que C"*! es difeomorfo a R?"*? mediante la
identificacién u = z, donde u € R*"*2, 2 € C"* v 2, = ugy + Ugp414, podemos escribir

2n+1

(z,w) = (u,v) = —upVy — UV + Z U Uk,
k=2

que, expresado en palabras, es decir que estamos ante una métrica semi-riemanniana en
R?*"+2 de signatura (2n,2). Se define el espacio anti-De Sitter de radio 7, el andlogo lorent-
ziano del espacio hipérbolico real, como

HP" P r) = {2z € C"T | (2, 2) = =%},
cuyo espacio tangente en el punto z es
T.H M (r) = {w € C"*' | (z,w) = 0}.

Consideramos la restriccién de la métrica (-,-) al espacio anti-De Sitter y definimos el

campo de vectores unitario ortogonal a dicho espacio &, = %z. Noétese que (£,&) = —1.
Si (U, = (u% -+ ,u**1)) es una carta, la expresion local de ¢ es = Lu'-2:, donde,

siguiendo la notacién de Einstein, indices repetidos arriba y abajo indican suma. Si X =
X % es un campo de vectores tangente a H7"**(r), D denota la conexién de Levi-Civita
de R?"*2 que actia sobre cada campo derivando sus componentes y S denota el operador
de configuracién de H7"(r), entonces

1 0 1/, ;0 1 0u 9
= — = —— 4 = —— ? = —— J
SX = —Dx¢ TDX<uaw) T(X“aw) T(X'&ﬂam>

1..0 1
- X = X,
r oul r

Ahora, teniendo en cuenta que
1
H(X,Y) = {II(X,Y),)(§, )¢ = —(SX, )€ = (X, V),

donde X,Y y Z son campos de vectores tangentes a H:""!(r) arbitrarios, si denotamos
por V la conexion de Levi-Civita del espacio anti-De Sitter, podemos escribir la férmula
de Gauss como

~ XY
ny - VXY+ <’T>€,

y la ecuacion de Gauss adquiere la expresion
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Llegados a este punto, definimos CH"™ como el espacio de las rectas complejas negativas
respecto a la métrica de signatura (2n,2) o, de modo equivalente, como la imagen de
H"(r) mediante la proyeccién canénica 7: C**1\{0} — CP" del espacio proyectivo
complejo,

m: H"*(r) — CH™ C CP™.

En aras de una mejor comprension del espacio hiperbdlico CH", observemos que el
hiperplano complejo zy = 0 no corta al espacio de anti-De Sitter, luego, como consecuen-
cia, CH" esta contenido en la carta zy # 0 de CP". Pero entonces, dado un elemento

(wo, ..., wy) € H(r), se tiene que 7 (wy,...,w,) = T (1,%—3,...,%’;

), donde aqui 7w

denota la proyeccién canénica 7: C**1\{0} — CP". Ademas,

2 1

’w0|2

2
w?’b
Wo

wq
-1+ |—
Wo

(=r%) <0,

1
= (g (ol ) =

lo cual implica que (1, . “’") € gt (wL()) . Esto indica que cualquier punto de CH™

w1 Wn
R
procede de un vector de la forma (1, z1, .. ., 2,) temporal. Veamos que también el reciproco
es cierto. Supongamos para ello un punto (1, 21, . .., 2,) tal que —1+ |21 [*+- - +|z, > = —k,

para algin k > 0. Entonces 7(1,21,...,2,) =7 (JLE’ \/LEzl, ey \/ngn) y ademas

o (em) (Zea ) o (o) (G ) = Bt el = =
L \/E 1 \/E 1 \/E n \/E n L 1 n .
Hemos demostrado que

CH” = {7]—<17217"'7Zn) ‘ - ]-+ |Zl|2++ |Zn|2 < 0},
lo que viene a decir que
CH" = 7({1} x Bcn(0,1)),

con lo cual, CH" es difeomorfo a la bola abierta de radio unidad y centro el origen de C”
con la topologia usual. Todo ello nos permite presentar CH™ como una subvariedad abierta
de CP", teniendo por tanto estructura de variedad diferenciable compleja.

Por otra parte, la terna (H?"™ m, CH™) resuta ser, utilizando la terminologia de [16],
un S'-fibrado principal trivial. Para justificar este hecho, comenzamos construyendo una
accién de S! sobre H2"*! por la derecha,

v Hi"th xSt — gt
(z,\) = Az

Es claro que, para cada z € H{"™ se tiene que 7~ '(m(2)) = S' - z, es decir, las fibras
de la aplicacion 7 coinciden con las orbitas de la acciéon ¥. Veamos como se contruye la
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trivializacién. Para cada punto p € CH", fijamos un punto z,, de forma diferenciable, tal
que 7(z,) = p, de manera que entonces, cada elemento de 7! (p) es expresable como ez,
para algin t € [0,27). Con este paso previo, se sigue que la aplicacién

o: H"' — CH" xS!
ez (nl(z) o)

estd bien definida y es biyectiva. No es dificil comprobar que es diferenciable. Ademsés,
conmuta el diagrama

HZ M (r) ‘ CH" x S!

™ projy

CH",

y, por ultimo, se tiene que
w(&P(e“zp, eis)) — ¢<€is€itzp) — (ﬂ(zp),eiteis) — (W(Zp),eit) . eis,

quedando asf justificado que H:"*! es un S'-fibrado principal trivial.

2.3. Estructura riemanniana de CH"

El siguiente paso es, dicho de un modo informal, trasladar la métrica semi-riemanniana
de H{""'(r) al espacio hiperbélico complejo CH™. Para ello, se necesitan todavia algunas
herramientas previas. En este sentido, comenzamos definiendo, para cada t € R, la apli-
cacién ¢y: C"t1 — C"*1| dada por o (z) = ez. Es sencillo comprobar que se trata, para
cada t € R, de una aplicacién lineal entre espacios vectoriales. Por ello y en base a que es
diferenciable como aplicacién entre variedades, podemos hacer la identificacién ¢; = (¢;)s-
Cada ¢, es inyectiva, pues ez = e®w implica que z = w, y sobreyectiva, en efecto, dado un
elemento w € C"*!, este puede expresarse como w = |w|e? para algtin 0 € (0, 27]. Basta
tomar entonces como antecedente z = |w|e?®"). Ademas, (¢;(2), pr(w)) = eteit(z, w) =
(z,w), lo cual nos permite afirmar que ¢,(H""(r)) = H"*(r). Es més, con la identi-
ficacion hecha entre o, v (), y viendo que T,H?""(r) se identifica con los elementos
w € C"! tales que (w,z) = 0, es claro que cada una de las aplicaciones definidas es
una isometria del espacio de anti-De Sitter. Es decir, {¢;}+cr €s un grupo uniparamétrico
de isometrias del espacio H:"*!(r). De especial importancia es ¢z, pues constituye una

estructura casi compleja en H7"™(r). En este capitulo serd denotada por J. Un célculo
sencillo en coordenadas muestra que DxJY = jDXY, lo cual prueba que C**! es una
variedad Kahler. _
Definimos el campo de vectores tangente al espacio anti-De Sitter V' = J¢&, que es
ademds tangente a las fibras, pues en cada punto z € H?"™(r) es el vector velocidad en
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el instante cero de la curva que recorre la fibra a(t) = eritz, Evidentemente, esta curva se
proyecta en un tinico punto de CH™. Si dividimos el espacio tangente de H7""'(r) en sus
componentes vertical y horizontal, tal como se hace en [24],

T.H"™ ' (r) =RV, & V.,

es claro que RV es el ntcleo de la diferencial de la proyeccion candnica en el punto z, pues
se tiene que
e (0) = (70 0)(0) = 0.

Ahora bien, 7 es una aplicacién de rango constante 2n, y teniendo en cuenta que
dimg T.H;" 1 (r) = 2n + 1 y dimg T CH" = 2n, se puede afirmar que 7, lleva %
isomorficamente en 17, CH". Es en este isomorfismo donde reside realmente la clave pa-
ra, como adelantdbamos antes de un modo informal, trasladar la métrica de H?"™(r) a
CH". Asi, dado un vector X € T (,)CH", definimos el levantamiento horizontal de X a
z como el tinico vector XX € V2t tal que 7., X = X. Una consecuencia inmediata de tal
definicién es que un campo de vectores X estd 7- relacionado con su levantamiento. Este
proceso se realiza vector a vector, por lo que cabe preguntarse si al levantar un campo de
vectores diferenciable obtenemos otro campo de vectores diferenciable. En otros términos,
,conserva el proceso de levantamiento de campos la diferenciabilidad? La respuesta es si y
la justificacién radica en que el ortogonal a una distribucién diferenciable es diferenciable.

Cada aplicacion ¢; se ha definido de modo que conserva la fibra, por consiguiente
7 = m o ;. Tomando de nuevo X € T ,)CH",

TV, = M/ (0) = (7o @)

W*wt(z)(sot)*zXf = (7T © 90t>*zXzL = ﬂ—*ZXZL = X,
lo cual, teniendo en mente que XX € V- y que ¢; es una isometria, viene a afirmar que
L L
X«pt(z) = (9075)*2Xz :

Es posible en este punto dar una estructura casi compleja a la variedad CH", que
denotaremos por J. Asi, para un X € T ,)CH", definimos JX = 7,,JX L Esta aplicacién
J estd bien definida, pues no depende del punto de la fibra que escojamos para levantar el
vector X. En efecto,

W*wt(z)JXgﬁlt(z) = 7T*<pt(z)=]<(;0t)*zXf - W*pt(z)(spt)*zJXzL - W*ZJXzLa

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la conmutatividad entre ¢; y ¢z. Utilizando
la linealidad de la métrica en Hy"**(r) es claro que X +YF € V5. Ademés, m,.(XEF+Y]E) =
X +Y, luego, (X +Y)E = XF + Y’ Entonces,

JX+Y)=7m.J( X+ V) =n JXL 47, JVE=JX +JY.

Del mismo modo, teniendo en cuenta que (AX)L = AXE, se concluye que J(AX) = A\ X,

z )
para A un ntumero real. Por ultimo,

X = J(noJXE) = r J(m JXDE = 2 JJXE = —n XE = —X.
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Con lo visto hasta el momento, nos disponemos ya a construir una métrica en CH".
Aunque para ello hay méas de un método, nosotros definiremos una métrica de forma que
7 lleve isométricamente V- en T, CH" para cada z € H{""'(r), es decir, definimos
precisamente la métrica que convierte a 7 en una sumersién semi-riemanniana. Asi, dados
X,Y dos vectores en Ty, CH", se define (X,Y) = (X, Y}). Sin embargo, cuando en vez
de vectores, X e Y representen campos de vectores, es mas correcto escribir (X,Y) o =
(XL YL). Teniendo en cuenta de nuevo que cada ; es una isometria, se tiene que,

(XL VY = ((00)eXT (00 Y) = (X 0, V),

lo que permite afirmar la buena definicion de la métrica, pues no depende del punto de la
fibra al que levantemos el vector. Ademas, puesto que

(JX,JY) = (meJXE oY) = (e JXD)E (2 JY )Y
= (XL JYF) = (xE YR = (XY),

queda claro que CH" es una variedad diferenciable hermitiana.

Nuestro siguiente objetivo serd estudiar la conexiéon de Levi-Civita de CH", y, si bien
en la siguiente proposicién se prueba que la proyecciéon de la conexion de Levi-Civita de
H?""(r) es precisamente la conexién de Levi-Civita de CH", ello no debe inducir a error
en el sentido de que no podremos afirmar que el levantamiento de una sea la otra, debido
a que, en general, no vamos a poder controlar si pertenece a la componente horizontal del
tangente.

Proposicién 2.5. Sean V y V las conexiones de Levi-Civita de Hy""'(r) y CH™ respec-
tivamente. Sean X,Y € X(CH™), entonces m.(Vx.YE) = VxY.

Demostracién. Dado que, como ya hemos dicho, X* estd m-relacionado con X, se puede
probar [27] que [ X, Y] estd 7m-relacionado con [X, Y], luego m,[X %, YE] = [X, Y], lo cual
nos permite afirmar que [X, Y] = ([XL,Y1])y ., donde (+)y. indica la proyeccién en cada
punto z sobre el subespacio vectorial V*. Ahora bien, si Z € X(CH"),
{XHYE 20} (2) = {XH(Y, Z) o m}(2) = XZ[(Y, Z) o 7).
= 1 X (Y, Z)|xe) = {X(Y, Z) o m}(2),
y también
(X5 Y5 Z25) = (X5 [V, 2 + (YVE, 2 ])ev) = (X5, [Y, 2]")
= (X,[Y,Z]) o,

que son precisamente los términos implicados en la férmula de Koszul. Por tanto, haciendo
uso de la misma, llegamos a que (VxY, Z) om = (VYL ZE) lo cual, por la definicién
que hemos hecho de la métrica implica

(VY 28y = (Vo YE, Z1).
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Lo escrito arriba, por ser Z un vector arbitrario, puede inducir a pensar que, utilizando
el cardcter no degenerado de la métrica, es posible afirmar que (VxY)% es exactamente
v .Yl Sin embargo, esto no sucede asi, pues aunque Z es efectivamente fijado de modo
arbitrario, Z* pertenece por definicién a la descomposicion horizontal del espacio tangente.
Luego, lo anterior permite tinicamente deducir (Vx:Y%), 1. = (VxY)L, o, equivalentemen-
te, T (Vyr VL) = VY. 0

El siguiente lema soluciona, como veremos, el problema de levantar la conexién de
Levi-Civita de CH™.

Lema 2.6. Sean X e Y dos campos de vectores diferenciables de CH™. Entonces,
< L Lo vr vr
(VY5 )gy = 5([X Y DRy

Demostracion. En primer lugar, tenemos que (X%, XT) es un funcién de H{""'(r) en R
constante a lo largo de cualquier curva contenida dentro de cada fibra, luego, dado W € RV,
se tiene que W (XL, XT) = 0. Ademds, repitiendo el argumento que ya utilizamos en la
proposicién (2.5), X% estd m-relacionado con X y W estd m-relacionado con el campo
de vectores nulo, luego 7.[W, X%] = [0, X] = 0. Haciendo uso de estas dos propiedades
obtenemos

0= (VX5 XE) = (W, X" + Vi W, X5) = (V. W, X5) = (=W, V. X5,

donde en la ultima igualdad se ha utilizado la relacién X*(W, X1) = 0. Pero entonces es
posible deducir que

0= (Vyryr X"+ Y5 W),

de donde se sigue que (VxrY )y = —(Vyr XF)ry y por tanto
(XY ey = (Ve Y = Vyr Xy = 2(V 1 YE gy O

Un resultado inmediato que se sigue del lema que venimos de probar, es el hecho de que
ahora si podemos dar cual es exactamente el levantamiento de la conexion de Levi-Civita
de CH",

~ 1
(VxY)r =V YE — 5([XL, Y gy

Hasta este punto, hemos visto que CH"™ es una variedad diferenciable hermitiana, pues
hemos definido sobre ella una estructura casi compleja que se comporta del modo requerido
respecto a la métrica. Pero ahora, tras el resultado que venimos de probar acerca de la
conexion de Levi-Civita de CH™, estamos en condiciones de demostrar que se trata ademas
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de una variedad Kéahler. En efecto,

(VxJ)Y = VxJV = JVxY = (Vi (JV)*) = J (mVxvE)
- (%XJYL - f(%XLYL)VQ
_— ((DXJYL)T - J(DXLYL)VL)
_— ((DXJYL)VL 4 (Dxe JY D)gy — (JDXLYL)VQ — 0.
Finalmente, veremos que CH™ tiene curvatura seccional holomorfa constante, de modo
que, al tratarse ademas, como hemos visto, de una variedad de Kalher, la Proposicion 2.4

nos permitira conocer su tensor de curvatura. Para ello, es preciso hacer uso de la ecuacion
de la teoria de sumersiones semi-riemannianas

3(XE Y gy, [ X1, Y Ry)

KOGY) = ROV 4 gt Xeje, vey - (x, v

donde, X, Y € X(CH™) y donde K y K denotan, respectivamente, las curvaturas seccio-
nales de H;"™'(r) y CH". La demostracién puede encontrarse en [23]. Para obtener una
expresion mas manejable, haciendo célculos, se obtiene

(IXE Y, VY = 2V YE — (VY V) = 2V YE VY = 2(Dx YE)T, JE)
= —2(JDx1Y" &) = —2(Dyr JYY, &) = 2(JY", Dy €)

~ 2~ 2
= —2(JYL SX1)y = Z(JYE XE) = Z(JY, X).
r r
Por tanto, la curvatura seccional de CH™ asociada al subespacio vectorial 2-dimensional
generado por la base ortonormal {X, JX} es

K(X,JX)= 1 + %U(JX),X)Z(V, V) = 4

r2 oor 72
Con todo ello, podemos concluir que CH™ es una variedad Kahler de curvatura seccional

holomorfa constante ¢ = —7%, y, atendiendo al enunciado de la Proposicion 2.4, deducimos
que la expresion para su tensor de curvatura es

R(X,Y)Z = i((Y, VX — (X, 2)Y + (JY, Z)JX — (JX, Z)JY — 2(JX,Y)JZ).
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2.4. El espacio homogéneo CH"

En primer lugar, nétese que la métrica (-, -) con la que hemos dotado a C**! al principio
del capitulo puede escribirse como

-1/ 0
(z,w) = Re(w* I ,,2), donde I, = 0 I ,
y z,w € C""1. Entonces la aplicacién
v: SU(1,n) x C"*t — C*H!
(A, 2) = Y(A,z)=A-z

es una accién sobre C"™! por isometrias del grupo SU(1,n) de las matrices cuadradas
complejas de orden n + 1 que verifican Al ,A* = I, y cuyo determinante tiene médulo
unidad, pues

(Az, Aw) = Re((Aw)* 11 ,Az) = Re(w* A [, ,Az) = Re(w* [ ,2) = (2, w).

Ahora bien, esto significa que si restringimos la accién a SU(1,n) x H""'(r), ésta se
factoriza a través del espacio anti-De Sitter,

SU(1,n) x HZ"(r) —" crt!

De esta manera, utilizando el Lema 1.32 de [27], lema de factorizacién, obtenemos que
la accién SU(1,n) x HZ ™ (r) — H*'(r) es diferenciable. Veamos que SU(1,n) - re; =
H?"(r), lo cual probaria que se trata ademéas de una accién transitiva. Tomamos entonces
un elemento cualquiera z € H"!(r) y hacemos v; = 2. Completamos v; a una base orto-
normal {vy,...,v,41} de C"™! mediante por ejemplo el procedimiento de Gram-Schmidt
respecto a la métrica (-, -). Cada uno de los elementos de esta base se expresara de forma
unica como combinacion lineal de los elementos de la base candnica. Pongamos

n+1
v = E aj;e; , con j=1,...,n+1
i=1

Pero entonces la matriz A = (a;;) es un elemento de SU(1,n), pues Al ,A* es precisa-
mente la matriz B = (b;;) con b;; = (e;, €;). Ademas, dado que det(Al ,A*) = det(1,,), se
concluye que det(A) € S'. Por como hemos construido la matriz A se tiene que A -e; = 2

T
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y esto implica que A - re; = z.

Esta accién induce de modo natural una acciéon F' de SU(1,n) sobre CH™ dada por
F(A,7(q)) = m(A-q). Su buena definicién es clara, pues si 7(q;) = 7(g2) entonces q; = A\go
para algin A € S!, lo cual implica que m(A-q;) = m(AA-q2) = 7(A-q1). Ademds, observando
el diagrama

SU(1,n) x H™(r) —— HZ"(r)
s Fo(Idxm) -
SU(1,n) x CH™ B CH",

y ayudandonos de la Proposicién 7.17 de [21] que afirma que F es diferenciable si, y solo
si, lo es también F' o (Id x 7), y ésta ultima lo es por ser composicién de dos aplicaciones
diferenciables, podemos afirmar la difernciabilidad de F. Sea o = m(re;), utilizando la
transitividad de 1 se sigue directamente que SU(1,n) -0 = CH".

Por otra parte, denotaremos por S(U(1)U(n)) el subgrupo S(U(1) xU(n)) de SU(1,n),
isomorfo a U(n) mediante la aplicacién

det A™1 ‘ 0

AeUn) — e S(UMU(n)).

0 A

Por un lado, es claro que para A € S(U(1)U(n)) se tiene que F(A,0) = o, lo cual prue-
ba que S(U(1)U(n)) € SU(1,n),. Reciprocamente, si algin A € SU(1,n) verifica que
F(A,0) = o, esto implica la existencia de un elemento A € S* tal que A -re; = Are;. Pero
entonces a;; = Ay a;; = 0 para ¢ > 1. Ademads, dado que Al ,A* = I, se obtiene que
—1+ |aa]* + -+ + |a1ns1]/?* = —1. Por tanto aj; = 0 para ¢ > 1. Pero entonces A es un
elemento de S(U(1)U(n)). Ello nos permite concluir que el grupo de isotropia de o € CH™

es precisamente S(U(1)U(n)), pudiendo presentar en consecuencia el espacio hiperbélico
SU(1,n)

complejo como el espacio homogéneo CH™ = SO






Capitulo 3

Hipersuperficies isoparamétricas
en CH"

El objetivo del presente trabajo es, como se menciona en la introduccién, iniciar el
problema de clasificacion de las hipersuperficies isoparamétricas de CH™ en las cuales el
vector de Hopf tiene tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de
configuracion. La idea es probar que cada una de estas hipersuperficies es precisamente
alguno de los ejemplos presentados en [12] o en el cuarto capitulo de esta memoria. Por
ello, dedicaremos las siguientes lineas al estudio de las curvaturas principales de estas hi-
persuperficies, o, lo que es lo mismo, al andlisis de su operador de configuracion.

Asi, en el presente capitulo, H*"™! con n > 2, denotara el espacio de anti-De Sitter de
curvatura constante ¢/4(= —1/r?) < 0, que fue construido detalladamente en el Capitulo 2.
Del mismo modo que alli, V' sera el campo de vectores tangente a las fibras, o, en otros
términos, dado que H:"*! era un fibrado principal, el campo tangente a las drbitas de
la accién ¥ por S! presentada en el mencionado capitulo. Dicho campo estd dado por la
expresion V, = sz

Sea M una hipersuperficie real de CH™. Entonces M = 7~ (M) es un hipersuperfice de
H?! invariante por la accién ¥. Reciprocamente, si M es una hipersuperficie de H:"+*
que contiene a la fibra S!, entonces M es una hipersuperficie Lorentziana y se tiene que

M = (M) es una hipersuperficie de CH" y TaF M — M sigue siendo una sumersion
semi-riemanniana. Si denotamos por V la conexién de Levi-Civita de H:"*' y por V,

indistintamente, las de M y M , recordando las expresiones obtenidas en el Capitulo 2

~ 1
Ve YF = (ViY)l + 5[XL, Y¥iry ¥

(X5 YH,V) = 2 (Y, X),

se obtiene

Vi VE = (ViY)E + —V;CUXL,YLW, (3.1)

31
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donde aqui denotamos por J las estructuras complejas tanto de H?"™' como de CH™.

Ademads, también nos sera de gran utilidad la expresion

v —c v—c
2 2

VXl =VxV = (JX)b = JX* (3.2)

que puede consultarse en [23].

Ahora, si { es un campo de vectores unitario y ortogonal a M, ¢F serd un campo
de vectores unitario ortogonal a M. En general, la existencia de este campo de vectores
estd garantizada solo localmente, aunque para simplificar la notacién asumiremos que esta
definido en todo M, pues no hay pérdida de generalidad. De hecho, informalmente, podemos
pensar que § estd definido en_un abierto M de M. Bajo estas hipétesis, las féormulas de
Gauss y de Weingarten para M, hipersuperficie de H:"*!, se escriben de la forma

ViV =VxY 4+ (X, V)¢, Uyl = -8X,

donde S denota el operador de configuracion de la hipersuperfice M con respecto al vector
normal ¢&. Utilizando (3.1) y (3.2) junto con estas dos ultimas férmulas y denotando por
S el operador de configuracion de M obtenemos las expresiones

J=e

SXb = (SX)L + T<J§L,XL>V, (3.3)
SV = — —V;CJgL. (3.4)
En este punto, como se hace en [14], si tomamos una base local Xi,...,Xs, 1 de

M formada por autovectores (vectores asociados a las curvaturas principales), entonces
XEo. .., XL |,V forma una base local de M respecto a la cual el operador de configuracién
S viene dado por la matriz

A 0 biy=e
0 Aon—1 an;lﬁ 7 (35)
n— 2
biv/—c . ban—1v—c¢ 0
2 2
donde b; = (J¢,X;), i = 1,...,2n — 1, son funciones invariantes bajo la accién ¥. De

este modo, se deduce que M y M tienen la _misma curvatura media, siendo entonces M
isoparamétrica si, y solo si, lo es también M. Este hecho motiva que podamos reducir
en cierto modo el estudio de las hipersuperficies isoparamétricas de CH™ al analisis de las
hipersupeficies isoparamétricas Lorentzianas de H;"™! resultantes de levantar las primeras.

Asi, supongamos entonces M una hipersuperficie isoparamétrica de Hy"**. Sabemos por
[24] que S, en un punto ¢ € M, adopta alguna de las siguientes formas candnicas de Jordan:
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L
A 0
0 )\271
IL.
A0
3 )\1
A2 . e=+1
)\21171
I1I.
A 001
0 N O
0 1 N\
Az
)\277,—2
IV.
a b
—b a
A3
/\2n
En los casos I1 y 11, S viene ast representado respecto a una base seminula {ey, ..., ea,},
es decir, una base cuyos productos interiores son todos nulos excepto (e, e2) = (e;,€;) = 1,
con i € {3,...,2n}. A su vez, la base respecto a la cual S viene dado de la forma I o

IV, es una base ortonormal con el primer vector temporal. En general, los \; pueden ser
repetidos.

En adelante, si p € M, denotaremos por g(p) el nimero de curvaturas principales dis-
tintas de M en el punto p. De modo anélogo se define g(q), para q € M. A su vez, h(p)
denotara el nimero de proyecciones no triviales del vector de Hopf J¢ en los autoespacios
asociados a las curvaturas principales en el punto p.
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A continuacién presentaremos la férmula fundamental de Cartan, adaptandola a nues-
tro caso particular. Posteriormente, enunciaremos los principales resultados obtenidos al ir
analizando una a una las cuatro posibilidades arriba citadas para el operador de configu-
racion de la hipersuperficie M levantada de M. Puesto que en el presente trabajo vamos
a centrarnos unicamente en las hipersuperficies de CH™ con h = 3, no se incluirdn aqui
las demostraciones cuya omisiéon no afecte a la comprension general de este texto. Asi,
realizaremos solo aquellas cuyos argumentos puedan resultar de utilidad en lo sucesivo.

Introducimos, como adelantabamos antes, la férmula de Cartan adaptada al caso del
espacio de anti-De Sitter. La férmula general, junto con su demostracion, puede consultarse
en [17].

Teorema 3.1 (Férmula fundamental de Cartan). Sea M una hipersuperficie del espacio de
anti-De Sitter H" ™ de curvatura constante c/4. Sean \y, . . ., Ag sus curvaturas principales
con multiplicidades algebraicas my, . .., mg respectivamente. St para algin i € {1,...,g} se
tiene que A\; € R y ademds coinciden su multiplicidad geométrica y algebraica, entonces

g AN,
Z ij;_—] = O

j=1,#i =N
La utilidad de este teorema se refleja en el siguiente lema.

Lema 3.2. Sea q € M un punto de tipo I, Il o III. Entonces el numero de curvaturas
principales constantes en el punto q satisface g(q) € {1,2}. Ademds, si g = 2, entonces
c+ 4 =0, donde A y p denotan las curvaturas principales.

Demostracion. Aunque la expresién

c+4NA;
Z L v v =0 (3.6)
J=1,j#i

solo es valida, en un principio, cuando el autovalor )\; es un nimero real y coinciden su
multiplicidad geométrica y algebraica, asumimos por el momento su veracidad en cualquier
caso y la probaremos al final.

Si hubiese un tinico autovalor nulo, el lema quedaria probado (g(q) = 1). Supongamos
entonces la existencia de al menos un autovalor A no nulo. Escogiendo de forma conveniente
el vector normal a la hora de tratar con el operador de configuracion podemos asumir
A > 0. En efecto, si respecto al vector normal § el autovalor A fuese negativo, tomamos X
un autovector asociado a A y un vector cualquiera Y € T, M. En estas condiciones,

(—S_eX,Y) = —(S_X,Y) = ~(II(X,Y), —€) = (II(X,Y),€)
— (SeX,Y) = (AX,Y).

Por tanto, ahora §_5X = —AX , con —A > 0, como queriamos. Definimos en este

punto A = max{\; : 0 < \; < @} y A = min{)\; : */2_7 < Ai}. Antes de comenzar,
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conviene senalar que dado que A < W , elevando ambos términos al cuadrado se mantlene
la desigualdad y dividiendo a ambos lados de la misma por A se obtiene A < —45. Asf,
tiene sentido hablar de los intervalos (A, — ) v (=55, A'). La buena definicién del segundo
se obtiene de modo andlogo. Distinguimos ahora tres casos:

1. Existe A y no hay ninguna curvatura principal constante en ()\, —ﬁ). Sea entonces
A; # A otra curvatura principal. Si \; < A entonces tenemos que A — \; > 0y
Ai + A < 0. Por otra parte, si A < A;, entonces A — A\; < 0y A + A > 0. En
cualquier caso, obtenemos que

N+ &

(e v

En virtud de (3.6) deducimos que A; = — 5.

2. Existe A y hay una curvatura principal n € ()\, —ﬁ). En tal caso, puesto que n > A,

se tiene que n > @, porque en otro caso se contradice la definicién de A. En
consecuencia, \ € ()\, —ﬁ) y dado que X' < —4& entonces A < —;5. Asi, no hay
ninguna curvatura principal en (— oo N ) y se procede como en el caso anterior. En
efecto si i’ perteneciese al intervalo (—357, \'), se tendria que A < —35 <7’ < X' <

—1%, lo cual contradice o bien la definicién de A o bien la de )\, en funcién de si

< Yoy >l

3. No existe A. En ese caso existe N y de nuevo no exite ninguna curvatura principal
en (—5, N )

4>\’ ’

Probemos pues la validez de la expresién (3.6). Supongamos que es A; el autovalor para
el cual no coinciden multiplicidad algebraica y geométrica. Por el lema anterior sabemos
que para cualquier ¢ € {2,--- , g} se tiene que

En consecuencia:

mlsz“?l Zmz( > m—?)

J=1,j#i

1 1
= S maner ) (55 4 ) =0
1 ¥l ¥l 1

1<J

Ahora bien, notando que m; # 0, se prueba que la expresion es valida también para el
primer autovalor. [
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Se enuncian a continuacién los principales resultados para los puntos de los tipos I, II
y IV.

Proposicion 3.3. Sea g € M un punto de tipo I, entonces g(q) = 2. Ademds, sip = 7(q),
se tiene que h(p) =1 y g(p) € {2,3}. Las curvaturas principales de M en q son un nimero
real no nulo A\ € (—‘/2?6, ‘/2?6) y = - Por otra parte, las curvaturas principales de M en
p son A+ u, de multiplicidad uno y correspondiente al vector de Hopf, junto con aquellas

curvaturas principales de M en q cuya multiplicidad geométrica sea mayor o igual que dos.

Proposiciéon 3.4. Si g € M es un punto de tipo II, entonces g(q) = 1. Ademds, si
p=m(q), se tiene que h(p) =1 y g(p) = 2. La hipersuperficie M tiene una tinica curvatura
principal A = ++/—c y las curvaturas principales de M en p son X y 2\. La sequnda tiene
multiplicidad uno y se corresponde con el vector de Hopf.

Proposiciéon 3.5. Si g € M es un punto de tipo IV y p = mw(q), entonces se tiene que
h(p) =1y g(p) € {2,3}. Sean A\ y p las curvaturas principales de M en q, donde una de
ellas podria no existir. Entonces las curvaturas principales de M enp son A, p = I3 y 2a =

_CAﬁ/\Q. Esta ultima tiene multiplicidad uno, salvo que coincida con i, y se corresponde
con el vector de Hopf.

A la luz de las proposiciones que venimos enunciar, cuyas demostraciones pueden ha-
llarse en [14], observamos que ninguna de estas clases de hipersuperficies en el espacio de
anti-De Sitter dan lugar a las que realmente nos interesan en el espacio hiperbdlico com-
plejo. Por ello, pasamos ahora a estudiar detenidamente las hipersuperficies de H:""! que
presenten puntos de tipo III.

Sea entonces q € M un punto de tipo ITI. En un primer analisis, vamos a suponer la
existencia de dos curvaturas principales. En virtud del Lema 3.1, se tiene que ¢+ 4 A = 0,
de donde se deduce que ambas curvaturas principales son no nulas, pues ¢ es una constante
real estrictamente negativa. Sea {ey, . .., s, } la base seminula respecto a la cual el operador

de configuracién de M en el punto q es de la forma

A0 1
0 X 0
0 1 X
A
1
Asumiremos en adelante que 7\ = R{ej,eq,...,ex}, T, = Rfepi1,... e}, Sey =

Aes +e3y g@g = e; + Aes. El vector tangente a las fibras es tangente a M, luego tendréa
una expresion tnica respecto a la base que hemos escogido. Pongamos V' = rie; 4+ roes +
rses + u + w, donde r; € R con i € {1,2,3}, u € T) con (u,es) = 0y w € T),. Podemos
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aplicar a V' el operador de configuracion,
SV = (riX + 73)e; + rades + (ro + r3X)es + Au + pw.

Ademas, utilizando la ecuacién (3.4) obtenemos

JéL = — ((7"1)\"‘7”3)61 +T’2)\€2 + (7’2 +7’3/\)€3+)\’U/+/L'w) .

2
Vv—c
Teniendo en cuenta que 0 = (SV, V) y que 1 = (J¢&, JEE) se obtiene

4
1= (Jek Jehy = - (2r1raN? 4 drorg A 4+ 15 + 13N + (u, u) A + (w, w)p?)

0= (SV,V) = 279X + 2rars + 72X + (u, u) X + (w, w) .

Hemos visto que V' es un vector de norma —1, por tanto se tiene que (u,u) = —1 —
2r179 —r2 — (w,w). De aqui se deduce un hecho de vital importancia en lo que sigue: tanto
r1 como 7o son numeros reales no nulos. Es mas, en adelante podremos suponer ry > 0.
En efecto, si con la base seminula que hemos escogido de partida r, fuese un nimero
negativo, bastarfa tomar la base seminula opuesta a de la inicio, {—ey, -+, —es,}, para
obtener (—r3) > 0 como coeficiente que acompana al vector —e; . Hecha esta aclaracion,
seguiremos denotando del mismo modo la base, suponiendo o bien que ry es estrictamente
positivo de partida o que ya se ha hecho el cambio preciso para obtener tal desigualdad.
En este punto, las igualdades anteriores pueden reescribirse como:

drorsA + 15 4+ (1 — M) {w,w) = —i + A2 (3.7)
21913 + (10— A){w,w) = A

Si multiplicamos por 2\ la segunda de ellas y restamos el resultado a la primera, te-
niendo en cuenta de nuevo que ¢ + 4\ \u = 0, obtenemos

c 4 \2)?
7’%—1——(4 i;\ ) (w, w) = _<

— A%
4

De aqui, atendiendo a que el término de la izquierda es estrictamente positivo, se

deduce que \? < < y por tanto A € (—‘/2:”, \/277) Multiplicando los términos de esta
tltima igualdad por (5¢ — A%)~! obtenemos

Por tanto, ha de existir ¢ € (0,27) tal que

. 742 _c )\2
Sll’l2<(p) = _E—i/\2’ COSZ(@) - M@U?u»
4
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Despejando en esta expresién y tomando siempre raices positivas, recordando que 79 > 0,
podemos tomar ¢ € (0, ] y escribir

—\/_—C— 2sin VA(w, w ——2‘)\’ oS
ro = A A (90)7 < ) >_ m (‘:0)

Utilizando (3.7) y los nuevos valores en funcién de ¢ para ro y (w, w) se sigue ademds que

s = \/ﬁ SlIl(SO)

Vamos ahora a tratar de comprender, tomando también como hipdtesis que w es no
nulo, como es el operador de configuracién S de M en el punto p = m(q). Para ello, esco-
gemos k — 3 vectores linealmente independientes pertenecientes a T\ que sean ortogonales
simultdneamente a V' y a J&F. Si u . # 0, basta tomar una base cualquiera del subespacio
vectorial (k — 4)-dimensional de T, M

R{ey, ..., ex} ©Ru,

y anadir el vector (u, u)e; —rou. Por otra parte, si u = 0, tomamos una base cualquiera del
subespacio R{ey, - - - , ex}. Ademds, dado que w # 0, existen 2n — k — 1 vectores linealmente
independientes en T}, ortogonales a V' y a J¢&. Para ello, es suficiente escoger una base
cualquiera de T), © Rw.

Dado que estos 2n — 4 vectores son por construcciéon ortogonales a V', es coherente
denotarlos por X7, ..., X} 5, Xi,,..., X%, ;. En otras palabras, podemos pensarlos co-
mo levantamientos de vectores en el punto p € M. Aplicando 7, a la expresién (3.3) y
utilizando su caracter lineal se tiene que

SX; = mgSXF = m N XF = N X,

dondeie{l,....k—=3,k+1,....2n—1}, con \; =Asii<k—-3y N =psii>k—3.
En conclusién, ya conocemos 2n — 4 autovectores de S en p, de los cuales k — 3 de ellos
tienen autovalor A y los 2n — k — 1 restantes tienen autovalor p. Ademads, puesto que por
construccion
(J§, Xi) = (JE", X)) =0,

se sigue que el vector de Hopf no se proyecta (de forma no trivial) en ninguno de estos
dos autoespacios. Asi, en base a que M tiene dimensién 2n — 1, se deduce que h(p) <
2n — 1 — (2n — 4) = 3. Ademads h(p) # 1, pues en otro caso la matriz (3.5) no tendria un
bloque 3 x 3 no diagonal y no estariamos en un punto de tipo III.

Tomamos ahora los vectores I} = (riry + (u,u))e; — riey — rou, ly = rorze; — ries y
I3 = 2\ (w, w)rse; — 2Ar3w, que generan un subespacio vectorial 3-dimensional L de TJ\Z,
pues la submatriz inferior 3 x 3 de

rire + (u,u) rorz  2M{w, w)re

—7‘% 0 0
0 —r3 0
—T9 0 0

0 0 —2x2
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tiene determinante —2Ar5 # 0. Es claro que los vectores de L son ortogonales a V', por
tanto, m,L es un subespacio vectorial 3-dimensional de 7, M. Restringiéndolo a m,,L, el
operador de configuracién tiene, con respecto a la base {m.,l1, Tiyla, Tugls}, la forma

A+ rars r3 —3{w, w)(c+ 4X?)ry

1472 A+rorg —%(w, w)(c+ 4X%)r;

Y

ry 2 _ ct(ww)(e+4X?)

2 2 4

cuyo polinomio caracteristico, empleando los valores que hemos obtenido para ry,r3 y
(w,w) en funcién de @, es

—c? — 16cA? + 160" + (¢ + 4X*)2 cos(2¢) 1 N
fo(z) = ) +§(c—6)\ E: 5.3
+ <3)\ - i) 240 |
o) T

Observamos que ni A ni x4 pueden ser raices de f. De hecho, sustituyendo, obtenemos
f(A) = —Wﬂ y f(u) = %. Es més, con un argumento anélogo al em-
pleado en [5], puede probarse que el polinomio f tiene tres raices distintas. Denotaremos
por yi, s, y3 los autovectores unitarios de este endomorfismo, con autovalores las raices
de f, A1, A2 ¥ A3. Sea ademds, como al principio del presente capitulo, b; = (J&,y;), con

i=1,2,3.

Veamos ademds que con las hipétesis anteriores h(p) = 3. Tomamos para ello I, =
roes + u, de forma que {ey, ), e3,w} consitutya una base de L & RV respecto a la cual el
operador de configuracion S adopta la forma

A

o oo
o = > o
S > O
T oo o

cuyo polinomio carateristico es
2t 4+ (=3X — )2 + 3N\ + p)z® — N (A + 3p)z + Ny

Ahora, si expresamos el operador de configuracién respecto a la base {yl, vy y& V} de
L & RV, entonces éste viene dado por la matriz

A 0 0 —b5e
0 A 0 —by5e
0 0 Ng o byl |
Yl b5 bVl 0
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cuyo polinomio caracteristico, utilizando la relacién b? + b2 + b2 = 1, es
)\1 — )\2 — )\3) 1'3
( c+ 4/\1/\2 + 4)\1/\3 + 4)\2)\3) x

+ (=
L
T3
L]
+3 (bichs + bichs + b3ehs + biehs + biehs + bjehs — 4N ho)s) @
1

— —c (B3 AaAs 4+ B3A1 A0 + D3N A3) -

Pero las matrices anteriores representan ambas el mismo endomorfismo del espacio
vectorial L & RV, por tanto, es conocido que sus polinomios caracteristicos deben coinci-
dir. Tenemos entonces el siguiente sistema compatible determinado de ecuaciones en las
variables by, by, b3, pues su determinante es ()\1 A2)(A3 — A1) (A2 — A3) # 0.

)

1 1 1
7 (Ao +X) by + 7 (A +cXg) b3 + 7 (A +cho) b2 = Aoz — A2(\ + 3p)

1 1 1
_ZC)\2)\35% — ZcAlAgbg — ZcAlAng = \u

b+ b3+ b5 =1

/

Ahora, haciendo uso de las relaciones de igualdad entre ambos polinomios caracteristicos

)\1+)\2+)\3:3)\+M,

—2 A+ A s+ Aodg = 3A\ + p0),

podemos dar una solucién explicita del sistema:

A0 = AP\ — | |
b = — ( )( 2 , 1=1, 2, 3, (indices médulo 3),
c(Nig1 — Ai)(Ni — Aiga)
que resultan ser no nulas las tres, puesto que ya hemos justificado antes que los autovalores
son todos distintos.

Concluimos pues que, bajo las hipdtesis de existencia de dos curvaturas principales
diferentes \ y p en el espacio tangente a ¢ € M y de proyeccion no trivial de V' sobre el
autoespacio asociado a pu, esto ultimo es, w # 0, se puede afirmar que el vector de Hopf
tiene tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de configuracion de
M en el punto p, es decir, h(p) = 3.

Es posible afirmar también que, en este caso, g(p) € {4,5}. Para empezar, como hemos
dicho, tres raices diferentes ya son aportadas por el polinomio f obtenido al restringir el
operador de configuracién S a m,,L. Ademas, a lo sumo hay dos autovalores mas, A y p.

Pero, ;podriamos perder simultaneamente A y p al proyectar M? La respuesta es no. En
efecto, los vectores JEF v V se proyectan de forma no trivial en T,,, pues hemos supuesto
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w # 0. Por lo argumentado arriba, hay entonces exactamente 2n — k — 1 autovectores de
S asociados al autovalor y. Del mismo modo, JEX v V se proyectan sobre Ty de forma no
trivial, pues r; # 0, tanto si v es nulo como si no y hemos visto que por tanto hay k — 3
autovectores de S en p asociados al autovalor . Por consiguiente, para que ni A ni u fuesen
autovalores de S tendriamos que tener las igualdades 2n = k + 1 junto con k = 3. Pero
entonces dimg(7,M) = 4 y estarfamos en CH?, mientras que hemos supuesto de partida
que n > 3.

Queda entonces por analizar el caso en el que tenemos una tnica curvatura principal y
el caso en el que hay dos autovalores A y pen M, pero w = 0, o, lo que es lo mismo, cuando
tenemos dos autovalores pero V' tiene proyeccién trivial sobre 7),. En esencia, se trata de
realizar en ambos casos el desarrollo anterior pero tomando w = 0, o, equivalentemente,

p=73-

Por una parte, si existe T, pero w = 0, podemos escoger 2n — k vectores linealmente
independientes en 7}, ortogonales a V' y a J¢*. Sumados con los & — 3 que cumplen la
misma propiedad en T} obtenemos 2n — 3 vectores linealmente independientes ortogonales
aVy a JEE. Ahora, utilizando la ecuacién (3.3), deducimos que la proyeccién de estos
2n — 3 vectores son autovectores de M en p. Por consiguiente, h(p) = 2.

En caso de que T}, no exista, esto es, si hay una unica curvatura principal en M, enton-
ces escogemos directamente 2n — 3 vectores linealmente independientes en 7, ortogonales
simultdneamente a V' y a J¢L. De nuevo, se sigue que h(p) = 2.

En ambos casos, dado que w = 0, bien porque V' tiene proyeccion trivial sobre T}, o
porque tal autoespacio no existe, la ecuacion (3.7) puede reescribirse de la forma

4rors\ + 13 = —2 + A2
27”27“3 =\

De nuevo, si multiplicamos por —2\ la segunda de ellas y sumamos lo obtenido a la primera,

se sigue la igualdad r3 = -5 - 2. De aqui se obtienen los valores

c A
ro=4/—= =A%, r3=—oooo-, 2ror3 = A\.
2=\ 7] 3 — 27’3

Con estas ultimas consideraciones es posible obtener algo més de informacién acerca
de las posibilidades para g(p) asi como de la relacién entre las diferentes curvaturas prin-
cipales. Sin embargo, omitimos aqui los detalles del razonamiento, que pueden consultarse
en [14], puesto que no estamos en el caso h(p) = 3, que es el que realmente nos interesa.

Como sintesis de lo explicado hasta aqui, enunciamos la siguiente proposiciéon para los
puntos de tipo III.
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Proposicién 3.6. Sea g € M un punto de tipo III, sea p = m(q) € M y sea \ la curvatura

principal de M en q para la cual no coinciden multiplicidad geométrica y algebraica. En-

tonces \ € (—‘/2?0, ‘/2?0) y h(p) € {2,3}. Ademds, los puntos de tipo III definen un nimero

real ¢ € (0,%] de forma que:

» h(p) =2 siy solo sip=7.

= h(p) = 3 siy solo sip e (0,5). Ademds, en este caso, las curvaturas principales de
M en p son los ceros del polinomio

—c — 16eA? + 160" + (¢ + 42?)2 cos(2p) 1
fo(@) = 39N +§(c—6>\2)x
S
+ (3/\ 4)\> x°—a°,

junto con las curvaturas principales de M en q cuya multiplicidad geométrica sea
mayor o igual que dos. Las raices del polinomio son siempre distintas de estas posibles
dos ultimas.



Capitulo 4

Los ejemplos

Tras la descripciéon hecha en el Capitulo 2 del espacio hiperbdlico complejo como el
espacio homogéneo SU(1,n)/S(U(1)U(n)), introducimos a continuacién un modelo més
sencillo para CH™, presentandolo como un grupo de Lie resoluble con métrica invariante
a la izquierda. Para poder llegar a tal descripcion, comenzamos estudiando la estructura
del algebra de Lie semisimple su(1,n) del grupo de isometrias SU(1,n). Todo ello serd
necesario para poder introducir los ejemplos de hipersuperficies isoparamétricas de CH"
cuyo vector de Hopf tiene exactamente tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios
del operador de configuracion, que es el objetivo del presente capitulo.

En adelante, denotaremos por K el subgrupo S(U(1)U(n), mientras que G hard refe-
rencia al grupo SU(1,n). Ademds, como se hace en [15], adoptaremos la notacién

donde A € R, v € C" y X es una matriz compleja de orden n.

Utilizando el teorema de caracterizacién del algebra de Lie de un subgrupo de Lie (véase
la Proposicién 3.33 de [27]), es posible afirmar que
t=s(ul)@un)={/\0, X|:AeR, X €u(n), ix+trX =0} N
g=su(l,n)={Yegln+1,C): YL, +,Y"=0,trY =0}
={[A\ v, X|: A eR,veC" X cun), ix+trX =0}.
En este punto construimos la aplicacién 6: g — g, dada por §(X) = —X*, donde

(1)* indica la conjugada de la traspuesta. Tal aplicacién es un isomorfismo de espacios
vectoriales y puesto que para cualesquiera X,Y € g se tiene que

0[X,Y] = —[X, Y] = —[Y*, X*] = [-X*, V"] = [0X, 0Y],

43
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es también un automorfismo de 4lgebras de Lie. Ademads, #2 = Id, luego 6 es una involucién.
Recordemos que la forma de Killing B de g es una aplicacién bilineal y simétrica que viene
dada por la expresion B(X,Y) = tr(ad(X)ocad(Y)), donde ad denota la aplicacién de g en
Endg(g) tal que ad(X)(Y) = [X,Y]. Pero entonces, definiendo By(X,Y) = —B(6X,Y),
obtenemos,

Bo(X,Y) = —B(6X,Y) = —B(6°X,0Y) = —B(X,0Y) = —B(8Y, X) = By(Y, X),
y también
By(X,X)=—-B(0X,X) = —tr(ad(X) o ad(—X")) = tr(ad(X) o ad(X)*) > 0.

Entonces By es un producto interior definido positivo en g, lo que convierte a € en una
involucién de Cartan [18]. Esto nos permite considerar la descomposicién de Cartan aso-
ciada a 0, que no es mas que la descomposicién ortogonal de g respecto a By. Asi, g puede
escribirse como la suma directa de p y €, siendo

t={Mesu(l,n):0M =M} ={[N0,X]:AeC, X €u(n), ix+trX =0}

=sul)@u(n) vy
p={Mesu(l,n):0M =—-M}={[0,v,0] :0veC"} =ZC".

En este punto, nos interesa escoger un subespacio abeliano maximal de p. Ello no
es dificil, pues basta tomar un subespacio abeliano 1-dimensional. En efecto, si [0,v,0] y
[0, w, 0] perteneciesen al mismo subespacio abeliano b, se tendria que [[0,v,0], [0,w,0]] =
[, ..., ow* —wv*] =0, con lo que se deduce que vw* —wv* = 0. Pero entonces tenemos
que v;w; = w;v; para todo i,7 € {1,...,n}. Ahora, fijamos un i para el cual v; # 0y
hacemos j = i, de manera que 15 = f € R. Asi, w; = —vj para cualquier subindice
j €{1,...,n}, de manera que b tiene dimensién real uno. Hecha esta apreciacion, escoge-
mos por eJemplo a =R[0,e,0], que es isomorfo a R y definimos la 1-forma a € a* como

af0,re;,0] = r, donde r € R.

Consideramos la familia de operadores {ad(H) | H € a} que, por una parte, resulta ser
autoadjunta respecto a By, pues

By(ad(H)X,Y) = —B(fad(H)X ) = ( (H)X 0Y) = B(X,ad(H)0Y)
= —B(0X, ad(H)Y) = Bg(X, ad(H)Y),
y ademads, dado que ad(X)ocad(Y) = ad[X, Y]+ ad(Y)ocad(X) = ad(Y) o ad(X), es claro
que conmutan dos a dos. Por ello, tales operadores diagonalizan simultdneamente, lo que

permite considerar sus autoespacios, conocidos como espacios de raices [18], definidos para
cada \ € a* como

o ={Xeg=su(l,n)| ad(H)X = \X(H)X, VH € a}.
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En este caso, resolviendo las ecuaciones, obtenemos la descomposicion en espacios de raices

g=9-2a @gfoz @go@ga@gm,

que es ademas una descomposicion ortogonal respecto a By. Los elementos 0 #£ A € a* tales
que gy # {0} se denominan conjunto de raices restringidas de g y las denotaremos por X.
Se verifica ademas que [gq, 93] C gat+s para cualesquiera a y (. Es conveniente tener en
mente que g, = C" !, hecho que puede consultarse en [15], donde estdn calculados todos
los espacios de raices.

Se presenta a continuacién la descomposicion de Iwasawa del grupo de isometrias de
CH™, de gran importancia en lo que sigue, que viene inducida por una descomposicién de
su algebra de Lie su(1,n). Antes de nada, hay que introducir una nocién de positividad
en el conjunto Y, esto es, entre las raices o y —a, una de ellas debe ser positiva y ademas
la suma de raices positivas y cada multiplo positivo de una raiz positiva debe permanecer
positivo. En este sentido, en nuestro caso, podemos escoger un orden que convierta a «
y 2a en raices positivas. El siguiente paso es definir el dlgebra n = g, & gon, que resulta
ser un algebra de Lie nilpotente, pues recordemos que [ga, 93] C gatp. Puede probarse
también que es isomorfa al dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensién 2n — 1 [6]. Dado que
[a®n,ad®n| =n, ynesnilpotente, se deduce que a @ n es una subalgebra de Lie resoluble
de g.

Llegados a este punto, podemos presentar la descomposicién de Iwasawa del dlgebra de
Lie su(1,n),
su(l,n) =t adn.

Es importante resaltar, en primer lugar, que tal descomposicién depende del subespacio
abeliano maximal a de p que escogimos de partida. Por otra parte, esta descomposicion
es una suma directa de espacios vectoriales, pero no una suma directa de dlgebras de Lie,
pues por ejemplo [a,n] # 0.

Ahora, tomamos A y N los subgrupos conexos de G correspondientes a las subalgebras
de Lie a y n respectivamente, y construimos el subgrupo conexo AN de G, cuya algebra de
Lie es precisamente a®n, pues la contiene y coinciden las dimensiones. Ademas, el teorema
de descomposicién de Iwasawa afirma que la aplicacion

KxAxN — G
(k,a,n)  +—— kan,

es un difeomorfismo. Puede obtenerse como corolario de ello que tanto A, N como AN son
simplemente conexos. Incluso, teniendo en cuenta que tanto A como N son nilpotentes,
es posible probar que las aplicaciones Exp |,: a — A y Exp |,: n — N son difeomorfismos
[18]. En cualquier caso, lo que realmente nos interesa es que con este teorema es facil ver
que AN actia de modo simple y transitivo sobre CH™. Ello implica que si consideramos la
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aplicacién diferenciable ¢: G — CH™, definida por ¢(g) = g - o, la restriccién al subgrupo
AN, ¢jan: AN — CH", es un difeomorfismo de variedades. Por tanto, haciendo un pull-
back de la métrica g de CH", se tiene que (AN, gzﬁ‘*ANg) y (CH™, g) son variedades de
Riemann isométricas. Es mds, sea h™' € G y denotemos por ¢p,-1 la isometria de CH"™
dada por ¢,-1(p) = h™' - p. Teniendo en cuenta que ((¢-1)opo Ly)(R') = (¢-1)(hh (0)) =
h'(0) = ¢(h') para todo b’ € G, se deduce que

Ly (¢*g) = Lj¢* (¢pn-1)*g = ((pn-1) o 9o Ly)" g = ¢*g, para todo h € G.

En resumen, lo que hemos hecho ha sido identificar el espacio hiperbélico complejo CH™
con el grupo de Lie resoluble con métrica invariante a la izquierda AN, grupo que pro-
cede de la descomposicién de Iwasawa y que depende, en consecuencia, de la eleccion del
subespacio abeliano maximal a. A continuacién, veremos brevemente la importancia de
tal identificacién, pues nos permitira estudiar la geometria de CH™ en términos del alge-
bra de Lie a & n. Para ello, volviendo a la aplicacién diferenciable ¢, identificando T;G
con @ p, si tomamos la curva a(t) = Expy(t) contenida en K para cualquier X € K,
donde Exp denota la aplicacion exponencial de la teoria de grupos de Lie, se sigue que
01X = ¢u1(0) = (po )’ (0) = 0. De un modo similar, se prueba que ¢.;X # 0 para cual-
quier X € p. Razonando por dimensiones se concluye que ¢,; identifica T,CH™ con p. En
consecuencia, el pull-back de g,, ¢*g,, induce una métrica en p. Como se puede ver en [15],
haciendo uso de la representacion de isotropia se llega a que CH™ es un espacio simétrico
irreducible, probandose luego que ¢*g, es un multiplo real positivo de la forma de Killing
restringida a p, esto es, By,. Para simplificar algunos calculos posteriores, escogemos la
constante ¢ < 0 para la cual se tiene que

1

P go = —m

By en .

Esta formula va a permitir calcular en términos matriciales el producto interior de los
elementos de a @ n. A partir de ahora, emplearemos la notacién

—iy | v*

(o + iy, v) = [y, (z +iy,v), ( — 10

)—‘ ., r,yeRoveC .

El siguiente paso es construir una estructura compleja sobre el espacio vectorial real a & n.
Para ello, como es natural, haremos uso del isomorfismo ¢,; entre los espacios vectoriales
TIAN = a®ny T,CH". Esto nos permitira, expresado de manera informal, copiar la
estructura casi compleja J de CH"™ descrita en el Capitulo 2 para inducir una estructura
compleja en a @ n, que denotaremos también mediante J. Asi, dado X € a @ n un campo
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de vectores invariante por la izquierda, si tomamos la curva a(t) = Expy(t) se tiene que

) d d
b1 X = ¢u1c(0) = 7 (¢ o Expy)(t) = 7 Expx(t) - o
t=0 t=0
d (E (t)-re)) =r d E (t)-e
= — T (X : = TTxre; \ —; X ’
dt|,_, Px 1 dt|, Px 1

= ITarey (X€1) = ey (19,0, 0) + 774, (0, 2 + 1y, v)
= I'Tre, (0, + 1y, v).

De este modo, al campo de partida X € a @ n le corresponde el campo 77, (Xe;), cuya
imagen mediante la estructura compleja de CH™ es 7y, (0, —y + ix,iv). Pero entonces,
ahora se trata de encontrar un campo Y invariante por la izquierda (una matriz) tal que
Gu1Y = TTupe, (Y1) = T"Tire, (0, —y+iz, iv). Por tanto Y = | —y + iz, iv| y en consecuencia
J|x 41y, v] = |i(z+1iy, v)|. Asi pues, podemos escribir ya, aunque se omiten aqui los
calculos, la métrica, el producto corchete y la estructura compleja de a @ n inducidos
mediante la isometria existente entre CH" y AN,

J x4y, v] = |i(z + iy, v)],
(z + iy, 0], |a+ib, w]) = —%(@—I—iy,v),(a+ib,w)>Rzn,
[lx + 1y, v], |a+ib, w]] = |2i(i(x + 1y, v)

donde (-,-)gen denota el producto escalar usual de R**. Ahora, ya es posible calcular la
conexién de Levi-Civita V para los campos de vectores de a @ n, empleando la férmula de
Koszul. Nétese que los términos de la forma X (Y, Z) involucrados en dicha férmula, con
X,Y,Z € a & n, son nulos, pues utilizando el caracter invariante por la izquierda de la
métrica,

, (@ +ib,w))gen, —av + zw]

<Y97 Zg> - <Lg*e}/ea Lg*eZe> - <}/67 Ze>7
lo cual prueba que la funcién (Y, Z) es constante. Realizando los calculos,

Vatiy, o] |2+ it, w] = |2ty + (v, w)gen-2 + i(—2y2z + (v, W)g2n—2), —2v — yiw — tiv] .

Ahora, como tultimo paso antes de la presentacion de los ejemplos, se definen los campos

unitarios de vectores:
B=10, Y"C¢ 0| = [ Y5 0],
2 2
i/ —c OJ

2

Puede comprobarse en [15] que a = RB y go, = RZ. Si U,V € g,, realizando los calculos
pertinentes se obtiene que

Z:JBz{

_ 1 1
Vapiv+2z(bB+V +yZ) = /—c { (:cy + §<U, v>> B — 5 (bU + yJU + xJV)
(4.1)

I AAPAY
(e 0mm) 2]
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En las siguientes lineas presentaremos los ejemplos de hipersuperficies isoparamétricas
de CH™, n > 3, en las cuales el vector de Hopf se proyecta de forma no trivial sobre
exactamente tres autoespacios del operador de configuracién. Estos ejemplos serdn, como
veremos, tubos alrededor de subvariedades homogéneas, si bien, general, no podremos afir-
mar su caracter homogéneo. En un primer momento seguiremos la linea expositiva de [12],
aunque se omiten algunos detalles que pueden consultarse alli. Sin embargo, probaremos
pormenorizadamente que los ejemplos construidos verifican A = 3.

Para comenzar, tomamos to un subespacio vectorial de g, donde este ltimo, recor-
demos, procede de la descomposicion de g en espacios de raices. Puede probarse que
Sp = a @1 @D g,, es una subalgebra de Lie resoluble de a & n. Sea Sy, el subgrupo de
Lie conexo de AN correspondiente al dlgebra de Lie s,. Por tanto, por lo visto en la sec-
cion dedicada a los espacios homogéneos en el capitulo de Preliminares, Wy, = S, - 0 es
una subvariedad homogénea de CH™. Sea to el complemento ortogonal de to en g,, cuya
dimensién denotaremos por k. Para cada elemento ¢ € o', podemos descomponer J¢ en
su proyeccién ortogonal sobre to, P§, y su proyeccién ortogonal sobre o+, F¢. Dado que
estamos en un espacio vectorial con un producto interior, es posible hablar del concepto
de dngulo. Se define el angulo de Kéhler ¢¢ € [0, 7], como el dngulo formado entre J¢
y F¢&, o, lo que es lo mismo, el dngulo entre JE y wh. Asf, (F& FE) = (cos? ¢¢) (€, ).
Como consecuencia, (P&, PE) = (£,&) — (cos? pe) (€, &) = (sin® p¢) (€, €). En adelante, si €
es un vector unitario de to*, escribiremos, cuando tenga sentido, P¢ y F¢ para referirnos
a los vectores unitarios en las direcciones de P¢ y F¢ respectivamente. Esto es, cuando
e # 0,3, tomamos P = (sin(io¢)) "L PE y FE = (cos(ge)) L FE.

Por otra parte, puesto que tanto a como g, son espacios vectoriales 1-dimensionales,
ninguno de ellos puede dotarse de una estructura de espacio vectorial complejo. Sin em-
bargo, como ya hemos mencionado, g, es isomorfo, como espacio vectorial, a C*~!. Por
tanto, el subespacio complejo maximal ¢ de s, serd la suma directa de a, go, y €l es-
pacio vectorial complejo generado por el complemento ortogonal de to*, o, equivalente-
mente, a @ (g, © Crol) @ go,. Pero recordemos, como se hizo en el inicio del segundo
capitulo, que para construir un espacio vectorial complejo a partir uno real y una es-
tructura compleja se hacia Ctot = w' + Jiwt = ' @ Prot. Es claro, por otra parte,
que g, © (vt @ Prot) = w © Prot. Como consecuencia, ¢ = a ® (0 © Prot) @ go ¥
ad®n=c® Prot @ w’. Ahora bien, si denotamos por ¢, P20+, v 20+ las distribuciones
invariantes a la izquierda de AN, obtenemos que TW,, = € & P20+ y vW,, = 20+

El siguiente paso es construir W), = {exp(r¢) | £ € vWy, ||€|| = 1} y comprobar que se
trata efectivamente de un tubo. Antes de ello, sin embargo, analizaremos el operador de
configuracién S de W,, respecto a vector unitario & € vW,, = 20+. A partir de la expresién
(4.1) se deduce que:

« (1) Se(Z + P€) = ¥ sin(pe)(Z + P).

" (2) Se(Z — PE) = =Y sin(pe)(Z — PE).

—¥=

= (3) SeU =0, para todo U € (¢ © gao) ® (Prot @ RPE) = a @ (0 © RPY).
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Por tanto, notando que dimg(a @ (v © RPE)) = 2n — k — 2 y que W, es una subvariedad
homogénea de dimension 2n—Fk, es claro que el operador de configuracion, cuyos autovalores
son @ sin(¢e), —g sin(ge) v 0 queda completamente determinado.

A continuacién veremos que, tal como anticipabamos, para cada r > 0, el conjunto
W es un tubo. Como viene siendo habitual, utilizaremos para ello la teoria de campos de

Jacobi. Construimos para empezar la aplicacion
o viw, — CH"
gq = CI)r(fq) = equ(rgq)7

cuya imagen es precisamente W, donde v'W,, = {£ € vW, | |[¢]| = 1} es el fibra-
do normal unitario. Para evitar confusiones con la aplicacién de Hopf, denotaremos por
(V' Wi, 71, Wh) el fibrado vectorial normal unitario. Es conocido, observando las trivializa-
ciones [16], que la dimensién de un fibrado vectorial es la suma de la dimensién del espacio
base més la dimensién de la fibra. Por ello, aqui la dimensién de v*W,, como variedad dife-
renciable es exactamente la dimension de W, menos uno, esto es, 2n— 1. En consecuencia,
si conseguimos argumentar que ®” tiene rango constante méaximo, habremos probado que
W es una subvariedad de codimensién uno. Fijemos entonces &, € v'W,, y veamos que la
aplicacion
q)iéqi qu(V1Wm> — Tqy‘(gq)CHn

tiene efectivamente rango constante 2n — 1. Sea ne, € Ty, (V' Wy) y sea a: I — v'Wy, la
curva diferenciable tal que a(0) = &, y &(0) = 7¢,. Definimos la variacién por geodésicas
['(5,1) = XD 00)(s) (- @(s)). Entonces,

, d . d
‘I’*gqﬂgq = s (@ oa)(s) = — EXP(r10a)(s) (r&y),

s s=0 ds s=0
que es precisamente el campo de la variacién I' evaluado en t = r. Es claro ademas que
cualquier vector de T (v'W,,) es combinacién lineal de vectores tangentes a la fibra y
vectores que no son tangentes a la fibra. Por tanto, estudiaremos unicamente dos casos.
En primer lugar tomaremos como hipdtesis que « no es nunca tangente a la fibra y luego
analizaremos el caso en el que si lo es.

Supongamos pues que « no es tangente a la fibra. Entonces, podemos pensarla como
un campo de vectores normal a lo largo de una curva 3 contenida W, al que llamaremos
n3(s)- Como consecuencia, las condiciones iniciales del campo ¢ de la variacién I' son:

d d d .
(0= G5| _, OPeren0) = | (moa)s) =) 5(0)=5(0),
C/(O)_g = e (t- ())_i o (s)
= Os <0 ot o XP(r10a)(s) als)) = Is . XD (100 ()0 QS
d . ,
= - & = —5%,B(0) + Vg, 5(0).
s s=0
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En lo anterior, es importante observar que dado que 8 es una curva cualquiera en W,
para probar que @ngd(()) es no nulo basta demostrar que (x(r) # 0, donde (x denota el
campo de vectores de Jacobi a lo largo de la geodésica y¢ = exp, (t§,) determinado por las
condiciones iniciales (x(0) = X y ¢’(0) = =S¢, X, para X € T,CH". Pero estos campos
son de la forma

Cx(t) = H(B)Bx(B) + (X, T () Jie(t),
donde

t\/Q__C — 2Asinh t\/2—_c’

t\/z—_c — 1) (1 + 2 cosh ty—c

fa(t) = cosh

— 2\ sinh

tv/—c
g (t) = (cosh 5 ) .
En este punto, obsérvese que (x4y (t) = (x(t) +Cy(t), lo cual puede razonarse notando que
se trata de campos de Jacobi con las mismas condiciones iniciales. Ademas, por la propia
definicién de transporte paralelo, se tiene que J9e(t) = J B, (t) = cos(@¢) B +sin(pe) Bpg.
Con estas consideraciones se obtiene que

tv/—c

(x(t) = cosh Bx(t), si X €TW,o (RZ®RPE),

tv/—c

Cz(t) = cosh

By(t) — vV —csin gy ((3082 @e + sin® ¢ cosh 5 pe(t)

t°2_c - 1) sinh - VQ_C Bre(t),

tv/—c

t 2_c> sinht _CB

— v/ —ccos ¢ sin? Ve (cosh

t

Cpe(t) = — v/ —csin g sinh 2_C Bz (t) + (0052 ¢ cosh + sin? ¢¢ cosh t) Bpe(t)

V=

t
— sin g cos ¢ (cosh — cosh ty/ —c) Bre(t).

Es facil ver que todos estos campos son no nulos al evaluarlos en el instante t = r, lo
cual prueba que ®" tiene al menos rango 2n — k.

Vamos ahora con el caso en el que a es una curva diferenciable contenida en I/;Wm.
Dada la identificacién entre un espacio vectorial y su espacio tangente cuando pensamos
éste como una variedad diferenciable, podemos identificar cada elemento de quu;Wm con
un elemento de v,WW,,. Calculando entonces las condiciones iniciales del campo ¢ de la
variacién I'(s, ) = expy, oq(s) (t - @(s)), obtenemos:

d
0= 5| moars=o
, d d
C (O) = E 0 eXp(ﬂ'llJOé)(S)*O OZ(S) = % o Oé(S) =T,
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Entonces, probar que ®:€qd(0) es no nulo equivale a ver que el campo de Jacobi ¢, a lo
largo de ¢ determinado por las condiciones iniciales ¢,(0) = 0 y ¢;(0) = 7 es distinto de
cero en el instante ¢ = r para cualquier n € v,WW,, © RE. Pero estos campos vienen dados
por la expresion

Gi(t) = p(t) By (t) + (n, JE)a(t) Jye (),
donde

t\/—
p(t) = 2sinh 5 C, q(t) = 2sinh

Con las mismas consideraciones que para el caso anteriores, se obtiene,

Cre(t) = 2sin @¢ cos ¢ (cosht 2_C - 1) sinht 2_C Bpe(t)
v/ — v/ —
+2 (1 + cos? ¢ (COSh 5 c_ 1)) sinthBpg(t),

tv/—c

(x(t) = 2sinh 5

Bx(t), si X evW,o (REDRFEE),

y como antes, se trata de campos no nulos en el instante t = r. Esto prueba que, para cada
r > 0, hemos construido una hipersuperficie W,].

Una vez probado lo anterior, vamos a tratar de obtener mas informaciéon acerca del
operador de configuracion de Wy, y del caracter isoparamétrico de esta tltima. Definimos
con este objetivo el endomorfismo D(r) del espacio vectorial tangente T’ ()W dado por
D(r)Bx(r) = (x(r), donde X € (T,CH" & R¢). Es conocido, como vimos en el capitulo
de preliminares, que S™ = —D’(r) o D(r)~'. Ello nos permite calcular la curvatura media

de W,

. . 4 det(D(r)) 1 ( . T\/—_C>
H"(7e(r)) = tr 8" (ye(r)) aet(D(r)) QSinhTT‘EcoshTT‘E k — 1+ 2nsinh 5 .
En lo anterior, es claro que no hay dependencia del vector £ € vW,, escogido de partida.
Ello implica que los tubos W, alrededor de la subvariedad W,, constituyen una familia
de hipersuperficies isoparamétricas de CH". Puede verse en [3] que estos tubos son ho-
mogéneos precisamente cuando el angulo de Kahler es constante, esto es, cuando ¢¢ es
independiente del vector £ que tomemos de partida.

Ademas, haciendo \ = g tanh <“/2jc>, el polinomio carateristico de S es

—c? = 2 4 2)2
felr) = ( c? —16cA\? + 16)\3;/\(c+4/\ )2 cos(2¢¢) N % (c—6)) 2

k-2
%\, 2 .3 oo2m—k—2( ¢
+<3/\ 4)\>x m)()\ x) (4)\ x) :
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Se observa que este polinomio tiene raices A, u = 73 v las tres raices del polinomio (3.8).
Es decir, tenemos los mismos autovalores para el operador de configuracion de W y W, .
Ademads, aqui, la subvariedad W, tiene dimensién 2n — k y el autovalor A multiplicidad
algebraica 2n — k — 2, pero esto es precisamente lo que sucedia en el desarrollo tedrico. El
tangente de la subvariedad focal W" estaba generado precisamente por el autoespacio T)
y dos vectores méas que no pertenecian a ningtin autoespacio.

Por ultimo, vamos a comprobar que la hipersuperficie isoparamétrica W, que venimos
de construir verifica efectivamente que h = 3. El primer paso serd demostrar que es una
hipersuperficie conexa de CH™, para luego utilizar un teorema presentado en [14] que nos
permitira concluir.

Recordemos que para la construccién de Wy, partiamos de la subalgebra s, de a @® n
y tomabamos S, el subgrupo conexo de AN correspondiente a tal subalgebra. Luego, de-
finfamos W), como la imagen de S, mediante la aplicacién ¢: SU(1,n) — CH™, que venia
dada por ¢(g) = g - 0. Esta aplicacién es continua por ser diferenciable y S, es conexo por
definicién. Como consecuencia Wy, = ¢(Sy,) es un conjunto conexo que, por ser localmente
euclideo, constituye una subvariedad de CH™ conexa por caminos. Hechas estas aprecia-
ciones, ya estamos en disposicién de ver que W es conexo por caminos.

Supongamos entonces dos puntos p,q € W,,. Por construccion, existirdn vectores §,, €
Voo Wi ¥ gy € VgoWho tales que p = exp, (7€,,) v ¢ = exp,, (7q,). Estos vectores pueden
pensarse como elementos de los campos £ y 1, que si no fuesen globales, los extenderiamos
de forma diferenciable a CH™. Ahora, utilizando el caracter conexo por caminos de W,
debe existir una curva a.: I — Wy, que podemos suponer diferenciable a trozos, verificando
que o(0) = po y (1) = go. Definimos el campo de vectores X (t) = (1 —t)&aq) + taq) a lo
largo de la curva . Entonces 3(t) = exp, ) (rX(t)) es una aplicacién continua, contenida
en W7, que cumple 5(0) =py 5(1) = q.

Enunciamos ahora el Teorema 4.11 de [14].

Teorema 4.1. Sea M una hipersuperficie conexa real de CH™ verificando h < 2 en cada
punto. Entonces M es isoparamétrica si, y solo si, tiene curvaturas principales constantes.
En este caso, h es constante y M es una parte abierta de una subvariedad homogénea.

En nuestro caso, M" es una subvariedad isoparamétrica conexa, pero sus curvaturas
principales dependen, como hemos visto, del dngulo de Kéhler .. Por ello, debe suceder,
al menos para un punto p € W, que h(p) = 3. Con un argumento presentado al inicio
del préximo capitulo se deduce la existencia de un entorno de p en cual el vector de Hopf
tiene tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de configuracion.
Con esto queda justificado que la hipersuperficie W, tomando un abierto mas pequeno
dentro de la misma si fuese necesario, es del tipo h = 3.
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Sea M una hipersuperficie de CH™ y sea py = m(qo) un punto de M verificando
h(po) = 3, esto es, verificando que el vector de Hopf, J¢, tiene exactamente tres pro-
yecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de configuracion de M en el
punto po. En este caso, tenemos que M = 7~(M) es una hipersuperficie de Hy"™' cuyo
operador de configuracién respecto a alguna base seminula en el punto ¢ viene dado por
la matriz

O O >
_ > O
> O

I

De hecho, de no ser asi, si ¢y no fuese un punto de tipo III en M , entonces, a la luz
de los resultados que se enuncian en el Capitulo 3, se tendria h(py) < 2, lo que supone
una contradiccién con nuestra hipdtesis de partida. Por tanto, podemos realizar todo el
desarrollo tedrico que hicimos para los puntos de tipo III sobre el punto ¢g. Recordemos
entonces que si denotamos por X;, i € {1,2,3}, los autovectores unitarios asociados a los
autoespacios 1-dimensionales sobre los que se proyecta el vector de Hopf, obteniamos las
tres funciones diferenciables

b =(J&, X)) M —- R,

que resultaban ser no nulas en el punto pg. Por consiguiente, de su caracter continuo
se infiere la existencia de un entorno abierto W de py, de manera que b;(p) # 0 para
todo p € W. En otras palabras, W es un entorno abierto de py donde el vector de Hopf
tiene exactamente tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de
configuracién en cada espacio tangente. El mismo argumento que hicimos para deducir que
el punto ¢y es de tipo de III sirve ahora para afirmar que W := 7~ *(W) es un entorno

abierto de gy en M formado exclusivamente por puntos de tipo III.

23
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Sea ahora £ un campo de vectores unitario ortogonal a M definido en el entorno abierto
W del punto pg, tomando W mds pequetio si fuese necesario. En consecuencia, £E es un
campo de vectores unitario ortogonal a M en el entorno abierto W del punto g.

En adelante, la notacion 7,, con ¢ € W, se reservard, salvo que se mencione lo contrario,
para la geodésica 7,: I — H;"™' determinada por las condiciones iniciales 7,(0) = ¢
y ﬁq( ) = §L Consecuentemente, v, serd la geodésica en CH™ con condiciones iniciales
1(0)=py vp( ) = &,, siendo p un punto de W.

Si X € T,WW, entonces podemos hablar del campo de vectores de Jacobi ¢ a lo largo
de la geodésica 7, caracterizado por las condiciones iniciales ((0) = X y ¢'(0) = ~SX.
Ademas, notando que tanto ¢(0) como ¢’(0) son ortogonales a ;.?q(O), del Lema 10.6 de [20]
se deduce que ((t) L %(t) para cualquier ¢ € I. Por tanto, teniendo en cuenta como era el
tensor de curvatura R de la variedad semi-riemanniana de curvatura constante H 2t a
ecuaciéon de Jacobi queda de la forma

¢+ R(C ANy = ¢" + (T Ag)¢ = (AN = ¢+ 3¢ = 0.

En adelante, salvo mencion expresa de lo contrario, si X € T, ﬁ, (x denotara el campo
de Jacobi a lo largo de la curva geodésica 7, determinado por las condiciones iniciales
Cx(0) = X y (0) = 8. N

Como ya hemos justificado, todos los puntos ¢ € W son de tipo III. Por ello, adoptare-
mos de nuevo el convenio {(ey)y, ..., (e2n),} para referirnos la base seminula en el punto ¢
respecto a la cual el operador de configuracién S viene dado por la matriz (5.1). Cuando
no haya peligro de confusién escribiremos simplemente {ey,...,es,}, teniendo en mente
que esta base varia de punto a punto. Sin embargo, dado que M es una hipersuperficie
isoparamétrica, en virtud del Teorema 2.4 de [14] sabemos que las curvaturas principales
son constantes y tienen multiplicidades algebraicas constantes. Por ello, establecemos de
nuevo la notacién

Ty =R{es,eq,....ex} v T, =R{eps1,... e}

Ahora, tomando un vector X € qu, podemos dar explicitamente la expresién del
campo de vectores de Jacobi (x a lo largo de la curva 7, en funcion de como X esté

relacionado con los autoespacios de S.

(1) ¢x(t) = (cosh (tf) ~ 2 inh

3) Ces(t)
Ce3 =

)= (cosh (45
— (cosh (15<) —
(cosh (45



5 Inicio del problema de clasificacién 95

Como ya hemos probado durante el desarrollo tedrico de los puntos de tipo III, y en
particular para el caso h = 3, A es un autovalor real no nulo perteneciente al intervalo
(—‘E ‘E) Por consiguiente, podemos escoger un ntimero real » > 0 verificando

A= Y= anh (“/__C) .

2 2

Construimos entonces, para este r > 0, la aplicacién

oM — HP
g = D(q) = exp,(réy).

A continuacién, probaremos que ®" parametriza una subvariedad k-dimensional de
H?" ! Para ello, haciendo uso de lo enunciado en el Capitulo 1, bastard comprobar que

ér(q) es un punto focal de M alo largo de la geodésica v, de multiplicidad 2n — k, para

cualquier ¢ en el entorno W de qo- Teniendo en cuenta la igualdad ZI;Q X = (x(r), obtenemos
lo siguiente:

1) Si X € 1)\, entonces (I)~T X =0 Si, y solo Si,
( *q
1= COSh2 (—r 5 C) — SiIlh2 (—T 9 C) - 0,

lo cual supone una contradicciéon. Por tanto, todos los autovectores asociados al
autovalor A son enviados en vectores no nulos mediante @ .

(2) Si X € T, recordando la igualdad ¢+ 4\p = 0, se deduce que CT):qX =0.

(3) ®I,e2 es siempre no nulo, pues en el primer sumando se puede razonar igual que se
hizo en el primer caso.

(4) Con @ e3 se razona como en el caso anterior.

De este modo, Wr = E)’"(W) es subvariedad focal de M en H? que ademds tiene
dimensién k, de acuerdo con las notaciones que hemos establecido.

El siguiente paso es comprobar que la subvariedad focal W" contiene a las fibras, o,
equivalentemente, comprobar que el campo de vectores V' es tangente a W". Para ello, son
necesarias algunas consideraciones previas.

En primer lugar, es importante resaltar que dado un punto ¢q € W, la geodésica 7, es
horizontal, o, dicho de otro modo, es ortogonal a la fibra. En efecto, teniendo en cuenta
que V es un campo de Killing, se sigue que

E<’7q,v> = <Dt’7qa V> + <’Yq’ Dtv> = 07
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luego (ﬁq, V') es constantemente nulo, puesto que por definicién %(O) LV,

Esto nos permite enunciar y probar el siguiente lema.

Lema 5.1. Sea : I — H>™ wuna geodésica horizontal. Entonces ¢ = w0 G es una
geodésica en CH".

Demostracion. Por hipotesis ¢ L V', por tanto, el vector tangente a ¢ en el instante t € I,
o(t) = (r00)(t) = mawo(t),

es siempre no nulo, de donde se deduce que o es una curva regular. Por consiguiente,
podemos pensarla, al menos localmente, como la curva integral de un campo de vectores
diferenciable X. Pero entonces,

3@) = (W*a(t)g(t))L = (d(t))L = (Xa(t))L = XgL(ty

o, expresado en palabras, & es curva integral, localmente, del campo de vectores X*. Para
concluir la demostracion, hacemos

Di6(t) = Vi, Xot) = T (Vo 0 Xow)" = W*&(w(%Xé(t)XaL(t)) = T (Do (1) = 0,

lo cual prueba que o es efectivamente una curva geodésica en CH™. [

Este resultado es una particularizacion de un hecho més general, pues lo anterior es
cierto no solo para la proyeccién 7w que estamos considerando, sino para cualquier sumersion
semi-riemanniana.

Como consecuencia y con las notaciones que venimos empleando, es claro que si p =
7(q), m o7, ¥ 7, son geodésicas con las mismas condiciones iniciales, y dado que ambas
tienen velocidad uno, se concluye que 7 o 7,(t) = ,(¢). Por tanto,

(w0 ®")(q) = m(exp,(réy)) =m0 Fy(r) = 7p(r) = exp,(ré,) = (3" o 7)(q), (5.2)

donde ®" es la aplicacién entre M y CH™ dada por ®"(p) = exp,(ré,).

En este punto, ya estamos en condiciones de probar que V' es un vector tangente a la
subvariedad W". En efecto, para un ¢ € W arbitrario,

T () PigVa = (T o ®@")uVg = (D" 0m).gVy = P ()T Vg = 0.

Una vez probado que la subvariedad focal W™ contiene la fibra, trataremos ahora de hallar
la expresién de su operador de configuracién. Para ello, utilizaremos la expresion obtenida
en primer capitulo de esta memoria. Si bien alli se prueba su veracidad tnicamente en
el seno de hipersuperficies, veremos ahora que sigue siendo valida para subvariedades de
codimensién mayor que uno.
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En primer lugar, recordemos que el tangente a W™ en un punto 7,(r) es, en cierto
sentido, el transporte paralelo de T\ @ R{ey, e3}. Ahora, podemos definir el endomorfismo

D(r): T,W" — TyW'
Bx(r) = D(r)Bx(r) = (x(r),

con X € Ty ®R{ey, e3}, que resulta ser no singular, pues viene respresentado por la matriz

a(r) 0 \;—_27 sinh (r 2_0)
0 a(r) 0
= sinh (“?) a(r) ’

donde «a(r) = cosh (T 2_C> — \/%A sinh <T‘/2jc> y cuyo determinante es a(r)* # 0. En este

momento, mediante un proceso similar al del primer capitulo, se deduce

St D) Bx(r) = 8L | Cx(r) = —(¢()T = ~(D()Bx (1))
= —(D'(r)Bx(r))" = =D'(r)Bx(r),
de donde se concluye que

Sty =—D'(r)oD(r)".

Teniendo en cuenta que W es una subvariedad de Hy"*! que contiene a la fibra, junto

con que 7 es una sumersién, podemos afirmar que W" = 7(W") es una subvariedad (k—1)-
dimensional de CH", que ademds, en virtud de la expresién (5.2), resulta ser subvariedad

focal de M en CH™. Ahora, es posible pensar en la diferencial de T (i del modo que sigue:

i)' Varg © LW O Verg) Ve W' — TorpW ©verpW",
donde, en virtud del isomorfismo
(T W' © Var () © Var W' = Tor W' @ vary W,

y teniendo en cuenta que W*(f)r(q)T (q) W' C Tgr,) W', entonces, razonando con la dimension
de los espacios vectoriales involucrados, se prueban los isomorfismos

(T3

@7 (q)

—~

wr o V~T(q)) = qu(p) wr y I/&)T(q)WT = I/cpr(p)Wr.

Como suele ser habitual, denotaremos por ()"

gente y el normal, tanto para la subvariedad W" como para W". Asi, para un vector
X S Tcpr(p)CHn,

XT+Xt=X-= W*&v(q)XL = 7T*<Y>r(q)(XL)T + 7T*<T>r(q)(XL)L>

v (-)* las proyecciones sobre el tan-
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por tanto, X+ = T (g )(XL)L, que, junto con la propiedad (X%)+ L V, nos permite
afirmar que
(XJ_)L — (XL)J_.
Con la igualdad anterior veremos que la expresién (3.3), que habia sido probada tinica-

mente para el caso de hipersuperficies, sigue siendo véalida en subvariedades de codimension
mayor que uno.

e
2

(JEX, XEVW) + (Vi €h)*:

St Xt = Vel + (Vxr€h) = —((Vx&)" = X—(Je" XI)V) + (Vxuh)*

- (X + (v - L

v —C
M

= (8¢ X)" = ((Vx§))* (J&H, XEW + (Vx)")- + %([Ji'L,éL]Rv)l

= (St X)" + gugaxﬂv

Realizando los célculos, —D’(r) o D(r)~! resulta tener una forma canénica de Jordan
dada por la matriz

o O O
o O =

0
0
1

0

luego existe una base seminula respecto a la cual el operador de configuracion de W™ en el
punto ¢, = ®"(q) asociado al vector normal fyq( r), viene dado por la matriz

o O O
_ o O

1
0
0

0

siendo en este caso preciso especificar, al contrario de lo que sucedia en hipersuperficies,
dicho vector normal, pues v, W tiene dimensién 2n — k41 como espacio vectorial real. En
este punto, es preciso senalar que lo que hemos hecho hasta el momento ha sido demostrar
que el operador de configuracién de W" en el punto ¢, asociado al vector normal 'yq( )
viene expresado por la matriz (5.3) para la base seminula adecuada. Sin embargo, jes
posible afirmar siempre la existencia de una base seminula respecto a la cual el operador
de configuracion asociado a cualquier vector normal en el punto g, viene dado por (5.3)7
Veamos que la respuesta es si.
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Teniendo en cuenta que P es una aplicacion de rango constante k, una adaptacion
del Teorema del rango a conjuntos de nivel (Teorema 8.8 de [21]) nos permite afirmar que
N = (9")"(¢,) es una subvariedad de W de dimensién 2n — k. Sea p € N, sea X € T,N
y sea «: I — N una curva diferenciable tal que a(0) = p y ¢/(0) = X. Entonces, el hecho
de que EIVDZPX = &)QPO/(O) — (" 0)'(0) = 0 prueba que T,N C Ker (5:19' Pero estos 1ltimos
son ambos espacios vectoriales con la misma dimension, luego el anterior contenido es en
realidad una igualdad.

Por consiguiente, con la notaciéon que venimos empleando, el espacio tangente a N en
p estd formado por los campos de Jacobi (x a lo largo de la geodésica 7, evaluados en el
instante inicial, donde X es un autovector asociado al autovalor y, es decir, T,N = T),(p).
Construimos ahora la aplicacién

n: N — V;;W"
p = np) =7,(r).

Es facil comprobar, con las expresiones explicitas que hemos obtenido para los campos de
vectores de Jacobi, que 7,,X = (%(r) # 0. Por tanto,  es una inmersién y dado que las
dimensiones de N y V;TWT coinciden, es también una sumersién. En consecuencia, 1 es un
difeomorfismo local y n(/N) contiene a un abierto de I/;TWT, lo cual permite extraer una
base de este tltimo dentro del conjunto {7,(r) | pe N}

De este modo, cualquier § € v, W" procede de un normal de esta manera y se obtiene
que gg es de la forma (5.3), como querfamos. Con todo, nos hallamos en una situacién
similar a la vivida cuando fueron estudiados los puntos de tipo III. En aquel caso, como
sucede ahora, conociamos la expresién del operador de configuraciéon en una subvariedad
de H"*! levantada de una subvariedad de CH™, con la salvedad de que antes se trata-
ba de hipersuperficies, mientras que ahora son subvariedades de codimension mayor que
uno. Asi, como se hizo entonces, trataremos ahora de comprender como es el operador de
configuracion en W7, .

Escogemos un punto cualquiera ¢, de la subvaridad focal W y un vector unitario &
ortogonal en ¢, a la misma. Por lo anterior, existe una base seminula {es, ..., e} respecto a
la cual el operador de configuracién ST, tiene la forma (5.3). Por ello, Ty = R{ey, eyq,...,ex},

§£L ea =e3y ggL e3 = e1. También hemos demostrado que W contiene a la fibra, por tanto
V' se expresa de la forma V' = rie; + rqeq + r3e3 + u, para ciertos r; € R, con i € {1,2,3}
y para algin u € Ty, verificando ademés que (u, es) = 0, 0, lo que es lo mismo, u no tiene
componente en e;. Ahora bien, —1 = (V, V) = 2riry + 12 + (u,u), de donde es posible
deducir que tanto r; como ro son no nulos. Incluso, modificando si fuese preciso la base
seminula del mismo modo que se hizo en los puntos de tipo III, podemos asumir en adelante
que 7y > 0.

Por otra parte, la expresién (3.4) se ve ligeramente modificada al no hallarnos en el
seno de una hipersuperficie. En efecto,

LV = —Tue 4 (Tl = —(Frel)T = Y e
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Por ello, teniendo en cuenta que £¥ L V| y por tanto JE& = (JEL)T + (JEB)L LV, se
deduce que en el caso de subvariedades de codimension mayor que uno también se cumple
ELV 1 V. Utilizando esta relacién se obtiene

0= (SgV. V) = 2ror3,

lo que demuestra que 73 = 0, de modo que pueden simplificarse las anteriores expresiones
para V y ST, V. Ademds, J¢& = (JE)T + (JEb)* = \/’—_%SQV + (JEL)E, de manera que
podemos escribir

Jek = 2y tFer

_C )
para un cierto F¢L unitario en la direccién de (JELX)*, de manera que, sustituyéndolo
por —F¢F si fuese preciso, podemos asumir en lo sucesivo que ¢ > 0. Por consiguiente,
1 = (JEE, JEL) = —2¢2 + 12, Asi, existe un ndmero real ¢ € (0, %], que dependerd, en
2T P 2

general, del vector £ escogido al principio, verificando

2

To = sin(pe) , t = cos(pe).

En este momento, de un modo andlogo a lo hecho con los puntos de tipo III, podemos
elegir k — 3 vectores linealmente independientes y ortogonales simultaneamente a V' y a
JEL. En efecto, si u # 0, escogemos una base de R{ey, ..., e} © Ru y afiadimos el vector
(u,u)e; — rou, mientras que basta con tomar {ey,...,ex} si u = 0. De nuevo, utilizando la
expresion (3.3), vemos que estos k — 3 vectores se proyectan en k — 3 autovectores de W
en 7(q,) correspondientes al autovalor cero. Quedan entonces por determinar, a lo sumo,
dos autoespacios mas, pues W" tiene dimension k — 1.

Definimos los vectores ortogonales a V', P&V = (J&)T = —sin(pg)es y 25 = —%el -V.
Es claro que son dos vectores linealmente independientes, pues (P¢LZL) = 0, y que
ninguno de ellos puede formar parte de los k — 3 anteriores, pues no son autovectores
asociados a cero. Ademads, por ser ortogonales a la fibra, sus proyecciones también generan
un subespacio 2-dimensional de 77,y W". Utilizando de nuevo la expresion (3.3), se obtiene:

~ = ~ 1 e
S¢Z = Taq, ELZL -5 C(JfL, 7TV = TaqeSgL — e v=_Y_¢ sin(@g) g, €3-
2
r ar vV —C . vV —C .
S¢ P& = Ty, ngfL - T(JfL, P&M) T, V = — sin(@g) g, €1 — Sin’ () Tug, V.

= 2_C sin’(¢) Z.

Entonces, restringiendo el operador de configuracion Si al subespacio generado por Z
y P&, y expresandolo respecto a la base {Z, P¢}, éste viene dado por la matriz

( 0 @sin%og))
V—=c 0 !

2




5 Inicio del problema de clasificacién 61

cuyos autovalores son :i:g sin(ge¢), coincidiendo con los autovalores de la subvariedad fo-
cal de los ejemplos presentados [12] o en el capitulo anterior.

Como punto final a la presente memoria, indicaremos nuestros préximos pasos para
conseguir la clasificacién que perseguimos. Nétese que el vector Z% = —%el — V depende
en general del vector normal & escogido de partida. Si ello no fuese asi, si consiguiésemos
argumentar la independencia entre Z¥ y £, una adaptacién del siguiente teorema [5] nos
permitiria practicamente concluir.

Teorema 5.2. Sea M una subvariedad coneza (2n — k)-dimensional de CH™, n > 2, con
fibrado normal vM C TCH™ y dngulo de Kdihler constante ¢ € (0,m/2]. Supongamos la
existencia de un campo unitario de vectores Z tangente a la distribucion compleja maximal
de M tal que la sequnda forma fundamental de M wviene dada por

211(Z, P¢) = /—csin®(p) (JPE)*,

para cualquier & € vM, donde P& es la componente tangencial de JE.

En estas circunstancias, M es congruente holomorficamente a una parte abierta de la
subvariedad W2"*.

En nuestro caso, hemos obtenido que 211(Z, P€) = \/—csin®(p¢) (JPE)*, pero como
hemos dicho, Z es un vector que depende de £. Asi, el préximo paso serd tratar de quitarnos
de en medio esta dependencia. Una posibilidad es haciendo uso de la informaciéon que hay
recogida en las ecuaciones de Codazzi y Gauss, aunque es posible que este problema de
dependencia también sea abordable desde un punto de vista algebraico.
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