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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es abordar el problema de clasificación de las hi-
persuperficies isoparamétricas de CHn. En este sentido, empezamos con la presentación
del espacio hiperbólico complejo CHn y lo describimos como un espacio homogéneo. A
continuación, estudiamos el operador de configuración de estas hipersuperficies teniendo
en cuenta la relación entre el espacio hiperbólico complejo y el espacio de anti-De Sitter.
Construimos también, utilizando la descomposición de Iwasawa, los ejemplos de la clasifi-
cación que pretendemos obtener. Comenzamos finalmente con los primeros pasos para la
resolución del problema.

Abstract

The main aim of this work is to tackle the classification problem of isoparametric
hypersurfaces in CHn. We start with the presentation of the complex hyperbolic space
CHn and describe it as a homogeneous space. Then, we study the shape operator of these
hypersurfaces taking into account the relation between the complex hyperbolic space and
the anti-De Sitter space. Using the Iwasawa decomposition, we also construct the examples
of the classification we intend to obtain. We finally present the first steps towards this
classification result.
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Introducción

El desarrollo de la geometŕıa de Riemann ha estado ligado desde sus comienzos con
el estudio de la geometŕıa de subvariedades. En esta última, ha tenido gran repercusión
el análisis de un tipo concreto de subvariedades, las hipersuperficies isoparamétricas. De
hecho, éstas han sido estudiadas por prestigiosos matemáticos tales como Segre [25], Car-
tan [8, 9, 10, 11] o Levi-Civita [22]. Incluso recientemente, Yao incluye en una lista de
problemas abiertos de la Geometŕıa [29] la clasificación de esta clase de hipersuperficies en
las esferas. Con sus trabajos pudo adivinarse ya que estas hipersuperficies conectaban dife-
rentes campos dentro de las matemáticas, pues aparece no solo involucrada la geometŕıa de
Riemann, sino también la topoloǵıa algebraica, la geometŕıa algebraica, la teoŕıa de grupos
de Lie o la teoŕıa de ecuaciones diferenciales. A pesar de las anteriores citas, el origen de
las hipersuperficies isoparamétricas se remonta probablemente al año 1919 con la publica-
ción de un trabajo de Carlo Somigliana [26], donde se estudia un problema de óptica que
pasamos a exponer muy brevemente a continuación. Si bien alĺı se aborda tal problema
utilizando tres variables espaciales, esto es, R3, aqúı lo presentaremos generalizándolo a
una variedad riemanniana M̄ .

Se comienza considerando una onda, que se define como la aplicación diferenciable
ϕ : M̄ × R→ R, (x, t)→ ϕ(x, t), solución de la ecuación de onda

∆ϕ =
∂2ϕ

∂t2
,

donde ∆ denota el operador de Laplace-Beltrami, t ∈ R representa la variable temporal y
x ∈ M̄ representa la variable espacial que, como hemos dicho, en el problema inicial era R3.

Se definen como frente de onda los conjuntos formados por puntos en el mismo estado
de fase en el instante de tiempo t0 ∈ R. Expresado en otros términos, si para cada t0 ∈ R
definimos la aplicación ft0 : M̄ → R mediante ft0(x) = ϕ(x, t0), los frentes de onda en el
instante t0 son precisamente los conjuntos de nivel de la función ft0 .

Para irnos acercando al concepto de hipersuperficie isoparamétrica, imponemos dos
condiciones sobre ϕ. En primer lugar, la supondremos estacionaria, es decir, asumiremos
que el frente de onda no depende del tiempo. Aśı, ahora los frentes de onda son los conjuntos
de nivel de f , sin ser necesario poner como sub́ındice el tiempo. De esta forma, si M es un
frente de onda y x0 ∈M , la aplicación c : R→ R, dada por c(t) = ϕ(x0, t), no depende del
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8 Introducción

x0 escogido, sino del frente de onda. Por consiguiente, el Laplaciano de f es constante a lo
largo de sus conjuntos de nivel, pues para cualquier x ∈ f−1(c(t0)) se tiene que

∆f(x) = ∆ϕ(x, t0) =
∂2ϕ

∂t2
(x, t0) = c′′(t0).

La otra condición consiste en imponer que el gradiente sea constante a lo largo de
los conjuntos de nivel. Ello puede interpretarse, de un modo informal, como exigir que
los conjuntos de nivel sean equidistantes entre si, donde aqúı al hablar de distancia nos
referimos a longitudes de geodésicas ortogonales a la hipersuperficie. Como conclusión
podemos extraer que las ondas estacionarias con frentes de onda equidistantes permiten
determinar una función diferenciable f verificando que tanto ||∇f || como ∆f son constantes
a lo largo de sus conjuntos de nivel. Esto nos permite ya presentar la definición de función
isoparamétrica, que aparece por primera vez, casi con toda seguridad, en un art́ıculo de
Levi-Civita en 1937 [22].

Una función diferenciable no constante f : M̄ → R se dice isoparamétrica si existen dos
funciones reales de una variable real F1 y F2 verificando

∆f = F1 ◦ f y ||∇f || = F2 ◦ f.

Asimismo, una colección de conjuntos de nivel de f , {f−1(c)}c∈R, se dice una familia iso-
paramétrica de hipersuperficies. A su vez, una hipersuperficie M inmersa en M̄ se dice
hipersuperficie isoparamétrica si para cada p ∈ M existe un entorno abierto U de p en
M , tal que las superficies equidistantes a U tienen curvatura media constante. El siguiente
teorema expresa de forma precisa la relación entre función isoparamétrica e hipersuperficie
isoparamétrica.

Teorema. Sea M̄ una variedad riemanniana. Sea f : M̄ → R una función isoparamétrica
y c ∈ R un valor regular de f . En estas condiciones, M = f−1(c) es una hipersuperficie
isoparamétrica de M̄ .

Rećıprocamente, si M es una hipersuperficie isoparamétrica de M̄ , entonces, para cada
p ∈ M , podemos escoger un entorno abierto U de p en M tal que U es un conjunto de
nivel regular de una función isoparamétrica f : V → R, para algún abierto V en M .

Uno de los problemas centrales de la geometŕıa de Riemann es precisamente el de la
clasificación de las hipersuperficies isoparamétricas de una variedad riemanniana. Sin ir
más lejos, por ejemplo, en el caso eucĺıdeo fue Segre [25] el que, tras las clasificaciones de
Somigliana [26] y Levi-Civita [22] en R3, completó la clasificación de Rn, demostrando que
cada hipersuperficie isoparamétrica tendŕıa una o dos curvaturas principales y seŕıa una
parte abierta de un hiperplano Rn−1 de Rn, o una esfera Sn−1, o, por último, un cilindro
generalizado Sk × Rn−k−1, donde k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Otro ejemplo notable es el del caso hiperbólico real, RHn, resuelto por Cartan [8], que
probó que aqúı las hipersuperficies isoparamétricas eran partes abiertas o de una horosfera,
o de una esfera geodésica, o de un hiperespacio hiperbólico totalmente geodésico RHn−1 de
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RHn, o una de sus hipersuperficies equidistantes, o de un tubo alrededor de un subespacio
hiperbólico real RHk, con k ∈ {1, . . . , n− 2}.

En el presente trabajo estudiaremos el espacio hiperbólico complejo CHn. Aqúı, el pro-
blema de clasificación de hipersuperficies isoparamétricas suele dividirse en varios casos, en
función del número de proyecciones no triviales del vector de Hopf sobre los autoespacios
del operador de configuración. Veremos de qué modo la fibración de Hopf constituye una
herramienta esencial a la hora de abordar dicho problema, pues permite trasladar el estudio
a un espacio de curvatura seccional constante como es el espacio de anti-De Sitter, H2n+1

1 .

El problema de clasificación en CHn para el caso h = 2, donde h denota el número de
proyecciones no triviales del vector de Hopf sobre los autoespacios del operador de con-
figuración, ya ha sido resuelto por Miguel Domı́nguez en su tesis Doctoral [14], tesis que
deberá ser considerada la referencia principal del presente trabajo, pues aqúı trataremos
de iniciar el problema de clasificación de las hipersuperficies isoparamétricas con h = 3 alĺı
presentadas.

La memoria ha sido elaborada del modo que sigue. En un primer caṕıtulo se presentan
algunas notaciones y resultados de carácter general que serán empleados a lo largo del
texto. En un segundo caṕıtulo, se construye detalladamente el espacio hiperbólico complejo
CHn, dotándolo de una métrica de Riemann, describiéndolo como espacio homogéneo y
presentando (H2n+1

1 , π,CHn) como un S1-fibrado principal.
El tercer caṕıtulo se dedica a estudiar la procedencia de las hipersuperficies de CHn

con h = 3. Lo que se trata aqúı puede encontrarse en el Caṕıtulo 4 de [14].
En el cuarto caṕıtulo se presentan los ejemplos de la clasificación que se pretende obte-

ner. Para ello es necesario introducir la descomposición de Iwasawa, que permite describir
el espacio hiperbólico complejo como grupo de Lie con métrica invariante a la izquierda.

En el Caṕıtulo 5 se comienza realmente con el problema de clasificación, llegando a
observarse las analoǵıas entre el operador de configuración de los ejemplos introducidos en
el Caṕıtulo 4 y de las hipersuperficies isoparamétricas con h = 3.





Caṕıtulo 1

Preliminares

En este primer caṕıtulo de preliminares introduciremos la terminoloǵıa, las notaciones
y los resultados relativos a la geometŕıa de subvariedades, a la teoŕıa de campos de Jacobi,
a las acciones sobre variedades de Riemann y a los espacios homogéneos que se emplearán
a lo largo del presente trabajo.

1.1. Geometŕıa de subvariedades

En adelante, M̄ será una variedad riemanniana o semi-riemanniana de dimensión m̄ y
M una subvariedad de M̄ de dimensión m. Recordemos que éstas se defińıan como pares
constituidos por una variedad diferenciable y un campo de tensores simétrico bilineal y no
degenerado de tipo (0, 2) con signatura constante (r, s), que se denomina signatura de la
variedad. Las variedades de Riemann son precisamente las variedades semi-riemannianas
con signatura (n, 0), mientras que por ejemplo las variedades de Lorentz son las que tienen
signatura (n−1, 1). Aqúı, como se hace en [24], llamaremos vectores temporales (timelike)
a aquellos cuyo producto escalar es negativo, espaciales (spacelike) a los de producto esca-
lar positivo y vectores nulos (nulls) a los de producto escalar nulo.

Es conocido que toda subvariedad de una variedad de Riemann es de Riemann, aunque
no sucede aśı con las variedades semi-riemannianas. Sin embargo, cuando nos refiramos al
caso semi-riemanniano, asumiremos, si no se menciona lo contrario, que M con la métrica
inducida sigue siendo semi-riemanniana. Para ser coherentes con la notación, reservare-
mos la barra superior para referirnos a los elementos de la geometŕıa de M̄ , mientras que
escribiremos de la manera usual los de M . Aśı por ejemplo, ∇̄ denotará la conexión de
Levi-Civita de M̄ , mientras que ∇ hará referencia a la de M .

Dado un punto p ∈ M , denotaremos por TpM y νpM el espacio vectorial tangente a
M en p y el espacio vectorial normal a M en p respectivamente, teniéndose además el iso-
morfismo canónico TpM̄ = TpM ⊕ νpM [20]. A su vez, TM y νM serán el fibrado tangente
y normal. Utilizaremos la notación Γ(TM) para referirnos a las secciones diferenciables
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12 1 Preliminares

de TM . Si V es un espacio vectorial dotado de una métrica y W ⊂ V es un subespacio
vectorial de V , denotaremos por V 	W el complemento ortogonal de W en V .

Uno de los conceptos más importantes dentro de la geometŕıa riemanniana y semi-
riemanniana es el de curvatura. A la hora de formalizar tal concepto surge la definición
de tensor (a veces, [20], endomorfismo) de curvatura. Si bien prácticamente todos los au-
tores coinciden en definirlo como un campo de tensores de tipo (1, 3), no hay un convenio
establecido respecto al signo. En este trabajo adoptamos, siguiendo por ejemplo [20], la
siguiente definición del tensor de curvatura en la variedad M :

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Cabe señalar en este punto que si una variedad semi-riemaniana M tiene un tensor de
curvatura dado por la expresión R(X, Y )Z = c(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ), con c una constante
real, se dice que M tiene curvatura constante c.

El tensor de curvatura de una variedad M es un invariante intŕınseco, en el sentido
de que depende únicamente de la métrica de M . Sin embargo, es de gran importancia
el estudio de la geometŕıa de M respecto a la de M̄ , esto es, el estudio de la geometŕıa
extŕınseca de M , cuya información se encuentra recogida en la segunda forma fundamental,
definida mediante la fórmula de Gauss,

∇̄XY = ∇XY + II(X, Y ).

Si ξ ∈ Γ(νM) es un campo unitario de vectores, se define el operador de configuración
de M asociado a ξ (shape operator), como el operador lineal autoadjunto que verifica
〈SξX, Y 〉 = 〈II(X, Y ), ξ〉, donde X, Y ∈ Γ(TM). Sea U un abierto de M . Se dice que
λ : U ⊂ M → R es una curvatura principal de M asociada a ξ si existe un campo de
vectores X ∈ Γ(TU) tal que SξX = λX. Denotaremos por Tλ(p) el espacio de los auto-
vectores del operador de configuración en el punto p asociados al autovalor λ(p). Diremos
que una hipersuperficie conexa tiene curvaturas principales constantes si los autovalores
del operador de configuración son los mismos en cada punto. Asimismo, se define el campo
de vectores curvatura media H con respecto a una base ortonormal {Ei} de TM como
H =

∑
i II(Ei, Ei), de manera que puede interpretarse como la traza de la segunda forma

fundamental.

Con todo lo anterior, puede probarse la fómula de Weingarten, ∇̄Xξ = −SξX +∇⊥Xξ,
donde ∇⊥ denota la conexión normal de M , es decir, ∇⊥Xξ = (∇̄Xξ)

⊥. La relación entre
las curvaturas de M y M̄ puede expresarse en términos de la segunda forma fundamental,
como precisa la ecuación de Gauss,

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈II(Y, Z), II(X,W )〉+ 〈II(X,Z), II(Y,W )〉.

Enunciamos por completitud la ecuación de Codazzi,

(R̄(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥XII)(Y, Z)− (∇⊥Y II)(X,Z),
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y la de Ricci,
〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈R̄(X, Y )ξ, η〉+ 〈[Sξ, Sη]X, Y 〉,

donde X, Y ∈ Γ(TM), ξ, η ∈ Γ(νM) y R⊥(X, Y )ξ = [∇⊥X ,∇⊥Y ]ξ −∇⊥[X,Y ]ξ es la curvatura
de la conexión normal.

En caso de que M sea una hipersuperficie de M̄ , es decir, cuando M sea una subvariedad
embebida de M̄ de codimensión uno, existe, al menos localmente, un campo de vectores
normal unitario, salvo signo, ξ ∈ Γ(νM). Pero entonces, puesto que el espacio ortogonal
a M en cada punto es un espacio vectorial 1-dimensional, la segunda forma fundamental
resulta ser un múltiplo de ξ. Aśı pues, si ponemos ε = 〈ξ, ξ〉 ∈ {1,−1}, las fórmulas de
Gauss y Weingarten puede reescribirse como

∇̄XY = ∇XY + ε 〈SX, Y 〉ξ,
∇̄Xξ = −SX.

Aplicando esta información a las ecuaciones de Gauss y Codazzi se obtiene

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 − ε 〈SY, Z〉〈SX,W 〉+ ε 〈SX,Z〉〈SY,W 〉,
〈R̄(X, Y )Z, ξ〉 = 〈(∇XS)Y − (∇Y S)X,Z〉.

1.2. Campos de vectores de Jacobi

Una de las herramientas más importantes en geometŕıa de subvariedades radica en la
utilización de campos de vectores de Jacobi para el estudio del comportamiento de una
subvariedad cuando ésta se desplaza una distancia determinada a lo largo de direcciones
normales. Por ello, dedicaremos esta sección a introducir las nociones principales de esta
técnica, o, al menos, aquellas que vamos a emplear durante el desarrallo del presente texto.

Como es conocido, dada una curva geodésica γ sobre la variedad diferenciable M̄ ,
diremos que un campo de vectores diferenciable J a lo largo γ es un campo de vectores de
Jacobi si satisface la ecuación diferencial de segundo orden

J ′′ + R̄(J, γ̇)γ̇ = 0,

que se conoce en la literatura con el nombre de ecuación de Jacobi. Se demuestra [13, 20]
que los campos de vectores de Jacobi a lo largo de una curva geodésica γ son exactamente
los campos de la variación de variaciones por geodésicas de la curva γ.

Estos campos de vectores están además completamente determinados mediante dos
condiciones iniciales, en el sentido que precisa la siguiente proposición [20].

Proposición 1.1. (Existencia y unicidad de campos de vectores de Jacobi). Sea γ : I → M̄
una geodésica, con a ∈ I y γ(a) = p. Para cada par de vectores X, Y ∈ TpM̄ existe un
único campo de Jacobi a lo largo de γ, J , verificando las condiciones iniciales

J(a) = X, J ′(a) = Y.
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Una consecuencia importante de este resultado es que los campos de vectores de Jacobi
a lo largo de una geodésica γ forman un subespacio vectorial 2m̄-dimensional de Γ(γ),
donde aqúı Γ(γ) denota los campos de vectores diferenciables a lo largo de la curva γ.

Sea c : I → M una curva diferenciable en M , con 0 ∈ I. Sea ξ = ξ(s) ∈ νc(s)M un
campo de vectores unitario a lo largo de la curva c y sea γ = γξp : I → M̄ la curva
geodésica determinada por las condiciones iniciales p = γ(0) ∈ M y γ̇(0) = ξ(0) ∈ νpM .
Construimos la variación por geodésicas Γ de la curva γ, Γ(s, t) = expc(s)(tξ(s)), cuyo campo
de la variación, campo de Jacobi, viene determinado por las condiciones iniciales

Y (0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Γ(s, 0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expc(s)(0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

c(s) = ċ(0),

y, haciendo uso del lema de simetŕıa y de la ecuación de Weingarten,

Y ′(0) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

Γ(s, t) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

expc(s)(tξ(s)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expc(s)∗0(ξ(s))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ξ(s) = ∇̄ċ(0)ξ = ∇̄Y (0)ξ = −SξY (0) +∇⊥Y (0)ξ.

Si Y es un campo de vectores de Jacobi cuyas condiciones iniciales cumplen que
Y (0) ∈ TpM e Y ′(0) + SξY (0) ∈ νpM, se dice que Y es un M -campo de Jacobi. Con
estas consideraciones, es claro que los M -campos de Jacobi forman un subespacio vectorial
m̄-dimensional dentro de los campos de vectores de Jacobi. Además, dado que J(t) = tγ̇(t)
es un campo que cumple las condiciones arriba citadas, algunos autores [4] denotan median-
te Γ(M,γ) el espacio vectorial (m̄−1)-dimensional de los M -campos de Jacobi ortogonales
a J .

Sea M una hipersuperficie de M̄ y ξ un campo de vectores normal a M . Definimos el
desplazamiento paralelo de M en la dirección de ξ a una distancia r > 0, y lo denotamos
por M r, como la imagen de M mediante la aplicación

Φr : M −→ M̄
p 7→ Φr(p) = expp(rξp).

En general, M r no tiene porqué ser una subvariedad de M̄ . Sin embargo, es claro, por
ejemplo, que M r es una subvariedad inmersa de M̄ si, y solo si, Φr es una inmersión. En
este sentido veremos como, en términos de M -campos de Jacobi, existen condiciones sufi-
cientes para afirmar que M r es subvariedad de M̄ .

Sean c, Y y ξ como antes. Es preciso resaltar que ahora las condiciones iniciales de
Y son Y (0) ∈ TpM junto con Y ′(0) = −SY (0), lo cual viene de utilizar la fórmula de
Weingarten para hipersuperficies en los cálculos anteriores. Por tanto,

Φr
∗pY (0) = Φr

∗pċ(0) = (Φr ◦ c)∗0
d

ds

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(Φr ◦ c)(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expc(s)(rξs) = Y (r)
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Si bajo estas condiciones existe un campo no nulo Y ∈ Γ(M,γ) con Y (r) = 0, enton-
ces diremos que Φr(p) es un punto focal de M a lo largo de la geodésica γ y llamaremos
multiplicidad del punto focal a la dimensión del núcleo de la diferencial de Φr en el punto
p. Se sigue de la definición que Φr

∗p es no inyectiva si, y solo si, Φr(p) es un punto focal de
M . Sin embargo, si existe un entero positivo k tal que Φr(q) es un punto focal de M a lo
largo de γξq de multiplicidad k , para todo q en algún entorno U de p, entonces, tomando
U suficientemente pequeño Φr

|U parametriza una subvariedad (m̄ − 1 − k)-dimensional de

M̄ , que llamaremos subvariedad focal de M en M̄ .

Por otra parte, si Φr(p) no es punto focal de M a lo largo de γ, entonces Φr
∗q tiene

rango máximo para todo q en algún entorno U de p. De nuevo, tomando U suficientemente
pequeño, podemos concluir que Φr

|U parametriza una hipersuperficie de M̄ . Además, en

este caso el vector γ̇(r) es un vector normal en Φr(p) a la nueva subvariedad construida,
sea ésta focal o hipersuperficie.

Se pretende ahora mostrar de qué forma se puede calcular el operador de configuración
de M r, asumiendo ya que nos encontramos en el caso en el cual ésta es una subvariedad de
M̄ . Para ello, construimos la curva diferenciable cr = Φr ◦ c en M r. Por los cálculos hechos
arriba sabemos que ċr(0) = Y (r). Definimos también el campo de vectores diferenciable
ηr(s) = γ̇ξ(s)(r) a lo largo la curva cr. Si denotamos por Sr el operador de configuración de
M r, se deduce que

Y ′(r) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

∂

∂t

∣∣∣∣
t=r

expc(s)(tξ(s)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

γ̇ξ(s)(r) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ηr(s) = ∇̄ċr(0)η
r(0)

= −Srγ̇(r)Y (r) +∇⊥Y (r)η
r(0).

En consecuencia, Srγ̇(r)Y (r) = −(Y ′(r))>. Como caso particular, si M r es una hipersuper-

ficie, de Y (0) ⊥ γ̇(0) junto con Y (r) ⊥ γ̇(r) se deduce que Y ⊥ γ̇ [20], de donde se sigue
que Srγ̇(r)Y (r) = −Y ′(r).

Tiene especial interés el caso en que M r es una hipersuperficie, pues podemos calcular
Sr del modo que se muestra a continuación. En primer lugar, definimos un endomorfismo
D(r) en el espacio vectorial Tγ(r)M̄ 	 Rγ̇(r) mediante la expresión

D(r)BX(r) = ζX(r), para cualquier X ∈ TpM,

donde BX denota el transporte paralelo de X a lo largo de la curva γ y donde ζX es
el campo de vectores de Jacobi a lo largo de γ determinado por las condiciones iniciales
ζX(0) = X, ζ ′X(0) = −SrX. En otros términos, D es el endomorfismo de γ⊥ dado por las
condiciones iniciales

D′′ + R̄γ̇ ◦D = 0, D(0) = IdTpM , D′(0) = −Sr.

Pero entonces:

SrD(r)BX(r) = SrζX(r) = −ζ ′X(r) = −(D ◦BX)′(r) = −D′(r)BX(r).
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Ahora bien, el endomorfismo D(r) es no inversible si, solo si, Φr(p) es un punto focal.
Aśı pues, habiendo asumido M r hipersuperficie, D(r) es no singular y por tanto

Srγ̇(r) = −D′(r) ◦D(r)−1.

Pese a que hasta el momento nos hemos centrado en el caso del desplazamiento para-
lelo de una hipersuperficie, todo el proceso anterior puede generalizarse partiendo de una
subvariedad M de M̄ con codimensión mayor estricta que uno. En tal caso, definimos, para
r > 0,

M r = {exp(rξ) : ξ ∈ νM, ‖ξ‖ = 1}.

Si M r es una hipersuperficie la llamaremos tubo de radio r alrededor de M , mientras
que si M r es subvariedad de M̄ con codimensión mayor que uno la llamaremos subvariedad
focal de M . Sin embargo, en general, M r no es subvariedad de M . El resto del proceso se
realiza esencialmente de modo análogo a lo anterior, si bien surgen algunas novedades. En
este sentido, dado que la codimensión es mayor que uno, Γ(M,γ) rompe de modo natural
como suma directa de los subespacios vectoriales

{Y ∈ Γ(M,γ) | Y (0) ∈ TpM , Y ′(0) = −Sγ̇(0)Y (0)} y

{Y ∈ Γ(M,γ) | Y (0) = 0 , Y ′(0) ∈ νpM}.

Ahora, se dirá que un γ(r) es un punto focal de M a lo largo de γ si existe un M -
campo de Jacobi no nulo Y ∈ Γ(M,γ) verificando Y (r) = 0. De nuevo, al igual que
antes, la multiplicidad del punto focal se define como la dimensión del subespacio vectorial
{Y ∈ Γ(M,γ) | Y (0) = 0}.

Una vez suponemos que M r es una subvariedad y nos disponemos a calcular Sr, su
operador de configuración, surge también una diferencia con respecto al caso anterior. En
esta nueva situación, el endomorfismo D es solución del siguiente problema de valor inicial

D′′ + R̄γ̇ ◦D = 0, D(0) =

(
IdTpM 0

0 0

)
, D′(0) =

(
−Sγ̇(0) 0

0 IdνpM	Rγ̇(0)

)
.

Un cálculo similar al ya realizado anteriormente conduce a

Srγ̇(r) = −D′(r)D(r)−1.

1.3. Espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie actuando sobre M̄ por isometŕıas. Esto quiere decir que existe
una aplicación diferenciable

Ψ : G× M̄ −→ M̄
(g, p) 7→ g · p.

verificando g1g2 · p = g1 · (g2 · p) y e · p = p, de manera que cada aplicación Ψg dada por
Ψg(p) = g · p es un elemento del grupo de isometŕıas de M̄ , I(M̄). Para cada punto p ∈ M̄ ,
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se define la órbita de la acción en p como el conjunto G · p = {g · p | g ∈ G} y el grupo de
isotroṕıa de p como el subgrupo de G cerrado Gp = {g ∈ G | g · p = p}. Si existe algún
p ∈ M̄ tal que G · p = M̄ , la acción se dice transitiva.

Sea H un subgrupo cerrado de G. Denotamos por G/H el conjunto de las clases por la
derecha

{gH | g ∈ G},
conjunto que podemos dotar de una topoloǵıa, la topoloǵıa cociente, es decir, la que con-
vierte a la proyección canónica,

π : G −→ G/H
g 7→ gH,

en identificación. Teniendo en cuenta que H es cerrado, se sigue que G/H es un espa-
cio topológico Hausdorff. Además, existe una única estructura diferenciable sobre G/H
que convierte a π en aplicación C∞ entre variedades diferenciables y hace que ésta posea
secciones locales (Teorema 3.58 de [27]).

Con estas hipótesis podemos considerar la acción

G×G/H −→ G/H
(g1, g2H) 7→ g1g2H,

que resulta ser una acción diferenciable y transitiva del grupo G sobre la variedad dife-
renciable G/H. De hecho, la estructura diferenciable de esta última puede caracterizarse
como la que convierte la acción arriba definida en diferenciable.

En el otro sentido, si partimos ahora de una variedad M̄ y G × M̄ → M̄ una acción
diferenciable transitiva de G sobre M , tomando el grupo de isotroṕıa de G en p, podemos
dotar G/Gp con la estructura diferenciable anterior. En tales condiciones, la aplicación

G/Gp −→ M̄
gGp 7→ g · p

resulta un difeomorfismo (Teorema 3.62 de [27]).

Aśı, si M̄ es una variedad diferenciable y G un grupo de Lie actuando diferenciable y
transitivamente sobre M̄ , entonces se dice que M̄ es un G-espacio homogéneo. En otras
palabras, se definen los espacios homogéneos como las variedades diferenciables equipadas
con un grupo transitivo de difeormorfismos o, con las consideraciones previas, las varieda-
des de la forma G/H donde G es un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G.

Se dice que M es una subvariedad homogénea de M̄ si para cada dos puntos p, q ∈ M
existe una isometŕıa g de M̄ tal que g(M) = M y g(p) = q. Como consecuencia de
la definición, las subvariedades homogéneas de M̄ son precisamente las órbitas de algún
subgrupo G del grupo de isometŕıas I(M̄).





Caṕıtulo 2

Construcción de CHn

2.1. Definiciones previas

Dedicaremos el presente caṕıtulo a la construcción del espacio hiperbólico complejo
CHn, aśı como a la presentación de la notación y los resultados necesarios para dotar
tal espacio de una métrica riemmaniana que, como veremos, resultará ser una métrica
de Kähler. Justificaremos finalmente que se trata de un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante. Antes de ello y para empezar, sin embargo, introducimos, siguiendo
a [19], algunas definiciones que serán, en lo sucesivo, necesarias.

Definición 2.1. Se dice que un endomorfismo J de un espacio vectorial real V es una
estructura compleja de V si verifica J2 = -Id.

Un espacio vectorial real con una estructura compleja puede dotarse de estructura de
espacio vectorial complejo, haciendo funcionar J como la unidad imaginaria. De un modo
más preciso, la multiplicación de un vector v ∈ V por un escalar complejo a + bi, con
a, b ∈ R, se define como (a+ bi) ·v = a ·v+ b ·Jv. El rećıproco también es cierto. En efecto,
basta tomar el endomorfismo Jv = iv, con v ∈ V .

Definición 2.2. Se dice que J es una estructura casi compleja en una variedad diferenciable
real M si es un campo de tensores de tipo (1, 1) sobre M que, en cada punto p ∈ M ,
constituye una estructura compleja del espacio vectorial tangente TpM .

Una variedad diferenciable con una estructura casi compleja se denominará variedad
diferenciable casi compleja.

Definición 2.3. Una métrica 〈·, ·〉 en un espacio vectorial real V con una estructura
compleja J se dice hermitiana si verifica

〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉, para cada X, Y ∈ V.

Como consecuencia de la definición se tiene que 〈JX, Y 〉 = 〈JJX, JY 〉 = −〈X, JY 〉.

19
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Una métrica hermitiana en una variedad semi-riemanniana (M, g) casi compleja es una
métrica g invariante por la estructura casi compleja J , esto es,

g(JX, JY ) = g(X, Y ), para cada X, Y ∈ Γ(TM).

En definitiva, una métrica hermitiana en la variedad semi-riemanniana M es aquella que
define una métrica hermitiana en cada espacio vectorial tangente.

Una variedad diferenciable casi compleja (respectivamente una variedad diferenciable
compleja) con una métrica hermitiana se denomina variedad diferenciable casi hermitiana
(respectivamente variedad diferenciable hermitiana). Cuando además, en una variedad casi
hermitiana M (respectivamente hermitiana) la estructura casi compleja J es paralela res-
pecto a la conexión de Levi-Civita ∇, es decir, ∇J = 0, entonces M se dice variedad casi
Kähler (respectivamente Kähler).

En relación a las variedades de Kähler enunciamos una proposición, cuya utilidad se
observará más adelante, que nos da la expresión para el tensor de curvatura de las varieda-
des de Kähler de curvatura seccional holomorfa constante. Omitimos aqúı la demostración,
que puede encontrarse en [28].

Proposición 2.4. Una variedad de Kähler M es de curvatura seccional holomorfa cons-
tante c ∈ R si, y solo si, su tensor de curvatura R viene dado por la fómula:

R(X, Y )Z =
c

4
(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y + 〈JY, Z〉JX − 〈JX,Z〉JY − 2〈JX, Y 〉JZ).

2.2. Construcción de CHn

Como paso previo a la construcción de CHn es necesario introducir, aunque aqúı no
se hace de un modo detallado, el espacio proyectivo complejo CP n. Tal espacio se define
usualmente como el espacio de las rectas complejas de Cn+1 que pasan por el origen, o,
equivalentemente, como la variedad diferenciable cociente de la esfera de radio r centrada
en el origen, S2n+1(r), por la relación de equivalencia z ∼ λz, con z ∈ Cn+1 y λ ∈ S1 ⊂ C.
En lo que sigue, π denotará la proyección canónica de S2n+1(r) sobre el espacio proyectivo
complejo,

π : S2n+1(r) −→ CP n.

No es dif́ıcil comprobar, pasando a cartas locales y teniendo en cuenta que CP n es una
variedad compleja de dimensión n (dimensión real 2n), que π es una sumersión de rango
constante 2n diferenciable y sobreyectiva. En la literatura, se la conoce como aplicación
de Hopf. Las cartas se tomaŕıan de modo análogo al caso real, esto es, cada una como el
complementario de cada hiperplano complejo zi = 0, con i ∈ {0, · · · , n}. Es posible dotar a
CP n de una métrica de Riemann de curvatura seccional holomorfa constante [15], aunque
pasamos ya directamente a la construcción de CHn.
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Comenzamos definiendo sobre Cn+1 la métrica

〈z, w〉 = Re(−z0w̄0 +
n∑
k=1

zkw̄k),

donde z, w ∈ Cn+1. Teniendo en cuenta que Cn+1 es difeomorfo a R2n+2 mediante la
identificación u ≡ z, donde u ∈ R2n+2, z ∈ Cn+1 y zk = u2k + u2k+1i, podemos escribir

〈z, w〉 = 〈u, v〉 = −u0v0 − u1v1 +
2n+1∑
k=2

ukvk,

que, expresado en palabras, es decir que estamos ante una métrica semi-riemanniana en
R2n+2 de signatura (2n, 2). Se define el espacio anti-De Sitter de radio r, el análogo lorent-
ziano del espacio hipérbolico real, como

H2n+1
1 (r) = {z ∈ Cn+1 | 〈z, z〉 = −r2},

cuyo espacio tangente en el punto z es

TzH
2n+1
1 (r) = {w ∈ Cn+1 | 〈z, w〉 = 0}.

Consideramos la restricción de la métrica 〈·, ·〉 al espacio anti-De Sitter y definimos el
campo de vectores unitario ortogonal a dicho espacio ξz = 1

r
z. Nótese que 〈ξ, ξ〉 = −1.

Si (U,ϕ = (u0, · · · , u2n+1)) es una carta, la expresión local de ξ es ξ|U = 1
r
ui ∂

∂ui
, donde,

siguiendo la notación de Einstein, ı́ndices repetidos arriba y abajo indican suma. Si X =
Xj ∂

∂uj
es un campo de vectores tangente a H2n+1

1 (r), D denota la conexión de Levi-Civita
de R2n+2 que actúa sobre cada campo derivando sus componentes y S denota el operador
de configuración de H2n+1

1 (r), entonces

SX = −DXξ = −1

r
DX

(
ui

∂

∂ui

)
= −1

r

(
Xui

∂

∂ui

)
= −1

r

(
Xj ∂u

i

∂uj
∂

∂ui

)
= −1

r
X i ∂

∂ui
= −1

r
X.

Ahora, teniendo en cuenta que

II(X, Y ) = 〈II(X, Y ), ξ〉〈ξ, ξ〉ξ = −〈SX, Y 〉ξ =
1

r
〈X, Y 〉ξ,

donde X, Y y Z son campos de vectores tangentes a H2n+1
1 (r) arbitrarios, si denotamos

por ∇̃ la conexión de Levi-Civita del espacio anti-De Sitter, podemos escribir la fórmula
de Gauss como

DXY = ∇̃XY +
〈X, Y 〉
r

ξ,

y la ecuación de Gauss adquiere la expresión

R̃(X, Y )Z = − 1

r2
(〈Y, Z〉X − 〈X, Y 〉Z).
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Llegados a este punto, definimos CHn como el espacio de las rectas complejas negativas
respecto a la métrica de signatura (2n, 2) o, de modo equivalente, como la imagen de
H2n+1

1 (r) mediante la proyección canónica π : Cn+1\{0} → CP n del espacio proyectivo
complejo,

π : H2n+1
1 (r) −→ CHn ⊂ CP n.

En aras de una mejor comprensión del espacio hiperbólico CHn, observemos que el
hiperplano complejo z0 = 0 no corta al espacio de anti-De Sitter, luego, como consecuen-
cia, CHn está contenido en la carta z0 6= 0 de CP n. Pero entonces, dado un elemento

(w0, . . . , wn) ∈ H2n+1
1 (r), se tiene que π (w0, . . . , wn) = π

(
1, w1

w0
, . . . , wn

w0

)
, donde aqúı π

denota la proyección canónica π : Cn+1\{0} → CP n. Además,

−1 +

∣∣∣∣w1

w0

∣∣∣∣2 + · · ·+
∣∣∣∣wnw0

∣∣∣∣2 =
1

|w0|2
(−|w0|2 + |w1|2 + · · ·+ |wn|2) =

1

|w0|2
(−r2) < 0,

lo cual implica que
(

1, w1

w0
, . . . , wn

w0

)
∈ H2n+1

1

(
r
w0

)
. Esto indica que cualquier punto de CHn

procede de un vector de la forma (1, z1, . . . , zn) temporal. Veamos que también el rećıproco
es cierto. Supongamos para ello un punto (1, z1, . . . , zn) tal que −1+|z1|2 +· · ·+|zn|2 = −k,

para algún k > 0. Entonces π(1, z1, . . . , zn) = π
(

r√
k
, r√

k
z1, . . . ,

r√
k
zn

)
y además

−r
2

k
+

(
r√
k
z1

)(
r√
k
z1

)
+ · · ·+

(
r√
k
zn

)(
r√
k
zn

)
=
r2

k
(−1 + |z1|2 + · · ·+ |zn|2) = −r2.

Hemos demostrado que

CHn = {π(1, z1, . . . , zn) | − 1 + |z1|2 + · · ·+ |zn|2 < 0},

lo que viene a decir que
CHn = π({1} ×BCn(0, 1)),

con lo cual, CHn es difeomorfo a la bola abierta de radio unidad y centro el origen de Cn

con la topoloǵıa usual. Todo ello nos permite presentar CHn como una subvariedad abierta
de CP n, teniendo por tanto estructura de variedad diferenciable compleja.

Por otra parte, la terna (H2n+1
1 , π,CHn) resuta ser, utilizando la terminoloǵıa de [16],

un S1-fibrado principal trivial. Para justificar este hecho, comenzamos construyendo una
acción de S1 sobre H2n+1

1 por la derecha,

Ψ : H2n+1
1 × S1 −→ H2n+1

1

(z, λ) 7→ λ · z.

Es claro que, para cada z ∈ H2n+1
1 , se tiene que π−1(π(z)) = S1 · z, es decir, las fibras

de la aplicación π coinciden con las órbitas de la acción Ψ . Veamos como se contruye la
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trivialización. Para cada punto p ∈ CHn, fijamos un punto zp, de forma diferenciable, tal
que π(zp) = p, de manera que entonces, cada elemento de π−1(p) es expresable como eitzp,
para algún t ∈ [0, 2π). Con este paso previo, se sigue que la aplicación

ϕ : H2n+1
1 −→ CHn × S1

eitzp 7→ (π(zp), e
it)

,

está bien definida y es biyectiva. No es dif́ıcil comprobar que es diferenciable. Además,
conmuta el diagrama

H2n+1
1 (r)

π

��===============

ϕ // CHn × S1

proj1

������������������

CHn,

y, por último, se tiene que

ϕ(Ψ(eitzp, e
is)) = ϕ(eiseitzp) = (π(zp), e

iteis) = (π(zp), e
it) · eis,

quedando aśı justificado que H2n+1
1 es un S1-fibrado principal trivial.

2.3. Estructura riemanniana de CHn

El siguiente paso es, dicho de un modo informal, trasladar la métrica semi-riemanniana
de H2n+1

1 (r) al espacio hiperbólico complejo CHn. Para ello, se necesitan todav́ıa algunas
herramientas previas. En este sentido, comenzamos definiendo, para cada t ∈ R, la apli-
cación ϕt : Cn+1 → Cn+1, dada por ϕt(z) = eitz. Es sencillo comprobar que se trata, para
cada t ∈ R, de una aplicación lineal entre espacios vectoriales. Por ello y en base a que es
diferenciable como aplicación entre variedades, podemos hacer la identificación ϕt = (ϕt)∗.
Cada ϕt es inyectiva, pues eitz = eitw implica que z = w, y sobreyectiva, en efecto, dado un
elemento w ∈ Cn+1, este puede expresarse como w = |w|eiθ para algún θ ∈ (0, 2π]. Basta
tomar entonces como antecedente z = |w|ei(θ−t). Además, 〈ϕt(z), ϕt(w)〉 = eiteit〈z, w〉 =
〈z, w〉, lo cual nos permite afirmar que ϕt(H

2n+1
1 (r)) = H2n+1

1 (r). Es más, con la identi-
ficación hecha entre ϕt y (ϕt)∗, y viendo que TzH

2n+1
1 (r) se identifica con los elementos

w ∈ Cn+1 tales que 〈w, z〉 = 0, es claro que cada una de las aplicaciones definidas es
una isometŕıa del espacio de anti-De Sitter. Es decir, {ϕt}t∈R es un grupo uniparamétrico
de isometŕıas del espacio H2n+1

1 (r). De especial importancia es ϕπ
2
, pues constituye una

estructura casi compleja en H2n+1
1 (r). En este caṕıtulo será denotada por J̃ . Un cálculo

sencillo en coordenadas muestra que DX J̃Y = J̃DXY , lo cual prueba que Cn+1 es una
variedad Kähler.

Definimos el campo de vectores tangente al espacio anti-De Sitter V = J̃ξ, que es
además tangente a las fibras, pues en cada punto z ∈ H2n+1

1 (r) es el vector velocidad en
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el instante cero de la curva que recorre la fibra α(t) = e
1
r
itz. Evidentemente, esta curva se

proyecta en un único punto de CHn. Si dividimos el espacio tangente de H2n+1
1 (r) en sus

componentes vertical y horizontal, tal como se hace en [24],

TzH
2n+1
1 (r) = RVz ⊕ V ⊥z ,

es claro que RVz es el núcleo de la diferencial de la proyección canónica en el punto z, pues
se tiene que

π∗zVz = π∗zα
′(0) = (π ◦ α)∗0

d

dt
(0) = (π ◦ α)′(0) = 0.

Ahora bien, π es una aplicación de rango constante 2n, y teniendo en cuenta que
dimR TzH

2n+1
1 (r) = 2n + 1 y dimR Tπ(z)CHn = 2n, se puede afirmar que π∗z lleva V ⊥z

isomórficamente en Tπ(z)CHn. Es en este isomorfismo donde reside realmente la clave pa-
ra, como adelantábamos antes de un modo informal, trasladar la métrica de H2n+1

1 (r) a
CHn. Aśı, dado un vector X ∈ Tπ(z)CHn, definimos el levantamiento horizontal de X a
z como el único vector XL

z ∈ V ⊥z tal que π∗zX
L
z = X. Una consecuencia inmediata de tal

definición es que un campo de vectores X está π- relacionado con su levantamiento. Este
proceso se realiza vector a vector, por lo que cabe preguntarse si al levantar un campo de
vectores diferenciable obtenemos otro campo de vectores diferenciable. En otros términos,
¿conserva el proceso de levantamiento de campos la diferenciabilidad? La respuesta es śı y
la justificación radica en que el ortogonal a una distribución diferenciable es diferenciable.

Cada aplicación ϕt se ha definido de modo que conserva la fibra, por consiguiente
π = π ◦ ϕt. Tomando de nuevo X ∈ Tπ(z)CHn,

π∗ϕt(z)(ϕt)∗zX
L
z = (π ◦ ϕt)∗zXL

z = π∗zX
L
z = X,

lo cual, teniendo en mente que XL
z ∈ V ⊥z y que ϕt es una isometŕıa, viene a afirmar que

XL
ϕt(z) = (ϕt)∗zX

L
z .

Es posible en este punto dar una estructura casi compleja a la variedad CHn, que
denotaremos por J . Aśı, para un X ∈ Tπ(z)CHn, definimos JX = π∗zJ̃X

L
z . Esta aplicación

J está bien definida, pues no depende del punto de la fibra que escojamos para levantar el
vector X. En efecto,

π∗ϕt(z)J̃X
L
ϕt(z) = π∗ϕt(z)J̃(ϕt)∗zX

L
z = π∗ϕt(z)(ϕt)∗zJ̃X

L
z = π∗zJ̃X

L
z ,

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la conmutatividad entre ϕt y ϕπ
2
. Utilizando

la linealidad de la métrica enH2n+1
1 (r) es claro queXL

z +Y L
z ∈ V ⊥z . Además, π∗z(X

L
z +Y L

z ) =
X + Y , luego, (X + Y )Lz = XL

z + Y L
z . Entonces,

J(X + Y ) = π∗zJ̃(X + Y )Lz = π∗zJ̃X
L
z + π∗zJ̃Y

L
z = JX + JY.

Del mismo modo, teniendo en cuenta que (λX)Lz = λXL
z , se concluye que J(λX) = λX,

para λ un número real. Por último,

J2X = J(π∗zJ̃X
L
z ) = π∗zJ̃(π∗zJ̃X

L
z )L = π∗zJ̃ J̃X

L
z = −π∗zXL

z = −X.
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Con lo visto hasta el momento, nos disponemos ya a construir una métrica en CHn.
Aunque para ello hay más de un método, nosotros definiremos una métrica de forma que
π lleve isométricamente V ⊥z en Tπ(z)CHn para cada z ∈ H2n+1

1 (r), es decir, definimos
precisamente la métrica que convierte a π en una sumersión semi-riemanniana. Aśı, dados
X, Y dos vectores en Tπ(z)CHn, se define 〈X, Y 〉 = 〈XL

z , Y
L
z 〉. Sin embargo, cuando en vez

de vectores, X e Y representen campos de vectores, es más correcto escribir 〈X, Y 〉 ◦ π =
〈XL, Y L〉. Teniendo en cuenta de nuevo que cada ϕt es una isometŕıa, se tiene que,

〈XL
z , Y

L
z 〉 = 〈(ϕt)∗zXL

z , (ϕt)∗zY
L
z 〉 = 〈XL

ϕt(z), Y
L
ϕt(z)〉,

lo que permite afirmar la buena definición de la métrica, pues no depende del punto de la
fibra al que levantemos el vector. Además, puesto que

〈JX, JY 〉 = 〈π∗zJ̃XL
z , π∗zJ̃Y

L
z 〉 = 〈(π∗zJ̃XL

z )L, (π∗zJ̃Y
L
z )L〉

= 〈J̃XL
z , J̃Y

L
z 〉 = 〈XL

z , Y
L
z 〉 = 〈X, Y 〉,

queda claro que CHn es una variedad diferenciable hermitiana.

Nuestro siguiente objetivo será estudiar la conexión de Levi-Civita de CHn, y, si bien
en la siguiente proposición se prueba que la proyección de la conexión de Levi-Civita de
H2n+1

1 (r) es precisamente la conexión de Levi-Civita de CHn, ello no debe inducir a error
en el sentido de que no podremos afirmar que el levantamiento de una sea la otra, debido
a que, en general, no vamos a poder controlar si pertenece a la componente horizontal del
tangente.

Proposición 2.5. Sean ∇̃ y ∇ las conexiones de Levi-Civita de H2n+1
1 (r) y CHn respec-

tivamente. Sean X, Y ∈ X(CHn), entonces π∗(∇̃XLY L) = ∇XY .

Demostración. Dado que, como ya hemos dicho, XL está π-relacionado con X, se puede
probar [27] que [XL, Y L] está π-relacionado con [X, Y ], luego π∗[X

L, Y L] = [X, Y ], lo cual
nos permite afirmar que [X, Y ]L = ([XL, Y L])V ⊥ , donde (·)V ⊥ indica la proyección en cada
punto z sobre el subespacio vectorial V ⊥z . Ahora bien, si Z ∈ X(CHn),

{XL〈Y L, ZL〉}(z) = {XL〈Y, Z〉 ◦ π}(z) = XL
z [〈Y, Z〉 ◦ π]z

= π∗zX
L
z [〈Y, Z〉]π(z) = {X〈Y, Z〉 ◦ π}(z),

y también

〈XL, [Y L, ZL]〉 = 〈XL, [Y, Z]L + ([Y L, ZL])RV 〉 = 〈XL, [Y, Z]L〉
= 〈X, [Y, Z]〉 ◦ π,

que son precisamente los términos implicados en la fórmula de Koszul. Por tanto, haciendo
uso de la misma, llegamos a que 〈∇XY, Z〉 ◦ π = 〈∇̃XLY L, ZL〉, lo cual, por la definición
que hemos hecho de la métrica implica

〈(∇XY )L, ZL〉 = 〈∇̃XLY L, ZL〉.
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Lo escrito arriba, por ser Z un vector arbitrario, puede inducir a pensar que, utilizando
el carácter no degenerado de la métrica, es posible afirmar que (∇XY )L es exactamente

∇̃XLY L. Sin embargo, esto no sucede aśı, pues aunque Z es efectivamente fijado de modo
arbitrario, ZL pertenece por definición a la descomposición horizontal del espacio tangente.
Luego, lo anterior permite únicamente deducir (∇̃XLY L)V ⊥ = (∇XY )L, o, equivalentemen-

te, π∗(∇̃XLY L) = ∇XY .

El siguiente lema soluciona, como veremos, el problema de levantar la conexión de
Levi-Civita de CHn.

Lema 2.6. Sean X e Y dos campos de vectores diferenciables de CHn. Entonces,

(∇̃XLY L)RV =
1

2
([XL, Y L])RV .

Demostración. En primer lugar, tenemos que 〈XL, XL〉 es un función de H2n+1
1 (r) en R

constante a lo largo de cualquier curva contenida dentro de cada fibra, luego, dadoW ∈ RV ,
se tiene que W 〈XL, XL〉 = 0. Además, repitiendo el argumento que ya utilizamos en la
proposición (2.5), XL está π-relacionado con X y W está π-relacionado con el campo
de vectores nulo, luego π∗[W,X

L] = [0, X] = 0. Haciendo uso de estas dos propiedades
obtenemos

0 = 〈∇̃WX
L, XL〉 = 〈[W,XL] + ∇̃XLW,XL〉 = 〈∇̃XLW,XL〉 = 〈−W, ∇̃XLXL〉,

donde en la última igualdad se ha utilizado la relación XL〈W,XL〉 = 0. Pero entonces es
posible deducir que

0 = 〈∇̃XL+Y LX
L + Y L,W 〉,

de donde se sigue que (∇̃XLY L)RV = −(∇̃Y LX
L)RV y por tanto

([XL, Y L])RV = (∇̃XLY L − ∇̃Y LX
L)RV = 2(∇̃XLY L)RV .

Un resultado inmediato que se sigue del lema que venimos de probar, es el hecho de que
ahora śı podemos dar cual es exactamente el levantamiento de la conexión de Levi-Civita
de CHn,

(∇XY )L = ∇̃XLY L − 1

2
([XL, Y L])RV .

Hasta este punto, hemos visto que CHn es una variedad diferenciable hermitiana, pues
hemos definido sobre ella una estructura casi compleja que se comporta del modo requerido
respecto a la métrica. Pero ahora, tras el resultado que venimos de probar acerca de la
conexión de Levi-Civita de CHn, estamos en condiciones de demostrar que se trata además
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de una variedad Kähler. En efecto,

(
∇̄XJ

)
Y = ∇̄XJY − J∇̄XY = π∗

(
∇̃XL(JY )L

)
− J

(
π∗∇̃XLY L

)
= π∗

(
∇̃XL J̃Y L − J̃(∇̃XLY L)V ⊥

)
= π∗

(
(DXL J̃Y L)> − J̃(DXLY L)V ⊥

)
= π∗

(
(DXL J̃Y L)V ⊥ + (DXL J̃Y L)RV − (J̃DXLY L)V ⊥

)
= 0.

Finalmente, veremos que CHn tiene curvatura seccional holomorfa constante, de modo
que, al tratarse además, como hemos visto, de una variedad de Kälher, la Proposición 2.4
nos permitirá conocer su tensor de curvatura. Para ello, es preciso hacer uso de la ecuación
de la teoŕıa de sumersiones semi-riemannianas

K(X, Y ) = K̃(XL, Y L) +
3〈[XL, Y L]RV , [X

L, Y L]RV 〉
4(〈XL, XL〉〈Y L, Y L〉 − 〈XL, Y L〉2)

,

donde, X, Y ∈ X(CHn) y donde K̃ y K denotan, respectivamente, las curvaturas seccio-
nales de H2n+1

1 (r) y CHn. La demostración puede encontrarse en [23]. Para obtener una
expresión más manejable, haciendo cálculos, se obtiene

〈[XL, Y L], V 〉 = 2〈∇̃XLY L − (∇XY )L, V 〉 = 2〈∇̃XLY L, V 〉 = 2〈(DXLY L)>, J̃ξ〉
= −2〈J̃DXLY L, ξ〉 = −2〈DXL J̃Y L, ξ〉 = 2〈J̃Y L, DXLξ〉

= −2〈J̃Y L, SXL〉 =
2

r
〈J̃Y L, XL〉 =

2

r
〈JY,X〉.

Por tanto, la curvatura seccional de CHn asociada al subespacio vectorial 2-dimensional
generado por la base ortonormal {X, JX} es

K(X, JX) = − 1

r2
+

3

r2
〈J(JX), X〉2〈V, V 〉 = − 4

r2
.

Con todo ello, podemos concluir que CHn es una variedad Kähler de curvatura seccional
holomorfa constante c = − 4

r2
, y, atendiendo al enunciado de la Proposición 2.4, deducimos

que la expresión para su tensor de curvatura es

R(X, Y )Z =
c

4
(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y + 〈JY, Z〉JX − 〈JX,Z〉JY − 2〈JX, Y 〉JZ).



28 2 Construcción de CHn

2.4. El espacio homogéneo CHn

En primer lugar, nótese que la métrica 〈·, ·〉 con la que hemos dotado a Cn+1 al principio
del caṕıtulo puede escribirse como

〈z, w〉 = Re(w∗I1,nz), donde I1,n =


−1 0

0 In

 ,

y z, w ∈ Cn+1. Entonces la aplicación

ψ : SU(1, n)× Cn+1 −→ Cn+1

(A, z) 7→ ψ(A, z) = A · z

es una acción sobre Cn+1 por isometŕıas del grupo SU(1, n) de las matrices cuadradas
complejas de orden n + 1 que verifican AI1,nA

∗ = I1,n y cuyo determinante tiene módulo
unidad, pues

〈Az,Aw〉 = Re((Aw)∗I1,nAz) = Re(w∗A∗I1,nAz) = Re(w∗I1,nz) = 〈z, w〉.

Ahora bien, esto significa que si restringimos la acción a SU(1, n) × H2n+1
1 (r), ésta se

factoriza a través del espacio anti-De Sitter,

SU(1, n)×H2n+1
1 (r)

ψ //

&&NNNNNNNNNNNN
Cn+1

H2n+1
1 (r).

OO�
�
�
�
�
�

De esta manera, utilizando el Lema 1.32 de [27], lema de factorización, obtenemos que
la acción SU(1, n) × H2n+1

1 (r) → H2n+1
1 (r) es diferenciable. Veamos que SU(1, n) · re1 =

H2n+1
1 (r), lo cual probaŕıa que se trata además de una acción transitiva. Tomamos entonces

un elemento cualquiera z ∈ H2n+1
1 (r) y hacemos v1 = z

r
. Completamos v1 a una base orto-

normal {v1, . . . , vn+1} de Cn+1 mediante por ejemplo el procedimiento de Gram-Schmidt
respecto a la métrica 〈·, ·〉. Cada uno de los elementos de esta base se expresará de forma
única como combinación lineal de los elementos de la base canónica. Pongamos

vj =
n+1∑
i=1

aijei , con j = 1, . . . , n+ 1.

Pero entonces la matriz A = (aij) es un elemento de SU(1, n), pues AI1,nA
∗ es precisa-

mente la matriz B = (bij) con bij = 〈ei, ej〉. Además, dado que det(AI1,nA
∗) = det(I1,n), se

concluye que det(A) ∈ S1. Por como hemos construido la matriz A se tiene que A · e1 = z
r
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y esto implica que A · re1 = z.

Esta acción induce de modo natural una acción F de SU(1, n) sobre CHn dada por
F (A, π(q)) = π(A · q). Su buena definición es clara, pues si π(q1) = π(q2) entonces q1 = λq2

para algún λ ∈ S1, lo cual implica que π(A·q2) = π(λA·q2) = π(A·q1). Además, observando
el diagrama

SU(1, n)×H2n+1
1 (r)

Id×π

��

ψ //

F◦(Id×π)

&&NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN
H2n+1

1 (r)

π

��
SU(1, n)× CHn

F
// CHn,

y ayudándonos de la Proposición 7.17 de [21] que afirma que F es diferenciable si, y solo
si, lo es también F ◦ (Id× π), y ésta última lo es por ser composición de dos aplicaciones
diferenciables, podemos afirmar la difernciabilidad de F . Sea o = π(re1), utilizando la
transitividad de ψ se sigue directamente que SU(1, n) · o = CHn.

Por otra parte, denotaremos por S(U(1)U(n)) el subgrupo S(U(1)×U(n)) de SU(1, n),
isomorfo a U(n) mediante la aplicación

A ∈ U(n) −→


detA−1 0

0 A

 ∈ S(U(1)U(n)).

Por un lado, es claro que para A ∈ S(U(1)U(n)) se tiene que F (A, o) = o, lo cual prue-
ba que S(U(1)U(n)) ⊂ SU(1, n)o. Rećıprocamente, si algún A ∈ SU(1, n) verifica que
F (A, o) = o, esto implica la existencia de un elemento λ ∈ S1 tal que A · re1 = λre1. Pero
entonces a11 = λ y ai1 = 0 para i > 1. Además, dado que AI1,nA

∗ = I1,n se obtiene que
−1 + |a12|2 + · · · + |a1n+1|2 = −1. Por tanto a1i = 0 para i > 1. Pero entonces A es un
elemento de S(U(1)U(n)). Ello nos permite concluir que el grupo de isotroṕıa de o ∈ CHn

es precisamente S(U(1)U(n)), pudiendo presentar en consecuencia el espacio hiperbólico

complejo como el espacio homogéneo CHn = SU(1,n)
S(U(1)U(n))

.





Caṕıtulo 3

Hipersuperficies isoparamétricas
en CHn

El objetivo del presente trabajo es, como se menciona en la introducción, iniciar el
problema de clasificación de las hipersuperficies isoparamétricas de CHn en las cuales el
vector de Hopf tiene tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de
configuración. La idea es probar que cada una de estas hipersuperficies es precisamente
alguno de los ejemplos presentados en [12] o en el cuarto caṕıtulo de esta memoria. Por
ello, dedicaremos las siguientes ĺıneas al estudio de las curvaturas principales de estas hi-
persuperficies, o, lo que es lo mismo, al análisis de su operador de configuración.

Aśı, en el presente caṕıtulo, H2n+1
1 , con n > 2, denotará el espacio de anti-De Sitter de

curvatura constante c/4(= −1/r2) < 0, que fue construido detalladamente en el Caṕıtulo 2.
Del mismo modo que alĺı, V será el campo de vectores tangente a las fibras, o, en otros
términos, dado que H2n+1

1 era un fibrado principal, el campo tangente a las órbitas de
la acción Ψ por S1 presentada en el mencionado caṕıtulo. Dicho campo está dado por la
expresión Vz = i

√
−c
2
z.

Sea M una hipersuperficie real de CHn. Entonces M̃ = π−1(M) es un hipersuperfice de

H2n+1
1 invariante por la acción Ψ . Rećıprocamente, si M̃ es una hipersuperficie de H2n+1

1

que contiene a la fibra S1, entonces M̃ es una hipersuperficie Lorentziana y se tiene que
M = π(M̃) es una hipersuperficie de CHn y π|M̃ : M̃ → M sigue siendo una sumersión

semi-riemanniana. Si denotamos por ∇̃ la conexión de Levi-Civita de H2n+1
1 y por ∇,

indistintamente, las de M y M̃ , recordando las expresiones obtenidas en el Caṕıtulo 2

∇̃XLY L = (∇XY )L +
1

2
[XL, Y L]RV y

〈[XL, Y L], V 〉 =
2

r
〈JY,X〉,

se obtiene

∇̃XLY L = (∇̄XY )L +

√
−c
2
〈JXL, Y L〉V, (3.1)

31
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donde aqúı denotamos por J las estructuras complejas tanto de H2n+1
1 como de CHn.

Además, también nos será de gran utilidad la expresión

∇̃VX
L = ∇̃XLV =

√
−c
2

(JX)L =

√
−c
2

JXL, (3.2)

que puede consultarse en [23].

Ahora, si ξ es un campo de vectores unitario y ortogonal a M , ξL será un campo
de vectores unitario ortogonal a M̃ . En general, la existencia de este campo de vectores
está garantizada solo localmente, aunque para simplificar la notación asumiremos que está
definido en todoM , pues no hay pérdida de generalidad. De hecho, informalmente, podemos
pensar que ξ está definido en un abierto M de M . Bajo estas hipótesis, las fórmulas de
Gauss y de Weingarten para M̃ , hipersuperficie de H2n+1

1 , se escriben de la forma

∇̃XY = ∇XY + 〈S̃X, Y 〉ξL, ∇̃Xξ
L = −S̃X,

donde S̃ denota el operador de configuración de la hipersuperfice M̃ con respecto al vector
normal ξL. Utilizando (3.1) y (3.2) junto con estas dos últimas fórmulas y denotando por
S el operador de configuración de M obtenemos las expresiones

S̃XL = (SX)L +

√
−c
2
〈JξL, XL〉V, (3.3)

S̃V = −
√
−c
2

JξL. (3.4)

En este punto, como se hace en [14], si tomamos una base local X1, . . . , X2n−1 de
M formada por autovectores (vectores asociados a las curvaturas principales), entonces

XL
1 , . . . , X

L
2n−1, V forma una base local de M̃ respecto a la cual el operador de configuración

S̃ viene dado por la matriz


λ1 0 − b1

√
−c

2
. . .

...

0 λ2n−1 − b2n−1
√
−c

2
b1
√
−c

2
· · · b2n−1

√
−c

2
0

 , (3.5)

donde bi = 〈Jξ,Xi〉, i = 1, . . . , 2n − 1, son funciones invariantes bajo la acción Ψ . De

este modo, se deduce que M y M̃ tienen la misma curvatura media, siendo entonces M
isoparamétrica si, y solo si, lo es también M̃ . Este hecho motiva que podamos reducir
en cierto modo el estudio de las hipersuperficies isoparamétricas de CHn al análisis de las
hipersupeficies isoparamétricas Lorentzianas de H2n+1

1 resultantes de levantar las primeras.

Aśı, supongamos entonces M̃ una hipersuperficie isoparamétrica de H2n+1
1 . Sabemos por

[24] que S̃, en un punto q ∈ M̃ , adopta alguna de las siguientes formas canónicas de Jordan:
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I.  λ1 0
. . .

0 λ2n



II. 
λ1 0
ε λ1

λ2

. . .

λ2n−1

 , ε = ±1

III. 

λ1 0 1
0 λ1 0
0 1 λ1

λ2

. . .

λ2n−2



IV. 
a b
−b a

λ3

. . .

λ2n


En los casos II y III, S̃ viene aśı representado respecto a una base seminula {e1, . . . , e2n},

es decir, una base cuyos productos interiores son todos nulos excepto 〈e1, e2〉 = 〈ei, ei〉 = 1,

con i ∈ {3, . . . , 2n}. A su vez, la base respecto a la cual S̃ viene dado de la forma I o
IV, es una base ortonormal con el primer vector temporal. En general, los λi pueden ser
repetidos.

En adelante, si p ∈ M , denotaremos por g(p) el número de curvaturas principales dis-

tintas de M en el punto p. De modo análogo se define g̃(q), para q ∈ M̃ . A su vez, h(p)
denotará el número de proyecciones no triviales del vector de Hopf Jξ en los autoespacios
asociados a las curvaturas principales en el punto p.
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A continuación presentaremos la fórmula fundamental de Cartan, adaptándola a nues-
tro caso particular. Posteriormente, enunciaremos los principales resultados obtenidos al ir
analizando una a una las cuatro posibilidades arriba citadas para el operador de configu-
ración de la hipersuperficie M̃ levantada de M . Puesto que en el presente trabajo vamos
a centrarnos únicamente en las hipersuperficies de CHn con h = 3, no se incluirán aqúı
las demostraciones cuya omisión no afecte a la comprensión general de este texto. Aśı,
realizaremos solo aquellas cuyos argumentos puedan resultar de utilidad en lo sucesivo.

Introducimos, como adelantábamos antes, la fórmula de Cartan adaptada al caso del
espacio de anti-De Sitter. La fórmula general, junto con su demostración, puede consultarse
en [17].

Teorema 3.1 (Fórmula fundamental de Cartan). Sea M̃ una hipersuperficie del espacio de
anti-De Sitter H2n+1

1 de curvatura constante c/4. Sean λ1, . . . , λg̃ sus curvaturas principales
con multiplicidades algebraicas m1, . . . ,mg̃ respectivamente. Si para algún i ∈ {1, . . . , g̃} se
tiene que λi ∈ R y además coinciden su multiplicidad geométrica y algebraica, entonces

g̃∑
j=1, j 6=i

mj
c+ 4λiλj
λi − λj

= 0.

La utilidad de este teorema se refleja en el siguiente lema.

Lema 3.2. Sea q ∈ M̃ un punto de tipo I, II o III. Entonces el número de curvaturas
principales constantes en el punto q satisface g̃(q) ∈ {1, 2}. Además, si g̃ = 2, entonces
c+ 4λµ = 0, donde λ y µ denotan las curvaturas principales.

Demostración. Aunque la expresión

g̃∑
j=1,j 6=i

mj
c+ 4λiλj
λi − λj

= 0 (3.6)

solo es válida, en un principio, cuando el autovalor λi es un número real y coinciden su
multiplicidad geométrica y algebraica, asumimos por el momento su veracidad en cualquier
caso y la probaremos al final.

Si hubiese un único autovalor nulo, el lema quedaŕıa probado (g̃(q) = 1). Supongamos
entonces la existencia de al menos un autovalor λ no nulo. Escogiendo de forma conveniente
el vector normal a la hora de tratar con el operador de configuración podemos asumir
λ > 0. En efecto, si respecto al vector normal ξ el autovalor λ fuese negativo, tomamos X
un autovector asociado a λ y un vector cualquiera Y ∈ TqM̃ . En estas condiciones,

〈−S̃−ξX, Y 〉 = −〈S̃−ξX, Y 〉 = −〈II(X, Y ),−ξ〉 = 〈II(X, Y ), ξ〉
= 〈S̃ξX, Y 〉 = 〈λX, Y 〉.

Por tanto, ahora S̃−ξX = −λX , con −λ > 0, como queŕıamos. Definimos en este

punto λ = máx{λi : 0 < λi ≤
√
−c
2
} y λ′ = mı́n{λi :

√
−c
2

< λi}. Antes de comenzar,
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conviene señalar que dado que λ ≤
√
−c
2

, elevando ambos términos al cuadrado se mantiene
la desigualdad y dividiendo a ambos lados de la misma por λ se obtiene λ ≤ − c

4λ
. Aśı,

tiene sentido hablar de los intervalos
(
λ,− c

4λ

)
y (− c

4λ′
, λ′). La buena definición del segundo

se obtiene de modo análogo. Distinguimos ahora tres casos:

1. Existe λ y no hay ninguna curvatura principal constante en
(
λ,− c

4λ

)
. Sea entonces

λi 6= λ otra curvatura principal. Si λi < λ entonces tenemos que λ − λi > 0 y
λi + c

4
λ < 0. Por otra parte, si λ < λi, entonces λ − λi < 0 y λi + c

4
λ > 0. En

cualquier caso, obtenemos que

mi
c+ 4λλi
λ− λi

= 4miλ
λi + c

4λ

λ− λi
< 0.

En virtud de (3.6) deducimos que λi = − c
4λ

.

2. Existe λ y hay una curvatura principal η ∈
(
λ,− c

4λ

)
. En tal caso, puesto que η > λ,

se tiene que η >
√
−c
2

, porque en otro caso se contradice la definición de λ. En
consecuencia, λ′ ∈

(
λ,− c

4λ

)
y dado que λ′ < − c

4λ
entonces λ < − c

4λ′
. Aśı, no hay

ninguna curvatura principal en
(
− c

4λ′
, λ′
)

y se procede como en el caso anterior. En
efecto, si η′ perteneciese al intervalo (− c

4λ′
, λ′), se tendŕıa que λ < − c

4λ′
< η′ < λ′ <

− c
4λ

, lo cual contradice o bien la definición de λ o bien la de λ′, en función de si

η′ ≤
√
−c
2

o η′ >
√
−c
2

.

3. No existe λ. En ese caso existe λ′ y de nuevo no exite ninguna curvatura principal
en
(
− c

4λ′
, λ′
)
.

Probemos pues la validez de la expresión (3.6). Supongamos que es λ1 el autovalor para
el cual no coinciden multiplicidad algebraica y geométrica. Por el lema anterior sabemos
que para cualquier i ∈ {2, · · · , g̃} se tiene que

g̃∑
j=1,j 6=i

mj
c+ 4λiλj
λi − λj

= 0.

En consecuencia:

m1

g̃∑
j=2

mj
c+ 4λ1λj
λ1 − λj

=

g̃∑
i=1

mi

(
g̃∑

j=1,j 6=i

mj
c+ 4λiλj
λi − λj

)

=
∑
i<j

mimj(c+ 4λiλj)

(
1

λi − λj
+

1

λj − λi

)
= 0.

Ahora bien, notando que m1 6= 0, se prueba que la expresión es válida también para el
primer autovalor.
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Se enuncian a continuación los principales resultados para los puntos de los tipos I, II
y IV.

Proposición 3.3. Sea q ∈ M̃ un punto de tipo I, entonces g̃(q) = 2. Además, si p = π(q),

se tiene que h(p) = 1 y g(p) ∈ {2, 3}. Las curvaturas principales de M̃ en q son un número

real no nulo λ ∈ (−
√
−c
2
,
√
−c
2

) y µ = −c
4λ

. Por otra parte, las curvaturas principales de M en
p son λ + µ, de multiplicidad uno y correspondiente al vector de Hopf, junto con aquellas
curvaturas principales de M̃ en q cuya multiplicidad geométrica sea mayor o igual que dos.

Proposición 3.4. Si q ∈ M̃ es un punto de tipo II, entonces g̃(q) = 1. Además, si

p = π(q), se tiene que h(p) = 1 y g(p) = 2. La hipersuperficie M̃ tiene una única curvatura
principal λ = ±

√
−c y las curvaturas principales de M en p son λ y 2λ. La segunda tiene

multiplicidad uno y se corresponde con el vector de Hopf.

Proposición 3.5. Si q ∈ M̃ es un punto de tipo IV y p = π(q), entonces se tiene que

h(p) = 1 y g(p) ∈ {2, 3}. Sean λ y µ las curvaturas principales de M̃ en q, donde una de
ellas podŕıa no existir. Entonces las curvaturas principales de M en p son λ, µ = −c

4λ
y 2a =

− 4cλ
−c+4λ2

. Esta última tiene multiplicidad uno, salvo que coincida con µ, y se corresponde
con el vector de Hopf.

A la luz de las proposiciones que venimos enunciar, cuyas demostraciones pueden ha-
llarse en [14], observamos que ninguna de estas clases de hipersuperficies en el espacio de
anti-De Sitter dan lugar a las que realmente nos interesan en el espacio hiperbólico com-
plejo. Por ello, pasamos ahora a estudiar detenidamente las hipersuperficies de H2n+1

1 que
presenten puntos de tipo III.

Sea entonces q ∈ M̃ un punto de tipo III. En un primer análisis, vamos a suponer la
existencia de dos curvaturas principales. En virtud del Lema 3.1, se tiene que c+ 4λµ = 0,
de donde se deduce que ambas curvaturas principales son no nulas, pues c es una constante
real estrictamente negativa. Sea {e1, . . . , e2n} la base seminula respecto a la cual el operador

de configuración de M̃ en el punto q es de la forma

λ 0 1
0 λ 0
0 1 λ

λ
. . .

µ


.

Asumiremos en adelante que Tλ = R{e1, e4, . . . , ek}, Tµ = R{ek+1, . . . , e2n}, S̃e2 =

λe2 + e3 y S̃e3 = e1 + λe3. El vector tangente a las fibras es tangente a M̃ , luego tendrá
una expresión única respecto a la base que hemos escogido. Pongamos V = r1e1 + r2e2 +
r3e3 + u + w, donde ri ∈ R con i ∈ {1, 2, 3}, u ∈ Tλ con 〈u, e2〉 = 0 y w ∈ Tµ. Podemos
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aplicar a V el operador de configuración,

S̃V = (r1λ+ r3)e1 + r2λe2 + (r2 + r3λ)e3 + λu+ µw.

Además, utilizando la ecuación (3.4) obtenemos

JξL = − 2√
−c

((r1λ+ r3)e1 + r2λe2 + (r2 + r3λ)e3 + λu+ µw) .

Teniendo en cuenta que 0 = 〈S̃V, V 〉 y que 1 = 〈JξL, JξL〉 se obtiene

1 = 〈JξL, JξL〉 = −4

c

(
2r1r2λ

2 + 4r2r3λ+ r2
2 + r2

3λ
2 + 〈u, u〉λ2 + 〈w,w〉µ2

)
,

0 = 〈S̃V, V 〉 = 2r1r2λ+ 2r2r3 + r2
3λ+ 〈u, u〉λ+ 〈w,w〉µ.

Hemos visto que V es un vector de norma −1, por tanto se tiene que 〈u, u〉 = −1 −
2r1r2− r2

3−〈w,w〉. De aqúı se deduce un hecho de vital importancia en lo que sigue: tanto
r1 como r2 son números reales no nulos. Es más, en adelante podremos suponer r2 > 0.
En efecto, si con la base seminula que hemos escogido de partida r2 fuese un número
negativo, bastaŕıa tomar la base seminula opuesta a de la inicio, {−e1, · · · ,−e2n}, para
obtener (−r2) > 0 como coeficiente que acompaña al vector −e2 . Hecha esta aclaración,
seguiremos denotando del mismo modo la base, suponiendo o bien que r2 es estrictamente
positivo de partida o que ya se ha hecho el cambio preciso para obtener tal desigualdad.
En este punto, las igualdades anteriores pueden reescribirse como:

4r2r3λ+ r2
2 + (µ2 − λ2)〈w,w〉 = − c

4
+ λ2

2r2r3 + (µ− λ)〈w,w〉 = λ

 (3.7)

Si multiplicamos por 2λ la segunda de ellas y restamos el resultado a la primera, te-
niendo en cuenta de nuevo que c+ 4λµ = 0, obtenemos

r2
2 +

(
c
4

+ λ2
)2

λ2
〈w,w〉 = − c

4
− λ2.

De aqúı, atendiendo a que el término de la izquierda es estrictamente positivo, se
deduce que λ2 < −c

4
y por tanto λ ∈ (−

√
−c
2
,
√
−c
2

). Multiplicando los términos de esta
última igualdad por (−c

4
− λ2)−1 obtenemos

r2
2

− c
4
− λ2

+

(
− c

4
− λ2

)
λ2

〈w,w〉 = 1.

Por tanto, ha de existir ϕ ∈ (0, 2π) tal que

sin2(ϕ) =
r2

2

− c
4
− λ2

, cos2(ϕ) =

(
− c

4
− λ2

)
λ2

〈w,w〉.
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Despejando en esta expresión y tomando siempre ráıces positivas, recordando que r2 > 0,
podemos tomar ϕ ∈ (0, π

2
] y escribir

r2 =

√
−c
4
− λ2 sin(ϕ),

√
〈w,w〉 =

2|λ|√
−c− 4λ2

cos(ϕ).

Utilizando (3.7) y los nuevos valores en función de ϕ para r2 y 〈w,w〉 se sigue además que
r3 = λ√

−c−4λ2
sin(ϕ).

Vamos ahora a tratar de comprender, tomando también como hipótesis que w es no
nulo, como es el operador de configuración S de M en el punto p = π(q). Para ello, esco-
gemos k − 3 vectores linealmente independientes pertenecientes a Tλ que sean ortogonales
simultáneamente a V y a JξL. Si u 6= 0, basta tomar una base cualquiera del subespacio
vectorial (k − 4)-dimensional de TqM̃

R{e4, . . . , ek} 	 Ru,

y añadir el vector 〈u, u〉e1− r2u. Por otra parte, si u = 0, tomamos una base cualquiera del
subespacio R{e4, · · · , ek}. Además, dado que w 6= 0, existen 2n−k−1 vectores linealmente
independientes en Tµ ortogonales a V y a JξL. Para ello, es suficiente escoger una base
cualquiera de Tµ 	 Rw.

Dado que estos 2n − 4 vectores son por construcción ortogonales a V , es coherente
denotarlos por XL

1 , . . . , X
L
k−3, X

L
k+1, . . . , X

L
2n−1. En otras palabras, podemos pensarlos co-

mo levantamientos de vectores en el punto p ∈ M . Aplicando π∗q a la expresión (3.3) y
utilizando su carácter lineal se tiene que

SXi = π∗qS̃X
L
i = π∗qλiX

L
i = λiXi,

donde i ∈ {1, . . . , k − 3, k + 1, . . . , 2n − 1}, con λi = λ si i ≤ k − 3 y λi = µ si i > k − 3.
En conclusión, ya conocemos 2n − 4 autovectores de S en p, de los cuales k − 3 de ellos
tienen autovalor λ y los 2n− k − 1 restantes tienen autovalor µ. Además, puesto que por
construcción

〈Jξ,Xi〉 = 〈JξL, XL
i 〉 = 0,

se sigue que el vector de Hopf no se proyecta (de forma no trivial) en ninguno de estos
dos autoespacios. Aśı, en base a que M tiene dimensión 2n − 1, se deduce que h(p) ≤
2n − 1 − (2n − 4) = 3. Además h(p) 6= 1, pues en otro caso la matriz (3.5) no tendŕıa un
bloque 3× 3 no diagonal y no estaŕıamos en un punto de tipo III.

Tomamos ahora los vectores l1 = (r1r2 + 〈u, u〉)e1 − r2
2e2 − r2u, l2 = r2r3e1 − r2

2e3 y

l3 = 2λ〈w,w〉r2e1 − 2λr2
2w, que generan un subespacio vectorial 3-dimensional L de TqM̃ ,

pues la submatriz inferior 3× 3 de
r1r2 + 〈u, u〉 r2r3 2λ〈w,w〉r2

−r2
2 0 0

0 −r2
2 0

−r2 0 0
0 0 −2λr2

2


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tiene determinante −2λr5
2 6= 0. Es claro que los vectores de L son ortogonales a V , por

tanto, π∗qL es un subespacio vectorial 3-dimensional de TpM . Restringiéndolo a π∗qL, el
operador de configuración tiene, con respecto a la base {π∗ql1, π∗ql2, π∗ql3}, la forma

λ+ r2r3 r2
2 −1

2
〈w,w〉(c+ 4λ2)r2

1 + r2
3 λ+ r2r3 −1

2
〈w,w〉(c+ 4λ2)r3

r3
2λ

r2
2λ

− c+〈w,w〉(c+4λ2)
4λ

 ,

cuyo polinomio caracteŕıstico, empleando los valores que hemos obtenido para r2, r3 y
〈w,w〉 en función de ϕ, es

fϕ(x) =
−c2 − 16cλ2 + 16λ4 + (c+ 4λ2)2 cos(2ϕ)

32λ
+

1

2

(
c− 6λ2

)
x

+
(

3λ− c

4λ

)
x2 − x3.

(3.8)

Observamos que ni λ ni µ pueden ser ráıces de f . De hecho, sustituyendo, obtenemos

f(λ) = − (c+4λ2)2 sin2(ϕ)
16λ

y f(µ) = (c+4λ2)2 cos2(ϕ)
16λ

. Es más, con un argumento análogo al em-
pleado en [5], puede probarse que el polinomio f tiene tres ráıces distintas. Denotaremos
por y1, y2, y3 los autovectores unitarios de este endomorfismo, con autovalores las ráıces
de f , λ1, λ2 y λ3. Sea además, como al principio del presente caṕıtulo, bi = 〈Jξ, yi〉, con
i = 1, 2, 3.

Veamos además que con las hipótesis anteriores h(p) = 3. Tomamos para ello l′2 =
r2e2 + u, de forma que {e1, l

′
2, e3, w} consitutya una base de L ⊕ RV respecto a la cual el

operador de configuración S̃ adopta la forma
λ 0 1 0
0 λ 0 0
0 1 λ 0
0 0 0 µ

 ,

cuyo polinomio carateŕıstico es

x4 + (−3λ− µ)x3 + 3λ(λ+ µ)x2 − λ2(λ+ 3µ)x+ λ3µ.

Ahora, si expresamos el operador de configuración respecto a la base {yL1 , yL2 , yL3 , V } de
L⊕ RV , entonces éste viene dado por la matriz

λ1 0 0 −b1

√
−c
2

0 λ2 0 −b2

√
−c
2

0 0 λ3 −b3

√
−c
2

b1

√
−c
2

b2

√
−c
2

b3

√
−c
2

0

 ,
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cuyo polinomio caracteŕıstico, utilizando la relación b2
1 + b2

2 + b2
3 = 1, es

x4 + (−λ1 − λ2 − λ3)x3

+
1

4
(−c+ 4λ1λ2 + 4λ1λ3 + 4λ2λ3)x2

+
1

4

(
b2

1cλ2 + b2
1cλ3 + b2

2cλ1 + b2
3cλ1 + b2

3cλ2 + b2
2cλ3 − 4λ1λ2λ3

)
x

− 1

4
c
(
b2

1λ2λ3 + b2
3λ1λ2 + b2

2λ1λ3

)
.

Pero las matrices anteriores representan ambas el mismo endomorfismo del espacio
vectorial L⊕ RV , por tanto, es conocido que sus polinomios caracteŕısticos deben coinci-
dir. Tenemos entonces el siguiente sistema compatible determinado de ecuaciones en las
variables b1, b2, b3, pues su determinante es c2

16
(λ1 − λ2)(λ3 − λ1)(λ2 − λ3) 6= 0.

1

4
(cλ2 + cλ3) b2

1 +
1

4
(cλ1 + cλ3) b2

2 +
1

4
(cλ1 + cλ2) b2

3 = λ1λ2λ3 − λ2(λ+ 3µ)

−1

4
cλ2λ3b

2
1 −

1

4
cλ1λ3b

2
2 −

1

4
cλ1λ2b

2
3 = λ3µ

b2
1 + b2

2 + b2
3 = 1


Ahora, haciendo uso de las relaciones de igualdad entre ambos polinomios caracteŕısticos

λ1 + λ2 + λ3 = 3λ+ µ,

− c
4

+ λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = 3λ(λ+ µ),

podemos dar una solución expĺıcita del sistema:

b2
i = − 4(λ− λi)3(λi − µ)

c(λi+1 − λi)(λi − λi+2)
, i = 1, 2, 3, (́ındices módulo 3),

que resultan ser no nulas las tres, puesto que ya hemos justificado antes que los autovalores
son todos distintos.

Concluimos pues que, bajo las hipótesis de existencia de dos curvaturas principales
diferentes λ y µ en el espacio tangente a q ∈ M̃ y de proyección no trivial de V sobre el
autoespacio asociado a µ, esto último es, w 6= 0, se puede afirmar que el vector de Hopf
tiene tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de configuración de
M en el punto p, es decir, h(p) = 3.

Es posible afirmar también que, en este caso, g(p) ∈ {4, 5}. Para empezar, como hemos
dicho, tres ráıces diferentes ya son aportadas por el polinomio f obtenido al restringir el
operador de configuración S a π∗qL. Además, a lo sumo hay dos autovalores más, λ y µ.

Pero, ¿podŕıamos perder simultáneamente λ y µ al proyectar M̃? La respuesta es no. En
efecto, los vectores JξL y V se proyectan de forma no trivial en Tµ, pues hemos supuesto
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w 6= 0. Por lo argumentado arriba, hay entonces exactamente 2n − k − 1 autovectores de
S asociados al autovalor µ. Del mismo modo, JξL y V se proyectan sobre Tλ de forma no
trivial, pues r1 6= 0, tanto si u es nulo como si no y hemos visto que por tanto hay k − 3
autovectores de S en p asociados al autovalor λ. Por consiguiente, para que ni λ ni µ fuesen
autovalores de S tendŕıamos que tener las igualdades 2n = k + 1 junto con k = 3. Pero
entonces dimR(TqM̃) = 4 y estaŕıamos en CH2, mientras que hemos supuesto de partida
que n ≥ 3.

Queda entonces por analizar el caso en el que tenemos una única curvatura principal y
el caso en el que hay dos autovalores λ y µ en M̃ , pero w = 0, o, lo que es lo mismo, cuando
tenemos dos autovalores pero V tiene proyección trivial sobre Tµ. En esencia, se trata de
realizar en ambos casos el desarrollo anterior pero tomando w = 0, o, equivalentemente,
ϕ = π

2
.

Por una parte, si existe Tµ pero w = 0, podemos escoger 2n − k vectores linealmente
independientes en Tµ ortogonales a V y a JξL. Sumados con los k − 3 que cumplen la
misma propiedad en Tλ obtenemos 2n− 3 vectores linealmente independientes ortogonales
a V y a JξL. Ahora, utilizando la ecuación (3.3), deducimos que la proyección de estos
2n− 3 vectores son autovectores de M en p. Por consiguiente, h(p) = 2.

En caso de que Tµ no exista, esto es, si hay una única curvatura principal en M̃ , enton-
ces escogemos directamente 2n− 3 vectores linealmente independientes en Tλ ortogonales
simultáneamente a V y a JξL. De nuevo, se sigue que h(p) = 2.

En ambos casos, dado que w = 0, bien porque V tiene proyección trivial sobre Tµ o
porque tal autoespacio no existe, la ecuación (3.7) puede reescribirse de la forma

4r2r3λ+ r2
2 = − c

4
+ λ2

2r2r3 = λ


De nuevo, si multiplicamos por −2λ la segunda de ellas y sumamos lo obtenido a la primera,
se sigue la igualdad r2

2 = −−c
4
− λ2. De aqúı se obtienen los valores

r2 =

√
− c

4
− λ2, r3 =

λ√
−c− 4λ2

, 2r2r3 = λ.

Con estas últimas consideraciones es posible obtener algo más de información acerca
de las posibilidades para g(p) aśı como de la relación entre las diferentes curvaturas prin-
cipales. Sin embargo, omitimos aqúı los detalles del razonamiento, que pueden consultarse
en [14], puesto que no estamos en el caso h(p) = 3, que es el que realmente nos interesa.

Como śıntesis de lo explicado hasta aqúı, enunciamos la siguiente proposición para los
puntos de tipo III.
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Proposición 3.6. Sea q ∈ M̃ un punto de tipo III, sea p = π(q) ∈M y sea λ la curvatura

principal de M̃ en q para la cual no coinciden multiplicidad geométrica y algebraica. En-
tonces λ ∈ (−

√
−c
2
,
√
−c
2

) y h(p) ∈ {2, 3}. Además, los puntos de tipo III definen un número
real ϕ ∈ (0, π

2
] de forma que:

h(p) = 2 si y solo si ϕ = π
2
.

h(p) = 3 si y solo si ϕ ∈ (0, π
2
). Además, en este caso, las curvaturas principales de

M en p son los ceros del polinomio

fϕ(x) =
−c2 − 16cλ2 + 16λ4 + (c+ 4λ2)2 cos(2ϕ)

32λ
+

1

2

(
c− 6λ2

)
x

+
(

3λ− c

4λ

)
x2 − x3,

junto con las curvaturas principales de M̃ en q cuya multiplicidad geométrica sea
mayor o igual que dos. Las ráıces del polinomio son siempre distintas de estas posibles
dos últimas.



Caṕıtulo 4

Los ejemplos

Tras la descripción hecha en el Caṕıtulo 2 del espacio hiperbólico complejo como el
espacio homogéneo SU(1, n)/S(U(1)U(n)), introducimos a continuación un modelo más
sencillo para CHn, presentándolo como un grupo de Lie resoluble con métrica invariante
a la izquierda. Para poder llegar a tal descripción, comenzamos estudiando la estructura
del álgebra de Lie semisimple su(1, n) del grupo de isometŕıas SU(1, n). Todo ello será
necesario para poder introducir los ejemplos de hipersuperficies isoparamétricas de CHn

cuyo vector de Hopf tiene exactamente tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios
del operador de configuración, que es el objetivo del presente caṕıtulo.

En adelante, denotaremos por K el subgrupo S(U(1)U(n), mientras que G hará refe-
rencia al grupo SU(1, n). Además, como se hace en [15], adoptaremos la notación

dλ, v, Xe =


iλ v∗

v X

 ,

donde λ ∈ R, v ∈ Cn y X es una matriz compleja de orden n.

Utilizando el teorema de caracterización del álgebra de Lie de un subgrupo de Lie (véase
la Proposición 3.33 de [27]), es posible afirmar que

k = s(u(1)⊕ u(n)) = {dλ, 0, Xe : λ ∈ R, X ∈ u(n), iλ+ trX = 0} y

g = su(1, n) = {Y ∈ gl(n+ 1,C) : Y I1,n + I1,nY
∗ = 0, trY = 0}

= {dλ, v, Xe : λ ∈ R, v ∈ Cn, X ∈ u(n), iλ+ trX = 0} .

En este punto construimos la aplicación θ : g → g, dada por θ(X) = −X∗, donde
(·)∗ indica la conjugada de la traspuesta. Tal aplicación es un isomorfismo de espacios
vectoriales y puesto que para cualesquiera X, Y ∈ g se tiene que

θ[X, Y ] = −[X, Y ]∗ = −[Y ∗, X∗] = [−X∗,−Y ∗] = [θX, θY ],

43
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es también un automorfismo de álgebras de Lie. Además, θ2 = Id, luego θ es una involución.
Recordemos que la forma de Killing B de g es una aplicación bilineal y simétrica que viene
dada por la expresión B(X, Y ) = tr(ad(X)◦ad(Y )), donde ad denota la aplicación de g en
EndR(g) tal que ad(X)(Y ) = [X, Y ]. Pero entonces, definiendo Bθ(X, Y ) = −B(θX, Y ),
obtenemos,

Bθ(X, Y ) = −B(θX, Y ) = −B(θ2X, θY ) = −B(X, θY ) = −B(θY,X) = Bθ(Y,X),

y también

Bθ(X,X) = −B(θX,X) = − tr(ad(X) ◦ ad(−X∗)) = tr(ad(X) ◦ ad(X)∗) ≥ 0.

Entonces Bθ es un producto interior definido positivo en g, lo que convierte a θ en una
involución de Cartan [18]. Esto nos permite considerar la descomposición de Cartan aso-
ciada a θ, que no es más que la descomposición ortogonal de g respecto a Bθ. Aśı, g puede
escribirse como la suma directa de p y k, siendo

k = {M ∈ su(1, n) : θM = M} = {dλ, 0, Xe : λ ∈ C, X ∈ u(n), iλ+ trX = 0}
= s(u(1)⊕ u(n)) y

p = {M ∈ su(1, n) : θM = −M} = {d0, v, 0e : v ∈ Cn} ∼= Cn.

En este punto, nos interesa escoger un subespacio abeliano maximal de p. Ello no
es dif́ıcil, pues basta tomar un subespacio abeliano 1-dimensional. En efecto, si d0, v, 0e y
d0, w, 0e perteneciesen al mismo subespacio abeliano b, se tendŕıa que [d0, v, 0e, d0, w, 0e] =
d. . . , . . . , vw∗−wv∗e = 0, con lo que se deduce que vw∗−wv∗ = 0. Pero entonces tenemos
que viwj = wivj para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. Ahora, fijamos un i para el cual vi 6= 0 y
hacemos j = i, de manera que wi

vi
= wi

vi
∈ R. Aśı, wj = wi

vi
vj para cualquier sub́ındice

j ∈ {1, . . . , n}, de manera que b tiene dimensión real uno. Hecha esta apreciación, escoge-
mos por ejemplo a = Rd0, e1, 0e, que es isomorfo a R y definimos la 1-forma α ∈ a∗ como
αd0, re1, 0e = r, donde r ∈ R.

Consideramos la familia de operadores {ad(H) | H ∈ a} que, por una parte, resulta ser
autoadjunta respecto a Bθ, pues

Bθ(ad(H)X, Y ) = −B(θ ad(H)X, Y ) = −B(ad(H)X, θY ) = B(X, ad(H)θY )

= B(X, [H, θY ]) = B(θX, [−H,Y ]) = −B(θX, [H,Y ])

= −B(θX, ad(H)Y ) = Bθ(X, ad(H)Y ),

y además, dado que ad(X) ◦ ad(Y ) = ad[X, Y ] + ad(Y ) ◦ ad(X) = ad(Y ) ◦ ad(X), es claro
que conmutan dos a dos. Por ello, tales operadores diagonalizan simultáneamente, lo que
permite considerar sus autoespacios, conocidos como espacios de ráıces [18], definidos para
cada λ ∈ a∗ como

gλ = {X ∈ g = su(1, n) | ad(H)X = λ(H)X, ∀H ∈ a}.
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En este caso, resolviendo las ecuaciones, obtenemos la descomposición en espacios de ráıces

g = g−2α ⊕ g−α ⊕ g0 ⊕ gα ⊕ g2α,

que es además una descomposición ortogonal respecto a Bθ. Los elementos 0 6= λ ∈ a∗ tales
que gλ 6= {0} se denominan conjunto de ráıces restringidas de g y las denotaremos por Σ.
Se verifica además que [gα, gβ] ⊂ gα+β para cualesquiera α y β. Es conveniente tener en
mente que gα ≡ Cn−1, hecho que puede consultarse en [15], donde están calculados todos
los espacios de ráıces.

Se presenta a continuación la descomposición de Iwasawa del grupo de isometŕıas de
CHn, de gran importancia en lo que sigue, que viene inducida por una descomposición de
su álgebra de Lie su(1, n). Antes de nada, hay que introducir una noción de positividad
en el conjunto Σ, esto es, entre las ráıces α y −α, una de ellas debe ser positiva y además
la suma de ráıces positivas y cada múltiplo positivo de una ráız positiva debe permanecer
positivo. En este sentido, en nuestro caso, podemos escoger un orden que convierta a α
y 2α en ráıces positivas. El siguiente paso es definir el álgebra n = gα ⊕ g2α, que resulta
ser un álgebra de Lie nilpotente, pues recordemos que [gα, gβ] ⊂ gα+β. Puede probarse
también que es isomorfa al álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión 2n−1 [6]. Dado que
[a⊕ n, a⊕ n] = n, y n es nilpotente, se deduce que a⊕ n es una subálgebra de Lie resoluble
de g.

Llegados a este punto, podemos presentar la descomposición de Iwasawa del álgebra de
Lie su(1, n),

su(1, n) = k⊕ a⊕ n.

Es importante resaltar, en primer lugar, que tal descomposición depende del subespacio
abeliano maximal a de p que escogimos de partida. Por otra parte, esta descomposición
es una suma directa de espacios vectoriales, pero no una suma directa de álgebras de Lie,
pues por ejemplo [a, n] 6= 0.

Ahora, tomamos A y N los subgrupos conexos de G correspondientes a las subálgebras
de Lie a y n respectivamente, y construimos el subgrupo conexo AN de G, cuya álgebra de
Lie es precisamente a⊕n, pues la contiene y coinciden las dimensiones. Además, el teorema
de descomposición de Iwasawa afirma que la aplicación

K × A×N −→ G
(k, a, n) 7−→ kan,

es un difeomorfismo. Puede obtenerse como corolario de ello que tanto A, N como AN son
simplemente conexos. Incluso, teniendo en cuenta que tanto A como N son nilpotentes,
es posible probar que las aplicaciones Exp |a : a→ A y Exp |n : n→ N son difeomorfismos
[18]. En cualquier caso, lo que realmente nos interesa es que con este teorema es fácil ver
que AN actúa de modo simple y transitivo sobre CHn. Ello implica que si consideramos la
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aplicación diferenciable φ : G→ CHn, definida por φ(g) = g · o, la restricción al subgrupo
AN , φ|AN : AN → CHn, es un difeomorfismo de variedades. Por tanto, haciendo un pull-
back de la métrica g de CHn, se tiene que (AN, φ∗|ANg) y (CHn, g) son variedades de

Riemann isométricas. Es más, sea h−1 ∈ G y denotemos por φh−1 la isometŕıa de CHn

dada por φh−1(p) = h−1 ·p. Teniendo en cuenta que ((φh−1)◦φ◦Lh)(h′) = (φh−1)(hh′(o)) =
h′(o) = φ(h′) para todo h′ ∈ G, se deduce que

L∗h (φ∗g) = L∗hφ
∗(φh−1)∗g = ((φh−1) ◦ φ ◦ Lh)∗ g = φ∗g, para todo h ∈ G.

En resumen, lo que hemos hecho ha sido identificar el espacio hiperbólico complejo CHn

con el grupo de Lie resoluble con métrica invariante a la izquierda AN , grupo que pro-
cede de la descomposición de Iwasawa y que depende, en consecuencia, de la elección del
subespacio abeliano maximal a. A continuación, veremos brevemente la importancia de
tal identificación, pues nos permitirá estudiar la geometŕıa de CHn en términos del álge-
bra de Lie a ⊕ n. Para ello, volviendo a la aplicación diferenciable φ, identificando TIG
con k ⊕ p, si tomamos la curva α(t) = ExpX(t) contenida en K para cualquier X ∈ K,
donde Exp denota la aplicación exponencial de la teoŕıa de grupos de Lie, se sigue que
φ∗IX = φ∗I α̇(0) = (φ ◦α)′(0) = 0. De un modo similar, se prueba que φ∗IX 6= 0 para cual-
quier X ∈ p. Razonando por dimensiones se concluye que φ∗I identifica ToCHn con p. En
consecuencia, el pull-back de go, φ

∗go, induce una métrica en p. Como se puede ver en [15],
haciendo uso de la representación de isotroṕıa se llega a que CHn es un espacio simétrico
irreducible, probándose luego que φ∗go es un múltiplo real positivo de la forma de Killing
restringida a p, esto es, Bθ |p. Para simplificar algunos cálculos posteriores, escogemos la
constante c < 0 para la cual se tiene que

φ∗go = − 1

c(n+ 1)
Bθ en p.

Esta fórmula va a permitir calcular en términos matriciales el producto interior de los
elementos de a⊕ n. A partir de ahora, emplearemos la notación

bx+ iy, vc =

⌈
y, (x+ iy, v),

(
−iy v∗

−v 0

)⌉
, x, y ∈ R, v ∈ Cn−1.

El siguiente paso es construir una estructura compleja sobre el espacio vectorial real a⊕ n.
Para ello, como es natural, haremos uso del isomorfismo φ∗I entre los espacios vectoriales
TIAN ≡ a ⊕ n y ToCHn. Esto nos permitirá, expresado de manera informal, copiar la
estructura casi compleja J de CHn descrita en el Caṕıtulo 2 para inducir una estructura
compleja en a⊕ n, que denotaremos también mediante J . Aśı, dado X ∈ a⊕ n un campo



4 Los ejemplos 47

de vectores invariante por la izquierda, si tomamos la curva α(t) = ExpX(t) se tiene que

φ∗IX = φ∗I α̇(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φ ◦ ExpX)(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ExpX(t) · o

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π (ExpX(t) · re1) = rπ∗re1

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ExpX(t) · e1

)
= rπ∗re1(Xe1) = rπ∗re1(iy, 0, 0) + rπ∗re1(0, x+ iy, v)

= rπ∗re1(0, x+ iy, v).

De este modo, al campo de partida X ∈ a⊕ n le corresponde el campo rπ∗re1(Xe1), cuya
imagen mediante la estructura compleja de CHn es rπ∗re1(0,−y + ix, iv). Pero entonces,
ahora se trata de encontrar un campo Y invariante por la izquierda (una matriz) tal que
φ∗IY = rπ∗re1(Y e1) = rπ∗re1(0,−y+ix, iv). Por tanto Y = b−y + ix, ivc y en consecuencia
J bx+ iy, vc = bi(x+ iy, v)c . Aśı pues, podemos escribir ya, aunque se omiten aqúı los
cálculos, la métrica, el producto corchete y la estructura compleja de a ⊕ n inducidos
mediante la isometŕıa existente entre CHn y AN ,

J bx+ iy, vc = bi(x+ iy, v)c ,

〈bx+ iy, vc , ba+ ib, wc〉 = −4

c
〈(x+ iy, v), (a+ ib, w)〉R2n ,

[bx+ iy, vc , ba+ ib, wc] = b2i〈i(x+ iy, v), (a+ ib, w)〉R2n , −av + xwc ,
donde 〈·, ·〉R2n denota el producto escalar usual de R2n. Ahora, ya es posible calcular la
conexión de Levi-Civita ∇̄ para los campos de vectores de a⊕ n, empleando la fórmula de
Koszul. Nótese que los términos de la forma X〈Y, Z〉 involucrados en dicha fórmula, con
X, Y, Z ∈ a ⊕ n, son nulos, pues utilizando el carácter invariante por la izquierda de la
métrica,

〈Yg, Zg〉 = 〈Lg∗eYe, Lg∗eZe〉 = 〈Ye, Ze〉,
lo cual prueba que la función 〈Y, Z〉 es constante. Realizando los cálculos,

∇̄bx+iy, vc bz + it, wc = b2ty + 〈v, w〉R2n−2 + i(−2yz + 〈iv, w〉R2n−2),−zv − yiw − tivc .
Ahora, como último paso antes de la presentación de los ejemplos, se definen los campos

unitarios de vectores:

B =

⌈
0,

√
−c
2

e1, 0

⌉
=

⌊√
−c
2

, 0

⌋
,

Z = JB =

⌊
i
√
−c
2

, 0

⌋
.

Puede comprobarse en [15] que a = RB y g2α = RZ. Si U, V ∈ gα, realizando los cálculos
pertinentes se obtiene que

∇̄aB+U+xZ(bB + V + yZ) =
√
−c
{(

xy +
1

2
〈U, V 〉

)
B − 1

2
(bU + yJU + xJV )

+

(
−bx+

1

2
〈JU, V 〉

)
Z

}
.

(4.1)
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En las siguientes ĺıneas presentaremos los ejemplos de hipersuperficies isoparamétricas
de CHn, n ≥ 3, en las cuales el vector de Hopf se proyecta de forma no trivial sobre
exactamente tres autoespacios del operador de configuración. Estos ejemplos serán, como
veremos, tubos alrededor de subvariedades homogéneas, si bien, general, no podremos afir-
mar su carácter homogéneo. En un primer momento seguiremos la ĺınea expositiva de [12],
aunque se omiten algunos detalles que pueden consultarse alĺı. Sin embargo, probaremos
pormenorizadamente que los ejemplos construidos verifican h = 3.

Para comenzar, tomamos w un subespacio vectorial de gα, donde este último, recor-
demos, procede de la descomposición de g en espacios de ráıces. Puede probarse que
sw = a ⊕ w ⊕ g2α es una subálgebra de Lie resoluble de a ⊕ n. Sea Sw el subgrupo de
Lie conexo de AN correspondiente al álgebra de Lie sw. Por tanto, por lo visto en la sec-
ción dedicada a los espacios homogéneos en el caṕıtulo de Preliminares, Ww = Sw · o es
una subvariedad homogénea de CHn. Sea w⊥ el complemento ortogonal de w en gα, cuya
dimensión denotaremos por k. Para cada elemento ξ ∈ w⊥, podemos descomponer Jξ en
su proyección ortogonal sobre w, Pξ, y su proyección ortogonal sobre w⊥, Fξ. Dado que
estamos en un espacio vectorial con un producto interior, es posible hablar del concepto
de ángulo. Se define el ángulo de Kähler ϕξ ∈ [0, π

2
], como el ángulo formado entre Jξ

y Fξ, o, lo que es lo mismo, el ángulo entre Jξ y w⊥. Aśı, 〈Fξ, Fξ〉 = (cos2 ϕξ)〈ξ, ξ〉.
Como consecuencia, 〈Pξ, Pξ〉 = 〈ξ, ξ〉 − (cos2 ϕξ)〈ξ, ξ〉 = (sin2 ϕξ)〈ξ, ξ〉. En adelante, si ξ
es un vector unitario de w⊥, escribiremos, cuando tenga sentido, P̄ ξ y F̄ ξ para referirnos
a los vectores unitarios en las direcciones de Pξ y Fξ respectivamente. Esto es, cuando
ϕξ 6= 0, π

2
, tomamos P̄ ξ = (sin(ϕξ))

−1Pξ y F̄ ξ = (cos(ϕξ))
−1Fξ.

Por otra parte, puesto que tanto a como g2α son espacios vectoriales 1-dimensionales,
ninguno de ellos puede dotarse de una estructura de espacio vectorial complejo. Sin em-
bargo, como ya hemos mencionado, gα es isomorfo, como espacio vectorial, a Cn−1. Por
tanto, el subespacio complejo maximal c de sw será la suma directa de a, g2α y el es-
pacio vectorial complejo generado por el complemento ortogonal de w⊥, o, equivalente-
mente, a ⊕ (gα 	 Cw⊥) ⊕ g2α. Pero recordemos, como se hizo en el inicio del segundo
caṕıtulo, que para construir un espacio vectorial complejo a partir uno real y una es-
tructura compleja se haćıa Cw⊥ = w⊥ + Jw⊥ = w⊥ ⊕ Pw⊥. Es claro, por otra parte,
que gα 	 (w⊥ ⊕ Pw⊥) = w 	 Pw⊥. Como consecuencia, c = a ⊕ (w 	 Pw⊥) ⊕ g2α y
a ⊕ n = c ⊕ Pw⊥ ⊕ w⊥. Ahora bien, si denotamos por C, PW⊥, y W⊥ las distribuciones
invariantes a la izquierda de AN , obtenemos que TWw = C⊕ PW⊥ y νWw = W⊥.

El siguiente paso es construir W r
w = {exp(rξ) | ξ ∈ νWw, ||ξ|| = 1} y comprobar que se

trata efectivamente de un tubo. Antes de ello, sin embargo, analizaremos el operador de
configuración S de Ww respecto a vector unitario ξ ∈ νWw = W⊥. A partir de la expresión
(4.1) se deduce que:

(1) Sξ(Z + P̄ ξ) =
√
−c
2

sin(ϕξ)(Z + P̄ ξ).

(2) Sξ(Z − P̄ ξ) = −
√
−c
2

sin(ϕξ)(Z − P̄ ξ).

(3) SξU = 0, para todo U ∈ (c	 g2α)⊕ (Pw⊥ ⊕ RPξ) = a⊕ (w	 RPξ).
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Por tanto, notando que dimR(a⊕ (w	RPξ)) = 2n− k − 2 y que Ww es una subvariedad
homogénea de dimensión 2n−k, es claro que el operador de configuración, cuyos autovalores
son

√
−c
2

sin(ϕξ), −
√
−c
2

sin(ϕξ) y 0 queda completamente determinado.
A continuación veremos que, tal como anticipábamos, para cada r > 0, el conjunto

W r
w es un tubo. Como viene siendo habitual, utilizaremos para ello la teoŕıa de campos de

Jacobi. Construimos para empezar la aplicación

Φr : ν1Ww −→ CHn

ξq 7→ Φr(ξq) = expq(rξq),

cuya imagen es precisamente W r
w, donde ν1Ww = {ξ ∈ νWw | ||ξ|| = 1} es el fibra-

do normal unitario. Para evitar confusiones con la aplicación de Hopf, denotaremos por
(ν1Ww, π1,Ww) el fibrado vectorial normal unitario. Es conocido, observando las trivializa-
ciones [16], que la dimensión de un fibrado vectorial es la suma de la dimensión del espacio
base más la dimensión de la fibra. Por ello, aqúı la dimensión de ν1Ww como variedad dife-
renciable es exactamente la dimensión de νWw menos uno, esto es, 2n−1. En consecuencia,
si conseguimos argumentar que Φr tiene rango constante máximo, habremos probado que
W r

w es una subvariedad de codimensión uno. Fijemos entonces ξq ∈ ν1Ww y veamos que la
aplicación

Φr
∗ξq : Tξq(ν

1Ww) −→ TΦr(ξq)CHn

tiene efectivamente rango constante 2n − 1. Sea ηξq ∈ Tξq(ν1Ww) y sea α : I → ν1Ww la
curva diferenciable tal que α(0) = ξq y α̇(0) = ηξq . Definimos la variación por geodésicas
Γ(s, t) = exp(π1◦α)(s)(t · α(s)). Entonces,

Φr
∗ξqηξq =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

(Φr ◦ α)(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp(π1◦α)(s)(rξq),

que es precisamente el campo de la variación Γ evaluado en t = r. Es claro además que
cualquier vector de Tξq(ν

1Ww) es combinación lineal de vectores tangentes a la fibra y
vectores que no son tangentes a la fibra. Por tanto, estudiaremos únicamente dos casos.
En primer lugar tomaremos como hipótesis que α no es nunca tangente a la fibra y luego
analizaremos el caso en el que śı lo es.

Supongamos pues que α no es tangente a la fibra. Entonces, podemos pensarla como
un campo de vectores normal a lo largo de una curva β contenida Ww al que llamaremos
ηβ(s). Como consecuencia, las condiciones iniciales del campo ζ de la variación Γ son:

ζ(0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp(π1◦α)(s)(0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(π1 ◦ α)(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

β(0) = β̇(0),

ζ ′(0) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

exp(π1◦α)(s)(t · α(s)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp(π1◦α)(s)∗0 α(s)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ξβ(s) = −Sξq β̇(0) +∇⊥ξq β̇(0).
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En lo anterior, es importante observar que dado que β es una curva cualquiera en Ww,
para probar que Φr

∗ξq α̇(0) es no nulo basta demostrar que ζX(r) 6= 0, donde ζX denota el
campo de vectores de Jacobi a lo largo de la geodésica γξ = expq(tξq) determinado por las
condiciones iniciales ζX(0) = X y ζ ′(0) = −SξqX, para X ∈ TqCHn. Pero estos campos
son de la forma

ζX(t) = fλ(t)BX(t) + 〈X, Jξ〉gλ(t)Jγ̇ξ(t),

donde

fλ(t) = cosh
t
√
−c
2
− 2λ sinh

t
√
−c
2

, y

gλ(t) =

(
cosh

t
√
−c
2
− 1

)(
1 + 2 cosh

t
√
−c
2
− 2λ sinh

t
√
−c
2

)
.

En este punto, obsérvese que ζX+Y (t) = ζX(t)+ζY (t), lo cual puede razonarse notando que
se trata de campos de Jacobi con las mismas condiciones iniciales. Además, por la propia
definición de transporte paralelo, se tiene que Jγ̇ξ(t) = JBξq(t) = cos(ϕξ)BF̄ ξ+sin(ϕξ)BP̄ ξ.
Con estas consideraciones se obtiene que

ζX(t) = cosh
t
√
−c
2

BX(t), si X ∈ TWw 	 (RZ ⊕ RP̄ ξ),

ζZ(t) = cosh
t
√
−c
2

BZ(t)−
√
−c sinϕξ

(
cos2 ϕξ + sin2 ϕξ cosh

t
√
−c
2

)
sinh

t
√
−c
2
BP̄ ξ(t)

−
√
−c cosϕξ sin2 ϕξ

(
cosh

t
√
−c
2
− 1

)
sinh

t
√
−c
2
BF̄ ξ(t),

ζP̄ ξ(t) = −
√
−c sinϕξ sinh

t
√
−c
2
BZ(t) +

(
cos2 ϕξ cosh

t
√
−c
2

+ sin2 ϕξ cosh t

)
BP̄ ξ(t)

− sinϕξ cosϕξ

(
cosh

t
√
−c
2
− cosh t

√
−c
)
BF̄ ξ(t).

Es fácil ver que todos estos campos son no nulos al evaluarlos en el instante t = r, lo
cual prueba que Φr tiene al menos rango 2n− k.

Vamos ahora con el caso en el que α es una curva diferenciable contenida en ν1
qWw.

Dada la identificación entre un espacio vectorial y su espacio tangente cuando pensamos
éste como una variedad diferenciable, podemos identificar cada elemento de Tξqν

1
qWw con

un elemento de νqWw. Calculando entonces las condiciones iniciales del campo ζ de la
variación Γ(s, t) = exp(π1◦α)(s)(t · α(s)), obtenemos:

ζ(0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(π1 ◦ α)(s) = 0,

ζ ′(0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp(π1◦α)(s)∗0 α(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

α(s) = ηξq .



4 Los ejemplos 51

Entonces, probar que Φr
∗ξq α̇(0) es no nulo equivale a ver que el campo de Jacobi ζη a lo

largo de γξ determinado por las condiciones iniciales ζη(0) = 0 y ζ ′η(0) = η es distinto de
cero en el instante t = r para cualquier η ∈ νpWw 	 Rξ. Pero estos campos vienen dados
por la expresión

ζη(t) = p(t)Bη(t) + 〈η, Jξ〉q(t)Jγ̇ξ(t),

donde

p(t) = 2 sinh
t
√
−c
2

, q(t) = 2 sinh
t
√
−c
2

(
cosh

t
√
−c
2
− 1

)
.

Con las mismas consideraciones que para el caso anteriores, se obtiene,

ζF̄ ξ(t) = 2 sinϕξ cosϕξ

(
cosh

t
√
−c
2
− 1

)
sinh

t
√
−c
2
BP̄ ξ(t)

+ 2

(
1 + cos2 ϕξ

(
cosh

t
√
−c
2
− 1

))
sinh

t
√
−c
2
BF̄ ξ(t),

ζX(t) = 2 sinh
t
√
−c
2
BX(t), si X ∈ νWw 	 (Rξ ⊕ RF̄ ξ),

y como antes, se trata de campos no nulos en el instante t = r. Esto prueba que, para cada
r > 0, hemos construido una hipersuperficie W r

w.

Una vez probado lo anterior, vamos a tratar de obtener más información acerca del
operador de configuración de W r

w y del carácter isoparamétrico de esta última. Definimos
con este objetivo el endomorfismo D(r) del espacio vectorial tangente Tγξ(r)W

r
w dado por

D(r)BX(r) = ζX(r), donde X ∈ (TpCHn 	 Rξ). Es conocido, como vimos en el caṕıtulo
de preliminares, que Sr = −D′(r) ◦D(r)−1. Ello nos permite calcular la curvatura media
de W r

w,

Hr(γξ(r)) = trSr(γξ(r)) =
d
dr

det(D(r))

det(D(r))
=

1

2 sinh r
√
−c

2
cosh r

√
−c

2

(
k − 1 + 2n sinh2 r

√
−c

2

)
.

En lo anterior, es claro que no hay dependencia del vector ξ ∈ νWw escogido de partida.
Ello implica que los tubos W r

w alrededor de la subvariedad Ww constituyen una familia
de hipersuperficies isoparamétricas de CHn. Puede verse en [3] que estos tubos son ho-
mogéneos precisamente cuando el ángulo de Kähler es constante, esto es, cuando ϕξ es
independiente del vector ξ que tomemos de partida.

Además, haciendo λ =
√
−c
2

tanh
(
r
√
−c

2

)
, el polinomio carateŕıstico de Sr es

fξ(x) =

(
−c2 − 16cλ2 + 16λ4 + (c+ 4λ2)2 cos(2ϕξ)

32λ
+

1

2

(
c− 6λ2

)
x

+
(

3λ− c

4λ

)
x2 − x3

)
(λ− x)2n−k−2

(
−c
4λ
− x
)k−2

.
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Se observa que este polinomio tiene ráıces λ, µ = −c
4λ

y las tres ráıces del polinomio (3.8).
Es decir, tenemos los mismos autovalores para el operador de configuración de W r y W r

w.
Además, aqúı, la subvariedad Ww tiene dimensión 2n − k y el autovalor λ multiplicidad
algebraica 2n− k − 2, pero esto es precisamente lo que suced́ıa en el desarrollo teórico. El
tangente de la subvariedad focal W̃ r estaba generado precisamente por el autoespacio Tλ
y dos vectores más que no pertenećıan a ningún autoespacio.

Por último, vamos a comprobar que la hipersuperficie isoparamétrica W r
w que venimos

de construir verifica efectivamente que h = 3. El primer paso será demostrar que es una
hipersuperficie conexa de CHn, para luego utilizar un teorema presentado en [14] que nos
permitirá concluir.

Recordemos que para la construcción de Ww part́ıamos de la subálgebra sw de a ⊕ n
y tomábamos Sw el subgrupo conexo de AN correspondiente a tal subálgebra. Luego, de-
fińıamos Ww como la imagen de Sw mediante la aplicación φ : SU(1, n)→ CHn, que veńıa
dada por φ(g) = g · o. Esta aplicación es continua por ser diferenciable y Sw es conexo por
definición. Como consecuencia Ww = φ(Sw) es un conjunto conexo que, por ser localmente
eucĺıdeo, constituye una subvariedad de CHn conexa por caminos. Hechas estas aprecia-
ciones, ya estamos en disposición de ver que W r

w es conexo por caminos.

Supongamos entonces dos puntos p, q ∈ W r
w. Por construcción, existirán vectores ξp0 ∈

νp0Ww y ηq0 ∈ νq0Ww tales que p = expp0(rξp0) y q = expq0(rηq0). Estos vectores pueden
pensarse como elementos de los campos ξ y η, que si no fuesen globales, los extendeŕıamos
de forma diferenciable a CHn. Ahora, utilizando el carácter conexo por caminos de Ww,
debe existir una curva α : I → Ww, que podemos suponer diferenciable a trozos, verificando
que α(0) = p0 y α(1) = q0. Definimos el campo de vectores X(t) = (1− t)ξα(t) + tηα(t) a lo
largo de la curva α. Entonces β(t) = expα(t)(rX(t)) es una aplicación continua, contenida
en W r

w, que cumple β(0) = p y β(1) = q.

Enunciamos ahora el Teorema 4.11 de [14].

Teorema 4.1. Sea M una hipersuperficie conexa real de CHn verificando h ≤ 2 en cada
punto. Entonces M es isoparamétrica si, y solo si, tiene curvaturas principales constantes.
En este caso, h es constante y M es una parte abierta de una subvariedad homogénea.

En nuestro caso, M r es una subvariedad isoparamétrica conexa, pero sus curvaturas
principales dependen, como hemos visto, del ángulo de Kähler ϕξ. Por ello, debe suceder,
al menos para un punto p ∈ W r

w, que h(p) = 3. Con un argumento presentado al inicio
del próximo caṕıtulo se deduce la existencia de un entorno de p en cual el vector de Hopf
tiene tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de configuración.
Con esto queda justificado que la hipersuperficie W r

w, tomando un abierto más pequeño
dentro de la misma si fuese necesario, es del tipo h = 3.
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Sea M una hipersuperficie de CHn y sea p0 = π(q0) un punto de M verificando
h(p0) = 3, esto es, verificando que el vector de Hopf, Jξ, tiene exactamente tres pro-
yecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de configuración de M en el
punto p0. En este caso, tenemos que M̃ = π−1(M) es una hipersuperficie de H2n+1

1 cuyo
operador de configuración respecto a alguna base seminula en el punto q0 viene dado por
la matriz 

λ 0 1
0 λ 0
0 1 λ

λ
. . .

µ


. (5.1)

De hecho, de no ser aśı, si q0 no fuese un punto de tipo III en M̃ , entonces, a la luz
de los resultados que se enuncian en el Caṕıtulo 3, se tendŕıa h(p0) ≤ 2, lo que supone
una contradicción con nuestra hipótesis de partida. Por tanto, podemos realizar todo el
desarrollo teórico que hicimos para los puntos de tipo III sobre el punto q0. Recordemos
entonces que si denotamos por Xi, i ∈ {1, 2, 3}, los autovectores unitarios asociados a los
autoespacios 1-dimensionales sobre los que se proyecta el vector de Hopf, obteńıamos las
tres funciones diferenciables

bi = 〈Jξ,Xi〉 : M → R,

que resultaban ser no nulas en el punto p0. Por consiguiente, de su carácter continuo
se infiere la existencia de un entorno abierto W de p0, de manera que bi(p) 6= 0 para
todo p ∈ W . En otras palabras, W es un entorno abierto de p0 donde el vector de Hopf
tiene exactamente tres proyecciones no triviales sobre los autoespacios del operador de
configuración en cada espacio tangente. El mismo argumento que hicimos para deducir que
el punto q0 es de tipo de III sirve ahora para afirmar que W̃ := π−1(W ) es un entorno

abierto de q0 en M̃ formado exclusivamente por puntos de tipo III.

53
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Sea ahora ξ un campo de vectores unitario ortogonal a M definido en el entorno abierto
W del punto p0, tomando W más pequeño si fuese necesario. En consecuencia, ξL es un
campo de vectores unitario ortogonal a M̃ en el entorno abierto W̃ del punto q0.

En adelante, la notación γ̃q, con q ∈ W̃ , se reservará, salvo que se mencione lo contrario,
para la geodésica γ̃q : I → H2n+1

1 determinada por las condiciones iniciales γ̃q(0) = q

y ˙̃γq(0) = ξLq . Consecuentemente, γp será la geodésica en CHn con condiciones iniciales
γp(0) = p y γ̇p(0) = ξp, siendo p un punto de W .

Si X ∈ TqW̃ , entonces podemos hablar del campo de vectores de Jacobi ζ a lo largo

de la geodésica γ̃q caracterizado por las condiciones iniciales ζ(0) = X y ζ ′(0) = −S̃X.

Además, notando que tanto ζ(0) como ζ ′(0) son ortogonales a ˙̃γq(0), del Lema 10.6 de [20]

se deduce que ζ(t) ⊥ ˙̃γq(t) para cualquier t ∈ I. Por tanto, teniendo en cuenta como era el

tensor de curvatura R̃ de la variedad semi-riemanniana de curvatura constante H2n+1
1 , la

ecuación de Jacobi queda de la forma

ζ ′′ + R̃(ζ, ˙̃γq)
˙̃γq = ζ ′′ +

c

4
(〈 ˙̃γq, ˙̃γq〉ζ − 〈ζ, ˙̃γq〉 ˙̃γq) = ζ ′′ +

c

4
ζ = 0.

En adelante, salvo mención expresa de lo contrario, si X ∈ TqW̃ , ζX denotará el campo
de Jacobi a lo largo de la curva geodésica γ̃q determinado por las condiciones iniciales

ζX(0) = X y ζ ′X(0) = −S̃X.

Como ya hemos justificado, todos los puntos q ∈ W̃ son de tipo III. Por ello, adoptare-
mos de nuevo el convenio {(e1)q, . . . , (e2n)q} para referirnos la base seminula en el punto q

respecto a la cual el operador de configuración S̃ viene dado por la matriz (5.1). Cuando
no haya peligro de confusión escribiremos simplemente {e1, . . . , e2n}, teniendo en mente

que esta base vaŕıa de punto a punto. Sin embargo, dado que M̃ es una hipersuperficie
isoparamétrica, en virtud del Teorema 2.4 de [14] sabemos que las curvaturas principales
son constantes y tienen multiplicidades algebraicas constantes. Por ello, establecemos de
nuevo la notación

Tλ = R{e1, e4, . . . , ek} y Tµ = R{ek+1, . . . , e2n}.

Ahora, tomando un vector X ∈ TqW̃ , podemos dar expĺıcitamente la expresión del
campo de vectores de Jacobi ζX a lo largo de la curva γ̃q, en función de como X esté

relacionado con los autoespacios de S̃.

(1) ζX(t) =
(

cosh
(
t
√
−c
2

)
− 2λ√

−c sinh
(
t
√
−c
2

))
BX(t), si X ∈ Tλ.

(2) ζX(t) =
(

cosh
(
t
√
−c
2

)
− 2µ√

−c sinh
(
t
√
−c
2

))
BX(t), si X ∈ Tµ.

(3) ζe2(t) =
(

cosh
(
t
√
−c
2

)
− 2λ√

−c sinh
(
t
√
−c
2

))
Be2(t)− 2√

−c sinh
(
t
√
−c
2

)
Be3(t).

(4) ζe3(t) =
(

cosh
(
t
√
−c
2

)
− 2λ√

−c sinh
(
t
√
−c
2

))
Be3(t)− 2√

−c sinh
(
t
√
−c
2

)
Be1(t).
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Como ya hemos probado durante el desarrollo teórico de los puntos de tipo III, y en
particular para el caso h = 3, λ es un autovalor real no nulo perteneciente al intervalo
(−
√
−c
2
,
√
−c
2

). Por consiguiente, podemos escoger un número real r > 0 verificando

λ =

√
−c
2

tanh

(
r
√
−c

2

)
.

Construimos entonces, para este r > 0, la aplicación

Φ̃r : M̃ −→ H2n+1
1

q 7→ Φ̃r(q) = expq(rξ
L
q ).

A continuación, probaremos que Φ̃r parametriza una subvariedad k-dimensional de
H2n+1

1 . Para ello, haciendo uso de lo enunciado en el Caṕıtulo 1, bastará comprobar que

Φ̃r(q) es un punto focal de M̃ a lo largo de la geodésica γ̃q de multiplicidad 2n − k, para

cualquier q en el entorno W̃ de q0. Teniendo en cuenta la igualdad Φ̃r
∗qX = ζX(r), obtenemos

lo siguiente:

(1) Si X ∈ Tλ, entonces Φ̃r
∗qX = 0 si, y solo si,

1 = cosh2

(
r
√
−c

2

)
− sinh2

(
r
√
−c

2

)
= 0,

lo cual supone una contradicción. Por tanto, todos los autovectores asociados al
autovalor λ son enviados en vectores no nulos mediante Φ̃r

∗q.

(2) Si X ∈ Tµ, recordando la igualdad c+ 4λµ = 0, se deduce que Φ̃r
∗qX = 0.

(3) Φ̃r
∗qe2 es siempre no nulo, pues en el primer sumando se puede razonar igual que se

hizo en el primer caso.

(4) Con Φ̃r
∗qe3 se razona como en el caso anterior.

De este modo, W̃ r = Φ̃r(W̃ ) es subvariedad focal de M̃ en H2n+1
1 , que además tiene

dimensión k, de acuerdo con las notaciones que hemos establecido.

El siguiente paso es comprobar que la subvariedad focal W̃ r contiene a las fibras, o,
equivalentemente, comprobar que el campo de vectores V es tangente a W̃ r. Para ello, son
necesarias algunas consideraciones previas.

En primer lugar, es importante resaltar que dado un punto q ∈ W̃ , la geodésica γ̃q es
horizontal, o, dicho de otro modo, es ortogonal a la fibra. En efecto, teniendo en cuenta
que V es un campo de Killing, se sigue que

d

dt
〈 ˙̃γq, V 〉 = 〈Dt

˙̃γq, V 〉+ 〈 ˙̃γq, DtV 〉 = 0,
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luego 〈 ˙̃γq, V 〉 es constantemente nulo, puesto que por definición ˙̃γq(0) ⊥ Vq.

Esto nos permite enunciar y probar el siguiente lema.

Lema 5.1. Sea σ̃ : I → H2n+1
1 una geodésica horizontal. Entonces σ = π ◦ σ̃ es una

geodésica en CHn.

Demostración. Por hipótesis σ̃ ⊥ V , por tanto, el vector tangente a σ en el instante t ∈ I,

σ̇(t) = (π ◦ σ̃)′(t) = π∗σ̃(t)
˙̃σ(t),

es siempre no nulo, de donde se deduce que σ es una curva regular. Por consiguiente,
podemos pensarla, al menos localmente, como la curva integral de un campo de vectores
diferenciable X. Pero entonces,

˙̃σ(t) = (π∗σ̃(t)
˙̃σ(t))L = (σ̇(t))L = (Xσ(t))

L = XL
σ̃(t),

o, expresado en palabras, σ̃ es curva integral, localmente, del campo de vectores XL. Para
concluir la demostración, hacemos

Dtσ̇(t) = ∇Xσ(t)Xσ(t) = π∗σ̃(t)(∇Xσ(t)Xσ(t))
L = π∗σ̃(t)(∇̃XL

σ̃(t)
XL
σ̃(t)) = π∗σ̃(t)(D̃t

˙̃σ(t)) = 0,

lo cual prueba que σ es efectivamente una curva geodésica en CHn.

Este resultado es una particularización de un hecho más general, pues lo anterior es
cierto no solo para la proyección π que estamos considerando, sino para cualquier sumersión
semi-riemanniana.

Como consecuencia y con las notaciones que venimos empleando, es claro que si p =
π(q), π ◦ γ̃q y γp son geodésicas con las mismas condiciones iniciales, y dado que ambas
tienen velocidad uno, se concluye que π ◦ γ̃q(t) = γp(t). Por tanto,

(π ◦ Φ̃r)(q) = π(expq(rξ
L
q )) = π ◦ γ̃q(r) = γp(r) = expp(rξp) = (Φr ◦ π)(q), (5.2)

donde Φr es la aplicación entre M y CHn dada por Φr(p) = expp(rξp).

En este punto, ya estamos en condiciones de probar que V es un vector tangente a la
subvariedad W̃ r. En efecto, para un q ∈ W̃ arbitrario,

π∗Φ̃r(q)Φ̃
r
∗qVq = (π ◦ Φ̃r)∗qVq = (Φr ◦ π)∗qVq = Φr

∗π(q)π∗qVq = 0.

Una vez probado que la subvariedad focal W̃ r contiene la fibra, trataremos ahora de hallar
la expresión de su operador de configuración. Para ello, utilizaremos la expresión obtenida
en primer caṕıtulo de esta memoria. Si bien alĺı se prueba su veracidad únicamente en
el seno de hipersuperficies, veremos ahora que sigue siendo válida para subvariedades de
codimensión mayor que uno.
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En primer lugar, recordemos que el tangente a W̃ r en un punto γ̃q(r) es, en cierto
sentido, el transporte paralelo de Tλ ⊕R{e2, e3}. Ahora, podemos definir el endomorfismo

D(r) : Tγ̃q(r)W̃
r −→ Tγ̃q(r)W̃

r

BX(r) 7→ D(r)BX(r) = ζX(r),

con X ∈ Tλ⊕R{e2, e3}, que resulta ser no singular, pues viene respresentado por la matriz

α(r) 0 −2√
−c sinh

(
r
√
−c

2

)
0 α(r) 0

0 −2√
−c sinh

(
r
√
−c

2

)
α(r)

α(r)
. . .

α(r)


,

donde α(r) = cosh
(
r
√
−c

2

)
− 2√

−cλ sinh
(
r
√
−c

2

)
y cuyo determinante es α(r)k 6= 0. En este

momento, mediante un proceso similar al del primer caṕıtulo, se deduce

S̃r˙̃γq(r)
D(r)BX(r) = S̃r˙̃γq(r)

ζX(r) = −(ζ ′X(r))> = −((D(r)BX(r))′)>

= −(D′(r)BX(r))> = −D′(r)BX(r),

de donde se concluye que
S̃r˙̃γq(r)

= −D′(r) ◦D(r)−1.

Teniendo en cuenta que W̃ es una subvariedad de H2n+1
1 que contiene a la fibra, junto

con que π es una sumersión, podemos afirmar que W r = π(W̃ r) es una subvariedad (k−1)-
dimensional de CHn, que además, en virtud de la expresión (5.2), resulta ser subvariedad
focal de M en CHn. Ahora, es posible pensar en la diferencial de π|W̃ r del modo que sigue:

π∗Φ̃r(q) : VΦ̃r(q) ⊕ (TΦ̃r(q)W̃
r 	 VΦ̃r(q))⊕ νΦ̃r(q)W̃

r −→ TΦr(p)W
r ⊕ νΦr(p)W

r ,

donde, en virtud del isomorfismo

(TΦ̃r(q)W̃
r 	 VΦ̃r(q))⊕ νΦ̃r(q)W̃

r ∼= TΦr(p)W
r ⊕ νΦr(p)W

r,

y teniendo en cuenta que π∗Φ̃r(q)TΦ̃r(q)W̃
r ⊂ TΦr(p)W

r, entonces, razonando con la dimensión
de los espacios vectoriales involucrados, se prueban los isomorfismos

(TΦ̃r(q)W̃
r 	 VΦ̃r(q))

∼= TΦr(p)W
r y νΦ̃r(q)W̃

r ∼= νΦr(p)W
r.

Como suele ser habitual, denotaremos por (·)> y (·)⊥ las proyecciones sobre el tan-

gente y el normal, tanto para la subvariedad W r como para W̃ r. Aśı, para un vector
X ∈ TΦr(p)CHn,

X> +X⊥ = X = π∗Φ̃r(q)X
L = π∗Φ̃r(q)(X

L)> + π∗Φ̃r(q)(X
L)⊥,
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por tanto, X⊥ = π∗Φ̃r(q)(X
L)⊥, que, junto con la propiedad (XL)⊥ ⊥ V , nos permite

afirmar que
(X⊥)L = (XL)⊥.

Con la igualdad anterior veremos que la expresión (3.3), que hab́ıa sido probada única-
mente para el caso de hipersuperficies, sigue siendo válida en subvariedades de codimensión
mayor que uno.

S̃rξLX
L = −∇̃XLξL + (∇̃XLξL)⊥ = −((∇Xξ)

L −
√
−c
2
〈JξL, XL〉V ) + (∇̃XLξL)⊥

= −((−SrξX + (∇Xξ)
⊥)L −

√
−c
2
〈JξL, XL〉V ) + (∇̃XLξL)⊥

= (SrξX)L − ((∇Xξ)
⊥)L +

√
−c
2
〈JξL, XL〉V + ((∇Xξ)

L)⊥ +
1

2
([XL, ξL]RV )⊥

= (SrξX)L +

√
−c
2
〈JξL, XL〉V

Realizando los cálculos, −D′(r) ◦ D(r)−1 resulta tener una forma canónica de Jordan
dada por la matriz 

0 1 0
0 0 0
0 0 1

0
. . .

0


,

luego existe una base seminula respecto a la cual el operador de configuración de W̃ r en el
punto qr = Φ̃r(q) asociado al vector normal ˙̃γq(r), viene dado por la matriz

0 0 1
0 0 0
0 1 0

0
. . .

0


, (5.3)

siendo en este caso preciso especificar, al contrario de lo que suced́ıa en hipersuperficies,
dicho vector normal, pues νqrW̃

r tiene dimensión 2n−k+1 como espacio vectorial real. En
este punto, es preciso señalar que lo que hemos hecho hasta el momento ha sido demostrar
que el operador de configuración de W̃ r en el punto qr asociado al vector normal ˙̃γq(r)
viene expresado por la matriz (5.3) para la base seminula adecuada. Sin embargo, ¿es
posible afirmar siempre la existencia de una base seminula respecto a la cual el operador
de configuración asociado a cualquier vector normal en el punto qr viene dado por (5.3)?
Veamos que la respuesta es śı.
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Teniendo en cuenta que Φ̃r es una aplicación de rango constante k, una adaptación
del Teorema del rango a conjuntos de nivel (Teorema 8.8 de [21]) nos permite afirmar que

N = (Φ̃r)−1(qr) es una subvariedad de W̃ de dimensión 2n− k. Sea p ∈ N , sea X ∈ TpN
y sea α : I → N una curva diferenciable tal que α(0) = p y α′(0) = X. Entonces, el hecho

de que Φ̃r
∗pX = Φ̃r

∗pα
′(0) = (Φ̃r ◦α)′(0) = 0 prueba que TpN ⊂ Ker Φ̃r

∗p. Pero estos últimos
son ambos espacios vectoriales con la misma dimensión, luego el anterior contenido es en
realidad una igualdad.

Por consiguiente, con la notación que venimos empleando, el espacio tangente a N en
p está formado por los campos de Jacobi ζX a lo largo de la geodésica γ̃p evaluados en el
instante inicial, donde X es un autovector asociado al autovalor µ, es decir, TpN = Tµ(p).
Construimos ahora la aplicación

η : N −→ ν1
qrW̃

r

p 7→ η(p) = ˙̃γp(r).

Es fácil comprobar, con las expresiones expĺıcitas que hemos obtenido para los campos de
vectores de Jacobi, que η∗pX = ζ ′X(r) 6= 0. Por tanto, η es una inmersión y dado que las

dimensiones de N y ν1
qrW̃

r coinciden, es también una sumersión. En consecuencia, η es un

difeomorfismo local y η(N) contiene a un abierto de ν1
qrW̃

r, lo cual permite extraer una

base de este último dentro del conjunto { ˙̃γp(r) | p ∈ N}.
De este modo, cualquier ξ ∈ νqrW̃ r procede de un normal de esta manera y se obtiene

que S̃rξ es de la forma (5.3), como queŕıamos. Con todo, nos hallamos en una situación
similar a la vivida cuando fueron estudiados los puntos de tipo III. En aquel caso, como
sucede ahora, conoćıamos la expresión del operador de configuración en una subvariedad
de H2n+1

1 levantada de una subvariedad de CHn, con la salvedad de que antes se trata-
ba de hipersuperficies, mientras que ahora son subvariedades de codimensión mayor que
uno. Aśı, cómo se hizo entonces, trataremos ahora de comprender como es el operador de
configuración en W r.

Escogemos un punto cualquiera qr de la subvaridad focal W̃ r y un vector unitario ξL

ortogonal en qr a la misma. Por lo anterior, existe una base seminula {e1, . . . , ek} respecto a

la cual el operador de configuración S̃rξL tiene la forma (5.3). Por ello, T0 = R{e1, e4, . . . , ek},
S̃rξLe2 = e3 y S̃rξLe3 = e1. También hemos demostrado que W̃ r contiene a la fibra, por tanto
V se expresa de la forma V = r1e1 + r2e2 + r3e3 + u, para ciertos ri ∈ R, con i ∈ {1, 2, 3}
y para algún u ∈ T0, verificando además que 〈u, e2〉 = 0, o, lo que es lo mismo, u no tiene
componente en e1. Ahora bien, −1 = 〈V, V 〉 = 2r1r2 + r2

3 + 〈u, u〉, de donde es posible
deducir que tanto r1 como r2 son no nulos. Incluso, modificando si fuese preciso la base
seminula del mismo modo que se hizo en los puntos de tipo III, podemos asumir en adelante
que r2 > 0.

Por otra parte, la expresión (3.4) se ve ligeramente modificada al no hallarnos en el
seno de una hipersuperficie. En efecto,

S̃rξLV = −∇̃V ξ
L + (∇̃V ξ

L)⊥ = −(∇̃V ξ
L)> = −

√
−c
2

(JξL)>.
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Por ello, teniendo en cuenta que ξL ⊥ V , y por tanto JξL = (JξL)> + (JξL)⊥ ⊥ V , se
deduce que en el caso de subvariedades de codimensión mayor que uno también se cumple
S̃rξLV ⊥ V . Utilizando esta relación se obtiene

0 = 〈S̃rξLV, V 〉 = 2r2r3,

lo que demuestra que r3 = 0, de modo que pueden simplificarse las anteriores expresiones
para V y S̃rξLV . Además, JξL = (JξL)> + (JξL)⊥ = −2√

−c S̃
r
ξLV + (JξL)⊥, de manera que

podemos escribir

JξL =
−2√
−c

S̃rξLV + tFξL,

para un cierto FξL unitario en la dirección de (JξL)⊥, de manera que, sustituyéndolo
por −FξL si fuese preciso, podemos asumir en lo sucesivo que t ≥ 0. Por consiguiente,
1 = 〈JξL, JξL〉 = −4

c
r2

2 + t2. Aśı, existe un número real ϕξ ∈ (0, π
2
], que dependerá, en

general, del vector ξ escogido al principio, verificando

r2 =

√
−c
2

sin(ϕξ) , t = cos(ϕξ).

En este momento, de un modo análogo a lo hecho con los puntos de tipo III, podemos
elegir k − 3 vectores linealmente independientes y ortogonales simultáneamente a V y a
JξL. En efecto, si u 6= 0, escogemos una base de R{e4, . . . , ek} 	 Ru y añadimos el vector
〈u, u〉e1 − r2u, mientras que basta con tomar {e4, . . . , ek} si u = 0. De nuevo, utilizando la
expresión (3.3), vemos que estos k − 3 vectores se proyectan en k − 3 autovectores de W r

en π(qr) correspondientes al autovalor cero. Quedan entonces por determinar, a lo sumo,
dos autoespacios más, pues W r tiene dimensión k − 1.

Definimos los vectores ortogonales a V , PξL = (Jξ)> = − sin(ϕξ)e3 y ZL = − 1
r2
e1−V .

Es claro que son dos vectores linealmente independientes, pues 〈PξL, ZL〉 = 0, y que
ninguno de ellos puede formar parte de los k − 3 anteriores, pues no son autovectores
asociados a cero. Además, por ser ortogonales a la fibra, sus proyecciones también generan
un subespacio 2-dimensional de Tπ(qr)W

r. Utilizando de nuevo la expresión (3.3), se obtiene:

SrξZ = π∗qr S̃
r
ξLZ

L −
√
−c
2
〈JξL, ZL〉π∗qrV = π∗qr S̃

r
ξL −

1

r2

e1 − V = −
√
−c
2

sin(ϕξ)π∗qre3.

SrξPξ = π∗qr S̃
r
ξLPξ

L −
√
−c
2
〈JξL, P ξL〉π∗qrV = − sin(ϕξ)π∗qre1 −

√
−c
2

sin2(ϕξ)π∗qrV

=

√
−c
2

sin2(ϕξ)Z.

Entonces, restringiendo el operador de configuración Srξ al subespacio generado por Z
y Pξ, y expresándolo respecto a la base {Z, Pξ}, éste viene dado por la matriz(

0
√
−c
2

sin2(ϕξ)√
−c
2

0

)
,
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cuyos autovalores son ±
√
−c
2

sin(ϕξ), coincidiendo con los autovalores de la subvariedad fo-
cal de los ejemplos presentados [12] o en el caṕıtulo anterior.

Como punto final a la presente memoria, indicaremos nuestros próximos pasos para
conseguir la clasificación que perseguimos. Nótese que el vector ZL = − 1

r2
e1 − V depende

en general del vector normal ξ escogido de partida. Si ello no fuese aśı, si consiguiésemos
argumentar la independencia entre ZL y ξ, una adaptación del siguiente teorema [5] nos
permitiŕıa prácticamente concluir.

Teorema 5.2. Sea M una subvariedad conexa (2n− k)-dimensional de CHn, n ≥ 2, con
fibrado normal νM ⊂ TCHn y ángulo de Kähler constante ϕ ∈ (0, π/2]. Supongamos la
existencia de un campo unitario de vectores Z tangente a la distribución compleja maximal
de M tal que la segunda forma fundamental de M viene dada por

2 II(Z, Pξ) =
√
−c sin2(ϕ) (JPξ)⊥,

para cualquier ξ ∈ νM , donde Pξ es la componente tangencial de Jξ.
En estas circunstancias, M es congruente holomórficamente a una parte abierta de la

subvariedad W 2n−k
ϕ .

En nuestro caso, hemos obtenido que 2II(Z, Pξ) =
√
−c sin2(ϕξ) (JPξ)⊥, pero como

hemos dicho, Z es un vector que depende de ξ. Aśı, el próximo paso será tratar de quitarnos
de en medio esta dependencia. Una posibilidad es haciendo uso de la información que hay
recogida en las ecuaciones de Codazzi y Gauss, aunque es posible que este problema de
dependencia también sea abordable desde un punto de vista algebraico.
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