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Abstract

In this work we analize the conformally Einstein equation

1
(n—%H%wWMZEﬂn—%A¢+¢ﬂg

for non reductives pseudo-riemannian 4-dimensional homogeneous spaces. We determine
explicity which non reductive homogeneous 4-manifolds are conformally Einstein and we
give the conformal Einstein metrics in each case. Moreover, the metrics inside each confor-
mal class are Ricci flat and, in some cases, we found two-parameter and three-parameter
families of conformal Ricci flat metrics.

Resumen

En este trabajo analizamos la ecuacion conforme Einstein

1
(n —2)Hes, +¢p = E{(n —2)Ap + o7}y

para los espacios pseudo-riemannianos homogéneos no reductivos de dimension 4. Deter-
minamos explicitamente qué variedades homogéneas no reductivas son conforme Einstein
y damos todas las posibles métricas conforme Einstein en cada caso. En particular, las
métricas Einstein en cada clase conforme son Ricci llanas y, en algunos casos, encontramos
familias dos y tres paramétricas de métricas conformes Ricci llanas.

Resumo

Neste traballo analizamos a ecuacién conforme Einstein
1
(n —2)Hes, +pp = —{(n = 2)Ap+¢7}g

para os espazos pseudo-riemannianos homoxéneos non reductivos de dimension 4. Determi-
namos explicitamente que variedades homoxéneas non reductivas son conforme Einstein e
damos todalas posibles métricas conforme Einstein en cada caso. En particular, as métricas
Einstein en cada clase conforme son Ricci chés e, nalgins casos, atopamos familias dous e
tres paramétricas de métricas conformes Ricci chas.






Introduccion

Dentro de la geometria pseudo-riemanniana existen diversos espacios que son de gran
importancia por su riqueza fisica y/o geométrica, los espacios Einstein son un ejemplo
de ello. Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) de dimension n > 3 se dice un espacio
Einstein si el tensor de Ricci p es un miultiplo escalar del tensor métrico g y, en este caso,
la métrica se denomina métrica Einstein. La existencia de métricas Einstein sobre una
variedad dada es todavia un problema abierto. Una técnica habitualmente utilizada en
geometria pseudo-riemanniana, con el fin de mejorar el comportamiento de una métrica
dada, consiste en perturbar la métrica inicial, de forma que se pueda controlar su curvatura
de Ricci. Las deformaciones conformes han mostrado su utilidad en numerosos problemas
por lo que, desde el trabajo inicial de Brinkmann [9], se viene estudiando la existencia de
métricas Finstein en la clase conforme de una métrica dada.

En dimension dos, toda métrica posee un representante de Einstein en su clase conforme.
En dimension tres el problema es equivalente al caracter localmente conformemente llano
de la variedad, lo que puede caracterizarse mediante la anulaciéon del tensor de Cotton,
resultando una ecuaciéon tensorial. En dimensiones superiores Brinkmann ha probado que,
si existe una métrica Einstein en la clase conforme, entonces la deformaciéon conforme viene
determinada por la ecuaciéon

1
(n —2) Hes, +pp = 5{(71 —2)Ap + T}y,

donde Hes, y A¢ denotan el Hessiano y el Laplaciano respectivamente de la funcion ¢ €
C®(M).

A pesar de la aparente simplicidad, la ecuaciéon conforme Einstein es muy compleja y su
integracion resulta extraordinariamente complicada. El hecho de tener traza nula al igual
que divergencia cero, complica la obtenciéon de informacién sobre la geometria subyacente.

Centrandonos en el caso de dimensién cuatro, la situacién mas sencilla en la que la exis-
tencia de métricas conforme Einstein es no trivial, Kozameh, Newman y Tod [29] mostraron
que el problema consta de dos condiciones independientes. Una de esas condiciones es la
anulacion del tensor de Bach. El origen del tensor de Bach [3] surge como una condicion
de integrabilidad para que un espacio de dimensién 4 sea conforme a un espacio Einstein.
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Este tensor se construye de manera puramente geométrica y por lo tanto captura las ca-
racteristicas necesarias para que un espacio sea conforme Einstein de manera intrinseca.
Gover y Nurowski [26] obtuvieron algunas obstrucciones tensoriales para que una métrica
sea conforme Einstein bajo ciertas condiciones de no degeneraciéon para el tensor de Weyl
conforme. Hoy en dia es un problema abierto caracterizar las variedades conforme Einstein
mediante ecuaciones tensoriales.

La existencia de métricas Einstein es mas sencilla de abordar para variedades homo-
géneas, en cuyo caso el sistema de ecuaciones en derivadas parciales se reduce a un sis-
tema de ecuaciones algebraicas (generalmente sobredeterminado). Una variedad pseudo-
riemanniana homogénea (M, g) se dice reductiva si puede realizarse como el cociente
M = G/H tal que el algebra de Lie g de G puede descomponerse como la suma directa
g = h @ m donde m es un subespacio Ad(H)-invariante de g. Las variedades pseudo-
riemannianas homogéneas en dimension 2 y 3 son reductivas pero existen variedades
pseudo-riemannianas homogénas en dimension 4 con métricas tanto Lorentzianas como de
signatura neutra (2,2) que son no reductivas. Las variedades pseudo-riemannianas homo-
géneas no reductivas de dimension 4 fueron clasificadas por Fels y Renner [20] en términos
de sus correspondientes algebras de Lie no reductivas. Después de la clasificacion de Fels
y Renner, las propiedades geométricas de estos espacios han sido intensamente estudiadas
bajo distintos puntos de vista. Es importante senalar que, si bien la geometria de los espa-
cios homogéneos pseudo-riemannianos reductivos presenta un alto grado de similitud con
sus analogos Riemannianos, los espacios homogéneos no reductivos se corresponden con
una situaciéon estrictamente pseudo-riemanniana, sin analogo definido positivo.

El proposito en este trabajo es analizar la ecuacion conforme Einstein para los espacios
homogéneos no reductivos pseudo-riemannianos de dimension 4, resolviendo explicitamente
el problema de existencia de métricas conforme Einstein y dando todas las posibles métricas
conforme Einstein en cada caso. Es importante senalar que todas las métricas Einstein
dentro de cada clase conforme son Ricci llanas. Ademés, mostramos la existencia de familias
2 y 3 paramétricas de métricas conformes que son Ricci llanas en algunos casos.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 fijamos las conven-
ciones y notaciones a utilizar durante todo el trabajo. Introducimos los tensores de Weyl,
Cotton y Bach, asimismo damos las condiciones para que exista una descomposicion de
los tensores curvatura algebraicos. En el Capitulo 2 definimos la descomposicion reductiva
de una variedad homogénea e introducimos la clasificacion de Fels y Renner [20] sobre las
variedades pseudo-riemannianas homogéneas no reductivas de dimension 4. Damos tam-
bién la descripciéon explicita en coordenadas globales de cada una de las métricas. En la
clasificacion de Fels y Renner existen algunas otras posibilidades que no son tomadas en
cuenta, por ello en la ultima parte de este capitulo damos algunos resultados sobre la
geometria de estos espacios, llegando asi a nuestro teorema principal donde damos las con-
diciones necesarias y suficientes para que un espacio homogéneo no reductivo de dimension
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4 sea conforme Einstein. En el Capitulo 3 determinamos algunos hechos importantes sobre
la curvatura de los espacios homogéneos no reductivos, analizando los tensores de Ricci,
Weyl, Cotton y Bach caso por caso. Finalmente en el Capitulo 4 damos la prueba del teo-
rema principal determinando asi qué variedades homogénas no reductivas de dimension 4
contienen una métrica Einstein en su clase conforme y obtenemos explicitamente la forma
de la métrica conforme de Einstein.

Los resultados originales de este trabajo estan recogidos en la referencia [17].






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijaremos la notacién que utilizaremos a lo largo del trabajo y daremos
las definiciones que motivan el estudio de los capitulos posteriores. Los resultados que
se encuentran en este capitulo se detallan en la bibliografia, por lo que omitiremos las
demostraciones.

1.1. Variedades pseudo-riemannianas

Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) es una variedad diferenciable M de dimension
n equipada con un tensor métrico, es decir, es un tensor de tipo (0,2) simétrico y no
degenerado, de signatura (n — v, v). Dado un vector distinto de cero v € T,M, diremos que
el vector es temporal si g(v,v) < 0, espacial si g(v,v) > 0y nulo (o luminoso) si g(v,v) = 0.
Denotaremos por S, (M), S;F (M), S)(M) alos conjuntos de vectores unitarios temporales,
espaciales y nulos respectivamente.

Recordemos que la signatura de la métrica g es el par (n—v, v) tal que n—v es el nimero
de valores propios negativos y v el de positivos de la matriz asociada a g. Asi, por ejemplo
una variedad pseudo-riemanniana (M, g) n-dimensional es Riemanniana si tiene signatura

(0,n), es Lorentziana si tiene signatura (1,7 — 1). Ademaés, si n es par y consideramos a g
203
Denotaremos por T'M y T*M a los fibrados tangente y cotangente de la variedad

con signatura (2, 2), se dice que la variedad tiene signatura neutra.
respectivamente. Sea X(M) el espacio de todos los campos de vectores tangentes a M, los
campos de vectores los representaremos por letras mayusculas X,Y, Z,... y los vectores
tangentes a cada punto de la variedad por letras mintsculas x,y, z, . . .

Para toda variedad pseudo-riemanniana (M, g) existe una tnica conexion lineal adap-
tada V, que es libre de torsion, esto es,

VXY—VyX—[X,Y]:(L Vg:()

13
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Esta conexion recibe el nombre de conexion de Levi-Civita y es la inica conexién simétrica
que hace paralela a la métrica g. La formula de Koszul nos da la expresion de tal conexion
como:

29(VxY,Z) = X(g(Y,2)) +Y(9(X, 2)) — Z(9(X,Y))
+ 9(X,[Z2,Y]) +9(Y,[Z, X]) + 9(Z,[X,Y]),

donde X, Y, Z € X(M)y [, -] representa el corchete de Lie. La conexion puede caracterizarse
a partir de los simbolos de Christoffel. Dada una carta local (z',...,z") definimos los
simbolos de Christoffel de primera especie por

.. — 1 (aglj Ogu; agij)
=5 )

oxt  Oxd  Oxt
y los simbolos de Christoffel de segunda especie por
Ffj = gklrijh
donde g*¥ denota la matriz inversa de gn5. De esta forma tenemos que
Vo ,0p = Ffj@mk,

0
ort’

con Oy :=

1.2. Operadores diferenciales

Sean (M, g) una variedad pseudo-riemanniana y f: M — R una funcion diferenciable.
Definimos el operador gradiente en M como V: C*(M) — X(M) de tal manera que V f
esta determinado por:

g(VF,X) = X(f), X ex(M).

En términos de un sistema de coordenadas locales (z',...,2") en M, el gradiente de la
funcion f se puede expresar como:

Vf= En:g““a—f 0

, oxk Ozt
i,k=1

El operador Hessiano de f se define como el endomorfismo hy: X(M) — X(M) dado
por su segunda diferencial covariante

hy(X) = Vx(Vf).
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A partir de éste podemos definir un tensor de tipo (0, 2) simétrico al que llamaremos tensor
Hessiano, que denotaremos por Hesy tal que

Hes((X,Y) = XY [ — (VxY)f = g(Vx(Vf).Y).

En términos de un sistema de coordenadas locales podemos expresar el Hessiano como

D *f 1 ., (0g; 0Og; Og;\ Of
Hes;(0x',027) = S D2l + 29 (&vl T ori 8$j> oxk

Ox' I U Pk
Definimos la divergencia de un campo de vectores X como la traza del operador VX,
siendo este el endomorfismo que a cada Z € X(M) le hace corresponder VX, es decir,

divX =tr VX.

n

Si{E,..., E,} es una referencial ortonormal div X = Z €; Vg, X y definimos la divergen-
i=1
cia de un campo de tensores T" de tipo (0, s) a partir de la traza de VT, como

n

divT(Xy,..., Xe) =Y a(Ve ) (X1, ... . X0, ), Xi,..., X1 € X(M),

i=1

donde €¢; = g(FE;, E;). Observemos que la definicion es independiente de la referencia que
se elija.

1.3. El tensor de curvatura

Dada la conexioén de Levi-Civita, definimos el operador curvatura R o tensor de curva-
tura de tipo (1,3) como:

R(X,Y)Z =Vxy) — [Vx,Vy]Z

y definimos el tensor de curvatura de tipo (0,4) por
R(X,Y,Z,V)=g(R(X,Y)Z, V).

El tensor de curvatura presenta las siguientes simetrias algebraicas:

a) R(X,Y,Z,V)=-R(Y,X,Z,V) = -R(X,Y,V, Z),
b)) R(X,Y,ZV)+R(Y,Z,X,V)+R(Z X,Y,V) =0, (1.1)
) RIX,)Y,Z,V)=R(ZV,X,Y),
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y la identidad diferencial
d) (VxR)Y,Z,UV)+ (VyR)(Z, X, U V)+ (VR)(X,Y,U, V) =0.

Las identidades b) y d) se conocen como primera y segunda identidad de Bianchi respec-
tivamente. Un tensor de tipo (0,4) se dice tensor de curvatura algebraico si verifica las
simetrias .

La curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) es una funcion real K
definida sobre la Grasmanniana de 2-planos:

R(x,y,r,y)
g(z,2)9(y,y) — g(x,y)?

K(m) =

para todo 2-plano m = ({z,y}) en T,,M. En el caso pseudo-riemanniano nos restringimos a
la Grasmanniana de 2-planos no degenerados, es decir, donde g(x, x)g(y,y) — g(z,y)? # 0.
Cuando k() es independiente de m C T),M, podemos escribir el tensor de curvatura como:

R(z,y,2,v) = kR°(z,y, 2,v)
donde el tensor curvatura R° se conoce como el tensor de curvatura estindar y viene dado
por
R()(J], Y, z, U) = g(x, Z)g(y7 U) - g(y’ Z)g(l’, U)'

La segunda identidad de Bianchi garantiza que k es necesariamente constante si M es
conexa y dim M > 3.

A partir del tensor de curvatura, aparecen de forma natural ciertos tensores que pode-
mos definir para cualquier punto p de la variedad (M, g). Denotamos por p al tensor de
Ricci de tipo (0,2) que se define como

p(z,y) = tr{z = R(z,2)y}

y el operador de Ricci, que denotaremos por Ric, se define como el tensor de tipo (1,1) tal
que g(Ric(X),Y) = p(X,Y). Asimismo definimos la curvatura escalar T por

7 = tr Ric.

Dada una base arbitraria {ey,...,e,} de T,M, donde g;; = g(e;, e;), el tensor de Ricci y la
curvatura escalar se expresan como:

p(%?J) = Z gin<x>eiay7€j)a T = Z gijp(eivej)'

i,j=1 i,j=1
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1.4. El tensor de Weyl

Definimos el producto Kulkarni-Nomizu de dos formas bilineales simétricas D y B

como:
(D ® B)(X,Y,Z,V) =D(X, Z)B(Y,V) + D(Y,Y)B(X, Z)
— DX, V)B(Y,Z)—-D(Y,Z)B(X,V),
con X,Y,Z V € X(M), obteniendo un tensor de tipo (0,4) que satisface las propiedades
algebraicas de curvatura.

Definicioén 1.1. El tensor de Schouten & de una variedad pseudo-riemanniana n-dimensional
(M, g) se define como el tensor de tipo (0,2) simétrico:

El significado geométrico de este tensor aparece en el estudio de la geometria conforme.
A partir del producto de Kulkarni-Nomizu del tensor de Shouten y del tensor de curvatura
obtenemos el tensor de Weyl.

Definicion 1.2. El tensor de Weyl W de una variedad pseudo-riemanniana (M, g) se
define como el tensor de tipo (0,4):

W=R-60y.

Explicitamente lo podemos expresar como
T

){g(xa Z)Q(Z/a U) - g(ya z)g(x,v)}
1
n—2
para todo z,y, z,v € T,M.
Otro tensor que nos sera de utilidad en los capitulos posteriores, es el tensor de Cotton.

{o(x, 2)g(y,v) — py, 2)g(z,v) + p(y,v)g(z, 2) — p(x,v)g(y, 2)},

Definiciéon 1.3. El tensor de Cotton € de una variedad pseudo-riemanniana n-dimensional
(M, g) se define como

1
2(n—1)

Este tensor mide la falta de simetria en la derivada covariante del tensor de Schouten,

C(X,Y.Z) = (Vxp)(Y,Z) — (Vyp)(X, Z) — [(X(r)g(Y,Z2) = Y(r)g9(X, Z)].

pues
CX,Y,Z) = (n=2)[(VxE)(Y,Z) — (Vy6)(X, Z)].

Ademas el tensor de Cotton esta determinado por la divergencia del tensor de Weyl de la

siguiente manera:
n—3

(divW)(X,Y, Z) Se(X.Y.Z).

n —
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1.5. Meétricas conforme Einstein

Una aplicacion conforme entre dos variedades pseudo-riemannianas (M, g) y (M, ) es
una aplicacion diferenciable F': (M, g) — (M,q) con la propiedad F*g = ¢ 2g, para una
funcién diferenciable ¢: M — R distinta de cero en todo punto, es decir,

Jre) (F*(p) X, F*(p)Y) = ¢ %(p)gp(X,Y),  Vpe M,

para todo X,Y € X(M). En particular, las isometrias son aplicaciones conformes para
¢ = 1. Diremos que dos variedades pseudo-riemannianas son conformes si existe una
aplicacion conforme entre ellas. Esta nocion define una relacion de equivalencia en el espacio
de variedades. Denotamos con [g] la clase conforme de una métrica pseudo-riemanniana.

Teorema 1.4. [30] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimensionn yp: M —
R una funcion diferenciable no nula en cada punto. Si consideramos en M la métrica dada
por g = o 2g, entonces podemos relacionar los siguientes elementos de (M, g) y (M,q) de
la siguiente manera:

1. SiVy V son las coneziones de Levi-Civita de g y g respectivamente, entonces

VyY = VyY = —X(logp)Y — Y (log )X + g(X,Y)V(log ).

2. SiR, R denotan los tensores de curvatura de tipo (0,4) de g y g respectivamente,
entonces

R(X,Y)Z —R(X,Y)Z =(VxV(logp), Z)Y + (VyV(log ¢), Z) X
, Z)VyV(logp) + (Y, Z)VxV(log ¢)

(
—(X
(Ylog p)(Z log p) X — (X logp)(Zlog )Y
—(
(

_I_

V(log ), V(log¢)) - Ri(X,Y)Z
+(Xlogp)(Y, Z) — (Yogp)(X, Z))V log ¢.

3. Si p yp son los tensores de Ricci de g y g respectivamente, entonces

p—p=¢ ((n—2) pHes, +(pAp — (n = 1)[|Vep|*)g),

donde Ay = trHes,, es el Laplaciano.

Una variedad pseudo-riemanniana de dimensiéon n > 3 se dice un espacio Einstein si
el tensor de Ricci es un multiplo del tensor métrico. En este caso, la métrica se denomina
métrica Finstein

p = Ag. (1.2)
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. T .
Tomando trazas en la Ecuacion (1.2]) tenemos que A = — y se sigue de la segunda
n
identidad de Bianchi que 7 = constante si M es conexa y dimensién M > 3. El siguiente
resultado nos dice como se comportan las métricas Einstein bajo las aplicaciones conformes.

Lema 1.5. [31] En dimension n > 3, una aplicacion conforme ¢ aplica una métrica
Einstein g en otra métrica Einstein g = p~2g, si y sdlo si Hes, = —spg.
n

En particular para n = 4, en el caso riemanniano todo espacio Einstein es de curvatura
seccional constante si admite una aplicacion conforme no trivial sobre otro espacio Einstein
(ver [10]).

Definicién 1.6. Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) se dice conforme Einstein si
para todo punto p € M existe una vecindad U y una métrica conformemente equivalente
(U,g = ¢ %g) de Einstein, para algin ¢: U — R.

Teorema 1.7. [9] Una variedad es conforme FEinstein si y sdlo si la siguiente ecuacion
tiene solucion positiva:

1
(n —2) Hes, +pp = —((n = 2)Ap + ¢T)g. (1.3)
A esta ecuacion se le denomina ecuacidén conforme Einstein.

Aunque en dimensiéon 2 la ecuacion es trivial, en dimensiones superiores la integracion
de la Ecuacion (1.3]) es sorprendentemente dificil. En dimension 3, (M, g) es conforme
Einstein si y solo si, es localmente conformemente llana. Sin embargo, en dimension > 4,
existen ejemplos de variedades conforme Einstein que no son localmente conformemente
llanas. La Ecuacion (1.3) implica que los espacios propios de Hes,, deben coincidir con los
espacios propios dados por el tensor de Ricci p. Por lo tanto, los valores propios de Hes,
estan determinados por los valores propios de p y por ¢.

1.6. Autodualidad

En esta secccion introducimos los conceptos de auto-dualidad y anti-autodualidad, los
cuales se obtienen a partir del tensor de curvatura. Estamos interesados en variedades
de dimension 4 y en esta dimension el tensor de curvatura presenta una descomposicion

peculiar.
Dado un R-espacio vectorial V' de dimension n con base {e1, ..., e,}, un bivector de V
es un elemento de la forma
n
E aijei A 6]‘
ij=1

con a;; € R,1 <14,5 <n. Al conjunto formado por todos los elementos de esta forma se le
conoce como el espacio de bivectores A?(V) y tiene las siguientes propiedades:
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L] €i/\€j:—€j/\€iy€i/\€i:0 VZ,j € {1,,”}
» El conjunto e; Aeg,...,e1 Aep,ea Aes,... e, 1 Ae, forma una base de A?(V).

En consecuencia, el espacio A?(V) tiene estructura de espacio vectorial de dimension
n(n —1)
2

COINo:

. Definimos el producto wedge de dos elementos z,y € V, con x = z'e;,y = y’e;

TNy = <ixiei> A <iyjej)
i=1 j=1

= Z(xiyj — 2y )e; Nej € AV

i<j
A pesar de que la construccion que usaremos es valida en general para cualquier espacio

vectorial dotado con un producto escalar, nos interesa el caso en el que el espacio vectorial
es el espacio tangente en un punto de una variedad pseudo-riemanniana.

Lema 1.8. [30] Dado un espacio vectorial V' de dimension n y un producto escalar (-, -)
que denotaremos por (V,{-,-)), la aplicacion <,>: A’V x A>’V — R

< -I'AyaZ/\t>>: <:U7Z><y7t> - <x,t><y, Z>7

es un producto escalar en A*V. Ademds, si {e1,...,e,} es una base ortonormal de V,
también lo serd la base dada por los elementos e; N e; (i < j) con la métrica que induce
este producto en A2V,

Observacion 1.9. El producto escalar definido en el Lema [I.§] tiene la siguiente relacion:
0
R(xayvxay):<<x/\yyx/\y>>, .T,yGTpM.

Lema 1.10. [30] El espacio de los endomorfismos de A*V tiene el siguiente producto
escalar:
< A, B >:=tr(AoB).

Consideremos (V, (-, -)) un espacio vectorial de dimensioén 4 con signatura (2,2) y sea
B = {ey, €9, €3, 4} una base ortonormal de V. Sea A%V con la métrica <, >> de tal manera
que A%V tiene dimension 6. Para calcular la signatura de A2V consideramos la base inducida
por los elementos de B, es decir,

BA = {61 A\ €9, €1 A €3, €1 A €4, €9 A €3, €9 A\ €4, €3 A\ 64},

y basta hacer el producto escalar de cada elemento de la base por si mismo, pues el Lema
m nos garantiza que esta base es ortonormal:

K ep Neg, ep Ney >= (e, e1)(ea, ea) — (€1, €a)(e2,€1) = €169
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<L eyp Neg,ep Neg >= (eg,er)(es, e3) — (e1,e3){es, e1) = €1€3
L ep Neg,ep Ney >= (e1,er)(eq, eq) — (€1, e4)(€q,€1) = €164
K ey Neg,ea Aez >= (e, e9)(eg, e3) — (eq, e3)(e3, €2) = €263
K ey Ney,ea Ney >= (e, e3)(eyq,e4) — (€, e4)(€y, €2) = €264

< e3 A €4, €3 N ey >= <€3, €3><€4, 64> — <€3, 64><64, €3> = €3€4

donde €; = (e;, €;). Para cualquier combinacion posible de signos, siempre que la métrica
(-,-) tenga signatura neutra, la nueva métrica tendra signatura (4,2). En particular, todo
elemento de dicha matriz sera de la forma €;0;;. Sea {e1, e2, 3, €4} una base ortonormal de
V', podemos definir el elemento e; A es A e3 A e4 de manera anédloga a la forma en la que
definimos los elementos de A2V. En este caso, el espacio que se obtiene es de dimension 1
y el elemento

vi=e  Ney NegAey

es un generador que recibe el nombre de elemento de volumen. Ademés, dada una base
ortonormal, solo existen dos posibles elementos de volumen distintos.

Definicion 1.11. En las condiciones anteriores, el operador estrella de Hodge % se define
como el endomorfismo
x: A2V = A%V, v Hy,

tal que si a, B € A2V entonces a A+ =< o, B> v.
Este operador cumple las siguientes propiedades en signatura Riemanniana o neutra:
a) x2 = Idpey,
b) * es un operador autoadjunto.

Notemos que tales propiedades dependen de las distintas signaturas del producto escalar.
En la base e; A e; tenemos que:

*(61 A\ 62) = ez€4€3 N\ €4, *(61 A\ 63) = —€9€4€0 N\ €4, *(61 A 64) = €9€3€9 N\ €3,

y los elementos restantes se obtienen ya que x> = Ids2y . Usando nuevamente este hecho,
los valores propios asociados son 1 6 —1. Nuestro objetivo ahora es descomponer el espacio

A%V como suma directa de los espacios asociados a tales valores del operador estrella de
Hodge.

Proposicién 1.12. El espacio AV puede realizarse como la suma directa de los espacios
NV ={a eV |[+xa=a}, NV ={aecAV|xa=—a},

a A2V se le denomina espacio de 2-formas autoduales y a A2V espacio de 2-formas anti-
autoduales.
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1.6.1. Descomposicion de la curvatura

El siguiente resultado proporciona una descomposicion de los tensores curvatura alge-
braicos que, a su vez, motiva los tensores introducidos anteriormente.

Teorema 1.13. [30] Un tensor curvatura algebraico A en un espacio vectorial con producto
interior (V,(-,-)) se descompone como

A=Us+ 34+ Wy

siendo .
Uy = m(‘a JJOXCDE
0= (pa=200) @ ()

WA:A_L[A_SA:A_GA®<'7'>)

donde pa, Ta y G4 son el tensor de Ricci, la curvatura escalar y el tensor de Schouten
asociados a la curvatura algebraica de A respectivamente.

Por otro lado, los Lemas y nos permiten relacionar cada tensor curvatura alge-
braico en (V, (-,+)) con un tnico endomorfismo autoadjunto en (A?V, <, >>) de la siguiente
manera. Dado un tensor de curvatura A, se define el endomorfismo A: A2V — A2V por

< g(a: ANY),z Aw > = A(z,y,z,w) Yr,y,z,w € T,M,
de tal manera que A queda completamente determinado por A. Reciprocamente podemos

determinar un tensor de curvatura A a partir de un endomorfismo autoadjunto.

Observacion 1.14. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto formado por los
tensores curvatura algebraicos A, y el conjunto de endomorfismos autoadjuntos de A2V, A,
que verifican

CAXANY),ZANT >+ <AYNZ),XANT>+<AZANX),Y AT > =0.

En particular, el tensor curvatura estandar A° se corresponde con el endomorfismo Id,:.

Por lo tanto, si consideramos el operador curvatura asociado a cada tensor de curvatura
algebraico A en (V (-, -)), dicho operador puede interpretarse como un endomorfismo A del
espacio de 2-formas A?(V). De este modo, las componentes 4, 34, W4 del Teorema m
se corresponden con las componentes ortogonales siguientes:

= i{4 es la proyeccion ortogonal en el espacio de tensores curvatura algebraicos de
curvatura seccional constante.
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= La anulacion de la componente 34 se corresponde con los tensores curvatura alge-
braicos de Einstein.

= En dimension n > 4, la anulacién de la componente W, representa los tensores
curvatura algebraico localmente conformemente llanos. Dichos tensores estan com-
pletamente determinados por sus correspondientes tensores de Ricci.

Gracias a que el tensor W es un tensor de tipo (0,4) que satisface todas las propiedades
algebraicas de la curvatura dadas en la Ecuacion (1.1)), se le puede asociar un endomorfismo
W: A2V — A2V, de tal manera que

< W(x AY),z ANt >=W(x,y,z,t).

Definiciéon 1.15. Sea (V (-, -)) un espacio vectorial de dimension 4 con signatura neutra.
Se dice que V' es autodual si W(A2V) =0y es anti-autodual st W(AZV) = 0.

Denotaremos por Wi a la restriccion de W a ALV y por Wy al tensor de curvatura
algebraico asociado, de tal forma que si la variedad es autodual (o anti-autodual) tenemos
que W~ =0 (o Wt =0).

Definicién 1.16. Un tensor curvatura algebraico A se dice conformemente llano si W4 = 0
y A se dice semi-conformemente llano si éste es autodual (W, = 0) o anti-autodual
(Wi =0).

Lema 1.17. [II] En las condiciones de la definicion anterior, (V,{-,-), A) es autodual si y
sdlo si respecto a una base ortonormal {e1, eq, e3,€4} se verifica que para todo x,y € V:

Waler, i, 7,y) = oyrejeeWale;, ex, 7, 9),
con {i,j,k} =1{2,3,4} y oijx la signatura de la permutacion correspondiente.

Como estamos interesados en variedades pseudo-riemannianas, podemos reformular la
condicion de autodualidad del lema anterior para una base pseudo-ortonormal {¢, u, v, w}.
Supongamos que la matriz que representa al tensor de la métrica g en nuestra base tiene
la siguiente forma:

1
0
0

S = O

(1.4)

_— o O
—_ o O O

0 00

entonces, todos los productos posibles entre los elementos de la referencia son cero salvo
(t,v)y = (v,t) = (u,w) = (w,u) = 1. A este tipo de referencia se le conoce como pseudo-
ortonormal.
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Lema 1.18. [1I] En las mismas condiciones, (V,(-,-), A) es autodual si y sdlo si, respecto
a una base pseudo-ortonormal {t, u, v, w} de la forma (1.4), se verifica que para todo
x,yeV:

Walt,v,z,y) = Walu,w,z,y),
WA<t7w7$7y) = O’
WA(U,U,ZL’,?/) = 0

Definicion 1.19. Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 y signatura
neutra. Diremos que M es autodual (o anti-autodual) si para todo p € M, (T,M, g,,R,) es
autodual (o anti-autodual). En tal caso, diremos que (M, g) es semi-conformemente llana.

1.6.2. Autodualidad y el tensor de Cotton
A partir de los Lemas [I.17] y [.1§ obtenemos los siguientes resultados.

Lema 1.20. [41] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 y signatura
neutra. Si M es autodual entonces para toda base ortonormal {ey, €3, e3,e4} de T,M y para
todo z € T,M se tiene

ey, €, 2) = oijieiexC(e;, €k, 2).

Lema 1.21. [41] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 y signatura
neutra. Si M es autodual entonces para toda base pseudo-ortonormal {t,u,v,w} € T,M y
para toda z € T,M se tiene

C(t,v,2) = €(u,w,z),
Q:(t7 w? Z) = 07
C(u,v,2) =

1.7. El operador de Jacobi

La importancia del tensor de curvatura se debe al hecho de que éste codifica la mayor
parte de la geometria de una variedad. Sin embargo, su complejidad motiva su estudio
a partir de ciertos operadores que se definen a partir del propio tensor, por ejemplo el
operador de Jacobi.

Definicién 1.22. Sea V' un espacio vectorial dotado de un producto interior (-,-) y A un
tensor curvatura algebraico sobre V. Dado z € V fijo, el operador de Jacobi asociado a z
se define como la aplicacion lineal

Ja(z2): V=V, Jaz)(x) = (A(-,2)2)z = Az, 2)=.
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Es posible restringir el dominio de este operador a z*. Por las propiedades de curvatura
para z # 0, (A(z,2)z,2) = A(x,2,2,2) = 0 por lo tanto A(x,2)z € 2+ y A(z,2)z = 0.
Observemos que este operador es autoadjunto, en efecto:

(Ja(2)(@),y) = (A=, 2)z,y)
= Az, z, 2,y)

Aly, 2z, z,x)

= (A(y,2)z,z)

= (z,J4(2)(y))-

Notemos también que si z € S(V), Ja(z) es el operador de Jacobiy {xy,..., 2,1} es
una base ortonormal para z*, entonces

tr Ja(z) = i(xi, i) (Ja(2)ws, 24),
- Z(J;i,xiﬂA(xi,z)z,xi),
= p(z,z).

Si x € 2+ es un vector unitario no nulo, entonces el plano m = ({z, z}) es un plano no dege-
nerado de V, esto es, la restriccion de (-, ) al plano 7 es no degenerada. En consecuencia,
la curvatura seccional de 7 es:

B (A(z,2)z, )
K(m) = (x,2)(z,2) — (x,2)?
(Ja(z)z, )

(z,7)(z,2)
En particular, si nos restringimos al caso definido positivo, los autovalores del operador de

Jacobi representan los valores extremos de la curvatura seccional de todos los planos que
contienen a z.

1.7.1. Variedades de Osserman

Sea A un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial con producto interior
(V, (-, -)) de signatura (v,n—v). Diremos que (V, (-, -), A) es espacial Osserman (respec-
tivamente temporal Osserman) si los autovalores, posiblemente complejos, del operador de
Jacobi asociado J4 son constantes en la pseudo-esfera espacial ST(V) (respectivamente,
en la pseudo-esfera temporal S™(V)). Asumiendo v > 0 y n — v > 0, ambas condiciones
son equivalentes [2I]. En lo que sigue cuando una de las anteriores condiciones se satisfaga
diremos que (V, (-, -), A) es Osserman.
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En un contexto puramente geométrico debemos diferenciar en primer lugar entre las
condiciones de Osserman puntual y global. Diremos que una variedad pseudo-riemanniana
(M, g) es puntualmente Osserman si los autovalores de los operadores de Jacobi Ja(x) no
dependen del vector espacial unitario x € S; (M) pero pueden cambiar de punto a punto.
En el caso en que los autovalores de los operadores de Jacobi no varien de un punto a otro di-
remos que (M, g) es globalmente Osserman. Claramente toda variedad pseudo-riemanniana
isotropica es globalmente Osserman. De este modo, los espacios de curvatura constante, las
variedades Kéahler de curvatura seccional holomorfa constante o las variedades para-Kéhler
de curvatura seccional paraholomorfa constante son ejemplos de variedades globalmente
Osserman.

Dado que el tensor de Ricci de una variedad pseudo-riemanniana se obtiene a partir
de la traza de los operadores de Jacobi p(x,x) = tr Ja(z), toda variedad puntualmente
Osserman es necesariamente de Einstein y en consecuencia tiene curvatura seccional cons-
tante en dimension dos y tres. En tal caso las condiciones de ser puntual y globalmente
Osserman resultan equivalentes. Por lo tanto, la dimensiéon mas baja en la que la condicion
de Osserman no es trivial es para n = 4.

Motivado por el hecho de que la condicién de Osserman no es invariante por transfor-
maciones conformes, en [6] se ha iniciado el estudio de las variedades conforme Osserman
como aquellas que verifican la condiciéon puntual de Osserman para el operador de Jacobi
asociado al tensor de Weyl Jw(z) = W(-, z )z. Dado que el tensor de Weyl de tipo (1, 3)
es invariante por transformaciones conformes y que estas simplemente producen un res-
calamiento de la pseudo-esfera espacial o temporal unitaria en cada espacio tangente, la
condicién de Osserman conforme es invariante por transformaciones conformes.

Como el tensor curvatura de Weyl se anula en dimensién tres, las variedades conforme
Osserman son no triviales a partir de dimensién n = 4. Ademas, en tal dimension se han
caracterizado de la siguiente forma

Teorema 1.23. [2] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4. Entonces
(M, g) es conforme Osserman si y sélo si es autodual o anti-autodual.

Es importante senalar que la propiedad conforme Osserman no proporciona informacion
sobre el tensor de Ricci, dado que la traza del tensor de Weyl es nula. Como consecuencia
del resultado anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.24. [25] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4. Enton-
ces (M, g) es puntualmente Osserman si y solo si es Einstein y autodual o anti-autodual.

Aunque la descripcion de las variedades de Osserman es todavia un problema abierto,
en ciertas situaciones se conoce una clasificacion completa.
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Teorema 1.25. [I8] Sea (M, g) una variedad globalmente Osserman Riemanniana de di-
mension 4. Entonces (M, g) es localmente isométrica a un espacio de curvatura seccional
constante o una variedad Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante.

Es importante puntualizar respecto al resultado anterior que no se conoce todavia una
respuesta si se reemplaza la condicion global de Osserman por la condiciéon puntual. De
hecho, existe un buen ntumero de ejemplos de variedades puntualmente Osserman que
no son globalmente Osserman (ver [19]). En contraposicion, la situacion Lorentziana es
extremadamente rigida, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.26. [5], 21| Sea (M, g) una variedad Lorentziana. Entonces (M, g) es puntual-
mente Osserman si y solo si es de curvatura seccional constante.

1.8. El tensor de Bach

Sea § = ¢~ 2¢ una métrica conformemente equivalente y sea ¢ = e?. Denotemos por VNV
y div W al tensor de Weyl y su divergencia respectivamente con respecto a la métrica g. El
comportamiento conforme de la divergencia del tensor de Weyl esta dado por la siguiente

ecuacion:
divWW(X,Y,Z) = (divW)(X,Y, Z2) + (B3 —n)W(X,Y, Z, Vo).
Si ¢ = e ?%g es una métrica Einstein, entonces

divaW(-,-,-) + (3 = m)W(-,-,~ V) = 0 (1.5)

pues una variedad Einstein pseudo-riemanniana de dimensién mayor igual a 4 tiene tensor
de Weyl armoénico (ver [31]). Sea {Ey, Es, . .., E,} una base ortonormal con g(E;, E;) = €;0;;
y € € {£1}. Para el tensor de Ricci p, denotemos por W|p| el siguiente tensor de tipo
(0,2):
WII(X,Y) = ee,W(E;, XY, E;)p(E;, Ey).
i,

Si tomamos la divergencia divy con respecto al primer argumento de la Ecuacion ((1.5)),

obtenemos

divy divy W+ Z—:;W[p] —(n—=3)(n —4)Wldé ® dp| = 0,

donde W[d¢ ® d¢|(X,Y) = Z e, W(E;, X, Y, E;)dp(E;) ® dp(E;), lo que motiva la si-
1,J
guiente definicion:

Definicion 1.27. Para una variedad pseudo-riemanniana (M, g) de dimension n > 4,
definimos el tensor de Bach como

~3
B = div, divg W + %W[p].
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La descripcion del tensor de Bach en coordenadas viene dada por
_ kol L g
%z‘j = V"V Wkijl + 5/) sz‘jl;

o equivalentemente

B = " i 9 {nga(va@mj + Z (pk,l Z gkagl’ﬁwiocjﬁ> } .

k,a k=1 a,B=1

En dimension 4, el tensor de Bach es simétrico, con traza cero, divergencia cero y
conformemente invariante, es decir, si § = ¢ 2g, entonces Bz = ¢*B,. Si M es una
variedad compacta, el tensor de Bach es el gradiente del funcional

Wig) = [ WPy,
M
Definicion 1.28. Diremos que una métrica es Bach-llana si se satisafce que 8 = 0.

La condicién anterior es la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional W, en particular
las métricas que son localmente conforme Einstein son métricas Bach-llanas. En el caso
Riemanniano, las métricas semi-conformemente llanas son también Bach llanas pero no son
weakly-generic. Una métrica se dice weakly-generic si W(X, -, -,+) = 0 se cumple si y solo
si X =0, es decir, el tensor de Weyl visto como la aplicacion TM — ®@3T M es inyectiva.

El origen del tensor de Bach [3] se debe a una condicion de integrabilidad para que un
espacio de dimension 4 sea conforme a un espacio Einstein. Si (M, g) es Einstein, se sigue
trivialmente de la Definicion que B = 0. Como B es invariante conforme en dimension
4, toda variedad conforme Einstein de dimension 4 serd necesariamente Bach llana.



Capitulo 2

Espacios homogéneos no reductivos en
dimension 4

En este capitulo estudiaremos la clasificacion de las variedades homogéneas, pseudo-
riemannianas no reductivas de dimension 4 dada por Fels y Renner (ver [20]). En cada caso
M = G/H, especificamos el algebra de Lie g del grupo G, la subalgebra h correspondiente
al subgrupo H y el subespacio complementario m, asi como la expresion en coordenadas
de la métrica.

2.1. Descomposicion reductiva

Una wvariedad homogénea es una variedad M sobre la que acttia por la izquierda un
grupo de Lie G de forma transitiva, es decir, para todo p,q € M existe g € G tal que
gp = q. Por lo tanto, una variedad homogénea puede identificarse con el cociente G/H,
donde H es el subgrupo de isotropia de un punto m € M. El subgrupo H es cerrado pero
no necesariamente conexo. Reciprocamente, cualquier subgrupo cerrado H de un grupo de
Lie G define una variedad homogénea M = G/H tal que la proyeccion natural de G sobre
G/H es diferenciable.

Sea M = (GG/H una variedad homogénea y g, b las dlgebras de Lie de Gy H respecti-
vamente.

Proposicion 2.1. [27] M se dice reductivo si el dlgebra de Lie g puede realizarse como
la suma directa de subespacios vectoriales g = h @ m, donde m es el subespacio Ad(H)-
invariante sobre g, es decir, Ad(H)m C m.

Notese que Ad(H)m C m implica que [h, m] C m. Si H es conexo, [h,m] C m implica
Ad(H)m C m. Ademas si H es compacto, una descomposicion de este tipo siempre existe
ya que es posible tomar m = h1 con respecto a un producto interior Ad(H )-invariante
sobre g.

29
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Definicién 2.2. Una métrica Riemanniana g en G/H se dice G-invariante si la accion
t.:G/H— G/H, t.(sH)=rsH

es una isometria para todo r € G. En este caso diremos que (G/H,g) es un espacio
homogéneo de Riemann.

Si G/ H es un espacio homogéneo reductivo que admite una métrica pseudo-riemmanniana
con G actuando por isometrias, el tensor de curvatura R toma una forma particularmen-
te simple. En este caso, la geometria de estos espacios puede estudiarse mas facilmente.
Por otro lado, se conoce poco sobre la estructura de las variedades homogéneas pseudo-
riemannianas no reductivas. En la siguiente seccion estudiaremos los espacios homogéneos
no reductivos en dimension 4.

2.2. Clasificaciéon de Fels y Renner

Sea M = G/H, denotaremos por (g,h) al par de algebras de Lie correspondientes a
GG y H respectivamente. Las algebras de Lie de dimensiones bajas han sido clasificadas
en [38]. Siguiendo su notacién, seran especialmente relevantes para nuestro trabajo las
correspondientes a:

A}Lg es un algebra de Lie resoluble, donde los productos distintos de cero son:

lea, €3] = €1, [e1,eq] =2e1, [eg,eq] = €2, [e3,e4] = es3.

o As30 es un algebra de Lie resoluble, donde los productos distintos de cero son:
ez, e4] = ey, le3, e4] = e, e, e5] = (a + L)e,
[62,65] = Qeéy, [63765] = (o —1)es, [64765] = €4.

As 36 es un algebra de Lie resoluble, donde lo productos distintos de cero son:
[62, 63] = €1, [61, 64] = €1, [627 64] = €y,
[eg, €5] = —eg, les, e5] = e3.
e Aj;37 es un algebra de Lie resoluble, donde los productos distintos de cero son:

le2, 3] = e, le1, e4] = 2ey, [e2, €4] = €,

[63, 64] = €3, [62765] = —€s, [33, 65] = €2.
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Teorema 2.3. [20] Sea (M,g) una variedad Lorentziana homogénea de dimension 4, donde
H es conexo. Si M es no reductiva, entonces el par (g,h) es isomorfo a uno de la siguiente
lista.

(A1) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 5-dimensional sl(2,R) @ $(2), donde s(2) es el dlge-
bra resoluble 2-dimensional. Existe una base {ey,...,e5} de g, tal que los productos
distintos de cero son:

[617 62] - 2627 [617 63] = _2637 [627 63] = €1, [647 65] = €4.

Las subdlgebras son h = span{h; = e3 + e} y m = span{u; = ej,uy = ey, u3 =

€5,Uy = €3 — €4}.

(A2) El dalgebra de Lie g es la familia 1-paramétrica de algebras de Lie resolubles 5-
dimensionales Ass0. Existe una base {ey, ..., es} de g, tal que los productos distintos
de cero son:

[617 65] = (Oé + 1)61a [62, 64] = €1, [62, 65} = ey,

[63764] = €9, [637 65] = (Oé - 1)637 [647 65} = €4,

donde o € R. Las subdlgebras son h = span{h; = es} y m = span{u; = ej,uy =

€2, U3 = €3, Uq = 65}~

(A3) El dalgebra de Lie g es una de las algebras de Lie 5-dimensionales As 37, Ass6. Existe

una base {ey,...,es} de g, tal que los productos distintos de cero son:
le1, e4] = 2ey, [e2, 3] = ey, le2, e4] = €2,
[62, 65} = —e€es, [63,64] = €3, [63, 65] = €,
con € =1 para As 37 y € = —1 para As36. Las subdlgebras son h = span{h; = ez} y

m = span{u; = ey, Uy = €9, U3z = €4, Uy = €5}.

(A4) FEl dlgebra de Lie g es el algebra de Lie 6-dimensional de Schridinger s1(2,R) x n(3),
donde n(3) es el dlgebra de Heisenberg 3-dimensional. Existe una base {ey, ..., es} de
g, tal que los productos distintos de cero son:

[e1, ea] = 2ey, le1, e3] = —2es, lea, e3] = e, [e1, e4] = e,

le1, e5] = —es, lea, e5] = ey, les, eq] = es, les, €5] = €.

Las subdlgebras son b = span{h; = e3 + e, ha = €5} y m = span{u; = e, uy =
€2,U3 = €3 — €6, Us = 64}~
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(A5) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 7-dimensional sl(2,R) x A},. Eziste una base

{e1,...,e7} de g, tal que los productos distintos de cero son:
[e1, e2] = 2e,, le1, e3] = —2es, le1, e5] = —es, le1, e6] = eg,
e2, €3] = e, le2, €5] = €5, les, e6] = es, leq, e7] = 2ey,
[65, 66] = €4, [657 67] = €5, [667 67] = C¢.

Las subdlgebras son b = span{h; = e; + e7, hg = e3 — ey, hg = e5} y m = span{u; =
e1 — e7,Uy = €2, Uz = €3 + €4, Uy = €5}

El siguiente teorema nos da una lista de algebras cuando la signatura de la variedad es
(2,2).

Teorema 2.4. [20] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana, homogénea de dimension
4 y signatura (2,2), donde H es conexo. Si M es no reductivo, entonces el par (g,h) es

1somorfo a uno de la siguiente lista.

(A1) - (A3) Los correspondientes pares de dlgebras de Lie en el Teorema[2.5

(B1) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 5-dimensional s1(2, R)xR?. Eriste una base {ey, ..., es}
de g, tal que los productos distintos de cero son:

[617 62] = 2627 [617 63] = _2627 [627 63] = €1, [617 64] = €4,

[61765] = —€s, [62765] = €4, [63,64] = €s.
Las subdlgebras son b = span{h; = ez} y m = span{u; = e1,us = €y, U3 = €4, Uy =

65}

(B2) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 6-dimensional de Schridinger sI(2,R) x n(3) como
en (A4) del Teorema con las subdlgebras b = span{h; = ez — eg,hy = e5} y

m = span{u; = ey, Uy = €3, U3 = €3 + €4, Us = €4}.

(B3) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 7-dimensional sl(2,R) x R?* & R. Eziste una base

{e1,...,e7} de g, tal que los productos distintos de cero son:
[617 62] = 2627 [617 63] = _2637 [62) 63] = €1, [617 64] = €4,
[617 65] = —€s, [627 65] = €4, [637 64] = €5.

Las subdlgebras son b = span{h; = e3,hy = e5+ eg} y m = span{u; = e, uy =

€2, U3 = €3,Uq = 64}-

El siguiente teorema nos da una clasificacion completa cuando el espacio es simplemente

conexo.
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Teorema 2.5. [20] Sea (M, g) un espacio homogéneo, pseudo-riemanniano simplemente
conexo, no reductivo de dimension 4, entonces

(i) M es difeomorfo a R*.

(ii) Si G es el grupo de isometrias completo entonces el par de dlgebras de Lie para G/H
es equivalente a una de las dlgebras del Teorema excluyendo a (Ab), o a una de
las dlgebras del Teorema [2.4)

Inversamente para todo par de dlgebras de Lie en el Teorema excepto para (A5) o para
algin dlgebra en el Teorema existe una métrica pseudo-riemanniana en R* (sujeta a
las condiciones de signatura), donde el grupo de isometrias actia transitivamente en R?.
El dlgebra de Lie del grupo de simetrias estd dado por el dlgebra de Lie g y el dlgebra de
Lie de la isotropia en un punto es b.

Los Teoremas [2.3]y [2.4] fueron utilizados por Fels y Renner para obtener una descripcion
de las variedades homogéneas no reductivas de Einstein. Sin embargo, dicha clasificacion
resulta ser incompleta, por lo que en este trabajo analizaremos con detalle la clasificacion
en el Capitulo 3.

2.3. Descripcion en coordenadas

Dado que estamos interesados en la existencia de métricas conforme Einstein, hemos de
estudiar la existencia de soluciones de la ecuacién conforme Einstein . La descripcion
que nos proporcionan los Teoremas [2.3] y [2.4] no resulta especialmente comoda, pues las
posibles soluciones en principio no serdn compatibles con la estructura de las algebras de
Lie. Por ello, a continuaciéon analizaremos una descripcion alternativa en coordenadas. En
la seccion anterior vimos que los espacios homogéneos M = G/H pseudo-riemannianos
simplemente conexos de dimensiéon 4 son difeomorfos a R*. Mas atn, con excepcién de
(A5), para cada tipo existe un métrica homogénea en R* con el correspondiente grupo de
isometrias G. En esta seccion, daremos una descripcion explicita en coordenadas de las
métricas homogéneas en G/H. Es bien conocido que todo elemento en un grupo de Lie
conexo (G puede escribirse como un producto finito de exponenciales de elementos de g. Para
los grupos de Lie conexos de variedades homogéneas pseudo-riemannianas no reductivas,
se puede mostrar que todo elemento de G puede escribirse como un producto finito de
exponenciales de elementos de la base del algebra de Lie g dada en [20] y descrita en la
seccion anterior.

Proposicion 2.6. [13] Sea M = G/H wuna variedad homogénea pseudo-riemanniana, no
reductiva de dimension 4 (excepto (AD)), donde G es un grupo de Lie conexo. Entonces
existe una carta local o: U — G definida en una vecindad U de la identidad en G, tal
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que o(x1,...,x,) = exp(ziuy) - - - exp(xquy) exp(zshy) - - - exp(a,hs), donde r y s son las
dimensiones de Gy H respectivamente y la base {uy, ..., uq4, hy,..., hs} del dlgebra de Lie
g estd descrita en la seccion anterior.

Demostracion. Para cada variedad homogénea pseudo-riemanniana no reductiva de dimen-
sion 4 M = G/H (excepto para (A5)), determinamos una expresion matricial para cada

elemento de la base {uy, us, us, uy, hy, ..., hs} de g. Denotemos por E}: la matriz cuadrada
(n x n) cuya entrada (i,7) es igual a 1 y las demas entradas son 0. Entonces tenemos la
siguiente expresion matricial para la base {u, ug, us, uq, hy, ..., hs} de g:
(A1)
1
hy = =B} + B + B3, — §(Ei3 — E3),
wy = 23, — (B3 + B35 + B3, + E3;), uy = By + EYs — 2E3),
1 1
uz = _§(E24 - E25 - E554 + Egs»)a Uy = _Efz + E21 + E551 + Q(Eis - Eg:a)
(A2) (o # —1)
hy = _Ei)2 - E253 - E5547
up = (a+1)E3,, uy = B2 4+ aFy,,
uz = E255 + (o — 1)E§4, ug = —(a+ 1)E§1 - O‘E§2 +(1- O‘)E:% - E§5~
(A2) (a=-1)
hy = =By, — B3y + B3,
uy = 2E3,, uy = EYs + E3,
(A3) (e ==+1)
hi = —E}y + B3, + B2,
Uy = 2Ef37 Uz = E155 + E§3 - 6E§47
us = —2E%, — E5, — B, uy = — B2 + eEb,.
(Ad)
hi = E§4 + 2E§17 hy = Egl — Es4,
1
u = By — E:;ls: Uz = iEilga

1
Uz = _E§4 + 2E§1, Uy = _§(Ef4 + Egg)-
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(B1)
hl = _E152 + Ei?. + 2E§17
Uy = 2(E§2 - E§5) + E§3 - E;Z’4, U = E155 - 2E§1 + E§4>
ug = — B3, — B}, us = —E3, + Ejy.
(B2)
hy = _E§4 + 2E§1, hy = Eél - E§4,
1
Uy = E111 - E§‘3, U = §Ef3,
1
uz = Ey, + 2E3,, Uy = —§(Ef4 + Ejs).
(B3)
hy = E164 + ESQ + E:?za + E564 + Egﬁ> hy = E164 - E263 - 2E22,
ur = —EYy — By — 2By, uy = EYy — By — 2E53 — B}y + 2Eg,
Uz = E266 + 2E§2 - Egl + Eff5, Uy = E?l - E165 + Egl - E§5.

A continuacién debemos calcular la representacion de la matriz correspondiente para G.
Entonces todo elemento de g € GG correspondiente a los parametros x1,...,z, esta dado
por:

exp(xiuy) - - - exp(zquq) exp(xshy) - - - exp(z,hs),

y por lo tanto podemos definir una carta local o: U — G, dada por

o(x1,...,x,) = exp(ziuy) - - - exp(xquy) exp(zshy) - - - exp(a,hs).

La proposicion anterior nos permite obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.7. [14, 13| Sea M una variedad homogénea pseudo-riemanniana, no reductiva
de dimension 4. Si M no es del tipo (Ab), entonces es localmente isométrica a R*, equipada
con una métrica pseudo-riemanniana g, la cual toma la siguiente expresion:

(A1) R* con coordenadas (z1,xo, 13, 24) y tensor métrico:

g =(4bx3 + a)dx? 4 4brodw Ty — (4amowy — dey + a)dwidas
+ 4daxodridry + bdxg — 2(axy — ¢)dxodrs + 2adrodry + qdm%,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con a(a — 4q) # 0.
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(A2) R* con coordenadas (1, xs, T3, 24) y tensor métrico:

g = — 2ae**™ dx drs + ae** @ drl + be* Vg2

+ 2cel VP o day + qdx?,
donde a,b,c,q y a son constantes arbitrarias con aq # 0.
(A3) Un subconjunto 4 C R* con coordenadas (x1,xs,x3,14) y tensor métrico:
g4 = 2ae**3dx dry + ae**® cos(wy)?drs + bdxs + 2cdrsdry + qdrs,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con ab # 0 y el subconjunto abierto
U= {(x1, 72, 23,74) € R*| cos(zy) #0}, 0

g_ = 2ae**3dx dry + ae®® cosh(xy)?dxs + bdws + 2cdwsdry + qdas,
donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con ab # 0 y {4 = R*,
(A4) R* con coordenadas (z1,xo, T3, 4) y tensor métrico:
g= (%a:i + 4bas + a) dx? + 4brodridrg + ava(4 + 23)dridrs
+ a(1 + 2x9x3)w4dr day + bdwy + g (4 + xid:@dwg)
+ axsxsdaoda, + gdaﬁ,
donde a y b son constantes arbitrarias con a # 0.

(B1) R* con coordenadas (x1, T2, 3,74) y tensor métrico:

g =(q(23 + dx3z9my + 42327 dcTow3 + Scawy + 2073 + 4b23)d?
+ 2(q(232y + 22922) + 4cxomy + T3 + 2b2)dx d,
+ 2(q(z3 + 2xomy) + 2¢x9 + a)dx1drs + daxadrdey
+ (g} + 2wy + b)das + 2(qry + ¢)dxadzs + 2adwedry + qdas,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con a # 0.

(B2) U = {(x1, 72,73, 14) € R*| 24 # £2} con coordenadas (v, xs, 73, 24) y tensor métri-
co:

2
g= (a - % + 4bx%) dx? + 4bxodw dry — azy(x; — 4)dr drs

1
— a1 + 2z9x3)w4dx d2g + bdT; — §a(xi — 4)dxodrs
1
— ax3radxodrs — §adxi,

donde a y b son constantes arbitrarias con a # 0.
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(B3) R* con coordenadas (x1, T2, 13,74) y tensor métrico:

g=— 2ae‘x2a:3d3:1dx2 + 2ae”"dx dxs + 2(2br: — axy)das

— 4bxsdxradrs + 2adredry + bdm%,
donde a y b son constantes arbitrarias con a # 0.
Si M es del tipo (A5) entonces

(Ab) FEuziste una constante real a # 0, tal que M es localmente isométrica a (R*\ {(0,0)}) x
R? con coordenadas (21, T, x3,T4) y tensor métrico:

a(2 + 2x4zy + 22)

ary a
g=— 4—172dx1dx2 + deldm + 822 dxodzs
axs ary a . o
—dxodrs — —dxod —d
+ 1 TodTs 1 Loy + 3 x3,

donde x4 # 0.

Es importante enfatizar que los espacios (A1)-(A3) admiten métricas de signatura neu-
tra y Lorentziana dependiendo de los valores de las constantes definidas en las corres-
pondientes métricas. Las métricas (A4) y (A5) son siempre Lorentzianas, mientras que
(B1)-(B3) son de signatura neutra (2,2).

2.4. Geometria de los espacios homogéneos no reducti-

vos en dimension 4

Como vimos anteriormente, Fels y Renner [20] clasificaron los espacios Einstein homo-
géneos no reductivos de dimension 4, mostrando que deberian ser del tipo (A2) o (B3). Sin

embargo, el siguiente teorema nos muestra que existen algunas posibilidades para el tipo
(B1).

Teorema 2.8. Sea (M, g) un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4. Entonces
(M, g) es Einstein si y sdlo si, (M, g) tiene curvatura seccional constante o corresponde a
uno de los siguientes:

(i) Tipo (A2) con o = 2.
(ii) Tipo (Bl) conq=c=0#bdq#0 ybz%.
(iii) Tupo (B3) con b # 0.

En todos los casos, la variedad es de signatura neutra.
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Nuestro propésito es estudiar la geometria conforme de estos espacios para describir
todos los espacios conforme Einstein homogéneos no reductivos. Claramente, los casos
Einstein mencionados anteriormente asi como los casos localmente conformemente llanos
descritos anteriormente en [I5] deben ser descartados, pues todos ellos son conforme Eins-
tein.

Teorema 2.9. Sea (M, g) un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4. Entonces
(M, g) es localmente conformemente llano si y sélo si, es de curvatura seccional constante
o bien corresponde a uno de los siguientes casos:

(i) Tipo (A1) con b=0.
(ii) Tipo (A2) cona =2 yb#0.

Como vimos en la Seccion [I.8] las métricas Bach llanas son puntos criticos del funcional
W y se tiene que las métricas localmente conforme Einstein son Bach llanas. Las métricas
Bach llanas homogéneas no reductivas de dimension 4 vienen dadas por:

Teorema 2.10. Sea (M, g) un espacios homogéneo no reductivo de dimension 4. Entonces
(M, g) es Bach llano si y sdlo si, es localmente conformemente llano, es Einstein o bien
corresponde a uno de los siquientes casos:

(i) Tipo (A1) cong=01yb#0 oq:—%‘ yb#0.
(ii) Tipo (A2) con =1y b #0.
(iii) Tipo (A3) cone ==+ yb+# Fq.
(iv) Tipo (B1) con ¢ =0 # c.

Observacion 2.11. En el teorema anterior los espacios que admiten metricas Lorentzianas
tnicamente son los casos (A2) y (A3), mientras que en todos los casos se admiten métricas
de signatura neutra.

Observacion 2.12. Un caso especial de los espacios Bach llanos es el de las variedades
semi-conformemente llanas. Mientras que las métricas Lorentzianas semi-conformemente
llanas son localmente conformemente llanas, existen muchos ejemplos estrictos de semi-
conformemente llanos en métricas Lorentziana y de signatura neutra.

Recordemos que una variedad de dimension 4 es semi-conformemente llana si y sélo
si es conforme Osserman [T], esto es, el espectro del los operadores de Jacobi conforme
Iw(2)(-) = W(:, )z es constante sobre las pseudo esferas S*(T,M) en cada punto p € M,
(ver [35]).

Un célculo explicito de los operadores de Jacobi conforme muestra que una variedad ho-
mogénea no reductiva (M, g) es semi-conformemente llana y no localmente conformemente
llana si y s6lo si ésta corresponde a uno de los siguientes casos:
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Tipo(Al)conq:O#béq:—%ayb#O.
Tipo(Bl)Conq:c:(J;éb,éq:()%qéq;é()yb:%_

Tipo (B3) con b # 0.

Esto coincide con la descripciéon de (anti-) autodualidad de los espacios homogéneos no
reductivos en [I5, Teorema 4.1]. Por lo tanto, los operadores de Jacobi son nilpotentes en 2
pasos en todos los casos, salvo el Tipo (B1) con ¢ #0y b= % donde son diagonalizables.

Cabe mencionar que en alguno de los casos anteriores la variedad es también Einstein
y por lo tanto es puntualmente Osserman, es decir, el espectro de los operadores de Jacobi

Ja(2)(-) = A(, 2)z es constante sobre las pseudo esferas unitarias S*(7, M) en cada punto
p € M (ver [21]).






Capitulo 3

Curvatura de los espacios homogéneos
no reductivos en dimension 4

En este capitulo consideramos cada uno de los casos del Teorema analizando los
tensores de Ricci, de Cotton, de Weyl y de Bach. Como consecuencia, obtenemos las de-
mostraciones de los siguientes teoremas: el Teorema que caracteriza los espacios de
Einstein; el Teorema que caracteriza los espacios conformemente llanos y, que por lo
tanto, son trivialmente conforme Einstein y por tltimo el Teorema que caracteriza las
variedades Bach llanas. En cada caso, los resultados se seguiran de célculos explicitos de
los tensores de Ricci, Cotton, Weyl y Bach.

3.1. Meétricas Lorentziana y de signatura neutra.

Con la notacion del Teorema[2.7] las variedades homogéneas no reductivas de dimension
4 que admiten tanto métricas Lorentzianas como de signatura neutra, son aquellas que

corresponden a los tipos (A1), (A2) y (A3) en los Teoremas [2.3] y [2.4]

3.1.1. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (Al)

Consideremos sobre R* con coordenadas (1, zo, T3, 24), €l tensor métrico

g = (4b2% + a) da? + 4bxy drydxy — (4axexy — dewy + a) drydrs (51)
3.1
+ dazy dridry + bdri — 2(axy — ) dredrs + 2a dvedry + g dal

dependiente de los pardmetros a, b, ¢, ¢ € R. De la expresion anterior tenemos que det(g) =

}la?’(a — 4q), lo cual muestra que la métrica (3.1)) es Lorentziana si a(a — 4q) < 0 y es de

signatura neutra en otro caso. Por lo tanto la restriccion a(a — 4q) # 0 en el Teorema

41
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(A1) nos asegura que g es no degenerada. El operador de Ricci esta dado por:

-2 0 1 0
) 0 2 =21, 0
Ric = - , (3.2)
a 0 0 0 0
8b(at4q)xa  4b(atdq) 2(aws—c) 9
a(a—4q) a(a—4q) a

de donde se sigue que (M, g) no es Einstein. Las componentes no nulas del tensor de Cotton
estan dadas por:

Ty — _ 24bxy(at+4q) oy — — 12b(a+4q) Cras — 64bgz3
121 — a(a—4q) 122 — ala—4q) 131 — a2—4daq ’ ( )
3.3
_ _ 32bgxo __ 16bq
Cigo = Cog1 = e Cos2 = 2
Las componentes no nulas del tensor de Weyl son:
8bg—6ab 16bqx 8b
Wigiz = —5_4(1 ; Wiaiz = — a_‘i; ) Wigaz = ——Q_Zq ) (3.4)
W _ _8qu%(a+4q) W _ __ 4bgza(at4q) W _ _ 2bq(a+4q) ’
1313 ala—4q) 1323 a(a—4q) 2323 ala—4q)
Por lo tanto, el tensor de Bach esta dado por:
_ 256bg(3a+4q) 3 128bg(3at4q)z2 00
a?(a—4q)? a?(a—4q)?
_128bq (3a+4q) z2 _ 64bq (3a+4q) 00
B = a?(a—4q)? a?(a—4q)? (3.5)
0 0 0 0
0 0 0 0

Una consecuencia inmediata de la expresion anterior es que un espacio homogéneo no
reductivo de dimension 4 de tipo (A1) es Bach llano si y solo si una de las siguientes tres
condiciones se cumple: b=0,q=0 0 q= —%‘1. Mas ain, tenemos los siguientes casos:

1. Sib=0 entonces (3.4)) muestra que (M, g) es localmente conformemente llana.

2. Sib#0 entonces (M, g) no es localmente conformemente llana ni es Einstein.

Como toda variedad localmente conformemente llana es conforme Einstein, nuestro

3a

interés se centrara en los casos ¢ =0y ¢ = — con b # 0.

3.1.2. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A2)

Consideremos sobre R* con coordenadas (1, z2, T3, 74), el tensor métrico

g = —2ae**™ dr dxs + ae’*dxl + bez(a_l)“d:cg + 2cel® Vo dpadr, + qdx? (3.6)
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dependiente de los paramentros a, b, ¢, ¢ € R. De la expresion anterior se sigue que det(g) =
—a?qeb* | o cual muestra que la métrica es Lorentziana si ag > 0 y es de signatura
neutra en otro caso. Entonces, la restriccion ag # 0 en el Teorema (A2) nos asegura
que g es no degenerada. El operador de Ricci esta dado por:

1 0 b(3a—2)672w4 0

3aa?
3021 0 1 0 0
Ric = — > (3.7)
q 00 1 0
00 0 1
Por lo tanto, (M, g) es Einstein si y s6lo si b = 0 (con curvatura escalar 7 = =122%) ¢
o= % (con curvatura escalar 7 = —é—g) y es Ricci llana si @ = 0. La tnica componente no
nula del tensor de Cotton esta dada por:
— 2)(3a — 2) bela—aa
Cay3 = _(a=2)Ba —2)be : (3.8)
q
Las componentes del tensor de Weyl estdn dadas por:
o — 2)a be?e—)es 1 _
Wasas = em?) 5 , Waiga = 5(a — 2)be?@ Do, (3.9)
q 2
Finalmente el tensor de Bach se expresa como:
00 0 0
00 0 0
B=1, 0 (0-2)(eD)(Ea-2)peDe1 g (3.10)
q
00 0 0

\)

Por lo tanto un espacio homogéneo no reductivo de tipo (A2) es Bach llano si y sélo si

W

cumple una de las siguientes cuatro condiciones: b = 0, = 2, = 1 ¢ a = 2. Mas aiin,

tenemos los siguientes casos:

1. Si b = 0 entonces (3.7) y (3.9) muestran que la variedad es de curvatura seccional
constante K = —%2.

. _ 274 . .
2. Sia= % entonces Wsysq = —%be 3y en consecuencia la variedad no es localmente

conformemente llana, mientras no sea b = 0.

3. Si o = 1 entonces Wsyzy = —g, lo cual muestra que (M, g) no es localmente confor-
memente llana mientras no sea b = 0.

4. Si o = 2 entonces (3.9) muestra que (M, g) es localmente conformemente llana pero
no es Einstein, mientras no sea b = 0.
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3.1.3. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A3)

Para el tipo (A3) existen dos casos a considerar. Sea $f C R* donde 8 = { (w1, z2, 3, 24) |
cos(zy) # 0} y el tensor métrico

gy = 2ae**3 dxydxy + ae* cos(zy)*dwy + bdxs + 2cdrsdry + qdad, (3.11)

dependiente de los parametros a, b, ¢, ¢ € R. Entonces det(g, ) = —a®bcos(x4)? €% muestra
que la métrica (3.11]) es Lorentziana si ab > 0 y es de signatura neutra en otro caso. Por
lo tanto, observamos que la restriccion ab # 0 en el Teorema (A3) nos asegura que g
es no degenerada. El operador de Ricci esta dado por:

(b+q)e~2ws
100 ———
3
Rie—->| 910 0 , (3.12)
bl 0 0 1 0
000 1
y por lo tanto (M, g) es Einstein si y soélo si b = —¢. La tnica componente no nula del
tensor de Cotton es ;
+
Cous = —Tq , (3.13)
y las componentes no nulas del tensor de Weyl son:
ae?s (b4 q) cos (x4)* b+q
Wy — 2 b @ cos(oa) =y bEa (3.14)
2b 2
Luego (M,g) es siempre Bach llana. Mas atun, por (3.14) (M, gy) es localmente
conformemente llana si y solo si b = —q, en cuyo caso es Einstein y por lo tanto de

curvatura seccional constante K = é.
Consideremos ahora el segundo caso para la métrica de tipo (A3). Sean {4 = R* y el
tensor métrico:

g- = 2ae** dxydxy + ae®® cosh(zy)*dwy + bdxs + 2cdrsdry + qdxg (3.15)

dependiente de los parametros a, b, ¢, ¢ € R. Entonces det(g_) = —a3bcosh(z4)? e y por
lo tanto es Lorentziana si ab > 0 y es de signatura neutra en otro caso. Observemos
que la restriccion ab # 0 en el Teorema (A3) nos asegura que g_ es no degenerada. El
operador de Ricci estd dado por:

(b* )6—2333

100 L9
. 31010 0
0 00 1
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y por lo tanto (M, g) es Einstein si y solo si b = ¢. La tnica componente no nula del tensor

de Cotton es
q

Cy=1- . (3.17)
y las componentes no nulas del tensor de Weyl son:
ae?®s (b — q) cosh (z4) b—
W2424 = - ( q22) ( 4) s W3434 = Tq (318)

Luego (M, g_) es siempre Bach llana. Mas atn, por la Ecuacion (M,g_) es
localmente conformemente llana si y sélo si b = q, en cuyo caso es Einstein y por lo tanto
es de curvatura seccional constante K = —é. En consecuencia, toda variedad Einstein de
tipo (A3) es necesariamente de curvatura seccional constante.

Dado que nos interesa el caso B = 0 con W # 0, limitaremos nuestro estudio a la
situacion b # —eq, con € = +1.

3.2. Meétricas Lorentzianas

Las variedades homogéneas no reductivas de dimensiéon 4 que admiten Gnicamente mé-
tricas Lorentzianas son aquellas que corresponden a los tipos (A4), (A5) en los Teoremas

2.3 y24

3.2.1. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A4)

Consideremos sobre R* con coordenadas (1, zo, T3, 24), €l tensor métrico

g = (%23 + 4bx3 + a) da? 4 4bxadzidrs + axs(4 + 23)dw dz; 10)
3.19
+ a(1 + 2x9x3)w4dr dry + bdri + 5(4+ 12)dzodrs + axzradrodry + %dxi,

dependiente de los parametros a, b, ¢, ¢ € R. De la expresion anterior se sigue que det(g) =
—aa*(4+ 23)?, lo cual muestra que la métrica (3.19) es Lorentziana. Observemos que la
restriccion a # 0 en el Teorema (A4) nos asegura que g es no degenerada. El operador

de Ricci esta dado por:

1 0 0 0
R 100
RIC = —E A0bes 20b 1 O s (320)
3a(z2+4) 3a(x2+4)
0 0 01
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lo que muestra que (M, g) es Einstein si y solo si b = 0. Las tnicas componentes no nulas
del tensor de Cotton son

Cio1 = ; Cigp = —, (3.21)
a a
y las componentes no nulas del tensor de Weyl son:

3 3b
Wiaie = b ($4 - 2) Wiy = —§bl‘2$4, Wiz = —% )

3bz 3b (3.22)
Wi = 3bz3 Wiges = 552, Wasos = .
El tensor de Bach estd dado por:
o 122l2;m2 i 60(523:2 00
_60bzy  _ 30b

B = a? 2 00 (3.23)

0 0 0 0

0 0 0 0

En consecuencia, una métrica de tipo (A4) es Bach llana si y sélo si b =0, en cuyo caso
(M, g) es localmente conformemente llana por y por lo tanto de curvatura seccional
constante K = —%, como muestra el operador de Ricci.

Por lo tanto, toda métrica de tipo (A4) con b = 0 es trivialmente conforme Einstein y
en consecuencia la omitiremos en nuestro estudio posterior.

3.2.2. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A5)

Sea M = (R?\ {(0,0)}) x R? con coordenadas (xy, s, x3,74). Consideremos el tensor
métrico

g=—52 dxldacg + fdxidry + Md@
(3.24)
— %dl’zdl’g — %d:cgdu + %d:t:g,
dependiente del pardmetro a € R. De la expresion anterior se sigue que det(g) = —55 48902,

por lo tanto la métrica (3.24)) es Lorentziana y la restriccion a # 0 en el Teorema [2.7] A5
nos asegura que g es no degenerada. El tensor de Ricci esta dado por:

a4 .
0 2xo 0 2
2
x4 3(:c3+296;x4+2) 3x3  3z1
p= 2z 3i§2 2x:2)) 2z , (3.25)
0 20> -5 0
_3 3z
2 2o 0 0

de donde se sigue que el operador de Ricci correspondiente es un multiplo de la identidad,
Ric = % Id y en consecuencia es Einstein. Mas atin, el tensor de Weyl es idénticamente

nulo y por lo tanto toda métrica de tipo (A5) es siempre de curvatura seccional constante
K=-4

a
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3.3. Meétricas de signatura neutra

Existen tres familias distintas de variedades homogéneas no reductivas de dimension
4 que admiten exclusivamente métricas de signatura neutra segtin se ha mostrado en los

Teoremas [2.3) y [2.4]

3.3.1. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B1)

Sea M = R* con coordenadas (zy, s, x3,24) y tensor métrico

g=(q(23 + 4zow31y + 42323) + dcwows + 8cxiry + 2ax3 + 4bx3) da?
+ 2(q(w3y4 + 22923) + 4dcxomy + T3 + 2bTo)dT1dTy ( )
3.26
+ 2(q(x3 + 2xomy) 4 2cx9 + a)dz1drs + daxedrdry

+ (qa3 + 2cxy + b)da3 + 2(qry + ¢)dxadrs + 2adrodry + qda3,

dependiente de los parametros a,b, c,q € R. Como det(g) = a* y la componente g4y = 0,
la métrica ([3.26]) es de signatura neutra y la restriccion a # 0 en el Teorema (B1) nos
asegura que g es no degenerada. El operador de Ricci estd dado por

2 0 0 0
0 29 0 0
Ric = , : (3.27)
0 0 30
Basbg—c?) Hbg—c*) 0 %

entonces, (M, g) es Einstein si y solo si ¢ — bg = 0. Las componentes no nulas del tensor
de Cotton estan dadas por:

153:2(6a7q:r3)(027bq) 15(6a7q363)(027bq)
e121 - 2a3 ) 6122 - 4a3 )

15q(027bq) 2
Cozo = — 15— Ci31 = 4a; Caga

(3.28)

Cizo = Cag1 = 229C539
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y las componentes no nulas del tensor de Wey estan dadas por:

—6a2 (b+2cm4+qxﬁ ) +azs <77bq+602 —qz4(2¢t+qra) ) +5qx§ (02 qu)

Wiz = 502 )
2x2 (a<7bq7602 +qx4(20+qm4))+10qx3 (bqfc2 ) ) —a(6a+qzs)(ctqza)
Wioi3 = a2 )
_ 2z3(6atqxs)(ctqra)+qra(2a+qxs)
Wiony = — 1o )
a(?bq—6c2+q:c4(2c+qa:4))+10qx3(bq—cQ)
Wiges = pp )
_ _ (6a+gzs)(ctgza) _ _ 9(2a+qgz3)
Wiggy = —————, Wiggy = =57,
W . q(—a2+2aa:2(c+qx4)+2013(cQ—bq)) (329)
1313 — 2a2 )
_ gz2(=2a+2xo(ct+qra)+q3)
Wl314 - 2 )
a(alc+qea)+20zs(c*~bg) ) a(z2(ctozs)—a)
Wizes = 12 ;o Wiy = =5 ——,
2
_ ¢z _ q(2xa(ctgra)+qxs) _
Wigss = 5.2, Wigzz = 1a ; Wi = —qag,
_ 2 _ & _
Wiag = —2qx3, Wasss = 4, Wagps = —1,
59(*—ba) q(c+qza)
Wagas = —57—, W = = — .
Por lo tanto el tensor de Bach esta dado por
240q<c2—bq)a:% 120q(02—bq)z2
1 7y 00
(Z-m) (-t)
120q( c“—bq ) z2 60q(c*—bgq
B = I o 00 (3.30)
0 0 0 0
0 0 0 0

En consecuencia, una métrica de tipo (B1) es Bach llana si y sélo si ¢ =0 6 ¢* —bg = 0,
en este ultimo caso siendo Einstein. Mas aun, tenemos los siguientes casos:

1. Si ¢ = 0, entonces el operador de Ricci (3.27)) es cero o bien es nilpotente en 2 pasos
y la Ecuacion (3.29) da Wiy = —%C, por lo tanto distinguimos los dos siguientes
casos:

a) Si g =0y c=0 entonces (M, g) es Ricci llana y la tnica componente no nula
del tensor de Weyl es Wi915 = —3b. Por lo tanto (M, g) es llana sig = ¢ = b = 0.
En otro caso si ¢ = ¢ = 0 # b, los operadores de Jacobi son nilpotentes en 2
pasos. Por lo tanto (M, g) es Osserman y en consecuencia semi-conformemente
llana.

b) Si ¢ = 0y ¢ # 0, entonces (M, g) no es localmente conformemente llana.
Maés atn los operadores de Jacobi conformes son nilpotentes y (M, g) es semi-
conformemente llana.
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2.Siqg#0yb= % entonces ((3.29) muestra que Wis3y = q;z“’ y por lo tanto (M, ¢g) no es
localmente conformemente llana. La Ecuacion (3.27) muestra que (M, g) es Einstein.
Ademés el operador de Jacobi J(x)(-) = R(-, z)x asociado a cada vector unitario x

tiene valores propios constantes {0, €, %, €; 73, €27z }-

Por lo tanto, centraremos nuestro estudio en el caso ¢ =0y ¢ # 0.

3.3.2. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B2)

Sea U = {(x1, 22,23, 24) € Ry my # £2} con coordenadas (x1, 2,23, 74) y tensor
métrico )
g = (a — 214 4bx%) dz? + 4bxodx dze — axo(x — 4)dz das

— a(1 4 2xox3)xydrydey + bdas — Sa(af — 4)dradas (3.31)

— azswydrodry — Laday

dependiente de los pardmetros a,b € R. De la expresion anterior tenemos que det(g) =
3%@4(:103 — 4)%? y la componente g33 = 0, la métrica (3.31) es de signatura neutra y la

restriccion a # 0, x4 # 2 en el Teorema (B2) nos asegura que g es no degenerada. El
operador de Ricci estd dado por

1 0 00
5 0 100
RIC = —a  40bas _ 20b 1 0 s (332)
3a(z3—4) 3a(z3—4)
0 0 01

lo cual muestra que (M, g) es Einstein si y solo si b = 0. Las componentes no nulas del
tensor de Cotton estan dadas por:

Cio1 = ;o Clag = —, (3.33)
a a
y las componentes no nulas del tensor de Weyl estan determinadas por:

— _3h (2 _ 3 _ 3b
1212 = — 50 (2] s Wiais = 5bz0ms, Wisos = =74,
4% sb(zi+2), W Sbroxy, W .

2 3bx 3b (334)
Wigg = —3bz3, Wiggs = =222 Wy = -3,
Por lo tanto, el tensor de Bach esta dado por
_ 122215 _8
60bxo _3_0[7

B = " N (3.35)

0 0 00

0 0 00
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De la expresion anterior se sigue que una métrica (3.31)) es Bach llana si y sdlo si b =0,
en cuyo caso es Finstein y localmente conformemente llana y por lo tanto de curvatura
1

seccional constante K = —=.

3.3.3. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B3)

Sea R* con coordenadas (z1, T2, 23, 74) v tensor métrico

g = —2ae""2x3dr1dry + 206" "2drdws + 2(2b23 — azy)dxs (3.36)
3.36
— 4bxsdradrs + 2adradry + bdacg ,

dependiente de los parametros a,b € R. Como el determinante det(g) = ae™2*2

y la
componente gy4 = 0, la métrica es de signatura neutra y la restriccion a # 0 en el
Teorema (B3) nos asegura que g es no degenerada. Un célculo sencillo muestra que el
operador de Ricci para toda métrica de tipo (B3) es identicamente nulo y por lo tanto todas
son Ricci llanas. En consecuencia los tensores de Cotton y de Bach son también nulos. Sin
embargo el tensor de Weyl no es necesariamente nulo. La tnica componente no nula del
tensor de Weyl esté dada por:

W2323 = —3b, (337)

lo cual muestra que (M, g) es llana si y sélo si b = 0.
Toda métrica homogénea no reductiva de tipo (B3) con b # 0 tiene operadores de Jacobi
nilpotentes en 2 pasos, en consecuencia esta métrica es Osserman.

3.4. Conclusiones geométricas

Como consecuencia de las expresiones que obtuvimos de los tensores de Ricci y de Weyl,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Un espacio (M, g) homogéneo no reductivo de dimension 4 es de curvatura
secctonal constante K si y solo si corresponde a uno de los siquientes casos:

(i

a2

Tipo (A2) con b= 0, en cuyo caso K = —<.
1
q’

Tipo (A3) co —eq, en cuyo caso K = €

Tipo (A4) con b= 0, en cuyo caso K = %

) (A2) co
) (A3)
) (Ad)
(iv) Tipo (A5), en cuyo caso K = —2.
) (B1)
) (B2)

a

Tipo (Bl) con g =c=0b=0, en cuyo caso es llana.

Tipo (B2) con b =0, en cuyo caso K = —é.
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(vii) Tipo (B3) con b =0, en cuyo caso es llana.

Por otra parte, un largo pero sencillo calculo muestra que:

Teorema 3.2. Un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4, con curvatura seccional

no constante, es localmente simétrico si y solo si corresponde a uno de los siquientes casos:
(i) Tipo (Al) con b= 0.

B1

Tipo =c=0#0.

Q

)
) (B1) co
(iii) Tipo (B1) con q#0 yb=
) Tipo (B3) con b+ 0.

Observacion 3.3. Las variedades correspondientes al caso (i) son localmente conformemente
llanas con operador de Ricci diagonalizable y localmente isométricas al producto R x N,
donde N es de curvatura seccional constante Ky = —é. Las variedades correspondientes
a los casos (ii) y (iv) son Osserman con operadores de Jacobi nilpotentes en 2 pasos vy,
por lo tanto, localmente isométricas a las variedades de Walker dadas en [23]. Observemos
también que en oposicion a los casos Riemannianos y Lorentzianos, las variedades Osserman
con métricas de signatura neutra pueden tener operadores de Jacobi no diagonalizables
[8, 22]. Finalmente, las variedades en el caso (iii) corresponden a variedades para-Kéahler
de curvatura seccional para-holomorfa constante.






Capitulo 4

Espacios homogéneos no reductivos
conforme Einstein

En este capitulo probamos el resultado principal de nuestro trabajo, determinando qué
variedades homogéneas no reductivas de dimension 4 contienen una métrica Einstein en su
clase conforme.

Teorema 4.1. Sea (M, g) un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4. (M, g) estd
en la clase conforme de una variedad Einstein si y solo si (M, g) es Finstein, es localmente
conformemente llana o es localmente isométrica a uno de los siguientes casos:

(i) Tipo (A1) congq=0yb#0dqg=—2Lyb#0.
(ii) Tipo (A2) cona=1yb#0.
(iii) Tipo (A3) cone+1 yb+# Fq.

Todos los casos (1)-(iii) estdn en la clase conforme de una métrica Ricci llana, la cual es
unica solo en el Tipo (A1) con ¢ = 0. En los otros casos, el espacio de métricas conforme
Ricci llanas es de dimension 2 o bien de dimension 3.

Observacion 4.2. Notemos que las métricas conforme Einstein en el Teorema [4.1] (i) son
siempre de signatura neutra, mientras que las métricas correspondientes en los casos
(ii) y (iii) pueden ser Lorentzianas o de signatura neutra (2,2), dependiendo de la eleccion

de los parametros que definen las métricas (3.6)), (3.11)) y (3.15).

En nuestro analisis excluimos los casos triviales de variedades Einstein y variedades
localmente conformemente llanas. Por lo tanto, obtenemos la forma explicita de la métrica
conforme Einstein. Como toda variedad conforme Einstein es necesariamente Bach llana,
el Teorema muestra que el analisis de la ecuacion conforme Einstein:

1
2Hes, +yp={28¢ +¢Tlg (4.1)

33
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debe hacerse tnicamente para los siguientes casos:

Al conq:Oyb#Oéq:—%"yb#O.

Es importante enfatizar que a pesar de que toda métrica localmente conforme Einstein
es Bach llana, existen ejemplos de variedades estrictamente Bach llanas, es decir, variedades
que no son ni semi-conformemente llanas, ni localmente conforme Einstein (ver [I, B33]).
De hecho, se tiene la siguiente condicion necesaria para toda solucion de la Ecuacion (4.1)),
(ver [26]).

Proposicion 4.3. [29] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 tal
que g = €g es Einstein. Entonces:

1. ¢-=W(,-,-,Vo) =0,
2.6 =0,
donde €, W y B son los tensores de Cotton, Weyl y Bach respectivamente.

Las soluciones de ¢ de la ecuacion conforme FEinstein (4.1) y las funciones o en la
proposicion anterior estan relacionadas por 0 = —2log(y). Denotaremos por C al campo
de tensores de tipo (0,3) dado por:

C=¢C—-W(,-- Vo).

Observemos que Cijr, = —Cjir Vi, j, k€ {1,...,4}.

Las dos condiciones de la Proposicion [4.3| son suficientes para ser conforme Einstein si
(M, g) es weakly-generic. Notese que los casos (i)-(iii) en el Teorema no son weakly-
generic y por ello debe estudiarse caso por caso la existencia de soluciones de la Ecuacion
(4.1). El caso contrario ocurre con las métricas del Teorema (iv), pues es weakly
generic.

4.1. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (Al)

En este tipo de métrica existen dos posibilidades para las que el tensor de Bach es cero:
gq=0yb#006¢q= —?jTa y b # 0. Por lo tanto, consideraremos las dos posibilidades por
separado.
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4.1.1. Tipo (Al) con ¢q=0y b#0
Recordemos que la métrica en este caso toma la forma:
g = (4b2% + a) da? + 4bxy drdxy — (4axexy — dcxy + a) drydrs
+ dazy drydry + bdrl — 2(axy — c) dzedzs + 2a dzedzy + qdas .

En este caso, por la Ecuacion (3.3) las componentes no nulas del tensor de Cotton estan

dadas por:
24 bx 126
Cop=———,  Cip=——, (4.2)
a a

y por la Ecuacion (3.4)) la tinica componente no nula del tensor de Weyl es:
W1212 = —6b, (43)

lo que muestra que (M, g) no es weakly-generic.
Para una funcion positiva arbitraria ¢(x1, z2, x3,24) € M, sea 0 = —2log(y), entonces
un sencillo calculo muestra que el gradiente de o esta dado por:

Vo = % {(azxy — ¢) ps + aps} O
- % {pa (a +4zy (azy — ¢)) + dazrp3} 0o
+ % {a (2¢3 — 2w905 + 1) + 204 (azy — )} O3
+ ﬁ {4 (ab + 4azy (axy — 2¢) + 4c¢%) + 2ap, (azyg — )
+ a (43 (axg — ¢) + @2 (4o (¢ — azy) — a))} Oy,
donde 0; = % representan los campos coordenados y ¢; = %gp denota la derivada

parcial correspondiente. Por lo tanto, las tnicas componentes no nulas del tensor C =
¢ —W(,-,+, Vo) estan dadas por:
a’pCro = —12b (¢4 (a — 45 (c — axy)) + daxopz + 2ax9¢p) |

(4.4)
a*Ciay = —12b (=24 (¢ — azy) + 2ap3 + ap) .

Como C = 0 es una condicioén necesaria para que (M, g) sea conforme Einstein entonces
ap(Cia1 — 2w9C929) = —12bp, deberia ser cero y como b # 0, en este caso ¢ no depende de
la coordenada x4. Entonces

—12b( + 2
Cia2 = (i + 25) , Cio1 = 229C199 .

ap

En consecuencia, C = 0 muestra que

3

So(xlvx%x?)) = 6_7¢($1,$2) 5 (45)
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para alguna funcion diferenciable ¢(z1, x2).
A continuacién, analizaremos la existencia de soluciones de (4.1 para alguna ¢ que
cumpla la condicién anterior. Para simplificar la notacion, sea

1
E =2Hes, +pp— Z{QAgoJrgor}g,

y determinemos las condiciones para que £ = 0.

Como £(0y,0;) = 26_%3¢11(ZL’1, T9), toda solucion de debe ser de la forma (4.5 con
d(x1, x2) = ay(xg) +x1002(2) para algunas funciones diferenciables oy, ay € M. Un calculo
de £(81,0,) = —2¢~ 5 () (22) + (21 — 1)ab(x2)) muestra que o (x3) = k1 ¥ o) = Ky
para algunas constantes k1, k2. Por lo tanto, la componente £(0s, dy) = —2Kee™ 3 muestra
que ko = 0 y entonces la Ecuacion se reduce a

Unos sencillos célculos muestran que € = 0 se cumple y la métrica conforme § = ¢ ~2g es
Ricci llana.

Observacion 4.4. Existe una familia 1-paramétrica de métricas conforme Ricci llanas.

Observacion 4.5. Como toda variedad homogénea no reductiva de tipo (Al) con ¢ =0y
b # 0 es conforme Osserman con operadores de Jacobi conformes nilpotentes en 2 pasos y
esta propiedad es invariante conforme, entonces la métrica g es Osserman con operadores
de Jacobi nilpotentes en 2 pasos.

: 3
4.1.2. Tipo (Al)cong= -3y b#0
Recordemos que la métrica en este caso toma la forma:

g = (4bx3 + a) da? + 4bxy drvydry — (daxgzy — dexs + a) dryds
+ daxy dridry + bda — 2(axy — ¢) dvodrs + 2a drodry + q das

procedemos de la misma manera que en el caso anterior. Para una funciéon positiva arbi-
traria (1, xe, x3,24) en M, consideremos 0 = —2log(y). Entonces
Vo = ﬁp {a (w3 + 3x2p2 — 3i01) + pu (azs — €) } O
- ﬁ {24 (29 (azy — ¢) + a) + axg (23 4+ 622002 — 3¢1)} Do
+ o5 1a (203 — 20200 + 1) + 204 (a4 — )} O
+ ﬁ {2p4 (a®2% + ab — 2aczy + *)

+a(p1 (axy —c) — 2 (g2 (22 (axy — ¢) + a) + @3 (¢ — axy4)))} Oy .
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Recordemos que de la Ecuacion (3.3)) las unicas componentes no nulas del tensor de
Cotton estan dadas por:

123
a Y

12bx 6b
6121 - TQa 6122 = a 6131 = -

3b
Cozp = —=2 Cizo = Ca31 = 2w9 Co3p .

a

La Ecuacion ([3.4]) muestra que las componentes no nulas del tensor de Weyl son:

Wizp = —3b, Wiz = 3bxy,  Wiaes = 351) )

— 2 _ 3bx _ 3b
Wiziz = —3bxy, Wizes = — 252, Whgas = — .

Entonces las componentes no nulas del tensor C estan dadas por:

1
Ciz1 = —12C121, Caz1 = —50121 )
_ _ _1
Cizo = —12C192, Cazp = —50122 )
_ _ _1
Ciz3 = —w2C123, Cozz = —56123 )

donde
a%p Ci1 = 6b (22 (2ap + apy — 2aps — 2ap424 + 2¢04) — apy — 2ap973)
a2g0 Ci22 = 3b (2ap + ap1 — 2ap3 — 2apxs — 200424 + 2¢p4)
(1290 6123 = —3@6(,04 .

Como a,b # 0y Cio3 = 0, la funcion ¢(xq, x5, x3,24) no depende de la coordenada z4 y la
componente Cq91 se reduce a

3b
Cia2 = % {204+ p1 — 23 — 2229}, Cio1 = 229C122 .

Una solucién de la ecuacion diferencial 290 = 2¢3 + 22509 — 1 es necesariamente de la
forma

o(x1, 9, x3) = e‘hlqb(ezmlxg, 2rq + x3) = 6_2‘”1(¢ o) (w1, e, x3), (4.6)

donde ¥(xq, 22, 23) = (€*®1wy, 271 + 3) ¥ #(2,w) es una funcién arbitraria para z = €21z,
y w =211 + 3.

A continuacion, analizaremos la existencia de soluciones de (4.1]) para alguna ¢ como en
(4.6). Haciendo & = 2Hes, +¢ p — 1{2Ap + ¢ T}g, tenemos que E(Jz, o) = 2e*"19%¢ =0
y por lo tanto

(21, T, T3) = €24 (62361952&(2% + x3) + H(271 + x3)>
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para algunas funciones diferenciables qg(w), $(w). Considerando la componente &(dy, d3) =
2¢/ — ¢ = 0, tenemos que ¢(2z1 + 3) = ke (221tes) para alguna constante k. Luego, las
tinicas componentes no nulas del campo de tensores £ estan dadas por:

E(1,01) = 2E(01,05) = 2E(03,05) = 4e > (¢ — 3¢ +29") .

. - 1 .
Por lo tanto, £ = 0 nos dice que ¢(2z1 + x3) = k1e2Z¥1H88) 4 k211173 v o consecuencia
) 3
toda solucién de la ecuaciéon conforme Einstein es de la forma

1o 1
O(T1, To, T3, T4) = K1€™ + Koe2™3 ™™ 4 kg mg 273101

Por lo tanto, toda métrica conforme g = ¢ ~2g es Ricci llana.

Observacion 4.6. Existe una familia 3-paramétrica de métricas conformes, todas ellas Ricci
llanas.

Observacion 4.7. Como toda variedad homogénea no reductiva de tipo (Al) con ¢ =
—%‘1 y b # 0 es conforme Osserman con operadores de Jacobi conforme nilpotentes en 2

pasos, entonces toda métrica conforme Einstein g es Osserman con operadores de Jacobi

_3a
4

distintos pues el espacio de métricas conforme Einstein es de dimensién 1 en el primer caso

nilpotentes en 2 pasos. Lo que muestra que los casos ¢ =0y q = son esencialmente

y es de dimension 3 en el segundo caso.

4.2. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (A2)

Recordemos que la métrica tiene la forma:
g = —2ae**® dxydas + ae®*®da? + be* @V dx2 4 2ce V¥ dyaday + qda?,

considerando @ = 1 y b # 0. Sea ¢(x1, 22,3, x4) una funcion positiva en M y o =
—2log(y). Entonces

Vo = Z{ae™ (qp3 — cps) — e o1 (¢ — bg)} Oy

. %(,026722:4 82 + ﬁsplefz’rz; 83 _ $ {2@904 =+ 20%01672274} 84 .

De las ecuaciones (3.8)) vy (3.9) se sigue que las componentes no nulas de los tensores de
Cotton y de Weyl estan dados por:

b
2
Cay3 = 5, Waszaz = —q€ Y Wsas = — =,

respectivamente, entonces (M, g) no es weakly-generic. Por lo tanto, las tinicas componentes
no nulas del tensor C = € — W(-,-, -, Vo) estan dadas por:

_ _by1 -2
Coag = —o5re™ ™,

‘v (4.7)

_ b1 _ b p2
C232—_5?7 6233—_557

Caaz = ooz (a(p — pa) — core™)
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Como ab # 0 las primeras dos ecuaciones en (4.7]) muestran que ¢(z1, x2, T3, £4) no depende
de las coordenadas x;1 y x5. Por lo tanto, el tensor C se reduce a
by — 4
Cauz = —< )
qp

donde ¢ es una funcion diferenciable en las coordenadas (z3,x4) v se sigue de Cay3 = 0 que

Y

o(x3,14) = ¢(x3)e™ para alguna funcion diferenciable ¢(x3).
Considerando ahora la ecuacién conforme Einstein (4.1]) y haciendo & = 2 Hes,, +¢ p —
1{2Ap + ¢ 7}g, la tnica componente no nula del tensor & es:

£ (0, 0) — e™ (2¢¢" — bg) |

q

integrando £(05, 05) = 0 obtenemos que:

& 2o 2D .
o= e“_m’\/; (/{16 Wi + /-4:2) , si bg >0,
p=e" (IﬁCOS <:133,/—2%> + Kgsin <x3,/—%>>, si bg<O0.

Por lo tanto, un calculo sencillo muestra que para toda funcion ¢ dada por (4.8]), la métrica

(4.8)

g = ¢ %g es Ricci llana.
Observacion 4.8. La Ecuacion (4.8) muestra que existe una familia 2-paramétrica de mé-

tricas conformes, todas ellas Ricci llanas.

Observacion 4.9. Para toda métrica conforme Einstein, existen deformaciones conformes
de la métrica que siguen siendo Einstein. De tal manera que, métricas que no son del tipo
(A2) con o = 1y b # 0 son semi-conformemente llanas y por lo tanto no estén en la clase
conforme de una métrica Osserman.

4.3. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (A3)

Recordemos que en el tipo (A3), la métrica tiene los siguientes dos casos:
gy = 2ae*™ dwidxy + ae®™s cos(xy) drs 4 bdxs + 2cdwsdry + qda?

g- = 2ae**? dxydxy + ae*? cosh(xy)*dry + bdxs + 2cdrsdry + qday .

Sea e = 1y b # —q los correspondientes al caso g, y € = —1 y b # ¢ los correspondientes
al caso ¢g_. Probaremos tinicamente el caso correspondiente a € = 1 pues el caso € = —1 es
completamente analogo. Asumiremos entonces que b # —qg. Como en los casos anteriores,
sea ¢(x1, Ta, 3, x4) una funcion positiva y sea 0 = —2log(y). Entonces

Vo = o {2674 (ae?™ (cip3 — bpa) + o1 (bg — ¢2))} O

_ %% {e—2x3 sec (]}4)2} 82 -+ ﬁ {C@1€_2$3 _ CLSOS} 83 _ ﬁgple—ngaél .
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De las ecuaciones (3.13) y (3.14]) se sigue que las componentes no nulas del tensor C =
¢ —W(,-,-, Vo) estan dadas por:

b Cosp = (b4 q)cos (24)° 01, bpCosy = —(b+q)ps,
ap 6343 = —(b + q)e_%%ol s (49)
abpCsuy = —(b+ q)e > (a (@ — p3) €23 + copy) .

Como a # 0y b # —q, las primeras dos ecuaciones en (4.9) muestran que ¢ no depende de
las coordenadas x1 y o, por lo que el tensor C se reduce a

bpCaua=—(b+q) (p—¢3),

donde ¢ es una funcion diferenciable en las coordenadas (x3,x4). Ahora Csqy = 0 nos dice
que @(x3,4) = ¢(x4)e™, para alguna funcion diferenciable ¢(x4).

Considerando ahora la ecuaciéon conforme Einstein y como en los casos anteriores hacien-
do & = 2Hes, +p p— Z—i{?Agij ¢ 7}g. Un célculo sencillo muestra que la tinica componente
no nula del tensor £ esta dada por:

£(0h,0) = 3¢ (b~ )9 + 266

lo que muestra que ¢(z4) estad determinada por la ecuacion ¢’ = —b;—bq¢. Por lo tanto la
deformacion conforme p(x3, x4) estd dada por:

(<p+ = (K14 + Ko)e™, sib—q=0,

— (¢=b)
Oy = eTTTV s (/{16“ Aoy KQ) : si b(q —b) >0,

oy = ev3 (/-@1 cos(xm/l’;—f) + Ko sin(xﬂ/b;—bq)) , sib(lg—10)<0.

Por lo tanto, en todos los casos anteriores la métrica conforme g, = cpngr es Ricci llana.

(4.10)

\

El caso ¢ = —1 se obtiene de una manera completamente analoga. Para toda métrica g
dada por (3.15)), la métrica conforme g_ = p~2g_ es Ricci llana, donde

(

o= (K1zs + Kp)e™, sib+q=0,

/ /2(a+b)
p_=ersT™ o <l€1@$4 : qurb + /ig) , si b(q + b) > 0,

gp_:e‘”3</<;1 cos (354\/—6;“—5) + K9 sin (xM/—b;—bq)) , sib(g+b) <0.

(4.11)
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Observacion 4.10. Para cada una de las posibilidades en (4.10)) y (4.11]), existe una familia
2-paramétrica de métricas conformes, todas ellas Ricci llanas.

Observacion 4.11. Para toda métrica conforme Einstein, existen deformaciones de la mé-
trica la cual es Einstein. Por lo tanto, observemos que una métrica que no es de tipo (A3)
con € = £1 y b # Fq es semi-conformemente llana y por lo tanto (M, g) no pertenece a la
clase conforme de una métrica Osserman.

4.4. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (B1)
Recordemos que la métrica tiene la forma
9=(q(23 + 4zow374 + 42323) + 4dcxoms + 8cxiry + 2ax3 + 4bx3) da?
+ 2(q(x314 + 22973) + dcTomy + CT3 + 2bT5)dT1dTo
+ 2(q(x3 + 2womy) + 2cx9 + a)dzidrs + daxsdridry
+ (qz? + 2czy + b)d22 + 2(qws + ¢)dwadrs + 2adxodry + qda?,

y debemos considerar el caso ¢ = 0 # ¢. Haciendo ¢ = 0 en las ecuaciones (3.28) y (3.29),
las componentes no nulas de los tensores de Cotton y de Weyl estan dados por:

45c T2 _ 452
Q:121 a2 0:122 — 942

Wigy = 2 2 —3(b+2cxy) , Wigiz = _wa

2

_ _ 3c _
Wiy = —3cxs, Wigas = =5, Wigy = =5

respectivamente. Lo que muestra que (M, g) en este caso es weakly-generic y por lo tanto
C=¢—-W(,-,-, Vo) =0y es una condicién necesaria y suficiente para ser conforme Eins-
tein. Como en las secciones anteriores, consideremos (1, za, T3, r4) una funcion positiva
y sea 0 = —2log(p). Expresamos el gradiente de o como

Vo = a2 {ews — aps} O + 2 {21’2 (a3 — cps) — aps} Oy
m {73 (2ap3 — cps) — apr + 2apa12} O3
+ o5 {bwa — 2 (a + 2cm) + cpr — o33 + 20424} Os -
Las componentes Cia3 ¥ Cia4 del tensor C = € + W(-, -, -, Vo) estan dadas por:
apCiaz = 3cps,  apCiay = 3cpy,

y como ¢ # 0y Cio3 = C1o4 = 0, la funcién ¢ es independiente de las coordenadas x3 y x4.
Asumiendo que ¢ es una funcion diferenciable en las coordenadas (1, x2), las componentes
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no nulas de C se reducen a

3¢ (15cp — 2ayps)

Cio1 = — Ci9a = . 4.12
121 pER ) 122 207 ( )
Un céalculo sencillo muestra que Ci22 = 0 si y sélo si
o= <b(x1)e%“ , (4.13)
para alguna funcion diferenciable ¢(z). Entonces Ci91 se transforma en
3 ! —15
Crot = — ¢ (ag(z1) cr29(21)) (4.14)

a?¢(r1) 7

de donde se sigue que ¢ es identicamente nula y en consecuencia ¢ = 0, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto esta variedad no es conforme Einstein.



Observaciones finales y trabajo futuro

e La clasificacion de las variedades pseudo-riemannianas conforme Einstein estéa practi-
camente resuelta en dimension 4 cuando la variedad M es el producto de dos superfi-
cies M = Y1 X 35. Geométricamente esta situacion se corresponde con la existencia de
una distribuciéon no degenerada de dimension 2 paralela en la variedad. Pretendemos
abordar este problema cuando la variedad M admite dos distribuciones paralelas de
dimension 1. El problema sera especialmente relevante cuando una de las distribu-
ciones sea degenerada, dando lugar a una estructura de Walker.

e Las variedades Kéhler conforme Einstein Riemannianas se caracterizan por la anu-
lacion del tensor de Bach [19]. Pretendemos abordar este problema considerando
métricas Kahler indefinidas y variedades para-Kéhler.
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