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Resumen

En este trabajo se estudia una teoria de integracion respecto a la caracteristica de
Euler-Poincaré. Se introducen algunas familias particulares de espacios topoldgicos y defi-
niciones de la caracteristica de Euler en ellas, principalmente una definicién combinatoria
y una definiciéon (co)homolégica. Se define la integracién respecto a la caracteristica y se
exponen algunas propiedades. Finalmente se estudian aplicaciones de la teoria presentada
previamente, tanto a problemas de enumeracion de objetivos en redes de sensores como a
geometria y topologia. En particular se presentan demostraciones alternativas de la férmu-
la de Riemann-Hurwitz y de la caracteristica de un fibrado localmente trivial. Asimismo,
se expone una generalizacion de la clase de espacios en los que la integracion respecto a la
caracteristica esta definida.

Abstract

The aim of this dissertation is to develop an integration theory against the Euler-
Poincaré characteristic. Several families of topological spaces and definitions of the Euler
characteristic for them are introduced, mainly a combinatorial and a (co)homological de-
finition. Integration against Euler-Poincaré characteristic is defined and several properties
are discussed. Finally, applications of the theory previously exposed are studied, both in
the context of target enumeration in sensor networks and in Geometry and Topology. Par-
ticularly, alternative proofs of the Riemann-Hurwitz formula and of the characteristic of
a fiber bundle are presented. Furthermore, it is introduced a generalization of the class of
spaces for which the integration against the Euler characteristic is defined.






Introduccion

Dedicamos este trabajo a estudiar una teoria de integracion respecto a la caracteristica
de Euler-Poincaré. Los métodos e ideas que presentaremos se inscriben en la tematica
denominada “Euler Calculus”, la cual nacié en un articulo de Viro del afio 1988 [Vir88]
desde el punto de vista de la geometria algebraica y en un contexto muy concreto. En
los anos noventa varios trabajos de Schapira [Sch91; Sch95] volvieron sobre la tematica
utilizando herramientas muy sofisticadas basadas en la teoria de haces. Sin embargo, los
objetos con los que trabajaba todavia eran muy rigidos y restrictivos. También en los
anos noventa hubo varias discusiones acerca de la utilizacion de la caracteristica como
una especie de medida generalizada, pero no fueron publicadas hasta més tarde [Pro02].
Paralelamente, la integracién respecto a la caracteristica de Euler fue estudiada en el
contexto de la geometria integral o teoria de probabilidades geométrica [KR97]. A partir
del afio 2008, Ghrist, Baryshnikov, Robinson y Curry revolucionan la teoria de integracion
respecto a la caracteristica de Euler-Poincaré con varios trabajos [BG08; BG09b; BG10;
CGRI12| en los que combinan las técnicas de sus predecesores con la incorporaciéon de
ideas muy novedosas que permiten flexibilizar la teoria, generalizarla a contextos no tan
restringidos (por ejemplo los complejos simpliciales) y aplicarla al estudio de redes de
sensores.

Los citados trabajos de Ghrist y sus colaboradores estan motivados por las aplicaciones.
De hecho, Ghrist es uno de los investigadores con mas impacto en topologia algebraica
aplicada [Ghrl4] y topologia computacional [EH10], dos ramas de las matemadticas de
aparicién reciente y que en la actualidad se encuentran en auge. En ambas disciplinas
se estudian problemas modernos utilizando técnicas clasicas. Ademas, en el caso de la
topologia computacional, tienen especial importancia las demostraciones y enunciados que
proporcionan algoritmos susceptibles de ser implementados en aplicaciones informaticas.
El Teorema 3.22 y la aplicacién informatica [BG| son ejemplos representativos de esta
metodologia.

Los articulos en los que nos hemos basado fundamentalmente [BG08; BG09b; BG10;
CGRI12| estdn més orientados a exponer las ideas y heuristicas a una audiencia amplia,
enfatizando la intuicién, que a detallar y a formalizar la teoria. Por ello, el objetivo de
nuestro trabajo tiene como punto de partida la exposicion de una teoria detallada y forma-
lizada, basandonos en los trabajos previamente mencionados, de la integraciéon respecto a
la caracteristica y sus aplicaciones. Durante el estudio de la tematica han surgido algunas
ideas originales que nos han llevado a exponer también alguna modesta contribuciéon a la

7



8 Introduccién

misma.

La caracteristica de Euler-Poincaré

La caracteristica de Euler-Poincaré es un concepto clésico. Fue introducida por Euler en
el contexto de multigrafos y poliedros a mediados del siglo XVIII, y pocos anos més tarde
la utiliz6 para demostrar que solo existen cinco sélidos platénicos [Ear99]. La definicién de
la caracteristica en el caso de poliedros introducida por Euler:

X(Poliedro) = # vértices — # aristas + # caras

se generalizd posteriormente a objetos susceptibles de ser expresados en términos com-
binatorios o algebraicos bajo ciertas condiciones de finitud, como los complejos celulares
[Leell; Ghrl4], las variedades diferenciables compactas [Mun66], o subespacios de espacios
topologicos que satisfagan algunas propiedades. Ademas, la caracteristica interviene en
multitud de resultados en bastantes ramas de las matematicas, por ejemplo en problemas
de coloracion de grafos (Teorema de Heawood [Ear99, Teorema 3.3]), en combinatoria (Le-
ma de Sperner [Ear99, Lema 4.4]), en el estudio de campos vectoriales y flujos (Teorema
de Poincaré-Hopf [Ear99, Teorema 4.3]), o en una de las relaciones mas fuertes entre la
topologia y la geometria de superficies, variedades y otros objetos geométricos (Teoremas
de Gauss-Bonnet local y global [Ear99, Teorema 5.1, Teorema 5.2] y sus generalizaciones
|Ghr14]).

Es bien conocido que trabajando en espacios topolégicos bajo unas hipétesis razonables,
si el subespacio U es contractil, entonces la caracteristica de Euler-Poincaré de U es uno.
Ademas, bajo hipdtesis razonables sobre los subespacios U y V' se tiene que la caracteristica
de Euler-Poincaré satisface la siguiente relacion:

X(U) +x(V) =x(UUV)+x(UnNV). (1)

Asimismo, asumiendo de nuevo que los espacios U y V' satisfacen unas hipdtesis razo-
nables, entonces:

X(Ux V) =x(U) - x(V). (2)
Estas observaciones sugieren que el comportamiento de la caracteristica de Euler-Poincaré
se asemeja al de una medida en varios aspectos.

Un problema real que motiva la teoria

En los ultimos anos se han instalado redes wifi que cubren extensas zonas urbanas
y universitarias. Tal servicio de conexiéon a Internet se basa en proporcionar al usuario
muchos puntos de acceso a la red repartidos por la zona de cobertura, de forma que
independientemente de su posicién siempre disponga de al menos un punto de acceso.

Los avances tecnologicos recientes también posibilitan que un dispositivo se conecte a
varios puntos de acceso con el objetivo de mejorar la calidad de la conexion. Ademaés, en los
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Figura 1: Region cubierta por una red wifi con miltiples puntos de acceso.

ultimos anos se ha incrementado la popularidad de servicios que garantizan la privacidad
y que permiten anonimizar las conexiones de los usuarios, imposibilitando la identificacién
del dispositivo que se conecta por parte de los puntos de acceso. Resumiendo la situacion,
podemos suponer que los soportes (regiones de cobertura) de un conjunto de puntos de
acceso recubren una regién en la que un numero finito, pero desconocido, de usuarios se
conectan a uno o mas puntos de acceso simultaneamente. El objetivo es determinar el
numero de usuarios conectados a la red en cada momento. Asumimos que el usuario se
conecta a cuantos mas puntos mejor para incrementar todo lo posible la calidad de su
conexion.

Un primer enfoque puede consistir en considerar que los puntos de acceso estan distri-
buidos uniformemente y muy densamente, es decir, que forman un continuo. Formalizando
un poco las ideas:

Enfoque simplista. Sea X C R? una region. Sea h: X — R la funcion que asigna a cada
punto de acceso el numero de dispositivos conectados. Suponemos que cada dispositivo se
conecta a todos los puntos de acceso que distan de él R unidades o menos. Entonces el

numero de dispositivos es:
1
i /X h(z) dz

donde M = wR?.

Analicemos detalladamente lo que estamos haciendo. Sea {O,}, el conjunto de dispo-

sitivos (de cardinalidad finita pero desconocida). Entonces h = Z 1y, donde U, es la bola

B*(O,, R) centrada en el dispositivo O,. De la linealidad de la integral se tiene:

/Xh(a:)dx:/Xza:an(x)dx:za:/Xan(x)dx:%:M:M-a.

Cabe hacer unas observaciones en lo que respecta al procedimiento presentado. Pri-
mero, el argumento se extiende a cualquier dimension y a cualquier contexto en el que
dispongamos de un conjunto de sensores distribuidos formando un continuo y una familia
de objetivos, por ejemplo radares y vehiculos o personas en un evento. Segundo, los soportes
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U, no tienen que ser bolas, sino un conjunto “medible”, es decir, susceptible de asignarle
un volumen o medida. Sin embargo, todos los soportes deben tener la misma medida para
que el argumento funcione. Tercero, el enfoque utilizado es tremendamente simplista:

1. No todos los dispositivos tienen el mismo alcance para conectarse a redes wifi.

2. La region de deteccion de redes wifi de un dispositivo no es una bola medida con la
distancia euclidea, sino que la geometria de la regién puede ser compleja pues hay
obstaculos y objetos que pueden actuar como repetidores.

3. Los dos puntos previos implican que la medida de Lebesgue de los soportes no coincide
en general.

4. Los sensores (puntos de acceso en el ejemplo) no estan situados de forma continua,
sino que hay un nimero finito.

Destacamos que no es necesario que los sensores identifiquen a los objetivos. Lo tinico
necesario es que cada uno de ellos devuelva el nimero de objetivos detectados. Para corregir
algunas de las objeciones presentadas al enfoque simplista, una posibilidad consiste en
desarrollar una teoria de integracién robusta respecto a cambios en la geometria de los
soportes, como su tamafio o ligeras variaciones en su forma, una teoria de integracion
topoldgica. Imaginemos por un instante que en el ejemplo objeto de estudio los soportes
de los objetivos, denotados U,, tuviesen medida uno respecto a una medida &. Entonces:

/Xh(x)df:/Xzalea(:c)dfzza:/xan(x)dfzza:M:M~a.

El problema expuesto y las ecuaciones (1) y (2) nos motivan a estudiar una teoria de
integracion respecto a la caracteristica de Euler-Poincaré.

Organizacion del trabajo

Comenzamos el trabajo con una exposicién de algunos preliminares sobre la caracteris-
tica de Euler-Poincaré, sus definiciones alternativas, algunos espacios sobre los que puede
definirse, y algunas de sus propiedades.

En el segundo capitulo abordamos la integracion. Hemos optado por una presentacion en
orden creciente de generalidad, conforme discutimos algunos de los problemas que surgen.
El Capitulo 2 se cierra con la definicién de la integral respecto a la caracteristica en los
conjuntos definibles en estructuras o-minimales.

Dedicamos el tercer capitulo a exponer algunas propiedades de la integral como por
ejemplo la aditividad respecto al integrando y al conjunto de integraciéon. También enun-
ciamos y demostramos un teorema de Fubini. A continuaciéon exponemos algunos problemas
de enumeracion de objetivos que motivan otras propiedades de la integral con fines mas
préacticos. Una de ellas nos conduce a un resultado de dualidad en la integral, consecuencia

de la dualidad de Alexander.
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En el Capitulo 4 extendemos la teoria a funciones R-valuadas y combinamos la inte-
gracion respecto a la caracteristica de Euler-Poincaré con la teoria Morse, obteniendo un
resultado de localizacion.

Dedicamos el Capitulo 5 a exponer las aplicaciones de la teoria desarrollada a las redes
de sensores. En particular, generalizamos los problemas de enumeracion estudiados en el
tercer capitulo, por ejemplo permitiendo objetivos en movimiento. También exponemos un
resultado de discretizacion sobre los sensores.

En el Capitulo 6 explicitamos una idea implicita, pero no formulada, en los trabajos
[CGR12; BGO9b] y definimos una generalizacion de la integral a espacios homeomorfos a
conjuntos definibles. Ello permite justificar algunos resultados en [CGR12; BG09b] para
los que en el contexto de conjuntos definibles no hemos encontrado demostraciones rigu-
rosas. A continuacion presentamos un resultado clasico sobre la caracteristica de Euler de
los espacios de revestimiento. Acto seguido, exponemos una demostracién original de la
caracteristica de Euler de un fibrado localmente trivial basada en la integracién respecto a
la caracteristica y en un argumento combinatorio. Ademas, nuestro argumento generaliza
los resultados al respecto de los que tenemos constancia [Hat02; Serb51; Spa50; Shil7] o
simplifica sus demostraciones. Finalmente, presentamos una demostracion, de naturaleza
mas topologica que en [Vir88], de la férmula de Riemann-Hurwitz.






Capitulo 1

La caracteristica de Euler

En este capitulo introducimos algunos de los objetos sobre los que trabajaremos poste-
riormente. En particular presentamos unas familias particulares de espacios topologicos, los
complejos celulares y simpliciales. Enunciamos algunas de sus propiedades y las relaciones
que existen entre ellos y otros objetos geométricos como las variedades. También exponemos
brevemente algunos conceptos de homologia y cohomologia que necesitaremos a lo largo
del trabajo. Ademas presentamos varias definiciones de la caracteristica de Euler-Poincaré
y la relaciéon entre ellas.

1.1. Complejos celulares

En esta seccién presentamos brevemente una familia de espacios topolédgicos, los CW-
complejos finitos. Seguiremos [Leell; Hat02; CGR12; FP90; Shal6], donde pueden con-
sultarse las demostraciones de los resultados que nosotros enunciemos. Utilizaremos los
términos CW-complejo y complejo celular como sinénimos.

Definiciéon 1.1. Llamaremos n-celda abierta e a un espacio topolégico homeomorfo a la
bola abierta unitaria B" C R™ y llamaremos n-celda cerrada € a un espacio topologico
homeomorfo a la bola cerrada unitaria B".

Definicién 1.2. Sea X un espacio topoldgico no vacio, " una n-celda cerrada conn > 1y
@: 0" — X una aplicacién continua. Definimos el espacio de adjuncién X U,e" obtenido a
partir de X L€ al identificar e con ¢(d€). Nos referimos a ¢: de" — X como la aplicacién
de adjuncion.

Definicion 1.3. Sea
X0cXlc...cXmlcXxn=X

una sucesion finita de espacios topoldgicos satisfaciendo las dos condiciones siguientes:

1. X% es un espacio discreto no vacio.

13



14 1 La caracteristica de Euler

2. Para cada i > 1, X' se obtiene a partir de X*~! adjuntando una coleccién finita (que
puede ser vacia) de i-celdas.

Diremos que el conjunto X dotado de la topologia cociente es un CW-complejo finito.

Observacion 1.4. El conjunto de celdas abiertas de X se denomina la estructura celular de
X o descomposicion celular de X.

Ejemplo 1.5. Partimos de dos puntos. En el primer paso anadimos 1-celdas (intervalos).
En el segundo paso anadimos 2-celdas para obtener un cilindro (figura 1.1).

— L)

Figura 1.1: Construccién de un cilindro como CW-complejo.

Teorema 1.6. Sea X un CW-complejo finito, entonces X es compacto.

En las definiciones que siguen asumiremos que X es un CW complejo finito. Ademas,
de ahora en adelante por CW-complejo nos referiremos a CW-complejo finito.

Definiciéon 1.7. La dimensién de X es el menor niimero natural n tal que todas las celdas
de X tienen dimensién menor o igual que n.

Definicién 1.8. Un subcomplejo de X es un subespacio Y C X que es unién de celdas de
X y que satisface la siguiente condicion: si Y contiene una celda, entonces también contiene
su clausura.

Definiciéon 1.9. Definimos el n-esqueleto de X, como el subespacio X" C X formado por
todas las celdas de dimensién menor o igual que n.

Proposicién 1.10. Sean X un CW-complejo e Y un subcomplejo de X. Entonces Y es
cerrado en X, y con la topologia relativa y la descomposicion celular heredada de X, también
es un CW-complejo.

Definicién 1.11. Un CW-complejo se dice regular si todas las aplicaciones de adjuncion
son homeomorfismos.
Ejemplos

Ejemplo 1.12. Un grafo finito es un CW-complejo con celdas de dimensiones cero y uno.
Las celdas de dimensién cero son los vértices y las celdas de dimension uno son las aristas.

Ejemplo 1.13. La esfera S" admite varias realizaciones como CW-complejo:
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1. Con una celda de dimension cero y una celda de dimensién n. La aplicaciéon carac-
s e . .z DN , o1
teristica para la celda de dimensién n es g: B- — S", que envia OB a la celda de
dimension cero.

2. Con dos celdas en cada dimension hasta la dimensién n. Cada par de celdas en la
dimension 7 seran los hemisferios de la esfera de dimensién 7 y se pegan a lo largo del
ecuador, el cual es la esfera de dimension i — 1.

Observacion 1.14. El ejemplo anterior pone de manifiesto que un espacio puede admitir
varias estructuras de CW-complejo distintas.

Ejemplo 1.15. El espacio proyectivo real X = RP" puede realizarse como un CW-
complejo [Hat02, Ejemplo 0.4]. Comenzamos con un punto que es X° = RP’. Adjuntamos
B' mediante la aplicacion cociente 9B' = S° — RPY. Obtenemos entonces X' = RPL. Re-
petimos el procedimiento hasta la dimension n. En consecuencia podemos dotar a X = RP"
de una estructura de CW-complejo con una celda en cada dimensién hasta la dimension
n. Las aplicaciones caracteristicas son las aplicaciones cociente de las esferas a los espacios
proyectivos.

Ejemplo 1.16. Las variedades diferenciables compactas (con o sin borde) pueden realizarse
como CW-complejos finitos (ver Teorema 1.29).

Ejemplo 1.17. Las variedades topologicas compactas (con o sin borde) de dimensién
menor o igual que tres pueden realizarse como CW-complejos finitos (ver Teorema 1.30).

Algunas propiedades

Introducimos una proposiciéon que proporciona informacion sobre los productos de CW-
complejos finitos.

Proposicion 1.18. Sean X, Y dos CW-complejos finitos. Entonces X XY admite una
estructura de C'W-complejo finito.

Observacion 1.19. La demostracion del resultado es constructiva y muestra que las celdas
del nuevo espacio son los productos de celdas de X con celdas de Y. Es decir, si las celdas
de X e Y son e? y eé respectivamente, donde los superindices indican la dimensiéon y los
subindices indexan cada una de las celdas en esa dimensién, entonces las celdas de X x Y
son e;‘? x el.

Ejemplo 1.20. Introducimos una ilustracién del resultado anterior para X = S' la circun-
ferencia e Y = B? la bola cerrada de dimensién dos. El producto es el toro sélido, el cual
podemos dotar de una estructura celular dada por la Proposicién 1.18. Supongamos que la
estructura celular de S' es {e°, '} y la estructura celular de B? es {e°, ', e?}. Tlustramos
la estructura celular de S* x B? en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Estructura celular del producto de CW-complejos.

El cociente de un CW-complejo por un subcomplejo también puede dotarse de una
estructura de CW-complejo.

Teorema 1.21 ([Hat02]). Sea X un CW-complejo finito y A un subcomplejo. Entonces el
cociente X /A tiene estructura de CW-complejo donde las celdas de A se colapsan a una
celda de dimension cero.

El siguiente resultado permite considerar los CW-complejos finitos como subespacios
de un espacio euclidiano.

Teorema 1.22 (Embebimiento de CW-complejos, [FP90, Teorema 1.5.15, p. 46]). Sea X
un CW-complejo finito de dimension n, entonces X se embebe en R*"1,

1.2. Complejos simpliciales
Exponemos a continuacion los complejos simpliciales.

Definicién 1.23. Sean vg, vy, ...,v, puntos afinmente independientes en R™ con m > n.
Llamamos n-simplice generado por vy, vy, ...,v,, y lo notamos [vg,v1,...,v,], al menor
conjunto convexo en el espacio euclidiano R™ que contenga a los citados puntos. Es decir:

[V0, V1, -« oy U] = {touo + -+ + tav, ER™ 1 Dt =1y & > 0 Vil

Cada uno de los puntos vg, vy, . . . , v, se llaman vértices del n-simplice y los valores tg, t1, ..., 1,
son las coordenadas baricéntricas respecto a los vértices. Decimos que n es la dimension
del simplice, que coincide con la dimensiéon como celda [Leell, Proposicién 5.32].

Sea o un n-simplice. Cada simplice generado por un subconjunto no vacio de los vértices
diremos que es una cara de o. Las caras distintas de ¢ se llaman caras propias. Las caras
generadas por n vértices se denominan caras de frontera. Decimos que la frontera de o es la
unién de todas sus caras de frontera y que el interior de ¢ es ¢ menos su frontera. Decimos
que un n-simplice abierto es el interior de un n-simplice o = [vg, vy, ...,v,], es decir, el
conjunto

{t0U0+"'+tnUn cR™: Ztl = 1ytl > OVZ}
(2
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Definicién 1.24. Un complejo simplicial finito es una coleccion finita K de simplices en
un espacio euclidiano R", satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Si o € K, entonces todas las caras de o estan en K.
2. La intersecciéon de cualquier par de simplices en K es el vacio o una cara de ambos.

Convenimos que si K es un complejo simplicial en R", entonces la dimension de K es
la dimensiéon méxima de los simplices que lo componen. Un subconjunto K' C K es un
subcomplejo de K si dado o € K', entonces todas las caras de o estdn en K'. Dado k € N,
el conjunto de todos los simplices de I de dimensiéon menor o igual que k£ es un subcomplejo
llamado el k-esqueleto de K y lo notaremos K*. Al igual que en el caso de CW-complejos,
por complejo simplicial entenderemos complejo simplicial finito.

AL
A

Figura 1.3: Complejo simplicial finito de dimension tres.

Dado un complejo simplicial I en R", llamaremos poliedro de K, y lo notaremos por
||, al conjunto de todos los simplices de K dotado de la topologia relativa heredada de
R™. Con esta notacién se tiene el siguiente resultado, que motiva la terminologia anterior:

Teorema 1.25. Sea K un complejo simplicial finito. El espacio |K| es un CW-complejo
finito.

Observacion 1.26. E1 CW-complejo || es regular. Las celdas del CW-complejo son los
simplices abiertos.

El resultado previo justifica un abuso de lenguaje que cometeremos con frecuencia: en
ocasiones nos referiremos a un poliedro |K| como el complejo simplicial K. El Ejemplo 1.12
también puede verse como un poliedro. Para més ejemplos véase [Leell]. A continuacién
exponemos bajo qué circunstancias el teorema previo tiene un reciproco.

Definicién 1.27. Dado un espacio topologico X, llamamos triangulacién de X a un par
(K, ¢) formado por un complejo simplicial finito y un homeomorfismo ¢: X — |KC|. Decimos
que un espacio es triangulable si admite una triangulacion.
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Teorema 1.28 ([FP90, Teorema 3.4.1]). Sea X un CW-complejo regular finito, entonces
X es triangulable.

Teorema 1.29 (Triangulacion de variedades, [Mun66, p. 80-81, Teorema 10.6 p. 103]).
Sea M una variedad diferenciable compacta con o sin borde. Entonces M es triangulable.

Teorema 1.30 (Triangulacion de variedades topoldgicas, [Leell; Hat13; Ham76]). Sea M
una variedad topologica compacta con o sin borde de dimension uno, dos o tres. Entonces
M es triangulable.

Definiciéon 1.31. Sea K un complejo simplicial finito. Una subdivisién de K es un complejo
simplicial finito K’ tal que se satisfagan las siguientes condiciones:

1. Cada simplice de K’ est4 contenido en algin simplice de K.
2. Cada simplice de K es la unién finita de simplices de X'

Observacion 1.32. Se sigue de la definiciéon que |K| = |K'| y que ambos espacios son
homeomorfos.

Observacion 1.33. De uso frecuente es la subdivisién baricéntrica [Bre93; Hat02].

Definicién 1.34. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Una aplicacién simplicial
f: K — L es una aplicacién f: || — |£| que satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada simplice o de IC, f lleva los vértices de o en el conjunto de vértices de
algin simplice ¢’ de L.

2. La aplicacion f: |K| — |£] es afin en cada simplice.

Observacion 1.35. Algunos autores [Shal6] definen aplicacién simplicial como una aplica-
cion continua entre los poliedros que lleva simplices en simplices, es decir, una aplicacion
celular donde las celdas son simplices. Nétese que nuestra definicién es mas restrictiva.

1.3. Caracteristica de Euler combinatoria

En esta seccion introducimos la definicién combinatoria de la caracteristica de Euler-
Poincaré para CW-complejos finitos y exponemos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.36. Sea X un CW-complejo finito, entonces se define la caracteristica de
Euler combinatoria de X:

i=0
donde ¢; es el nimero de celdas en dimensién <.

Ejemplo 1.37. La caracteristica de Euler generaliza el concepto de cardinalidad en con-
juntos finitos. Si X es un conjunto finito de puntos, entonces y(X) = #X.
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Teorema 1.38 (Principio de inclusién exclusién combinatorio). Sean X e Y subcomplejos
de un CW-complejo finito Z, entonces

X(XUY) = x(X) +x(Y) —x(XNY).

Demostracion. Notese que la interseccion de subcomplejos es un subcomplejo y por tanto
esta bien definida su caracteristica. El resultado se sigue de contar celdas. ]

El principio de inclusion exclusion se extiende por induccién a un ntmero finito de
subcomplejos en la forma del principio de inclusién exclusién general.

Teorema 1.39 (Principio de inclusion exclusiéon combinatorio general). Sea {X;}!*, una
familia (finita) de subcomplejos de un CW-complejo finito. Entonces:

VU X) =S xX) SN X))+ Y (6N X N X — -
j=1 ¢ i#j i#jF ki
+ (=)™ (X NN X)),

Teorema 1.40. Sean X yY CW-complejos finitos, entonces

X(X X Y) = x(X) - x(Y).
Demostracion. Notemos por ¢ el niimero de celdas de dimensién i en X y por cY el
numero de celdas de dimension j en Y. Asumamos que la dimension de X es m y la de Y
es n. Entonces se tiene

m n m+n
W) = (S (Sewa) = 5 5 o
i=0 j=0 k=0 i+j=Fk
Y por la estructura celular de X x Y dada en la Proposicion 1.18:
m-+n m+n
X(XXY):Z( kX><Y ZZ kZX;’ 0
k=0 k=0 i+j=k

Observacion 1.41. Los Teoremas 1.38 y 1.40 sugieren que en cierto modo la caracteristica
de Euler se comporta como una medida. Sin embargo la coleccién de subcomplejos de un
CW-complejo no tiene estructura de una o-algebra.

Utilizando la estructura celular del cociente de un complejo por un subcomplejo (Teo-
rema 1.21) se tiene de forma inmediata el siguiente resultado:

Teorema 1.42. Sea X un CW-complejo finito y A un subcomplejo. Entonces

X(X/A) = x(X) —x(A4) + 1.
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1.4. Homologia y cohomologia

En esta seccion R serd un anillo conmutativo unitario salvo que indiquemos lo contrario.
Siempre que digamos R-moddulo nos referimos a R-modulo por la izquierda. Ademas cuando
hablemos de un cuerpo asumiremos que es conmutativo. Seguiremos [Hat02; Leell].

Definicién 1.43. Sea X un espacio topoldgico. Un n-simplice singular en X es una apli-
cacion continua o: A" — X.

Definicién 1.44. Sea C,(X; R) el R-médulo generado por el conjunto de n-simplices sin-
gulares en X. Los elementos de C,(X; R) se llaman n-cadenas singulares y las escribiremos
como sumas finitas Z ro;conr; € Ry o0 A" — X.
Definicién 1.45. Definimos los homomorfismos de R-moédulos
On: Cr(X5R) = Ch1 (X5 R),
llamados operadores borde, enunciando como actian sobre los generadores:
On(0) =D (=)o oe,

donde €;: [eg,..., €, ... €] < le0,...,€i...,€,] es la inclusién de la i-ésima cara del
n-simplice estandar.

Se cumple que 9, o 0,41 = 0. Ello nos permite construir un complejo de cadenas,
es decir, una sucesion de homomorfismos de R-moddulos tales que la composicién de dos

consecutivos siempre sea cero, o lo que es equivalente, Im(9,41) C Ker(d,). Anadimos el
R-médulo trivial a la derecha y dy = 0. Notaremos C;(X; R) por C;:

On+1 On 0 1o
e Oy S Cy Oy — - — O 50y =0

Definicién 1.46. Se definen los R-mddulos (o grupos si prescindimos de estructura) de
homologia singular como

)=

Ahora dualizamos el complejo de cadenas como sigue. Consideremos los R-modulos
C"(X;R) = Hom(C,(X; R), R).

Los elementos de C"(X; R) son homomorfismos de R-médulos y se llaman n-cocadenas.
Definimos los operadores coborde

6n: C"HX;R) = C"(X; R)

como sigue: si  es una (n—1)-cocadena, entonces 9, () = ¢o0d,. Se tiene que d,4100, = 0.
De nuevo, para representar el complejo de cocadenas notamos C"(X; R) por C",

5() 61 5,”,1

0 0 ol oy om e
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Definicion 1.47. Se definen los R-mddulos (o grupos si prescindimos de estructura) de
cohomologia singular como
Ker<5n+1)

H"(X;R) = Tm(0,)

Observacion 1.48. Si se sobreentiende el anillo de coeficientes, abreviaremos por H,(X) y
H"(X) los médulos de homologia y cohomologia, respectivamente.

Teorema 1.49 (Invariancia homotépica de la homologia, [Hat02]). Si X e Y son espa-
cios topologicos homotopicamente equivalentes, en particular si son homeomorfos, entonces
H,.(X) y H,(Y) son isomorfos para todo n > 0.

Observacion 1.50. La cohomologia singular satisface la misma propiedad [Hat02].

La homologia y cohomologia estéan relacionadas por el teorema de coeficientes univer-
sales de cohomologia [Hat02]. Exponemos una consecuencia a la que haremos referencia a
lo largo del trabajo:

Teorema 1.51. Sea X un espacio topoldgico y consideremos la homologia y cohomologia
sobre un cuerpo K (conmutativo). Entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales:

H™(X; K) = Hom(H,(X; K), K).

St ademdas los espacios vectoriales son de dimension finita, entonces existe un isomorfismo
(no natural) de espacios vectoriales:

H"(X;K) = H,(X; K).

1.5. CW-complejos y homologia celular
Continuamos el estudio de la (co)homologia en CW-complejos. Seguiremos [Hat02;
Bre93]. Utilizaremos homologia y cohomologia relativas, las cuales se definen utilizando

cocientes de los mddulos de cadenas singulares, véase [Hat02] para un tratamiento detalla-
do. Convenimos que X" es el conjunto vacio para n < 0.

Teorema 1.52. Sea X un CW-complejo finito. Entonces:

1. Hy(X™, X™) es cero para k # n y es un médulo libre con base las n-celdas de X
para k = n.

2. Hp(X™) =0 para k > n. En particular, H,(X) =0 para k > dim X .

3. La inclusion i: X" — X induce un isomorfismo i,: Hp(X") — Hg(X) para k < n.
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Como consecuencia del resultado, si X es un CW-complejo finito podemos combinar
trozos de las sucesiones exactas largas para los pares (X" X™) (X" X™) y (X" X™)
en una sucesiéon de modulos libres finitamente generados:

o Hy g (X7 XM 8 H (X7 X O B (X X))

que es un complejo de cadenas. Lo llamaremos complejo de cadenas celular de X. Conse-
cuentemente, denotamos

CyW(X) = Hu (X", X",

Se tiene que CX" (X)) es un médulo libre con base las n-celdas de X, es decir, los elementos
de CE"(X) son combinaciones lineales de las n-celdas.

Definicién 1.53. Los moédulos de homologia del complejo de cadenas celular se llaman
modulos de homologia celular de X y los denotamos:

HEY(X) = Kerd,, /Imd,, ;1.
Teorema 1.54 ([Hat02]). En las condiciones precedentes se tiene el isomorfismo:

HSY(X)= H,(X) para todo n € N.

1.6. Caracteristica de Euler (co)homolégica

En lo que sigue asumiremos que el anillo de coeficientes es un dominio de ideales
principales ademés de conmutativo y unitario.

Teorema 1.55. Sea X un C'W-complejo finito. Entonces

X(X) =) (—1)"rank H,(X).

n

Demostracion. Durante el transcurso de esta demostracion notaremos
Co(X) = CM(X) = Hp(X™, X7
para simplificar la notacion. Sea:
= O, —Cy— - —C; — Cy— 0

el complejo de cadenas celular formado por médulos libres finitamente generados, con
ciclos Z,(X) = Kerd,, fronteras B, (X) = Imd,,11, y homologia H,(X) = Z,(X)/B,(X).
Entonces tenemos las sucesiones exactas cortas de médulos finitamente generados sobre un
dominio de ideales principales:

0— Z,(X) — Cp(X) — B—1(X) —0
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0— B,(X) — Z,(X) — H,(X)—0

para todo n. Se tiene:

rank C,,(X) = rank Z,,(X) + rank B,,_;(X)
rank Z,(X) = rank B,(X) + rank H, (X)

Substituimos la segunda ecuacién en la primera y multiplicamos la ecuacién resultante por
(—1)". El resultado se sigue de sumar sobre n:

> (=1)"rank C,,(X) = > (—1)"rank H,,(X). O
Corolario 1.56. La caracteristica de Euler de un CW-complejo finito es invariante por
homotopia y no depende de la estructura celular escogida.

Corolario 1.57. La caracteristica de Fuler de un complejo simplicial finito es invariante
por subdivisiones.

Como consecuencia del Teorema 1.55 se introducen varias definiciones de la caracteris-
tica de Euler (co)homolégica.

Definiciéon 1.58. Consideremos un complejo de cadenas C' de R-mddulos sobre un dominio
de ideales principales R:

e O, —Cy— ... —C1 — Cy — 0

Decimos que C' es de tipo finito si todos los médulos que lo componen son de rango finito
y todos ellos salvo un ntimero finito son cero.

Dado un complejo de cadenas (C,, 0)

e O O, I Oy 0 2 G B0
podemos interpretar la homologia del complejo de cadenas como otro complejo de cade-
nas (H(C,),0,). O equivalentemente, podemos ver (H(C,),0,) como médulos graduados
[Shal6]. En este caso, si decimos que M = @5 M; es un médulo graduado de tipo finito,
entendemos que el complejo de cadenas asociado es de tipo finito. Consideraciones analogas
se aplican un complejo de cocadenas (C*,9°®) y la cohomologia.

Definicién 1.59. Sea R un dominio de ideales principales y M un médulo graduado de
tipo finito M = @ M;. Entonces definimos la caracteristica de Euler algebraica del médulo

A
M como:

x(M) = (—1)'rank M;.

%

Repitiendo el argumento usado en el Teorema 1.55 se prueba el siguiente teorema.
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Teorema 1.60. Sea (C,, 0,) un complejo de cadenas de tipo finito formado por R-médulos
sobre un dominio de ideales principales R. Entonces

X(H(C)) = x(C).

Definicién 1.61. Sea X un espacio topolégico y R un dominio de ideales principales.
Supongamos que la homologia singular con coeficientes en R del espacio es un médulo
graduado de tipo finito, entonces definimos la caracteristica de Euler homolégica de X
como:

X(X) = x(H.(X))
donde H,(X) denota el modulo graduado de homologia de X.

Supongamos ahora que consideramos los coeficientes en un cuerpo K. Como conse-
cuencia del teorema de coeficientes universales para cohomologia (Teorema 1.51), si los
espacios vectoriales de homologia son de dimension finita, entonces los espacios vectoriales
de homologia y cohomologia son isomorfos y por tanto es pertinente la siguiente definicion.

Definicion 1.62. Sea X un espacio topolégico y K un cuerpo (conmutativo). Suponga-
mos que la cohomologia singular con coeficientes en K del espacio es un espacio vectorial
graduado de tipo finito, entonces definimos la caracteristica de Euler cohomologica de X
como:

X(X) = x(H*(X))
donde H*(X) denota el médulo graduado de cohomologia de X.

Corolario 1.63. La caracteristica de Euler homoldgica sobre un cuerpo coincide con la
caracteristica de Euler cohomologica y es un invariante homotopico.

Observacion 1.64. El Teorema 1.55 garantiza que en el caso de CW-complejos compactos,
es decir, finitos, todas las definiciones de la caracteristica de Euler coinciden utilizando un
cuerpo como anillo de coeficientes.

Observacion 1.65. En el caso de las variedades diferenciables compactas con o sin borde
(triangulables en virtud del Teorema 1.29), las caracteristicas de Euler homoldgica y coho-
molégica estan definidas, pues los moédulos de homologia y cohomologia son finitamente
generados y solo un niimero finito de ellos son no triviales.

Observacion 1.66. En el caso de las variedades topoldgicas compactas con o sin borde, las
caracteristicas de Euler homologica y cohomoldgica también estan definidas. Ello es conse-
cuencia de que tales espacios tienen el tipo de homotopia de CW-complejos finitos [KKS69].
Para dimensiones uno, dos o tres el resultado se sigue de los resultados de triangulacion de
tales variedades.

Observacion 1.67. También podriamos definir la caracteristica de Euler utilizando otras
teorias de homologia y cohomologia. Por ejemplo cohomologia con soportes compactos
[CGR12; Hat02] o las teorias simpliciales [Hat02]. Sobre CW-complejos finitos coinciden
[CGR12; Hat02].
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Teorema 1.68 (Principio de inclusién exclusion homolégico). Sean A y B subconjuntos
abiertos de un espacio topologico X . Supongamos que la caracteristica de Euler homoldgica
de A, B, AUB y AN B estd definida, entonces

X(AU B) = x(A) + x(B) — x(AN B).

Demostracion. Las hipotesis garantizan que la sucesion exacta larga de Mayer-Vietoris
[Hat02]:

— Hy(AN B) — H,(A) @ H,(B) — H,(AUB) — H, (AN B) —

es de tipo finito. De la definiciéon de la caracteristica de Euler algebraica aplicada al complejo
de cadenas anterior y de la definiciéon de la caracteristica de Euler homoldgica se sigue
el resultado. También podriamos argumentar utilizando las ideas de la demostracion del
Teorema 1.55. 0]

Observacion 1.69. Sean A y B subcomplejos de un CW-complejo finito X tales que X =
AU B. Entonces se verifica:

X(AU B) = x(A) + x(B) = x(AN B).

La idea de la demostracion consiste en considerar entornos abiertos de los subcomplejos
que se retraigan por deformacién fuerte a los subcomplejos y tales que la interseccion de los
entornos se retraiga por deformacién fuerte a la interseccién de los subcomplejos [Hat02].
El principio de inclusiéon exclusiéon homologico presenta una ventaja sobre el combinatorio:
se extiende a CW-complejos no finitos [Leell; Hat02].

Teorema 1.70. Sean X yY espacios topologicos. Supongamos que las caracteristicas ho-
moldgicas sobre un cuerpo de X e'Y estdn definidas, entonces

X(X X Y) = x(X) - x(Y).

Demostracion. Notemos por d¥ la dimension del espacio vectorial de homologia H;(X)
y por d}/ la dimension del espacio vectorial de homologia H;(Y"). Asumamos que las di-
mensiones méaximas de los espacios vectoriales no triviales H;(X) y H;(Y) son m y n
respectivamente. Entonces

0w = (Seva) - (Seva) <X 5 o,

i=0 5=0 k=0 i+j=k
Y en virtud de la férmula de Kiinneth [Hat02, Corolario 3B.7] y la dimensién del producto
tensorial de espacios vectoriales se tiene

m—+n

X(XxY)=3" S (-1)krd). O

k=0 i+j=k
Observacion 1.71. El teorema de coeficientes universales para cohomologia 1.51 garantiza
que el resultado también se cumple para la caracteristica de Euler cohomolégica.






Capitulo 2

Integracién respecto a la
caracteristica de Euler

En este capitulo introducimos la teoria de integracién respecto a la caracteristica de
Euler-Poincaré. Comenzamos trabajando sobre los complejos celulares expuestos en el pri-
mer capitulo y motivados por los problemas que surgen definimos nuevos objetos mas
adecuados para nuestros propésitos.

2.1. Introduccion

Comenzamos exponiendo la teoria de integracién respecto a la caracteristica de Euler
en el contexto familiar de complejos simpliciales finitos, donde todas las definiciones de la
caracteristica coinciden. Precisamente la teoria “moderna” del “Euler Calculus” comenzd
con el estudio de la caracteristica y la integracién en estos espacios. La exposicion esta
inspirada en [Vir88; CGR12; BG09b; BG10; KR97; Pro02] y trataremos de seguir el trabajo
[BGO8] de Baryshnikov y Ghrist.

De ahora en adelante X sera un complejo simplicial finito salvo que se diga lo contrario.

Definicién 2.1. Denotamos por CF(X) el Z-médulo libre generado por la familia finita
de aplicaciones

1 z€0

1,: X = Z, donde 1,(z)= {
0 en otro caso

donde o es un simplice de X.

Observacion 2.2. Los elementos de C'F(X) son de la forma ¢ = Z col,, donde c, € Z e

ael
I es un conjunto finito. Ademas se expresan de forma tnica.

Definicién 2.3. Dada ¢ = > ¢,1,, € CF(X) definimos su integral respecto a la carac-
a€cl

27
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teristica de Euler, notada / ¢ dyx, como
b's

Jodx=Y c..

ael

Observacion 2.4. La integral respecto a la caracteristica de Fuler es un homomorfismo

CF(X) — Z de Z-mo6dulos.

Sea U un subcomplejo de X. Notamos por 1y la aplicacion:

1 ze€U

1y: X — Z, donde 1y(z) = {
0 en otro caso.

Observacion 2.5. Notemos que si U es un subcomplejo de X, entonces el principio de inclu-

sién exclusién conjuntista (andlogo al Teorema 1.39) aplicado al conjunto de los simplices

de U garantiza que 1y € CF(X). En efecto, supongamos que {o;}7-; son los simplices de

U. Entonces,

U - 1u 0 Z 102 Z 10’¢ﬂaj + Z 1o'¢ﬁo]ﬂok — -t (_1)m+1laim---ﬂo—m-
i#] i jEki

Proposicion 2.6. Sea {U,}aer una familia finita de subcomplejos de X. Dada ¢ =

Z coly, con c, € Z, entonces
acl

/ pdx = cax(Us

a€cl

Demostracion. Puesto que la integral respecto a la caracteristica de Euler es un homomor-
fismo de Z-mdédulos es suficiente demostrar que si U es un subcomplejo de X, entonces

/XlUdX = x(U).

Y esto se sigue de la observacién 2.5 y el principio de inclusién exclusién (Teorema 1.39). [

A continuacién queremos desarrollar una teoria de integracién respecto a la caracteris-
tica de Euler. Y ello es dificil en el contexto de complejos simpliciales compactos pues no
son estructuras suficientemente flexibles. El principal problema es que los subcomplejos de
un complejo simplicial no forman una o-algebra.

2.2. Teoria de la medida

Hemos visto que la caracteristica de Euler satisface algunas propiedades tipicas de
las medidas, como por ejemplo el principio de inclusién exclusién (aditividad finita) o
la multiplicatividad. Sin embargo los subcomplejos de un complejo simplicial finito no



2.2 Teoria de la medida 29

forman una o-algebra de conjuntos pues el conjunto complementario de un subcomplejo
no es necesariamente un subcomplejo. Para solucionar este problema extendemos la teoria a
estructuras méas generales. Para ello, introducimos algunas definiciones referentes a medidas
y generalizaciones de las mismas apropiadas para trabajar en este contexto.

Definicién 2.7. Sea X un conjunto no vacio. Una o-dlgebra de conjuntos en X es una
familia M C P(X) satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. El conjunto vacio esté en la familia M.
2. Si un conjunto esta en la familia, entonces también estd su complementario.
3. Las uniones numerables de conjuntos en la familia M estan en M.

Observacion 2.8. Si solo requerimos que la condicién (3) se satisfaga para uniones finitas,
entonces M es un algebra de conjuntos.

Definicion 2.9. Un espacio medible es un par (X, M) donde X es un conjunto no vacio
y M una o-algebra de subconjuntos de X.

Definicién 2.10. Una medida en M es una aplicacion p: M — [0, oo| satisfaciendo las
siguientes condiciones:

1. La medida del conjunto vacio es cero, es decir, u(f)) = 0.

2. La aplicacién p es o-aditiva, es decir, dada una coleccion numerable de conjuntos
disjuntos dos a dos, entonces la medida de la unién es la suma de las medidas.

Analicemos la definicién anterior desde la perspectiva de la caracteristica de Euler-
Poincaré:

= Primero, existen espacios con caracteristica negativa, como por ejemplo un multigrafo
con un vértice y dos ciclos.

= Segundo, las medidas satisfacen una propiedad de monotonia, es decir, dados A, B €
My A C B, entonces p(A) < u(B). Por el contrario, la caracteristica de Euler no
satisface esa propiedad. Por ejemplo, la caracteristica de una rosa de tres pétalos (un
multigrafo con un vértice y tres ciclos) es menos dos mientras que la caracteristica
del vértice es uno.

= Tercero, no hemos obtenido resultados sobre la caracteristica para familias numera-
bles de conjuntos, sino que todos nuestros resultados son para colecciones finitas.

Consecuentemente, presentamos una adaptaciéon original del concepto de medida ade-
cuada para trabajar con la caracteristica de Euler-Poincaré:

Definicién 2.11. Sea R un dominio de ideales principales y M un algebra de subconjuntos.
Llamaremos y-medida en M a una aplicacion p: M — R satisfaciendo las siguientes
condiciones:
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1. La medida del conjunto vacio es el cero del anillo R, es decir, (@) = 0.

2. La aplicacion p es aditiva, es decir, dada una coleccién finita de conjuntos disjuntos
dos a dos, entonces la medida de la union es la suma de las medidas.

Definicién 2.12. Un espacio de medida es una terna (X, M, i), donde X es un conjunto no
vacio, M es una o-dlgebra de subconjuntos de X y u es una medida en M. Analogamente,
un espacio de y-medida es una terna (X, M, ) donde M es un dlgebra de subconjuntos
de X y p es una y-medida en M.

Observacion 2.13. La caracteristica de Euler-Poincaré también es una “valuation” en el
sentido expuesto en [KR97, Capitulo 2].

2.3. Complejos simpliciales incompletos

En esta seccion introducimos los complejos simpliciales incompletos, una generaliza-
cién de los complejos simpliciales que jugara un papel trascendental en el desarrollo de la
teoria de integracion respecto a la caracteristica de Euler-Poincaré. En cierto sentido, los
complejos simpliciales incompletos son los bloques fundamentales que componen la familia
de objetos sobre los que la caracteristica es una medida. Nos basamos en [Van98; CGR12;
BGO9b]. En lo sucesivo cuando hablemos de complejos simpliciales entenderemos impli-
citamente que son finitos, tanto si son completos o no. Y lo mismo se aplica a cualquier
complejo celular. De todas formas, en algunos teoremas o definiciones enfatizaremos la
finitud para que no quepa lugar a confusion.

Recordamos que dados vg, v1, ..., v, puntos afinmente independientes en R™, llamamos
n-simplice abierto generado por v, ..., v,, y lo notamos [vy, ..., v,], al conjunto:

[Uo,..-,Un]:{tovo-i-"'-i-tnanRm2 Zti:1yti>0Vi}.

7

Cada uno de los puntos vy, ..., v, se llaman vértices del n-simplice y los valores ty,...,t,
son las coordenadas baricéntricas respecto a los vértices.

Definiciéon 2.14. Un complejo simplicial incompleto (finito) es una coleccién finita IC de
simplices abiertos en un espacio euclidiano R", satisfaciendo la siguiente condicion:

1. La interseccién de cualquier par de clausuras de simplices abiertos en K es el vacio o
la clausura de algiin simplice en el complejo.

Observacion 2.15. Los complejos simpliciales incompletos difieren de los usuales en que los
segundos satisfacen que si o0 € K, entonces todas las caras de o estdn en /.

Observacion 2.16. La subdivision baricéntrica se extiende a complejos simpliciales incom-
pletos [Van9g].



2.4 Caracteristica e integracion 31

Figura 2.1: Complejo simplicial incompleto que no es un complejo simplicial completo.

En lo sucesivo “complejo simplicial” significard complejo simplicial incompleto, salvo
que por el contexto esté claro que nos referimos a uno completo.

Definicién 2.17. Dado un complejo simplicial (incompleto) K, un subcomplejo es una
subcoleccion de simplices de K. Dado un complejo simplicial I en R", llamaremos poliedro
de K, y lo notaremos por ||, al conjunto de todos los simplices de K dotado de la topologia
relativa heredada de R".

Observacion 2.18. Notese que los poliedros asociados a complejos simpliciales completos
son un caso particular de poliedros asociados a complejos simpliciales incompletos.

Definicion 2.19. Dado un espacio topoldgico X, llamamos triangulacién (incompleta) de
X a un homeomorfismo entre X y un poliedro asociado a un complejo simplicial incompleto
K.Y decimos que un espacio es triangulable si admite una triangulacién.

2.4. Caracteristica e integracion

A continuacién definimos tanto la caracteristica de Euler como la integral respecto a la
caracteristica en el contexto de los complejos simpliciales incompletos finitos. Nos basamos
en [Van98; CGR12; BG09b].

Definicién 2.20. Sea X un complejo simplicial incompleto finito, entonces se define su
caracteristica de Euler combinatoria:

donde c¢; es el niimero de simplices abiertos de dimension <.

Observacion 2.21. Es posible enunciar la Definiciéon 2.20 como un teorema partiendo de la
definicion de la caracteristica en los complejos simpliciales completos y utilizando las ideas
expuestas en [KR97].

Ejemplo 2.22. De nuevo, para conjuntos finitos la caracteristica coincide con la cardina-
lidad, y para grafos finitos la caracteristica es el niimero de vértices menos el nimero de
aristas.
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A B

Figura 2.2: La caracteristica del poliedro A es uno mientras que la caracteristica de B es
cero.

Observacion 2.23. La caracteristica de Euler combinatoria en complejos simpliciales in-
completos no es invariante por homotopia. En la figura 2.2 se muestran dos poliedros
equivalentes por homotopia cuyas caracteristicas de Euler difieren.

Sin embargo, la caracteristica si es un invariante topolégico (ver Teorema 6.1). Ademas
la caracteristica sobre complejos simpliciales incompletos satisface el principio de inclusion
exclusion. El conjunto complementario de un subcomplejo en un complejo simplicial incom-
pleto es también un subcomplejo. Y la interseccién y unién de subcomplejos son de nuevo
subcomplejos. Por tanto hemos construido unos objetos a medida para que se cumpla el
siguiente resultado.

Teorema 2.24. La familia de subcomplejos de un complejo simplicial incompleto finito
tiene estructura de algebra de conjuntos y la caracteristica de Euler es una y-medida.

De ahora en adelante X serda un complejo simplicial incompleto finito salvo que se diga
lo contrario.

Definicién 2.25. Denotamos por C'F(X) el Z-médulo libre generado por la familia finita
de aplicaciones:

1 z€0

1,: X = Z, donde 1,(z)= {
0 en otro caso

donde ¢ es un simplice abierto de X.

Definicién 2.26. La integral respecto a la caracteristica de Euler es el homomorfismo
denotado por

/ (o)dy: CF(X) — Z,
X
que envia un k-simplice abierto a su caracteristica de Euler combinatoria, es decir, a (—l)k.

Al igual que en el contexto de complejos simpliciales completos, si U es un subcomplejo
de X, notamos por 1; la aplicacién:

1 z€U

1y: X — Z, donde 1ly(z) = {
0 en otro caso.

Ademas en el contexto de complejos simpliciales incompletos es inmediato que 1y €

CF(X)yque / 1y dx = x(U). Puesto que la caracteristica es un homomorfismo, también
X
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se cumple que dadas una familia finita de subcomplejos de X, {Uy}taer, y ¢ = Z colu,
acl
con ¢, € Z, entonces

/X (bdX = Z CaX(Ua)'
acl

Otra propiedad interesante de la integracién en este contexto es que podemos adaptar ideas
de la integral de Lebesgue:

Proposicion 2.27. Dadas una familia finita {U, }aer de subcomplejos de X y ¢ = Z caly,
a€cl
con ¢y € Z, entonces

Joodx = k-x({o =k}

kER
donde {p =k} ={x € X: ¢(x) = k}.

Demostracion. Por construccion, los conjuntos de nivel de la funcién son subcomplejos, y
el resultado se sigue de la definicién de la integral. ]

2.5. Estructuras o-minimales y conjuntos definibles

A continuacién introducimos las estructuras o-minimales y los conjuntos definibles.
Tales objetos resultan idoneos en la labor probatoria de las propiedades relativas a la inte-
gracion respecto a la caracteristica de Euler-Poincaré. Seguimos [CGR12; Van98; Vanl7,;
BGO09b; Rob17].

Comenzamos con una definicion alternativa a la presentada en la referencia clasica
[Van98|, de estructura o-minimal. La equivalencia es consecuencia de [Van98, Lema 2.2,
Capitulo 1].

Definicién 2.28. Una estructura o-minimal (sobre R) denota una coleccién A = {A, },en
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Para cada n, A, es un algebra de subconjuntos de R".

2. La familia A es cerrada respecto a productos cartesianos. Es decir, si A € A, y
B e A, entonces A x B € A, .

3. La familia A es cerrada respecto a las proyecciones canénicas 7: R" — R"™!. Es decir,
si A € A,, entonces m(A) € A,,_;.

4. Para cadan > 2y paracada 1 <1i,j <n, el conjunto A, ; = {(z1,...,2,) ER": z; =
x;} pertenece a A,,.

5. Los conjuntos de la forma {(x,y) € R*: z < y} estdn en As,.

6. La familia A; es el conjunto de todas las uniones finitas de puntos e intervalos abiertos

de R.
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Observacion 2.29. Recordamos que dado un espacio afin, un conjunto algebraico es el con-
junto de ceros comunes a una familia de polinomios. Algunos autores [CGR12] substituyen
la condicién (4) por la condicién, més restrictiva, siguiente:

» La familia A contiene todos los conjuntos algebraicos. Con méas precision, cada A,
contiene todos los conjuntos algebraicos de R", considerado como espacio afin.

Definicién 2.30. Sea A C R", entonces decimos que A es definible si A € A,.

Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de conjuntos definibles y estructuras o-minimales. Recorda-
mos que una aplicaciéon f: R™ — R se dice afin en R" si es de la forma

f(l‘h'" 7xn) :)\11'1+"'+)\nxn+av
donde los \; y a son niimeros reales.

Definicién 2.31. Un conjunto semilineal o semiafin béasico en R™ es un conjunto de la
forma

{r eR": fi(z)=0,..., fo(x) =0,01(x) > 0,...,g,(z) >0},

donde las f; y g; son aplicaciones afines en R" y permitimos que p 6 ¢ sean cero. Un
conjunto de R™ se dice semilineal o semiafin si es una unién finita de conjuntos semilineales
béasicos en R".

Se tiene que la unién e interseccién de un numero finito de conjuntos semilineales
es un conjunto semilineal. Ademés el conjunto complementario de un conjunto semiafin
bésico es un conjunto semiafin (aunque no necesariamente basico). Por tanto, los conjuntos
semilineales de R"™ forman un 4lgebra de subconjuntos de R".

Ejemplo 2.32 ([Van98, Corolario 7.6, Capitulo 1, Capitulo 2]). Sea A, el algebra de
subconjuntos semilineales de R". Entonces A = {A,},en €s una estructura o-minimal
sobre R.

Sea X un espacio topolégico no vacio y E(X) el anillo conmutativo y unitario de
funciones reales continuas f: X — R con las operaciones de suma y producto punto a
punto, siendo la funcién constante igual a uno el neutro para el producto.

Definicién 2.33. Decimos que un conjunto A C X es un E-conjunto si A es una uniéon
finita de conjuntos de la forma:

{r eR": fi(z)=0,..., fo(x) =0,01(x) > 0,...,g,(x) >0},
donde las f; y g; son funciones reales continuas en X y permitimos que p 6 ¢ sean cero.

Se tiene que los E-conjuntos forman un algebra de subconjuntos de X.
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Definicién 2.34. Si X =R" y E(X) = R[zy,...,x,] es el anillo de polinomios, entonces
los E-conjuntos se llaman conjuntos semialgebraicos.

Observacion 2.35. Noétese que los conjuntos semilineales de R™ son conjuntos semialgebrai-
COs.

Ejemplo 2.36 ([Van98, Capitulo 2]). Sea A, el algebra de subconjuntos semialgebraicos
de R". Entonces A := {A, },en €s una estructura o-minimal sobre R.

Proposicién 2.37 ([Van98, Lema 3.4, Capitulo 1]). Si el conjunto A € R" es definible en
una estructura o-minimal, entonces también lo son su clausura y su interior topologicos.

Ejemplo 2.38. Puesto que los simplices abiertos son conjuntos semilineales [Van98|, en-
tonces los complejos simpliciales incompletos son conjuntos definibles. Como consecuencia
de la proposicion anterior los complejos simpliciales completos son conjuntos definibles.

Ejemplo 2.39. Las variedades algebraicas afines reales son definibles.

2.6. Aplicaciones definibles

Definicién 2.40. Consideremos una estructura o-minimal. Sea A € R". Una aplicacién
f: A — R™ se dice definible en la estructura o-minimal si su grafo es un conjunto definible.
Una biyeccion definible es una aplicacién definible y biyectiva. Un homeomorfismo definible
es una aplicacion definible y homeomorfismo topologico.

Proposicién 2.41 ([Van98]). Sea A € R" y f: A — R™ una aplicacion definible. Entonces:
1. El dominio de la aplicacion f, el conjunto A, es definible.
2. La restriccion de f a conjuntos definibles es definible.

La imagen por f de un conjunto definible es definible.

La preimagen por f de un conjunto definible es definible.

Si f es inyectiva, entonces f~1 es definible.

S T e

La aplicacion f es definible si y solo si lo son cada una de sus funciones componentes.
Lema 2.42 ([Van98]). Se tiene:

1. La composicion de dos aplicaciones definibles es una aplicacion definible.

2. La aplicacion identidad en un conjunto definible es una aplicacion definible.

Ejemplo 2.43. Sea A C R" un conjunto definible f: A — R™ una aplicaciéon cuyas
componentes son funciones polinémicas (en una o varias variables). Entonces f es definible
pues su grafo es un conjunto algebraico.
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Ejemplo 2.44. Sea 7: R" — R"! una proyeccién. Entonces 7 es definible. Por tanto, las
proyecciones entre conjuntos definibles son definibles.

Lema 2.45 (Propiedad de haz, [Van98, p. 15]). Sea A C R™ un conjunto definible y
sean Ai,...,Ar una coleccion de conjuntos definibles tales que A = U;A;. Entonces una
aplicacion f: A — R™ es definible si y solo si cada restriccion fia, es definible.

Ejemplo 2.46. Las aplicaciones simpliciales son definibles. Ello se sigue de combinar la
propiedad de haz de las aplicaciones definibles con el Ejemplo 2.43.

Ejemplo 2.47. Una aplicacion se dice semialgebraica si su grafo es un conjunto semialge-
braico. Las aplicaciones semialgebraicas son definibles.

Como consecuencia del Ejemplo 2.43 se tiene el siguiente par de ejemplos:
Ejemplo 2.48. Un morfismo de conjuntos algebraicos es una aplicacién definible.

Ejemplo 2.49. Sean A C R" y B C R™ dos conjuntos semialgebraicos, y f: A — B una
aplicacion regular racional, es decir, cada una de sus componentes es una funcién racional
(el cociente de dos polinomios de forma que el denominador no se anule en A). Entonces
f es una aplicacién definible.

2.7. Caracteristica de Euler en conjuntos definibles

A continuacién presentamos una definicién de la caracteristica de Euler-Poincaré com-
binatoria en conjuntos definibles. Seguimos [Van98; CGR12; BG09b].

Definicién 2.50. Dado un conjunto definible X, una triangulaciéon definible de X es un
par (K, ¢) formado por un complejo simplicial (incompleto) finito y un homeomorfismo

definible ¢: X — |K|.

Observacion 2.51. Dada una triangulacion definible de X, (K, ¢), la familia
¢ (K)={¢7"(0): 0 €K}

es una particion finita de X.

Definicién 2.52. Dado un conjunto definible X, una triangulacién definible (K, ¢) y un
subconjunto definible A de X, la triangulacion se dice compatible con A si A es unién de
elementos de ¢! (K).

Teorema 2.53 (Teorema de triangulacion definible, [Van98, Teorema 1.7, Capitulo §]).
Sea X C R"™ un conjunto definible y sea {X;}I~, una familia finita de subconjuntos defini-
bles de X. Entonces existe una triangulacion definible de X compatible con la familia de
subconjuntos.
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Definicién 2.54. Definimos la caracteristica de Euler de un conjunto definible como la
caracteristica del complejo simplicial asociado por el teorema de triangulacién definible.

Observacion 2.55. En virtud de la invariancia de la caracteristica por biyecciones definibles
[Van98, Proposicién 2.4, Capitulo 4] la caracteristica estd bien definida.

Teorema 2.56. Sea A un conjunto definible compacto. Entonces A admite una triangula-
citon definible utilizando un complejo simplicial completo.

Demostracion. En virtud del teorema de triangulaciéon definible existe una triangulacion
definible de A. Denotamos el poliedro correspondiente al complejo simplicial I de la trian-
gulacién por |K|. Se tiene que |K| es compacto. Puesto que los conjuntos compactos en
un espacio Hausdorff son cerrados, || es cerrado, y por tanto es un complejo simplicial
completo. O

En virtud de la coincidencia de la caracteristica combinatoria y homoldgica en complejos
celulares finitos se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.57. Sea A un conjunto definible compacto. Entonces sus caracteristicas com-
binatoria y (co)homolégica coinciden.

Repitiendo el mismo argumento combinatorio utilizado en el caso de CW-complejos,
se obtiene el principio de inclusién exclusién para conjuntos definibles (pues admiten una
triangulacién). También admite la generalizacién natural a cualquier niimero finito de
conjuntos.

Teorema 2.58 (Principio de inclusién exclusiéon). Sean X y Y conjuntos definibles. En-
tonces:
X(XUY) = x(X) +x(Y) = x(XNY).

Como consecuencia del teorema de triangulacion y la definicién de la caracteristica
combinatoria en complejos simpliciales incompletos se tiene:

Teorema 2.59 (Escision de la caracteristica). Sean A C X dos conjuntos definibles.
Entonces:

X(X = A) = x(X) = x(4).

Otro resultado relevante es la generalizacién de la multiplicatividad de la caracteristica
de Euler a conjuntos definibles.

Proposicién 2.60 ([Van98, Corolario 2.11, Capitulo 4]). Sean A C R" y B C R™ subcon-
juntos definibles. Entonces:

X(A x B) = x(A) - x(B).

Observacion 2.61. Notese que en el caso de conjuntos definibles compactos el resultado se
sigue de la interpretacion homoldgica de la caracteristica y del Teorema 1.70.
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2.8. Definicién de la integral

En esta seccion introducimos el conjunto de funciones integrables respecto a la caracte-
ristica de Euler-Poincaré en el contexto de estructuras o-minimales y conjuntos definibles.
También definimos la integral.

Definicion 2.62. Sea X un conjunto definible de R". Denotamos por C'F'(X) el Z-médulo
de funciones construibles, es decir, funciones h: X — Z con rango acotado, soporte com-
pacto y conjuntos de nivel definibles.

Observacion 2.63. Cuando digamos que una funcién con codominio un subconjunto de los
enteros es construible entenderemos que tras extender el codominio a los enteros la funcién
es construible.

Observacion 2.64. Al contrario que en la teoria de la medida estudiada en contextos de ana-
lisis, en un principio nosotros no pedimos que X sea localmente compacto. Por ejemplo los
conjuntos semilineales no necesariamente lo son como es el caso del conjunto representado
en la Ilustracion 2.1.

De la definiciéon de funcién construible se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.65. Sea X un conjunto definible de R". El producto de un nimero finito
de funciones construibles es una funcion construible.

Dada una funcién construible h € CF(X), puesto que sus conjuntos de nivel son
definibles, su rango acotado, la union finita de conjuntos definibles es un conjunto definible
y la clausura de un conjunto definible es definible, entonces el soporte de h, denotado sop h,
es un conjunto definible (y compacto). Como consecuencia del teorema de triangulacion se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.66 (Deconstruccién de funciones construibles). Sea X un conjunto definible

y h € CF(X) una funcion construible. Entonces h puede descomponerse como combina-

cion lineal finita de funciones caracteristicas en los simplices de una triangulacion definible

compatible con el soporte de h, es decir: h = Z cals, conc, € Z, donde o, son los simpli-
(03

ces abiertos de la triangulacion. También se puede escribir la funcion h como combinacion
lineal de funciones caracteristicas en los conjuntos de nivel.

Observacion 2.67. En el enunciado del teorema abusamos del lenguaje. Formalmente, el
teorema de triangulacién definible garantiza que cualquier funcién en C'F(X) puede des-
componerse como combinacion lineal finita de funciones caracteristicas en la descompo-
sicién inducida en X por los simplices de una triangulacién. Sin embargo, la invariancia
de la caracteristica por homeomorfismos definibles justifica el abuso del lenguaje, el cual
cometeremos con frecuencia.

Definicién 2.68. Se define la integral de Euler como el homomorfismo denotado por

/X(.) dx: CF(X) — Z,
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tal que dada h =Y ¢,1,, € CF(X), entonces / hdx = cax(0a).
(63 X (6%

Observacion 2.69. Recordamos que dos complejos simpliciales completos finitos con el mis-
mo poliedro subyacente admiten una subdivisién simplicial comin [FP90, Corolario 3.2.18].
Como consecuencia de ello se tiene que la integral de Euler esta bien definida.

De nuevo, si U es un subconjunto definible de X, notamos por 1y la aplicacion:

1 ze€U

0 en otro caso.

1y: X — Z, donde 1ly(z) = {

Al igual que en el contexto de complejos simpliciales incompletos la caracteristica de

Euler es una y-medida con el dlgebra de subconjuntos definibles de R" y es inmediato que
1y € CF(X) y que

/XlUdX = x(U).

Puesto que la caracteristica es un homomorfismo también se cumple que dadas una familia

finita {U, }aer de subconjuntos definibles de X, y h = Z coly, con c, € Z, entonces
acl

/X hdy = cax(Ua).

ael

Al igual que antes, podemos adaptar ideas de la integral de Lebesgue:

» Dada una familia finita {U, }4e; de subconjuntos definibles de X y h = Z coly, con

acl
co € Z, entonces

o =¥ kx({h = k)

donde {h =k} = {xr € X: h(x) = k}.






Capitulo 3

Propiedades de la integral

Comenzamos este capitulo demostrando algunas propiedades de la integral respecto a la
caracteristica de Euler. Primero exponemos resultados de aditividad de la integral respecto
al conjunto de integraciéon y al integrando. Segundo, estudiamos un teorema de Fubini en
el contexto del calculo de Euler. A continuacién presentamos un problema de enumeracién
que motivara la teoria posterior, y una posible solucién. Dedicamos el resto del capitulo a
desarrollar métodos de calculo, los cuales se dividen en dos tipos: los generales y validos
en cualquier dimensién, y un método que explota la dualidad de Alexander en dimensién
dos.

3.1. Aditividad de la integral

Como consecuencia de que la integral sea un homomorfismo se tiene el siguiente resul-
tado:

Teorema 3.1 (Aditividad de la integral respecto al integrando). Sea X un conjunto defi-
nible y {h;}; un conjunto finito de funciones construibles. Entonces

/X (Zh) dX:;/XhidX.

Presentamos una consecuencia de la aditividad de la caracteristica de Euler.

Lema 3.2. Sea X un conjunto definible y sea h: X — Z una funcion construible en X.
Sea {A, B} un recubrimiento de X formado por conjuntos definibles. Entonces

/hdxz/thJr/th—/ hdy.
X A B ANB

Demostracion. Combinando el teorema de triangulacién aplicado a X y los subconjuntos
A, By AN B,y el teorema de deconstruccién de funciones construibles se sigue que existe
una particién de X en subconjuntos definibles {U, }, que satisface:

41
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» Una subfamilia {Us}s es una particién de A.
» Una subfamilia {U, }. es una particién de B.

» Una subfamilia {Ug .}, de ambas subfamilias es una particién de AN B.

Entonces se tiene:

hd :/ 1y | d
/X X e (2@:0 Ua> X

=Y [ Audx

« Ua

=Y eo [ Ludx
a Ua

:Zcﬁ/ 1y, dX‘i_ZC'y/ 1y, dX_ZCBﬁ/ Lu,,, dx
3 Ug v Uy B Us

Y

:/ h‘AdXJr/ hs dX—/ has dy. 0
A B ANB

De la misma forma que extendiamos la aditividad de la caracteristica a familia fini-
tas de subcomplejos celulares también se extiende la aditividad respecto al conjunto de
integracion.

Teorema 3.3 (Aditividad respecto al conjunto de integraciéon). Sea X un conjunto defi-
nible y sea h: X — Z una funcion construible en X. Sea {X;}%, un recubrimiento finito
de X formado por conjuntos definibles. Entonces

/thxzzi:/Xith—; hdy

XiNX;

hdy =4 (=1 hdy.
_I_ Z [XJ‘IXjﬁXk X +( ) X

it jEk X10NX

3.2. El teorema de Fubini

A continuaciéon exponemos una version del teorema de Fubini en el contexto del calculo
de Euler. Presentamos una demostracion utilizando propiedades de los conjuntos definibles.
Para ello enunciamos el teorema de trivializacion para aplicaciones definibles, una version
del teorema de triangulacion para aplicaciones definibles:

Teorema 3.4 (Teorema de trivializacién para aplicaciones definibles, [Van98, Teorema
1.2, Capitulo 9]). Sea f: X — Y wuna aplicacion continua y definible entre conjuntos
definibles. Entonces ezisten una particion finita de Y en conjuntos definibles {Y;}:", y
homeomorfismos definibles g;: f~(Y;) — U; xY;, donde los conjuntos {U; Y7, son definibles
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y el siguiente diagrama es conmutativo:

Observacion 3.5. De la misma forma que el teorema de triangulacion proporciona una
triangulacién compatible con una familia de subconjuntos, el Teorema 3.4 también admite
una version de compatibilidad con subconjuntos [Van98, Teorema 1.7, Capitulo 9].

Lema 3.6. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua y definible entre conjuntos definibles
y sea h: X — Z la aplicacion caracteristica en un subconjunto definible A C X, h=14 €
CF(X). Supongamos que existe un homeomorfismo definible g: A — U x Y. Es decir, el
siguiente diagrama es conmutativo:

A Z UxY

Y

Entonces

/thx= /Y (/fl(y)hdx(w)> dx(y)-

Observacion 3.7. Estamos abusando de notacion pues en el lado derecho habriamos de
escribir la restriccién de la aplicacion h a la fibra, pero lo hacemos asi para no sobrecargar
la expresion.

Demostracion.
[ = x(4) = x(U x ¥) = x(U) [ 1y dx
X(U) 1y dx (la integral es un homomorfismo)
(x(U) - 1) 1y dx
X(U) - x(y) Ly dx
X(U x{y}) Ly dx

x(m5 (y)) 1y dx

(gt omyt(y)) 1y dx (invariancia de y)

x(f 1 (y)) 1y dx

>0

I
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- /Y (/f_l(y) 190 dx(x)> 1y dx(y)

[ ([ pn) o 0

Teorema 3.8 (Fubini). Sea f: X — Y una aplicacion continua y definible entre conjuntos
definibles, y sea h: X — Z una aplicacion construible, h € CF(X). Entonces

AmwzﬁﬁéwﬁW@OW@)

Demostracion. Por ser h: X — Z una aplicacién construible, entonces existe una represen-

tacion de h en una triangulacion finita, h = Z caly, con c, € Zy siendo o, los simplices
acl
de la triangulacion. Utilizando que la integral respecto a la caracteristica de Euler es un

homomorfismo la demostracion se reduce a probar el teorema en el caso de una aplicacion
definible con dominio un simplice abierto y codominio Y, y una funcién caracteristica en
el simplice. En virtud del teorema de trivializacion 3.4 existe una particion finita de Y en
conjuntos definibles {Y,, }1* y homeomorfismos definibles f~!(Y,,) = U, x Y,, donde los

Mo

conjuntos {U,, }*4 son definibles, y el diagrama siguiente es conmutativo:

~

fﬁl(Yai) _Y Uai X Yai

Ga;

Y,

(3

Ademsés la familia {f*(Y,,)}", es una particion del simplice. La aditividad finita de
la integral respecto al conjunto de integracion garantiza que es suficiente demostrar el
resultado para un miembro de la particién {f*(Y,,)}™,. Y esto ultimo se sigue del lema.
Es decir:

/thX= X(X)

= / Z cals, dx (la integral es un homomorfismo)
X acl

= g Ca /X 10'a dX
N g o Z /f—l(yai) L1 ()

:g%;/

Ya,

(/f_l(y) 11y dX(@) 1y,, dx(y) (Lema 3.6)

usando aditividad respecto al conjunto de integracion:

= gca/y </fl(y) 0 dX(x)) 1y dx(y)
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— an/ </ 1, dx(:z:)) 1y dx(y)
« Y\ /)
usando que la integral es un homomorfismo:
=[], St i) 1y ant
Y f_l(y) «

— /Y (/f_l(y)hdx(x)> 1y dx(y). -

En el teorema de Fubini va implicito el siguiente resultado, que por su importancia
resaltamos.

Teorema 3.9. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua y definible entre conjuntos de-
finibles, y sea h: X — Z una aplicacion construible, h € CF(X). Entonces la funcion
g: Y — Z dada por

(y> /fl(y) X
es construible.

Demostracion. Mantenemos la notacion de la demostracion del teorema de Fubini. Uti-
lizando un argumento idéntico al usado en el citado teorema se tiene que es suficiente
demostrar el resultado en el caso de una funcion h € CF(X) constante e igual a C en el
miembro f(Y,,) de la particion {f~*(Ya,)}%,. Puesto que f~*(y) = U,,, entonces para

y € Y,,, la integral sobre la fibra:

es constante e igual a x(U,,)-C. Por tanto el rango de g es acotado. Puesto que el soporte de

g esta contenido en la imagen por f del soporte de h, entonces el soporte de g es compacto.
Por construccion los conjuntos de nivel son definibles. O

3.3. Un problema de enumeracién

A continuacién exponemos una aplicaciéon de la teoria que hemos desarrollado hasta
el momento y que motiva la teoria que sigue. Presentamos un problema de enumeracion
simplificado.

Sea W un espacio topolégico y consideremos un conjunto finito de objetivos (puntos)
{O4}aer en W. Sea X un espacio topolégico formado por sensores. Para cada objetivo O,
definimos su soporte U, como el conjunto de puntos en X que detectan O,. Pensemos en el
caso concreto de una terminal de un aeropuerto. El suelo de la terminal, X, estd cubierto
con sensores de presion o movimiento. Cada uno de ellos detecta el nimero de personas
en su regién de cobertura pero no identifica a las personas. Las regiones de cobertura
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se solapan y por ello estamos contando algunas personas varias veces. Por simplicidad
podemos incluso asumir que el espacio X de sensores es un continuo, es decir, que en el
ejemplo concreto es un abierto de R* [BG0S]. El problema consiste en contar el ntimero de
personas en la terminal. Ilustramos el caso de la terminal en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Terminal con dos obstaculos (por ejemplo columnas). Se muestran unos obje-
tivos y sus soportes.

Comenzamos con una version simplificada y formalizada del problema:

Problema 1. En el espacio topologico W, abierto de R™ y conjunto definible, estda un
conjunto finito (pero de cardinalidad desconocida) de puntos {Ou}tacr. Cada punto O,
tiene un entorno definible U,. El espacio topologico X coincide con W. Cada sensor x € X
detecta al objetivo O, si y solo si x € U,. Determinar la cardinalidad |I| del conjunto de
puntos {Og}acr-

De ahora en adelante llamaremos funciones de conteo a aplicaciones h: X — N que
devuelvan las mediciones de sensores. Tanto en el ejemplo de la terminal como en el caso
general definimos una funcién de conteo h: X — N que a cada punto de X le asigne

el nimero de soportes a los que pertenece. Es decir, h = Z 1y,. De ahora en adelante

acl
cuando digamos que una funcién es construible sobreentendemos que lo es al extender su

codominio a Z.

Teorema 3.10 ([CGR12]). Sea h: X — N wuna funcion de conteo construible, h = Z 1y,
acl
donde los soportes {Uy}acr son conjuntos definibles. Asumamos que la caracteristica de

Euler de todos los soportes {Uqy }acr coincide y es distinta de cero. Si denotamos tal carac-
teristica por N, entonces el numero de objetivos es:

1
I:—/hd.
1] ~ /X

Demostracion. El resultado se sigue de la aditividad finita de la integral y la definicién de
h: X — N:

Johax= [ X1 dv=3 [ 10, dv= X nU) = N1 =

acl acl ael



3.4 Métodos de célculo 47

Figura 3.2: Una funciéon de conteo definida en soportes con caracteristica cero. [lustracion
tomada de [BGO9b].

Observacion 3.11. Si nos situamos en el problema de redes wifi presentado en la Introduc-
cion, este resultado generaliza el alli expuesto pues no se necesitan métricas, simplemente
una relaciéon entre sensores y objetivos que permita definir la funciéon de conteo h. El
resultado de la Introduccion es un caso particular en el que los soportes son bolas.

Observacion 3.12. La restriccién en el valor de la caracteristica no se debe solo a un pro-
blema algebraico en el sentido de que cero no sea una unidad en el cuerpo de los niimeros
reales, sino que tiene una manifestacién geométrica ejemplificada en la Figura 3.2. En la
ilustracion de la izquierda expresamos la funcién como suma de funciones caracteristicas
sobre cuatro conjuntos de caracteristica cero mientras que en la ilustracién de la derecha
la funcién se expresa como suma de funciones caracteristicas sobre seis conjuntos (dife-
renciados por el color) de caracteristica cero. Como no hay unicidad en la expresién de la
funcién, son admisibles varios valores para el nimero de objetivos.

Corolario 3.13 ([BG08]). Sea h: X — N una funcién de conteo construible, h =Y 1y,
acl
donde los soportes {Uy}aer son conjuntos definibles compactos y contrictiles. Entonces el

numero de objetivos es:
7] = / hdy.
b's

3.4. Meétodos de calculo

En el Teorema 3.10 se enuncia una expresion que permite calcular el nimero de obje-
tivos integrando una funciéon de conteo. Ahora estudiaremos procedimientos para calcular
integrales de funciones de conteo. Seguiremos [BG09b; CGR12].

3.4.1. Conjuntos de recorrido

Comenzamos introduciendo notaciéon que clarificara las demostraciones de esta subsec-
cion. Dada una aplicacion h: X — Z y un entero k definimos:

» El conjunto de nivel {z € X: h(z) = k}, que abreviaremos {h = k}.
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» El conjunto de recorrido superior {x € X: h(x) > k}, que abreviaremos {h > k}.
» El conjunto de recorrido inferior {z € X: h(z) < k}, que abreviaremos {h < k}.

Observacion 3.14. En el caso de funciones construibles los conjuntos de recorrido son de-
finibles pues son una unién finita de conjuntos definibles.

Proposicién 3.15. Sea h € CF(X). Entonces la integral de h respecto a la caracteristica
de Euler puede calcularse como sigue:

/ hdxy = > kx{h=k} (como suma de conjuntos de nivel) (3.1)
X k=—o00
=Y x{h >k} —x{h < =k} (usando conjuntos de recorrido). (3.2)
k=0

Demostracion. Puesto que los conjuntos de nivel son definibles, entonces podemos escribir
[o¢]

h € CF(X) como h = Z k 1{p—r). Ahora la primera forma de calcular la integral es
k=—0c0
consecuencia de que la integral de una funcién caracteristica en un conjunto definible es

la caracteristica de Euler del conjunto. Para obtener la expresion de la integral usando
conjuntos de recorrido comenzamos escribiendo h de forma adecuada:

h= Y klp_g

k=—o00
o) 0
= kQpery — Lpsw) + Xk (Lincey — Linery)
k=0 k=—00
= > kLzry — Lpsry) + Dk (Lpcny + Lpeny)
k=0 k=0
= Z kE(Lpsk—1y — Lnsny) + Z k(—Lihe—ig1y + Line—iy)-
k=0 k=0

Desarrollando los sumatorios y utilizando sumas telescépicas obtenemos:

o0

h=> sk — Lne—ry)-

k=0

Para terminar utilizamos de nuevo que la integral de una funcién caracteristica en un
conjunto definible es la caracteristica de Euler del conjunto. [

Es pertinente hacer unos comentarios acerca de las expresiones (3.1) y (3.2). Primero, en
la préactica, trabajamos con funciones de conteo con codominio los nimeros naturales, y por
tanto la expresion utilizando conjuntos de recorrido se simplifica. Segundo, las funciones
de conteo estan definidas como suma de funciones caracteristicas en subcomplejos (incom-
pletos) de complejos celulares completos. Los conjuntos de recorrido serdan compactos (lo



3.4.1 Conjuntos de recorrido 49

veremos mas adelante) mientras que los conjuntos de nivel suelen ser solo relativamente
compactos. En estas circunstancias la expresion del calculo de la integral utilizando con-
juntos de recorrido es ventajosa en la medida en la que sobre conjuntos compactos todas
las caracteristicas de Euler que hemos definido coinciden, por lo que podemos utilizar téc-
nicas homolégicas y cohomoldgicas. Tercero, en algunas ocasiones los conjuntos de nivel
de las funciones de conteo son fragiles en el sentido de que una pequeinia perturbaciéon en
h~'(s) con la métrica de Hausdorff [Hen99] cambia la caracteristica de Euler del conjunto
de nivel [BGO9b]. Por el contrario, los conjuntos de recorrido son més robustos frente a
tales cambios. Esta apreciacion se visualiza en la Ilustracion 3.4 del ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.16. En la Figura 3.3 se muestra una familia de soportes contractiles en una
regién de R%. En las aplicaciones practicas lo frecuente es que los sensores proporcionen
una funcién de conteo h: X — N y la tinica informacién sobre los soportes sea su caracter
contréctil (generalmente estrellado) y compacto.

Figura 3.3: Una funcién de conteo definida en soportes con caracteristica uno. Sin embargo
algunos conjuntos de nivel tienen caracteristica distinta de uno. Ilustracién tomada de

[BGO9D)].

Procedemos a calcular la integral de la funcién mediante ambos métodos. En la Figura
3.4 se muestra la familia de conjuntos de recorrido, lo que justifica el segundo céalculo.

/ hdy =S kx{h =k} (caleulo utilizando conjuntos de nivel)
X k=0

=1-x{h=1}+2-x{h=2}+3 - x{h =3} +4 x{h =4}
=(2-6)+2-(4-4)+3-(3-2)+4-2=T.

Para calcular la caracteristica de los conjuntos de nivel hemos usado que eran compactos
y la interpretacion homologica. En breve veremos que esta idea puede generalizarse.

/ hdyx =>_ x{h >k} (cdlculo utilizando conjuntos de recorrido)
X k=0
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7

/x{h>3}=2

,//

_—

/
/x{h>2}=3

—
4

/
X{h>1}=3
—
//
—/

7
x>0y =1
y

Figura 3.4: Ilustraciéon de los conjuntos de recorrido en la funcién de conteo. Ilustracion

tomada de [BGO9b].

=x{h >0} +x{h > 1} +x{h > 2} + x{h > 3}
=—-1+3+3+2="7.

3.4.2. Dualidad y homologia

En el calculo de la integral de la funciéon de conteo del Ejemplo 3.16 hemos utilizado
homologia para facilitar las cuentas. A continuaciéon intentaremos generalizar este proce-
dimiento. Comenzamos recordando algunas definiciones de [Bou95].

Definicién 3.17. Sea X un espacio topoldgico y S C R un subconjunto de los ntimeros
reales con la topologia relativa. Decimos que la funcién h: X — S es semicontinua supe-
riormente en x € X si para todo € > 0 existe un entorno abierto U, C X de x tal que
h(U,) C (—o0, f(x)+e€). Decimos que la funcién h: X — S es semicontinua superiormente
en el espacio X si lo es en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 3.18. La funciéon suelo que a cada niimero real x asigna el mayor entero menor
o igual que x, denotado |x|, es semicontinua superiormente.

En los términos de la definiciéon, una funcién h: X — S es semicontinua superiormente
en X siy solo si para todo s € S la imagen reciproca f'((—o0,s)) es abierta en X.
Por tanto, un subconjunto A C X es cerrado si y solo si su funciéon caracteristica es se-
micontinua superiormente en X. Ademas, la suma y producto de funciones semicontinuas
superiormente son funciones semicontinuas superiormente (asumiendo que estén definidas)
[Bou95, Proposicion 2, p. 362]. Se sigue que las combinaciones lineales finitas de funciones
semicontinuas superiormente son semicontinuas superiormente. En virtud de estas obser-
vaciones se tiene:

= Las funciones de conteo expresadas como combinacion lineal de funciones caracteris-
ticas en subcomplejos simpliciales completos son semicontinuas superiormente.

= Las funciones construibles de la forma h = Z coly, con ¢, € Z, donde los soportes
acl
{Uq}a son cerrados, son semicontinuas superiormente.
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A continuacién exponemos una consecuencia de una de las formas de dualidad entre
homologia y cohomologia. Obtendremos una forma de calcular integrales respecto a la
caracteristica contando componentes conexas.

Lema 3.19. Sea h: R> — N una funcién construible y semicontinua superiormente en R%.
Entonces dado k € N, el conjunto {x € R*: h(z) > k} es compacto.

Demostracion. Comenzamos con algo de notaciéon. Dado un conjunto A, notamos su clau-
sura por cl(A). Por ser la funcién h: R* — N construible se tiene que el soporte

cd({z € R?*: h(z) #0}) = cl({z € R*: h(z) > 0})

es compacto. Si vemos que
{r € R*: h(z) > 0}

es cerrado habremos terminado. Recordemos que una funcién h: R* — N es semicontinua
superiormente en R? si y solo si para todo k € N la imagen reciproca h™'((—o0, s)) es
abierta en X. Notemos que

{r e R*: hz)>k}={reR*: h(z) >k+1} =R?*— h7!((—o00,k + 1)). O
Enunciamos un resultado no trivial y demostrado en [Zas99, Teorema 1.2].

Teorema 3.20. Sea A un subconjunto de R*, entonces la homologia singular de A en
dimensiones mayores o iquales que dos es trivial.

Observacion 3.21. Notese que el Teorema 3.20 no se extiende a dimensiéon mayor que dos
[BM62].

Consideremos un espacio topologico X tal que sus médulos de homologia sean de rango
finito. Los rangos de los médulos de homologia H;(X) se denominan ntimeros de Betti ;.
En particular §; es el niimero de componentes conexas por caminos del espacio.

Teorema 3.22. Sea h: R* — N wuna funcion construible y semicontinua superiormente
en R?. Si los conjuntos {x € R®: h(x) > k} son localmente contrdctiles para todo niimero
natural k, entonces

/thx = i (50({:5 € R?: h(z) > k}) = Bo({z € R®: h(z) < k}) + 1).

Demostracion. Dado un niimero natural arbitrario k, denotemos A = {z € R?: h(z) > k}.
Con esta notacion es suficiente demostrar que

X(A) = Bo(A) = Bo(R* — A) + 1.
Se tiene que el conjunto A:

= es definible por ser una unién finita de conjuntos de nivel (conjuntos definibles),
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= es compacto en virtud del Lema 3.19,

= es un subconjunto de R? y por tanto su homologia en dimensién mayor o igual que
dos es trivial.

El Teorema 2.57 garantiza que la caracteristica de Euler combinatoria de A coincide con
su caracteristica de Euler homoldgica, la cual calcularemos con coeficientes en el cuerpo de
los niimeros reales. Por tanto,

X(A) = Bo(A) — 1(A).
Veamos ahora que

Por una parte, la dualidad de Alexander (para homologia singular pues asumimos que
A es localmente contréctil) [Hat02, Proposicién 3.46] garantiza el isomorfismo

H (R%L,R? — A) = H'(A).

Por otra parte, la sucesion exacta larga de homologia reducida [Hat02] garantiza que tene-
mos la sucesion exacta:

oo — Hy(R?) — Hy(R?,R? — A) — Hy(R? — A) — Hy(R?) — - - -

Es decir:

i 00— H(RRER?—A) — Hy(RP— A) — 0 — -

Entonces se tiene el isomorfismo
Hy(R?,R? — A) = Hy(R? — A).

Ademas, por la relacién entre homologia reducida y sin reducir [Hat02] se tiene el isomor-
fismo N

Hy(R* — A) = Hy(R* — A) @ R.
Como estamos considerando coeficientes en el cuerpo R y estamos trabajando con ho-

mologia y cohomologia singulares, del teorema de coeficientes universales de cohomologia
(Teorema 1.51) se sigue el isomorfismo

Hy(A) = H'(A).

Y combinando los isomorfismos que hemos obtenido hasta el momento se tiene el isomor-
fismo

Hy(R* — A) >~ H,(A) ®R.

Por tanto
Pi(A) = Bo(R* — A) — 1,

como queriamos demostrar. ]
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Observacion 3.23. Procede hacer unos comentarios acerca del Teorema 3.22:

= Notese que cualquier funcién construible semicontinua superiormente definida en un
subconjunto del plano R? puede extenderse a una funcién construible y semicontinua
superiormente en R?.

= Sea h: R* — N una funcién construible, semicontinua superiormente en R?, y de con-
teo sobre un complejo simplicial (la situacién frecuente en las aplicaciones). Entonces
dado k € N, el conjunto {x € R*: h(z) > k} es localmente contrictil en virtud de
la finitud local de los complejos simpliciales. Por lo tanto la hipdtesis no supone una
restriccion en las aplicaciones.

» Los resultados [BG09b, Teorema 4.3] y [CGR12, Teorema 17.1], aparentemente mas
fuertes, en los que se prescinde de la hipdtesis de contractibilidad local, precisan de
usar la dualidad de Alexander con teorias de cohomologia distintas de la singular
y no isomorfas en general. En tales articulos no se menciona este problema ni se
detalla la demostracién. En caso de que tal demostracion siguiese las mismas lineas
que las aqui presentadas, el argumento problemético seria la utilizacion del teorema
de coeficientes universales de cohomologia pues las teorias de cohomologia a las que
hacemos referencia no son isomorfas en general.

= La férmula de calculo de integrales obtenida en el Teorema 3.22 se ha implementado
en una aplicacion informatica, Fucharis, que permite calcular integrales de funciones
de conteo respecto a la caracteristica, entre otras funcionalidades [BG].

Ejemplo 3.24. Aplicando el resultado en el caso del Ejemplo 3.16 y utilizando la Figura
3.4 como referencia tenemos:

/X hdyx = i_o: (50({36 €R*: h(x) > k}) — Bo({x € R®: h(z) < k}) + 1)

=(1-3+D+@A-2+D+@B-1+D)+(2-1+1)=T7.







Capitulo 4

Funciones R-valuadas y teoria Morse

En este capitulo extendemos la teoria de integracion a funciones R-valuadas no negativas
y probamos algunos resultados que simplifican el calculo de la integral bajo ciertas hipotesis
sobre las funciones a integrar. En particular, definimos la integraciéon en variedades y
probamos un resultado de localizaciéon que simplifica el cédlculo si las funciones objeto de
estudio son de Morse.

En lineas generales, nos hemos basado en los trabajos de Baryshnikov, Curry, Ghrist
y Robinson [CGR12; BG08; BG10]. Sin embargo, hemos introducido bastantes modifica-
ciones en su exposiciéon. En particular, nosotros construimos la teoria para funciones no
negativas y proponemos demostraciones alternativas a muchos resultados. Ademas defini-
mos la integraciéon en variedades sin necesidad de recurrir a la teoria de Morse estratificada.

4.1. Integral de funciones R-valuadas no negativas

En esta seccion definimos la integracion de funciones R-valuadas no negativas.

Definicién 4.1. Sean A C R" y B C R™ conjuntos definibles en la misma estructura
o-minimal. Denotamos por Def(A, B) el conjunto de aplicaciones definibles f: A — B con
soporte compacto. Notamos por Def(X) el conjunto Def(X,R) y por Defsy(X) el conjunto
Def (X, [0, 00)).

Integral de funciones R-valuadas semilineales

Al igual que introdujimos la integracion respecto a la caracteristica de funciones Z-
valuadas en la estructura o-minimal de los conjuntos semilineales, ahora volveremos sobre
tal estructura minimal para introducir la integracién de funciones R-valuadas. De momento
trabajamos en la estructura o-minimal formada por las algebras de conjuntos semilineales.
En particular, asumiremos que X es un complejo simplicial.

Lema 4.2. Sea h € Def>o(X) una funcion simplicial no negativa y n € N*. Entonces
n-h| y[n-h] son funciones construibles.
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Demostracion. Probamos que |n - h] es construible, el otro caso es andlogo. Primero, el
rango de |n - h] es acotado. Segundo, veamos que el soporte de |n - h] es compacto:

sop [n-h] =c({r e X: [n-h|(z) #0})
=cl{z e X:n-h(z)>1})
=cl({x € X: h(z) > 1/n}).

Se tiene que sop |n - k] es cerrado en sop h, que es compacto. Por consiguiente, sop |n - h]
es compacto. Tercero, veamos que los conjuntos de nivel de |n - k] son definibles. Como la
aplicacion h es simplicial, trabajamos con complejos simpliciales finitos, y la unién finita
de conjuntos definibles es un conjunto definible, es suficiente probar que los conjuntos de
nivel de la restriccion de |[n - h| a un simplice son definibles. Se tiene que

{reo:|n-hl=k}={zeo: £ <hn(x) <L}
Puesto que h, es definible, entonces los conjuntos
{reo:E<h(z)<®EL} vy {ze€o:h(z)=k}
son definibles. En consecuencia, el conjunto
{reo:k <h(z) <t}
es definible. O
Definicién 4.3. Sea X un complejo simplicial. Dada h € Def(X), definimos:

/XhLdX lim — /th dy, (4.1)

n—oo n,

/Xh[ = lim — /[nh (4.2)

n—oo n,

Lema 4.4 ([BG10, Lema 1]). Sea A un m-simplice completo y o su interior (un m-simplice
abierto). Sea h € Defso(A) una funcién afin no negativa. Entonces:

/Uh ldx| = (~1)™ inf, h, (4.3)

/U h[dy] = (—1)" sup, h. (4.4)

Demostracion. Probamos la primera expresion, la segunda es analoga. En virtud de la
Proposicién 3.15 se tiene:

.1 -
[ hlax) = Jim = [ nh) dx = Y x{lnh] > k.
o o k=0
Si k <n-infh, entonces x{|n-h] >k} =x(c)=(=1)" Sea k >n- fnf i Notemos que h

es afin, por tanto sus conjuntos de nivel son la intersecciéon de hiperplanos con el simplice.
En consecuencia, si [n - h| > k, es decir, n- h > k + 1, entonces x{|n-h|] >k} =0. O
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Ejemplo 4.5. Los limites (4.1) y (4.2) de la Definicién 4.3 no necesariamente coinciden.
Consideremos la aplicacién identidad en el intervalo [0, 1]. Se tiene:

0, 0<z<i
, s<a<?
Ln : id[O,l]J =
n—1, ”T_l <z<l1
1, r =1
0, z=0
1, O<z<2
{n : id[O,l]—‘ =
R
1, < <L
Por tanto:
[ id Lax) = 1, (4.5)
0.1]
[ idp dx] =o. (4.6)
0.1]

Integral de funciones R-valuadas

Ahora trabajamos en una estructura o-minimal arbitraria. Intentaremos tanto seguir el
trabajo de Baryshnikov y Ghrist [BG10] como simplificarlo en algunos puntos que enten-
demos delicados, dejando constancia de ello cuando lo hagamos.

Definicién 4.6. Sea X un conjunto definible. Dada h € Def>o(X), definimos:

1
hldy| = lim —
[ 1) = Jim

n—oo n,

/X |nh|dy. (4.7)

1
hldx] = lim — h|dx. 4.8
[ Bldx] = lim — [ [nh]dx (48)

De la invariancia de la caracteristica de Euler por biyecciones definibles [Van98, Propo-
sicién 2.4, Capitulo 4] y la invariancia de la integral en C'F'(X) por biyecciones definibles
se sigue:

Lema 4.7 ([BG10, Lema 2|). La integracion en Defso(X) respecto a |dx]| y [dx] es
invariante por biyecciones definibles.
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Demostracion. Supongamos que existe una biyeccién definible ¢: X — Y. Sea h € Def>q(X).
Entonces:

[ hoslax) =t~ [ n(hos)] dx

n—oon Jy

1
— lim f/ (nh| dy.
X

n—oo n,
Y andlogamente para [dx]. O

Lema 4.8. Sea X un conjunto definible. Sea h € Def>o(X) y continua. Entonces los limites
(4.7) y (4.8) de la definicion 4.6 estin bien definidos. Ademds, existe una triangulacion
definible de forma que h sea afin en cada simplice de la triangulacion.

Idea de la demostracion. Se sigue de combinar: el teorema de triangulacién (Teorema 2.53),
el teorema de trivializacion en Def(X), la aditividad de la integral respecto al conjunto de
integracion, el Lema 4.7 y que la funcién tiene soporte compacto. O]

Exponemos también el resultado, més general, presentado en [BG10].

Lema 4.9 ([BG10, Lema 3|). Los limites (4.7) y (4.8) de la definicion 4.6 estin bien
definidos. Ademds, existe una triangulacion definible de forma que h sea afin en cada
simplice de la triangulacion.

Idea de la demostracion. Usamos el teorema de descomposicion celular [Van98, (2.11) p. 52]
y aditividad finita de la integral respecto al conjunto de integracion para estar en las hi-
poétesis del lema anterior. O

Observacion 4.10. La demostracion esbozada en [BG10] hace referencia directa al teorema
de trivializacion en Def(X). Sin embargo, la funcién h no es necesariamente continua. En
nuestra demostracién utilizamos previamente el teorema de descomposicién celular para
obtener una descomposicién de X en celdas relativa al soporte de la funciéon de forma que
la restriccion de la funcién a cada celda sea continua.

Observacion 4.11. Como consecuencia del Lema 4.8 y la aditividad de la integral respecto
al conjunto de integracion es suficiente demostrar las propiedades de la integral para una
funcién afin en un simplice de una triangulacién.

A continuacién demostraremos un caso particular del resultado [BG10, Proposicién 2].

Teorema 4.12. Sea X un conjunto definible y sea h € Defso(X) una funcion R-valuada
no negativa. Entonces:

/X hldx| = /s: x{h > s} ds. (4.9)

Demostracion. En virtud de la observacion 4.11 es suficiente probar el resultado para una
funcion h afin y no negativa en un simplice 0. Se tiene:

/UhLde —(—1)’“inf0h—/s:><(aﬂ{h25})ds. 0
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4.2. Integracion en variedades

En [BG10] se integra en variedades sin demostrar que son conjuntos definibles. Nosotros
exponemos un enfoque alternativo. Guiados por las mismas ideas que nos llevaran a exponer
los conjuntos homeomorfos a definibles en el Capitulo 6 e inspirandonos en el Teorema 4.12,
definiremos la integracién en variedades. Recordamos que una aplicacion se dice propia si
las imagenes inversas de conjuntos compactos son conjuntos compactos.

Definiciéon 4.13. Sea M una variedad diferenciable con borde. Una subvariedad con borde
embebida S C M se dice propiamente embebida si la inclusién i: S < M es una aplicacién
propia.

Definicién 4.14. Sea M una variedad diferenciable con borde. Un dominio regular en M
es una subvariedad con borde propiamente embebida y de codimensién cero.

Teorema 4.15 ([Leel2, Proposicién 5.47]). Sea M una variedad diferenciable y sea h: M —
R wuna aplicacion diferenciable. Entonces para cada valor regular b de h, los conjuntos
h™((—00,b]) y h™*([b,00)) son dominios regulares en M. Ademds, si a < b es también un
valor regular, entonces h™"([a,b]) también es un dominio reqular en M.

Lema 4.16 ([Leel2, Proposicién 5.49]). Sea M wuna subvariedad con borde. Una subva-
riedad con borde embebida S C M es propiamente embebida si y solo si es cerrada como
subconjunto.

Como consecuencia de los resultados previos y del teorema de Sard [Leel2, Teorema
6.10] es pertinente la siguiente definicién de integral de una funcién diferenciable y no
negativa en una variedad respecto a la caracteristica de Euler-Poincaré.

Definicién 4.17. Sea M una variedad diferenciable compacta y h: M — R una funcion
diferenciable y no negativa. Entonces definimos:

/M hldx]| = /8: x{h > s} ds. (4.10)

4.3. Teoria de Morse

En esta seccién enunciamos algunos resultados y definiciones tomados de [Mil63] y que
utilizaremos mas adelante.

Definicién 4.18. Sea M una variedad diferenciable y sea h: M — R una funciéon diferen-
ciable. Un punto critico p € M de h se dice no degenerado si y solo si la matriz

H(p) = ( @jng (p))

es no singular.
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Definicion 4.19. Sea M una variedad diferenciable, sea h: M — R una funcién diferen-
ciable y sea p € M un punto critico de h. Se define el indice de h en p, denotado pu(p),
como la dimensién del subespacio maximal de T,M en el que H(p) es definida negativa.

Definicién 4.20. Sea M una variedad diferenciable. Sea h: M — R una funcién diferen-
ciable. La funcién h se dice de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.

Observacion 4.21. Dada una variedad diferenciable M. Existen funciones de Morse [Mil63,
Teorema 6.6].

Teorema 4.22 ([Mil63, Teorema 3.1]). Sea M una variedad diferenciable y sea h: M — R
una funcién diferenciable. Sean a < b y supongamos que h™*([a,b]) es compacto y no
contiene puntos criticos de h. Entonces h™'((—o0,a]) y h™'((—o0,b]) son homdtopos.

Teorema 4.23 ([Mil63, Teorema 3.2]). Sea M una variedad diferenciable, sea h: M — R
una funcion diferenciable y sea p un punto critico no degenerado con indice ju(p). Deno-
temos h(p) = s y supongamos que existe € > 0 tal que h™*([s — €, 5 + €]) es compacto y
no contiene otros puntos criticos de h distintos de p. Entonces, para todo § € (0,¢), el
conjunto h™'((—o0, s + d]) tiene el tipo de homotopia de h™"((—oo, s — 6]) tras adjuntarle
una celda de dimension p(p).

4.4. Integraciéon en variedades y teoria de Morse

En esta seccién relacionamos la integracion en variedades previamente definida con
la teoria de Morse mediante un resultado de localizacion, el cual reducira el célculo de
la integral a un ntmero finito de calculos en unos valores singulares. En los trabajos de
Baryshnikov y Ghrist [BG08; BG10] se presenta el resultado que nosotros expondremos.
En [BG10] se demuestra utilizando técnicas de teoria de Morse estratificada, mientras que
en [BGO8| se esboza una posible demostracién sin apenas proporcionar detalles, utilizando
métodos de teorfa de Morse cldsica. Nuestra exposicién esta influenciada por [Schl17].

Teorema 4.24. Sea M wuna variedad diferenciable cerrada (compacta sin borde) de di-
mension m. Sea h: M — R una funcion de Morse no negativa y supongamos que h toma
valores distintos en los puntos criticos. Entonces

[ nlax = ¥ (<1 Phep)

peC(h)
donde C(h) denota el conjunto finito de puntos criticos no degenerados de h.

Demostracion. Por definicidén se tiene:
/ h|dx] :/ x{h > s} ds. (4.11)
M s=0

Estudiemos la funcion ¥: M — [0,00) dada por ¥(s) = x{h > s}. Puesto que h es
Morse y esta definida en una variedad compacta, entonces el Teorema 4.22 garantiza que
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¥ es continua a trozos con un numero finito de saltos. Ademas, las discontinuidades se
producen en las imagenes de los puntos criticos no degenerados de h (Teorema 4.23). Los
puntos criticos no degenerados estan aislados unos de otros, es decir, podemos separarlos
por entornos abiertos [Mil63, Corolario 2.3]. Sea p € C(h) un punto critico de indice u(p)
y tomemos ¢ > 0 tal que p sea el tinico punto critico no degenerado en (s — €,s + ¢€).
Entonces para todo § < ¢ y § > 0, el conjunto h™'((—o0, s + 6]) tiene el tipo de homotopia
de h™'((—o0,s — §]) tras adjuntarle una celda de dimensién u(p).
Comenzamos con x{h > 0} = x(M). Denotemos C(h) = {p1,...,pr} donde

s = h(p1) < -+ < s = h(p).

Al alcanzar s; se produce un salto en el tipo de homotopia. Puesto que (salvo homotopia
y siendo todos los espacios que intervienen compactos) quitamos una celda, entonces

x{h = sitet=x{h>s—e}— (—1)“(”) =x{h>s —e}+ (‘DN(MH
para ¢; > 0 suficientemente pequefio. Por lo tanto:

X(h>s)=x(M)+ > (=1 )(s).

1,8;<S
Sea S > s;. Entonces

/S_ {h>s)ds = /_ 4+ S (—1)HeL L ds

1,8; <8

_/ ( 1)M(pi)+11[smo) ds

1,58; <8

S
:5xw@+zx4wmﬂlﬂnwm%
S
— S (M) - Z(—1)“<Pi>/ 1, o0 ds
i s=0

— 5 x(M) = S(-1"0(S ~ 5

i

ZS.X(M)_5.<Z >+Z 1)FE R(p

i

=S-x(M) - +Z u(pl)h

— Z P (p O]

Observacion 4.25. La hipotesis sobre los valores de h en los puntos criticos simplifica la

demostracion pero no es necesaria. La demostracion se adapta en el caso de prescindir de
ella siguiendo [Mil63, Observacion 3.3].
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Observacion 4.26. Hemos obtenido un resultado distinto al planteado en [BG10], en tal

referencia obtienen:
[onldd = 3 (=1 ().
M pec(h)

Es decir, obtienen coindices donde nosotros obtenemos indices. Ello parece deberse a que
los autores tomaron la funcion de Morse “al revés”.



Capitulo 5

Aplicaciones del calculo de Euler en
redes de sensores

En este capitulo exponemos algunas aplicaciones de la teoria previamente desarrolla-
da. Primero abordamos varios problemas de cuantificaciéon de objetivos que surgen como
modificaciones o generalizaciones del problema de enumeracién tratado en el Capitulo 3.
Segundo, estudiamos la discretizacion de los sensores y apuntamos procedimientos para
adaptar los resultados matematicos a las aplicaciones.

5.1. Problemas de enumeracién con objetivos méviles

Denotemos por {0, }, una coleccién finita de objetivos en movimiento en W C R", por
ejemplo vehiculos circulando por carreteras. Notamos por O,: I C R — W, siendo [ un
intervalo de R, cada una de las curvas continuas asociadas a los objetivos. Asumimos que W
es un subespacio con propiedades razonables: un abierto conexo, una variedad topolégica
conexa, o un complejo simplicial finito conexo, por ejemplo. La hipotesis de conexiéon no
supone pérdida de generalidad pues en otro caso se estudiaria cada una de las componentes
conexas por separado y se sumaria el nimero de objetivos detectados en cada una de ellas.
También asumimos, de momento, que el espacio W esta cubierto por sensores, como un
continuo. El problema a resolver consiste en determinar la cantidad de objetivos.

Podemos abordar el problema desde dos enfoques distintos, el presente en la bibliografia
[BG09b; BG10] o una aportacion original. La primera posibilidad consiste en asumir que
el tiempo es un continuo, como se hace en [BG09b], o bien podemos considerar un niimero
finito de mediciones realizadas en un nimero finito de instantes, lo frecuente en las apli-
caciones. En ambos casos notemos por U, (t) el conjunto de los puntos de W que detectan
a O, en el instante ¢t. Puesto que W estd cubierto por sensores, entonces U, (t) # () para
todo a y todo instante. Discutiremos ambos enfoques comenzando por el segundo.

63
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Tiempo discreto

Denotemos por T' = {tg = 0,t1,...,t,} el conjunto finito de los instantes de tiempo
(en orden creciente) en los que se realizan las mediciones. Para simplificar la notacién
denotaremos por ¢ un elemento arbitrario de T'. A partir de las mediciones de los sensores
se tiene una funcién de conteo: h: W — N donde h(w) es el nimero de pares (a,t) tales
que w € Uy,(%).

/ /
oy

/ /

Figura 5.1: Los recorridos de los objetivos.

Figura 5.2: Los soportes de los objetivos para tres instantes de tiempo: el inicial, uno
intermedio y el final.

Teorema 5.1. En las condiciones previas asumamos ademas:
1. Cada conjunto U,(t) es definible, compacto y contrdctil.
2. El conjunto W es definible.

3. La funcion de conteo h: W — N es construible.

1
Entonces el numero de objetivos es |T|/ hdy.
W

Demostracion. Denotemos por X el nuevo espacio de sensores X = W x Ty consideremos
la proyeccion w: X — W. Los soportes de los objetivos en X son los conjuntos U, =

U Ua(t) x {t}. Ademés:
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» Cada conjunto U,(t) es definible. Como los puntos son conjuntos definibles y el
producto de conjuntos definibles es definible, entonces también son definibles los
conjuntos U, (t) x {t}. Por tanto es definible el conjunto U, = | JUa.(t) x {t}.

t

» Cada conjunto U, es la unién disjunta de || = m + 1 > 1 conjuntos contréctiles.

» Cada uno de los conjuntos U, (t) x{t} es compacto, por tanto también lo es el conjunto
U, por ser unién disjunta de un nimero finito de compactos.

» En consecuencia, x(U,) = |T'| > 0, pues la caracteristica de Euler es un invariante
homotdépico en los conjuntos compactos.

Consideremos la funciéon de conteo g: X — N dada por g = Z 1y,. El Teorema 3.10

1
garantiza que el nimero de objetivos es m / g dx. Utilizando que la integraciéon respecto
X

a la caracteristica es un homomorfismo, que 7" es un conjunto finito, la multiplicatividad
de la caracteristica, y la aditividad finita respeto al conjunto de integracion se tiene:

/ng:/ (/ gdx>dx-
X w 71 (w)

Para cada «, el conjunto

7 (w) NUs = ({w} x T) N (JUa(t) x {t}) = LZJ((w NUa(1)) x {t})

t

es la union disjunta finita de conjuntos compactos. Cada conjunto de la unién corresponde
a la deteccion en w del objetivo O,. Por lo tanto:

En consecuencia:
/thZ/ (/ gdx>dx=/gd><~
w w 71 (w) X

1
Por consiguiente, el nimero de objetivos es m / hdy. [
W

Observacion 5.2. Notese que la hipotesis de contractibilidad no es restrictiva en las aplica-
ciones pues lo habitual es que los objetivos actiien como puntos distinguidos en conjuntos
estrellados.
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Tiempo continuo

Exponemos el enfoque con un intervalo de tiempo continuo. Seguiremos [BG09b; CGR12].
Sin embargo, anadiremos hipotesis adicionales al teorema para poder dar una demostra-
cién rigurosa. Finalmente discutiremos tales hipétesis. Consideremos un intervalo de tiempo
[0,7] C R. Cada vez que w € W detecta un objetivo, es decir, estd en un soporte U,(t),
el sensor en w incrementa su contador en una unidad. Se tiene una funcién de conteo
h: W — N donde h(w) es el nimero de veces que w ha entrado en algin soporte U,(t).

Figura 5.3: Los recorridos de los objetivos en el caso de tiempo continuo. Ilustraciéon tomada
de [BG0O9b].

Figura 5.4: Los soportes de los objetivos en el caso de tiempo continuo. Ilustraciéon tomada
de [BG0O9b].

Teorema 5.3. En las condiciones previas asumamos ademds:

1. Cada conjunto U,(t) es una bola cerrada de dimension n. Y los radios de las bolas
U,(t) varian de forma continua respecto a t.

2. El conjunto W es definible.
3. La funcion de conteo h es construible.

4. Cada conjunto U, = | J U,(t) x {t} es definible.

te[0,7
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Entonces el numero de objetivos es / hdy.
w

Demostracion. Primero, las bolas cerradas de dimensiéon n son conjuntos definibles pues
son semialgebraicos. Ademéds son compactos y contréctiles. Notemos por r,: [0,7] — [0, c0)
la funcién que a cada instante de tiempo le asocia el radio de la bola U, (t). Al igual que en
la demostracién anterior, denotemos por X el nuevo espacio de sensores X = W x [0, 7]
y consideremos la proyeccion m: X — W. Los soportes de los objetivos en X son los
conjuntos U, = | JUa(t) x {t}. Ademds:

t

» Cada conjunto U, = | JUa(t) x {t} es cerrado y acotado como subespacio de un

t
espacio euclidiano, por tanto compacto. Ademas U, es contractil.

» En consecuencia, x(U,) = 1, pues la caracteristica de Euler es un invariante homo-
topico en los conjuntos compactos.

Consideremos la funciéon de conteo g: X — N dada por g = Z 1y, . El Teorema 3.10

garantiza que el nimero de objetivos es / gdyx. En virtud del teorema de Fubini:
X

/ngZ/ (/ gdx>dx-
X w 71 (w)
Para cada «, el conjunto

7 (w) N Ua = ({w} x U Ua(t) = {t})

es la union disjunta finita de conjuntos compactos. Cada conjunto de la unién corresponde
a una entrada de w en alguno de los soportes U,(t). Por lo tanto:

h(w) = /7r_1(w) gdy.

/hdx /(/_ gdx>dx /gdx [

Observacion 5.4. Las hipotesis del teorema pueden debilitarse, es suficiente que cada con-
junto U,(t) sea compacto, definible y contractil siempre que mantengamos la hipétesis
sobre la definibilidad de los conjuntos:

Us= |J Ua(t) x {t}.

t€[0,T]

En consecuencia:

En [BG09b] no se asume la hipdtesis sobre la definibilidad de los conjuntos U, a pesar de
que es necesaria para que g sea una funcién construible.

Ejemplo 5.5. Los resultados que acabamos de plantear pueden aplicarse al problema de
cuantificacion del nimero de vehiculos circulando por una regién, por ejemplo un conjunto
de carreteras o una ciudad. Para ello se podrian utilizar sensores actsticos o colocar chips
en los vehiculos que emitiesen unas ondas detectables por los sensores a emplear.
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5.2. Problemas de enumeracion con frentes de onda

Denotemos por {O, }, una coleccion finita de puntos en W C R™. De nuevo asumimos
que W es un subconjunto o subespacio “razonable” de R". Cada O, representa un evento
o foco emisor de ondas, y no necesariamente todos los eventos ocurren simultaneamente.
Ahora bien, asumimos que estan temporalmente proximos, y puede ocurrir que unos sean
causados por los otros. Por ejemplo este es el caso de un terremoto donde uno de los eventos
es el foco del terremoto y otros eventos son los focos de las réplicas. Cada evento se propaga
en forma de ondas que se van atenuando hasta ser indetectables. Cada sensor de W detecta
los frentes de onda que pasan por él y va incrementando un contador con cada uno de ellos.
Finalmente esto se refleja en una funcién de conteo construible h: W — N. El problema a
resolver consiste en calcular el nimero de eventos.

Figura 5.5: Frentes de onda y las bolas asociadas a cada evento para distintos tiempos en
el caso de una region del plano. En la ilustracion superior izquierda se muestra el instante
inicial y en la figura inferior derecha se muestra el instante final.

Primero, asumimos que las perturbaciones generadas en los eventos pueden representar-
se mediante funciones continuas y definibles, y que los conjuntos de nivel de estas funciones,
es decir, los frentes de onda, son esferas 0B (B! es una bola compacta de dimensién n)
cuyo radio depende del tiempo, aunque no indicamos tal dependencia para no sobrecar-
gar la notacion. Puesto que los frentes de onda se van atenuando hasta ser indetectables,
estas aplicaciones son “funciones meseta” con soporte la bola compacta correspondiente
al conjunto de nivel de mayor radio. El ultimo frente de onda detectable proveniente de
cada evento induce una aplicacion continua y definible F,,: B, — W, que lleva cada rayo
geodésico desde el origen de la bola al punto correspondiente de la frontera (el frente de
ondas). Formalizamos el problema:

Problema 2. El espacio W es definible. En él estan una familia finita (pero de cardinalidad
desconocida) de puntos O, y unas aplicaciones continuas y definibles asociadas F,: Bl, —
W. Cada sensor de W detecta los frentes de onda que pasan por él y va incrementando
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un contador con cada uno de ellos. Finalmente esto se refleja en una funcion de conteo
construible h: W — N. Determinar la cardinalidad de la familia {O4 }a.

Teorema 5.6. En las condiciones anteriores, si cada sensor en w € W incrementa su
contador interno en x(F, ' (w)) cuando el frente de ondas correspondiente a O, lo alcanza,

entonces el nimero de eventos es hdy.
w

Demostracion. Sea X = U,B, C W. Denotemos por h: X — N la funcién dada por:
il(w) = Z 133 .

La funcién h: X — N es construible, estd en las hipétesis del Teorema 3.10, y la
caracteristica de todos los soportes es uno. Por tanto el nimero de objetivos es / hdy.
b's

Ademés:

/X hdy = za:/w (/E;l(w) 1gn dx> dx (Fubini)
= 1 n d d
/Wza: (/F;l(w) B X) X

- [, 3 (i i ax

= hdy. ]

Observacion 5.7. En vista de la demostracién del Teorema 5.6, notemos que el resultado
puede generalizarse y trabajar con conjuntos estrellados respecto a los focos en lugar de
bolas.

5.3. Aproximaciones simpliciales

Hasta el momento hemos estudiado problemas de conteo de objetivos asumiendo que
el espacio de sensores era “un continuo”. Lo habitual en las aplicaciones es disponer de
un numero finito de sensores, normalmente en el mismo espacio donde estan los objetivos.
Por ello, a continuaciéon exponemos una adaptaciéon de la teoria desarrollada al supuesto
de finitud del niimero de sensores.

Notemos el espacio donde estan los objetivos por W y el conjunto finito de sensores por
N C W. Seguimos [BG09a).

Consideremos una aproximacion simplicial (utilizando complejos simpliciales incomple-
tos) de W que tenga como vértices los elementos de A. Para ello estamos utilizando el
teorema de triangulacion y estamos asumiendo que los sensores estan razonablemente dis-
tribuidos. Denotemos el complejo simplicial por X. Conocemos el valor de la funcién de
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conteo h en los vértices de X y la extendemos a todo el complejo utilizando la interpo-
lacion lineal a trozos que denotamos hpr: X — R. Es decir, hpy es una funciéon afin en
cada simplice. Mediante este procedimiento hemos obtenido una funcién con valores en el
cuerpo de los nimeros reales. De momento no hemos definido una teoria de integracion
para estas funciones. Asi que, para resolver este problema consideramos la parte entera
o funcién suelo de la funcién hpr: X — R, es decir, |hpr|: X — N. Puesto que la in-
terpolacion lineal a trozos de la funciéon de conteo en los vértices de una triangulacién es
una funcién continua, y la funcién suelo es semicontinua superiormente, entonces |hpy | es
semicontinua superiormente.

Utilizando un argumento analogo al presentado en la demostracion del Lema 4.2 se
tiene:

Lema 5.8. La funcion |hpr| es construible.

Veamos que la integral de |hpr| proporciona una buena estimacién del nimero de
objetivos.

Teorema 5.9. Sea h: R" — N una funcion de conteo construible y semicontinua superior-

mente satisfaciendo
{h >k} =cl(int ({h > k})). (5.1)

Entonces para una triangulacion suficientemente densa y reqular:

[ Whee)ax = [ na.

Demostracion. Primero, notemos que el soporte de la funciéon h: R®™ — N es la clausura de
la uniéon de un nimero finito de conjuntos de nivel, y por tanto es definible y compacto.
Por tanto es triangulable y la triangulacién es finita y compacta. Durante el resto de la
demostracion denotemos por ¢ un simplice abierto arbitrario de la triangulaciéon y por A
su clausura. Afirmamos que existe una triangulacion que verifica las siguientes condiciones:

1. El maximo de la aplicacién h: R™ — N restringida a A se alcanza en alguno de los vér-
tices de A. Esto se sigue de que la funciéon h: R”™ — N es semicontinua superiormente
y la hipétesis (5.1).

2. Los conjuntos de recorrido de hja: A — N son contractiles. Partimos de una trian-
gulacién, y si esta condicion fallase para algin simplice, entonces refinariamos la
triangulacién mediante subdivisiones baricéntricas en ese simplice (y posteriormen-
te en el resto de simplices para obtener una triangulacién) hasta que la condicién
se cumpliese. Como la triangulacién es finita (y por tanto también el nimero de
simplices), acabaremos este proceso en un nimero finito de pasos.

Sea M = maxah y sea m = maxa|hpy]. Dada una triangulacién que satisfaga las
condiciones anteriores, el resultado 3.15 sobre los métodos de calculo de integrales garantiza
que:

/Ahdxzix{h>k}
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= x{h>k}+§:x{h>k}
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Por otro lado:

/AULPLJ dx = i x{lhpr] > k}
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Por tanto, para un simplice arbitrario se tiene:

/Ath:/ALhPLJ dx.

Y de la aditividad de la integral respecto al conjunto de integracion se sigue el resultado. [J

Observacion 5.10. Es posible combinar la aproximacién simplicial que acabamos de expo-
ner con las ideas de la teoria de Morse expuestas en el Capitulo 4. Concretando un poco,
se puede definir una teoria de Morse para funciones lineales a trozos (PL para abreviar)
definidas en complejos simpliciales finitos completos [Rom17], por ejemplo la funcién hp,
restringida a su soporte. Asumiendo que la funcién hp; fuese de Morse en el sentido PL
[Rom17] y que sus valores en los distintos vértices fuesen distintos, entonces se tienen re-
sultados andlogos al Teorema 4.22 y al Teorema 4.23 ([Rom17, Teorema 5.1] y [Rom17,
Teorema 5.2], respectivamente) en el contexto PL, los cuales permiten reproducir el argu-
mento utilizado en la demostracion del Teorema 4.24.

Ejemplo 5.11. En la Figura 5.6 mostramos una funcién de conteo definida en un sub-
conjunto del plano y la aproximacion lineal a trozos sobre una triangulacion. Calculando
ambas integrales, / hdyxy / | hpr | dx utilizando el resultado de dualidad 3.22 se obtiene
que la integral valeAcuatro. Pgr ambos procedimientos se obtiene lo mismo.

Observacion 5.12. Aplicar el Teorema 5.9 puede ser problematico y producir errores en las

integrales si las curvas de nivel de los soportes son tangentes. Véase la Figura 5.7 para una
ilustracion.
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Figura 5.6: Conjuntos de nivel de la funcién y la triangulaciéon asociada. Figuras tomadas

de [BGO9D).

Figura 5.7: Tlustracién de triangulaciones inadecuadas. Figuras tomadas de [BG09b].

Hemos visto que las aplicaciones simpliciales son definibles. Del teorema de aproxima-
cién simplicial [Bre93, Teorema 22.10] se sigue que las aplicaciones continuas entre con-
juntos definibles compactos pueden aproximarse por aplicaciones simpliciales (por tanto
continuas y definibles). Con més precision:

Teorema 5.13. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua entre conjuntos definibles. De-
notemos por |K| y |K'| los poliedros asociados a X eY, respectivamente, por el teorema
de triangulacién definible. Entonces existe una aplicacion simplicial g: |K| — |K'| satisfa-
ciendo:

1. Las aplicaciones f y g son homdtopas.

2. Dado € > 0 existe r € N tal que tras iterar r subdivisiones baricéntricas sucesivas en
ambos complejos, se tiene || f(z) — g(z) ||< € para todo x € X.

Observacion 5.14. La hipotesis de compacidad garantiza la existencia del r.



Capitulo 6

Aplicaciones del calculo de Euler en
geometria y topologia

Comenzamos el capitulo extendiendo la definiciéon de caracteristica de Euler-Poincaré
y la integracion respecto a la caracteristica a espacios homeomorfos a conjuntos definibles,
unos objetos que permiten justificar rigurosamente algunos resultados enunciados en los
trabajos de Baryshnikov, Curry, Ghrist y Robinson [BG09b; CGR12], por ejemplo [BG09b,
Proposicién 15.1]. Sin embargo, tales objetos no fueron mencionados ni estudiados explici-
tamente en tales articulos.

A continuaciéon presentamos un resultado clasico acerca de la caracteristica de FEuler
de los espacios de revestimiento. Finalmente, utilizamos los espacios homeomorfos a con-
juntos definibles para demostrar, utilizando la integracién respecto a la caracteristica, dos
resultados que lo generalizan. Primero exponemos una demostracion alternativa a las que
hemos encontrado en la literatura consultada de la relacién entre las caracteristicas de
Euler-Poincaré de los espacios que intervienen en un fibrado localmente trivial. Segundo,
exponemos una demostracion de la formula de Riemann-Hurewitz alternativa a la expuesta

en [Vir8§].

6.1. Espacios homeomorfos a conjuntos definibles, ca-
racteristica, integraciéon y resultados de enume-
racion

En esta seccion exponemos ideas originales. Primero presentamos algunos ejemplos
de espacios homeomorfos a conjuntos definibles. A continuacién introducimos una nociéon
de caracteristica de Euler para tales espacios. Finalmente desarrollamos una teoria de
integracion en los citados espacios, la cual nos permitirda demostrar la relaciéon entre las
caracteristicas de Euler-Poincaré de los espacios que intervienen en un fibrado localmente
trivial y la féormula de Riemann-Hurewitz.

73



74 6 Aplicaciones en geometria y topologia

Ejemplos de espacios homeomorfos a conjuntos definibles

Se tienen los siguientes ejemplos de espacios homeomorfos a conjuntos definibles:
1. Los subcomplejos de un complejo simplicial incompleto son conjuntos definibles.

2. Los subcomplejos de un CW-complejo finito y regular son espacios homeomorfos a
conjuntos definibles pues son triangulables y la triangulacion es finita (Teorema 1.28).

3. Las variedades diferenciables compactas son espacios homeomorfos a conjuntos defi-
nibles, pues son triangulables (Teorema 1.29).

4. Las variedades topoldgicas (con o sin borde) de dimensién uno, dos o tres son espacios
homeomorfos a conjuntos definibles pues son triangulables (Teorema 1.30).

Caracteristica de los espacios homeomorfos a definibles

El siguiente resultado de Beke [Bek11] permite definir la caracteristica de Euler-Poincaré
de espacios homeomorfos a conjuntos definibles.

Teorema 6.1 ([Bekll, Teorema 2.2]). Sean X e Y dos conjuntos definibles. Si X eY
son homeomorfos (sin necesidad de que el homeomorfismo sea definible), entonces sus
caracteristicas de Euler coinciden.

Idea de la demostracién. Primero expresamos X como unién de estratos (esta descompo-
sicién de X es una generalizacion de la descomposicién celular de un CW-complejo):

X=]]x"

1=0

Ademas lo hacemos de tal forma que cada estrato X’ sea un espacio localmente compacto
Recordamos que dado un espacio localmente compacto Z, podemos definir su cohomolo-
gia con soporte compacto H}(Z) y su caracteristica homolédgica que denotaremos xy(Z)
[Hat02; Bek1l; CGR12]. Ademés, la caracteristica (co)homolégica con coeficientes en un
cuerpo y la caracteristica combinatoria coinciden en espacios localmente compactos [Bek11;
CGRI12|. Sea h: X — Y un homeomorfismo. El homeomorfismo nos proporciona una es-
tratificacién [Bek11] de Y y se restringe a homeomorfismos h;: X; — Y; entre los estratos.
A continuacion utilizamos la aditividad de la caracteristica combinatoria y que los estratos
son espacios localmente compactos:

n n n

X(X) =2 x(X) =2 xn(XY) = > xu(Y) = 2_x(Y") = x(Y). O

n
i=0 i=0 i=0 i=0

Definicién 6.2. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible. Se define x(X)
como la caracteristica de Euler combinatoria de uno de los conjuntos definibles a los que
X es homeomorfo.
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Observacion 6.3. Como consecuencia del Teorema 6.1 la caracteristica de los espacios ho-
meomorfos a conjuntos definibles esta bien definida.

Como consecuencia de los resultados enunciados para conjuntos definibles se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 6.4. Sean X, Y, A y B espacios homeomorfos a conjuntos definibles. Se tiene:

1. Sea {X;}*, una familia finita de subconjuntos de X homeomorfos a conjuntos defi-
nibles. Entonces existe una triangulacion de X compatible con la familia de subcon-
juntos.

2. Si X es compacto, entonces X admite una triangulacion utilizando un complejo sim-
plicial completo.

3. 81 X es compacto, entonces sus caracteristicas combinatoria y (co)homolégica coin-
ciden.

4. (Principio de inclusion exclusion). Se tiene:
X(XUY) = x(X) +x(Y) = x(XNY).
5. (Escision de la caracteristica). Si A C X, entonces:
X(X = A4) = x(X) = x(A).
6. (Multiplicatividad de la caracteristica). Se tiene:

X(Ax B) = x(4) - x(B).

Integracién en los conjuntos homeomorfos a definibles

Definicién 6.5. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible Y y denotemos
por h: X — Y el homeomorfismo. Denotamos por HCF(X) el Z-mé6dulo de funciones
h: X — Z con rango acotado, soporte compacto y conjuntos de nivel homeomorfos a
subconjuntos definibles de Y mediante restricciones de h.

Se tiene una extension inmediata del teorema de deconstruccion de funciones construi-
bles (Teorema 2.66):

Teorema 6.6. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible yh € HCF(X). En-
tonces h puede descomponerse de forma unica como combinacion lineal finita de funciones
caracteristicas en los simplices abiertos de una triangulacion compatible con el soporte de
h, es decir: h = Z cals, concy € Z, donde o, son los simplices de la triangulacion. Tam-

[0
bién se puede escribir la funcion h como combinacion lineal de funciones caracteristicas en
los conjuntos de nivel.
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Analogamente, se tiene una extensién inmediata de la definiciéon de integral respecto a
la caracteristica de Euler-Poincaré de funciones construibles (Definicién 2.68):

Proposicién 6.7. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible y h € HCF(X).
Entonces estd bien definida la integral respecto a la caracteristica de Fuler-Poincaré de la
funcién h. Con mds precision, si h =" _ cal,, € HCF(X), entonces

/X hdy = %:cax(aa).

De nuevo, si U es un subespacio de X homeomorfo a un conjunto definible, 1y €
HCF(X)y / 1y dx = x(U). Puesto que la caracteristica es un homomorfismo también
b's

se cumple que dadas una familia finita {U,}er de subconjuntos de X homeomorfos a

conjuntos definibles, y h = Z coly, con c, € Z, entonces
acl

/X hdx = cax(Ua).

a€el

Los resultados de aditividad de la integral también se adaptan sin apenas modificar las
demostraciones al contexto de conjuntos homeomorfos a definibles:

Teorema 6.8 (Aditividad de la integral respecto al integrando). Sea X wun espacio ho-
meomorfo a un conjunto definible y {h;}; un conjunto finito de funciones en HCF(X).

FEntonces
/Xzi:hidxz Zi:/XhidX.

Teorema 6.9 (Aditividad respecto al conjunto de integracién). Sea X un espacio homeo-
morfo a un conjunto definible y sea h: X — Z una funcion en HCF(X). Sea { X}, un
recubrimiento finito de X formado por subespacios homeomorfos a definibles. Entonces

/){hdngi;/)(ihdx—g o X
+ ) /

ik ikt XN XN X,

th—--~+(—1)m“/ hdy.

X1N-NXm

Resultados de enumeracion

El Teorema 3.10 se generaliza sin apenas cambios en la demostraciéon dando lugar al
siguiente resultado de enumeracion de objetivos:

Teorema 6.10. Consideremos el contexto de la Seccion 3.3. Sea X un espacio homeomorfo

a un conjunto definible y sea h: X — N wuna funcion de conteo en HCF(X), h = Z 1y,
acl
donde los soportes {Uy }aer son subespacios homeomorfos a conjuntos definibles. Asumamos
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que la caracteristica de Euler de todos los soportes {Uy}acr coincide y es distinta de cero.
Si denotamos tal caracteristica por N, entonces el numero de objetivos es:

1
I:—/ .
1] Nthx

El Teorema 5.1 también se generaliza sin apenas cambios en la demostraciéon dando lugar
al siguiente resultado de enumeracion de objetivos en movimiento utilizando un ntimero
finito de instantes de tiempo:

Teorema 6.11. En el contexto de la seccion 5.1 asumamos:
1. Cada subespacio U,(t) es homeomorfo a un conjunto definible, compacto y contrdctil.

2. El espacio W es homeomorfo a un conjunto definible.

3. La funcion de conteo h: W — N estd en HCF(W).

1
Entonces el nimero de objetivos es m/ hdy.
w
Observacion 6.12. En el caso de suponer que el tiempo es un continuo la generalizacién no
es inmediata pues precisamos el teorema de Fubini.

6.2. Caracteristica de Euler-Poincaré de un fibrado
localmente trivial

En esta secciéon aplicamos la generalizacion de la integracién a espacios homeomorfos a
conjuntos definibles para demostrar la relacion entre las caracteristicas de Euler-Poincaré
de los espacios que intervienen en un fibrado localmente trivial.

Definicién 6.13. Sean E, B y F espacios topolégicos, y sea p: E — B una aplicacion
continua y sobreyectiva. La aplicacion p: £ — B se dice un fibrado localmente trivial de
fibra genérica F' si para todo y € B existen un entorno abierto U C B de y (llamado
abierto de trivializacién) y un homeomorfismo h: p~'(U) — U x F tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

pH(U) - FxU

En el caso de que la fibra sea discreta, entonces el fibrado es un espacio de revestimiento.
Y en estas circunstancias se tiene un resultado clasico sobre la caracteristica de Euler-
Poincaré. Recordamos que dada una aplicacion f: X — Y entre CW-complejos, decimos
que f es celular si manda el i-esqueleto de X en el i-esqueleto de Y.
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Teorema 6.14 ([Bre93, p. 215]). Sea p: E — B una aplicacion de revestimiento con
cardinalidad de la fibra finita igual a k y B un CW-complejo finito. Entonces, E puede
dotarse de una estructura de CW-complejo finito de forma que la aplicacion p: E — B sea
celular y x(E) =k - x(B).

Idea de la demostracion. Primero se levanta la estructura celular de B inductivamente, co-
menzando por el 0-esqueleto. Para levantar cada celda se utiliza el criterio de levantamiento
de aplicaciones [Leell, Teorema 11.18]. Mediante este procedimiento, por cada celda en B
tendremos k celdas en E. Ademas la aplicacion p: £ — B es celular. De la definicion de
caracteristica de Fuler-Poincaré se sigue el resultado. ]

Teorema 6.15. Sea p: E — B un fibrado localmente trivial de fibra genérica F donde
los espacios E, B y F son homeomorfos a conjuntos definibles y B es compacto. Entonces

X(E) = x(B) - x(F).

Demostracion. Puesto que B es compacto podemos recubrirlo con una familia finita de
abiertos de trivializacién que denotaremos {U; }ic;. Denotemos I = {1,...,m}. Conside-
ramos una triangulaciéon de B y realizamos subdivisiones baricéntricas hasta obtener una
familia finita {B;};c; de subespacios de B homeomorfos a conjuntos definibles, que recubra
B y satisfaga B; C U; para todo ¢ € I. En estas condiciones se tiene:

/XlEdX:Z/_l PREUS Z/ 1, dy

Bi)np~1(By)
/ Tpdy — -
e HBi)np~1(B;)Np~! (Bk)

( e | 1y dx
p~H(B1)N-Np~ ! (Bm)

_ 1pdy — / 1
Z/pl(z pdx =) BBy Edx

i Bi) i#j P

Py Lpdy — -+ (-1 | 1p dx

i Ak TP (BinB;NBy) ~H(B1N-NBm)
=2 X “(B)) = X x(p (BN By))
i#]
+ > xp N (BiNB;NBy)) =+ (1) x(p " (BiN -~ N By))
ik
=Y X(Bix F) =) x((BinNB)) x F)
i i#]
+ > xX(BNB;jNBy) X F)— -+ (=1)""'x((BiN--- N By) X F)

iFjFERF
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= X(Bi) - x(F)=>_x(Bin B;) - x(F)
i i#j
+ Y X(BiNB;NBy) - x(F) =+ (=1)""'x(BiN--- N By) - x(F)
i Ak

() (S8 - S8 B)

1#]
S (BN BN By — e+ (—) I (Bin -0 Bm>)
it bt
_\(F)- x(B). .

Observacion 6.16. El Teorema 6.15 generaliza los resultados relacionados acerca de la
caracteristica de Euler-Poincaré de un fibrado localmente trivial [Ser51; Spab50; Shil7] o
simplifica las demostraciones.

6.3. La formula de Riemann-Hurwitz

En esta seccion exponemos la aplicacion clasica del “Euler Calculus”, la demostracién
del teorema de Riemann-Hurwitz sobre aplicaciones de revestimiento ramificado entre su-
perficies de Riemann. De hecho, los origenes del “Euler Calculus” se remontan a [Vir88],
donde se demuestra la férmula de Riemann-Hurwitz, ademas de otros resultados. Alli el en-
foque es propio de la geometria algebraica. Nosotros presentamos un enfoque original para
probar el resultado, desde el punto de vista de la topologia, y utilizando la generalizacién
de la integracién respecto a la caracteristica en conjuntos homeomorfos a definibles.

Preliminares sobre superficies de Riemann

Nos basaremos en la exposicién sobre superficies de Riemann en [Ful95]. En lo que
resta, por variedad entenderemos variedad sin borde.

Definicién 6.17. Una superficie de Riemann es una variedad topologica S compleja de
dimension uno y real de dimension dos, conexa y con cambios de cartas biholomorfos.

Definicién 6.18. Una aplicaciéon continua entre variedades de Riemann se dice holomorfa
si lo es al leerla en coordenadas.

Dada una aplicacion holomorfa entre superficies de Riemann f: .S — Sy un punto
x € S siempre existen cartas (U, ¢) y (U,¢) de S y S, respectivamente, de forma que la
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lectura local en coordenadas de f alrededor de z, g = gEo fo¢!, se exprese como una
serie convergente [Ful95]:

g(z) = ianz”. (6.1)

Dada la expresién (6.1), el menor nimero natural e tal que a. # 0 (no depende de la
lectura en coordenadas [Ful95]) se llama indice de ramificacién de la aplicacion f en x y
se nota ef(z) o e(z) si sobreentendemos la aplicacion. En caso de no existir tal nimero
natural (la aplicacién es localmente constante en z, y por tanto constante por ser una
funcién holomorfa), entonces el indice es infinito. No estaremos interesados en aplicaciones
constantes. Dada la aplicacién analitica entre superficies de Riemann f: S — S, diremos
que un punto r € S es de ramificacién si ef(x) > 1.

Definicién 6.19. Dada una aplicacién f: S — S sobreyectiva y continua entre superfi-
cies de Riemann, decimos que es una aplicacién de revestimiento ramificado si existe un
subconjunto finito R C S tal que la restriccion

fis—rum: S—fHR)— S—R
es una aplicacién de revestimiento (conexa).
Ejemplo 6.20. Sean r; y r, ntimeros reales tales que 0 < r; < ro, y denotemos
A(ri,m) ={2€C:0<r; <|z| <r}.
Consideremos la aplicacion:
fiA(ry, o) — A2 rd)

dada por f(z) = 2. Se tiene que es una aplicacién de revestimiento. Si 7; = 0 y anadimos
el origen a ambos discos punteados, entonces obtenemos una aplicacion de revestimiento
ramificado.

Dadas dos superficies de Riemann compactas Sy S hay una correspondencia entre re-
vestimientos ramificados y aplicaciones holomorfas no constantes. Con mas precision enun-
ciamos el siguiente teorema, cuya demostracién se sigue de combinar [Ful95, Proposicién
19.3, p. 266] y [Ful95, Proposicién 19.9, p. 271].

Teorema 6.21 (Correspondencia entre revestimientos ramificados y aplicaciones holomor-
fas no constantes). Sea f: S — S una aplicacion holomorfa y no constante entre superficies
de Riemann compactas. Entonces:

1. Hay un nidmero finito de puntos de ramificacion. Sea T" C S el conjunto de los puntos
de ramificacion y notemos R = f(T) C S.

2. La restriccion de f entre S—f~ ' (R) y S—R es una aplicacion de revestimiento conexa
con cardinalidad de la fibra constante, digamos n, que también llamamos grado.
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3. Para cualquier punto y € S, > ep(z) =n.
zef~1Hy)

Reciprocamente, sea S una superficie de Riemann, R un subconjunto finito de S, S° un
espacio topoldgico y f: S° — S— R una aplicacion de revestimiento conexa con cardinalidad
de la fibra finita. Entonces existe un embebimiento de S° como abierto en una superficie
de Riemann S, que es union de S° y un conjunto finito, de forma que f se extienda a una
aplicacion analitica y propia de S a S. En particular, si S es compacta, entonces también
lo serd S.

La formula de Riemann-Hurwitz

Las superficies de Riemann compactas son espacios homeomorfos a conjuntos definibles
pues son triangulables (con una triangulacién completa). Sea f: S — S una aplicacién de
revestimiento ramificado entre dos superficies de Riemann compactas, o equivalentemente,
una aplicacién holomorfa no constante.

Consideremos la restriccién de f a S — f~'(R) siendo R la imagen de los puntos de
ramificacién. El Teorema 6.21 garantiza que es una aplicacién de revestimiento conexa con
cardinalidad de la fibra constante, digamos n. Sea (K, ¢) una triangulacién de S tal que
en los puntos de R haya vértices. Podemos obtener una triangulacion que satisfaga tal
condicién partiendo de una triangulacion finita y aplicando subdivisiones.

Subdividimos de nuevo la triangulacién para que una vez suprimidos los puntos de R,
los restantes simplices de la triangulacion sean compatibles con el recubrimiento finito por
abiertos lisos de S — R. Ahora levantamos la triangulacién de S a S [Ful95, p. 273-p. 274].
La triangulacién (incompleta) de S — R se levanta por una aplicacién de revestimiento, y
por tanto en la triangulacién correspondiente de S — f~'(R) hay n simplices por cada uno
de abajo. Sin embargo el nimero de vértices en S correspondientes a cada vértice en R es
variable, y estd determinado por su indice de ramificacién. Con mas precision, el teorema
anterior garantiza que dado y € S, se tiene

> ep(z) =n.
zef~1(y)
En consecuencia:

> (eplr) =)= > ep(a) =1 W)l

z€f~1(y) z€f~(y)
=n— |l
Por tanto, dado y € S, el nimero de puntos de 1 (y) es
n— > (e(z)—1).
z€f1(y)

Denotamos R = {y1, ..., %m}. Notemos que S— f*(R) y £ '(R) son conjuntos homeo-
morfos a conjuntos definibles. Ahora operamos y usamos aditividad respecto al conjunto
de integracion:
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x(5) =/Slsdx

/ 15dX+/ 1sdx
S—1~1(R) S(R)

=x(S—fYR))+ 1sd
XS FHR) [ sy

zx(g—R)~n+/fl(R)lst

zx(g—R)-n—i-i/ 1sdy

j=1 p~(y;)

G —R)-n 3 X W)

Emns e % -)

zx(g—R)-n+m~n—§: Z (ef(z) — 1)
=L aef ()

=X(S=R)-n+x(R) n=3 > (ez)~1)

J=lzef=1(y;)

J=lzef~1(y;)
=X(S) n— > (eplx)—1)
z€f~1(R)

=mx(8) = Lles0) - 1)

Como consecuencia de lo expuesto se tiene el teorema de Riemann-Hurwitz.

Teorema 6.22 (Riemann-Hurwitz). Sea f: S — S una aplicacién de revestimiento ra-
mificado entre dos superficies de Riemann compactas (sin borde), o equivalentemente, una
aplicacion holomorfa no constante. Entonces las caracteristicas de Fuler de las superficies
S y S estdn relacionadas por la siquiente expresion.:

X(8) = nx(S) = > (ep(x) —1).

zeS
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