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Resumen
En este trabajo se estudia una teoría de integración respecto a la característica de

Euler-Poincaré. Se introducen algunas familias particulares de espacios topológicos y defi-
niciones de la característica de Euler en ellas, principalmente una definición combinatoria
y una definición (co)homológica. Se define la integración respecto a la característica y se
exponen algunas propiedades. Finalmente se estudian aplicaciones de la teoría presentada
previamente, tanto a problemas de enumeración de objetivos en redes de sensores como a
geometría y topología. En particular se presentan demostraciones alternativas de la fórmu-
la de Riemann-Hurwitz y de la característica de un fibrado localmente trivial. Asimismo,
se expone una generalización de la clase de espacios en los que la integración respecto a la
característica está definida.

Abstract
The aim of this dissertation is to develop an integration theory against the Euler-

Poincaré characteristic. Several families of topological spaces and definitions of the Euler
characteristic for them are introduced, mainly a combinatorial and a (co)homological de-
finition. Integration against Euler-Poincaré characteristic is defined and several properties
are discussed. Finally, applications of the theory previously exposed are studied, both in
the context of target enumeration in sensor networks and in Geometry and Topology. Par-
ticularly, alternative proofs of the Riemann-Hurwitz formula and of the characteristic of
a fiber bundle are presented. Furthermore, it is introduced a generalization of the class of
spaces for which the integration against the Euler characteristic is defined.
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Introducción

Dedicamos este trabajo a estudiar una teoría de integración respecto a la característica
de Euler-Poincaré. Los métodos e ideas que presentaremos se inscriben en la temática
denominada “Euler Calculus”, la cual nació en un artículo de Viro del año 1988 [Vir88]
desde el punto de vista de la geometría algebraica y en un contexto muy concreto. En
los años noventa varios trabajos de Schapira [Sch91; Sch95] volvieron sobre la temática
utilizando herramientas muy sofisticadas basadas en la teoría de haces. Sin embargo, los
objetos con los que trabajaba todavía eran muy rígidos y restrictivos. También en los
años noventa hubo varias discusiones acerca de la utilización de la característica como
una especie de medida generalizada, pero no fueron publicadas hasta más tarde [Pro02].
Paralelamente, la integración respecto a la característica de Euler fue estudiada en el
contexto de la geometría integral o teoría de probabilidades geométrica [KR97]. A partir
del año 2008, Ghrist, Baryshnikov, Robinson y Curry revolucionan la teoría de integración
respecto a la característica de Euler-Poincaré con varios trabajos [BG08; BG09b; BG10;
CGR12] en los que combinan las técnicas de sus predecesores con la incorporación de
ideas muy novedosas que permiten flexibilizar la teoría, generalizarla a contextos no tan
restringidos (por ejemplo los complejos simpliciales) y aplicarla al estudio de redes de
sensores.

Los citados trabajos de Ghrist y sus colaboradores están motivados por las aplicaciones.
De hecho, Ghrist es uno de los investigadores con más impacto en topología algebraica
aplicada [Ghr14] y topología computacional [EH10], dos ramas de las matemáticas de
aparición reciente y que en la actualidad se encuentran en auge. En ambas disciplinas
se estudian problemas modernos utilizando técnicas clásicas. Además, en el caso de la
topología computacional, tienen especial importancia las demostraciones y enunciados que
proporcionan algoritmos susceptibles de ser implementados en aplicaciones informáticas.
El Teorema 3.22 y la aplicación informática [BG] son ejemplos representativos de esta
metodología.

Los artículos en los que nos hemos basado fundamentalmente [BG08; BG09b; BG10;
CGR12] están más orientados a exponer las ideas y heurísticas a una audiencia amplia,
enfatizando la intuición, que a detallar y a formalizar la teoría. Por ello, el objetivo de
nuestro trabajo tiene como punto de partida la exposición de una teoría detallada y forma-
lizada, basándonos en los trabajos previamente mencionados, de la integración respecto a
la característica y sus aplicaciones. Durante el estudio de la temática han surgido algunas
ideas originales que nos han llevado a exponer también alguna modesta contribución a la
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8 Introducción

misma.

La característica de Euler-Poincaré
La característica de Euler-Poincaré es un concepto clásico. Fue introducida por Euler en

el contexto de multigrafos y poliedros a mediados del siglo XVIII, y pocos años más tarde
la utilizó para demostrar que solo existen cinco sólidos platónicos [Ear99]. La definición de
la característica en el caso de poliedros introducida por Euler:

χ(Poliedro) = # vértices−# aristas + # caras

se generalizó posteriormente a objetos susceptibles de ser expresados en términos com-
binatorios o algebraicos bajo ciertas condiciones de finitud, como los complejos celulares
[Lee11; Ghr14], las variedades diferenciables compactas [Mun66], o subespacios de espacios
topológicos que satisfagan algunas propiedades. Además, la característica interviene en
multitud de resultados en bastantes ramas de las matemáticas, por ejemplo en problemas
de coloración de grafos (Teorema de Heawood [Ear99, Teorema 3.3]), en combinatoria (Le-
ma de Sperner [Ear99, Lema 4.4]), en el estudio de campos vectoriales y flujos (Teorema
de Poincaré-Hopf [Ear99, Teorema 4.3]), o en una de las relaciones más fuertes entre la
topología y la geometría de superficies, variedades y otros objetos geométricos (Teoremas
de Gauss-Bonnet local y global [Ear99, Teorema 5.1, Teorema 5.2] y sus generalizaciones
[Ghr14]).

Es bien conocido que trabajando en espacios topológicos bajo unas hipótesis razonables,
si el subespacio U es contráctil, entonces la característica de Euler-Poincaré de U es uno.
Además, bajo hipótesis razonables sobre los subespacios U y V se tiene que la característica
de Euler-Poincaré satisface la siguiente relación:

χ(U) + χ(V ) = χ(U ∪ V ) + χ(U ∩ V ). (1)
Asimismo, asumiendo de nuevo que los espacios U y V satisfacen unas hipótesis razo-

nables, entonces:
χ(U × V ) = χ(U) · χ(V ). (2)

Estas observaciones sugieren que el comportamiento de la característica de Euler-Poincaré
se asemeja al de una medida en varios aspectos.

Un problema real que motiva la teoría
En los últimos años se han instalado redes wifi que cubren extensas zonas urbanas

y universitarias. Tal servicio de conexión a Internet se basa en proporcionar al usuario
muchos puntos de acceso a la red repartidos por la zona de cobertura, de forma que
independientemente de su posición siempre disponga de al menos un punto de acceso.

Los avances tecnológicos recientes también posibilitan que un dispositivo se conecte a
varios puntos de acceso con el objetivo de mejorar la calidad de la conexión. Además, en los



Introducción 9

Figura 1: Región cubierta por una red wifi con múltiples puntos de acceso.

últimos años se ha incrementado la popularidad de servicios que garantizan la privacidad
y que permiten anonimizar las conexiones de los usuarios, imposibilitando la identificación
del dispositivo que se conecta por parte de los puntos de acceso. Resumiendo la situación,
podemos suponer que los soportes (regiones de cobertura) de un conjunto de puntos de
acceso recubren una región en la que un número finito, pero desconocido, de usuarios se
conectan a uno o más puntos de acceso simultáneamente. El objetivo es determinar el
número de usuarios conectados a la red en cada momento. Asumimos que el usuario se
conecta a cuantos más puntos mejor para incrementar todo lo posible la calidad de su
conexión.

Un primer enfoque puede consistir en considerar que los puntos de acceso están distri-
buidos uniformemente y muy densamente, es decir, que forman un continuo. Formalizando
un poco las ideas:

Enfoque simplista. Sea X ⊂ R2 una región. Sea h : X → R la función que asigna a cada
punto de acceso el número de dispositivos conectados. Suponemos que cada dispositivo se
conecta a todos los puntos de acceso que distan de él R unidades o menos. Entonces el
número de dispositivos es:

1
M

∫
X
h(x) dx

donde M = πR2.

Analicemos detalladamente lo que estamos haciendo. Sea {Oα}α el conjunto de dispo-
sitivos (de cardinalidad finita pero desconocida). Entonces h =

∑
α

1Uα donde Uα es la bola

B2(Oα, R) centrada en el dispositivo Oα. De la linealidad de la integral se tiene:∫
X
h(x) dx =

∫
X

∑
α

1Uα(x) dx =
∑
α

∫
X

1Uα(x) dx =
∑
α

M = M · α.

Cabe hacer unas observaciones en lo que respecta al procedimiento presentado. Pri-
mero, el argumento se extiende a cualquier dimensión y a cualquier contexto en el que
dispongamos de un conjunto de sensores distribuidos formando un continuo y una familia
de objetivos, por ejemplo radares y vehículos o personas en un evento. Segundo, los soportes
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Uα no tienen que ser bolas, sino un conjunto “medible”, es decir, susceptible de asignarle
un volumen o medida. Sin embargo, todos los soportes deben tener la misma medida para
que el argumento funcione. Tercero, el enfoque utilizado es tremendamente simplista:

1. No todos los dispositivos tienen el mismo alcance para conectarse a redes wifi.

2. La región de detección de redes wifi de un dispositivo no es una bola medida con la
distancia euclídea, sino que la geometría de la región puede ser compleja pues hay
obstáculos y objetos que pueden actuar como repetidores.

3. Los dos puntos previos implican que la medida de Lebesgue de los soportes no coincide
en general.

4. Los sensores (puntos de acceso en el ejemplo) no están situados de forma continua,
sino que hay un número finito.

Destacamos que no es necesario que los sensores identifiquen a los objetivos. Lo único
necesario es que cada uno de ellos devuelva el número de objetivos detectados. Para corregir
algunas de las objeciones presentadas al enfoque simplista, una posibilidad consiste en
desarrollar una teoría de integración robusta respecto a cambios en la geometría de los
soportes, como su tamaño o ligeras variaciones en su forma, una teoría de integración
topológica. Imaginemos por un instante que en el ejemplo objeto de estudio los soportes
de los objetivos, denotados Uα, tuviesen medida uno respecto a una medida ξ. Entonces:∫

X
h(x) dξ =

∫
X

∑
α

1Uα(x) dξ =
∑
α

∫
X

1Uα(x) dξ =
∑
α

M = M · α.

El problema expuesto y las ecuaciones (1) y (2) nos motivan a estudiar una teoría de
integración respecto a la característica de Euler-Poincaré.

Organización del trabajo
Comenzamos el trabajo con una exposición de algunos preliminares sobre la caracterís-

tica de Euler-Poincaré, sus definiciones alternativas, algunos espacios sobre los que puede
definirse, y algunas de sus propiedades.

En el segundo capítulo abordamos la integración. Hemos optado por una presentación en
orden creciente de generalidad, conforme discutimos algunos de los problemas que surgen.
El Capítulo 2 se cierra con la definición de la integral respecto a la característica en los
conjuntos definibles en estructuras o-minimales.

Dedicamos el tercer capítulo a exponer algunas propiedades de la integral como por
ejemplo la aditividad respecto al integrando y al conjunto de integración. También enun-
ciamos y demostramos un teorema de Fubini. A continuación exponemos algunos problemas
de enumeración de objetivos que motivan otras propiedades de la integral con fines más
prácticos. Una de ellas nos conduce a un resultado de dualidad en la integral, consecuencia
de la dualidad de Alexander.
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En el Capítulo 4 extendemos la teoría a funciones R-valuadas y combinamos la inte-
gración respecto a la característica de Euler-Poincaré con la teoría Morse, obteniendo un
resultado de localización.

Dedicamos el Capítulo 5 a exponer las aplicaciones de la teoría desarrollada a las redes
de sensores. En particular, generalizamos los problemas de enumeración estudiados en el
tercer capítulo, por ejemplo permitiendo objetivos en movimiento. También exponemos un
resultado de discretización sobre los sensores.

En el Capítulo 6 explicitamos una idea implícita, pero no formulada, en los trabajos
[CGR12; BG09b] y definimos una generalización de la integral a espacios homeomorfos a
conjuntos definibles. Ello permite justificar algunos resultados en [CGR12; BG09b] para
los que en el contexto de conjuntos definibles no hemos encontrado demostraciones rigu-
rosas. A continuación presentamos un resultado clásico sobre la característica de Euler de
los espacios de revestimiento. Acto seguido, exponemos una demostración original de la
característica de Euler de un fibrado localmente trivial basada en la integración respecto a
la característica y en un argumento combinatorio. Además, nuestro argumento generaliza
los resultados al respecto de los que tenemos constancia [Hat02; Ser51; Spa50; Shi17] o
simplifica sus demostraciones. Finalmente, presentamos una demostración, de naturaleza
más topológica que en [Vir88], de la fórmula de Riemann-Hurwitz.





Capítulo 1

La característica de Euler

En este capítulo introducimos algunos de los objetos sobre los que trabajaremos poste-
riormente. En particular presentamos unas familias particulares de espacios topológicos, los
complejos celulares y simpliciales. Enunciamos algunas de sus propiedades y las relaciones
que existen entre ellos y otros objetos geométricos como las variedades. También exponemos
brevemente algunos conceptos de homología y cohomología que necesitaremos a lo largo
del trabajo. Además presentamos varias definiciones de la característica de Euler-Poincaré
y la relación entre ellas.

1.1. Complejos celulares
En esta sección presentamos brevemente una familia de espacios topológicos, los CW-

complejos finitos. Seguiremos [Lee11; Hat02; CGR12; FP90; Sha16], donde pueden con-
sultarse las demostraciones de los resultados que nosotros enunciemos. Utilizaremos los
términos CW-complejo y complejo celular como sinónimos.

Definición 1.1. Llamaremos n-celda abierta en a un espacio topológico homeomorfo a la
bola abierta unitaria Bn ⊂ Rn y llamaremos n-celda cerrada en a un espacio topológico
homeomorfo a la bola cerrada unitaria B

n.

Definición 1.2. Sea X un espacio topológico no vacío, en una n-celda cerrada con n ≥ 1 y
ϕ : ∂en → X una aplicación continua. Definimos el espacio de adjunción X∪ϕen obtenido a
partir de X te al identificar ∂e con ϕ(∂e). Nos referimos a ϕ : ∂en → X como la aplicación
de adjunción.

Definición 1.3. Sea
X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn−1 ⊂ Xn = X

una sucesión finita de espacios topológicos satisfaciendo las dos condiciones siguientes:

1. X0 es un espacio discreto no vacío.

13



14 1 La característica de Euler

2. Para cada i ≥ 1, X i se obtiene a partir de X i−1 adjuntando una colección finita (que
puede ser vacía) de i-celdas.

Diremos que el conjunto X dotado de la topología cociente es un CW-complejo finito.

Observación 1.4. El conjunto de celdas abiertas de X se denomina la estructura celular de
X o descomposición celular de X.

Ejemplo 1.5. Partimos de dos puntos. En el primer paso añadimos 1-celdas (intervalos).
En el segundo paso añadimos 2-celdas para obtener un cilindro (figura 1.1).

Figura 1.1: Construcción de un cilindro como CW-complejo.

Teorema 1.6. Sea X un CW-complejo finito, entonces X es compacto.

En las definiciones que siguen asumiremos que X es un CW complejo finito. Además,
de ahora en adelante por CW-complejo nos referiremos a CW-complejo finito.

Definición 1.7. La dimensión de X es el menor número natural n tal que todas las celdas
de X tienen dimensión menor o igual que n.

Definición 1.8. Un subcomplejo de X es un subespacio Y ⊂ X que es unión de celdas de
X y que satisface la siguiente condición: si Y contiene una celda, entonces también contiene
su clausura.

Definición 1.9. Definimos el n-esqueleto de X, como el subespacio Xn ⊂ X formado por
todas las celdas de dimensión menor o igual que n.

Proposición 1.10. Sean X un CW-complejo e Y un subcomplejo de X. Entonces Y es
cerrado en X, y con la topología relativa y la descomposición celular heredada de X, también
es un CW-complejo.

Definición 1.11. Un CW-complejo se dice regular si todas las aplicaciones de adjunción
son homeomorfismos.

Ejemplos
Ejemplo 1.12. Un grafo finito es un CW-complejo con celdas de dimensiones cero y uno.
Las celdas de dimensión cero son los vértices y las celdas de dimensión uno son las aristas.

Ejemplo 1.13. La esfera Sn admite varias realizaciones como CW-complejo:
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1. Con una celda de dimensión cero y una celda de dimensión n. La aplicación carac-
terística para la celda de dimensión n es q : B

n → Sn, que envía ∂B
n a la celda de

dimensión cero.

2. Con dos celdas en cada dimensión hasta la dimensión n. Cada par de celdas en la
dimensión i serán los hemisferios de la esfera de dimensión i y se pegan a lo largo del
ecuador, el cual es la esfera de dimensión i− 1.

Observación 1.14. El ejemplo anterior pone de manifiesto que un espacio puede admitir
varias estructuras de CW-complejo distintas.

Ejemplo 1.15. El espacio proyectivo real X = RP n puede realizarse como un CW-
complejo [Hat02, Ejemplo 0.4]. Comenzamos con un punto que es X0 = RP 0. Adjuntamos
B

1 mediante la aplicación cociente ∂B
1 ∼= S0 → RP 0. Obtenemos entonces X1 = RP 1. Re-

petimos el procedimiento hasta la dimensión n. En consecuencia podemos dotar aX = RP n

de una estructura de CW-complejo con una celda en cada dimensión hasta la dimensión
n. Las aplicaciones características son las aplicaciones cociente de las esferas a los espacios
proyectivos.

Ejemplo 1.16. Las variedades diferenciables compactas (con o sin borde) pueden realizarse
como CW-complejos finitos (ver Teorema 1.29).

Ejemplo 1.17. Las variedades topológicas compactas (con o sin borde) de dimensión
menor o igual que tres pueden realizarse como CW-complejos finitos (ver Teorema 1.30).

Algunas propiedades
Introducimos una proposición que proporciona información sobre los productos de CW-

complejos finitos.

Proposición 1.18. Sean X, Y dos CW-complejos finitos. Entonces X × Y admite una
estructura de CW-complejo finito.

Observación 1.19. La demostración del resultado es constructiva y muestra que las celdas
del nuevo espacio son los productos de celdas de X con celdas de Y . Es decir, si las celdas
de X e Y son ekj y eli respectivamente, donde los superíndices indican la dimensión y los
subíndices indexan cada una de las celdas en esa dimensión, entonces las celdas de X × Y
son ekj × eli.

Ejemplo 1.20. Introducimos una ilustración del resultado anterior para X = S1 la circun-
ferencia e Y = B2 la bola cerrada de dimensión dos. El producto es el toro sólido, el cual
podemos dotar de una estructura celular dada por la Proposición 1.18. Supongamos que la
estructura celular de S1 es {e0, e1} y la estructura celular de B2 es {e0, e1, e2}. Ilustramos
la estructura celular de S1 × B2 en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Estructura celular del producto de CW-complejos.

El cociente de un CW-complejo por un subcomplejo también puede dotarse de una
estructura de CW-complejo.

Teorema 1.21 ([Hat02]). Sea X un CW-complejo finito y A un subcomplejo. Entonces el
cociente X/A tiene estructura de CW-complejo donde las celdas de A se colapsan a una
celda de dimensión cero.

El siguiente resultado permite considerar los CW-complejos finitos como subespacios
de un espacio euclidiano.

Teorema 1.22 (Embebimiento de CW-complejos, [FP90, Teorema 1.5.15, p. 46]). Sea X
un CW-complejo finito de dimensión n, entonces X se embebe en R2n+1.

1.2. Complejos simpliciales
Exponemos a continuación los complejos simpliciales.

Definición 1.23. Sean v0, v1, . . . , vn puntos afínmente independientes en Rm con m ≥ n.
Llamamos n-símplice generado por v0, v1, . . . , vn, y lo notamos [v0, v1, . . . , vn], al menor
conjunto convexo en el espacio euclidiano Rm que contenga a los citados puntos. Es decir:

[v0, v1, . . . , vn] = {t0v0 + · · ·+ tnvn ∈ Rm :
∑
i

ti = 1 y ti ≥ 0 ∀i}.

Cada uno de los puntos v0, v1, . . . , vn se llaman vértices del n-símplice y los valores t0, t1, . . . , tn
son las coordenadas baricéntricas respecto a los vértices. Decimos que n es la dimensión
del símplice, que coincide con la dimensión como celda [Lee11, Proposición 5.32].

Sea σ un n-símplice. Cada símplice generado por un subconjunto no vacío de los vértices
diremos que es una cara de σ. Las caras distintas de σ se llaman caras propias. Las caras
generadas por n vértices se denominan caras de frontera. Decimos que la frontera de σ es la
unión de todas sus caras de frontera y que el interior de σ es σ menos su frontera. Decimos
que un n-símplice abierto es el interior de un n-símplice σ = [v0, v1, . . . , vn], es decir, el
conjunto

{t0v0 + · · ·+ tnvn ∈ Rm :
∑
i

ti = 1 y ti > 0 ∀i}.
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Definición 1.24. Un complejo simplicial finito es una colección finita K de símplices en
un espacio euclidiano Rn, satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Si σ ∈ K, entonces todas las caras de σ están en K.

2. La intersección de cualquier par de símplices en K es el vacío o una cara de ambos.

Convenimos que si K es un complejo simplicial en Rn, entonces la dimensión de K es
la dimensión máxima de los símplices que lo componen. Un subconjunto K′ ⊂ K es un
subcomplejo de K si dado σ ∈ K′, entonces todas las caras de σ están en K′. Dado k ∈ N,
el conjunto de todos los símplices de K de dimensión menor o igual que k es un subcomplejo
llamado el k-esqueleto de K y lo notaremos Kk. Al igual que en el caso de CW-complejos,
por complejo simplicial entenderemos complejo simplicial finito.

Figura 1.3: Complejo simplicial finito de dimensión tres.

Dado un complejo simplicial K en Rn, llamaremos poliedro de K, y lo notaremos por
|K|, al conjunto de todos los símplices de K dotado de la topología relativa heredada de
Rn. Con esta notación se tiene el siguiente resultado, que motiva la terminología anterior:

Teorema 1.25. Sea K un complejo simplicial finito. El espacio |K| es un CW-complejo
finito.

Observación 1.26. El CW-complejo |K| es regular. Las celdas del CW-complejo son los
símplices abiertos.

El resultado previo justifica un abuso de lenguaje que cometeremos con frecuencia: en
ocasiones nos referiremos a un poliedro |K| como el complejo simplicial K. El Ejemplo 1.12
también puede verse como un poliedro. Para más ejemplos véase [Lee11]. A continuación
exponemos bajo qué circunstancias el teorema previo tiene un recíproco.

Definición 1.27. Dado un espacio topológico X, llamamos triangulación de X a un par
(K, φ) formado por un complejo simplicial finito y un homeomorfismo φ : X → |K|. Decimos
que un espacio es triangulable si admite una triangulación.
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Teorema 1.28 ([FP90, Teorema 3.4.1]). Sea X un CW-complejo regular finito, entonces
X es triangulable.

Teorema 1.29 (Triangulación de variedades, [Mun66, p. 80-81, Teorema 10.6 p. 103]).
Sea M una variedad diferenciable compacta con o sin borde. Entonces M es triangulable.

Teorema 1.30 (Triangulación de variedades topológicas, [Lee11; Hat13; Ham76]). Sea M
una variedad topológica compacta con o sin borde de dimensión uno, dos o tres. Entonces
M es triangulable.

Definición 1.31. Sea K un complejo simplicial finito. Una subdivisión de K es un complejo
simplicial finito K′ tal que se satisfagan las siguientes condiciones:

1. Cada símplice de K′ está contenido en algún símplice de K.

2. Cada símplice de K es la unión finita de símplices de K′.

Observación 1.32. Se sigue de la definición que |K| = |K′| y que ambos espacios son
homeomorfos.
Observación 1.33. De uso frecuente es la subdivisión baricéntrica [Bre93; Hat02].

Definición 1.34. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Una aplicación simplicial
f : K → L es una aplicación f : |K| → |L| que satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada símplice σ de K, f lleva los vértices de σ en el conjunto de vértices de
algún símplice σ′ de L.

2. La aplicación f : |K| → |L| es afín en cada símplice.

Observación 1.35. Algunos autores [Sha16] definen aplicación simplicial como una aplica-
ción continua entre los poliedros que lleva símplices en símplices, es decir, una aplicación
celular donde las celdas son símplices. Nótese que nuestra definición es más restrictiva.

1.3. Característica de Euler combinatoria
En esta sección introducimos la definición combinatoria de la característica de Euler-

Poincaré para CW-complejos finitos y exponemos algunas de sus propiedades.

Definición 1.36. Sea X un CW-complejo finito, entonces se define la característica de
Euler combinatoria de X:

χ(X) =
n∑
i=0

(−1)ici

donde ci es el número de celdas en dimensión i.

Ejemplo 1.37. La característica de Euler generaliza el concepto de cardinalidad en con-
juntos finitos. Si X es un conjunto finito de puntos, entonces χ(X) = #X.
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Teorema 1.38 (Principio de inclusión exclusión combinatorio). Sean X e Y subcomplejos
de un CW-complejo finito Z, entonces

χ(X ∪ Y ) = χ(X) + χ(Y )− χ(X ∩ Y ).

Demostración. Nótese que la intersección de subcomplejos es un subcomplejo y por tanto
está bien definida su característica. El resultado se sigue de contar celdas.

El principio de inclusión exclusión se extiende por inducción a un número finito de
subcomplejos en la forma del principio de inclusión exclusión general.

Teorema 1.39 (Principio de inclusión exclusión combinatorio general). Sea {Xi}mi=1 una
familia (finita) de subcomplejos de un CW-complejo finito. Entonces:

χ(
m⋃
j=1

Xj) =
∑
i

χ(Xi)−
∑
i 6=j

χ(Xi ∩Xj) +
∑

i 6=j 6=k 6=i
χ(Xi ∩Xj ∩Xk)− · · ·

+ (−1)m+1χ(X1 ∩ · · · ∩Xm).

Teorema 1.40. Sean X y Y CW-complejos finitos, entonces

χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y ).

Demostración. Notemos por cXi el número de celdas de dimensión i en X y por cYj el
número de celdas de dimensión j en Y . Asumamos que la dimensión de X es m y la de Y
es n. Entonces se tiene

χ(X) · χ(Y ) =
(

m∑
i=0

(−1)icXi
)
·
(

n∑
j=0

(−1)jcXj
)

=
m+n∑
k=0

∑
i+j=k

(−1)kcXi cYj .

Y por la estructura celular de X × Y dada en la Proposición 1.18:

χ(X × Y ) =
m+n∑
k=0

(−1)kcX×Yk =
m+n∑
k=0

∑
i+j=k

(−1)kcXi cYj .

Observación 1.41. Los Teoremas 1.38 y 1.40 sugieren que en cierto modo la característica
de Euler se comporta como una medida. Sin embargo la colección de subcomplejos de un
CW-complejo no tiene estructura de una σ-álgebra.

Utilizando la estructura celular del cociente de un complejo por un subcomplejo (Teo-
rema 1.21) se tiene de forma inmediata el siguiente resultado:

Teorema 1.42. Sea X un CW-complejo finito y A un subcomplejo. Entonces

χ(X/A) = χ(X)− χ(A) + 1.
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1.4. Homología y cohomología
En esta sección R será un anillo conmutativo unitario salvo que indiquemos lo contrario.

Siempre que digamos R-módulo nos referimos a R-módulo por la izquierda. Además cuando
hablemos de un cuerpo asumiremos que es conmutativo. Seguiremos [Hat02; Lee11].
Definición 1.43. Sea X un espacio topológico. Un n-símplice singular en X es una apli-
cación continua σ : ∆n → X.
Definición 1.44. Sea Cn(X;R) el R-módulo generado por el conjunto de n-símplices sin-
gulares en X. Los elementos de Cn(X;R) se llaman n-cadenas singulares y las escribiremos
como sumas finitas

∑
i

riσi con ri ∈ R y σi : ∆n → X.

Definición 1.45. Definimos los homomorfismos de R-módulos

∂n : Cn(X;R)→ Cn−1(X;R),

llamados operadores borde, enunciando como actúan sobre los generadores:

∂n(σ) =
∑
i

(−1)iσ ◦ εi,

donde εi : [e0, . . . , êi, . . . , en] ↪→ [e0, . . . , ei, . . . , en] es la inclusión de la i-ésima cara del
n-símplice estándar.

Se cumple que ∂n ◦ ∂n+1 = 0. Ello nos permite construir un complejo de cadenas,
es decir, una sucesión de homomorfismos de R-módulos tales que la composición de dos
consecutivos siempre sea cero, o lo que es equivalente, Im(∂n+1) ⊂ Ker(∂n). Añadimos el
R-módulo trivial a la derecha y ∂0 = 0. Notaremos Ci(X;R) por Ci:

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · · C1 C0 0∂n+1 ∂n ∂1 ∂0

Definición 1.46. Se definen los R-módulos (o grupos si prescindimos de estructura) de
homología singular como

Hn(X;R) = Ker(∂n)
Im(∂n+1) .

Ahora dualizamos el complejo de cadenas como sigue. Consideremos los R-módulos

Cn(X;R) = Hom(Cn(X;R), R).

Los elementos de Cn(X;R) son homomorfismos de R-módulos y se llaman n-cocadenas.
Definimos los operadores coborde

δn : Cn−1(X;R)→ Cn(X;R)

como sigue: si ϕ es una (n−1)-cocadena, entonces δn(ϕ) = ϕ◦∂n. Se tiene que δn+1◦δn = 0.
De nuevo, para representar el complejo de cocadenas notamos Cn(X;R) por Cn,

0 C0 · · · Cn−1 Cn · · ·δ0 δ1 δn−1 δn δn+1
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Definición 1.47. Se definen los R-módulos (o grupos si prescindimos de estructura) de
cohomología singular como

Hn(X;R) = Ker(δn+1)
Im(δn) .

Observación 1.48. Si se sobreentiende el anillo de coeficientes, abreviaremos por Hn(X) y
Hn(X) los módulos de homología y cohomología, respectivamente.

Teorema 1.49 (Invariancia homotópica de la homología, [Hat02]). Si X e Y son espa-
cios topológicos homotópicamente equivalentes, en particular si son homeomorfos, entonces
Hn(X) y Hn(Y ) son isomorfos para todo n ≥ 0.

Observación 1.50. La cohomología singular satisface la misma propiedad [Hat02].

La homología y cohomología están relacionadas por el teorema de coeficientes univer-
sales de cohomología [Hat02]. Exponemos una consecuencia a la que haremos referencia a
lo largo del trabajo:

Teorema 1.51. Sea X un espacio topológico y consideremos la homología y cohomología
sobre un cuerpo K (conmutativo). Entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales:

Hn(X;K) ∼= Hom(Hn(X;K), K).

Si además los espacios vectoriales son de dimensión finita, entonces existe un isomorfismo
(no natural) de espacios vectoriales:

Hn(X;K) ∼= Hn(X;K).

1.5. CW-complejos y homología celular
Continuamos el estudio de la (co)homología en CW-complejos. Seguiremos [Hat02;

Bre93]. Utilizaremos homología y cohomología relativas, las cuales se definen utilizando
cocientes de los módulos de cadenas singulares, véase [Hat02] para un tratamiento detalla-
do. Convenimos que Xn es el conjunto vacío para n < 0.

Teorema 1.52. Sea X un CW-complejo finito. Entonces:

1. Hk(Xn, Xn−1) es cero para k 6= n y es un módulo libre con base las n-celdas de X
para k = n.

2. Hk(Xn) = 0 para k > n. En particular, Hk(X) = 0 para k > dimX.

3. La inclusión i : Xn ↪→ X induce un isomorfismo i∗ : Hk(Xn)→ Hk(X) para k < n.
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Como consecuencia del resultado, si X es un CW-complejo finito podemos combinar
trozos de las sucesiones exactas largas para los pares (Xn+1, Xn), (Xn+1, Xn) y (Xn+1, Xn)
en una sucesión de módulos libres finitamente generados:

· · · Hn+1(Xn+1, Xn) Hn(Xn, Xn−1) Hn−1(Xn−1, Xn−2) · · ·dn+1 dn

que es un complejo de cadenas. Lo llamaremos complejo de cadenas celular de X. Conse-
cuentemente, denotamos

CCW
n (X) = Hn(Xn, Xn−1).

Se tiene que CCW
n (X) es un módulo libre con base las n-celdas de X, es decir, los elementos

de CCW
n (X) son combinaciones lineales de las n-celdas.

Definición 1.53. Los módulos de homología del complejo de cadenas celular se llaman
módulos de homología celular de X y los denotamos:

HCW
n (X) = Kerdn/Imdn+1.

Teorema 1.54 ([Hat02]). En las condiciones precedentes se tiene el isomorfismo:

HCW
n (X) ∼= Hn(X) para todo n ∈ N.

1.6. Característica de Euler (co)homológica
En lo que sigue asumiremos que el anillo de coeficientes es un dominio de ideales

principales además de conmutativo y unitario.

Teorema 1.55. Sea X un CW-complejo finito. Entonces

χ(X) =
∑
n

(−1)nrankHn(X).

Demostración. Durante el transcurso de esta demostración notaremos

Cn(X) = CCW
n (X) = Hn(Xn, Xn−1)

para simplificar la notación. Sea:

· · · Ck Ck−1 · · · C1 C0 0

el complejo de cadenas celular formado por módulos libres finitamente generados, con
ciclos Zn(X) = Kerdn, fronteras Bn(X) = Imdn+1, y homología Hn(X) = Zn(X)/Bn(X).
Entonces tenemos las sucesiones exactas cortas de módulos finitamente generados sobre un
dominio de ideales principales:

0 Zn(X) Cn(X) Bn−1(X) 0
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y
0 Bn(X) Zn(X) Hn(X) 0

para todo n. Se tiene:

rankCn(X) = rankZn(X) + rankBn−1(X)
rankZn(X) = rankBn(X) + rankHn(X)

Substituimos la segunda ecuación en la primera y multiplicamos la ecuación resultante por
(−1)n. El resultado se sigue de sumar sobre n:∑

n

(−1)nrankCn(X) =
∑
n

(−1)nrankHn(X).

Corolario 1.56. La característica de Euler de un CW-complejo finito es invariante por
homotopía y no depende de la estructura celular escogida.

Corolario 1.57. La característica de Euler de un complejo simplicial finito es invariante
por subdivisiones.

Como consecuencia del Teorema 1.55 se introducen varias definiciones de la caracterís-
tica de Euler (co)homológica.

Definición 1.58. Consideremos un complejo de cadenas C de R-módulos sobre un dominio
de ideales principales R:

... Ck Ck−1 ... C1 C0 0

Decimos que C es de tipo finito si todos los módulos que lo componen son de rango finito
y todos ellos salvo un número finito son cero.

Dado un complejo de cadenas (C•, ∂•)

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · · C1 C0 0∂n+1 ∂n ∂1 ∂0

podemos interpretar la homología del complejo de cadenas como otro complejo de cade-
nas (H(C•), 0•). O equivalentemente, podemos ver (H(C•), 0•) como módulos graduados
[Sha16]. En este caso, si decimos que M =

⊕
i
Mi es un módulo graduado de tipo finito,

entendemos que el complejo de cadenas asociado es de tipo finito. Consideraciones análogas
se aplican un complejo de cocadenas (C•, δ•) y la cohomología.

Definición 1.59. Sea R un dominio de ideales principales y M un módulo graduado de
tipo finitoM =

⊕
i

Mi. Entonces definimos la característica de Euler algebraica del módulo

M como:
χ(M) =

∑
i

(−1)irankMi.

Repitiendo el argumento usado en el Teorema 1.55 se prueba el siguiente teorema.
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Teorema 1.60. Sea (C•, ∂•) un complejo de cadenas de tipo finito formado por R-módulos
sobre un dominio de ideales principales R. Entonces

χ(H(C•)) = χ(C•).

Definición 1.61. Sea X un espacio topológico y R un dominio de ideales principales.
Supongamos que la homología singular con coeficientes en R del espacio es un módulo
graduado de tipo finito, entonces definimos la característica de Euler homológica de X
como:

χ(X) = χ(H•(X))
donde H•(X) denota el módulo graduado de homología de X.

Supongamos ahora que consideramos los coeficientes en un cuerpo K. Como conse-
cuencia del teorema de coeficientes universales para cohomología (Teorema 1.51), si los
espacios vectoriales de homología son de dimensión finita, entonces los espacios vectoriales
de homología y cohomología son isomorfos y por tanto es pertinente la siguiente definición.

Definición 1.62. Sea X un espacio topológico y K un cuerpo (conmutativo). Suponga-
mos que la cohomología singular con coeficientes en K del espacio es un espacio vectorial
graduado de tipo finito, entonces definimos la característica de Euler cohomológica de X
como:

χ(X) = χ(H•(X))
donde H•(X) denota el módulo graduado de cohomología de X.

Corolario 1.63. La característica de Euler homológica sobre un cuerpo coincide con la
característica de Euler cohomológica y es un invariante homotópico.

Observación 1.64. El Teorema 1.55 garantiza que en el caso de CW-complejos compactos,
es decir, finitos, todas las definiciones de la característica de Euler coinciden utilizando un
cuerpo como anillo de coeficientes.
Observación 1.65. En el caso de las variedades diferenciables compactas con o sin borde
(triangulables en virtud del Teorema 1.29), las características de Euler homológica y coho-
mológica están definidas, pues los módulos de homología y cohomología son finitamente
generados y solo un número finito de ellos son no triviales.
Observación 1.66. En el caso de las variedades topológicas compactas con o sin borde, las
características de Euler homológica y cohomológica también están definidas. Ello es conse-
cuencia de que tales espacios tienen el tipo de homotopía de CW-complejos finitos [KS69].
Para dimensiones uno, dos o tres el resultado se sigue de los resultados de triangulación de
tales variedades.
Observación 1.67. También podríamos definir la característica de Euler utilizando otras
teorías de homología y cohomología. Por ejemplo cohomología con soportes compactos
[CGR12; Hat02] o las teorías simpliciales [Hat02]. Sobre CW-complejos finitos coinciden
[CGR12; Hat02].
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Teorema 1.68 (Principio de inclusión exclusión homológico). Sean A y B subconjuntos
abiertos de un espacio topológico X. Supongamos que la característica de Euler homológica
de A, B, A ∪B y A ∩B está definida, entonces

χ(A ∪B) = χ(A) + χ(B)− χ(A ∩B).

Demostración. Las hipótesis garantizan que la sucesión exacta larga de Mayer-Vietoris
[Hat02]:

· · · Hn(A ∩B) Hn(A)⊕Hn(B) Hn(A ∪B) Hn−1(A ∩B) · · ·

es de tipo finito. De la definición de la característica de Euler algebraica aplicada al complejo
de cadenas anterior y de la definición de la característica de Euler homológica se sigue
el resultado. También podríamos argumentar utilizando las ideas de la demostración del
Teorema 1.55.

Observación 1.69. Sean A y B subcomplejos de un CW-complejo finito X tales que X =
A ∪B. Entonces se verifica:

χ(A ∪B) = χ(A) + χ(B)− χ(A ∩B).

La idea de la demostración consiste en considerar entornos abiertos de los subcomplejos
que se retraigan por deformación fuerte a los subcomplejos y tales que la intersección de los
entornos se retraiga por deformación fuerte a la intersección de los subcomplejos [Hat02].
El principio de inclusión exclusión homológico presenta una ventaja sobre el combinatorio:
se extiende a CW-complejos no finitos [Lee11; Hat02].
Teorema 1.70. Sean X y Y espacios topológicos. Supongamos que las características ho-
mológicas sobre un cuerpo de X e Y están definidas, entonces

χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y ).

Demostración. Notemos por dXi la dimensión del espacio vectorial de homología Hi(X)
y por dYj la dimensión del espacio vectorial de homología Hj(Y ). Asumamos que las di-
mensiones máximas de los espacios vectoriales no triviales Hi(X) y Hj(Y ) son m y n
respectivamente. Entonces

χ(X) · χ(Y ) =
(

m∑
i=0

(−1)idXi
)
·
(

n∑
j=0

(−1)jdXj
)

=
m+n∑
k=0

∑
i+j=k

(−1)kdXi dYj .

Y en virtud de la fórmula de Künneth [Hat02, Corolario 3B.7] y la dimensión del producto
tensorial de espacios vectoriales se tiene

χ(X × Y ) =
m+n∑
k=0

∑
i+j=k

(−1)kdXi dYj .

Observación 1.71. El teorema de coeficientes universales para cohomología 1.51 garantiza
que el resultado también se cumple para la característica de Euler cohomológica.





Capítulo 2

Integración respecto a la
característica de Euler

En este capítulo introducimos la teoría de integración respecto a la característica de
Euler-Poincaré. Comenzamos trabajando sobre los complejos celulares expuestos en el pri-
mer capítulo y motivados por los problemas que surgen definimos nuevos objetos más
adecuados para nuestros propósitos.

2.1. Introducción
Comenzamos exponiendo la teoría de integración respecto a la característica de Euler

en el contexto familiar de complejos simpliciales finitos, donde todas las definiciones de la
característica coinciden. Precisamente la teoría “moderna” del “Euler Calculus” comenzó
con el estudio de la característica y la integración en estos espacios. La exposición está
inspirada en [Vir88; CGR12; BG09b; BG10; KR97; Pro02] y trataremos de seguir el trabajo
[BG08] de Baryshnikov y Ghrist.

De ahora en adelante X será un complejo simplicial finito salvo que se diga lo contrario.

Definición 2.1. Denotamos por CF (X) el Z-módulo libre generado por la familia finita
de aplicaciones

1σ : X → Z, donde 1σ(x) =

1 x ∈ σ
0 en otro caso

donde σ es un símplice de X.

Observación 2.2. Los elementos de CF (X) son de la forma φ =
∑
α∈I

cα1σα donde cα ∈ Z e

I es un conjunto finito. Además se expresan de forma única.

Definición 2.3. Dada φ =
∑
α∈I

cα1σα ∈ CF (X) definimos su integral respecto a la carac-

27
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terística de Euler, notada
∫
X
φ dχ, como

∫
X
φ dχ =

∑
α∈I

cα.

Observación 2.4. La integral respecto a la característica de Euler es un homomorfismo
CF (X)→ Z de Z-módulos.

Sea U un subcomplejo de X. Notamos por 1U la aplicación:

1U : X → Z, donde 1U(x) =

1 x ∈ U
0 en otro caso.

Observación 2.5. Notemos que si U es un subcomplejo de X, entonces el principio de inclu-
sión exclusión conjuntista (análogo al Teorema 1.39) aplicado al conjunto de los símplices
de U garantiza que 1U ∈ CF (X). En efecto, supongamos que {σi}mj=i son los símplices de
U . Entonces,

1U = 1∪iσi =
∑
i

1σi −
∑
i 6=j

1σi∩σj +
∑

i 6=j 6=k 6=i
1σi∩σj∩σk − · · ·+ (−1)m+11σi∩···∩σm .

Proposición 2.6. Sea {Uα}α∈I una familia finita de subcomplejos de X. Dada φ =∑
α∈I

cα1Uα con cα ∈ Z, entonces

∫
X
φ dχ =

∑
α∈I

cαχ(Uα).

Demostración. Puesto que la integral respecto a la característica de Euler es un homomor-
fismo de Z-módulos es suficiente demostrar que si U es un subcomplejo de X, entonces∫

X
1U dχ = χ(U).

Y esto se sigue de la observación 2.5 y el principio de inclusión exclusión (Teorema 1.39).

A continuación queremos desarrollar una teoría de integración respecto a la caracterís-
tica de Euler. Y ello es difícil en el contexto de complejos simpliciales compactos pues no
son estructuras suficientemente flexibles. El principal problema es que los subcomplejos de
un complejo simplicial no forman una σ-álgebra.

2.2. Teoría de la medida
Hemos visto que la característica de Euler satisface algunas propiedades típicas de

las medidas, como por ejemplo el principio de inclusión exclusión (aditividad finita) o
la multiplicatividad. Sin embargo los subcomplejos de un complejo simplicial finito no
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forman una σ-álgebra de conjuntos pues el conjunto complementario de un subcomplejo
no es necesariamente un subcomplejo. Para solucionar este problema extendemos la teoría a
estructuras más generales. Para ello, introducimos algunas definiciones referentes a medidas
y generalizaciones de las mismas apropiadas para trabajar en este contexto.

Definición 2.7. Sea X un conjunto no vacío. Una σ-álgebra de conjuntos en X es una
familiaM⊂ P(X) satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. El conjunto vacío está en la familiaM.

2. Si un conjunto está en la familia, entonces también está su complementario.

3. Las uniones numerables de conjuntos en la familiaM están enM.

Observación 2.8. Si solo requerimos que la condición (3) se satisfaga para uniones finitas,
entoncesM es un álgebra de conjuntos.

Definición 2.9. Un espacio medible es un par (X,M) donde X es un conjunto no vacío
yM una σ-álgebra de subconjuntos de X.

Definición 2.10. Una medida en M es una aplicación µ : M → [0,∞] satisfaciendo las
siguientes condiciones:

1. La medida del conjunto vacío es cero, es decir, µ(∅) = 0.

2. La aplicación µ es σ-aditiva, es decir, dada una colección numerable de conjuntos
disjuntos dos a dos, entonces la medida de la unión es la suma de las medidas.

Analicemos la definición anterior desde la perspectiva de la característica de Euler-
Poincaré:

Primero, existen espacios con característica negativa, como por ejemplo un multigrafo
con un vértice y dos ciclos.

Segundo, las medidas satisfacen una propiedad de monotonía, es decir, dados A,B ∈
M y A ⊂ B, entonces µ(A) ≤ µ(B). Por el contrario, la característica de Euler no
satisface esa propiedad. Por ejemplo, la característica de una rosa de tres pétalos (un
multigrafo con un vértice y tres ciclos) es menos dos mientras que la característica
del vértice es uno.

Tercero, no hemos obtenido resultados sobre la característica para familias numera-
bles de conjuntos, sino que todos nuestros resultados son para colecciones finitas.

Consecuentemente, presentamos una adaptación original del concepto de medida ade-
cuada para trabajar con la característica de Euler-Poincaré:

Definición 2.11. SeaR un dominio de ideales principales yM un álgebra de subconjuntos.
Llamaremos χ-medida en M a una aplicación µ : M → R satisfaciendo las siguientes
condiciones:
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1. La medida del conjunto vacío es el cero del anillo R, es decir, µ(∅) = 0.

2. La aplicación µ es aditiva, es decir, dada una colección finita de conjuntos disjuntos
dos a dos, entonces la medida de la unión es la suma de las medidas.

Definición 2.12. Un espacio de medida es una terna (X,M, µ), dondeX es un conjunto no
vacío,M es una σ-álgebra de subconjuntos de X y µ es una medida enM. Análogamente,
un espacio de χ-medida es una terna (X,M, µ) dondeM es un álgebra de subconjuntos
de X y µ es una χ-medida enM.

Observación 2.13. La característica de Euler-Poincaré también es una “valuation” en el
sentido expuesto en [KR97, Capítulo 2].

2.3. Complejos simpliciales incompletos
En esta sección introducimos los complejos simpliciales incompletos, una generaliza-

ción de los complejos simpliciales que jugará un papel trascendental en el desarrollo de la
teoría de integración respecto a la característica de Euler-Poincaré. En cierto sentido, los
complejos simpliciales incompletos son los bloques fundamentales que componen la familia
de objetos sobre los que la característica es una medida. Nos basamos en [Van98; CGR12;
BG09b]. En lo sucesivo cuando hablemos de complejos simpliciales entenderemos implí-
citamente que son finitos, tanto si son completos o no. Y lo mismo se aplica a cualquier
complejo celular. De todas formas, en algunos teoremas o definiciones enfatizaremos la
finitud para que no quepa lugar a confusión.

Recordamos que dados v0, v1, . . . , vn puntos afínmente independientes en Rm, llamamos
n-símplice abierto generado por v0, . . . , vn, y lo notamos [v0, . . . , vn], al conjunto:

[v0, . . . , vn] = {t0v0 + · · ·+ tnvn ∈ Rm :
∑
i

ti = 1 y ti > 0 ∀i}.

Cada uno de los puntos v0, . . . , vn se llaman vértices del n-símplice y los valores t0, . . . , tn
son las coordenadas baricéntricas respecto a los vértices.

Definición 2.14. Un complejo simplicial incompleto (finito) es una colección finita K de
símplices abiertos en un espacio euclidiano Rn, satisfaciendo la siguiente condición:

1. La intersección de cualquier par de clausuras de símplices abiertos en K es el vacío o
la clausura de algún símplice en el complejo.

Observación 2.15. Los complejos simpliciales incompletos difieren de los usuales en que los
segundos satisfacen que si σ ∈ K, entonces todas las caras de σ están en K.

Observación 2.16. La subdivisión baricéntrica se extiende a complejos simpliciales incom-
pletos [Van98].
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Figura 2.1: Complejo simplicial incompleto que no es un complejo simplicial completo.

En lo sucesivo “complejo simplicial” significará complejo simplicial incompleto, salvo
que por el contexto esté claro que nos referimos a uno completo.

Definición 2.17. Dado un complejo simplicial (incompleto) K, un subcomplejo es una
subcolección de símplices de K. Dado un complejo simplicial K en Rn, llamaremos poliedro
de K, y lo notaremos por |K|, al conjunto de todos los símplices de K dotado de la topología
relativa heredada de Rn.

Observación 2.18. Nótese que los poliedros asociados a complejos simpliciales completos
son un caso particular de poliedros asociados a complejos simpliciales incompletos.

Definición 2.19. Dado un espacio topológico X, llamamos triangulación (incompleta) de
X a un homeomorfismo entre X y un poliedro asociado a un complejo simplicial incompleto
K. Y decimos que un espacio es triangulable si admite una triangulación.

2.4. Característica e integración
A continuación definimos tanto la característica de Euler como la integral respecto a la

característica en el contexto de los complejos simpliciales incompletos finitos. Nos basamos
en [Van98; CGR12; BG09b].

Definición 2.20. Sea X un complejo simplicial incompleto finito, entonces se define su
característica de Euler combinatoria:

χ(X) =
n∑
i=0

(−1)ici

donde ci es el número de símplices abiertos de dimensión i.

Observación 2.21. Es posible enunciar la Definición 2.20 como un teorema partiendo de la
definición de la característica en los complejos simpliciales completos y utilizando las ideas
expuestas en [KR97].

Ejemplo 2.22. De nuevo, para conjuntos finitos la característica coincide con la cardina-
lidad, y para grafos finitos la característica es el número de vértices menos el número de
aristas.
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Figura 2.2: La característica del poliedro A es uno mientras que la característica de B es
cero.

Observación 2.23. La característica de Euler combinatoria en complejos simpliciales in-
completos no es invariante por homotopía. En la figura 2.2 se muestran dos poliedros
equivalentes por homotopía cuyas características de Euler difieren.

Sin embargo, la característica sí es un invariante topológico (ver Teorema 6.1). Además
la característica sobre complejos simpliciales incompletos satisface el principio de inclusión
exclusión. El conjunto complementario de un subcomplejo en un complejo simplicial incom-
pleto es también un subcomplejo. Y la intersección y unión de subcomplejos son de nuevo
subcomplejos. Por tanto hemos construido unos objetos a medida para que se cumpla el
siguiente resultado.

Teorema 2.24. La familia de subcomplejos de un complejo simplicial incompleto finito
tiene estructura de álgebra de conjuntos y la característica de Euler es una χ-medida.

De ahora en adelante X será un complejo simplicial incompleto finito salvo que se diga
lo contrario.

Definición 2.25. Denotamos por CF (X) el Z-módulo libre generado por la familia finita
de aplicaciones:

1σ : X → Z, donde 1σ(x) =

1 x ∈ σ
0 en otro caso

donde σ es un símplice abierto de X.

Definición 2.26. La integral respecto a la característica de Euler es el homomorfismo
denotado por ∫

X
(•) dχ : CF (X)→ Z,

que envía un k-símplice abierto a su característica de Euler combinatoria, es decir, a (−1)k.

Al igual que en el contexto de complejos simpliciales completos, si U es un subcomplejo
de X, notamos por 1U la aplicación:

1U : X → Z, donde 1U(x) =

1 x ∈ U
0 en otro caso.

Además en el contexto de complejos simpliciales incompletos es inmediato que 1U ∈
CF (X) y que

∫
X

1U dχ = χ(U). Puesto que la característica es un homomorfismo, también
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se cumple que dadas una familia finita de subcomplejos de X, {Uα}α∈I , y φ =
∑
α∈I

cα1Uα

con cα ∈ Z, entonces ∫
X
φ dχ =

∑
α∈I

cαχ(Uα).

Otra propiedad interesante de la integración en este contexto es que podemos adaptar ideas
de la integral de Lebesgue:

Proposición 2.27. Dadas una familia finita {Uα}α∈I de subcomplejos de X y φ =
∑
α∈I

cα1Uα

con cα ∈ Z, entonces ∫
X
φ dχ =

∑
k∈R

k · χ({φ = k})

donde {φ = k} := {x ∈ X : φ(x) = k}.

Demostración. Por construcción, los conjuntos de nivel de la función son subcomplejos, y
el resultado se sigue de la definición de la integral.

2.5. Estructuras o-minimales y conjuntos definibles
A continuación introducimos las estructuras o-minimales y los conjuntos definibles.

Tales objetos resultan idóneos en la labor probatoria de las propiedades relativas a la inte-
gración respecto a la característica de Euler-Poincaré. Seguimos [CGR12; Van98; Van17;
BG09b; Rob17].

Comenzamos con una definición alternativa a la presentada en la referencia clásica
[Van98], de estructura o-minimal. La equivalencia es consecuencia de [Van98, Lema 2.2,
Capítulo 1].

Definición 2.28. Una estructura o-minimal (sobre R) denota una colección A = {An}n∈N

satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Para cada n, An es un álgebra de subconjuntos de Rn.

2. La familia A es cerrada respecto a productos cartesianos. Es decir, si A ∈ An y
B ∈ Am, entonces A×B ∈ An+m.

3. La familia A es cerrada respecto a las proyecciones canónicas π : Rn → Rn−1. Es decir,
si A ∈ An, entonces π(A) ∈ An−1.

4. Para cada n ≥ 2 y para cada 1 ≤ i, j ≤ n, el conjunto ∆i,j = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi =
xj} pertenece a An.

5. Los conjuntos de la forma {(x, y) ∈ R2 : x < y} están en A2.

6. La familiaA1 es el conjunto de todas las uniones finitas de puntos e intervalos abiertos
de R.
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Observación 2.29. Recordamos que dado un espacio afín, un conjunto algebraico es el con-
junto de ceros comunes a una familia de polinomios. Algunos autores [CGR12] substituyen
la condición (4) por la condición, más restrictiva, siguiente:

La familia A contiene todos los conjuntos algebraicos. Con más precisión, cada An
contiene todos los conjuntos algebraicos de Rn, considerado como espacio afín.

Definición 2.30. Sea A ⊂ Rn, entonces decimos que A es definible si A ∈ An.

Ejemplos
Veamos algunos ejemplos de conjuntos definibles y estructuras o-minimales. Recorda-

mos que una aplicación f : Rn → R se dice afín en Rn si es de la forma

f(x1, · · · , xn) = λ1x1 + · · ·+ λnxn + a,

donde los λi y a son números reales.

Definición 2.31. Un conjunto semilineal o semiafín básico en Rn es un conjunto de la
forma

{x ∈ Rn : f1(x) = 0, . . . , fp(x) = 0, g1(x) > 0, . . . , gq(x) > 0},
donde las fi y gj son aplicaciones afines en Rn y permitimos que p ó q sean cero. Un
conjunto de Rn se dice semilineal o semiafín si es una unión finita de conjuntos semilineales
básicos en Rn.

Se tiene que la unión e intersección de un número finito de conjuntos semilineales
es un conjunto semilineal. Además el conjunto complementario de un conjunto semiafín
básico es un conjunto semiafín (aunque no necesariamente básico). Por tanto, los conjuntos
semilineales de Rn forman un álgebra de subconjuntos de Rn.

Ejemplo 2.32 ([Van98, Corolario 7.6, Capítulo 1, Capítulo 2]). Sea An el álgebra de
subconjuntos semilineales de Rn. Entonces A := {An}n∈N es una estructura o-minimal
sobre R.

Sea X un espacio topológico no vacío y E(X) el anillo conmutativo y unitario de
funciones reales continuas f : X → R con las operaciones de suma y producto punto a
punto, siendo la función constante igual a uno el neutro para el producto.

Definición 2.33. Decimos que un conjunto A ⊂ X es un E-conjunto si A es una unión
finita de conjuntos de la forma:

{x ∈ Rn : f1(x) = 0, . . . , fp(x) = 0, g1(x) > 0, . . . , gq(x) > 0},

donde las fi y gj son funciones reales continuas en X y permitimos que p ó q sean cero.

Se tiene que los E-conjuntos forman un álgebra de subconjuntos de X.
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Definición 2.34. Si X = Rn y E(X) = R[x1, . . . , xn] es el anillo de polinomios, entonces
los E-conjuntos se llaman conjuntos semialgebraicos.

Observación 2.35. Nótese que los conjuntos semilineales de Rn son conjuntos semialgebrai-
cos.

Ejemplo 2.36 ([Van98, Capítulo 2]). Sea An el álgebra de subconjuntos semialgebraicos
de Rn. Entonces A := {An}n∈N es una estructura o-minimal sobre R.

Proposición 2.37 ([Van98, Lema 3.4, Capítulo 1]). Si el conjunto A ∈ Rn es definible en
una estructura o-minimal, entonces también lo son su clausura y su interior topológicos.

Ejemplo 2.38. Puesto que los símplices abiertos son conjuntos semilineales [Van98], en-
tonces los complejos simpliciales incompletos son conjuntos definibles. Como consecuencia
de la proposición anterior los complejos simpliciales completos son conjuntos definibles.

Ejemplo 2.39. Las variedades algebraicas afines reales son definibles.

2.6. Aplicaciones definibles
Definición 2.40. Consideremos una estructura o-minimal. Sea A ∈ Rn. Una aplicación
f : A→ Rm se dice definible en la estructura o-minimal si su grafo es un conjunto definible.
Una biyección definible es una aplicación definible y biyectiva. Un homeomorfismo definible
es una aplicación definible y homeomorfismo topológico.

Proposición 2.41 ([Van98]). Sea A ∈ Rn y f : A→ Rm una aplicación definible. Entonces:

1. El dominio de la aplicación f , el conjunto A, es definible.

2. La restricción de f a conjuntos definibles es definible.

3. La imagen por f de un conjunto definible es definible.

4. La preimagen por f de un conjunto definible es definible.

5. Si f es inyectiva, entonces f−1 es definible.

6. La aplicación f es definible si y solo si lo son cada una de sus funciones componentes.

Lema 2.42 ([Van98]). Se tiene:

1. La composición de dos aplicaciones definibles es una aplicación definible.

2. La aplicación identidad en un conjunto definible es una aplicación definible.

Ejemplo 2.43. Sea A ⊂ Rn un conjunto definible f : A → Rm una aplicación cuyas
componentes son funciones polinómicas (en una o varias variables). Entonces f es definible
pues su grafo es un conjunto algebraico.
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Ejemplo 2.44. Sea π : Rn → Rn−1 una proyección. Entonces π es definible. Por tanto, las
proyecciones entre conjuntos definibles son definibles.

Lema 2.45 (Propiedad de haz, [Van98, p. 15]). Sea A ⊂ Rn un conjunto definible y
sean A1, . . . , Ak una colección de conjuntos definibles tales que A = ∪iAi. Entonces una
aplicación f : A→ Rm es definible si y solo si cada restricción f|Ai es definible.

Ejemplo 2.46. Las aplicaciones simpliciales son definibles. Ello se sigue de combinar la
propiedad de haz de las aplicaciones definibles con el Ejemplo 2.43.

Ejemplo 2.47. Una aplicación se dice semialgebraica si su grafo es un conjunto semialge-
braico. Las aplicaciones semialgebraicas son definibles.

Como consecuencia del Ejemplo 2.43 se tiene el siguiente par de ejemplos:

Ejemplo 2.48. Un morfismo de conjuntos algebraicos es una aplicación definible.

Ejemplo 2.49. Sean A ⊂ Rn y B ⊂ Rm dos conjuntos semialgebraicos, y f : A → B una
aplicación regular racional, es decir, cada una de sus componentes es una función racional
(el cociente de dos polinomios de forma que el denominador no se anule en A). Entonces
f es una aplicación definible.

2.7. Característica de Euler en conjuntos definibles
A continuación presentamos una definición de la característica de Euler-Poincaré com-

binatoria en conjuntos definibles. Seguimos [Van98; CGR12; BG09b].

Definición 2.50. Dado un conjunto definible X, una triangulación definible de X es un
par (K, φ) formado por un complejo simplicial (incompleto) finito y un homeomorfismo
definible φ : X → |K|.

Observación 2.51. Dada una triangulación definible de X, (K, φ), la familia

φ−1(K) = {φ−1(σ) : σ ∈ K}

es una partición finita de X.

Definición 2.52. Dado un conjunto definible X, una triangulación definible (K, φ) y un
subconjunto definible A de X, la triangulación se dice compatible con A si A es unión de
elementos de φ−1(K).

Teorema 2.53 (Teorema de triangulación definible, [Van98, Teorema 1.7, Capítulo 8]).
Sea X ⊂ Rn un conjunto definible y sea {Xi}mi=1 una familia finita de subconjuntos defini-
bles de X. Entonces existe una triangulación definible de X compatible con la familia de
subconjuntos.
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Definición 2.54. Definimos la característica de Euler de un conjunto definible como la
característica del complejo simplicial asociado por el teorema de triangulación definible.

Observación 2.55. En virtud de la invariancia de la característica por biyecciones definibles
[Van98, Proposición 2.4, Capítulo 4] la característica está bien definida.

Teorema 2.56. Sea A un conjunto definible compacto. Entonces A admite una triangula-
ción definible utilizando un complejo simplicial completo.

Demostración. En virtud del teorema de triangulación definible existe una triangulación
definible de A. Denotamos el poliedro correspondiente al complejo simplicial K de la trian-
gulación por |K|. Se tiene que |K| es compacto. Puesto que los conjuntos compactos en
un espacio Hausdorff son cerrados, |K| es cerrado, y por tanto es un complejo simplicial
completo.

En virtud de la coincidencia de la característica combinatoria y homológica en complejos
celulares finitos se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.57. Sea A un conjunto definible compacto. Entonces sus características com-
binatoria y (co)homológica coinciden.

Repitiendo el mismo argumento combinatorio utilizado en el caso de CW-complejos,
se obtiene el principio de inclusión exclusión para conjuntos definibles (pues admiten una
triangulación). También admite la generalización natural a cualquier número finito de
conjuntos.

Teorema 2.58 (Principio de inclusión exclusión). Sean X y Y conjuntos definibles. En-
tonces:

χ(X ∪ Y ) = χ(X) + χ(Y )− χ(X ∩ Y ).

Como consecuencia del teorema de triangulación y la definición de la característica
combinatoria en complejos simpliciales incompletos se tiene:

Teorema 2.59 (Escisión de la característica). Sean A ⊂ X dos conjuntos definibles.
Entonces:

χ(X − A) = χ(X)− χ(A).

Otro resultado relevante es la generalización de la multiplicatividad de la característica
de Euler a conjuntos definibles.

Proposición 2.60 ([Van98, Corolario 2.11, Capítulo 4]). Sean A ⊂ Rn y B ⊂ Rm subcon-
juntos definibles. Entonces:

χ(A×B) = χ(A) · χ(B).

Observación 2.61. Nótese que en el caso de conjuntos definibles compactos el resultado se
sigue de la interpretación homológica de la característica y del Teorema 1.70.
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2.8. Definición de la integral
En esta sección introducimos el conjunto de funciones integrables respecto a la caracte-

rística de Euler-Poincaré en el contexto de estructuras o-minimales y conjuntos definibles.
También definimos la integral.

Definición 2.62. Sea X un conjunto definible de Rn. Denotamos por CF (X) el Z-módulo
de funciones construibles, es decir, funciones h : X → Z con rango acotado, soporte com-
pacto y conjuntos de nivel definibles.

Observación 2.63. Cuando digamos que una función con codominio un subconjunto de los
enteros es construible entenderemos que tras extender el codominio a los enteros la función
es construible.
Observación 2.64. Al contrario que en la teoría de la medida estudiada en contextos de aná-
lisis, en un principio nosotros no pedimos que X sea localmente compacto. Por ejemplo los
conjuntos semilineales no necesariamente lo son como es el caso del conjunto representado
en la Ilustración 2.1.

De la definición de función construible se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.65. Sea X un conjunto definible de Rn. El producto de un número finito
de funciones construibles es una función construible.

Dada una función construible h ∈ CF (X), puesto que sus conjuntos de nivel son
definibles, su rango acotado, la unión finita de conjuntos definibles es un conjunto definible
y la clausura de un conjunto definible es definible, entonces el soporte de h, denotado soph,
es un conjunto definible (y compacto). Como consecuencia del teorema de triangulación se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.66 (Deconstrucción de funciones construibles). Sea X un conjunto definible
y h ∈ CF (X) una función construible. Entonces h puede descomponerse como combina-
ción lineal finita de funciones características en los símplices de una triangulación definible
compatible con el soporte de h, es decir: h =

∑
α

cα1σα con cα ∈ Z, donde σα son los símpli-

ces abiertos de la triangulación. También se puede escribir la función h como combinación
lineal de funciones características en los conjuntos de nivel.

Observación 2.67. En el enunciado del teorema abusamos del lenguaje. Formalmente, el
teorema de triangulación definible garantiza que cualquier función en CF (X) puede des-
componerse como combinación lineal finita de funciones características en la descompo-
sición inducida en X por los símplices de una triangulación. Sin embargo, la invariancia
de la característica por homeomorfismos definibles justifica el abuso del lenguaje, el cual
cometeremos con frecuencia.

Definición 2.68. Se define la integral de Euler como el homomorfismo denotado por∫
X

(•) dχ : CF (X)→ Z,
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tal que dada h =
∑
α

cα1σα ∈ CF (X), entonces
∫
X
h dχ =

∑
α

cαχ(σα).

Observación 2.69. Recordamos que dos complejos simpliciales completos finitos con el mis-
mo poliedro subyacente admiten una subdivisión simplicial común [FP90, Corolario 3.2.18].
Como consecuencia de ello se tiene que la integral de Euler está bien definida.

De nuevo, si U es un subconjunto definible de X, notamos por 1U la aplicación:

1U : X → Z, donde 1U(x) =

1 x ∈ U
0 en otro caso.

Al igual que en el contexto de complejos simpliciales incompletos la característica de
Euler es una χ-medida con el álgebra de subconjuntos definibles de Rn y es inmediato que
1U ∈ CF (X) y que ∫

X
1U dχ = χ(U).

Puesto que la característica es un homomorfismo también se cumple que dadas una familia
finita {Uα}α∈I de subconjuntos definibles de X, y h =

∑
α∈I

cα1Uα con cα ∈ Z, entonces

∫
X
h dχ =

∑
α∈I

cαχ(Uα).

Al igual que antes, podemos adaptar ideas de la integral de Lebesgue:

Dada una familia finita {Uα}α∈I de subconjuntos definibles de X y h =
∑
α∈I

cα1Uα con

cα ∈ Z, entonces ∫
X
h dχ =

∑
k∈Z

kχ({h = k})

donde {h = k} := {x ∈ X : h(x) = k}.





Capítulo 3

Propiedades de la integral

Comenzamos este capítulo demostrando algunas propiedades de la integral respecto a la
característica de Euler. Primero exponemos resultados de aditividad de la integral respecto
al conjunto de integración y al integrando. Segundo, estudiamos un teorema de Fubini en
el contexto del cálculo de Euler. A continuación presentamos un problema de enumeración
que motivará la teoría posterior, y una posible solución. Dedicamos el resto del capítulo a
desarrollar métodos de cálculo, los cuales se dividen en dos tipos: los generales y válidos
en cualquier dimensión, y un método que explota la dualidad de Alexander en dimensión
dos.

3.1. Aditividad de la integral
Como consecuencia de que la integral sea un homomorfismo se tiene el siguiente resul-

tado:

Teorema 3.1 (Aditividad de la integral respecto al integrando). Sea X un conjunto defi-
nible y {hi}i un conjunto finito de funciones construibles. Entonces

∫
X

(∑
i

hi

)
dχ =

∑
i

∫
X
hi dχ.

Presentamos una consecuencia de la aditividad de la característica de Euler.

Lema 3.2. Sea X un conjunto definible y sea h : X → Z una función construible en X.
Sea {A,B} un recubrimiento de X formado por conjuntos definibles. Entonces∫

X
h dχ =

∫
A
h dχ+

∫
B
h dχ−

∫
A∩B

h dχ.

Demostración. Combinando el teorema de triangulación aplicado a X y los subconjuntos
A, B y A∩B, y el teorema de deconstrucción de funciones construibles se sigue que existe
una partición de X en subconjuntos definibles {Uα}α que satisface:

41
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Una subfamilia {Uβ}β es una partición de A.

Una subfamilia {Uγ}γ es una partición de B.

Una subfamilia {Uβ,γ}β,γ de ambas subfamilias es una partición de A ∩B.

Entonces se tiene:∫
X
h dχ =

∫
∪αUα

(∑
α

cα1Uα

)
dχ

=
∑
α

cα

∫
∪αUα

1Uα dχ

=
∑
α

cα

∫
Uα

1Uα dχ

=
∑
β

cβ

∫
Uβ

1Uβ dχ+
∑
γ

cγ

∫
Uγ

1Uγ dχ−
∑
β,γ

cβ,γ

∫
Uβ,γ

1Uβ,γ dχ

=
∫
A
h|A dχ+

∫
B
h|B dχ−

∫
A∩B

h|A∩B dχ.

De la misma forma que extendíamos la aditividad de la característica a familia fini-
tas de subcomplejos celulares también se extiende la aditividad respecto al conjunto de
integración.

Teorema 3.3 (Aditividad respecto al conjunto de integración). Sea X un conjunto defi-
nible y sea h : X → Z una función construible en X. Sea {Xi}mi=1 un recubrimiento finito
de X formado por conjuntos definibles. Entonces∫

X
h dχ =

∑
i

∫
Xi
h dχ−

∑
i 6=j

∫
Xi∩Xj

h dχ

+
∑

i 6=j 6=k 6=i

∫
Xi∩Xj∩Xk

h dχ− · · ·+ (−1)m+1
∫
X1∩···∩Xm

h dχ.

3.2. El teorema de Fubini
A continuación exponemos una versión del teorema de Fubini en el contexto del cálculo

de Euler. Presentamos una demostración utilizando propiedades de los conjuntos definibles.
Para ello enunciamos el teorema de trivialización para aplicaciones definibles, una versión
del teorema de triangulación para aplicaciones definibles:

Teorema 3.4 (Teorema de trivialización para aplicaciones definibles, [Van98, Teorema
1.2, Capítulo 9]). Sea f : X → Y una aplicación continua y definible entre conjuntos
definibles. Entonces existen una partición finita de Y en conjuntos definibles {Yi}mi=1 y
homeomorfismos definibles gi : f−1(Yi)→ Ui×Yi, donde los conjuntos {Ui}mi=1 son definibles
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y el siguiente diagrama es conmutativo:

f−1(Yi) Ui × Yi

Yi

f

∼=
gi

π2

Observación 3.5. De la misma forma que el teorema de triangulación proporciona una
triangulación compatible con una familia de subconjuntos, el Teorema 3.4 también admite
una versión de compatibilidad con subconjuntos [Van98, Teorema 1.7, Capítulo 9].

Lema 3.6. Sea f : X → Y una aplicación continua y definible entre conjuntos definibles
y sea h : X → Z la aplicación característica en un subconjunto definible A ⊂ X, h = 1A ∈
CF (X). Supongamos que existe un homeomorfismo definible g : A → U × Y . Es decir, el
siguiente diagrama es conmutativo:

A U × Y

Z Y

h|A
f

∼=
g

π2

Entonces ∫
X
h dχ =

∫
Y

(∫
f−1(y)

h dχ(x)
)
dχ(y).

Observación 3.7. Estamos abusando de notación pues en el lado derecho habríamos de
escribir la restricción de la aplicación h a la fibra, pero lo hacemos así para no sobrecargar
la expresión.

Demostración. ∫
X
h dχ = χ(A) = χ(U × Y ) = χ(U)

∫
Y

1Y dχ

=
∫
Y
χ(U) 1Y dχ (la integral es un homomorfismo)

=
∫
Y

(χ(U) · 1) 1Y dχ

=
∫
Y
χ(U) · χ(y) 1Y dχ

=
∫
Y
χ(U × {y}) 1Y dχ

=
∫
Y
χ(π−1

2 (y)) 1Y dχ

=
∫
Y
χ(g−1 ◦ π−1

2 (y)) 1Y dχ (invariancia de χ)

=
∫
Y
χ(f−1(y)) 1Y dχ



44 3 Propiedades de la integral

=
∫
Y

(∫
f−1(y)

1f−1(y) dχ(x)
)

1Y dχ(y)

=
∫
Y

(∫
f−1(y)

h dχ(x)
)
dχ(y).

Teorema 3.8 (Fubini). Sea f : X → Y una aplicación continua y definible entre conjuntos
definibles, y sea h : X → Z una aplicación construible, h ∈ CF (X). Entonces∫

X
h dχ =

∫
Y

(∫
f−1(y)

h dχ(x)
)
dχ(y).

Demostración. Por ser h : X → Z una aplicación construible, entonces existe una represen-
tación de h en una triangulación finita, h =

∑
α∈I

cα1σα con cα ∈ Z y siendo σα los símplices

de la triangulación. Utilizando que la integral respecto a la característica de Euler es un
homomorfismo la demostración se reduce a probar el teorema en el caso de una aplicación
definible con dominio un símplice abierto y codominio Y , y una función característica en
el símplice. En virtud del teorema de trivialización 3.4 existe una partición finita de Y en
conjuntos definibles {Yαi}mαi=1 y homeomorfismos definibles f−1(Yαi) ∼= Uαi × Yαi donde los
conjuntos {Uαi}mαi=1 son definibles, y el diagrama siguiente es conmutativo:

f−1(Yαi) Uαi × Yαi

Yαi

f

∼=
gαi

π2

Además la familia {f−1(Yαi)}mi=1 es una partición del símplice. La aditividad finita de
la integral respecto al conjunto de integración garantiza que es suficiente demostrar el
resultado para un miembro de la partición {f−1(Yαi)}mi=1. Y esto último se sigue del lema.
Es decir: ∫

X
h dχ = χ(X)

=
∫
X

∑
α∈I

cα1σα dχ (la integral es un homomorfismo)

=
∑
α

cα

∫
X

1σα dχ

=
∑
α

cα
∑
i

∫
f−1(Yαi )

1f−1(Yαi ) dχ(x)

=
∑
α

cα
∑
i

∫
Yαi

(∫
f−1(y)

1f−1(y) dχ(x)
)

1Yαi dχ(y) (Lema 3.6)

usando aditividad respecto al conjunto de integración:

=
∑
α

cα

∫
Y

(∫
f−1(y)

1f−1(y) dχ(x)
)

1Y dχ(y)
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=
∑
α

cα

∫
Y

(∫
f−1(y)

1σα dχ(x)
)

1Y dχ(y)

usando que la integral es un homomorfismo:

=
∫
Y

(∫
f−1(y)

∑
α

cα1σα dχ(x)
)

1Y dχ(y)

=
∫
Y

(∫
f−1(y)

h dχ(x)
)

1Y dχ(y).

En el teorema de Fubini va implícito el siguiente resultado, que por su importancia
resaltamos.

Teorema 3.9. Sea f : X → Y una aplicación continua y definible entre conjuntos de-
finibles, y sea h : X → Z una aplicación construible, h ∈ CF (X). Entonces la función
g : Y → Z dada por

g(y) =
∫
f−1(y)

h dχ

es construible.

Demostración. Mantenemos la notación de la demostración del teorema de Fubini. Uti-
lizando un argumento idéntico al usado en el citado teorema se tiene que es suficiente
demostrar el resultado en el caso de una función h ∈ CF (X) constante e igual a C en el
miembro f−1(Yαi) de la partición {f−1(Yαi)}mi=1. Puesto que f−1(y) ∼= Uαi , entonces para
y ∈ Yαi , la integral sobre la fibra:

g(y) =
∫
f−1(y)

h dχ

es constante e igual a χ(Uαi)·C. Por tanto el rango de g es acotado. Puesto que el soporte de
g está contenido en la imagen por f del soporte de h, entonces el soporte de g es compacto.
Por construcción los conjuntos de nivel son definibles.

3.3. Un problema de enumeración
A continuación exponemos una aplicación de la teoría que hemos desarrollado hasta

el momento y que motiva la teoría que sigue. Presentamos un problema de enumeración
simplificado.

Sea W un espacio topológico y consideremos un conjunto finito de objetivos (puntos)
{Oα}α∈I en W . Sea X un espacio topológico formado por sensores. Para cada objetivo Oα
definimos su soporte Uα como el conjunto de puntos en X que detectan Oα. Pensemos en el
caso concreto de una terminal de un aeropuerto. El suelo de la terminal, X, está cubierto
con sensores de presión o movimiento. Cada uno de ellos detecta el número de personas
en su región de cobertura pero no identifica a las personas. Las regiones de cobertura
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se solapan y por ello estamos contando algunas personas varias veces. Por simplicidad
podemos incluso asumir que el espacio X de sensores es un continuo, es decir, que en el
ejemplo concreto es un abierto de R2 [BG08]. El problema consiste en contar el número de
personas en la terminal. Ilustramos el caso de la terminal en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Terminal con dos obstáculos (por ejemplo columnas). Se muestran unos obje-
tivos y sus soportes.

Comenzamos con una versión simplificada y formalizada del problema:

Problema 1. En el espacio topológico W , abierto de Rn y conjunto definible, está un
conjunto finito (pero de cardinalidad desconocida) de puntos {Oα}α∈I . Cada punto Oα
tiene un entorno definible Uα. El espacio topológico X coincide con W . Cada sensor x ∈ X
detecta al objetivo Oα si y solo si x ∈ Uα. Determinar la cardinalidad |I| del conjunto de
puntos {Oα}α∈I .

De ahora en adelante llamaremos funciones de conteo a aplicaciones h : X → N que
devuelvan las mediciones de sensores. Tanto en el ejemplo de la terminal como en el caso
general definimos una función de conteo h : X → N que a cada punto de X le asigne
el número de soportes a los que pertenece. Es decir, h =

∑
α∈I

1Uα . De ahora en adelante

cuando digamos que una función es construible sobreentendemos que lo es al extender su
codominio a Z.

Teorema 3.10 ([CGR12]). Sea h : X → N una función de conteo construible, h =
∑
α∈I

1Uα,

donde los soportes {Uα}α∈I son conjuntos definibles. Asumamos que la característica de
Euler de todos los soportes {Uα}α∈I coincide y es distinta de cero. Si denotamos tal carac-
terística por N , entonces el número de objetivos es:

|I| = 1
N

∫
X
h dχ.

Demostración. El resultado se sigue de la aditividad finita de la integral y la definición de
h : X → N: ∫

X
h dχ =

∫
X

∑
α∈I

1Uα dχ =
∑
α∈I

∫
X

1Uα dχ =
∑
α∈I

χ(Uα) = N · I.
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Figura 3.2: Una función de conteo definida en soportes con característica cero. Ilustración
tomada de [BG09b].

Observación 3.11. Si nos situamos en el problema de redes wifi presentado en la Introduc-
ción, este resultado generaliza el allí expuesto pues no se necesitan métricas, simplemente
una relación entre sensores y objetivos que permita definir la función de conteo h. El
resultado de la Introducción es un caso particular en el que los soportes son bolas.
Observación 3.12. La restricción en el valor de la característica no se debe solo a un pro-
blema algebraico en el sentido de que cero no sea una unidad en el cuerpo de los números
reales, sino que tiene una manifestación geométrica ejemplificada en la Figura 3.2. En la
ilustración de la izquierda expresamos la función como suma de funciones características
sobre cuatro conjuntos de característica cero mientras que en la ilustración de la derecha
la función se expresa como suma de funciones características sobre seis conjuntos (dife-
renciados por el color) de característica cero. Como no hay unicidad en la expresión de la
función, son admisibles varios valores para el número de objetivos.

Corolario 3.13 ([BG08]). Sea h : X → N una función de conteo construible, h =
∑
α∈I

1Uα,

donde los soportes {Uα}α∈I son conjuntos definibles compactos y contráctiles. Entonces el
número de objetivos es:

|I| =
∫
X
h dχ.

3.4. Métodos de cálculo
En el Teorema 3.10 se enuncia una expresión que permite calcular el número de obje-

tivos integrando una función de conteo. Ahora estudiaremos procedimientos para calcular
integrales de funciones de conteo. Seguiremos [BG09b; CGR12].

3.4.1. Conjuntos de recorrido
Comenzamos introduciendo notación que clarificará las demostraciones de esta subsec-

ción. Dada una aplicación h : X → Z y un entero k definimos:

El conjunto de nivel {x ∈ X : h(x) = k}, que abreviaremos {h = k}.
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El conjunto de recorrido superior {x ∈ X : h(x) > k}, que abreviaremos {h > k}.

El conjunto de recorrido inferior {x ∈ X : h(x) < k}, que abreviaremos {h < k}.

Observación 3.14. En el caso de funciones construibles los conjuntos de recorrido son de-
finibles pues son una unión finita de conjuntos definibles.

Proposición 3.15. Sea h ∈ CF (X). Entonces la integral de h respecto a la característica
de Euler puede calcularse como sigue:∫

X
h dχ =

∞∑
k=−∞

k χ{h = k} (como suma de conjuntos de nivel) (3.1)

=
∞∑
k=0

χ{h > k} − χ{h < −k} (usando conjuntos de recorrido). (3.2)

Demostración. Puesto que los conjuntos de nivel son definibles, entonces podemos escribir
h ∈ CF (X) como h =

∞∑
k=−∞

k 1{h=k}. Ahora la primera forma de calcular la integral es

consecuencia de que la integral de una función característica en un conjunto definible es
la característica de Euler del conjunto. Para obtener la expresión de la integral usando
conjuntos de recorrido comenzamos escribiendo h de forma adecuada:

h =
∞∑

k=−∞
k 1{h=k}

=
∞∑
k=0

k (1{h≥k} − 1{h>k}) +
0∑

k=−∞
k (1{h≤k} − 1{h<k})

=
∞∑
k=0

k (1{h≥k} − 1{h>k}) +
∞∑
k=0

k (−1{h≤−k} + 1{h<−k})

=
∞∑
k=0

k (1{h>k−1} − 1{h>k}) +
∞∑
k=0

k (−1{h<−k+1} + 1{h<−k}).

Desarrollando los sumatorios y utilizando sumas telescópicas obtenemos:

h =
∞∑
k=0

(1{h>k} − 1{h<−k}).

Para terminar utilizamos de nuevo que la integral de una función característica en un
conjunto definible es la característica de Euler del conjunto.

Es pertinente hacer unos comentarios acerca de las expresiones (3.1) y (3.2). Primero, en
la práctica, trabajamos con funciones de conteo con codominio los números naturales, y por
tanto la expresión utilizando conjuntos de recorrido se simplifica. Segundo, las funciones
de conteo están definidas como suma de funciones características en subcomplejos (incom-
pletos) de complejos celulares completos. Los conjuntos de recorrido serán compactos (lo
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veremos más adelante) mientras que los conjuntos de nivel suelen ser solo relativamente
compactos. En estas circunstancias la expresión del cálculo de la integral utilizando con-
juntos de recorrido es ventajosa en la medida en la que sobre conjuntos compactos todas
las características de Euler que hemos definido coinciden, por lo que podemos utilizar téc-
nicas homológicas y cohomológicas. Tercero, en algunas ocasiones los conjuntos de nivel
de las funciones de conteo son frágiles en el sentido de que una pequeña perturbación en
h−1(s) con la métrica de Hausdorff [Hen99] cambia la característica de Euler del conjunto
de nivel [BG09b]. Por el contrario, los conjuntos de recorrido son más robustos frente a
tales cambios. Esta apreciación se visualiza en la Ilustración 3.4 del ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.16. En la Figura 3.3 se muestra una familia de soportes contráctiles en una
región de R2. En las aplicaciones prácticas lo frecuente es que los sensores proporcionen
una función de conteo h : X → N y la única información sobre los soportes sea su carácter
contráctil (generalmente estrellado) y compacto.

Figura 3.3: Una función de conteo definida en soportes con característica uno. Sin embargo
algunos conjuntos de nivel tienen característica distinta de uno. Ilustración tomada de
[BG09b].

Procedemos a calcular la integral de la función mediante ambos métodos. En la Figura
3.4 se muestra la familia de conjuntos de recorrido, lo que justifica el segundo cálculo.∫

X
h dχ =

∞∑
k=0

k χ{h = k} (cálculo utilizando conjuntos de nivel)

= 1 · χ{h = 1}+ 2 · χ{h = 2}+ 3 · χ{h = 3}+ 4 · χ{h = 4}
= (2− 6) + 2 · (4− 4) + 3 · (3− 2) + 4 · 2 = 7.

Para calcular la característica de los conjuntos de nivel hemos usado que eran compactos
y la interpretación homológica. En breve veremos que esta idea puede generalizarse.∫

X
h dχ =

∞∑
k=0

χ{h > k} (cálculo utilizando conjuntos de recorrido)
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Figura 3.4: Ilustración de los conjuntos de recorrido en la función de conteo. Ilustración
tomada de [BG09b].

= χ{h > 0}+ χ{h > 1}+ χ{h > 2}+ χ{h > 3}
= −1 + 3 + 3 + 2 = 7.

3.4.2. Dualidad y homología
En el cálculo de la integral de la función de conteo del Ejemplo 3.16 hemos utilizado

homología para facilitar las cuentas. A continuación intentaremos generalizar este proce-
dimiento. Comenzamos recordando algunas definiciones de [Bou95].
Definición 3.17. Sea X un espacio topológico y S ⊂ R un subconjunto de los números
reales con la topología relativa. Decimos que la función h : X → S es semicontinua supe-
riormente en x ∈ X si para todo ε > 0 existe un entorno abierto Ux ⊂ X de x tal que
h(Ux) ⊂ (−∞, f(x)+ ε). Decimos que la función h : X → S es semicontinua superiormente
en el espacio X si lo es en cada uno de sus puntos.
Ejemplo 3.18. La función suelo que a cada número real x asigna el mayor entero menor
o igual que x, denotado bxc, es semicontinua superiormente.

En los términos de la definición, una función h : X → S es semicontinua superiormente
en X si y solo si para todo s ∈ S la imagen recíproca f−1((−∞, s)) es abierta en X.
Por tanto, un subconjunto A ⊂ X es cerrado si y solo si su función característica es se-
micontinua superiormente en X. Además, la suma y producto de funciones semicontinuas
superiormente son funciones semicontinuas superiormente (asumiendo que estén definidas)
[Bou95, Proposición 2, p. 362]. Se sigue que las combinaciones lineales finitas de funciones
semicontinuas superiormente son semicontinuas superiormente. En virtud de estas obser-
vaciones se tiene:

Las funciones de conteo expresadas como combinación lineal de funciones caracterís-
ticas en subcomplejos simpliciales completos son semicontinuas superiormente.

Las funciones construibles de la forma h =
∑
α∈I

cα1Uα con cα ∈ Z, donde los soportes

{Uα}α son cerrados, son semicontinuas superiormente.
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A continuación exponemos una consecuencia de una de las formas de dualidad entre
homología y cohomología. Obtendremos una forma de calcular integrales respecto a la
característica contando componentes conexas.

Lema 3.19. Sea h : R2 → N una función construible y semicontinua superiormente en R2.
Entonces dado k ∈ N, el conjunto {x ∈ R2 : h(x) > k} es compacto.

Demostración. Comenzamos con algo de notación. Dado un conjunto A, notamos su clau-
sura por cl(A). Por ser la función h : R2 → N construible se tiene que el soporte

cl({x ∈ R2 : h(x) 6= 0}) = cl({x ∈ R2 : h(x) > 0})

es compacto. Si vemos que
{x ∈ R2 : h(x) > 0}

es cerrado habremos terminado. Recordemos que una función h : R2 → N es semicontinua
superiormente en R2 si y solo si para todo k ∈ N la imagen recíproca h−1((−∞, s)) es
abierta en X. Notemos que

{x ∈ R2 : h(x) > k} = {x ∈ R2 : h(x) ≥ k + 1} = R2 − h−1((−∞, k + 1)).

Enunciamos un resultado no trivial y demostrado en [Zas99, Teorema 1.2].

Teorema 3.20. Sea A un subconjunto de R2, entonces la homología singular de A en
dimensiones mayores o iguales que dos es trivial.

Observación 3.21. Nótese que el Teorema 3.20 no se extiende a dimensión mayor que dos
[BM62].

Consideremos un espacio topológico X tal que sus módulos de homología sean de rango
finito. Los rangos de los módulos de homología Hi(X) se denominan números de Betti βi.
En particular β0 es el número de componentes conexas por caminos del espacio.

Teorema 3.22. Sea h : R2 → N una función construible y semicontinua superiormente
en R2. Si los conjuntos {x ∈ R2 : h(x) > k} son localmente contráctiles para todo número
natural k, entonces∫

X
h dχ =

∞∑
k=0

(
β0
(
{x ∈ R2 : h(x) > k}

)
− β0

(
{x ∈ R2 : h(x) ≤ k}

)
+ 1

)
.

Demostración. Dado un número natural arbitrario k, denotemos A = {x ∈ R2 : h(x) > k}.
Con esta notación es suficiente demostrar que

χ(A) = β0(A)− β0(R2 − A) + 1.

Se tiene que el conjunto A:

es definible por ser una unión finita de conjuntos de nivel (conjuntos definibles),
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es compacto en virtud del Lema 3.19,

es un subconjunto de R2 y por tanto su homología en dimensión mayor o igual que
dos es trivial.

El Teorema 2.57 garantiza que la característica de Euler combinatoria de A coincide con
su característica de Euler homológica, la cual calcularemos con coeficientes en el cuerpo de
los números reales. Por tanto,

χ(A) = β0(A)− β1(A).

Veamos ahora que
β1(A) = β0(R2 − A)− 1.

Por una parte, la dualidad de Alexander (para homología singular pues asumimos que
A es localmente contráctil) [Hat02, Proposición 3.46] garantiza el isomorfismo

H1(R2,R2 − A) ∼= H1(A).

Por otra parte, la sucesión exacta larga de homología reducida [Hat02] garantiza que tene-
mos la sucesión exacta:

· · · H1(R2) H1(R2,R2 − A) H̃0(R2 − A) H̃0(R2) · · ·

Es decir:
· · · 0 H1(R2,R2 − A) H̃0(R2 − A) 0 · · ·

Entonces se tiene el isomorfismo

H1(R2,R2 − A) ∼= H̃0(R2 − A).

Además, por la relación entre homología reducida y sin reducir [Hat02] se tiene el isomor-
fismo

H0(R2 − A) ∼= H̃0(R2 − A)⊕ R.

Como estamos considerando coeficientes en el cuerpo R y estamos trabajando con ho-
mología y cohomología singulares, del teorema de coeficientes universales de cohomología
(Teorema 1.51) se sigue el isomorfismo

H1(A) ∼= H1(A).

Y combinando los isomorfismos que hemos obtenido hasta el momento se tiene el isomor-
fismo

H0(R2 − A) ∼= H1(A)⊕ R.

Por tanto
β1(A) = β0(R2 − A)− 1,

como queríamos demostrar.
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Observación 3.23. Procede hacer unos comentarios acerca del Teorema 3.22:

Nótese que cualquier función construible semicontinua superiormente definida en un
subconjunto del plano R2 puede extenderse a una función construible y semicontinua
superiormente en R2.

Sea h : R2 → N una función construible, semicontinua superiormente en R2, y de con-
teo sobre un complejo simplicial (la situación frecuente en las aplicaciones). Entonces
dado k ∈ N, el conjunto {x ∈ R2 : h(x) > k} es localmente contráctil en virtud de
la finitud local de los complejos simpliciales. Por lo tanto la hipótesis no supone una
restricción en las aplicaciones.

Los resultados [BG09b, Teorema 4.3] y [CGR12, Teorema 17.1], aparentemente más
fuertes, en los que se prescinde de la hipótesis de contractibilidad local, precisan de
usar la dualidad de Alexander con teorías de cohomología distintas de la singular
y no isomorfas en general. En tales artículos no se menciona este problema ni se
detalla la demostración. En caso de que tal demostración siguiese las mismas líneas
que las aquí presentadas, el argumento problemático sería la utilización del teorema
de coeficientes universales de cohomología pues las teorías de cohomología a las que
hacemos referencia no son isomorfas en general.

La fórmula de cálculo de integrales obtenida en el Teorema 3.22 se ha implementado
en una aplicación informática, Eucharis, que permite calcular integrales de funciones
de conteo respecto a la característica, entre otras funcionalidades [BG].

Ejemplo 3.24. Aplicando el resultado en el caso del Ejemplo 3.16 y utilizando la Figura
3.4 como referencia tenemos:∫

X
h dχ =

∞∑
k=0

(
β0({x ∈ R2 : h(x) > k})− β0({x ∈ R2 : h(x) ≤ k}) + 1

)

=
s=0︷ ︸︸ ︷

(1− 3 + 1) +
s=1︷ ︸︸ ︷

(4− 2 + 1) +
s=2︷ ︸︸ ︷

(3− 1 + 1) +
s=3︷ ︸︸ ︷

(2− 1 + 1) = 7.





Capítulo 4

Funciones R-valuadas y teoría Morse

En este capítulo extendemos la teoría de integración a funciones R-valuadas no negativas
y probamos algunos resultados que simplifican el cálculo de la integral bajo ciertas hipótesis
sobre las funciones a integrar. En particular, definimos la integración en variedades y
probamos un resultado de localización que simplifica el cálculo si las funciones objeto de
estudio son de Morse.

En líneas generales, nos hemos basado en los trabajos de Baryshnikov, Curry, Ghrist
y Robinson [CGR12; BG08; BG10]. Sin embargo, hemos introducido bastantes modifica-
ciones en su exposición. En particular, nosotros construimos la teoría para funciones no
negativas y proponemos demostraciones alternativas a muchos resultados. Además defini-
mos la integración en variedades sin necesidad de recurrir a la teoría de Morse estratificada.

4.1. Integral de funciones R-valuadas no negativas
En esta sección definimos la integración de funciones R-valuadas no negativas.

Definición 4.1. Sean A ⊂ Rn y B ⊂ Rm conjuntos definibles en la misma estructura
o-minimal. Denotamos por Def(A,B) el conjunto de aplicaciones definibles f : A→ B con
soporte compacto. Notamos por Def(X) el conjunto Def(X,R) y por Def≥0(X) el conjunto
Def(X, [0,∞)).

Integral de funciones R-valuadas semilineales
Al igual que introdujimos la integración respecto a la característica de funciones Z-

valuadas en la estructura o-minimal de los conjuntos semilineales, ahora volveremos sobre
tal estructura minimal para introducir la integración de funciones R-valuadas. De momento
trabajamos en la estructura o-minimal formada por las álgebras de conjuntos semilineales.
En particular, asumiremos que X es un complejo simplicial.

Lema 4.2. Sea h ∈ Def≥0(X) una función simplicial no negativa y n ∈ N∗. Entonces
bn · hc y dn · he son funciones construibles.

55
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Demostración. Probamos que bn · hc es construible, el otro caso es análogo. Primero, el
rango de bn · hc es acotado. Segundo, veamos que el soporte de bn · hc es compacto:

sop bn · hc = cl({x ∈ X : bn · hc(x) 6= 0})
= cl({x ∈ X : n · h(x) ≥ 1})
= cl({x ∈ X : h(x) ≥ 1/n}).

Se tiene que sop bn · hc es cerrado en soph, que es compacto. Por consiguiente, sop bn · hc
es compacto. Tercero, veamos que los conjuntos de nivel de bn · hc son definibles. Como la
aplicación h es simplicial, trabajamos con complejos simpliciales finitos, y la unión finita
de conjuntos definibles es un conjunto definible, es suficiente probar que los conjuntos de
nivel de la restricción de bn · hc a un símplice son definibles. Se tiene que

{x ∈ σ : bn · hc = k} = {x ∈ σ : k
n
≤ h(x) < k+1

n
}.

Puesto que hσ es definible, entonces los conjuntos

{x ∈ σ : k
n
< h(x) < k+1

n
} y {x ∈ σ : h(x) = k}

son definibles. En consecuencia, el conjunto

{x ∈ σ : k
n
≤ h(x) < k+1

n
}

es definible.

Definición 4.3. Sea X un complejo simplicial. Dada h ∈ Def≥0(X), definimos:∫
X
h bdχc = ĺım

n→∞

1
n

∫
X
bnhc dχ, (4.1)

∫
X
h ddχe = ĺım

n→∞

1
n

∫
X
dnhe dχ. (4.2)

Lema 4.4 ([BG10, Lema 1]). Sea ∆ un m-símplice completo y σ su interior (un m-símplice
abierto). Sea h ∈ Def≥0(∆) una función afín no negativa. Entonces:∫

σ
h bdχc = (−1)m ı́nfσ h, (4.3)∫

σ
h ddχe = (−1)m supσ h. (4.4)

Demostración. Probamos la primera expresión, la segunda es análoga. En virtud de la
Proposición 3.15 se tiene:∫

σ
h bdχc = ĺım

n→∞

1
n

∫
σ
bnhc dχ =

∞∑
k=0

χ{bnhc > k}.

Si k < n · ı́nf
σ
h, entonces χ{bn · hc > k} = χ(σ) = (−1)k. Sea k ≥ n · ı́nf

σ
h. Notemos que h

es afín, por tanto sus conjuntos de nivel son la intersección de hiperplanos con el símplice.
En consecuencia, si bn · hc > k, es decir, n · h ≥ k + 1, entonces χ{bn · hc > k} = 0.
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Ejemplo 4.5. Los límites (4.1) y (4.2) de la Definición 4.3 no necesariamente coinciden.
Consideremos la aplicación identidad en el intervalo [0, 1]. Se tiene:

⌊
n · id[0,1]

⌋
=



0, 0 ≤ x < 1
n

1, 1
n
≤ x < 2

n...
n− 1, n−1

n
≤ x < 1

1, x = 1.

⌈
n · id[0,1]

⌉
=



0, x = 0
1, 0 < x ≤ 1

n...
n− 1, n−2

n
< x ≤ n−1

n

1, n−1
n
< x ≤ 1.

Por tanto: ∫
[0,1]

id[0,1] bdχc = 1, (4.5)

∫
[0,1]

id[0,1] ddχe = 0. (4.6)

Integral de funciones R-valuadas
Ahora trabajamos en una estructura o-minimal arbitraria. Intentaremos tanto seguir el

trabajo de Baryshnikov y Ghrist [BG10] como simplificarlo en algunos puntos que enten-
demos delicados, dejando constancia de ello cuando lo hagamos.

Definición 4.6. Sea X un conjunto definible. Dada h ∈ Def≥0(X), definimos:
∫
X
h bdχc = ĺım

n→∞

1
n

∫
X
bnhc dχ. (4.7)

∫
X
h ddχe = ĺım

n→∞

1
n

∫
X
dnhe dχ. (4.8)

De la invariancia de la característica de Euler por biyecciones definibles [Van98, Propo-
sición 2.4, Capítulo 4] y la invariancia de la integral en CF (X) por biyecciones definibles
se sigue:

Lema 4.7 ([BG10, Lema 2]). La integración en Def≥0(X) respecto a bdχc y ddχe es
invariante por biyecciones definibles.
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Demostración. Supongamos que existe una biyección definible φ : X → Y . Sea h ∈ Def≥0(X).
Entonces: ∫

Y
h ◦ φ bdχc = ĺım

n→∞

1
n

∫
Y
bn(h ◦ φ)c dχ

= ĺım
n→∞

1
n

∫
X
bnhc dχ.

Y análogamente para ddχe.

Lema 4.8. Sea X un conjunto definible. Sea h ∈ Def≥0(X) y continua. Entonces los límites
(4.7) y (4.8) de la definición 4.6 están bien definidos. Además, existe una triangulación
definible de forma que h sea afín en cada símplice de la triangulación.

Idea de la demostración. Se sigue de combinar: el teorema de triangulación (Teorema 2.53),
el teorema de trivialización en Def(X), la aditividad de la integral respecto al conjunto de
integración, el Lema 4.7 y que la función tiene soporte compacto.

Exponemos también el resultado, más general, presentado en [BG10].

Lema 4.9 ([BG10, Lema 3]). Los límites (4.7) y (4.8) de la definición 4.6 están bien
definidos. Además, existe una triangulación definible de forma que h sea afín en cada
símplice de la triangulación.

Idea de la demostración. Usamos el teorema de descomposición celular [Van98, (2.11) p. 52]
y aditividad finita de la integral respecto al conjunto de integración para estar en las hi-
pótesis del lema anterior.

Observación 4.10. La demostración esbozada en [BG10] hace referencia directa al teorema
de trivialización en Def(X). Sin embargo, la función h no es necesariamente continua. En
nuestra demostración utilizamos previamente el teorema de descomposición celular para
obtener una descomposición de X en celdas relativa al soporte de la función de forma que
la restricción de la función a cada celda sea continua.
Observación 4.11. Como consecuencia del Lema 4.8 y la aditividad de la integral respecto
al conjunto de integración es suficiente demostrar las propiedades de la integral para una
función afín en un símplice de una triangulación.

A continuación demostraremos un caso particular del resultado [BG10, Proposición 2].

Teorema 4.12. Sea X un conjunto definible y sea h ∈ Def≥0(X) una función R-valuada
no negativa. Entonces: ∫

X
h bdχc =

∫ ∞
s=0

χ{h ≥ s} ds. (4.9)

Demostración. En virtud de la observación 4.11 es suficiente probar el resultado para una
función h afín y no negativa en un símplice σ. Se tiene:∫

σ
h bdχc = (−1)k ı́nfσ h =

∫ ∞
s=0

χ(σ ∩ {h ≥ s}) ds.
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4.2. Integración en variedades
En [BG10] se integra en variedades sin demostrar que son conjuntos definibles. Nosotros

exponemos un enfoque alternativo. Guiados por las mismas ideas que nos llevarán a exponer
los conjuntos homeomorfos a definibles en el Capítulo 6 e inspirándonos en el Teorema 4.12,
definiremos la integración en variedades. Recordamos que una aplicación se dice propia si
las imágenes inversas de conjuntos compactos son conjuntos compactos.

Definición 4.13. SeaM una variedad diferenciable con borde. Una subvariedad con borde
embebida S ⊂M se dice propiamente embebida si la inclusión i : S ↪→M es una aplicación
propia.

Definición 4.14. Sea M una variedad diferenciable con borde. Un dominio regular en M
es una subvariedad con borde propiamente embebida y de codimensión cero.

Teorema 4.15 ([Lee12, Proposición 5.47]). SeaM una variedad diferenciable y sea h : M →
R una aplicación diferenciable. Entonces para cada valor regular b de h, los conjuntos
h−1((−∞, b]) y h−1([b,∞)) son dominios regulares en M . Además, si a < b es también un
valor regular, entonces h−1([a, b]) también es un dominio regular en M .

Lema 4.16 ([Lee12, Proposición 5.49]). Sea M una subvariedad con borde. Una subva-
riedad con borde embebida S ⊂ M es propiamente embebida si y solo si es cerrada como
subconjunto.

Como consecuencia de los resultados previos y del teorema de Sard [Lee12, Teorema
6.10] es pertinente la siguiente definición de integral de una función diferenciable y no
negativa en una variedad respecto a la característica de Euler-Poincaré.

Definición 4.17. Sea M una variedad diferenciable compacta y h : M → R una función
diferenciable y no negativa. Entonces definimos:∫

M
h bdχc =

∫ ∞
s=0

χ{h ≥ s} ds. (4.10)

4.3. Teoría de Morse
En esta sección enunciamos algunos resultados y definiciones tomados de [Mil63] y que

utilizaremos más adelante.

Definición 4.18. Sea M una variedad diferenciable y sea h : M → R una función diferen-
ciable. Un punto crítico p ∈M de h se dice no degenerado si y solo si la matriz

H(p) =
(

∂h

∂xi∂xj
(p)
)

es no singular.
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Definición 4.19. Sea M una variedad diferenciable, sea h : M → R una función diferen-
ciable y sea p ∈ M un punto crítico de h. Se define el índice de h en p, denotado µ(p),
como la dimensión del subespacio maximal de TpM en el que H(p) es definida negativa.

Definición 4.20. Sea M una variedad diferenciable. Sea h : M → R una función diferen-
ciable. La función h se dice de Morse si todos sus puntos críticos son no degenerados.

Observación 4.21. Dada una variedad diferenciable M . Existen funciones de Morse [Mil63,
Teorema 6.6].

Teorema 4.22 ([Mil63, Teorema 3.1]). Sea M una variedad diferenciable y sea h : M → R
una función diferenciable. Sean a < b y supongamos que h−1([a, b]) es compacto y no
contiene puntos críticos de h. Entonces h−1((−∞, a]) y h−1((−∞, b]) son homótopos.

Teorema 4.23 ([Mil63, Teorema 3.2]). Sea M una variedad diferenciable, sea h : M → R
una función diferenciable y sea p un punto crítico no degenerado con índice µ(p). Deno-
temos h(p) = s y supongamos que existe ε > 0 tal que h−1([s − ε, s + ε]) es compacto y
no contiene otros puntos críticos de h distintos de p. Entonces, para todo δ ∈ (0, ε), el
conjunto h−1((−∞, s + δ]) tiene el tipo de homotopía de h−1((−∞, s− δ]) tras adjuntarle
una celda de dimensión µ(p).

4.4. Integración en variedades y teoría de Morse
En esta sección relacionamos la integración en variedades previamente definida con

la teoría de Morse mediante un resultado de localización, el cual reducirá el cálculo de
la integral a un número finito de cálculos en unos valores singulares. En los trabajos de
Baryshnikov y Ghrist [BG08; BG10] se presenta el resultado que nosotros expondremos.
En [BG10] se demuestra utilizando técnicas de teoría de Morse estratificada, mientras que
en [BG08] se esboza una posible demostración sin apenas proporcionar detalles, utilizando
métodos de teoría de Morse clásica. Nuestra exposición está influenciada por [Sch17].

Teorema 4.24. Sea M una variedad diferenciable cerrada (compacta sin borde) de di-
mensión m. Sea h : M → R una función de Morse no negativa y supongamos que h toma
valores distintos en los puntos críticos. Entonces∫

M
h bdχc =

∑
p∈C(h)

(−1)µ(p)h(p)

donde C(h) denota el conjunto finito de puntos críticos no degenerados de h.

Demostración. Por definición se tiene:∫
M
h bdχc =

∫ ∞
s=0

χ{h ≥ s} ds. (4.11)

Estudiemos la función Ψ: M → [0,∞) dada por Ψ(s) = χ{h ≥ s}. Puesto que h es
Morse y está definida en una variedad compacta, entonces el Teorema 4.22 garantiza que



4.4 Integración en variedades y teoría de Morse 61

Ψ es continua a trozos con un número finito de saltos. Además, las discontinuidades se
producen en las imágenes de los puntos críticos no degenerados de h (Teorema 4.23). Los
puntos críticos no degenerados están aislados unos de otros, es decir, podemos separarlos
por entornos abiertos [Mil63, Corolario 2.3]. Sea p ∈ C(h) un punto crítico de índice µ(p)
y tomemos ε > 0 tal que p sea el único punto crítico no degenerado en (s − ε, s + ε).
Entonces para todo δ < ε y δ > 0, el conjunto h−1((−∞, s+ δ]) tiene el tipo de homotopía
de h−1((−∞, s− δ]) tras adjuntarle una celda de dimensión µ(p).

Comenzamos con χ{h ≥ 0} = χ(M). Denotemos C(h) = {p1, . . . , pk} donde

s1 = h(p1) < · · · < sk = h(pk).

Al alcanzar si se produce un salto en el tipo de homotopía. Puesto que (salvo homotopía
y siendo todos los espacios que intervienen compactos) quitamos una celda, entonces

χ{h ≥ si + εi} = χ{h ≥ si − εi} − (−1)µ(pi) = χ{h ≥ si − εi}+ (−1)µ(pi)+1

para εi > 0 suficientemente pequeño. Por lo tanto:

χ(h ≥ s) = χ(M) +
∑
i, si<s

(−1)µ(pi)+11[si,∞)(s).

Sea S > sk. Entonces∫ ∞
s=0

χ{h ≥ s} ds =
∫ ∞
s=0

χ(M) +
∑
i,si<s

(−1)µ(pi)+11[si,∞) ds

=
∫ S

s=0
χ(M) +

∑
i,si<s

(−1)µ(pi)+11[si,∞) ds

= S · χ(M) +
∑
i

(−1)µ(pi)+1
∫ S

s=0
1[si,∞) ds

= S · χ(M)−
∑
i

(−1)µ(pi)
∫ S

s=0
1[si,∞) ds

= S · χ(M)−
∑
i

(−1)µ(pi)(S − si)

= S · χ(M)− S ·
(∑

i

(−1)µ(pi)
)

+
∑
i

(−1)µ(pi)h(pi)

= S · χ(M)− S · χ(M) +
∑
i

(−1)µ(pi)h(pi)

=
∑
i

(−1)µ(pi)h(pi)

Observación 4.25. La hipótesis sobre los valores de h en los puntos críticos simplifica la
demostración pero no es necesaria. La demostración se adapta en el caso de prescindir de
ella siguiendo [Mil63, Observación 3.3].
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Observación 4.26. Hemos obtenido un resultado distinto al planteado en [BG10], en tal
referencia obtienen: ∫

M
h bdχc =

∑
p∈C(h)

(−1)m−µ(p)h(p).

Es decir, obtienen coíndices donde nosotros obtenemos índices. Ello parece deberse a que
los autores tomaron la función de Morse “al revés”.



Capítulo 5

Aplicaciones del cálculo de Euler en
redes de sensores

En este capítulo exponemos algunas aplicaciones de la teoría previamente desarrolla-
da. Primero abordamos varios problemas de cuantificación de objetivos que surgen como
modificaciones o generalizaciones del problema de enumeración tratado en el Capítulo 3.
Segundo, estudiamos la discretización de los sensores y apuntamos procedimientos para
adaptar los resultados matemáticos a las aplicaciones.

5.1. Problemas de enumeración con objetivos móviles

Denotemos por {Oα}α una colección finita de objetivos en movimiento en W ⊂ Rn, por
ejemplo vehículos circulando por carreteras. Notamos por Oα : I ⊂ R → W , siendo I un
intervalo de R, cada una de las curvas continuas asociadas a los objetivos. Asumimos queW
es un subespacio con propiedades razonables: un abierto conexo, una variedad topológica
conexa, o un complejo simplicial finito conexo, por ejemplo. La hipótesis de conexión no
supone pérdida de generalidad pues en otro caso se estudiaría cada una de las componentes
conexas por separado y se sumaría el número de objetivos detectados en cada una de ellas.
También asumimos, de momento, que el espacio W está cubierto por sensores, como un
continuo. El problema a resolver consiste en determinar la cantidad de objetivos.

Podemos abordar el problema desde dos enfoques distintos, el presente en la bibliografía
[BG09b; BG10] o una aportación original. La primera posibilidad consiste en asumir que
el tiempo es un continuo, como se hace en [BG09b], o bien podemos considerar un número
finito de mediciones realizadas en un número finito de instantes, lo frecuente en las apli-
caciones. En ambos casos notemos por Uα(t) el conjunto de los puntos de W que detectan
a Oα en el instante t. Puesto que W está cubierto por sensores, entonces Uα(t) 6= ∅ para
todo α y todo instante. Discutiremos ambos enfoques comenzando por el segundo.
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Tiempo discreto
Denotemos por T = {t0 = 0, t1, . . . , tm} el conjunto finito de los instantes de tiempo

(en orden creciente) en los que se realizan las mediciones. Para simplificar la notación
denotaremos por t un elemento arbitrario de T . A partir de las mediciones de los sensores
se tiene una función de conteo: h : W → N donde h(w) es el número de pares (α, t) tales
que w ∈ Uα(t).

Figura 5.1: Los recorridos de los objetivos.

Figura 5.2: Los soportes de los objetivos para tres instantes de tiempo: el inicial, uno
intermedio y el final.

Teorema 5.1. En las condiciones previas asumamos además:

1. Cada conjunto Uα(t) es definible, compacto y contráctil.

2. El conjunto W es definible.

3. La función de conteo h : W → N es construible.

Entonces el número de objetivos es 1
|T |

∫
W
h dχ.

Demostración. Denotemos por X el nuevo espacio de sensores X = W ×T y consideremos
la proyección π : X → W . Los soportes de los objetivos en X son los conjuntos Uα =⋃
t

Uα(t)× {t}. Además:
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Cada conjunto Uα(t) es definible. Como los puntos son conjuntos definibles y el
producto de conjuntos definibles es definible, entonces también son definibles los
conjuntos Uα(t)× {t}. Por tanto es definible el conjunto Uα =

⋃
t

Uα(t)× {t}.

Cada conjunto Uα es la unión disjunta de |T | = m+ 1 ≥ 1 conjuntos contráctiles.

Cada uno de los conjuntos Uα(t)×{t} es compacto, por tanto también lo es el conjunto
Uα por ser unión disjunta de un número finito de compactos.

En consecuencia, χ(Uα) = |T | > 0, pues la característica de Euler es un invariante
homotópico en los conjuntos compactos.

Consideremos la función de conteo g : X → N dada por g =
∑
α

1Uα . El Teorema 3.10

garantiza que el número de objetivos es 1
|T |

∫
X
g dχ. Utilizando que la integración respecto

a la característica es un homomorfismo, que T es un conjunto finito, la multiplicatividad
de la característica, y la aditividad finita respeto al conjunto de integración se tiene:

∫
X
g dχ =

∫
W

(∫
π−1(w)

g dχ

)
dχ.

Para cada α, el conjunto

π−1(w) ∩ Uα = ({w} × T ) ∩ (
⋃
t

Uα(t)× {t}) =
⋃
t

((w ∩ Uα(t))× {t})

es la unión disjunta finita de conjuntos compactos. Cada conjunto de la unión corresponde
a la detección en w del objetivo Oα. Por lo tanto:

h(w) =
∫
π−1(w)

g dχ.

En consecuencia: ∫
W
h dχ =

∫
W

(∫
π−1(w)

g dχ

)
dχ =

∫
X
g dχ.

Por consiguiente, el número de objetivos es 1
|T |

∫
W
h dχ.

Observación 5.2. Nótese que la hipótesis de contractibilidad no es restrictiva en las aplica-
ciones pues lo habitual es que los objetivos actúen como puntos distinguidos en conjuntos
estrellados.
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Tiempo continuo
Exponemos el enfoque con un intervalo de tiempo continuo. Seguiremos [BG09b; CGR12].

Sin embargo, añadiremos hipótesis adicionales al teorema para poder dar una demostra-
ción rigurosa. Finalmente discutiremos tales hipótesis. Consideremos un intervalo de tiempo
[0, T ] ⊂ R. Cada vez que w ∈ W detecta un objetivo, es decir, está en un soporte Uα(t),
el sensor en w incrementa su contador en una unidad. Se tiene una función de conteo
h : W → N donde h(w) es el número de veces que w ha entrado en algún soporte Uα(t).

Figura 5.3: Los recorridos de los objetivos en el caso de tiempo continuo. Ilustración tomada
de [BG09b].

Figura 5.4: Los soportes de los objetivos en el caso de tiempo continuo. Ilustración tomada
de [BG09b].

Teorema 5.3. En las condiciones previas asumamos además:

1. Cada conjunto Uα(t) es una bola cerrada de dimensión n. Y los radios de las bolas
Uα(t) varían de forma continua respecto a t.

2. El conjunto W es definible.

3. La función de conteo h es construible.

4. Cada conjunto Uα =
⋃

t∈[0,T ]
Uα(t)× {t} es definible.
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Entonces el número de objetivos es
∫
W
h dχ.

Demostración. Primero, las bolas cerradas de dimensión n son conjuntos definibles pues
son semialgebraicos. Además son compactos y contráctiles. Notemos por rα : [0, T ]→ [0,∞)
la función que a cada instante de tiempo le asocia el radio de la bola Uα(t). Al igual que en
la demostración anterior, denotemos por X el nuevo espacio de sensores X = W × [0, T ]
y consideremos la proyección π : X → W . Los soportes de los objetivos en X son los
conjuntos Uα =

⋃
t

Uα(t)× {t}. Además:

Cada conjunto Uα =
⋃
t

Uα(t) × {t} es cerrado y acotado como subespacio de un

espacio euclidiano, por tanto compacto. Además Uα es contráctil.

En consecuencia, χ(Uα) = 1, pues la característica de Euler es un invariante homo-
tópico en los conjuntos compactos.

Consideremos la función de conteo g : X → N dada por g =
∑
α

1Uα . El Teorema 3.10

garantiza que el número de objetivos es
∫
X
g dχ. En virtud del teorema de Fubini:

∫
X
g dχ =

∫
W

(∫
π−1(w)

g dχ

)
dχ.

Para cada α, el conjunto
π−1(w) ∩ Uα = ({w} × [0, T ]) ∩ (

⋃
t

Uα(t)× {t})

es la unión disjunta finita de conjuntos compactos. Cada conjunto de la unión corresponde
a una entrada de w en alguno de los soportes Uα(t). Por lo tanto:

h(w) =
∫
π−1(w)

g dχ.

En consecuencia: ∫
W
h dχ =

∫
W

(∫
π−1(w)

g dχ

)
dχ =

∫
X
g dχ.

Observación 5.4. Las hipótesis del teorema pueden debilitarse, es suficiente que cada con-
junto Uα(t) sea compacto, definible y contráctil siempre que mantengamos la hipótesis
sobre la definibilidad de los conjuntos:

Uα =
⋃

t∈[0,T ]
Uα(t)× {t}.

En [BG09b] no se asume la hipótesis sobre la definibilidad de los conjuntos Uα a pesar de
que es necesaria para que g sea una función construible.
Ejemplo 5.5. Los resultados que acabamos de plantear pueden aplicarse al problema de
cuantificación del número de vehículos circulando por una región, por ejemplo un conjunto
de carreteras o una ciudad. Para ello se podrían utilizar sensores acústicos o colocar chips
en los vehículos que emitiesen unas ondas detectables por los sensores a emplear.
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5.2. Problemas de enumeración con frentes de onda
Denotemos por {Oα}α una colección finita de puntos en W ⊂ Rn. De nuevo asumimos

que W es un subconjunto o subespacio “razonable” de Rn. Cada Oα representa un evento
o foco emisor de ondas, y no necesariamente todos los eventos ocurren simultáneamente.
Ahora bien, asumimos que están temporalmente próximos, y puede ocurrir que unos sean
causados por los otros. Por ejemplo este es el caso de un terremoto donde uno de los eventos
es el foco del terremoto y otros eventos son los focos de las réplicas. Cada evento se propaga
en forma de ondas que se van atenuando hasta ser indetectables. Cada sensor deW detecta
los frentes de onda que pasan por él y va incrementando un contador con cada uno de ellos.
Finalmente esto se refleja en una función de conteo construible h : W → N. El problema a
resolver consiste en calcular el número de eventos.

Figura 5.5: Frentes de onda y las bolas asociadas a cada evento para distintos tiempos en
el caso de una región del plano. En la ilustración superior izquierda se muestra el instante
inicial y en la figura inferior derecha se muestra el instante final.

Primero, asumimos que las perturbaciones generadas en los eventos pueden representar-
se mediante funciones continuas y definibles, y que los conjuntos de nivel de estas funciones,
es decir, los frentes de onda, son esferas ∂Bnα (Bnα es una bola compacta de dimensión n)
cuyo radio depende del tiempo, aunque no indicamos tal dependencia para no sobrecar-
gar la notación. Puesto que los frentes de onda se van atenuando hasta ser indetectables,
estas aplicaciones son “funciones meseta” con soporte la bola compacta correspondiente
al conjunto de nivel de mayor radio. El último frente de onda detectable proveniente de
cada evento induce una aplicación continua y definible Fα : Bnα → W , que lleva cada rayo
geodésico desde el origen de la bola al punto correspondiente de la frontera (el frente de
ondas). Formalizamos el problema:

Problema 2. El espacioW es definible. En él están una familia finita (pero de cardinalidad
desconocida) de puntos Oα y unas aplicaciones continuas y definibles asociadas Fα : Bnα →
W . Cada sensor de W detecta los frentes de onda que pasan por él y va incrementando
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un contador con cada uno de ellos. Finalmente esto se refleja en una función de conteo
construible h : W → N. Determinar la cardinalidad de la familia {Oα}α.

Teorema 5.6. En las condiciones anteriores, si cada sensor en w ∈ W incrementa su
contador interno en χ(F−1

α (w)) cuando el frente de ondas correspondiente a Oα lo alcanza,
entonces el número de eventos es

∫
W
h dχ.

Demostración. Sea X = ∪αBnα ⊂ W . Denotemos por h̃ : X → N la función dada por:

h̃(x) =
∑
α

1Bnα .

La función h̃ : X → N es construible, está en las hipótesis del Teorema 3.10, y la
característica de todos los soportes es uno. Por tanto el número de objetivos es

∫
X
h̃ dχ.

Además: ∫
X
h̃ dχ =

∑
α

∫
W

(∫
F−1
α (w)

1Bnα dχ

)
dχ (Fubini)

=
∫
W

∑
α

(∫
F−1
α (w)

1Bnα dχ

)
dχ

=
∫
W

∑
α

(
χ(F−1

α (w)) dχ
)
dχ

=
∫
W
h dχ.

Observación 5.7. En vista de la demostración del Teorema 5.6, notemos que el resultado
puede generalizarse y trabajar con conjuntos estrellados respecto a los focos en lugar de
bolas.

5.3. Aproximaciones simpliciales
Hasta el momento hemos estudiado problemas de conteo de objetivos asumiendo que

el espacio de sensores era “un continuo”. Lo habitual en las aplicaciones es disponer de
un número finito de sensores, normalmente en el mismo espacio donde están los objetivos.
Por ello, a continuación exponemos una adaptación de la teoría desarrollada al supuesto
de finitud del número de sensores.

Notemos el espacio donde están los objetivos porW y el conjunto finito de sensores por
N ⊂ W . Seguimos [BG09a].

Consideremos una aproximación simplicial (utilizando complejos simpliciales incomple-
tos) de W que tenga como vértices los elementos de N . Para ello estamos utilizando el
teorema de triangulación y estamos asumiendo que los sensores están razonablemente dis-
tribuidos. Denotemos el complejo simplicial por X. Conocemos el valor de la función de
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conteo h en los vértices de X y la extendemos a todo el complejo utilizando la interpo-
lación lineal a trozos que denotamos hPL : X → R. Es decir, hPL es una función afín en
cada símplice. Mediante este procedimiento hemos obtenido una función con valores en el
cuerpo de los números reales. De momento no hemos definido una teoría de integración
para estas funciones. Así que, para resolver este problema consideramos la parte entera
o función suelo de la función hPL : X → R, es decir, bhPLc : X → N. Puesto que la in-
terpolación lineal a trozos de la función de conteo en los vértices de una triangulación es
una función continua, y la función suelo es semicontinua superiormente, entonces bhPLc es
semicontinua superiormente.

Utilizando un argumento análogo al presentado en la demostración del Lema 4.2 se
tiene:
Lema 5.8. La función bhPLc es construible.

Veamos que la integral de bhPLc proporciona una buena estimación del número de
objetivos.
Teorema 5.9. Sea h : Rn → N una función de conteo construible y semicontinua superior-
mente satisfaciendo

{h ≥ k} = cl (int ({h ≥ k})). (5.1)
Entonces para una triangulación suficientemente densa y regular:∫

X
bhPLc dχ =

∫
X
h dχ.

Demostración. Primero, notemos que el soporte de la función h : Rn → N es la clausura de
la unión de un número finito de conjuntos de nivel, y por tanto es definible y compacto.
Por tanto es triangulable y la triangulación es finita y compacta. Durante el resto de la
demostración denotemos por σ un símplice abierto arbitrario de la triangulación y por ∆
su clausura. Afirmamos que existe una triangulación que verifica las siguientes condiciones:

1. El máximo de la aplicación h : Rn → N restringida a ∆ se alcanza en alguno de los vér-
tices de ∆. Esto se sigue de que la función h : Rn → N es semicontinua superiormente
y la hipótesis (5.1).

2. Los conjuntos de recorrido de h|∆ : ∆ → N son contráctiles. Partimos de una trian-
gulación, y si esta condición fallase para algún símplice, entonces refinaríamos la
triangulación mediante subdivisiones baricéntricas en ese símplice (y posteriormen-
te en el resto de símplices para obtener una triangulación) hasta que la condición
se cumpliese. Como la triangulación es finita (y por tanto también el número de
símplices), acabaremos este proceso en un número finito de pasos.

Sea M = máx∆h y sea m = máx∆bhPLc. Dada una triangulación que satisfaga las
condiciones anteriores, el resultado 3.15 sobre los métodos de cálculo de integrales garantiza
que: ∫

∆
h dχ =

∞∑
k=0

χ{h > k}
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=
M−1∑
k=0

χ{h > k}+
∞∑
M

χ{h > k}

=
M−1∑
k=0

χ{h > k}

=
M−1∑
k=0

1 = M.

Por otro lado: ∫
∆
bhPLc dχ =

∞∑
k=0

χ{bhPLc > k}

=
m−1∑
k=0

χ{bhPLc > k}

=
m−1∑
k=0

1

=
M−1∑
k=0

1 = M.

Por tanto, para un símplice arbitrario se tiene:∫
∆
h dχ =

∫
∆
bhPLc dχ.

Y de la aditividad de la integral respecto al conjunto de integración se sigue el resultado.

Observación 5.10. Es posible combinar la aproximación simplicial que acabamos de expo-
ner con las ideas de la teoría de Morse expuestas en el Capítulo 4. Concretando un poco,
se puede definir una teoría de Morse para funciones lineales a trozos (PL para abreviar)
definidas en complejos simpliciales finitos completos [Rom17], por ejemplo la función hPL
restringida a su soporte. Asumiendo que la función hPL fuese de Morse en el sentido PL
[Rom17] y que sus valores en los distintos vértices fuesen distintos, entonces se tienen re-
sultados análogos al Teorema 4.22 y al Teorema 4.23 ([Rom17, Teorema 5.1] y [Rom17,
Teorema 5.2], respectivamente) en el contexto PL, los cuales permiten reproducir el argu-
mento utilizado en la demostración del Teorema 4.24.
Ejemplo 5.11. En la Figura 5.6 mostramos una función de conteo definida en un sub-
conjunto del plano y la aproximación lineal a trozos sobre una triangulación. Calculando
ambas integrales,

∫
∆
h dχ y

∫
∆
bhPLc dχ utilizando el resultado de dualidad 3.22 se obtiene

que la integral vale cuatro. Por ambos procedimientos se obtiene lo mismo.
Observación 5.12. Aplicar el Teorema 5.9 puede ser problemático y producir errores en las
integrales si las curvas de nivel de los soportes son tangentes. Véase la Figura 5.7 para una
ilustración.
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Figura 5.6: Conjuntos de nivel de la función y la triangulación asociada. Figuras tomadas
de [BG09b].

Figura 5.7: Ilustración de triangulaciones inadecuadas. Figuras tomadas de [BG09b].

Hemos visto que las aplicaciones simpliciales son definibles. Del teorema de aproxima-
ción simplicial [Bre93, Teorema 22.10] se sigue que las aplicaciones continuas entre con-
juntos definibles compactos pueden aproximarse por aplicaciones simpliciales (por tanto
continuas y definibles). Con más precisión:

Teorema 5.13. Sea f : X → Y una aplicación continua entre conjuntos definibles. De-
notemos por |K| y |K′| los poliedros asociados a X e Y , respectivamente, por el teorema
de triangulación definible. Entonces existe una aplicación simplicial g : |K| → |K′| satisfa-
ciendo:

1. Las aplicaciones f y g son homótopas.

2. Dado ε > 0 existe r ∈ N tal que tras iterar r subdivisiones baricéntricas sucesivas en
ambos complejos, se tiene ‖ f(x)− g(x) ‖< ε para todo x ∈ X.

Observación 5.14. La hipótesis de compacidad garantiza la existencia del r.



Capítulo 6

Aplicaciones del cálculo de Euler en
geometría y topología

Comenzamos el capítulo extendiendo la definición de característica de Euler-Poincaré
y la integración respecto a la característica a espacios homeomorfos a conjuntos definibles,
unos objetos que permiten justificar rigurosamente algunos resultados enunciados en los
trabajos de Baryshnikov, Curry, Ghrist y Robinson [BG09b; CGR12], por ejemplo [BG09b,
Proposición 15.1]. Sin embargo, tales objetos no fueron mencionados ni estudiados explíci-
tamente en tales artículos.

A continuación presentamos un resultado clásico acerca de la característica de Euler
de los espacios de revestimiento. Finalmente, utilizamos los espacios homeomorfos a con-
juntos definibles para demostrar, utilizando la integración respecto a la característica, dos
resultados que lo generalizan. Primero exponemos una demostración alternativa a las que
hemos encontrado en la literatura consultada de la relación entre las características de
Euler-Poincaré de los espacios que intervienen en un fibrado localmente trivial. Segundo,
exponemos una demostración de la fórmula de Riemann-Hurewitz alternativa a la expuesta
en [Vir88].

6.1. Espacios homeomorfos a conjuntos definibles, ca-
racterística, integración y resultados de enume-
ración

En esta sección exponemos ideas originales. Primero presentamos algunos ejemplos
de espacios homeomorfos a conjuntos definibles. A continuación introducimos una noción
de característica de Euler para tales espacios. Finalmente desarrollamos una teoría de
integración en los citados espacios, la cual nos permitirá demostrar la relación entre las
características de Euler-Poincaré de los espacios que intervienen en un fibrado localmente
trivial y la fórmula de Riemann-Hurewitz.
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Ejemplos de espacios homeomorfos a conjuntos definibles
Se tienen los siguientes ejemplos de espacios homeomorfos a conjuntos definibles:

1. Los subcomplejos de un complejo simplicial incompleto son conjuntos definibles.

2. Los subcomplejos de un CW-complejo finito y regular son espacios homeomorfos a
conjuntos definibles pues son triangulables y la triangulación es finita (Teorema 1.28).

3. Las variedades diferenciables compactas son espacios homeomorfos a conjuntos defi-
nibles, pues son triangulables (Teorema 1.29).

4. Las variedades topológicas (con o sin borde) de dimensión uno, dos o tres son espacios
homeomorfos a conjuntos definibles pues son triangulables (Teorema 1.30).

Característica de los espacios homeomorfos a definibles
El siguiente resultado de Beke [Bek11] permite definir la característica de Euler-Poincaré

de espacios homeomorfos a conjuntos definibles.

Teorema 6.1 ([Bek11, Teorema 2.2]). Sean X e Y dos conjuntos definibles. Si X e Y
son homeomorfos (sin necesidad de que el homeomorfismo sea definible), entonces sus
características de Euler coinciden.

Idea de la demostración. Primero expresamos X como unión de estratos (esta descompo-
sición de X es una generalización de la descomposición celular de un CW-complejo):

X =
n⊔
i=0

X i.

Además lo hacemos de tal forma que cada estrato X i sea un espacio localmente compacto
Recordamos que dado un espacio localmente compacto Z, podemos definir su cohomolo-
gía con soporte compacto H∗c (Z) y su característica homológica que denotaremos χH(Z)
[Hat02; Bek11; CGR12]. Además, la característica (co)homológica con coeficientes en un
cuerpo y la característica combinatoria coinciden en espacios localmente compactos [Bek11;
CGR12]. Sea h : X → Y un homeomorfismo. El homeomorfismo nos proporciona una es-
tratificación [Bek11] de Y y se restringe a homeomorfismos hi : Xi → Yi entre los estratos.
A continuación utilizamos la aditividad de la característica combinatoria y que los estratos
son espacios localmente compactos:

χ(X) =
n∑
i=0

χ(X i) =
n∑
i=0

χH(X i) =
n∑
i=0

χH(Y i) =
n∑
i=0

χ(Y i) = χ(Y ).

Definición 6.2. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible. Se define χ(X)
como la característica de Euler combinatoria de uno de los conjuntos definibles a los que
X es homeomorfo.
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Observación 6.3. Como consecuencia del Teorema 6.1 la característica de los espacios ho-
meomorfos a conjuntos definibles está bien definida.

Como consecuencia de los resultados enunciados para conjuntos definibles se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 6.4. Sean X, Y , A y B espacios homeomorfos a conjuntos definibles. Se tiene:

1. Sea {Xi}mi=1 una familia finita de subconjuntos de X homeomorfos a conjuntos defi-
nibles. Entonces existe una triangulación de X compatible con la familia de subcon-
juntos.

2. Si X es compacto, entonces X admite una triangulación utilizando un complejo sim-
plicial completo.

3. Si X es compacto, entonces sus características combinatoria y (co)homológica coin-
ciden.

4. (Principio de inclusión exclusión). Se tiene:

χ(X ∪ Y ) = χ(X) + χ(Y )− χ(X ∩ Y ).

5. (Escisión de la característica). Si A ⊂ X, entonces:

χ(X − A) = χ(X)− χ(A).

6. (Multiplicatividad de la característica). Se tiene:

χ(A×B) = χ(A) · χ(B).

Integración en los conjuntos homeomorfos a definibles
Definición 6.5. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible Y y denotemos
por h : X → Y el homeomorfismo. Denotamos por HCF (X) el Z-módulo de funciones
h : X → Z con rango acotado, soporte compacto y conjuntos de nivel homeomorfos a
subconjuntos definibles de Y mediante restricciones de h.

Se tiene una extensión inmediata del teorema de deconstrucción de funciones construi-
bles (Teorema 2.66):

Teorema 6.6. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible y h ∈ HCF (X). En-
tonces h puede descomponerse de forma única como combinación lineal finita de funciones
características en los símplices abiertos de una triangulación compatible con el soporte de
h, es decir: h =

∑
α

cα1σα con cα ∈ Z, donde σα son los símplices de la triangulación. Tam-

bién se puede escribir la función h como combinación lineal de funciones características en
los conjuntos de nivel.
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Análogamente, se tiene una extensión inmediata de la definición de integral respecto a
la característica de Euler-Poincaré de funciones construibles (Definición 2.68):

Proposición 6.7. Sea X un espacio homeomorfo a un conjunto definible y h ∈ HCF (X).
Entonces está bien definida la integral respecto a la característica de Euler-Poincaré de la
función h. Con más precisión, si h =

∑
α

cα1σα ∈ HCF (X), entonces

∫
X
h dχ =

∑
α

cαχ(σα).

De nuevo, si U es un subespacio de X homeomorfo a un conjunto definible, 1U ∈
HCF (X) y

∫
X

1U dχ = χ(U). Puesto que la característica es un homomorfismo también
se cumple que dadas una familia finita {Uα}α∈I de subconjuntos de X homeomorfos a
conjuntos definibles, y h =

∑
α∈I

cα1Uα con cα ∈ Z, entonces

∫
X
h dχ =

∑
α∈I

cαχ(Uα).

Los resultados de aditividad de la integral también se adaptan sin apenas modificar las
demostraciones al contexto de conjuntos homeomorfos a definibles:

Teorema 6.8 (Aditividad de la integral respecto al integrando). Sea X un espacio ho-
meomorfo a un conjunto definible y {hi}i un conjunto finito de funciones en HCF (X).
Entonces ∫

X

∑
i

hi dχ =
∑
i

∫
X
hi dχ.

Teorema 6.9 (Aditividad respecto al conjunto de integración). Sea X un espacio homeo-
morfo a un conjunto definible y sea h : X → Z una función en HCF (X). Sea {Xi}mi=1 un
recubrimiento finito de X formado por subespacios homeomorfos a definibles. Entonces∫

X
h dχ =

∑
i

∫
Xi
h dχ−

∑
i 6=j

∫
Xi∩Xj

h dχ

+
∑

i 6=j 6=k 6=i

∫
Xi∩Xj∩Xk

h dχ− · · ·+ (−1)m+1
∫
X1∩···∩Xm

h dχ.

Resultados de enumeración
El Teorema 3.10 se generaliza sin apenas cambios en la demostración dando lugar al

siguiente resultado de enumeración de objetivos:

Teorema 6.10. Consideremos el contexto de la Sección 3.3. Sea X un espacio homeomorfo
a un conjunto definible y sea h : X → N una función de conteo en HCF (X), h =

∑
α∈I

1Uα,

donde los soportes {Uα}α∈I son subespacios homeomorfos a conjuntos definibles. Asumamos
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que la característica de Euler de todos los soportes {Uα}α∈I coincide y es distinta de cero.
Si denotamos tal característica por N , entonces el número de objetivos es:

|I| = 1
N

∫
X
h dχ.

El Teorema 5.1 también se generaliza sin apenas cambios en la demostración dando lugar
al siguiente resultado de enumeración de objetivos en movimiento utilizando un número
finito de instantes de tiempo:

Teorema 6.11. En el contexto de la sección 5.1 asumamos:

1. Cada subespacio Uα(t) es homeomorfo a un conjunto definible, compacto y contráctil.

2. El espacio W es homeomorfo a un conjunto definible.

3. La función de conteo h : W → N está en HCF (W ).

Entonces el número de objetivos es 1
|T |

∫
W
h dχ.

Observación 6.12. En el caso de suponer que el tiempo es un continuo la generalización no
es inmediata pues precisamos el teorema de Fubini.

6.2. Característica de Euler-Poincaré de un fibrado
localmente trivial

En esta sección aplicamos la generalización de la integración a espacios homeomorfos a
conjuntos definibles para demostrar la relación entre las características de Euler-Poincaré
de los espacios que intervienen en un fibrado localmente trivial.

Definición 6.13. Sean E, B y F espacios topológicos, y sea p : E → B una aplicación
continua y sobreyectiva. La aplicación p : E → B se dice un fibrado localmente trivial de
fibra genérica F si para todo y ∈ B existen un entorno abierto U ⊂ B de y (llamado
abierto de trivialización) y un homeomorfismo h : p−1(U) → U × F tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

p−1(U) F × U

U

p

∼=
h

π2

En el caso de que la fibra sea discreta, entonces el fibrado es un espacio de revestimiento.
Y en estas circunstancias se tiene un resultado clásico sobre la característica de Euler-
Poincaré. Recordamos que dada una aplicación f : X → Y entre CW-complejos, decimos
que f es celular si manda el i-esqueleto de X en el i-esqueleto de Y .
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Teorema 6.14 ([Bre93, p. 215]). Sea p : E → B una aplicación de revestimiento con
cardinalidad de la fibra finita igual a k y B un CW-complejo finito. Entonces, E puede
dotarse de una estructura de CW-complejo finito de forma que la aplicación p : E → B sea
celular y χ(E) = k · χ(B).

Idea de la demostración. Primero se levanta la estructura celular de B inductivamente, co-
menzando por el 0-esqueleto. Para levantar cada celda se utiliza el criterio de levantamiento
de aplicaciones [Lee11, Teorema 11.18]. Mediante este procedimiento, por cada celda en B
tendremos k celdas en E. Además la aplicación p : E → B es celular. De la definición de
característica de Euler-Poincaré se sigue el resultado.

Teorema 6.15. Sea p : E → B un fibrado localmente trivial de fibra genérica F donde
los espacios E, B y F son homeomorfos a conjuntos definibles y B es compacto. Entonces
χ(E) = χ(B) · χ(F ).

Demostración. Puesto que B es compacto podemos recubrirlo con una familia finita de
abiertos de trivialización que denotaremos {Ui}i∈I . Denotemos I = {1, . . . ,m}. Conside-
ramos una triangulación de B y realizamos subdivisiones baricéntricas hasta obtener una
familia finita {Bi}i∈I de subespacios de B homeomorfos a conjuntos definibles, que recubra
B y satisfaga Bi ⊂ Ui para todo i ∈ I. En estas condiciones se tiene:

∫
X

1E dχ =
∑
i

∫
p−1(Bi)

1E dχ−
∑
i 6=j

∫
p−1(Bi)∩p−1(Bj)

1E dχ

+
∑

i 6=j 6=k 6=i

∫
p−1(Bi)∩p−1(Bj)∩p−1(Bk)

1E dχ− · · ·

+ (−1)m+1
∫
p−1(B1)∩···∩p−1(Bm)

1E dχ

=
∑
i

∫
p−1(Bi)

1E dχ−
∑
i 6=j

∫
p−1(Bi∩Bj)

1E dχ

+
∑

i 6=j 6=k 6=i

∫
p−1(Bi∩Bj∩Bk)

1E dχ− · · ·+ (−1)m+1
∫
p−1(B1∩···∩Bm)

1E dχ

=
∑
i

χ(p−1(Bi))−
∑
i 6=j

χ(p−1(Bi ∩Bj))

+
∑

i 6=j 6=k 6=i
χ(p−1(Bi ∩Bj ∩Bk))− · · ·+ (−1)m+1χ(p−1(B1 ∩ · · · ∩Bm))

=
∑
i

χ(Bi × F )−
∑
i 6=j

χ((Bi ∩Bj)× F )

+
∑

i 6=j 6=k 6=i
χ((Bi ∩Bj ∩Bk)× F )− · · ·+ (−1)m+1χ((B1 ∩ · · · ∩Bm)× F )
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=
∑
i

χ(Bi) · χ(F )−
∑
i 6=j

χ(Bi ∩Bj) · χ(F )

+
∑

i 6=j 6=k 6=i
χ(Bi ∩Bj ∩Bk) · χ(F )− · · ·+ (−1)m+1χ(B1 ∩ · · · ∩Bm) · χ(F )

=χ(F ) ·
(∑

i

χ(Bi)−
∑
i 6=j

χ(Bi ∩Bj)

+
∑

i 6=j 6=k 6=i
χ(Bi ∩Bj ∩Bk)− · · ·+ (−1)m+1χ(B1 ∩ · · · ∩Bm)

)

=χ(F ) · χ(B).

Observación 6.16. El Teorema 6.15 generaliza los resultados relacionados acerca de la
característica de Euler-Poincaré de un fibrado localmente trivial [Ser51; Spa50; Shi17] o
simplifica las demostraciones.

6.3. La fórmula de Riemann-Hurwitz
En esta sección exponemos la aplicación clásica del “Euler Calculus”, la demostración

del teorema de Riemann-Hurwitz sobre aplicaciones de revestimiento ramificado entre su-
perficies de Riemann. De hecho, los orígenes del “Euler Calculus” se remontan a [Vir88],
donde se demuestra la fórmula de Riemann-Hurwitz, además de otros resultados. Allí el en-
foque es propio de la geometría algebraica. Nosotros presentamos un enfoque original para
probar el resultado, desde el punto de vista de la topología, y utilizando la generalización
de la integración respecto a la característica en conjuntos homeomorfos a definibles.

Preliminares sobre superficies de Riemann
Nos basaremos en la exposición sobre superficies de Riemann en [Ful95]. En lo que

resta, por variedad entenderemos variedad sin borde.

Definición 6.17. Una superficie de Riemann es una variedad topológica S compleja de
dimensión uno y real de dimensión dos, conexa y con cambios de cartas biholomorfos.

Definición 6.18. Una aplicación continua entre variedades de Riemann se dice holomorfa
si lo es al leerla en coordenadas.

Dada una aplicación holomorfa entre superficies de Riemann f : S → S̃ y un punto
x ∈ S siempre existen cartas (U, φ) y (Ũ , φ̃) de S y S̃, respectivamente, de forma que la
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lectura local en coordenadas de f alrededor de x, g = φ̃ ◦ f ◦ φ−1, se exprese como una
serie convergente [Ful95]:

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n. (6.1)

Dada la expresión (6.1), el menor número natural e tal que ae 6= 0 (no depende de la
lectura en coordenadas [Ful95]) se llama índice de ramificación de la aplicación f en x y
se nota ef (x) o e(x) si sobreentendemos la aplicación. En caso de no existir tal número
natural (la aplicación es localmente constante en x, y por tanto constante por ser una
función holomorfa), entonces el índice es infinito. No estaremos interesados en aplicaciones
constantes. Dada la aplicación analítica entre superficies de Riemann f : S → S̃, diremos
que un punto x ∈ S es de ramificación si ef (x) > 1.

Definición 6.19. Dada una aplicación f : S → S̃ sobreyectiva y continua entre superfi-
cies de Riemann, decimos que es una aplicación de revestimiento ramificado si existe un
subconjunto finito R ⊂ S̃ tal que la restricción

f|S−f−1(R) : S − f−1(R)→ S̃ −R

es una aplicación de revestimiento (conexa).

Ejemplo 6.20. Sean r1 y r2 números reales tales que 0 ≤ r1 < r2, y denotemos

A(r1, r2) = {z ∈ C : 0 ≤ r1 < |z| < r2}.

Consideremos la aplicación:

f : A(r1, r2)→ A(r3
1, r

3
2)

dada por f(z) = z3. Se tiene que es una aplicación de revestimiento. Si r1 = 0 y añadimos
el origen a ambos discos punteados, entonces obtenemos una aplicación de revestimiento
ramificado.

Dadas dos superficies de Riemann compactas S y S̃ hay una correspondencia entre re-
vestimientos ramificados y aplicaciones holomorfas no constantes. Con más precisión enun-
ciamos el siguiente teorema, cuya demostración se sigue de combinar [Ful95, Proposición
19.3, p. 266] y [Ful95, Proposición 19.9, p. 271].

Teorema 6.21 (Correspondencia entre revestimientos ramificados y aplicaciones holomor-
fas no constantes). Sea f : S → S̃ una aplicación holomorfa y no constante entre superficies
de Riemann compactas. Entonces:

1. Hay un número finito de puntos de ramificación. Sea T ⊂ S el conjunto de los puntos
de ramificación y notemos R = f(T ) ⊂ S̃.

2. La restricción de f entre S−f−1(R) y S̃−R es una aplicación de revestimiento conexa
con cardinalidad de la fibra constante, digamos n, que también llamamos grado.
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3. Para cualquier punto y ∈ S̃,
∑

x∈f−1(y)
ef (x) = n.

Recíprocamente, sea S̃ una superficie de Riemann, R un subconjunto finito de S̃, S◦ un
espacio topológico y f : S◦ → S̃−R una aplicación de revestimiento conexa con cardinalidad
de la fibra finita. Entonces existe un embebimiento de S◦ como abierto en una superficie
de Riemann S, que es unión de S◦ y un conjunto finito, de forma que f se extienda a una
aplicación analítica y propia de S a S̃. En particular, si S̃ es compacta, entonces también
lo será S.

La fórmula de Riemann-Hurwitz
Las superficies de Riemann compactas son espacios homeomorfos a conjuntos definibles

pues son triangulables (con una triangulación completa). Sea f : S → S̃ una aplicación de
revestimiento ramificado entre dos superficies de Riemann compactas, o equivalentemente,
una aplicación holomorfa no constante.

Consideremos la restricción de f a S − f−1(R) siendo R la imagen de los puntos de
ramificación. El Teorema 6.21 garantiza que es una aplicación de revestimiento conexa con
cardinalidad de la fibra constante, digamos n. Sea (K, φ) una triangulación de S̃ tal que
en los puntos de R haya vértices. Podemos obtener una triangulación que satisfaga tal
condición partiendo de una triangulación finita y aplicando subdivisiones.

Subdividimos de nuevo la triangulación para que una vez suprimidos los puntos de R,
los restantes símplices de la triangulación sean compatibles con el recubrimiento finito por
abiertos lisos de S̃−R. Ahora levantamos la triangulación de S̃ a S [Ful95, p. 273-p. 274].
La triangulación (incompleta) de S̃ − R se levanta por una aplicación de revestimiento, y
por tanto en la triangulación correspondiente de S− f−1(R) hay n símplices por cada uno
de abajo. Sin embargo el número de vértices en S correspondientes a cada vértice en R es
variable, y está determinado por su índice de ramificación. Con más precisión, el teorema
anterior garantiza que dado y ∈ S̃, se tiene∑

x∈f−1(y)
ef (x) = n.

En consecuencia: ∑
x∈f−1(y)

(ef (x)− 1) =
∑

x∈f−1(y)
ef (x)− |f−1(y)|

= n− |f−1(y)|.

Por tanto, dado y ∈ S̃, el número de puntos de f−1(y) es

n−
∑

x∈f−1(y)
(ef (x)− 1).

Denotamos R = {y1, . . . , ym}. Notemos que S−f−1(R) y f−1(R) son conjuntos homeo-
morfos a conjuntos definibles. Ahora operamos y usamos aditividad respecto al conjunto
de integración:
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χ(S) =
∫
S

1S dχ

=
∫
S−f−1(R)

1S dχ+
∫
f−1(R)

1S dχ

= χ(S − f−1(R)) +
∫
f−1(R)

1S dχ

= χ(S̃ −R) · n+
∫
f−1(R)

1S dχ

= χ(S̃ −R) · n+
m∑
j=1

∫
p−1(yj)

1S dχ

= χ(S̃ −R) · n+
m∑
j=1

χ(p−1(yj))

= χ(S̃ −R) · n+
m∑
j=1

(
n−

∑
x∈f−1(yj)

(ef (x)− 1)
)

= χ(S̃ −R) · n+m · n−
m∑
j=1

∑
x∈f−1(yj)

(ef (x)− 1)

= χ(S̃ −R) · n+ χ(R) · n−
m∑
j=1

∑
x∈f−1(yj)

(ef (x)− 1)

= χ(S̃) · n−
m∑
j=1

∑
x∈f−1(yj)

(ef (x)− 1)

= χ(S̃) · n−
∑

x∈f−1(R)
(ef (x)− 1)

= nχ(S̃)−
∑
x∈S

(ef (x)− 1).

Como consecuencia de lo expuesto se tiene el teorema de Riemann-Hurwitz.

Teorema 6.22 (Riemann-Hurwitz). Sea f : S → S̃ una aplicación de revestimiento ra-
mificado entre dos superficies de Riemann compactas (sin borde), o equivalentemente, una
aplicación holomorfa no constante. Entonces las características de Euler de las superficies
S y S̃ están relacionadas por la siguiente expresión:

χ(S) = nχ(S̃)−
∑
x∈S

(ef (x)− 1).
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