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Resumen

Es bien conocido que las ecuaciones de Euler-Lagrange, que son la base de la mecé-
nica clasica, pueden ser obtenidas a partir del principio variacional de Hamilton. Dicha
formulacién variacional es de vital importancia en la fisica tedrica.

El problema inverso de la mecéanica lagrangiana consiste en lo siguiente: establecer
cuando se le puede asociar a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden un principio variacional, es decir ver si estas ecuaciones se pueden reescribir como
las ecuaciones de Euler-Lagrange para un cierto lagrangiano. Dicho problema esta carac-
terizado por la existencia de una matriz de funciones verificando las famosas condiciones
de Helmholtz (1821-1894).

El objetivo de este trabajo es analizar el problema desde una perspectiva geométrica,
y llegar a una version de las condiciones de Helmholtz independiente de las coordenadas.

Esta memoria se puede considerar como una posible extensién de parte de los conoci-
mientos adquiridos en la materia del Master en Matematicas: Métodos Matematicos de la
Fisica.

Abstract

It ’s well known that the Euler-Lagrange equations, which are the basis of classical me-
chanics, can be obtained from Hamilton’s variational principle. This variational formulation
is very important in theorical physics.

The inverse problem of lagrangian mechanics consists of: finding out when we can
associate a variational principle to a given system of second order diferencial equations,
namely find out if the given system can be obtained as the Fuler-Lagrange equations of
a certain lagrangian. This problem is characterised by the existence of a function matrix
verifying the famous Helmholtz (1821-1894) conditions.

The objective of this dissertation is to analyze the problem from a geometric point of
view, and arrive to a free coordinate version of Helmholtz conditions.

This memory can be considered as a posible extension of part of the knowledge obtained
in the subject of the Master in Mathematics: Mathematical methods of Physics.






Introduccion

El problema inverso de la mecanica lagrangiana consiste en determinar cuando un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

i = f(t,z,x) 1<i<n, (1)

esta caracterizado porque sus soluciones coincidan con las soluciones de las ecuaciones de
Euler-Lagrange

i(aL)—aL—O 1<i<n

dt \ 0z* ox’ T

asociadas a un cierta funcién L, llamada funcién lagrangiana. Dicho problema esta ca-
racterizado por la existencia de una matriz de funciones g = (g;;(¢,z,2)) cumpliendo las
famosas condiciones de Helmholtz. Dichas condiciones fueron obtenidas primeramente por
Helmholtz en [Hel87| como condiciones necesarias para la solucién del problema inverso.
Posteriormente A. Mayer en [May96] prob¢ la suficiencia, y que por lo tanto caracterizaban
el problema.

Se considera que la contribucién mas importante a este campo la hizo el medallista
Fields J. Douglas en [Dou4l], publicado el afio 1941, donde caracteriza el problema inverso
para el caso n = 2, es decir distingue cuando un sistema del tipo (1)) con dos grados de
libertad es un sistema del tipo Euler-Lagrange y cuando no. El problema en dimensiéon
n > 2 todavia sigue abierto a pesar de los numerosos intentos de generalizar la solucién de
Douglas.

A partir del articulo [Sar82] de W. Sarlet, diversos autores empiezan a estudiar el
problema inverso desde un punto de vista geométrico, a diferencia de las aportaciones
anteriores que eran sobre todo de tipo analitico. El analisis geométrico permitié entonces
identificar ciertas estructuras geométricas que son de utilidad en el anélisis del problema
inverso, que se espera puedan jugar un papel importante a la hora de abordar el problema
en dimensiones superiores. Por ejemplo en [CSM+494] se clarifica la solucion de Douglas
utilizando técnicas geométricas.

El objetivo de este trabajo es llegar a una formulacién independiente de las coordenadas
de las condiciones de Helmholtz, usando la teoria de tensores a lo largo de aplicaciones
introducida en [MCS92, MCS93al] por E. Martinez. Un esquema general del trabajo es el
siguiente:

» Capitulo 1: Preliminares
En este capitulo se introducen los conceptos geométricos que se necesitaran a lo largo

7



8 Introduccién

del trabajo. En particular se introducen los objetos basicos del fibrado tangente T'M,
de R x T'M y posteriormente el concepto de conexiéon de Ehresmann.

» Capitulo 2: El problema inverso de la mecanica lagrangiana en R”
En este capitulo se introduce el problema inverso en el espacio més sencillo posible,
es decir en R™.

Primero se obtendran las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir del principio va-
riacional de Hamilton. Luego se expone de forma sencilla el problema inverso, para
posteriormente llegar hasta las condiciones de Helmholtz, que caracterizan dicho pro-
blema.

= Capitulo 3: La geometria del problema inverso, caso auténomo
En este capitulo se exponen las condiciones de Helmholtz para el caso auténomo de
manera independiente de las coordenadas. Para ello se introduce el endomorfismo de
Jacobi, la derivada covariante dindmica, asi como las derivadas covariantes vertical
y horizontal.

= Capitulo 4: La geometria del problema inverso, caso no auténomo
En este capitulo se recuperan los resultados del capitulo 3, para el caso no auténomo.

Agradecimientos: Me gustaria agradecer a los directores: Modesto R. Salgado Seco,
del departamento de Geometria y Topologia de la USC, y Silvia Vilarino Fernandez, del
Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza, por el tiempo dedicado en la elaboracion
de este trabajo. Su apoyo y ayuda han sido imprescindibles en la realizacion del mismo.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo supondremos que el lector posee conocimientos basicos de
geometria diferencial como: concepto de variedad, campos de vectores, formas diferenciales,
fibrado tangente y cotangente, concepto de (sub)fibrado y (sub)fibrado vectorial, teorema
de Frobenius, campos de tensores, derivada de Lie e integracion en variedades. Se supondra
cuando no se diga lo contrario que todas las variedades y funciones son de clase infinito.

1.1. Geometria del fibrado tangente y SODESs

Recordemos que dada una variedad diferenciable M de dimension en n con coordenadas
(2%) en un entorno coordenado U c M, en su fibrado tangente

T™ = |J T,M

xeM

tenemos coordenadas (z¢,v') inducidas en TU c TM, dadas por
7' (v,) = 2°(x) v (v,) = dz'(v,),

donde 1<i<nywv, eT,U=T,M.
En el fibrado tangente, para v, € T, M tenemos definido de manera natural el levanta-
miento vertical de v, a w, € T, M como

d
(vp)m, = - (w, + s5v,) € Ty, M .
S1s=0

En coordenadas locales si v, = a’d/0z!(x), entonces

0
14 i
V), = Q' =
( ) ¢ 81)1 Wy
Denotaremos por
T:TM — M,

a la proyeccion canodnica del fibrado tangente.
El levantamiento vertical de campos de vectores a T'M nos permite construir el siguiente
campo de tensores de tipo (1,1) sobre T M.
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Definiciéon 1.1. La estructura tangente canénica de T'M es el campo de tensores de
tipo (1,1) sobre T'M definido como

J(v.) : Ty (TM) — T, (T M)
Zo. > (r () (Z)) (L)

donde 7, (v,) es la diferencial de 7 en el punto v,.
En coordenadas candnicas, obtenemos que
9, o1\ o 0
J(@x’ vz)_(aﬂﬁi w)vw_a’l)i Vg J(@v’ vgg)_o7

® dq' . (1.2)

y por lo tanto

0
J_avi

Se dice que un campo de vectores X € X(T'M) es vertical si

TToX =0,

donde T'7 : T(TM) - TM es la diferencial global de 7. Denotaremos por XV (M) a los
campos de vectores verticales. En coordenadas locales (27, v") del fibrado tangente, tenemos
que un campo de vectores vertical es de la forma

X(v,) = Xi(vx)%

Vg

Los campos de vectores verticales se pueden caracterizar a partir de la estructura tangente
canonica de la siguiente manera: X € X(7T'M) es vertical si y solo si JX = 0.

Otro de los objetos geométricos importantes del fibrado tangente es el campo de vectores
de Liouville.

Definicion 1.2. Definimos el campo de vectores de Liouville C' sobre 7'M como el
generador infinitesimal del flujo

¢:RxTM —TM, (1.3)
dado por ¢(t,v,) = e'v,.

En coordenadas candnicas el campo de vectores de Liouville se expresa como

0
ot

Estamos en disposicion de definir lo que es un SODE en T'M.

C =

(1.4)

Definiciéon 1.3. Un campo de vectores & € X(T'M) es un SODE, si y solo si J¢ = C, donde
J es la estructura tangente canénica y C' el campo de vectores de Liouville.
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Observacion 1.4. El término SODE proviene de la expresion inglesa second order differen-
tial equation.

En coordenadas locales, tenemos que £ es un SODE si y solo si

0
ox’

0

+fi87ﬂ . (1.5)

g=v

Recordemos que el levantamiento tangente de una curva oo : R - M esla curva & : R - T'M,
donde &(t) es el vector tangente a la curva « en el instante ¢. Tenemos entonces que las
curvas integrales 5 : R — TM de &, son levantamientos tangentes de curvas « en M, es
decir & = 8. Llamamos a dichas curvas soluciones del SODE. Se tiene entonces que a es una
solucion del SODE si y solo si verifica el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

#(t) = f1(a7 (), 47(1)), (1.6)

donde a(t) = (z(t)) es la expresion local de a.. Es por eso que los SODEs se consideran la
version libre de coordenadas de los sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden
del tipo (1.6)).

1.2. Geometria de RxTM y SODESs

En esta seccién introducimos las estructuras basicas de RxT'M y los SODEs dependien-
tes del tiempo, que son las versiones geométricas de los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias dependientes del tiempo de segundo orden.

Dado el sistema de coordenadas (z*) sobre el entorno U c M, definimos las coordenadas
canonicas inducidas en Rx TU c R x T'M como (t,z%,v"), dadas por

t(tv,) =t 2 (tv,) =2 (z), v (t,v.) = v, (:B’) : (1.7)

coni=1,....ny (t,v,) e RxT, M.
A partir de la estructura tangente candnica J de T'M, definimos el campo de tensores

J sobre R xT'M, como el tinico campo de tensores del tipo (1,1) en R xTM que bajo cada
sistema de coordenadas locales canonicas (¢, 2%, v?), tiene como expresion local

J

0 .
=— ®dr' 1.
a'UZ ® x Y ( 8)

es decir su expresion local coincide con la de la estructura tangente canénica de T'M.
Definimos el campo de vectores de Liouville C' sobre R x T'M , como el generador
infinitesimal del flujo

Rx(RxTM)— RxTM

(s,(t,vz)) = (t,e’vy). (1.9)



12 1 Preliminares

En coordenadas locales canénicas tenemos

.0
C=v—. 1.10
Clw (1.10)
Definimos el siguiente campo de tensores del tipo (1,1)

S=J-Cw®dt. (1.11)

Asi si consideramos las expresiones locales (1.8)) y (1.10)), de J y C, obtenemos

0 .

S=—0o¢ 1.12
ovt ’ (1.12)

donde % = dx* — vidt son las llamadas formas de contacto.

Definicién 1.5. Un campo de vectores £ € X(R x TM) es un SODE (dependiente del
tiempo) si

S(€) =0, idt=dt(€)=1.
La expresion local de un SODE en R x T'M es de la forma

0 . 0 . 0
= —+V =+ .
CatVer o
Se dice que una curva « : I — M es solucion del SODE ¢ si su levantamiento a
R xTM, esto es

(1.13)

all:iteIcR— (t,a(t)) eRxTM, (1.14)

es curva integral de €. En coordenadas locales a es una solucion del SODE ([1.13) si y solo
si se verifica el sistema

#(t) = f1(t, 27 (1), 47 (¢)),
donde «(t) = (x(t)) es la expresion local de «. Por lo tanto decimos que los SODEs en

R x T'M son la versién libre de coordenadas de los sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden no auténomos.

1.3. Conexiones de Ehresmann

En esta seccion vamos a introducir primero el concepto de conexiones de Ehresmann,
también llamadas conexiones no lineales, en una variedad fibrada, para mas tarde desarro-
llarlo para el caso del fibrado tangente. A partir de ahora cuando hablemos de conexiones
nos referiremos a conexiones de Ehresmann. Los contenidos de esta secciéon se pueden
encontrar en [DLR11] [GMO00].

Supongamos que tenemos una variedad fibrada 7 : E —> M y consideramos su diferen-
cial m.(e) : T.El — Tr(eyM en el punto e € E. Se define la fibra vertical al fibrado en el
punto e € E como el subespacio vectorial V. E = ker m,(e) de T.E. Definimos también

VE=JV.E,

ecF
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que es un subfibrado vectorial de T'E, al cual llamaremos fibrado o distribucién vertical.
Si tenemos coordenadas locales

(z',u®) 1<i<n 1<a<k,
en I/ adaptadas al fibrado 7, esto es verificando que

(2’ u) = (a'),

0 0
e) - (9.1'1 m(e) 77*(6) (%L) =0

)
V.(E) =< %L >

entonces se tiene que

™ (€) (aii

Luego

De esto deducimos que en V E tenemos coordenadas locales (z?, u®, u®) dadas por
w'(ve) =a'(e)  u(ve) =ut(e)  u(ve) = du(e)(ve)

para v, € V,E cT,E.
Habiendo definido lo que es la distribucion vertical a un fibrado podemos definir el
concepto de conexién en una variedad fibrada.

Definiciéon 1.6. Sea 7 : E — M una variedad fibrada y V E su distribucion vertical. De-
cimos que un subfibrado vectorial (distribucion) H de T'E' es una conexidn en la variedad
fibrada E si para todo e € E.

T.FE=H.®&V.FE, (1.15)

donde H = U, H.. A H también se le llama el fibrado o distribuciéon horizontal de la
conexion.

Dada una conexion H en w: EF — M, si X, € T.FE entonces se puede descomponer de
manera inica como

X, =vX, + hX,,

donde vX, e V,E y hX, € H,. Se deduce que una distribuciéon induce tensores
v:TE —VE h:TE — H,

que se denominan proyectores vertical y horizontal respectivamente. Supongamos que
en coordenadas locales P 9

H=<A— + B*— 1.16
< Z@xJJr 18u0‘>’ (1.16)

como V =< 9/0u® >, a partir de 1) se deduce que la matriz Ag es invertible y por lo
tanto H esta generado por

0 +D-“i>, (1.17)

H-= .
< ox’ " Oue
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para unas ciertos funciones D¢*. Por lo tanto podemos expresar X, € T, E/ con coordenadas
locales como se sigue

-0 0
X.=a'"—| +b0*—
¢ ox'tle i oule
(0 0 , 0
=a! : p— b* —a'D{)—| .
“ (axle ’8u°‘ e)+( “ Z)auae
Por lo tanto deducimos que las expresiones en coordenadas locales de h y v son
0 0 , 0 .
h = -+ D¢ dz’ = — Q (du® - D¢tdx") . 1.1
(8:BZ+ ’auo‘)®x ! 8ua®(u ! x) (1.18)

Notese que (9/0xt + Df0/0u®) es una referencia local de la distribucion H, mientras que
(du® — D&dx?) es una referencia local de la codistribucién anuladora de H, que recordemos
viene definida por

HY={a,eT/E : a,(v.)=0 Vv, e H} cT/E,

para todo e € E.

1.3.1. Conexiones de Ehresmann en el fibrado tangente

Vamos a estudiar ahora las conexiones de Ehresmann en el fibrado tangente 7 : TM —
M. Supongamos que tenemos una conexion en 7'M con proyecciones horizontal h y vertical
v. En T'M tenemos definida de manera natural la estructura tangente canoénica J = 9/0v' ®
dx', que verifica que V =V (T M) = ker J = Im J, por lo tanto se tiene que

Jh=J hJ=0 Jv=0 oJ=J.
Si definimos el tensor I' = h — v, tenemos que va a verificar las igualdades
JUr=J rJj=-J. (1.19)

Reciprocamente si tenemos un tensor I' del tipo (1,1) en T'M verificando (1.19) este va a
definir una conexién en el fibrado tangente con proyecciones

1 1
hzi([TM"'F) ’UZQ(ITM—F),

a partir de las cuales podemos recuperar las distribuciones vertical y horizontal como
V =Imvy H=1Imh. Por eso se define:

Definiciéon 1.7. Una conexion en el fibrado tangente es un tensor I" del tipo (1,1) en T M,
verificando (|1.19).

Observacion 1.8. Esta caracterizaciéon de las conexiones en el fibrado tangente fue intro-
ducida por J. Grifone en |Gri72].
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A continuacion obtendremos la expresion local de I'. Se verifica que

F(aii) :F(‘](aii)) i ‘J(aii) i _aii'

Por otro lado si I'(9/dx) = AJ0/029 + B! dvi, entonces
0 0 0 0 o) .0
- =] ) =Jr|—|=JA— BJ—.):AJ.—,
ov’ (8%’) (ax’) ( 0 7wl PO
de lo que se deduce que Ag = 5{ . Por lo tanto si definimos —2F§ = Bf , se obtiene que
0 0 0
F = T 2F'] —_—
(axi) oxt Lovi’

de lo que se deduce que su expresion en coordenadas locales es

o ;0 L0

Las funciones Fg son de clase infinito en su dominio de definicion TU c T'M (siendo U
abierto de M), y se las llama las componentes de Christoffel de la conexion. A partir

de la expresion (1.20]) y de (1.18]) se deduce que
0

h=H,®dz' =—— eV, 1.21
T ) 507 ( )
donde recordemos
0 e,
H,L' = - ]_
oxt L OvI (1.22)

VI = dv’ + Tda?

son referencias locales de H y HO.
Consideremos ahora la proyecciéon canodnica del fibrado tangente 7 : TM — M, su
diferencial en un punto w, € T'M induce un isomorfismo de espacios vectoriales

T (Wa )iy, * Huy € T, TM — T, M
Esto permite definir el levantamiento horizontal de un vector v, € T, M a w, como

(Vo ), = (7 (Ws) gy, )7 (02) (1.23)

De manera natural definimos el levantamiento horizontal de un campo de vectores
X € X(M) como el campo de vectores X € X(T'M) definido por

X =(X,)I.
En coordenadas locales si X = X?0/0x", entonces

. N, %X
XH :XZHi :XZ (— —F]—) .
Ozt " OvI

Vamos ahora a definir un concepto muy importante asociado a una conexién no lineal.



16 1 Preliminares

Definicién 1.9. La tensién de una conexiéon I' en T'M es el campo de tensores del tipo
(1,1) en T'M dado por

H- %ECI‘, (1.24)
donde C' es el campo de vectores de Liouville y £ denota la derivada de Lie.
Se tiene entonces que
1
para X € X(T'M). Ademas como
1 1 1 1
Ech = ‘CC’ (_(ITM + F)) = _EC'ITM + —[,C'F = —Ecr,
2 2 2 2
se deduce que
H(X)=Lch(X)=[C,hX]-h[C, X].
De (1.4) y (1.21)) se obtiene que

H= (T} —u'frgk)% ®dz’, (1.25)

donde T, = 9T/ /ov*.
Observacion 1.10. De manera analoga se prueba que
H-= —[,cU .
Definiciéon 1.11. Una conexion I es lineal si su tension H se anula.

En coordenadas locales, si I' es lineal se verifica, en virtud de (1.25]), que
I (z,v) = 0", (7).
Notese que las funciones ng no dependen de v, hecho que se puede deducir con un simple
calculo.
Derivada covariante

Primero consideramos el isomorfismo de espacios vectoriales inducido por el levanta-
miento vertical de vectores tangentes a M a T'M, esto es

2eT,M — 2% €V, cT,(TM)
donde w € T,,M. Denotamos por ¢,, : V,, — T, M su inversa, que en coordenadas locales

viene dado por
( )
v 8Ui w 8I7’

T

Entonces definimos:
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Definicion 1.12. Dada una conexiéon I' en el fibrado tangente, se define la derivada
covariante del campo de vectores Y € X(M) con respecto a X € X(M) como el campo de
vectores VxY € X(M) dado por

(VxY)o = 0y, (v(Ya(2) Xo)) we M, (1.26)

donde v es el proyector vertical de I', y Y, (x) : T,M — Ty, (T M) es la diferencial del
campo de vectores Y visto como aplicacién entre M y T'M.

Si en coordenadas locales X = X?0/0z' e Y = Y?0/0x!, utilizando la expresion en
coordenadas locales ([1.21]) del proyector v obtenemos que

(OY ; 0
Y=X"|—+TY Y) —. 1.27
Viy =X (S Ty ) o (1.27)
Si la conexion es lineal obtenemos que la expresion anterior se transforma en
(OYT -\ O

Proposicion 1.13. La derivada covariante satisface las siguientes propiedades:
1. VX1+X2YZVX1Y+VX2Y X17X27Y€%(M)
2. VixY = fuxY X, YeX(M), feC>(M).

3. (VxY), solo depende del valor de X en z y de los valores de Y en un entorno de
reM.

Si ademas la conexidn es lineal se tiene:
4. Vx(Y1+Y2) =VxY1+VxYs X Y, YoeX(M)
5 Vx(fY)=(XNHY +f(VxY) X, YeX(M), feC=(M).

Demostracion. Las tres primeras afirmaciones se siguen directamente de la definicion de
derivada covariante. Las dos tltimas se siguen de ((1.28)). O

En virtud del punto 3 de la proposicién anterior se define la derivada covariante de un
campo de vectores Y € X(M) con respecto a un vector tangente z, € T,,M como

szuY = (VXY)I s

siendo X un campo de vectores cualquiera verificando X, = z,.
Dada una curva a: R - M, entonces se dice que 0 : R - T'M es un campo de vectores
alo largo de arsi =T o0, es decir si 0 (t) € T,y M.
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Definiciéon 1.14. La derivada covariante de ¢ a lo largo de « es la curva
Vao(t) = VanY ,

donde Y es un campo de vectores cualquiera extendiendo a ¢ en un entorno de t, es decir
verificando que para un cierto € > 0

Y(a(s))=0(s) Vse(t—et+e).
Decimos que o es paralelo a lo largo de « si su derivada covariante se anula, es decir
Vao =0.
Definimos entonces:

Definicién 1.15. Dada una curva a : R — M, decimos que a es un camino de la
conexion I' si & es paralelo a lo largo de «, esto es si

Ve =0.
Si la conexion es lineal a los caminos se los llama geodésicas.

Por definicion de derivada covariante (1.26]), una curva es un camino de I' si
Vac(t) = Vam)Y = da (v(Ye(a(t)) a(t))) = 0.
Por otro lado se tiene que
Ya(a(®)a() = Ya(a(®) o au(t) 2| = (Vo)) 2| = an(t) 2| = (),
dtlt dtlt dtlt
por lo tanto, como ¢4 ;) es un isomorfismo, tenemos que « es un camino de I' si y solo si

v(a(t)) =0,

es decir si @(t) € H donde recordemos H era la distribucion horizontal de la conexion.
Por otro lado partiendo de la expresion en coordenadas locales de la derivada covariante

(1.27) obtenemos que para a(t) = (2°(t))

7ai() = (2] < (o0, 2] ) 221 ) 2

dt?
Se deduce entonces :
Proposicion 1.16. « es camino de I si y solo si verifica el siguiente sistema de ecuaciones
ordinarias de segundo orden

a(t)

d*xt ; dal ,
peal +T% (x(t) ‘ ) o t—() 1<i<n, (1.29)
que cuando I' es lineal se transforma en
>z’ dxF
t =0 1<i<
2z |, + Tin(a( )) ol i<n,

que coinciden con las ecuaciones usuales de las geodésicas.
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Conexiones y SODEs

En esta secciéon, vamos a asociar a todo SODE I'" una conexién I'¢, que no va a ser

necesariamente lineal, y viceversa, esto es asociar a cada conexiéon I' un SODE &r.
Sea I' una conexion en TM y £ € X(T M) un SODE arbitrario. Definimos & € X(T'M)
como

&r=h(¢),

y comprobamos que es un SODE, puesto que
Jér=Jh(§) =JE=C.

Ademas si £ es otro SODE, entonces h(§) = h({'), ya que £ — &' es un campo de vectores
vertical y por lo tanto

h(§-¢") =h(&) -h()=0.
Esto implica que la conexion I' define un SODE &1 de manera tinica a través de su proyeccion

horizontal, de donde se deduce ademas que el SODE &1 es un campo de vectores horizontal.
A partir de la expresion local ((1.21)) de h , se obtiene que

(2 _rﬂ._,) , 1.30
Sr=v (8x’ tovI ( )
si ademas la conexién es lineal entonces
) ) .0
o i kT
ér=w py v Fik_&vj :

Proposicion 1.17. Las soluciones o : R — M del SODE &1 coinciden con los caminos de
la conexion I'.

Demostracion. Si escribimos las ecuaciones de las soluciones del SODE ([1.30]) asociado a
r

d?xd  dat
ez hdt’
vemos que coinciden con las ecuaciones (1.29)) de los caminos de T'. O]

Sea £ un SODE, consideramos el tensor I'c = —L¢J, es decir el tensor del tipo (1,1)
dado por
Pe(X) = -LJ(X) = J[E, X] - [¢, JX],

donde X € X(TM).
Proposicién 1.18. El tensor I's define una conexion en 7M.

Demostracion. Lo tnico que tenemos que comprobar es que se cumplen las igualdades
(1.19). Para cualquier SODE &', se verifica que

JE,IX]=-JX
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para todo campo de vectores X € X(T'M), dicha comprobacion se puede hacer en coorde-
nadas locales sin ninguna dificultad. Por lo tanto

JTe(X) = J2[¢, X] - J[&, JX] = —J[£,TX] = JX

1.31
LeJ(X) = J[6, JX] - [€,°X] = J[6, JX] = I X | (131
de lo que se deduce que se cumplen las igualdades (|1.19)). ]

Por lo tanto todo SODE define una conexién en T'M. En coordenadas locales si € viene
dado por (1.5]), entonces

ON_ gre 09 e 7 04 0F (O o 0,_ 0 0f 9
Le (Gﬂ) =J1& axi] £ J@x"] - Ori J(@vj) £ avi] - oxt " vt Ovi
J\ _ o dfi o, 9
Ff(avi)_J( ort  Ovi dvi’ vt

y por lo tanto obtenemos que la expresién en coordenadas locales de I'¢ es

(9 af 0 e

Usando ([1.20) vemos que los simbolos de Christoffel de la conexion son

10fi

| I
(Te); 5 By

(1.33)

Dado un SODE &, si consideramos su conexiéon asociada I'¢, uno esperaria que el SODE
asociado a I'¢ fuese el proprio £, sin embargo esto no se da en general como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.19. Consideremos el SODE

;0
f_vaxi

, 0
+ fi(r)=— e X(TR") = X(R*"),
ov’
entonces los simbolos de Christoffel de la conexion son (I'¢ )f =0, y la conexiéon que induce

es lineal. Tenemos entonces segun ((1.30) que el SODE asociado a la conexion es

0
oxt’

frg =0
que es distinto de &.

La siguiente proposicion estable la relacion entre el SODE £ | que determina la conexion
I'¢, y el SODE que se obtiene a partir de ella r,.
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Proposicién 1.20. Sea { un SODE y I's = —L¢J su conexion asociada. Entonces el SODE
asociado a I'¢ es

fr =€+ 26,
donde
¢ =[C¢]-¢. (1.34)

Demostracion. Primero vamos a ver que £* es un campo de vectores vertical, y que por lo
tanto &r, es un SODE. Como C es vertical tenemos que J[C,{] = C, y por lo tanto

Je = J[C.E]-JE=C-C =0,

es decir £* es campo de vectores vertical. Por otro lado tenemos que si &r, es el SODE
asociado a la conexion I'

6, = h = 3 (Irag + T = (€4 T€) = (6 (Le)e)

= (€~ 16,.76)+ JIE.€) = S (€~ [€,C]) = 5(6+ [C.c)) =

A
O]

Observacion 1.21. Al campo de vectores £* se le llama desviacion del SODE &. Decimos
que £ es un SODE cuadratico si su desviacion se anula, es decir si £* = 0. En coordenadas
locales tenemos que

Of \ 0
e = -2f") —.
¢ (U ovd / ) o'
Es decir un SODE es cuadratico si y solo si
af
S =2f". 1.35
LAY (1.35)
Esto ocurre por ejemplo si fi(z,v) = v*vi f{ (x) con f; = fi.
Proposicién 1.22. Si § es un SODE cuadratico, entonces I'c = —~L¢J es una conexion
lineal.

Demostracion. Se acaba de ver que £ es cuadratico si y solo si se verifica ([1.35]). Tenemos
que comprobar que la tension H se anula. Utilizando la expresion en coordenadas locales
(1.25) de H y el hecho de que (T¢)! = —1/29f1/dvt, se llega a que

J 247 .
SR L/ L

-~ .
2\ v ovk vt
a partir de ([1.35)), derivando se deduce que
afi ok 02 fi
ot Quiguk’
por lo tanto la tension se anula y la conexiéon es lineal. ]
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Torsién y curvatura

Asociados al concepto de conexiéon tenemos los conceptos de torsion fuerte y débil, y
el concepto de curvatura, que juegan un papel de vital importancia en el estudio de las
conexiones. Ambos conceptos estan basados en el concepto de torsion de Nijenhius, que
definimos a continuacion:

Definicién 1.23. Sean A, B campos de tensores del tipo (1,1) en una variedad M arbi-
traria. La torsidon de Nijenhius de A y B es el campo de tensores del tipo (1,2)

[A,B]: X(M)xX(M) — X(M),
definido como

[A,B](X,Y) =[AX,BY]+[BX,AY]+ AB[X,Y]+ BA[X,Y] - A[X, BY]

~ A[BX,Y]- B[X,AY]- B[AX,Y]. (1.36)

La torsion de Nijenhius es una operaciéon conmutativa es decir
[A,B] =[B,A],
y ademas verifica la identidad de Jacobi
[A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]]=0.

Se define la torsion de Nijenhius de A como
1
NA = §[A, A] .

Una propiedad muy conocida es que la torsion de Nijenhius de la estructura tangente
canonica J se anula, es decir N; = 0. Como consecuencia de eso se tiene que

[JX,JY]=J[X,JY]+J[JX,Y]. (1.37)

Torsion fuerte y débil

En esta seccién vamos a tratar el concepto de torsion asociada a una conexion.

Definicién 1.24. Sea I' una conexiéon en T'M con proyector horizontal h. La torsion
débil es el campo de tensores ¢ del tipo (1,2) sobre TM

t=[J,h]: X(TM)xX(TM) — X(TM). (1.38)
Es decir

HX,Y) = [JX,hY ]+ [hX,JY] = J[RX,hY ]| - h[X,JY] - h[JX,Y] (1.39)



1.3.1 Conexiones de Ehresmann en el fibrado tangente 23

Notese que t es antisimétrico. En coordenadas locales se tiene que

( ) 0 ®dx ® da’
) (1.40)
= 2( )—®d3: Adx?

La torsion débil verifica la siguiente propiedad.

Proposicion 1.25. La conexion I' proviene de un SODE si y solo si su torsion débil ¢ se
anula.

Demostracion. El hecho de que las conexiones provenientes de SODEs tienen torsion débil

nula se deduce de y . Para el reciproco nos remitimos a [GMO00]. O
A partir del concepto de torsion débil definimos:

Definiciéon 1.26. La torsion fuerte 7' de la conexion I' es el campo de tensores de tipo
(1,1) sobre TM dado por
T=t"-H, (1.41)

donde 0 es la contraccion por & de ¢, siendo £ un SODE arbitrario en T M, es decir
0 =ict =t(&,-).

Observacion 1.27. En la definicién viene implicito que t° = i¢t no depende del SODE ¢
escogido. En efecto se tiene que si £ = v! 9/dxt + f10/0v?, usando (1.40|) obtenemos que

ark  arky g .
0_ J
t (aw Sy ) 5 © d? (1.42)

que no depende de las funciones f? y por lo tanto es independiente del SODE escogido.

Usando (|1.25)) v (1.42)) concluimos que

k
T= ( L Fk)i@)da:ﬂ (1.43)

ovJ ovk
Se dice que la conexion es libre de torsion si T' = 0.

Proposicion 1.28. Se verifica

E+T%=0
Demostracion. Se tiene que
Jor? 0
0 _ ,J k
T° =v ( Doi Fj)(%k"

De la expresion local ((1.30) de & obtenemos que

, . ork 0
* Tk _ g J

de donde se deduce el resultado. O]
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El siguiente resultado expresa una importante relaciéon que existe entre t y 7T

Proposicion 1.29. Si la torsion fuerte se anula entonces la torsion débil también se anula,
es decir si 7" =0 entonces ¢ = 0.

Demostracion. Supongamos T = 0 entonces por ((1.43)) sabemos que
za_rf =Tk
ovI 7

En virtud de la igualdad anterior, derivando Ff con respecto a v* obtenemos las relaciones

ork  ark | 92r%

— = — L 4y ——
ovt vl ovtovi
ork ork ook

L= — U — .
vl ot Ovi vt

Si ahora le restamos a la segunda ecuacion la primera obtenemos
ory ory ory ork  (ort Orj
dvi i vl dvi \ v dvi

de donde se deduce que

ork  ory
i vt
lo cual implica por (1.40) que ¢ = 0. ]

Para el caso lineal las torsiones débil y fuerte se transforman en

o

i 9 i
T=v (P;?j—rﬁ)w@dxﬂ,

donde Ffj = Ff](:v) Entonces en el caso lineal, si una se anula la otra también. En este caso
definimos el tensor de torsion T en M, como el campo de tensores del tipo (1,2) en M

T:X(M)xX(M) — X(M),

dado por
T(X,Y), = o (t(XT,YH))) weT,M, veM. (1.44)

Notese que en ([1.44]) estamos suponiendo que la definicion no depende del w € T, M esco-
gido. En efecto si X = X0/0x! ¢ Y =Y'0/0z* tenemos que
i j 0
(XY M) = X (@)Y (@) (T () - Thi(@) 53]

y por lo tanto

u(HCC, V), = XY ) (P ) - T ) 2

que no depende del w € T, M escogido.

)
x
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Observacion 1.30. Si la conexién no fuese lineal la expresion anterior dependeria del w €
T, M escogido y por lo tanto no se podria definir el tensor de torsion T en M.

Proposiciéon 1.31. Se tiene que
T(X,Y)=VxY -VyX-[X,Y] (1.45)

Demostracion. Si usamos la expresion en coordenadas locales (1.28)) de VxY y que

Xy - (X.aya _Yl.axa) 9

ox? oxt ) OxJ
se deduce inmediatamente (|1.45|). O]

Observacion 1.32. Notese que el tensor de torsion definido aqui coincide con el tensor de
torsion clasico definido por una conexion lineal en M, véase [KN63].

Curvatura

A continuacion introducimos el concepto de curvatura.

Definicion 1.33. Sea I' una conexién en T'M con proyector horizontal h, definimos su
curvatura como el campo de tensores de tipo (1,2) en TM dado por

R=-N, - —%[h, h]: X(TM) x X(TM) — X(TM), (1.46)

donde [, -] es la torsion de Nijenhius Es decir
R(X,Y) = ~[hX,hY]+h[hX,Y]+h[X,hY] - h[X,Y]

A partir de la la definicién se ve claramente que la curvatura es un tensor antisimétrico.
Se comprueba con facilidad que

R(X,Y) = —v[hX,hY]. (1.47)

La expresion anterior es importante por que expresa que R es la obstruccion a la integra-
bilidad de R, es decir:

Proposicion 1.34. Sea I' una conexién en T'M con distribucién horizontal H. Entonces
se tiene que H es integrable si y solo si R = 0.

Demostracion. Por el teorema de Frobenius, H es integrable si y solo si para cada par de
campos de vectores X,Y € Secc(H), se tiene que [X,Y] € Secc(H ), donde Secc(H) son las
secciones del fibrado vectorial H — T'M. Por lo tanto el resultado se sigue de (1.47). O
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En coordenadas locales se tiene que

R= (H(Th) - H(T%)) 2 @ d' © da’
’ vt (1.48)
1 k k9 i ; .
=5 (H; (%) - Hy(I'¥)) 5or @ dvt adal,

donde H; viene dado por (|1.22).
Las siguientes identidades son faciles de probar usando la identidad de Jacobi y la
conmutatividad de la torsion de Nijenhius

[J7 R] = [hvt] [h7 R] =0,

y son conocidas como las identidades de Bianchi para conexiones no lineales.
Si la conexion es lineal se tiene

R= v (H(T%) = (1)) oo 9ot @ i (1.49)

Definimos para el caso lineal, el tensor de curvatura R en M como el campo de tensores
R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M)
del tipo (1,3) en M dado por
R.(X,Y,Z) = ¢z, (R(X",Y)z,).
Proposicion 1.35. Se verifica que
R(X,Y,Z)=VxVyZ -VyVxZ -VixyZ -

La demostracion se puede ver en ([DLR11]).

Observacion 1.36. Por lo tanto tenemos que el tensor de curvatura en M coincide con el
tensor de curvatura clasico definido por una conexion lineal en M, véase [KNG3|.



Capitulo 2

El problema inverso de la mecanica
lagrangiana en R"

El objetivo de este capitulo es dar una introducciéon intuitiva al problema inverso, en
el contexto més sencillo posible, es decir en el espacio euclideo R”.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden, que surge de manera natural en el marco del calculo de variaciones como
una caracterizacion de los extremales del principio variacional de Hamilton. El problema
inverso de la mecanica lagrangiana consiste en determinar cuando un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden explicito

it = f(t,x, 1) 1<i<n,

esta caracterizado porque sus soluciones sean extremales del principio variacional de Ha-
milton para un cierto lagrangiano L, es decir que sus soluciones coincidan con las soluciones
de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L.

2.1. Las ecuaciones de Euler-Lagrange y el calculo de
variaciones

Consideremos una funciéon
L:RxTR" =z R R,

que llamaremos funcién lagrangiana. Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L =
L(t,z, ) son el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

dy (0L . oL . .
Sl (G @ .a) - 57 (ta@.a(0) =0 1<j<n. 2.1)
cuyas soluciones son curvas t € [ - (x(t)) € R?, siendo I un intervalo real. Si desarrollamos
los términos, obtenemos que el sistema anterior se transforma en :

PL ., L, L 0L
D0 o

T oriori " otow 0w

27
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es decir el sistema (2.1]) se puede reescribir como
gij (t,x(t),2(1)) Z(t) + by (t,z(t), 2(t))=0 1<j<n, (2.2)
donde g;;, hj, son funciones en R?"*! dadas por

5L oL oL oL
- _ L= : S (L i 1<1.9 . 2.
95 = g T 5o T om0t ow shysn (23)

Si el Lagrangiano es regular, esto si la matriz hessiana con respecto a las velocidades

0L
(5555 ) (2.4)
ox'0xI
es no singular en todo punto, entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden escribir
de manera inmediata como

it = fi(t,z, ) 1<i<n, (2.5)

donde f?=-g7h;, siendo (¢*/) la matriz inversa de (g;;).

Por el bien conocido teorema de Picard-Lindel6f sabemos que dada una condicion inicial
sobre la funciéon z y su derivada & existe solucion local tnica
tel — (x(t)) e R™ del sistema de ecuaciones ordinarias (2.5)).

Principio variacional de Hamilton

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener a partir de un principio variacional
que vamos a describir a continuacion.

Definicién 2.1. Sean ty,t; € R con ty < t;. Denotemos por D el conjunto de curvas de
clase 2
a [to,tl] cR— Rn,

tales que a(tg) = xg y a(ty) = x1. Sea L : R?"! - R un lagrangiano, se define la acciéon
integral
A:D->R

asociada a L por
Ala]= [ YL a(t), (1)) dt.
0
donde ¢ es la derivada de « con respecto a t.
Definiciéon 2.2. Sea a € D, diremos que
a: (=€) x[to,t1] — R",
de clase 2 y con € > 0, es una variacién de « si:

1. ag=a,
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2. as €D, para todo s € (—¢€,€),
siendo a; = a(s, ).

Definiciéon 2.3. Una curva « € D es un extremal de A si para cada variacion oy se verifica

d

0A[as] = —

L] ds

El problema variacional, asociado a un lagrangiano L, consiste en encontrar los extre-
males de la accién integral A.

A continuacion caracterizamos los extremales de la acciéon del lagrangiano como solu-
ciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Proposicion 2.4. Sea L :R?"*! - R un lagrangiano y « € D. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. « es un extremal del problema variacional asociado a L.
2. « verifica las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
— | - — =0, i=1,....n. 2.6
dt(a:;cz) owi 0 Tl (2:6)

Demostracion. Sea a(t) = (zi(t)) una variacion de «, entonces tenemos que d,(t) =
(zi(t),zi(t)), donde #i(t)) = d/dtxi(t). Durante la demostracion vamos a utilizar la no-
tacion p

5= —
ds

s=0 .
Se tiene que

5[] :5/; L(t, as(t)) dt = ft:l SL(t, a(t)) dt
oL

_/to Ozt l(ta(t)) () + 0zt (t,a(1)) £.(t)
t QL : oL N
= : ozt (t)dt : Szt (¢
[to Oxt(t,a(t)) Tty dt+ Ozt (t,a(t)) 7 )to
hod) (0L .
B [to EL (0x’i (t,c’y(t))) oz (t) dt.

Como zi(tg), x%(t1) son constantes para todo s, se tiene que

OL N
A oxt(t
Oz (t,a(t)) ()

=0,

to

y por lo tanto

dy (0L
A

o OL
5 Afas] = f 5 (t ( . ey e
Alas] to () ortlta))y dtle\ ozt

dt. 2.7
(t,d(t)))) 27)
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Por lo tanto si se cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange a es un extremal. Ahora
supongamos que « es un extremal. Si variamos las funciones

o(t)

de manera diferenciable, respetando siempre que «, siga siendo variacion de «, se seguira
cumpliendo que d.A[a,] = 0. Utilizando (2.7) concluimos que se cumplen las ecuaciones de
Euler-Lagrange. ]

2.2. El problema inverso

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden del
tipo
i = fi(t,x, i) 1<i<n, (2.8)

con fi:R?"*1 — R diferenciable.
El problema inverso o problema de los multiplicadores consiste en hallar un
lagrangiano
L: R2n+l —~R

regular tal que el sistema (2.8)), se pueda escribir como las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Recordamos que las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

oL .. 0L ., 0*L 0L

oioii” T orow " T om0 O (2.9)

Denotamos por g¢;; = 0?L/0t47, matriz que llamaremos matriz de multiplicadores. Se
tiene entonces que para un lagrangiano regular las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden
reescribir como

0?L ., 0L 0L
- — " - —+—,

Oxkoii otors — Oxd
donde g% es la matriz inversa de g;;. Lo que se quiere es que el sistema (2.8)) coincida con

(2.9), y esto ocurre si y solo si

fi- ij( 0L o 0L . 8L)
"9\ 0rk0i " T toa 0w

Es decir, dado el sistema ([2.8)), el problema inverso consiste en encontrar un lagrangiano
L = L(t,z,2) regular tal que

0L 0’L .. 0L

J

ot 0wior T Ox

para 1 <i<n, donde g;; = 0?L/0%'d7.
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La manera correcta de interpretar un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden del tipo (2.8) a nivel geométrico, es como el campo de vectores

o ., 0 ; 0
&= &” oxt +/ ozt
es decir un SODE. A partir de ahora, llamaremos a (2.11)) SODE asociado al sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden ([2.§]).

A continuacién introducimos una notacién que nos permitird simplificar la condicion
(2.10]).

Definicion 2.5. Sea K : R?"*! — R y £ € X(R?"*!) el SODE asociado al sistema ((2.8]).

Definimos las funciones

e X(R*™1), (2.11)

0K\ 0K
AK = ( .)— - 1<i<n. 2.12
FE\ i) e e (212)
Si desarrollamos la expresion anterior, obtenemos que
PK .. .. PK PK 0K
AF = ——fl+il —— - — —— 1<i< 2.13
= pwor! Y pwion T oo o sren (2.13)

De ([2.10)) se deduce :

Proposicion 2.6. El problema inverso para el sistema (2.8), es equivalente a encontrar
un lagrangiano L = L(t,z, 1) tal que

AF =0 1<i<n, (2.14)
donde recordemos AL viene definido en (2.12).

Recordemos que una forma diferencial o € A"(M) en una variedad diferenciable M es
cerrada si da = 0, y es exacta si existe § € A™1(M) tal que df = a. El lema de Poincaré
relaciona ambos conceptos en el caso de M = R”.

Teorema 2.7. (Lema de Poincaré).Toda forma o € A"(R™) con n > 0 es exacta, es
decir que existe € A""Y(M) tal que df = «.

Demostracion. Ver [War7l, MT97]. O

La siguiente proposicion, basada en el lema de Poincaré, nos sera de utilidad en varias
ocasiones:

Proposiciéon 2.8. Dada una matriz de funciones g = (g;;(t,z, %)), existe un lagrangiano
L=L(t,x,7) tal que

_ 0°L
99" o
si y solo si
9ij = Yji 9y _ O 1<i,j,k<n. (2.15)

otk 01J
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Demostracion. Suponemos que se cumple , definimos las 1-formas o; (&) = ¢;;(&)di7,
donde consideramos que las funciones g;; dependen tnicamente de @ dejando t y x fijos.
Se tiene entonces que

_ 0gij
Ok
luego da; = 0 si y solo si 0g;; /0% = 0gi /037, Por el Lema de Poincaré , sabemos que
existen h; = h;(&) definidas en R, tales que dh; = a; es decir tal que 0h;/047 = g;;. De hecho
podemos calcular explicitamente ciertas h; verificando que dh; = «; , estas son

doy di® A dit,

. 1
hl(tax7$) = xjf gz‘j(t,QJ,Si’)dS,
0

de donde se deduce que h; va ser diferenciable también con respecto a las variables t y
x. De manera analoga consideramos la 1-forma a(z) = h;(#)di(%), tendremos que sera
exacta si y solo si

Oh; Oh;

S =9 =305 = 7. -

ol ox?
Luego existira L tal que dL(%) = h(%), ademés podemos obtener cierta L de la manera
siguiente

) 1 o 1 1
L(t,x,z) =1 / hi(t,z,72)dr = '3’ f [ gi;j (t,x, Ts¥)dsdr
0 0o Jo

Por la expresion anterior vemos que L también va a ser diferenciable con respecto a las
variables ¢t y = y ademas se tiene que 0?L/0%70%* = Oh;[037 = g¢;5, luego L es la funcion
deseada. El reciproco es directo. O

Observacion 2.9. Noétese que si K = K(t,z,%) verifica que g;; = 0?K /041047, entonces
L(t,x,3) = K(t,x,3) + A;(t,2)i" + C(t, x)
también, para cualesquiera funciones A;, C.

Solucién del problema inverso para el caso n =1

Cuando f es analitica, se tiene que el problema inverso asociado a
= f(t,z, 1) (2.16)

tiene siempre respuesta positiva, es decir siempre existe un lagrangiano L = L(¢,x, %) tal
que el la ecuacion (2.16)) es equivalente a la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a L

d

EL(%“@(W@D) - Z—i’@,x(t),w)) -0,

Veamoslo, sea
E=—+i—+f— (2.17)
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el SODE asociado a (2.16)). Sea K = K(t,x,4) una funciéon arbitraria, y g = 92K /0i2. Se
deduce luego a partir de (2.13)) y (2.17) que
. PK L K 0K
.I' pa—
otor ~ 0x0r  Ox’

A =gf

y por lo tanto
OAE  Og of 0g Og. af
— =7 +q—+ —+—I = + 09—
o " ai oz o Tae 99
Entonces se tiene que dAX /07 solo depende de g. Si igualamos (2.18) a 0, obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales que tiene como incognita g
Oy, 0f 0y O, _

ol gt o =0, (2.19)

Enunciamos ahora el clasico teorema de Cauchy-Kowaleska:

(2.18)

Teorema 2.10. (Teorema de Cauchy-Kowaleska). Consideremos el sistema de ecua-
ctones en deriwadas parciales

OzH 0z
= ¥z, 2, —), 2.20

oxm (.2, GW) (2:20)
conl<i<n-1,1<pu<m, z=(z',....2"), z=(2',...,2™) y las funciones ®* analiticas
en un entorno de (0, A%, AY"). Dadas funciones analiticas f* = fr(x!,... 2™ ) tales que

afr
1(0) = AP | o= Ar
14(0) =
entonces existe una unica solucion analitica z = F(x!',... x") de en un entorno del
0 € R™ tal que
L G e 1) I (e G e

Demostracion. Véase [Joh82]. O

Aplicando el teorema de Cauchy-Kowaleska al sistema , obtenemos que al menos
localmente siempre existe una funciéon ¢ analitica satisfaciendo , de hecho existen
infinitas una para cada condicion inicial. Si solo se le hubiese exigido a la funcién f ser
diferenciable ( es decir de clase infinito) entonces no tendriamos asegurado que la ecuaciéon
tenga solucion. De hecho en [Lew57| se prueba la existencia de sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales regulares pero sin solucion.

Por la Proposicién [2.8] para dicha funcién g existe una funcion K = K(t,z,&) tal
que g = 02K /042 y por lo tanto, por el razonamiento que se acaba de hacer se tiene que
OAE [01 =0, es decir

A (t,z, 1) = C(t,z),

para cierta funcion C diferenciable. Escogemos V =V (t,z) tal que

C=—%.
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Luego se deduce que si tomamos
L=K-V,

obtenemos que

AMoak g oos Yy
ox

y por lo tanto L es una solucién del problema inverso.
Observacion 2.11. En la préactica la ecuacion en derivadas parciales (2.19)) puede ser redu-

cida a una sistema maés facil de la siguiente manera. Tomamos g = ¢ siendo G = G(¢, x, 1),
entonces para K tal que g = 92K /04?2

=t L =@+ L),

por lo tanto se tiene que (2.19)) se transforma en

af oG, 9f G oG

R i P Tl T

que también tiene siempre soluciéon analitica G y de la que se puede recuperar una soluciéon

g de la ecuacion original (2.19) haciendo simplemente g = €©.

Ejemplo 2.12. (El oscilador armoénico).Consideremos la ecuacion clésica del oscilador
armonico
T =-kx,

cuyo SODE asociado es £ = 9/0t + £ 0/0x — kx 0/0z. La funciéon G = 0 nos da una soluciéon
de la ecuacién en derivadas parciales

8f oG (9G kx%—o.

$(G) T ot 8:E 0t

Toméndose g = e“ =1, tenemos que K =1/23? verifica 0? K /02? = g. Calculamos ahora
AE = —kx

por lo tanto si se coge V' = kz?, se tiene que 0V /dz = —AK y por lo tanto el lagrangiano
buscado es

L.
L=K-V-= ixz—kxz,
que es el lagrangiano clésico del oscilador arménico es decir energia cinética menos potencial

Ejemplo 2.13. (El oscilador armoénico amortiguado). Se considera la ecuacion del
oscilador armoénico con un término de amortiguamiento

r=-kxr-bx,
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En este caso

g .0 .\ 0
§_a+x%—(k’x+bx)%,

y tenemos que una soluciéon par la ecuacion

of
G)+ ===
£@)+ 5
viene dada por G = bt. Tomamos luego g = e y K = 1/212eb llegamos a que
A = bk,

Deducimos entonces que el lagrangiano buscado es

1
L= ebt(§jc2 - ka?).

2.3. Condiciones de Helmholtz

En esta seccion vamos a exponer las condiciones de Helmholtz, que caracterizan cuando
hay solucion al problema inverso para el sistema ({2.8]).
Primero, definimos las funciones

é__(8]‘“)_ af’ 18]” ofF
oI Oxd 4 0ik On

<i,j<n. (2.21)

Mas adelante en el capitulo 3 daremos significado geométrico a dichas funciones.
Teorema 2.14. (Condiciones de Helmholtz) Consideremos el SODE

o ., 0 .0
=—+i'—+f'—
¢ ot ox’ / o’
asociado a (@ Entonces dado x € M, existe un entorno U de x y un lagrangiano L :
R x U xR" - R regular solucion al problema inverso si y solo si, existe un entorno W
de x y una matriz de funciones g = (g;;(t,z,&)) , con dominio de definicion R x W x R",
simétrica no degenerada verificando las condiciones de Helmholtz:

H1 g®=(g2) (& gan®)=gu®}),

1 afk 1 of*

H2  &(9i) + S 55 + 59mp7 =0 1<ij<n,
0gi;  0gix o
H3 2k = D 1<i,5,k<n.

A las condiciones Hy, Hy, H3 se las llama condiciones de Helmholtz.
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Dichas condiciones fueron obtenidas primeramente por Helmholtz en [Hel87] como
condiciones necesarias para la soluciéon del problema inverso. Posteriormente A.Mayer en
[May96| probo la suficiencia, con técnicas que no trataremos aqui. En este trabajo obten-
dremos dichas condiciones siguiendo el razonamiento que hizo Douglas en [Dou4l], usando
las identidades del siguiente lema:

Lema 2.15. (Douglas 1941) Sea K = K(t,z,2) una funcion arbitraria y & = 0/0t +
i 00+ f10]0it € X(X?*1) el SODE asociado al sistema ([2.8). Se tiene que si definimos
las funciones
1 ofF 1 ofk
Nij = €(9i) + 5955 + 590k 57
mg; = gzk(p;C - g]k(piC s
siendo g;; = 0K [0%137, entonces se verifican las siguientes igualdades:
1 {OANE  OAE
— —Z + ‘J. = Aij
ors 0zt

ONE OAF OANE  OAEY 1( ofF of*
2 - —L | - L = A+ Ay | -y
Ori Oz oxi  oit AW o’
Demostracion. Se tiene a partir de que
ONS Ogi y,  OfF  0*K ., 0gi; OJgy 0K
oii = 0! T9%9i " owion T o T ot 0won 599
_5( “)+ Aafk+( 02K ~ 82K) ( )
SN T 9k S T\ widi  0aioa
y por lo tanto
1 aAK oA ofFk ofk
5( O 8:UZ ) £(gij) + (gzka ; gjk%) = Ay
de donde obtenemos el punto 1. A partir de ([2.22)) se deduce que
OAK OA) 1 ofF 1 afk K K 0
9 " i) 2% e 29w T dwar  dwon
Si le aplicamos & obtenemos
OAK OATY 1 f* of* ofF
5( 557 Dai ) =3 ( (gzk) gzki( ) —5(%0%
gkt ( 9t )) * towor " orrowor ) ow
PK x  OK w095k _

T otorior " 0rkorioi O
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Ahora calculamos
OA® _ D9
Oxi  Oxd

de donde deducimos que

off . K PBK PEK

k . —_—
P gng 5t e ow T arioir  dwion

8AZK _ 8AJK _ agzkf ag]k fk afk o af*
oxI ori  Ox’ Ik i oxi 9ik oxt (2.24)
PBPK PK e  OK x  OK

T 02i0t0i  Oxiotdii | 0w0rh0 . Dwi0rkdil
Tenemos luego que si a (2.24)) le restamos (2.23]) obtenemos que
OAK  OAF 1 (8A{( 8Af) o oft ofk

oz 0w 2°\ 9w~ i ‘g““a TRl

- = (€ (gm) + giré (afk) 3 (gjk) — ik (afk ))

(2.25)
) ofk ofk dfk ofk
—gik(ﬁ 3 (a)) g'k(axi (5w
1 ofF
- 55(911@)% + ég(gjk)%
Por definicion de A;;, se tiene que
1 aofr 1 9Of
f(gik) =Ny — 591’7@ - 591@7% )
de donde se obtiene la igualdad
1 8 (9fk 1. 9ff 1 ofrofk
~5t g "M T 1% ai o
k k k k
1 8f78f A 8f 1 9frof 1 ofrof (2.26)

T4 i 0ar T2 s T 19 9ak 9ai 49 94 0
Lot 1o ofoft 1y oft 1 0f off
PR I L F T M PR RO P
Si ahora aplicamos (2.26)) en obtenemos

ONE  OAK (aAK 8AK): (Lﬁ——f(afk 1 afvafk)

oxi axi 2%\ 9 o gw@@
ok Off. 1 9faft\ 1, aff 1, oft
- i (% 5656 19557 557 )~ 3 MG * 5 MG
1, aff 1, OfF i s 1. Off 1 aft
g g TP ot = gl + ol

de donde se obtiene la igualdad 2. ]
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Demostracion. (Prueba del teorema

Antes de nada nétese que la igualdad H2 es equivalente a A;; = 0 y la igualdad H1 a
m;; = 0. Supongamos que L es solucion del problema inverso, tomamos g;; = 0?L/03°047,
por lo tanto es evidente que se verifica H3. Ademas se tiene entonces que AX = 0 y por
lo tanto en virtud del lema se tiene que \;; = 0y m;; = 0, por lo que se cumplen las
condiciones H1 y H2.

Supongamos ahora que se cumplen las condiciones de Helmholtz, entonces como g es
simétrica y 0g;;/0t* = 0g;,/07 se tiene en virtud de la proposicion que existe una
funcion diferenciable K = K (t,z, ) tal que g;; = 02K /04'047. Por otro lado a partir de la
igualdad 1 del lema sabemos que

ONE 6A§<
— ==
oxi Ot ’

y por lo tanto
K
PPNE O%A; ~ O*AE _ 0*AF

R I s O YA S R Y
de lo que se deduce que 9?AX [0i*0ij = 0, es decir que

AF(t,z, @) = Ay (t,2)i? + Bi(t, z), (2.27)

donde ademés se tiene que A;; = —Aj;. Ahora a partir de la igualdad 2 del lema

sabemos que

OAI OAF 1 (aAf O )

oxi  Oxt 2>\ 03 0t
que usando ([2.27)) se transforma en
: - — — " - ——= — —£(24;;) = -
R i S M L G D T
" (8Aik _0Aj 8142-]-) . 0B; 0B, _o
oxd  Ox*  Oxk oxi Ozt
Esto solo puede ocurrir si
0Ay,  0Aj,  0A;;
b Ok _ _ 2.2
oxd  Oxt  Oxk 0 (228)
0Ay; 0B; 0B;
S oo =0 (2.29)

Definimos la 1-forma « = Z A;jdx" nda’ donde consideramos que A;; solo como funcion de
i>7
z. Tenemos entonces que

da = Z

i>5>k

(814” B 8141],3 + aA]k

i j k
5k 5 o )dac ANdx? A dx
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luego tenemos en virtud de (2.28)), tenemos que « es cerrada y por el lema de Poincaré es
exacta, por lo tanto existen D; = D;(t, x) diferenciables tales que A;; = 0D;/0x7 - 0D;[0x".
Entonces si definimos C; = -0D; /0t + B;, la igualdad ([2.29)) se transforma en

o, _9C;
ori  oxt

lo cual implica por el lema de Poincaré que existe V' = V(t,z) tal que -0V /dz' = C;.
Tenemos entonces que

. oD; 0D;
K _ 4 o 7 _ J
AK = Ayji7 + B, = ( 5 o

(aDi 8Dj) j oD; oV
= - — o -
ord  oxt ot ozt

. 0D;
5.J Lyt
)x +(C; + g )

Por lo tanto si definimos L = K — D;z* — V llegamos a que

AF = AK - (AP 4 AY)

oD, (0D, 0D.\ OV
_AK [ L 50 v J | _
A ( o (axj axi) axi)

Y

y por lo tanto L es soluciéon del problema inverso para &. O

Las condiciones de Helmholtz nos dan una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de un lagrangiano solucion del problema inverso. Ademas en la demostracion del
teorema que acabamos de hacer viene implicito como construir dicho lagrangiano a
partir de una matriz g verificando las condiciones de Helmholtz. Los pasos para construir
dicho L son los siguientes:

PASO 1 Encontrar g = (g;; = (t,z, %)) simétrica no degenerada verificando las condiciones
de Helmholtz.

P?K
0xtoz
PASO 3 Calcular AX y encontrar funciones D; = D;(t,x) y V = V(¢,z) verificando que

D;i'+V
AT = AK

PASO 2 Encontrar una funcion K = K(t,z, &) verificando que g;; =

PASO 4 El lagrangiano deseado es L = K — D7 - V.

Aunque pueda parecer facil lo cierto es que el paso 1 conlleva una dificultad importante
pues las condiciones de Helmholtz, vistas como ecuaciones sobre la variable g = (g;;) son
un sistema mixto de ecuaciones algebraicas y ecuaciones en derivadas parciales lineales,
que es en general un problema muy dificil de resolver. Sin embargo esto no quita que no
se puedan estudiar en casos particulares con éxito.
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Ejemplo 2.16. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden dado por por

=y
y=-x.
Se tiene que el SODE asociado al sistema es

€—Q+i‘£+'g+ g_xg
"ot Yor Yoy Yor Toy

1 0
gij = 0 -1

verifica las condiciones de Helmholtz. Definimos K = 1/2(4? - §2?), cuya matriz hessiana
con respecto a las velocidades coincide con g. Tenemos que

Es facil comprobar que la matriz

A=y AR =2

?

luego definimos V' = —xy. Tenemos entonces que el lagrangiano deseado es

1
L:K—V=§($2+y'2)+xy.



Capitulo 3

La geometria del problema inverso, caso
autonomo

El objetivo de este capitulo es llegar a una formulacion libre de coordenadas de las con-
diciones de Helmholtz. En principio vamos a centrarnos en el problema inverso auténomo,
es decir cuando el sistema es de la forma

it=fi(r,2) 1<i<n,

y en el capitulo [4 recuperaremos los resultados para el caso dependiente del tiempo. Por
lo tanto vamos a considerar que el sistema de ecuaciones esta definido sobre una varie-
dad diferenciable general M, es decir consideramos un SODE arbitrario & € X(TM). En
coordenadas locales

i 0 i 0
g_vaxi+f8vi'

El problema inverso local consiste en averiguar si dado un punto x € M existe un
entorno U de z, y una funcién lagrangiana L : TU — R, tal que localmente las soluciones
de £ verifiquen las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. En este caso diremos que
el SODE ¢ es localmente lagrangiano o localmente variacional. Los contenidos y
resultados de este capitulo se encuentran en [MCS93bl, [DLRIT) [GMOQ].

(3.1)

3.1. Secciones a lo largo de aplicaciones. Campos de ten-
sores a lo largo de la proyeccién del fibrado tangente

En esta seccion se introduce el concepto de secciones a lo largo de aplicaciones. Como
referencias basicas ponemos [MCS92], [MCS93al.

Sea m: F —> M un fibrado y f: N — M una aplicacion diferenciable. Consideremos
el pullback del fibrado mediante f, es decir el fibrado

fimif'E— N,

41
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donde
f"E=Nxy E={(n,e)e NxE: f(n)=mn(e)},

y f*m(n,e) =n. Consideremos el diagrama conmutativo

f*E—L5E (3.2)

o

N—— M,

donde p es la proyecciéon natural. La propiedad fundamental del pullback del fibrado dice
que dadas un par de aplicaciones diferenciables h: A - E'y g: A —» N, tales que moh = fog,
entonces existe una tunica aplicacién [: A - f*E haciendo conmutativo el diagrama

h

TN

A-Lspp 2L F

el
g f

N——M,

es decir haciendo que pol=hy f*mol=g. Dicha [ viene dada por I(a) = (g(a), h(e)).

Definicion 3.1. Una secciéon del E a lo largo de f es una secciéon del fibrado f*m: f*E —
N.

Consideremos el diagrama conmutativo (3.2)). A partir de una seccion 7 : N - f*E de
f*m, se puede definir la aplicacion

o=poo: N —FE,

que verifica que moo = f. Reciprocamente, supongamos ahora que tenemos una aplicacion
diferenciable o : N — E verificando que 7o o = f. Consideramos las aplicaciones

c:N—F Iy: N — N,

que claramente verifican que mo o = f o 1. Entonces por la propiedad fundamental del
pullback existe una tinica G : N — M haciendo conmutativo el diagrama

g

TN

N-Zsfn—L3FE

Sy
1n f

N——M,

es decir existe una tnica & verificando que poG =0 y f*m o7 = 1. Entonces es evidente
que & es una seccion de f*m.
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Deducimos por lo tanto que toda seccion de f*m se puede obtener a partir de una
aplicacion diferenciable o : N — F haciendo conmutativo el diagrama

E

A

N—— M,

y viceversa. De ahora en adelante cuando hablemos de secciones a lo largo de f nos referi-
remos a estas tltimas.

Proposicion 3.2. Cuando 7: E - M es un fibrado vectorial, las secciones de F a lo largo
de f forman un C*(N)-moédulo.

Demostracion. Sean 01,09 : N — E verificando que moo; = mooy = fy g € C°(N).
Tenemos que o1(n),02(n) € 771(f(n)) que es un espacio vectorial, y por lo tanto tiene
sentido la suma y el producto por escalares. Definimos entonces o = o1 + goy como

a(n) = o1(n) +g(n)oz(n),

que claramente es una seccion de F a lo largo de f. ]

Campos de tensores a lo largo de la proyecciéon del fibrado tangente

En general, vamos a considerar que f es la proyeccion del fibrado tangente 7: TM — M,
y E algtn fibrado tensorial sobre M. Es decir vamos a tener que E = T3 (M) donde Ty (M)
es el espacio de tensores dado por
P g

TP(M)=TM®..@TM®TM"®...0 TM".

Se denotaran entonces por 7 (7) a las secciones de a lo largo de 7 de Ty (M). Los casos
més sencillos son cuando E =T (M) =TM o E=TY(M) =T*M, es decir cuando E es el
fibrado tangente o cotangente. Denotaremos entonces por X(7) y por A!(7) a las secciones
a lo largo de 7 de T'"M y de T* M respectivamente, es decir

X(r)={X:TM —TM : 70X =7} 53

A(r)={a:TM —T*M : mroa=1}, (33)
siendo 7 : T*M — M la proyeccion del fibrado cotangente. Llamaremos a X(7) campos
de vectores a lo largo de 7 y a Al(7) 1-formas a lo largo de 7. En coordenadas locales
(z') tenemos que los campos de vectores y 1-formas a lo largo de la proyeccion del fibrado
tangente se expresan como

X (z,v) =Xi(x,v)%|x a(x,v) = ai(x,v)dz'(x) .
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En general no nos vamos a limitar a estos dos tltimos casos, si no que vamos a trabajar
con campos de tensores a lo largo de 7 més complicados. Concretamente nos interesan
los casos TH(7) vy T2(7) que van a ser claves en la reformulacion de las condiciones de
Helmholtz que estamos buscando. Tendremos que las expresiones locales de T € T'(7) y

S e TX(7) son del tipo
T(x,v) = T;(a:,v)ai| ®dr/(x) S(z,v)=S;(z,v)dz'(x) ® da!(x).
ol

También podemos considerar E =T (M), donde recordamos

T: (M) =pD1y(M)
p=0 g=0
es el fibrado tensorial global sobre M. Entonces obtenemos el espacio de secciones de
E =T:(M) a lo largo de 7, que denotaremos por 7 (7). En general hemos visto que
posee estructura de C* (7'M )-mo6dulo, por lo tanto de manera inducida tiene estructura
de R-modulo. Tenemos ademas que T (7) va a poseer estructura de R-algebra dada por el
producto tensor
[T ® S](vg) = T(vg) ® S(vg) s

con v, € T,M. Llamaremos entonces a 7 (7) el algebra tensorial de M a lo largo de 7.
La razéon por la que se introduce dicha algebra es porque vamos a estar especialmente
interesados en sus derivaciones.

Al igual que los elementos de T (M) pueden ser vistos como operadores C*(M)-
multilineales en X(M), los elementos de 7(7) se pueden interpretar como operadores
C>(TM)-multilineales en X(M). Esto se debe al hecho de que han sido definidos como
secciones de un cierto fibrado sobre C>=(7'M), el fibrado pullback. Dicho hecho nos servira
mas adelante para comprobar que cierta aplicacién es realmente un tensor.

Derivaciones de 7 (7)

Recordemos que las derivaciones de un k-algebra, con k cuerpo, son las aplicaciones
k-lineales que cumplen la regla del producto de Leibniz. Por lo tanto tenemos la siguiente
definicion:

Definicion 3.3. Una derivacion D del R-algebra 7(7) es una aplicacion
D:T(r)—->T(7), tal que

1. D(aT+S)=aDT+ DS (linealidad),
2. D(TeS)=DTe®S+T®DS (regla de Leibniz),

para T,S € T(7), a € R. Tenemos que ademés la derivacion D sera de grado cero si lleva
tensores de tipo (p,q) en tensores de tipo (p,q), es decir si D(77 (7)) c T (7).
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Se tiene que las derivaciones de 7 (7) son operadores locales, es decir que si dos campos
de tensores T,S € T(7) coinciden en un entorno de un punto z € M entonces DT'(x) =
DS(z). Esto permite definir la accion de una derivacion D de T (7) sobre un campo de
tensores a lo largo de 7 definido localmente en un entorno TU c T M. Se prueba entonces
con facilidad:

Proposicion 3.4. Una derivacion D queda determinada por su accion en C*(T'M), X(1)
y AY(7).

Demostracion. Sean Dy y Dy derivaciones cuya accion coincide en C*°(T'M), X(7) y AY(7).
Para probar el resultado bastara ver que D = D;—Ds es cero. Sea x € M y (U, x*) un entorno
coordenado de x, como D es un operador local bastara ver que

DIK!'"'"—@®... ,
( Ji---Jq @x“ ® ® a$1p

@dr''®...®dr’") =0,

para toda eleccién de funciones (K;l;:), lo cual se sigue de la regla de Leibniz y del hecho
de que D se anula en C*(TM), X(7) y A'(7). O

Se dice ademas que una derivacion D de grado 0 es autoadjunta si se verifica que
D(a(X))=D(a)X +aD(X), (3.4)

para X € X(7), a € Al(7). Se tiene entonces trivialmente que en las derivaciones auto-
adjuntas, la accion en A'(7) queda determinada por la accion en C*(TM) y X(7). Es
decir una derivacion autoadjunta queda determinada por su accién en funciones y cam-
pos de vectores. Como consecuencia de las consideraciones anteriores tenemos el siguiente
resultado:

Corolario 3.5. Una aplicacion D : C>(TM) & X(7) - T (1) verificando las propiedades
1, 2 de la definicion [3.3, y que ademds lleva funciones en funciones y campos de vectores
en campos de vectores, induce una derivacion D autoadjunta en T (7). Ademds vendrd
determinada por la expresion

[DT](a,...;a?, X, ..., X,) =D(T(a?,...,a”, X ..., X,))

Tt ...,0”, X, ...,DX;,..., X
; (s, 0P Xy .. . Xq) (3.5)

TeTl (1), Xi,...,X,€X(7) yal,...,aP e A}(7).
Demostracion. Basta comprobar que la expresion anterior define una derivacion. O

Observacion 3.6. Notese que la condicion de autoadjuncion es fundamental a la hora de
obtener la expresion (3.5)).
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Observacion 3.7. Dado un tensor T' € T'(7), si definimos su accion sobre f € C=(TM)
como T'(f) =0, entonces T' define una derivacion de T (7).

A continuacién vamos a recordar lo que es la contraccion de un tensor, que nos va a ser
util méas adelante. Sea V' espacio vectorial real y T € T} (V'), donde recordemos

p q

nWV)y=vVe..eVelV'e. V"

es el espacio de los tensores sobre V' p-contravariantes y g-covariantes. Tenemos entonces
que
T=0®...00,00 ®...0a, (3.6)

con vy,...v, € Vyal,...,a? e V*. Sean r,s tales que 1 <r <py 1< s <g, definimos
entonces la contracion de T' en los indices (7, s) como el tensor C3(7T') € Tf__ll(V), dado por

Ci(T)=a*(v)1®..00,6...00,00' 6. 000...0a7,

donde ~ indica omision del susodicho término. Se comprueba facilmente que C3(7") no
depende del representante escogido (3.6) de T', y que por lo tanto define una aplicacion

Ce:TH(V) — TE(V),

que ademas va a ser un homomorfismo de espacios vectoriales. Dicha operaciéon se puede
extender de manera natural a campos de tensores a lo largo de 7 como

Cs:TP(r) — TFH(7)
T - CT),

para 1 <r<p, 1<s<q,y donde [C3(T)](v,) = C3(T(v,)) para v, € T M.
La introduccion del concepto de contracciéon viene motivada por el siguiente resultado

Proposicion 3.8. Las derivaciones autoadjuntas de 7(7) conmutan con cualquier con-
traccion. Ademés se cumple el reciproco, es decir si conmuta con cualquier contraccion,
entonces la derivacion es autoadjunta.

Demostracion. Sea T € T/ (1), y 1 <r <p, 1 < s < ¢, tenemos que ver que D(C:T) =
C:(DT). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que r = s = 1, y por lo tanto C2 = C1.
Recordemos que D(C:T")(v,) solo depende del valor de C:T en un entorno 7'U abierto de
v, entonces podemos escribir localmente

T=X;9850a'eW,
con X, € X(7irvr),at € AN(mirp), S € T (rrw) y W e 721 (7rv)- Luego tenemos que

D(C®T) = D(aX(X1)S ® W) = D(a}(X1))S ® W + ol (X,)D(S @ W).
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Por otro lado

C3(DT)=C:(DX,®S®a'eW+ X, @ DS®a' @ W
+X19S®@Da'eW+X,®@S®a'®@ DW)
=[a"(DX)) + Dot (X1)]S e W
+a (X)) [DSe®W +S e DW]
=D(a'(X1))SeW +a'(X;)D(Se W),

de donde se deduce la igualdad. El reciproco es evidente. ]

Otra operaciéon que va conmutar con las derivaciones autoadjuntas es la transposicion.
La transposicion de un tensor g € 7,°(7) se define como el tensor g* dado por

gt(va) :g(Y7X)7

para X,Y € X(7). Por lo tanto tenemos en virtud de la expresion (3.5) que para una
derivacion D autoadjunta de 7 (7), tenemos que

[D(gNNX,Y) = D(g(Y, X)) - g(DY, X) - g(Y, DX) = [Dg](Y, X)

_ [Dg{(X.Y). (37)

De hecho la propiedad anterior no solo sirve para la transposiciéon de un tensor de tipo
(0,2), si no que se puede deducir una propiedad anéloga para tensores covariantes de
cualquier orden, esto es si

T(X1,.. . Xy) = T(Xoys- - Xot)) (3.8)
para T' € 72(7) y o una permutacion cualquiera de {1,...,q}, entonces se verifica
[DT)(X1, ..., X,) = [DT)(Xorys- - Xot) (3.9)

para cualquier D derivacion autoadjunta. Por definicion un tensor es simétrico si se verifica
(3.8) para toda permutacion o, entonces deducimos que la derivacion autoadjunta de un
tensor simétrico es simétrico.

Isomorfismos inducidos por los levantamientos horizontales y ver-
ticales

Los levantamientos verticales de vectores tangentes a M, inducen un isomorfismo na-
tural de modulos entre los campos de vectores verticales en T'M y campos de vectores a lo
largo de 7

X(r) — xXV(TM), (3.10)

dado por
(X )0, = (X )y (3.11)
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En coordenadas locales si X (z,v) = X?(x,v) d/0x'(z), entonces

XV(z,v) in(x,v)% (3.12)

Vg

Recordamos que dada una conexion I' en 7'M, entonces en (|1.23)) tenemos definido un
levantamiento horizontal de vectores tangentes a M. Se tiene entonces que dicho levanta-
miento induce un isomorfismo moédulos

X(1) — Sec(H) c X(TM)
X - X",

donde recordemos Secc(H) son las secciones del fibrado H, dado por
XH(U:E) = (X(Ux))sz )

donde recordemos Secc(H ) son las secciones del fibrado H — T'M. En coordenadas locales
si X (x,v) = X¥(x,v)0/0x(x), entonces

0
or’

;0

(z,v) - z%

X (2,v) = Xi(x,v)(

) 3.13
» 319
Denotaremos de ahora en adelante por

oy XV(TM) — X(7) ¢y : Secc(H) — X(71),

a los isomorfismos inversos del levantamiento vertical y horizontal respectivamente.

Campos de tensores semibasicos en T'M

Vamos a considerar ahora campos de tensores en T'M. Concretamente vamos a consi-
derar un tipo especial de campos de tensores que llamamos semibésicos. Dichos campos de
tensores van a identificarse con los campos de tensores a lo largo de una aplicacion, y por
lo tanto vamos a poder identificar indistintamente unos con otros.

Definicién 3.9. Sea T' e T(T'M) un tensor en T'M. Recordemos que T' puede identificarse
con un operador C* (7'M )-multilineal
q p
T:X(TM)x...xX(TM) — X(TM)®...®X(TM)
(X1,....X,) S T(Xy,. . X)) e e T(X1,..., X,),

donde p,q € {0,1,...}. Se dice entonces que T es semibasico si:

1. T(Xy,...,X,) =0 siempre que algin X; sea vertical, es decir X; e XV (T M),
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2. Ti( Xy, .., Xy),s o, Tp(Xy, ..., X)) € XV(T M), es decir que todos los campos T; (X7, .. .

sean verticales.

En coordenadas locales los campos de tensores semibasicos son del tipo

i1yiy O
T=T"""% ®...®

T 1 dg 81}“ avip RATN ® ... Q@ dxle. (314)

Los campos de tensores semibésicos forman un subélgebra, que denotaremos por Tg, (T M),
de T(TM). Sea ¢y : XV (TM) — X(7) el isomorfismo inverso al levantamiento vertical
(3.10) entre campos de vectores a lo largo de 7, y campos de vectores verticales en T'M.
Tenemos entonces el isomorfismo de C* (7'M )-mo6dulos

Ta(TM) = T (r)
T - T,
dada por
T(v)(wl, ce ,U)q) = ¢V(T1(U)(W1, ceey Wq)) ®..., ®¢V(Tp(v)(Wl, ce ,Wq)) ,
donde los vectores W; € T, T M se proyectan en w; € T.M, es decir 7,(v)(W;) = w;. La
condiciéon 1 de la definiciéon implica que T esta bien definido, pues la diferencia de dos

vectores que proyectan en w; es vertical. En coordenadas locales tenemos que si la expresion
local de T' € T (T M) es (3.14) entonces

T(x,v) = T;ll]flp (z,v) ®...®

0 . .
. —| ®dr’ (z)®...®drMi(x).
oxi g oxr g
Esta identificacién nos permite considerar tensores semibéasicos de T'M como tensores
en M alo largo de 7. En concreto podemos considerar el campo de vectores de Liouville o
la estructura tangente canoénica a lo largo de 7, cuyas expresiones en coordenadas locales
son
0 - 0
J =

oxt oxt ®dr'.

C =

Observacion 3.10. Como tanto .J y C son objetos canénicos de TM, tenemos que J y C
van a ser tensores a lo largo de 7 canodnicos, es decir no dependen de elementos externos
al espacio de tensores 177 (M) total.

También tenemos, asociados a una conexion I' en el fibrado tangente, ciertos tensores
semibasicos : la tension (1.24)), la torsion débil ((1.38)) y fuerte (1.41]), y la curvatura ([1.46]).
A partir de sus expresiones en coordenadas locales ((1.25)), (1.40), (1.43)), (1.46])), se deduce
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que:
— . or ) ‘
— J _ .k ) _ 7
H(z,v) =[T(z,v) -v Dk (z,v) 57 | ® dz'(x)
- k ork . .
t(x,v) = GF? (z,v) - =2 (x,v) 0 ® dx'(x) ® da’ (x)
ovd ov’ Ok la
o ) (3.15)
o _|,i%% Tk j
T(x,v)=1{v 50 (z,v) =T (z,v) prl ® dx’(z)
— ork  grk ork ork 0 . .
— J i l (2 I ) J % J
R(x,v) 5 " i I ( 50 ) I 5 )) (z,v) e |:C ® dx'(x) ® da?(z).

3.2. Las condiciones de Helmholtz en forma implicita

Esta secciéon va a constar de tres partes. En la primera introducimos el endomorfismo de
Jacobi y la derivada covariante dindmica, en la segunda las derivadas covariantes horizontal
y vertical, y en la tercera vemos la forma implicita de las condiciones de Helmholtz.

3.2.1. El endomorfismo de Jacobi y la derivada covariante
dinamica
Sea £ € X(T'M) SODE, y I's su conexiéon asociada. Sea X € X(7), consideremos el
campo de vectores [, XH] e X(TM), que como es un campo de vectores en T'M, se puede

escribir de manera tinica como suma de campos de vectores de las distribuciones vertical
V' y horizontal H asociadas a la conexion I'¢

(€, X™] = h[&, XT] +u[€, XT].

Para X € X(7) definimos ®X como el tnico campo de vectores a largo de 7: TM — M

tal que
(2X)" = v[¢, XM],

donde estamos usando que el levantamiento vertical induce un isomorfismo (3.10)) entre
campos de vectores verticales en T'M y campos de vectores a lo largo de 7.
Por lo tanto ® va a ser una aplicacién

O:X(1) — X(7).

Proposicion 3.11. ® es un morfismo de C* (7'M )-modulos y por lo tanto define un campo
de tensores del tipo (1,1) a largo de 7.

Demostracion. Por la R-linealidad del proyector v y del levantamiento horizontal, y la
R-bilinealidad del corchete de Lie, que

(X +Y)=dX + DY .
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Por otro lado para f e C*(TM) y X € X(7), se tiene que (fX)H = fXH y por lo tanto

(fX)Y =&, FXT] = u(fI€, XT]+E(F)XT) = fo([€, XT]) = fO(X)V,
puesto que v X = 0. Luego se deduce que ®(fX) = fO(X). O

A @ se le llama endomorfismo de Jacobi o alternativamente tensor de Douglas.
Dicho endomorfismo nos da mucha informaciéon sobre £ y va a estar estrechamente relacio-
nado con el problema inverso.

Analogamente, para cada X € X(7) se define VX € X(7), como el tinico campo de
vectores a lo largo de 7 verificando que

(vX)"=h([6, X"]).

Tenemos entonces que VX y ®X son los tGnicos campos de vectores a lo largo de 7
verificando que
(€. X" = (vX)" + (2X)".

La aplicacion

V:X(r) — X(7)

es, al igual que ®, R-lineal, pero no va a definir un tensor ya que no va a ser C*° (7'M )-lineal,
es decir no va a "sacar fuera” las funciones f € C*(TM). A pesar de esto va a verificar una
propiedad muy importante, una especie de regla de Leibniz:

Proposicion 3.12. Se verifica que
V(fX)=fvX+£(f)X, (3.16)
para cada f €C®(TM) y cada X € X(7).

Demostracion. Tenemos que como hXH = XH  se tiene que

(VX)) =h[E (fX) ] = h(fI€ X +E())XT) = fALE X+ E(f)hXT
= VX" +E(NXT = (VX +e(HX)T,

de donde se deduce ([3.16]).
O

Por lo tanto si definimos la accion de V sobre C*(T'M) como V(f) =£(f), entonces en
virtud del corolario (3.5)), V se extiende de manera tnica a una derivacion autoadjunta de
T (7). Llamaremos a esa derivacion

v:T(r) > T(7),

la derivada covariante dinamica.
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En coordenadas locales si

X(z,v) = Xi(x,v)aa.
HAREY

£ =

tenemos que
0
XH X ( _( f)za ]) :

Entonces se deduce utilizando las propiedades de ® y V que

9 fz

®X = X0 (~€((T))) - 95 - ST} ) o

VX = (60X + XA, f

(3.17)

Por lo tanto, la expresion en coordenadas locales de ® es

8]“

USHUS AT

©-(-¢(a) -5 ot

Observacion 3.13. Notese que si desarrollamos @ en términos de f, es decir si usamos que
(Fg)é =-1/20f/0vI, obtenemos que

@:(%g(af")_afi 18f’8f’“)d$ i 0 (3.18)

ovi )  Oxi 4 0vk ovI ox’
Por lo tanto las componentes del endomorfismo de Jacobi son

é_(6’]‘”) ~ of _lﬁfi ofF
ovJ oxi 4 0vk Ovi’

que coinciden con las componentes de la matriz introducida en (2.21]) que utilizabamos
para enunciar la primera condicion de Helmholtz vista en [2.14] De hecho si para un tensor
g del tipo (0,2) a lo largo de 7 definimos ® 1 g como

[ 1g](X,Y) = g(2(X),Y),
que es un tensor de tipo (0,2) a lo largo de 7, deducimos que en coordenadas locales
® g =g (3.19)

Es decir, podemos enunciar la condiciéon de Helmholtz H1 como que el tensor ® g sea
simétrico. Tenemos por lo tanto que:

Exigir que ® 1 g sea simétrico, es la version libre de coordenadas de la condicion del
Helmholtz H1.
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Observacion 3.14. Considérese un tensor g del tipo (0,2) a lo largo de 7, y le aplicamos la
derivacion V, entonces en virtud de (3.5)) se verifica que
con X,Y € X(7)

. En coordenadas locales
Vo(X,Y) = XY (&(g9i5) — gri (Te)s = gin(Te)T) -

Como (I'¢)} = ~1/20f/0vi, obtenemos que

R 1 ofF 1 ofF
Vg(X,Y)= XYY (f(gij) o9kt 59”“%) '

Por lo tanto, en coordenadas locales la condiciéon Vg = 0 se escribe como

1 ofF 1 af’“_
f(gz’j) + 591@@ + Egzk% =0, (320)

que coincide con la condicion H2 de Helmholtz vista en [2.14] Tenemos por lo tanto:

La condicion Vg = 0 es la version libre de coordenadas de la condicion de Helmholtz

H2.

3.2.2. Las derivadas covariantes horizontal y vertical

En esta seccién vamos a realizar una construcciéon similar al de la seccion anterior. Con-
sideremos X,Y € X(7), definimos DY, Dy X € X(7) como los tinicos campos de vectores
a lo largo de 7: T'M — M tales que

(X", Y] = (DEY)Y - (DY X ) (3.21)
y por lo tanto definen aplicaciones
DH DV : X(7) x X(1) — X(7).
Proposicion 3.15. Se verifican las siguientes propiedades
1. DJIZ[XHXZY:ngleLDgQY D}/X1+X2Y:fD}/(1Y+D)‘§2Y
2. DI(Y1+Y2) = DEY;, + DY, DY(Y1+Y2)=DYY:+ DYYs
3. DY(fY) = fDRY + XH(f)Y  DX(fY)=fDYY + XV(f)Y

para f ECDO(TM)7 X17X27Y'17}/27X>Y € %(T)
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Demostracion. Los dos primeros puntos se prueban con facilidad. El ultimo punto se sigue
de las igualdades
(DX(fY)" = o[ X" fYV]=o(fIX" Y ]+ XT(f)YY)
XYV + XYY = (fDRY + X7 ())Y)V
—RLfYH XY = —h(fIYTXV]+ XV (YT
RV XY+ XV (YT = (fDXY + XV(/HY)T.

(DxY)"

La propiedad 3, junto al corolario indica que si definimos
DY(f)=X"(f) Dx(f)=X"(f).

para f € C=(TM), entonces D¥ y DY se pueden extender de manera tnica a derivacio-
nes autoadjuntas de 7(7), que llamaremos derivada covariante horizontal y vertical
respecto a X

DY DY :T(1) — T(1).

Supongamos que en coordenadas locales

X (z,v) in(x,v)%L Y (z,v) =Y (z,v)

Y

0
6$i x

entonces utilizando las propiedades que acabamos de probar se ve que

i ' Ny O
DY = X'(Y*(Te)), + Hi(YJ))%

i 3.22)
- (55) |
donde H; = 90/0x" - (I'¢)% 0/0vk, es una referencia local de H y (Te)l. = (Te)] Jowk
Cuando tenemos un tensor g € 7,”(7) obtenemos que
(DYg)(V, 2) = XV (g(Y, 2)) - (DY, Z) - (X, D Z) (3.23)
para XY, Z € X(7). Se deduce facilmente que en coordenadas locales
D¥%g=X"(gi;)dz’ ® da’ (3.24)
donde g = ¢;jdz’ ® dx/ .Podemos entonces definir las operaciones
D", DV TP(7) — T (7)
dadas por
(DYW)(aur,. .y, Xoy ooy Xy) = [D}éo](ozl, cen 0, Xy, Xy)
(DEW) (o, ... 0, Xo, -, Xg) = [D)I?O](al, cey 0, Xy, X))
De se deduce que para g € T(7), la expresion local de DV g es
DVg= %dxk ®dr' ® da’ . (3.25)

© Ouk
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Observacion 3.16. Si suponemos que el tensor g es simétrico entonces, se deduce facilmente
a partir de (3.25) que DV g es simétrico si y solo si

0gij _ OGik

ovk  ovi’

lo cual coincide con la condiciéon de Helmholtz H3 vista en 2.14l Por lo tanto:

Exigir que DV g sea simétrico es la version libre de coordenadas de la condicion de
Helmholtz H3.

Equivalentemente tenemos que la condiciéon DY g simétrico, se puede expresar en tér-
minos de la derivacion vertical DY, como

Dxg(Y,Z)=Dyg(X,Z), (3.26)

para todo X,Y, Z € X(7), donde hemos usado que una derivacién autoadjunta de un tensor
simétrico es un tensor simétrico.

3.2.3. Las condiciones de Helmholtz en forma implicita

En esta seccion se recogen las condiciones de Helmholtz (2.14)), obtenidas en las secciones
anteriores, en su forma geométrica o implicita, es decir de manera independiente de las
coordenadas. Ademés se van a realizar algunos célculos para derivar nuevas condiciones
necesarias para la soluciéon del problema inverso. En tltimo lugar se expondra brevemente
el analisis de Douglas del problema inverso para el caso 2-dimensional.

Las condiciones de Helmholtz implicitas ya se han presentado por separado en las
observaciones (3.13)), (3.14) y (3.16). Lo que se hace ahora es presentarlas todas juntas y
obtener asi un punto de vista global del problema inverso.

Se tiene entonces que el problema inverso, consiste en encontrar un tensor g simétrico
2-covariante no degenerado a lo largo de 7: T'M — M tal que:

H1 & g es simétrico,
H2 vg=0,
H3 DVg es simétrico,

que son las condiciones de Helmholtz en su forma implicita, es decir libre de coordenadas.
Ademas se tiene que el lagrangiano L y g estéan relacionados por

g=D"DVL.
Estas condiciones son locales no globales, en el siguiente sentido:

Proposicion 3.17. Sea M variedad de dimensiéon n, & un SODE en TM, y g en las
condiciones anteriores. Entonces existe para todo punto x € M un entorno coordenado
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(U,2%) y una funciéon L: TU — R diferenciable, tal que las soluciones o : [ - U del SODE
¢ verifican las ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir

4 (8_L
dtle \ OvI

oL
- — =0 1<j53<n. 3.27
d(t)) 0xI la(t) J=an ( )

Demostracion. La demostracion es directa considerando el teorema [2.14] y las observacio-
nes (3.13)), (3.14) y (3.16]). O

Observacion 3.18. Por supuesto se puede considerar que g esta definido tinicamente en un
entorno del punto x € M en consideraciéon y el teorema sigue funcionando.

La condiciones necesarias de Sarlet

Una de las mayores dificultades para encontrar una solucién g de las condiciones de
Helmholtz, es que hace falta resolver una serie de ecuaciones en derivadas parciales. Mas
concretamente las condiciones H2 y H3, en coordenadas locales dan lugar a dos sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales sobre los coeficientes (g;;) de g. Por otro lado la condicion
H1 da un sistema sistema de ecuaciones algebraicas sobre (g;;), que suele ser mas facil de
tratar.

En [Sar82] W. Sarlet obtuvo una serie de condiciones necesarias para la existencia de
g de naturaleza algebraica. Dichas nuevas condiciones aunque no caracterizan el problema
inverso, como las condiciones de Helmholtz, suelen servir para estudiar problemas concre-
tos. Concretamente son ttiles para probar la no existencia de g. La aproximacion de Sarlet
fue en coordenadas locales mientras que en este trabajo se va a a usar una aproximacion
implicita, basada en el concepto de derivacion.

Para empezar noétese que, usando el concepto de contracciéon de un tensor, podemos
reescribir

®ug=Ci(Pe@yg),
en efecto, si en coordenadas locales ® = ®:0/0z" ® da? y g = gapdz® ® dz”, entonces
CHP ®g) = CF (P! gapd/02' ® da? ® dz* ® da”)

0 , . ) .
= d:va(T)(I);gaﬁdxj ®dz’ = P’ gipdr’ ® deP = 1g.
IZ

Utilizando ahora que la derivada covariante dindmica es una derivacién autoadjunta de
T(7), y que por lo tanto conmuta con las contracciones (corolario [3.8)) obtenemos que

V[ gl =v(Ci(2®g))=Ci(V(®@Y)) =Ci(VPRg+ D8 Vyg)
=Ci{(VP®g)=VP g,

donde se ha usado que Vg = 0. Por otro lado, en (3.7 se ha visto que las derivaciones
conmutan con la transposiciéon de tensores, de lo que se deduce

V[® gl =V[®g] = (V[P ug]) = (VO ug)'.
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Por lo tanto hemos deducido, a partir de las condiciones H1 y H2, una nueva condicion,
esta es que V® g sea simétrico. Dicho proceso se puede iterar diferenciando sucesivamente
® g con respecto a V y obteniendo una sucesion infinita

®ag, VO ug, V2 g, V3 g, ...

de tensores simétricos. Estas nuevas condiciones son ecuaciones algebraicas en la variable
gi; ¥ son maés faciles de tratar que las condiciones H2 y H3.
La siguiente proposiciéon esta motivada por las consideraciones anteriores:

Proposicion 3.19. Para un tensor 7' € 7(7) y una derivacion autoadjunta D de T (1),
se verifica que

[DT)X =D(TX)-T(DX).
Demostracion. Por la formula (3.5)), obtenemos que

[DT](e, X) = a([DT]X) = D(T(a, X)) - T(Da, X) - T(c, DX)
- D(a(TX)) - D()(TX) - a(T(DX))
= D(a)(TX) + a(D(TX)) - D(a)(TX) - a(T(DX))
- a(D(TX) - T(DX)),

de donde se deduce que [DT]|X = D(TX)-T(DX). O

A partir de la proposicion anterior se pueden ir calculando sucesivamente las derivadas
covariantes dindmicas de ®, estas son V(™ ® paran =0,1,.... Por ejemplo, en coordenadas
locales la primera derivada es

0
oxt

VP = (£(PF) + PF(Te)i, - 01 (Te)h) == @ da’ . (3.28)

La clasificacion de Douglas

En [Dou4l] J. Douglas dio una clasificacion general de los sistemas de orden 2, es decir
sistemas de la forma

&=F(x,y,,7)

) . 3.29
j=G2,y,4,9), (329)

en variacionales o no variacionales. El anélisis de Douglas es realmente complicado y pasa
por el estudio de muchos subcasos.

En [CSM+94] M. Crampim, W. Sarlet, E. Martinez, G. B. Byrnes y G. E. Prince,
analizaron el procedimiento de Douglas de manera implicita. No vamos a entrar en detalle
en dicho analisis, pero vamos a enunciar los principales casos que distingue Douglas en
nuestro lenguaje, para ver que las herramientas que hemos introducido son ttiles en casos
practicos. Douglas distingue cuatro casos principalmente
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CASO I @ es un multiplo del tensor identidad I,

CASO II v® es una combinacién lineal de ® e I,

CASO III V2® es una combinacion lineal de V&, @ e I,
CASO IV V29, v®, & e I son linealmente independientes.

En el caso I el sistema es siempre variacional, en el caso IV nunca lo es. Los casos
IT y III se dividen en varios subcasos en los cuales en algunos es variacional y en otros no.
Aunque no vamos a enunciarlos, cabe destacar que dichos subcasos se describen al igual
que los principales en términos geométricos.

3.3. El problema inverso desde el punto de vista de la
mecanica geométrica

En esta seccion vamos a analizar el problema inverso desde el punto de vista de la
mecanica geométrica. La seccion esta dividida en dos partes. En la primera se introducen
los conceptos necesarios de mecanica lagrangiana en el fibrado tangente, y en la segunda
se analiza el problema inverso desde este punto de vista.

Mecanica lagrangiana en el fibrado tangente

Con los instrumentos geométricos de T'M que hemos construido en [I.1], se puede desa-
rrollar en términos de la geometria simpléctica un formalismo natural en TM para la
mecanica lagrangiana.

Sea L : T — R un lagrangiano, se define la 1-forma lagrangiana asociada a L como

0, = J*(dL),

donde J* es la accion de la estructura tangente J sobre A'(T'M), y se define la 2-forma
lagrangiana como wy, = —df;. En coordenadas locales

2 2
05 aLd:Ei Wi, aL.dxi/\dasj+ L

T vl T 900 Dvi v

dzt A dv? .

Se tiene que si L es regular entonces wy, es una forma simpléctica, es decir una 2-forma
en T'M verificando:

1. st wr(X,Y) =0 para todo X € X(T'M), entonces Y =0,

2. wy, es exacta.
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Se tiene entonces que wy, induce un isomorfismo de C*° (7'M )-modulos
b: X(TM) — A(TM),
dado por h(X) = ixwy, donde
(ixwr)Y =wr(X,Y).

Asociado al lagrangiano L también hay una funcién importante, llamada energia la-
grangiana, dada por

E,=C(L)-L,
donde C es el campo de vectores de Liouville. En coordenadas locales
0L
Ep=v'—-1L.
L=V Byl

Se tiene entonces que si el lagrangiano es regular, existe un tnico campo de vectores
& € X(T'M) dado por
igLOJL = dEL .

Se puede probar entonces que &7, es un SODE, y que ademas sus soluciones o : R — M,
bajo un sistema de coordenadas local, verifican las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a L, es decir

d| (0L oL
—| =— - — =0, 1<j<n. 3.30
dt‘t(avﬂ d(t)) 0 la(t) ’ J=n ( )
Se le llama entonces a &7, el SODE de Euler-Lagrange asociado a L. Teniendo en cuenta
las consideraciones anteriores.

Definiciéon 3.20. Se dice que un SODE ¢ € X(T'M) es lagrangiano o variacional si £ = £,
para algin L. Se dice que £ es localmente lagrangiano o localmente variacional en el
punto x € M, si existe un entorno U de = y un lagrangiano L:TU — R, tal que

§u=¢L-

Observacion 3.21. La definicion de localmente lagrangiano coincide con la utilizada hasta
ahora.

El problema inverso

El caracter variacional de un SODE se puede expresar en términos de la derivada de
Lie.

Proposicion 3.22. Se tiene que ¢ es localmente lagrangiano si y solo si existe a € AN (T M)
cerrada no degenerada tal que
Le(J o) =a,

donde no degenerada quiere decir que d(J*a) sea simpléctica. Ademaés si 0 es cerrada, £
es globalmente lagrangiano.
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Demostracion. Por ser a cerrada, por el lema de Poincaré se sabe que existe para cada
x € M existe un entorno U de x y L € C*(TU) tal que oy = dL. Tenemos entonces que
0. = J*(a)w, y por lo tanto

EgeL = ’igd@L + di&@L = igd@L + d(QL(f)) ,
pero 0,(§) = C(L), de lo que se deduce
dL = —igwr, +dC(L),

que es equivalente a que & sea el SODE de Euler-Lagrange de L. El caso globalmente
lagrangiano es analogo. ]

En virtud de la proposiciéon anterior, el conjunto
A{(TM) ={ae A\(TM) : L(J'a)=a},

juega un papel fundamental en el problema inverso. Las formas no degeneradas cerra-
das/exactas de A%(TM ) equivalen a soluciones locales/globales del problema inverso aso-
ciado a &. Se tiene por lo tanto que el problema inverso global viene a ser en esencia un
problema de tipo cohomolégico, y por lo tanto la existencia de soluciones globales depen-
dera en gran medida de la topologia de la variedad. En coordenadas locales « € A%(T M)
se expresa como

a = a;dv’ + E(a;)dat (3.31)

ademas es no degenerada si y solo si (Oa;/0v7) es no singular.

El principal defecto de Ag(T'M) es que aunque es un R-médulo no va a ser un C=(T'M)-
modulo, debido a que L¢ es tnicamente R-lineal. Sin embargo si que va a ser un moédulo
sobre las constantes del movimiento de &, es decir sobre la funciones f € C*(T'M) tales que

Lef=6(f)=0.



Capitulo 4

La geometria del problema inverso, caso
no autonomo

En esta capitulo vamos a caracterizar los las condiciones de Helmholtz para el caso no
autéonomo en su forma implicita. Dicha caracterizacion va a ser muy similar a la del caso
autoénomo, y lo objetos geométricos utilizados para ella van a ser analogos. La diferencia
més sustancial es que, mientras que en el caso auténomo los coeficientes de la matriz de
multiplicadores (g;;) eran los coeficientes de un tensor g del tipo (0, 2) en la referencia local
(dz?), es decir g = g;;dz’ ® dz7, en este caso dichos coeficientes van a venir determinados
por las formas de contacto 6 = dx* — vidt, es decir

g = gZJQZ ® Gj .
Por lo tanto, debido a la similitud de ambas formulaciones, la estructura de esta capitulo
va a ser similar a la del anterior, por lo que muchos calculos y conceptos anédlogos seran

omitidos, intentando recalcar las diferencias entre ambos casos. La referencia principal
utilizada en este capitulo es [SVCM95].

Conexiones en R x T'M

Denotamos por p: RxTM — R x M la proyecciéon natural de RxT M en R x M, que es
claramente un fibrado. Sea V(R xT' M) la distribucion vertical, que en coordenadas locales
(t,x%,v") viene dada por

V(R x TM) :<i> :
ov?

Entonces una conexion en R x T'M ;| es una distribucion H de R x T'M complementaria
aV(RxTM), es decir tal que

T(RxTM)=V(RxTM)e H.

En coordenadas locales segtn (1.17)), se tiene que H esta generada por
0 ;0 0 ; 0

He<2 112 ri 2
o iowi'ot 9w

61
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para ciertas funciones TV (¢, z,v), T (t, z,v).

Vamos a estudiar como son los levantamientos de vectores de R x M a H. El levanta-
miento horizontal de un vector w ) a (t,v;), con w .y € T o) (Rx M) y v, € T, M, es la
imagen inversa de w ;) por el isomorfismo

P+t va)img, . Hitw) — Tty (R x M),

es decir
(W) (1) = (Pt 02) 11, 0y) T (Wia)) - (4.1)

En coordenadas locales se tiene que si w ) = T0/0t(t,x) + A'0[0x(t,x), entonces

0 -0 (0 -0
Ry :T(— L ) Al(—. V. )
(we, ))(t’”Z) at|(t,vx) 000 1 (t0,) " 0xtl(tws)  * OVI Nt we)

De manera analoga al caso auténomo, un SODE £ € X(R x T'M) define una conexion
en R x T'M dada por los proyectores horizontal y vertical

1
h = é(IRxTM_Eé'S"’é@dt)

1
U=§(IRxTM+£§S—£®dt),

donde Ir.7ar es el tensor identidad y S viene definido en . Cuando se define una
conexion a través de su proyector horizontal, lo que se quiere decir es que la distribucion
horizontal es H = I'mh. Por lo tanto, lo que hay que comprobar para ver que la distribucion
esta bien definida es: que Imh esta formado por vectores que proyectan en 0 por T'm, y que
h? = h, es decir que h sea efectivamente el proyector horizontal asociado a Imh. Ambas
cosas se pueden comprobar sin dificultad a partir de la expresion en coordenadas locales

LOf7 10f7 9 ,
J _ 7
h= ( (f 2 81}’“) ovJ ) ®di + (8x’ 2 Ovt OvJ ) ® dr

donde las funciones f? son los coeficientes no triviales del SODE &, es decir

o .0 0

£:§+U8mi+f(%i'

Se llega entonces a que los coeficientes de la conexion asociada a & son

O T (58

Campos de tensores a lo largo de la proyeccion p: RxTM - R x M

De igual manera que definfamos el algebra 7(7) de los campos de tensores a lo largo
de la proyeccion del fibrado tangente, podemos considerar el algebra T (p) de los campos
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de tensores a lo largo de p, es decir aplicaciones diferenciables 7" haciendo conmutativo el
diagrama
T:(Rx M) (4.2)
o
RxTM—2—RxM.
Existe de manera candnica un campo de vectores T a lo largo de p que se construye de

la siguiente manera: usando que T'(R x M) se identifica de manera natural con TR x T'M,
se tiene que la variedad R x TM puede ser embebida en T'(R x M) mediante la aplicacion

T:RxTM—TRxTM,

dada por

0

T(t,v,) = —‘

(t0) = (5],

con teR, v, € TM. Se tiene entonces que T es un campo de vectores a lo largo de p, cuya
expresion en coordenadas locales es

77)36)7

0 ; 0
T(t,x,v) = a|(t7x) tUe

(ta)

Una propiedad importante de T es que junto a los campos de vectores coordenados {9/dx?}
forman una referencia local de X(p), es decir X € X(p) en un entorno coordenado se escribe
de manera tnica como combinacion C* (7'M )-lineal de {T,0/dx'}, es decir

0

X(t,z,v) =T(t,z,v)T 1) +7i(t,:c,v)a .
xl

. 43
o (4.3)

Vamos a tener isomorfismos analogos al caso auténomo entre campos de vectores ver-
ticales/horizontales y campos de vectores a lo largo de p.
Definimos el levantamiento vertical

X(p) — Secc(V(RxTM)),

como
Z(‘;,’Um) - S(Z(l)(t,x, v)),

donde S viene definido en (1.11)) y Z() es el tnico campo de vectores de R x TM cuya
expresion en coordenadas locales viene dada por

0 ‘ .
ZW (¢ =T(t — Xi(t : 4.4
(t,z,v) =T( ,x,v)at (tm+ ( ,v,x)axz o)’ (4.4)
siendo
Z(t,v,x):T(t,v,x)2| X )2 (4.5)
Ot (t,z) 0x* (1)
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la expresion local de Z. Es facil comprobar que (4.4)) es invariante bajo cambios de coor-
denadas del tipo
t'=1t'(t) ' =x'(x) v =v'(x,v),

y que por lo tanto Z(1) esté bien definido.
Por otro lado el lev antamiento horizontal asociado a una conexién H

X(p) — Secc(H),

se define puntualmente a partir del levantamiento horizontal definido en (4.1]) como

[Z" )ty = (Zitiwn)) (1 -

En coordenadas locales para los levantamientos verticales y horizontales de Z € X(p), con
expresion local (4.5)), son

0 0 (0 0
ZH :T(— —F]—,) + X (— —FJ—) .

ot 20vi Oxt ' Ov
El levantamiento horizontal define un isomorfismo, pero el levantamiento vertical no, lo
cual no es satisfactorio. Para que defina un isomorfismo definimos el siguiente espacio X(p)

como el espacio de clases de equivalencia de campos de vectores a lo largo de p médulo T,
es decir Z, X € X(p) determinan la misma clase si

ZV = (X' - v"T)g
rU’L

/-Xe<T>.

Observando que TV = 0, es evidente que el levantamiento vertical induce ahora un iso-
morfismo entre X(p) y Secc(V (R x TM)). Con ambos isomorfismos en mente se deduce
entonces que dado un campo de vectores Z € X(R x TM), existen de manera tnica un
[X]eX(p) e Y eX(p) tales que

Z=[X]V+Y*T,

Si ademas exigimos que X verifique una relacion del tipo ixdt = dt(X) = f, con f cierta
funcion en RxT' M, tendremos que solo un representante de la clase verificara la propiedad
anterior. Recapitulando dado Z € X(Rx TM) y f funcién en R x T'M, existen de manera
tnica un X,Y € X(p) tales que

Z=XV+YH  ixdt=f.

Endomorfismo de Jacobi y derivadas covariante dinadmica horizontal
y vertical
Con la descomposicion anterior en mente vamos a construir, de manera anéloga al

caso autéonomo, los elementos geométricos necesarios para la expresion implicita de las
condiciones de Helmholtz.
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Dado £ € X(R x T'M) SODE, consideramos su conexion asociada que define levanta-
mientos verticales y horizontales. Entonces, para X € X(p) definimos ®X y VX como los
tnicos elementos de X(p) verificando

[&, XT]=(2X)V + (VvX)! toxdt =0.

Se tiene entonces que ® va a definir un tensor del tipo (1, 1) a lo largo de p, el cual se llama
endomorfismo de Jacobi o tensor de Douglas, cuya expresion en coordenadas locales
viene dada por

b=

(1£(afj) of wfjafk) O oo (4.6)

2°\ovi ) oxi 400k ot ) O

Por otro lado si X tiene expresion local (4.3), entonces

VX = &(T)T+ (6(X) +TiX") 4

- (4.7)

El concepto de derivacion autoadjunta de T (p) es anélogo al de T (7), y cumple propiedades
similares. En particular una derivacion autoadjunta de T (p) queda determinada por su
accion en campos de vectores y funciones y viene expresada en términos de la féormula
B3).

Se tiene entonces que si definimos la accion de V en funciones como V(f) = £(f),
entonces de manera andloga al caso auténomo, V se puede extender a una derivacion
autoadjunta de 7 (p) llamada derivada covariante dinamica, cuya acciéon en un tensor
g =gi;0" ® 67 del tipo (0,2) viene dada por

1 afc 1 of
Vg = (f(gij) * 59t 590k

2 i

)9" ® 6. (4.8)

Por dltimo, para X,Y € X(p), definimos D¥Y y Dy X como los tnicos elementos de
X(p) verificando

(X7 YV]= (DY) - (DY X)) ipuydt = X (iydt).

Entonces si

X-yT+ X2 vopTiv2L
ox’ oxt
se tiene que
DYX =YV(T)T+ (YV(X)+ Tx X)) aa .
xl

DEY = XH(Ty)T + XH(?i)% Y [X Tk + T ()5 + (Te)k)]

0

ok’

donde recordemos T}, = OT'} [dad.
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Se tiene que si definimos DY f = XV (f) y D¥ = X" (f) para una funcion
f:RxTM - R, podemos extender DY y D a derivaciones autoadjuntas de T (p). Se
deduce entonces, usando la férmula , que la accion de DY sobre un tensor del tipo
(0,2) a lo largo de 7 con expresion local g(t,x,v) = ¢;;(t,z,v)0° ® 7, viene dada por

DYg=XY(g:;)0' 0 - gi;(X 0 + X 07) @ dt .
Si definimos, de manera analoga al caso auténomo
DVg(X,Y.Z)=Dxq(Y.Z),

para X,Y, Z € X(p), se tiene que

DVg-= 87119 @0 -g;(0®0T+07®0) ®dt.
Para conseguir la condicion de Helmholtz H3 tenemos que retocar un poco DV g. Para ello
definimos el conjunto

X%p) ={X eX(p) : ixdt=0}.
Tenemos entonces que
ov¥

y por lo tanto ahora al exigir que DY gjxo(,) sea simétrico recuperamos la condiciéon de
Helmholtz H3.

DV gxo(,) = dr' ® da’ ® da* (4.9)

Condiciones de Helmholtz implicitas

A partir de las expresiones en coordenadas locales (4.6)), (4.8) v (4.9), obtenemos que
la version implicita del problema inverso dependiente del tiempo es:

Encontrar un tensor g simétrico 2-covariante no degenerado a lo largo de
p:RxTM — Rx M tal que:

H1 & g es simétrico,
H2 vg=0,
H3  DVgjxo(, es simétrico,

que son las condiciones de Helmholtz en su forma implicita, es decir libre de coordenadas.
Ademas se tiene que el lagrangiano L y g estéan relacionados por

g=D"D"L.
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Proposicion 4.1. Sea M variedad de dimension n, £ un SODE en R xT'M y g en las
condiciones anteriores. Entonces existe para todo punto x € M un entorno coordenado
(U,2%) y una funcion L : R x TU — R diferenciable, tal que las soluciones « : I - U del
SODE ¢ verifican las ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir

4 (8_L
dtle \ Ovi

oL .
_ 7= _ i< |
Oé[”(t)) Oz laltle) 0 I<js<m, (4.10)

donde recordemos alll(t) = (t,a(t)).

Demostracion. La demostracion es directa considerando el teorema y las expresiones

locales , y . ]
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