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Resumen

El objetivo de este trabajo se enmarca en el estudio de aplicaciones entre variedades
pseudo-Riemannianas desde un punto de vista geométrico. Como generalizacion de las iso-
metrias, las aplicaciones armonicas permiten estudiar importantes aspectos geométricos e
incluso topologicos. Recientemente se ha iniciado el estudio de las aplicaciones biarmoénicas,
las cuales desempenan un papel importante en el estudio de la geometria de subvariedades.

Una vez introducida una estructura matematica, la construcciéon de ejemplos no triviales
de la misma supone un aspecto importante, por lo que en esta memoria nos hemos centrado
en la construccion de nuevos ejemplos de aplicaciones biarmoénicas que, en la situacion
genérica, no son armoénicas. Hemos estudiado distintos tipos de aplicaciones entre fibrados
tangentes y cotangentes (la aplicacion tangente de una aplicacion, campos de tensores de
tipo (1, 1), aplicaciones evaluacion e isomorfismos musicales), para lo que fue necesario
considerar distintos tipos de métricas pseudo-Riemannianas en dichos espacios.

Abstract

The objective of this work fits in the study of smooth maps between pseudo-Riemannian
manifolds from a geometrical point of view. As a generalization of isometries, harmonic
maps have important applications when considering some geometrical or topological ques-
tions. Recently, attention has been paid to the study the biharmonic maps, which play an
important role in some aspects of submanifold theory.

Once a mathematical structure is introduced, the construction of nontrivial examples
is an important aspect, so herein we have focused on the construction of new examples
of biharmonic maps that, in the generic situation, are not harmonic. We have studied
various types of applications between tangent and cotangent bundles (the tangent map of
an application, tensor fields of type (1, 1), evaluation maps and the musical isomorphisms),
for which it was necessary to consider different types of pseudo-Riemannian metrics in such
spaces.






Introducciéon

Una de las principales dificultades en geometria pseudo-Riemanniana, en comparacion
con otros campos de la matematica, es la escasez de aplicaciones entre distintas variedades
que permitan comparar sus geometrias. Mientras que las isometrias (locales) proporcionan
la relacién de equivalencia que permite establecer distintas clases de variedades pseudo-
Riemannianas, aplicaciones como las inmersiones o las submersiones tan solo permiten
comparar ciertas partes de unas variedades con otras (esencialmente las que se corresponden
a través del subfibrado ortogonal al niicleo de la aplicacion). Atn asi, una vez se dispone de
una familia de aplicaciones, es importante medir el grado en el que dicha familia preserva
la estructura Riemanniana objeto de estudio.

La segunda forma fundamental de una aplicacion (como medida de la diferencia entre
las conexiones de Levi-Civita de las variedades dominio e imagen) permite medir la dife-
rencia entre ambas geometrias y, de hecho, las aplicaciones afines son aquellas donde la
segunda forma fundamental es idénticamente nula. Generalizando esta idea se ha estudiado
la energia de una aplicacion (especialmente cuando el dominio es compacto), dando lugar
al estudio de las aplicaciones armonicas como aquellas que son valores criticos para el fun-
cional de energia. Este hecho esta caracterizado por la anulaciéon de la traza de la segunda
forma fundamental, lo que permite establecer un cierto grado de analogia con el estudio de
las subvariedades minimales. Las aplicaciones armoénicas presentan un alto grado de interés
motivado ademas por sus aplicaciones en distintas cuestiones geométricas y topologicas.

Denotando con C(M, N) el espacio de las aplicaciones diferenciables entre las varieda-
des pseudo-Riemannianas (M, g) v (N, h), el funcional de energia se construye integrando
la norma de la segunda forma fundamental de la aplicacion, por lo que las aplicaciones ar-
moénicas son claramente generalizaciones de las aplicaciones afines. Asi una generalizacion
natural de las aplicaciones armoénicas (y de las inmersiones minimales) se puede obtener
considerando el funcional obtenido por integracion de la norma del campo de tension de
la aplicacion (respectivamente de la norma del campo de vectores curvatura media de la
subvariedad). Asi se introducen las aplicaciones biarmoénicas como los puntos criticos del
nuevo funcional de bienergia.

El estudio de las aplicaciones biarménicas ha tenido un amplio desarrollo en los tltimos
anos, con especial atencion a dos aspectos basicos. Por un lado la construcciéon de nuevos
ejemplos y la obtenciéon de resultados de clasificacion en base a criterios geométricos. Por
otro lado, el estudio de aspectos analiticos motivados por el hecho de que las aplicacio-
nes biarmonicas se presentan como soluciones de un sistema de ecuaciones en derivadas
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8 Introduccién

parciales de cuarto orden. Mientras que los estudios analiticos se han centrado en el caso
Riemanniano, los aspectos geométricos han sido especialmente estudiados en el ambito de
la geometria pseudo-Riemanniana. Nuestro objetivo es contribuir al estudio de las aplica-
ciones biarmoénicas mediante la construcciéon de nuevos ejemplos.

Las variedades dominio e imagen de los ejemplos que estudiaremos son el fibrado tan-
gente T'M y el fibrado contangente T*M de una variedad dada M. En ambos casos sera
necesario considerar una estructura pseudo-Riemanniana en ambas variedades para lo que
utilizaremos el levantamiento completo ¢¢ a TM de una métrica pseudo-Riemanniana da-
da en M y la extension de Riemann gp a T*M de una conexiéon afin sin torsion D en M.
En ambos casos la estructura pseudo-Riemanniana tendra signatura neutra. Ademés, las
variedades (T'M, g°) y (T*M, gp) seran localmente isométricas si y solo si la conexién D
es la conexion de Levi-Civita de g [9]. Es importante senalar que, aunque las proyecciones
naturales de los fibrados tangente y cotangente no son submersiones pseudo-Riemannianas
para las métricas ¢© y gp, si son aplicaciones totalmente geodésicas, lo que las hace espe-
cialmente adecuadas para el estudio de problemas de armonicidad.

Los resultados que hemos obtenido de existencia de aplicaciones biarmoénicas se resumen
como sigue

Isomorfismos musicales

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. El caracter no degenerado de la métrica
permite establecer los isomorfismos musicales

b X € X(M) = b(X) =g(X,) € AY(M),
y
fw e A (M) = f(w) € X(M),

donde #(w) es el campo de vectores en M determinado por la ecuacion g(f(w),Y) = w(Y).
Sea (U, (z',...,2™)) un abierto coordenado en M y consideremos las coordenadas locales en
TM y T*M dadas por (7~ 1(U), (z!, ..., 2™ 2t ..., 2™))y (z~Y(U), (2, ... 2™ 2t ... a™)),
respectivamente (donde denotamos con 7 las proyecciones naturales, tanto desde el fibrado
tangente como desde el cotangente). Entonces, la aplicacion b se lee en coordenadas como

b(xt, ... 2™, A ™) = (zt ... ,a:m,x[gll, . ,a:[gml),
y la aplicacion f : T*"M — T'M tiene como expresion

i C ,xm,xi, ™) = (2t ,:Bm,a:ig”, - ,xigml) .

Entonces se tiene

Teorema 3.8 Sea (M,g) una variedad pseudo-Riemanniana equipada con una cone-
zion afin sin torsion D. Los isomorfismos musicales b = (TM,g%) — (T*M,gp) vy
t:(T*M, gp) — (T'M,g%) son siempre aplicaciones biarmonicas.

Obsérvese que, en la situacion genérica, las aplicaciones b y £ no son armonicas (salvo
que la conexion de Levi-Civita y la conexién afin D sean conjugadas).
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Transformacion tangente de una aplicacién

Sea f : (M,g) — (N, h) una aplicacion entre dos variedades pseudo-Riemannianas.
La transformacion tangente f, : (TM,g“) — (TN, h¢) viene determinada por f.(£) =
fip(v) € TyyM, donde & € T'M es de la forma £ = (p,v) para algtn punto p € M y algin
vector v € T, M.

Segtin se ha probado en [26], la aplicacion f. : (T'M,g%) — (T'N,h%) es arménica
(resp., totalmente geodésica) si y solo si la aplicacion f : (M, g) — (N, h) es armoénica
(resp., totalmente geodésica). Sin embargo el comportamiento respecto a la biarmonicidad
es mucho mejor, lo que proporciona nuevos ejemplos de aplicaciones biarmoénicas.

Teorema 4.3 Para cualquier aplicacion f: (M, g) — (N, h), su transformacion tangente
fo i (TM,g%) — (T'N,h®) es biarmdnica.
Campos de tensores de tipo (1,1)

Un campo de tensores T' de tipo (1,1) sobre una variedad M puede ser interpretado
como una aplicacion T': TM — T'M definida por T'(§) = T,(v) € T,M, donde £ € TM
es de la forma £ = (p,v) para algtn punto p € M y algtn vector v € T,M. Si (z!,... 2™)
son coordenadas locales en M, la expresion en coordenadas de la aplicacion T' resulta

1 m .1 m 1 m ,dri irpi
T(x,...,x ,:c,...,:c)z(:c,...,x ,le,...,me)
donde la funciones 7} son las componentes del campo de tensores 7.

Teorema 4.6 Sea T un campo de tensores de tipo (1,1) en una variedad pseudo-
Riemanniana (M, g). Entonces T : (TM,g%) — (T M, g%) es siempre una aplicacion biar-
MONiCca.

Notese que, sin embargo la aplicacion T : (TM, g¢) — (T'M, g) no es armoénica en
general [9].

Aplicaciones evaluacion

Las aplicaciones evaluacion son la clave que permite extender objetos de una variedad a
su fibrado tangente o cotangente. Toda 1-forma w en M puede ser vista como una funciéon
w : TM — R definida por w(p, z) = w,(z) que tiene como expresion en coordenadas:

m
wo(zt, .. 2™t 2™ = g wa!
1=1

donde w = Y7 | w;dx’.

Teorema 4.8 Sea w € A'(M) una 1-forma en la variedad (M, g). Entonces la aplicacion
evaluacion w : (TM, g%) — R es una funcion biarmdnica.
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De forma analoga, para cada campo de vectores X en la variedad base M, la aplicacion
evaluacion ¢ X : T*M — R esta definida por (X (p,w) = w(X,). Si X = >, X':% es la
expresion local en coordenadas de un campo de vectores en M, su evaluacion se lee en las

coordenadas inducidas como ¢ X (2!, ... 2™ o', .. 2™) =" 2t X0

Teorema 4.10 Sea X un campo de vectores en la variedad afin (M, D). Entonces la
aplicacion evaluacion X : (T*M, gp) — R es una funcion biarmonica.

De nuevo debe notarse que tanto la evaluaciéon de campos de vectores como de formas
no son aplicaciones armoénicas en general.

Finalmente, es importante senalar que, un aspecto destacado de todas las familias de
aplicaciones consideradas, es el hecho de que todas ellas son isotropicamente armonicas, es
decir el campo de tension es luminoso (||7]|> = 0) pero no nulo (7 # 0).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijaremos la notacion que sera utilizada a lo largo de la memoria
y, al mismo tiempo, estableceremos las definiciones que motivan el estudio realizado en
los capitulos posteriores. Las demostraciones de los resultados presentados a continuacion
se encuentran detalladas en monografias tanto de geometria Riemanniana como pseudo-
Riemanniana [10, 19], por lo que omitiremos los detalles de las mismas.

1.1. Variedades pseudo-Riemannianas

En esta seccion fijaremos el contexto de nuestro trabajo junto con los convenios que
seran empleados a lo largo de la memoria. El objeto principal de interés en nuestro es-
tudio son las variedades pseudo-Riemannianas. Una variedad pseudo-Riemanniana es una
variedad diferenciable M de dimension m equipada con un tensor métrico g (i.e., simétrico
y no degenerado) de signatura (v,m — v). El par (M, g) denotara una variedad pseudo-
Riemanniana de signatura (v,m — v). En el caso particular en que v = 0 diremos que
(M, g) es una variedad de Riemann y si v = 1 (M, g) se denomina variedad de Lorentz.
Denotaremos por 1, M el espacio tangente a M en un punto p € M y por T'M el fibra-
do tangente a la variedad. El fibrado cotangente se denotaré por T*M. Tanto el fibrado
tangente como el fibrado cotangente a una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) jugaran
un papel esencial en nuestro estudio y su geometria sera revisada en el Capitulo [3| de esta
memoria.

Consideraremos I'(T'M) el espacio de todos los campos de vectores tangentes a M.
Como regla general, los campos de vectores vendrian representados por letras maytusculas
X,Y,Z,... y los vectores tangentes en cada punto de la variedad por letras mintsculas
x,Y,2,....Siguiendo la notacién habitual en geometria pseudo-Riemanniana, heredada de
la Teorfa de la Relatividad, un vector distinto de cero z € T, M diremos que es temporal si
g(z,2) <0, espacial si g(z,2) > 0y nulo o luminoso si g(z,z) = 0.

Una conexion lineal o afin sobre una variedad diferenciable M es una aplicacion: D :
I(TM) x I'(TM) — I'(T'M) definida como D(X,Y) = DxY, verificando

L. DyxiypyZ = oDxZ + 9Dy Z,

11



12 1 Preliminares

2. Dx(AZ + pW) = ADxZ + uDxW,
3. Dx(pZ) = (X9)Z + ¢VxZ,

para cualesquiera funciones diferenciables ¢ y 1, para todo X, Y, Z, W € I'(TM) y para
todo A, u € R. Asociado a toda conexion afin D se define la torsion de D, T, como el
tensor de tipo (2,1) dado por: T : I'(TM) x I'(T'M) — I'(T'M) del siguiente modo:
T(X,Y) = DxY — Dy X — [X,Y], donde [, -] denota el corchete de Lie de campos de
vectores. Una conexion lineal se dice libre de torsion o simétrica si T es idénticamente
nulo.

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Diremos que una conexion lineal D
es métrica o compatible con g si hace paralela a la métrica, Dxg = 0 para cualquier
X € I(T'M) o equivalentemente: Dxg(Y, Z) = g(DxY, Z)+ g(Y, Dx, Z) para cualesquiera
X,Y, Z campos de vectores en M.

Para cada variedad pseudo-Riemanniana (M, g) tenemos determinada de modo tnico
la conexion de Levi-Civita, V, asociada a ella, como la tinica conexién libre de torsion que
hace paralela a la métrica ¢g. La formula de Koszul nos da la expresion de tal conexion:

29(VxY,Z) = X(g(Y,2)) +Y(9(X, 2)) = Z(9(X,Y))
+9(X,[Z2,Y]) +9(Y, 2, X]) + 9(Z, [X, Y]),

donde XY, Z son campos de vectores sobre M
Una vez obtenida la conexion de Levi-Civita nos apoyamos en ella para construir el
operador de curvatura R (o tensor de curvatura de tipo (1,3)) segin el convenio

R(X,Y)Z =V xy1Z — [Vx,Vy|Z,
y definimos el tensor curvatura de tipo (0,4) asociado como
R(X,Y,Z) V) =g(R(X,Y)Z,V).

El tensor curvatura presenta las siguientes simetrias algebraicas:

(a) R(X,Y,Z,V)=—-R(Y,X,Z,V)=—-R(X,Y,V, Z),

(b) RX,Y,Z,V)+R(Y,Z,X,V)+ R(Z,X,Y,V) =0, (1.1)

(c) R(X.,Y,Z,V)=R(ZV,X,)Y),
y la identidad diferencial:

(d) (VxR)(Y,Z,U,V)+ (VyR)(Z,X,UV)+ (VzR)(X,Y,U,V) = 0. (1.2)

Nos referiremos a las identidades (b) y (d) como primera y segunda identidad de Bianchi,
respectivamente. Una clase especial de variedades que verifican trivialmente la segunda
identidad de Bianchi son las variedades localmente simétricas. Una variedad es localmente
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simétrica si las reflexiones geodésicas con respecto a cada punto son isometrias. La curvatu-
ra de dichas variedades es relativamente simple puesto que se caracterizan por la anulacién
de su derivada covariante, i.e. VR = 0.

El tensor de curvatura de una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) codifica una canti-
dad enorme de informacioén, la cual es tremendamente complicada de manipular. Por ello,
a partir de él se definen de forma natural ciertos tensores que nos permiten extraer una
parte de ella para poder obtener conclusiones sobre la geometria de la variedad. La curva-
tura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) es una funciéon real K definida sobre
la Grassmanniana de 2-planos como

R
K('ﬂ') — ($7y7x7 y) 5 ,
gz, 2)9(y,y) — g(z,y)
para todo 2-plano m = ({z,y}) en T,M. En el caso pseudo-Riemanniano, la definicién

anterior debe restringirse a la Grassmanniana de 2-planos no degenerados (i.e., donde
g(z,2)g(y,y)—g(x,y)? # 0), lo que impide garantizar la acotacion puntual de dicha funcion.
La posibilidad de extender K con continuidad a toda la Grassmanniana es equivalente a
la constancia de la misma [5]. En tal caso el tensor curvatura se escribe como

R(x,y,z,v) = k(g(x, 2)9(y,v) — 9(y, 2)g(x,v)),

donde k es la constante dada por la curvatura seccional de la variedad.
El tensor de Ricci p y la curvatura escalar T se definen como las trazas

p(z,y) = traza{z — R(z, z)y}, T = traza p.

En una base arbitraria {vy,...,v,} de T,M, denotando con g¢;; = g(v;,v;), el tensor de
Ricci y la curvatura escalar se expresan como

p(x’y) = Zgin(LUz‘y?/an)a T = Zg”p(vlavj)7

i,j=1 i,j=1

donde (g*) denota la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica. Un tipo de
variedades cuyo tensor de Ricci se expresa de un modo muy simple son las variedades de
Einstein. Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice Einstein si su tensor de Ricci
es un multiplo escalar de la métrica. En tal caso se tiene que p = ~g.

Se define el tensor de Weyl de una variedad pseudo-Riemanniana a como

W,y 2,0) = By, 2,0) + oy 59l 209y, 0) = (9, 2)g(w )}

niQ{P(x,Z)g(y,v) — p(y, 2)g(z,v) (1.3)

+ p(y, v)g(z, 2) — p(z,v)g(y, 2) },

para todo x,y,z,v € T,M.
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El significado geométrico del tensor de Weyl aparece en el estudio de la geometria
conforme. Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice localmente conformemente
llana si para cada punto p € M existe un entorno U, p € U, y un cambio conforme e,
o: U — R, tal que g = e?gp donde gy es la métrica del espacio pseudo-Euclideo E”.
El tensor de Weyl caracteriza los espacios localmente conformemente llanos en dimension
n > 4 en términos de su anulacion (notese que W = 0 en dimension n = 3). Es por ello
que las variedades 3-dimensionales localmente conformemente llanas han de ser tratadas
de modo diferenciado. Una variedad de dimension tres es localmente conformemente llana

si su tensor de Schouten, C = — (p— ﬁg), es Codazzi, esto es (VxC)(Y,Z) =

1.2. Conexiones a lo largo de una aplicacién

En esta secciéon mostraremos ciertos conceptos relacionados con aplicaciones definidas
entre variedades pseudo-Riemannianas. Con el fin de hacer lo més autocontenida esta me-
moria se haran con detalle las demostraciones de los principales resultados. A lo largo de
esta seccion denotaremos por (M, g) y (N, h) variedades pseudo-Riemannianas de dimen-
siones m y n respectivamente y, sea f : M — N una aplicacion entre dichas variedades.

Definiciéon 1.1. Un campo de vectores X a lo largo de una aplicacion f es una aplicacion
X : M — TN si para cada punto p € M, se tiene que X (p) € Ty N.

Al conjunto de todos los campos de vectores a lo largo de f lo denotaremos por I'f(T'N).
En particular se tiene que si M = N y tomamos f como la aplicacién identidad id entonces
I'¢—ia(T'M) es el conjunto de campos de vectores en M, I'(T'M).

Observacion 1.2. Si consideramos f : M — N una aplicaciéon entre variedades pseudo-
Riemannianas y, X € I'(T'M) la aplicacion f,X : M — T'N dada por (f.X) (p) = f., X(p)
define un campo de vectores a lo largo de f, donde f, : TM — TN es la aplicacion
tangente de f. Ademas, si Y € I'(T'N) entonces Y o f es un campo de vectores a lo largo
de f.

Un concepto central para nuestro trabajo es el de una conexiéon a lo largo de una
aplicacion la cual se demuestra a continuacion.

Definicién 1.3. Sea f : M — N una aplicacion entre variedades pseudo-Riemannianas.
Una aplicacion aplicacion V : I(T'M) x I'¢(TN) — I'y(T'N) es una conezién en N a lo
largo de f si para cualesquiera X, Y € I'(T'M) y U, V € I'y(T'N), verifica que:

1. VxiyU =VxU+ VyU,

2. VoxU = VxU, e C®(M),

3. Vx(U+V)=VxU+VxV,

4. Vx(eU) = X(p)U + oV xU, @& C=®(M).
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Como caso particular se tiene que si f =idy M = N, V es una conexioén lineal en M.
Es importante destacar que de la definiciéon anterior se tiene de forma directa que cualquier
conexion a lo largo de una aplicaciéon es lineal en su primer argumento. Ademaés, se tiene
que (VxU)(p) depende tinicamente del valor de X en el punto p [7, Proposition 2.1.1].

Dado una aplicacion f : M — N entre dos variedades y, dada D una conexion lineal
en N, se puede determinar de forma tnica una conexién a lo largo de f, V, en N, con
una buena relacion de compatibilidad con la conexién lineal D en N como se muestra en
el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sea f : M — N una aplicacion y sea N D una conexion lineal en N.
Entonces existe una unica conexion V en N a lo largo de f tal que para todo Y € T'(T'N),

Vx(Yof)= NDf*XY

Demostracion. Unicidad: Sea {Y; ..., Y, } unabase local en TN. Consideremos Y € I';(T'N),
de modo que en coordenadas locales se expresa como Y = > ' (Y; o f), donde ¢ €
C>(M) para todo i = 1,...,n. Por lo tanto, si V es una conexién en N a lo largo de f,
entonces, para cada X € I'(T'M) se tiene que

VxY = YL X(@)(Yiof)+ X, ¢'Vx(Yiof)
= YU X(@)(Yio f)+ >, ¢V Dy Y

Por lo que V esté completamente determinado por VVV, con lo que queda demostrada
su unicidad.

Existencia: Definamos localmente V por la férmula anterior. Definida de esta forma es
inmediato ver que V es una conexiéon en N a lo largo de f con Vx(Y o f) = ¥D; xY,
donde X € I'(TM) e Y € I'(TN). Entonces, usando la unicidad, estas definiciones locales
dan lugar a la definicién global para V.

O

Si consideramos f : M — N una aplicaciéon entre variedades y D una conexién en N.
Entonces la tnica conexién V en N a lo largo de f es el pullback de D a lo largo de f.

El siguiente resultado nos muestra ciertas propiedades de considerar D = V la conexion
de Levi-Civita de una variedad pseudo-Riemanniana (IV, h).

Teorema 1.5. Sea M una variedad y (N, h) una variedad pseudo-Riemanniana y V su
conexion de Levi-Civita. Si f : M — N es una aplicacion entonces el pullback de V, el
cual también denotaremos por ¥V, verifica las siguientes propiedades:

(1) Xh(U,W) = h(VxU, W)+ hUVxW), X € [(TM), U, W € T;(TN),

(2) Vyf.Y —Vy f.X = f.[X,Y], X, Y € I(TM).
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Demostracion. Empezaremos por demostrar la propiedad (1). Para ello, sean X € I'(T'M)
y X' € T(T'N) verificando que f,.X = X' o f, y sean U, V € T'(TN). Entonces

Xh(Uo f,Vof)—h(Vx(Uof),Vof)—hUofVx(Vof)
= (LX)RUV) =WV UVof)=hUeof VixV)
= (X' 0 AU, V) = h(VxrosU,V o f —h(U o f, VresV)
= (X'W(U,V))o f —h(VX'U,V)o f—hUNVxV)) o f
= (X'WU,V) = h(VxU, V) = WU,V V))o f
= 0.

Consideremos ahora la aplicacion
T :T(TM) x T4(TN) x T4(TN) — C*(M)

definida por
T(X,U,V)=XhUYV)—h(VxUV)—h(UVxV)

que es lineal en todos sus argumentos. Entonces, puesto que el conjunto de todos los
campos Y o f € I'y(T'N), donde Y € I'(T'N), contiene una base local de campos para
['¢(T'N) sobre C*°(M), por lo que se sigue de la linealidad de 7 que 7(X,U, V) = 0 para
todo X e I'(TM),y U,V € I'y(TN).

A continuacién consideramos la segunda identidad (2) en el Teorema [L.5 Sean X, Y €
I(TM)y X', Y € I'(TN) tales que f,.X = X'o fy f.Y =Y’ o f. Entonces

VxfY =Vx(Y'of)=V;xY' =VxoY' = (VxY')of,
de forma similar se tiene que
Vyf X =(VyX)of, vy LXY]=[XY]of
Por lo tanto, se tiene que
VxfY =Vyfu X — [ X, Y] = (Vx Y = Vy. X' — [X"Y'])o f=0.
Consideremos ahora la aplicacion
T IN(TM)xT(TM) — TI'y(TN)

definida por

que se sigue inmediatamente que es lineal. Ademas, puesto que el conjunto de todos los
Zo f e€T'y(TN), donde Z € I'(T'N), contiene una base local de campos para I'f(T'N)
sobre C*°(M), se sigue que debido a la linealidad de ¥ que T(X,Y) = 0 para todo X, Y €
T(TM). O
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En el siguiente resultado se estudian conceptos geométricos relacionados con el pullback
de la conexion de Levi-Civita a lo largo de una curva.

Proposicion 1.6. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana y sea vy : I — M una
curva, donde I C R es un intervalo abierto. Sea V la conexion de Levi-Civita de (M, g).
Denotaremos por V el pullback de V a lo largo de . Six € T, M, dondety € I, entonces
existe un tinico X € I'y\(TM) con X (ty) =z y tal que VaiX =0.

Demostracion. Consideremos { Xy, ..., X,,} una base de campos para I',,(T'M ) sobre C*°(RR).
Entonces se V 4 X, se puede escribir con respecto a dicha base como
t

m
ViXi: E ang,
dt
j=1

donde ag 1 — R, 1 <4i,57 <m. Fijémonos que, si X € I',(T'M) entonces con respecto
a la base de campos X; se puede expresar como X = Y " ¢'X;, donde ¢; : I — R,
1 <1< my, por lo tanto

VaX = ) %Xi +> o'V X

dt

Por lo tanto, como {Xj,..., X,,} es una base se tiene que VdiX = 0 si y solo si
t

Este sistema es un sistema de ecuaciones de primer orden y por lo tanto dada la condicion
inicial (¢'(to), ..., »™(to)), tiene solucion tunica. Por lo tanto, considerando el valor inicial
X(to) =2 =D, ¥'(to)Xi(to), existe un tnico campo X € I'.(T'M) tal que X (to) =z y
\Y a X =0, lo cual concluye la prueba.

O

1.3. Segunda Forma Fundamental

En esta secciéon introduciremos el concepto de segunda forma fundamental de una apli-
cacion entre variedades pseudo-Riemannianas. La segunda forma fundamental aparece en
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diversos contextos pseudo-Riemannianos y fue estudiada extensivamente en la literatu-
ra. Nosotros la estudiaremos desde el punto de vista de las aplicaciones entre variedades
pseudo-Riemannianas.

Sea f : M — N una aplicacion. Como ya vimos, si X € I'(T'M) entonces f.X €
['¢(T'N). Esto nos permite considerar f, como una aplicacién de la forma:

f. : D(TM) — T4(TN).

Inmediatamente se obtiene que f, es lineal en cada uno de sus argumentos. La siguiente
definicién es crucial en nuestro estudio.

Definicion 1.7. Sea f : (M, g) — (NN, h) una apliacion entre variedades pseudo-
Riemannianas. La sequnda forma fundamental de f es la aplicacion

V. : T(TM) x T(TM) —s T4(TN),

definida por

El siguiente ejemplo justifica la nomenclatura de segunda forma fundamental.

Observacion 1.8. Consideremos (M, g) v (N, h) dos variedades de Riemann de modo que
m+ 1 =n, de modo que ¢ : M < N es una inmersion isométrica. Por lo tanto, la métrica
en M se puede ver como el pullback de la métrica en N, i.e. ¢ = ¢*h. Denotaremos por &
el campo vectorial unitario y normal a la inmersiéon. Por lo tanto para cada par de campos
X,Y € I'(TM) se verifica la ecuacion de Gauss:

NoxY =MViY + TI(X,Y),

donde I se denomina segunda forma fundamental y se corresponde con la componente
normal a la inmersién de YV xY'. Por otro lado es simple comprobar que /1 se corresponde
con la segunda forma fundamental de la inmersion isométrica ¢. Se dice que una hipersu-
perficie es totalmente geodésica si y s6lo si toda geodésica en M en también geodésica en
N. Las hipersuperficies totalmente geodésicas estan caracterizadas por la anulacion de su
segunda forma fundamental, i.e. I = Vi, = 0.

El caso en que la traza de la segunda forma fundamental de la inmersiéon se anule,
diremos que la hipersuperficie es minimal. La existencia de hipersuperficies minimales esté
relacionada con el hecho de que la inclusién ¢ sea una funcién armonica, concepto éste que
sera introducido en el Capitulo 2]

Definicién 1.9. Sea f : (M,g) — (N,h) una aplicacion entre variedades pseudo-
Riemannianas. Entonces, f se dice afin si su segunda forma fundamental se anula, i.e.
Vif.=0.

El siguiente teorema es un resultado de caracterizacion geométrica de aplicaciones afi-
nes.
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Teorema 1.10. Sea f: (M, g) — (N, h) una aplicacion entre variedades pseudo-
Riemannianas. Entonces, f es una aplicacion afin si y solo si envia geodésicas de (M, g)
en geodésicas en (N, h).

A continuacion, y puesto que la segunda forma fundamental jugara un papel central en
nuestro estudio, analizaremos con detalle alguna de sus propiedades més relevantes.

Proposicion 1.11. La sequnda forma fundamental de una aplicacion f : (M, g) — (N, h)
es tensorial.

Demostracion. A lo largo de la demostracion consideraremos ¢, ¢ € C*(M), XY €
D(TM) y m: TM — M la proyeccion natural. Para nuestra demostracion necesitare-
mos previamente ver la linealidad de la aplicaciéon tangente f,.

fileX) = furexyp(r(X)) X (m(X))
= p(m(X)) far(x) (X (7(X)))

= ofiX.

Por lo que ahora ya estamos en condiciones de ver que V f, es lineal debido a la linealidad
de la conexioén de Levi-Civita de una métrica pseudo-Riemanniana y de f..

(VL)(0X, YY) = MVuxfu(pY) = [(MVx(Y))
= ¢ (NVx(pfY)) = fu(d (X (9)Y + MV xY))
= ¢ (X LY + "V LY = X(9) .Y — of(MVxY))
= op(("Vx £Y) - L(MVxY))

= (V)X Y).
]

Proposicion 1.12. La sequnda forma fundamental V f., de una aplicacion f : (M, g) —
(N, h) entre variedades pseudo-Riemannianas, es simétrica.

Demostracion. Probaremos que para cualquier par de campos X, Y € I'(T'M), se tiene que
Vf(X,Y) = V/f.(Y, X). Para ello usaremos la definicion de la segunda forma fundamental
de una aplicacion y el Teorema [1.5|en esta cadena de igualdades.

= "Wy fX + LX Y] = L(MVyX) - LIX Y]
= Nva*X — f*(MVyX)

= (VI X).
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]

Observacion 1.13. Resulta de gran interés conocer la expresion en coordenadas de la
segunda forma fundamental de una aplicacion f : (M,g) — (NN, h). Para ello, sea
(U, (z1,...,2™)) una carta coordenada en M y (V, (y',...,y")) una carta coordenada en
N de tal forma que f(U) CV y y* = f*(z',...,2™)cona=1,...,n.

Entonces la expresion en coordenadas de la segunda forma fundamental viene dada por:

62 v ofY 9f* o B8
(V1 = @) = M0 5@+ 1) (S5 55 ) @)

en donde MT' y MT' denotan los simbolos de Christoffel correspondientes a las conexiones
de Levi-Civita de g y h respectivamente.

Observacion 1.14. Desde un punto de vista formal, la segunda forma fundamental de una
aplicacion f : (M, g) — (N, h) puede interpretarse como un campo de tensores tipo (1, 2)
a lo largo de la aplicacion. Utilizando la métrica del dominio es posible construir su traza,
que sera el campo de vectores a lo largo de la aplicacion

7(f) = g7 (V f)(0x",027).

El campo de vectores a lo largo de la aplicacion 7( f) recibe el nombre de campo de tension
de la aplicacion f y sera el objeto central de estudio en el Capitulo 2

Utilizando la expresion anterior en coordenadas de la segunda forma fundamental, el
campo de tension se expresa como

iy 2 £y Y @ B
(=X o g (0= 0 o)+ 3,10 (S50 ) o




Capitulo 2

Aplicaciones armoénicas y biarmonicas

Las aplicaciones armoénicas y biarmoénicas han sido introducidas en términos de valores
criticos correspondientes a ciertos funcionales de energia para aplicaciones entre variedades.
En este capitulo recordaremos dicha motivaciéon y obtendremos las ecuaciones de Euler-
Lagrange para los problemas variacionales asociados a la armonicidad y biarmonicidad.
Dichas ecuaciones proporcionan las definiciones actualmente utilizadas tanto para el estudio
de las aplicaciones armoénicas y biarmoénicas entre variedades no compactas como para su
extension al &mbito de la geometria pseudo-Riemanniana.

Como ya se ha puesto de manifiesto en el capitulo anterior, el campo de tensiéon de una
aplicacion es un campo de vectores a lo largo de la aplicacion, por lo que es importante
analizar la extension del teorema clasico de la divergencia para campos de vectores a lo
largo de una aplicacion.

Sean (M™, g) y (N", h) dos variedades pseudo-Riemannianas y sea f : (M, g) — (N, h)
una aplicacién entre ambas. Denotemos por V la conexiéon a lo largo de la aplicacion f,
segun se ha establecido en el capitulo anterior. Denotemos por f, la diferencial de la apli-
cacion f. La aplicacion adjunta de f,, que denotamos por * f,, es la aplicacion determinada
por g(X," £.(Y)) = h(f.(X),Y).

Se define la divergencia de un campo de vectores a lo largo de la aplicacion Z € I'y(T'N)
como

div Z = traza*f,VZ.

Es importante senalar que este operador coincide con la divergencia usual para campos de
vectores a lo largo de la aplicacion identidad.

A fin de expresar el operador divergencia en términos de referencias adaptadas, consi-
deremos una referencia local ortonormal {ey, ..., e, } de TM de tal manera que

div(Z) = traza* f.VZ = 31" glei, e)9((* [V Z)(e;), €:)

NE

g<€i7 ei)g(*f*ﬂ(ei)veiz7 ei)
1

(2

g(eia ei)h(veizu f*€1>

NE

1

.
I

21
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en donde 7 : T'"M — M es la proyeccion.
Como consecuencia se tiene que

div*f.Z =divZ + h(Z,7(f)), (2.1)
identidad que utilizaremos en el estudio de las aplicaciones armoénicas. De hecho,

(div*f.Z) (p) = 222 {g(ei, )g(Ve, (" fe.Z), €4) } (p)
= {gles, en)eig(* f.2,€)}(p)

— Z{g(ei, e;)eih(Z, fuei) H(p)

=divZ + h(Z,7(f)).

2.1. Aplicaciones armoénicas: campo de tension

Sea f: (M™,g) — (N™, h) una aplicacion diferenciable. Se define la densidad de energia

de f como
1

e(f) = S5 1P,

Asumiendo ahora que la variedad M es compacta (o en su caso que la funcion f tiene
soporte compacto), se define el funcional de energia de la aplicacion f como

siendo dM el elemento de volumen riemanniano de (M, g).

En esta situacion, se dice que una aplicacion f es armdnica si es un punto critico de su
funcional de energia E(f).

El objetivo de esta seccion es estudiar los puntos criticos del funcional de energia,
mostrando que para variedades Riemannianas compactas, la armonicidad de una aplicaciéon
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es equivalente a la anulaciéon de su campo de tension. Una variacion diferenciable F' de f
es una aplicacion F : (—e, ) x M — N verificando:

F(O,l’):f(ai), F(t,x)th<$€),

para todo punto = € M y todo valor ¢t € (—e¢, €). Supongamos ahora que la aplicacion f es
un punto critico del funcional de energia y consideremos una variacion F'. Puesto que f es
un punto critico de E(f), se tiene que %E(Ftﬂt:o = 0.

Denotemos con V' al campo de la variacion

dF; 0
Entonces
d 1d _
—F(F) = —— h(F,, F.)dM = h o F,, F,)dM,
P ) 2dt/M ( ) r (Vaat )
donde

_ ih (V4P (@) Foe)) = S (P (Vger) @)

Como V s e; = 0, se tiene que
ot

h(VoF E) = Zh( o Fu(ei) Fu(er)) |

y haciendo uso de las simetria de las derivadas

h( BF*,F) Zh(VQF( ) ()).

Asi se tiene que

%E(Ft) =0 = Lizm;h(veiﬂ <%)7F*(ei))
= Aih(veiMF*(ei))dM

= / divVdM.
M

dM

t=0
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Ahora bien, utilizando la identidad ([2.1)) para la divergencia de un campo de vectores
a lo largo de una aplicacion, tenemos

d
CB(F) o= /M div* £,V dM — /M BV, 7(f))dM,
con lo que
d
Gl B == [ nvirtrpan

Para métricas Riemannianas la igualdad anterior permite mostrar facilmente que 7(f) =
0, sin mas que tomar F' una variacién cuyo campo de variacion venga dado por V = 7(f).

Asi la condicion £ E(F;) |,—o= 0 es equivalente a que [,, h(7(f),7(f)) = 0, de donde se
sigue que 7(f) = 0 sin mas que utilizar el caracter definido positivo de la métrica. Por

tanto se tiene que

Teorema 2.1. Una aplicacion f : (M, g) — (N, h) entre variedades Riemannianas com-
pactas es harmonica si 7(f) = 0.

Como ya se ha mencionado, el resultado anterior motiva el estudio de la armonicidad
a través de la anulacion del campo de tension de la aplicacion.

Observacion 2.2. Es importante senalar la existencia de aplicaciones no armoénicas entre
variedades pseudo-Riemannianas para las que, sin embargo 7(f) es un campo de vectores
nulo, esto es ||7(f)||?> = 0, pero 7(f) # 0.

Esta situacion aparecera de forma reiterada a lo largo de este trabajo.

2.2. Biarmonicidad: campo de bitensién

Manteniendo una cierta analogia con la seccidon precedente, en esta seccion estudiaremos
la condicién de biarmonicidad de una aplicacion a partir del funcional de bienergia. Sea
f:(M,g) — (N, h) una aplicacion diferenciable. Se define la densidad de bienergia de f
como

2(f) = 5P

Asi, cuando la variedad M sea compacta (o la aplicacion f tenga soporte compacto), se
define el funcional de bienergia de la aplicacion diferenciable f como

B (f) = /M A(f)dM,

siendo dM el elemento de volumen Riemanniano de (M, g).
Diremos que una aplicacion f : (M, g) — (N, h) es biarmdnica si es punto critico de
su funcional de bienergia.
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Observacion 2.3. Asi como el funcional de energia se puede plantear como una medida
del caracter no isométrico de una aplicaciéon, el funcional de bienergia proporciona una
medida de la falta de armonicidad en la aplicacion f (ya que trivialmente E?(f) = 0 si f
es armonica).

A continuacion caracterizaremos los puntos criticos del funcional de bienergia deter-
minando las ecuaciones de Euler-Lagrange del correspondiente funcional. Para ello, con-
sideraremos una variacion diferenciable F' de f. Es decir, tomamos una aplicacion F' :
(—e€,€) x M — N verificando

F(0,2) = f(z), F(t,z) = Fy(x) Vo e M.

Como en la secciéon anterior, denotamos con V' el campo de vectores de la variacion, esto
es, el campo de vectores a lo largo de al aplicaciéon f determinado por

. F,(x) = F. <%)

d
A fin de determinar los puntos criticos de E?( - ), estudiaremos la derivada — E?(F}) |,—o.

d
dt

V(z) =

(0,2)

Al igual que en la seccién anterior, denotamos por V la conexion de Levi-Civita de la
variedad producto M x (—¢, ¢€) y por V la conexién inducida a lo largo de la aplicacion.
En lo que sigue de este capitulo denotaremos por R el tensor de curvatura de la variedad
M x (—e¢,€), R denotara el tensor de curvatura de la variedad N y utilizaremos R para
representar el tensor de curvatura correspondiente a la conexion a lo largo de la aplicacion
(i.e., la curvatura correspondiente a la conexion en el fibrado T'(M x (—¢,¢)) @ F7'TN).

Lema 2.4. Sea f : (M,g) — (N, h) una aplicacion diferenciable y F : (—€,€) x M — N
una variacion de f. Entonces

%EQ (F,) / Zh( ) (%)
(

= (Vv F) (5) s (Ve o) (e5)) dM

[ f: (R (Ee £ () e (9,5 ) ar,

donde ey, ..., ey es una referencia local ortonormal en (M, g).

Demostracion. Sea {e;} una referencia local ortonormal en (M, g), de forma que el campo
de tension de la variacién F' se exprese como
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Entonces se tiene

sm2(r) = 42 /M SR (V) (). VoFa(e) dM

en donde en la tdltima igualdad se ha hecho uso de la definiciéon de la segunda forma
fundamental.

El resultado se sigue ahora sin mas que considerar las expresiones de la curvatura
siguientes. En primer lugar, como consecuencia directa de la definicién del tensor de cur-
vatura se tiene que

sin mas que tener en cuenta que [X, 2| = 0 para todo campo de vectores X en M. Ademas,
ot

considerando el tensor curvatura de la conexién a lo largo de la aplicaciéon en el fibrado
T(M x (—¢€,€)) ® F7'TN, se tiene

Ahora, empleando estas dos igualdades que hemos obtenido, nuestra expresion de
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4L F5(F;) se reduce en

FE(F) = /Mzh<V6V6iF*(ei),V€iF*(ei)) dM

[ (T4 (V) TR ) s

ot

M -1
_ / Zh(?eﬁgﬂk(ei)—vgm (Vo) , Ve F(el)> dM
M P ot ot

+/Mzm:h (R (F*(ez‘),F* (%)) F*(ei),veip*(eio M.

El resultado se obtiene ahora sin mas que emplear la simetria de la segunda forma funda-
mental en el primer sumando. ]

Lema 2.5. Sea f : (M, g) — (N,h) una aplicacion diferenciable y F : (—€,e) x M — N
una variacion de f. FEntonces

Aii:lh((?eﬁ E) (5) = Fee) (5) (FoF) ) ) art
/ Zh( ( )veﬁei (Vo E.) (e5)

2,7=1

~Vy..c (ﬁejF*> (ej)> dM.

Demostracion. Para cada punto t € (—¢, €) definimos un campo de vectores en la variedad
M de la forma

X = ﬁ:lh(vef (;) (Ve,Fy) (ej)) ei .
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Calculando su divergencia

divX = Zg(veix, )

El primer término de la expresion anterior se puede reducir en lo siguiente, sin mas que
derivar con respecto a e; y utilizar la expresion de la segunda forma fundamental.

Veh (VaF) (2) . (Vo F) () = (Ve (Vo F) (2) (9o, F) ()
0

h((V.F) (§> V., (Vo F) (e»)

h ((veim) (%) ¥, (V. F) <ej>) |

El segundo elemento lo podemos reducir a lo siguiente utilizando el hecho de que
9(Ve,ei,e;) + glei, Ve,e;) = 0y la simetria de la segunda forma fundamental.

h((VeF) (2), (Ve F) (e5) 9(Veei )

= —h (Vo F) (2), (V) (e5) g (es Veer) .
= —h ((Ve,aF2) (2), (Ve ) (¢)) -

Por lo tanto la expresion de la divergencia del campo de vectores X es:

divX = z” T (VaVeaF) (5) (Ve ) (¢)

(9 (5) T (T r) @)

ij=1

Definimos ahora otro campo de vectores en M, de la forma

Y = i h (F (%) Ve, (Ve, Fy) (ej)) e;

4,j=1
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de forma analoga al caso anterior, obtenemos la expresion de divY'.
divY = S h((VaR) (2), Ve (Vo F) (6)

+ i h (F (%) ,VeVe, (Ve F) (ej)>

ij=1
Sy (. (5) oo (0 F) ()
2,7=1
Puesto que [, div(X —Y)dM = 0, se obtiene el resultado buscado. O]

Empleando los dos lemas anteriores, la derivada del funcional de bienergia se reduce a
la siguiente expresion

G2 = [ Yn(r(5) 9T (7))

V. e (Ve, F.) (ej)) dM

/ Zh( ( ), F, (;)) F.(e), (VFE.) (ej)) dM.

Ahora bien, como nuestro objetivo es estudiar £ E?(F}) |;—, evaluando en t = 0 en la
expresion anterior obtenemos

4
dt|,_,

EA(F) = /M B (V, -V (f)) dM + / W (R(E, V) . 7(f)) dM

M

_ /M h (V. =VV7(f) + R (. 7(f) F.) dM

donde V representa el campo de la variacion.

Como la variacion F' fue tomada de forma arbitraria y por ser (N,h) una variedad
Riemanniana, la funcién f es biharménica si y solo si VV7(f) — R(F,,7(f)) F. = 0.

De nuevo y, manteniendo la analogia con el estudio de las aplicaciones armoénicas, si
dird que una aplicacion f(M,g) — (N, h) es biarmdnica si y solo si el campo de bitension

(f) = traza,(VV — Vy)7(f) — traza, R(f., 7(f)) /-

es nulo.

Observacion 2.6. Al igual que en el estudio de las aplicaciones armonicas, sera necesario
disponer de una expresion en coordenadas del campo de bitension. Un célculo largo pero
directo a partir de la definicion anterior de 72(f) muestra que respecto a sistemas de
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coordenadas (x!,...,2™)en M e (y',...,y") en N
T2(f) = traza, Z(f.)
3 _ 9 _
=9 {TZ + 7 o + gy (Taffrirf)

0

T AT, = T (4 fT G = 7 2 R ) | 5

donde 7(f) = T“% es el campo de tension de f expresado en coordenadas, los subindices

indican derivadas parciales ff =0, fP, 15 = 9% ,77 y los superindices indican las com-
ponentes de las funciones consideradas f = (f!,..., f"). Ademas, I' y T representan los
simbolos de Christoffel correspondientes a las conexiones de Levi-Civita de (M, g) y (N, h),

v R representa la curvatura de (N, h).



Capitulo 3

Meétricas en fibrados tangentes y
cotangentes

El fibrado tangente a una variedad diferenciable M es la uniéon disjunta de todos los
espacios tangentes a M. Esto es, si T,M denota el espacio tangente a la variedad M en el
punto p € M, entonces T'M = L_Jpe v TpM. Asi un elemento £ € T'M puede ser visto como
un par (p,v), donde p es un punto de M y v es un vector v € T, M. La proyeccion natural
m:TM — M se define como 7(§) = w(p,v) = p.

El fibrado tangente a una variedad es un objeto de vital importancia, pues permite
interpretar conceptos basicos de geometria como campos de vectores, ciertos tipos de ten-
sores (por ejemplo, una seccion de T'M es un campo de vectores en M) y formalizar el flujo
de sistemas de ecuaciones de segundo orden (como ocurre con el flujo geodésico).

De modo anélogo, el fibrado cotangente a una variedad diferenciable M es la union
disjunta de todo los espacios cotangentes a M, esto es, T*M = UpE v Ty M, donde T3 M
es el dual de T,M. Manteniendo una analogia con el fibrado tangente, las 1-formas en
M son las secciones de T* M. Sin embargo, el estudio del fibrado cotangente presenta una
motivacion adicional que proviene de su interpretacion como espacio de fases. Si la variedad
M representa el conjunto de las posibles posiciones en un sistema dindmico, el fibrado
cotangente puede ser interpretado como el conjunto de todas las posiciones y momentos.
Por ejemplo en la descripcion del espacio de fases de un péndulo, el estado del péndulo esta
determinado por su posiciéon (un angulo) y su momento (o equivalentemente su velocidad
si la masa es invariante). Entonces el espacio de fases tiene la apariencia de un cilindro,
que es el fibrado cotangente de un circulo.

3.1. Fibrado tangente: levantamiento completo.

El fibrado tangente esta equipado con una topologia natural y una estructura diferen-
ciable que le proporcionan una estructura de variedad por si misma. Su dimension es el
doble de la dimension de la variedad base M. Si la variedad base esté equipada con una es-
tructura pseudo-Riemanniana, existe un buen nimero de estructuras pseudo-Riemannianas
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inducidas en T'M.

En esta seccidon introduciremos una familia de métricas naturales en T'M inducidas
por la estructura de la base (M, g). Para definir esta estructura recurriremos a la teoria
de levantamientos, que permite relacionar la geometria del fibrado tangente con la de
la variedad base. Posteriormente estudiaremos la expresion de estas métricas en ciertos
sistemas de coordenadas naturales.

Sea f : M — R. El levantamiento vertical de la funcion f, que denotamos por fV, es
la funcion ¥ : TM — R definida por f = f ox. Considerando la aplicacién evaluacion,
toda 1-forma w en M puede ser vista como una funciéon (w : T'M — R definida por
w(p,v) = wy(v) y, por tanto, para cada funcion f : M — R, ¢(f.) es la funcion en TM
asociada a la 1-forma dada por su diferencial f,. Este tipo de funciones tienen un signficado
especial aqui, ya que si X v Y son campos de vectores en T'M, entonces se cumple que
X(u(f.)) =Y (u(f.)) para toda funcion f de M siy solosi X =Y.

Un campo de vectores X en T'M se dice vertical si X (f¥) = 0 para toda funcion f en M.
Ahora, dado un campo de vectores X en M, definimos su levantamiento vertical X" de X a
TM como XV (w) = w(X)V, en donde w es una 1-forma arbitraria en M. De modo andlogo
una 1-forma & en T'M se dice que es vertical si @(X") = 0 para cualquier campo de vectores
X sobre M. Para cada funciéon f en M, el levantamiento vertical (f.)" de su 1-forma
asociada f, en TM esté definido por (f.)V = (fV).. Ademés si w = > w;dz; es una 1-forma
en M, entonces el levantamiento vertical de w a TM viene dado por w" = > wY (dz;)V,
en donde (x;) es una carta coordenada en M.

El concepto de levantamiento vertical puede ser extendido ahora a campos de tensores
arbitrarios usando las ecuaciones:

(PeQ)Y=P"2Q", (P+Q)"=P"+Q",
para cualesquiera campos de tensores P y () en M.

Si f es una funcién en M, definimos el levantamiento completo f¢ de f a TM por
f¢ = «(f.). Una observacién importante es que dos campos de vectores XyYenTM
verifican que X (f¢) = Y (f) para toda funcion f de M si y solo si son iguales. Asi,
se define el levantamiento completo de un campo de wvectores X de M como el campo
de vectores en TM definido por X¢(f¢) = (Xf)¢. Ademas, las 1-formas en TM estan
caracterizadas por sus valores sobre los levantamientos completos de campos de vectores
en M, esto es, dos 1-formas @ y 7 en T'M son iguales si y solo si @(X¢) = 7(X?) para
cualquier campo de vectores X en M. Asi, definimos el levantamiento completo de una
1-forma w en M como la 1-forma en TM determinada por w®(X%) = (w(X))C.

De nuevo se extiende el concepto de levantamiento completo a campos de tensores
arbitrarios usando las ecuaciones:

(PoQ)=rP"2Q"+P' Q% (P+Q)°=P"+Q°,

para cualesquiera campos de tensores Py () en M.
En lo que sigue expresaremos los levantamientos anteriores en coordenadas. Para ello
consideraremos coordeandas en T'M inducidas de forma natural por las coordenadas de

M.
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Sea (U, (z',...,2™)) una carta coordenada de M y m : TM — M la proyeccion natural.
En el abierto 7~ '(U) C TM se consideran las coordenadas (z',..., 2™, z',... ™), donde
x' ..., 2™ representan las componentes de los campos de vectores en M respecto a la base
de campos coordenados {a%l, e azim}' En lo que sigue utilizaremos la notacion ¢ = i +m,
donde i =1,...,m.
Ahora si X = X i% es un campo de vectores en M, los levantamientos vertical y
completo de X se expresan en las coordenadas (x!,..., 2™ x! ... 2™) de TM como:
0 v , 0
)Y = (X"om)—,
8:)3’) ( )(91:1
0 , 0 C0XE 0
)Y = (Xom)=— + (z )—.
ox? ox? oxk Oz

Sea ahora (M, ¢g) una variedad pseudo-Riemanniana. Consideraremos en 7'M la métrica
inducida dada por el levantamiento completo g¢ de g, que viene determinada por

XV =(x

X9 = (X'

99X YY) = g(X,Y)".

Entonces si g;; son las funciones componentes de la métrica g en un sistema de coordenadas

(U, (z1,...,2™)), el levantamiento completo viene dado por:
Dgi;
k99ij
g¢ = T gk 9
Gij 0
en el sistema de coordenadas (7= 1(U), (z',... ™ at, ... z™)).

Es importante sefialar que la métrica ¢g¢ es siempre pseudo-Riemanniana de signatura
neutra (m,m), siendo m = dim M. Dicha métrica refleja muchas propiedades de la es-
tructura pseudo-Riemanniana de la base. A modo de ejemplo se tiene (véase, por ejemplo
[4. 27]).

» (TM,g®) es localmente simétrica si y solo si lo es (M, g).

» (T'M,g®) es localmente conformemente llana si y solo si (M, g) es de curvatura sec-
cional constante.

Para nuestro objetivo de analizar la armonicidad y biarmoniciad de ciertas aplicaciones
cuyo dominio es el fibrado tangente a una variedad, necesitaremos relacionar los simbolos
de Christoffel de las conexiones de Levi-Civita de la métrica levantamiento completo ¢¢ y
de la métrica g de la base.

Lema 3.1. Sea (M,g) una variedad pseudo-Riemanniana. Los simbolos de Christoffel
QCI‘ZB de la conexion de Levi-Civita de (TM, g%) vienen dados por

;0
Tk I rk 9Tk
Ok (g ij 0 > g€k Z —%lg i L

0 0 k
QFU 0
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donde gFfj representan los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Civita de (M, g)
respecto a sistemas de coordenadas (U, (z',...,2™)) en M, y donde
(7= U), (2, ...,a™ 2t ... 2™)) es el correspondiente abierto coordenado en T M.

Denotemos con R el tensor de curvatura de (TM,¢°) v R el tensor de curvatura de
(M, g). Respecto a los sistemas de coordenadas considerados anteriormente se tiene

Teorema 3.2. Las componentes de los tensores de curvatura de (TM, g%) y (M, g) veri-
fican

Ro—R. —R. —R_—R_ -0

ijk ijk ik ijk ijk
Réjk = éi]l_c = Ri}k = Réjkv
Ri, = Rigp = Rz = 0,
respecto a sistemas de coordenadas (U, (', ..., 2™)) en la variedad base M vy

(71 U), (2, ... ;2™ 2t .. a™)) en TM.

3.2. Fibrado cotangente: extension de Riemann

Nuestro objetivo en esta seccién sera introducir una familia de métricas en el fibrado
cotangente T* M de una variedad afin (M, D). Procedemos de forma analoga a como hemos
hecho con el fibrado tangente.

Sea 7 : T*M — R la proyeccion natural del fibrado cotangente (definida por m(p,w) =
p siendo p € M y w € TyM). El levantamiento vertical de una funcion f : M — R,
denotado por fV, se define como la funcién fV : T*M — R dada por f¥ = fom.

Sea ahora (U, (z!,...,2™)) un abierto coordenado en M y consideremos las coordenadas
locales en T*M dadas por (7~ 1(U), (z*,..., 2™ z!, ..., 2™)), donde z!, ..., 2™ representan
las funciones coordenadas de las 1-formas en la base {dx',... dz™} (esto es, una 1-forma
w se escribe en coordenadas locales como w = Y"1, zidat).

Para cada campo de vectores X en la variedad base M, la aplicaciéon evaluacion
tX : T*M — R esté definida por ¢ X (p,w) = w(X,). A fin de obtener su expresioén en coor-
denadas, si X =3 " | X" 9 eg la expresion local en coordenadas de un campo de vectores

Oxt
en M, su evaluacion se lee en las coordenadas inducidas como ¢ X (z!,... 2™ 2!, ... a™) =
i 2 X,

Dos campos de vectores X e Y en T*M son iguales si y solamente si X (12) = Y (1.2)
para todo campo de vectores Z en M. A partir de esto, podemos definir el levantamiento
completo de un campo de vectores X en la variedad M al fibrado cotangente, que denotamos
por XY por X (1Z) = 1[X, Z] para cualquier campo de vectores Z en M.

Es importentante observar que si Ty S son dos campos de tensores de tipo (0, s) en
T*M, entonces T = S si y solamente si T(X, ..., X¢) = S(XC, ..., X9) para cualesquiera
campos de vectores Xq,..., X, en M.
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Sea ahora D una conexion afin libre de torsion, la extension de Riemann a T*M es un
tensor métrico en T*M determinado por:

gp(X9, YY) = —(DxY + Dy X).

De modo anédlogo a como sucedia con el levantamiento completo, la extension de Riemann
de cualquier conexién es una métrica pseudo-Riemanniana en 7*M de signatura neutra.

En coordenadas locales (z!,... 2™,z ... ™) de T*M, la extensién de Riemann viene
expresada de la forma:
_ [ =22} 4]
dp = j )

50

donde Ffj representan los simbolos de Christoffel de la conexiéon afin D en coordenadas
locales (x!,...,2™) M.

Los simbolos de Christoffel flﬁ de la extensiéon de Riemann se relacionan con los sim-
bolos de Christoffel Ffj de D como:

Lema 3.3. Los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Civita de la extension de
Riemann, tienen como expresion en coordenadas

. 't 0
k ij
= 0),

Ik — ! _aiz‘ Fé’k - %Fék + a%kréj + QkatI‘Z‘j} _ng
T, 0o )

respecto a un sistema de coordenadas locales (z*,... o™ z', ... ™) de T*M.

En el siguiente lema ponemos de manifiesto las componentes no nulas de la curvatura
de la extension de Riemann (moédulo las simetrias del tensor de curvatura).

Lema 3.4. El tensor de curvatura de la extension de Riemann viene determinado por las
siguientes componentes no nulas

Sl pl
Rz;jk = Rjjk?
pl o _ t l t ps t ps t ps t ps
R, =x {leijk — ViR, + T Ry + Ui Ry + T Ry + D R g
pl _ _ pi Dl _ i pl  _ _ pk
Rijk = — Ry, Rijk = — Ly, Rijfc = — Iy,

respecto a un sistema de coordenadas locales (x*, ..., a™ ', ... ™) de T*M.

Si bien tanto las métricas levantamiento completo como las extensiones de Riemann
poseen una estructura en cierto modo similar, las tltimas son mucho menos rigidas que las
primeras debido al mayor grado de libertad de la geometria afin. A modo de ejemplo

» (T*M, gp) es localmente simétrica si y solo si la conexion afin D es localmente simé-
trica.
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» (T*M, gp) es localmente conformemente llana si y solo si la conexion afin D es pro-
yectivamente llana.

» (T*M,gp) es Einstein (de hecho, Ricci llana) si y solo si el tensor de Ricci de la
conexion afin D es totalmente anti-simétrico.

3.3. Relacion entre los fibrados tangente y cotangente:
los isomorfismos musicales

Asociados a cualquier métrica pseudo-Riemanniana, los isomorfimos musicales permiten
intercambiar campos de vectores y 1-formas, un hecho que simplifica muy notablemente
los céalculos y que, ademas, permite definir conceptos como son los de gradiente de una
funcién, operador asociado a un campo de tensores, etc.

En esta seccién analizaremos el comportamiento de los isomorfimos musicales como
aplicaciones entre los fibrados tangente y cotangente a una variedad, lo que permitira
ademas relacionar ciertas cuestiones de armonicidad.

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. El caracter no degenerado de la métrica
permite establecer los isomorfismos musicales

b X € X(M) = b(X) =g(X,) € A\'(M),

f:we A (M) = t(w) € X(M),

donde f(w) es el campo de vectores en M determinado por la ecuacion g(f(w),Y) = w(Y).
Dado que las aplicaciones b y # son inversas, en lo que sigue restringiremos nuestro
estudio a la aplicacion b : TM — T*M.

Sea (U, (z',...,2™)) un abierto coordenado en M y consideremos las coordenadas lo-
cales en TM y T*M dadas por (7 1(U), (2',... 2™ z', ... ™))y
(7= U), (2, ..., 2™ xt, ... 2™)), respectivamente (donde denotamos con 7 las proyeccio-

nes naturales, tanto desde el fibrado tangente como desde el cotangente). Entonces, la
aplicacion b se lee en coordenadas como

1 m 1 m 1 m 1 ]
o(z, ..., 7)) = (2™ T g, T )
La aplicacion f : T*M — T'M tiene como expresion en coordenadas
m 1 1l ] ml)

f(t, . ™t ™) = (2f a2ttty

Teorema 3.5. [9] Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana y D una conexion afin
en M. Entonces los isomorfismos musicales entre (TM,g%) y (T*M, gp) son aplicaciones
totalmente geodésicas si y solo si la conexion D es la conexion de Levi-Civita de la métrica

g.
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Observacion 3.6. El hecho de que el caracter totalmente geodésico de b fuerce que las
conexion afin D sea la conexiéon de Levi-Civita de ¢ se sigue de forma inmediata sin
mas que considerar las componentes de la segunda forma fundamental de b dadas por
(Vb,)f; = =T + PTY;, donde I'j; y PI'j; representan los simbolos de Christoffel de la
conexion de Levi-Civita V y la conexiéon afin D. Este hecho, se obtiene también para la
aplicacion § observando la componente (Vt,)F; = I'}; — PT; .

A continuacion analizaremos la armonicidad de la aplicaciéon b. Para ello, teniendo en
cuenta la expresion en coordenadas de la métrica ¢, hemos de calcular
7(0)F = tr,e (Vh)F y  7(0)F = trye(Vh,)F,

para lo que necesitamos conocer los siguientes coeficientes de la segunda forma fundamental:

k k k k
(Vha)i5,  (Vhu)i,  (Vba)g,  (Vha)g-

Ahora, un célculo sencillo utilizando las expresiones de los simbolos de Christoffel de
las conexiones de Levi-Civita de ¢¢ y gp muestra que

Vo, )k = 0,
Vh)E = 0,
ij

_ 9., T, _ DY,
= 5079k — Liigw Uik

= 0.

o
SN

—~ —~ —~ —~
o
*

~— ~— ~— ~—

~
<.

Asi,
. O
k k‘ 7 1
De la misma forma calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental de
la aplicacion f con el fin de conocer la armonicidad de dicha aplicacién. Para ello solo es
necesario conocer los coeficientes

(VE)E, (V85 (45, (V)L

Con un calculo similar al caso anterior se obtiene que

(Vﬁ*)z = 0,
(Vi) = 0,
(V&) = o™+ TLg" +Thg,
(VE)E = 0.

Entonces

_ Aqh; )
T(#)" =0, 1)k =2 {% + DF%gk“’ + Ffvg 7} .
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Dos conexiones afines D y D* son conjugadas respecto a una forma bilineal simétrica
® en una variedad M siy solo si (véase, por ejemplo [18] 24])

XO(Y,Z) = &(DyY. Z) + B(X, Dy 2).
para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z en M. Asi se tiene

Teorema 3.7. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana equipada con una conexion
afin sin torsion D. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La aplicacion b : (TM,g%) — (T*M, gp) es armdnica.
(2) La aplicacion £ : (TM gp) — (T M, g°) es armonica.
(8) La conexion D es conjugada a la conexion de Levi-Civita de la métrica g, esto es
Xg(Y,Z2)=9g(VxY,Z)+ g(X, Dy Z)
para cualesquiera campos de vectores X,Y, 7 en M.

Teniendo en cuenta la expresion del campo de tension de b

OGi
7(0)* =0, Tw>—2”{gk—mﬂm—mﬂﬂ.

T(b)f“ = 0y por tanto

0

se tiene de forma inmediata que —T(b)k = —

oxt ox?

Teorema 3.8. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana equipada con una conexion

afin sin torsion D. Entonces los isomorfismos musicales b : (TM,g%) — (T*M,gp) y
t:(T*M, gp) — (TM,g°) son siempre aplicaciones biarmonicas.

Demostracion. Teniendo en cuenta la expresion del campo de bitension obtenida en el ca-
pitulo anterior, el hecho de que 7(h)? = 0 muestra que 72(h)° = 0. Asi pues, tan sélo hemos
de calcular la componente 72(h)°. Dado que dichas componentes se obtienen haciendo la
traza respecto a la métrica g¢, escribiendo 72(h)? = trye Z(b)7 (véase la Observacion ,
seré suficiente considerar las componentes E(b)% y E(b)% (dado que las componentes (g%)%
son nulas). Ahora bien, dichas componentes estan determinadas por

= B e 0 B e apBLpfr 1

:(b)z‘;—T“_’_T‘ b2 8:6 (7‘ b7 )—I—T bEoE T T,

- f% (7’5 + 7@ bg F‘f — 77pe bﬂRga) =0,

. . N A 0 A A . A N AL
—(N\N6 _ & & ,BFO' & ,Bra- aLBs v &
H(b)ﬁ - ;ﬁ_'— 75 bi apB + _@xi (; b" éf) + 7 bj be&BIVp

- f% (ng + 7@ bg f‘:’ —77h bﬂng) =0.
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Por tanto, 72(b) = 0, lo que muestra que la aplicacién b es biarménica.
Calculando ahora dichas componentes para el caso de la aplicacion
(WG _ & apBre |, Y ([ _aBps_ apBipiv e
=05 = 75+ 0 s+ o (TG ) 7 T YT,
ok (& a8 pe vipa LB pa _
_ F’Zj (Tk + 7 b]% FaB — T bg b3 RBaﬁ> = O,

-G _ G ap e apBpe aBiLpiv e
S(0)5 =+ 70 1o + o (100055 ) + 70000 s T,

Nk (& a8 o viaLB pe _
= 0% (7 4+ 70 Ty = T RS, ) = 0.

obtenemos que 72(f) = 0, por lo tanto la aplicacién f también es biarménica
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Capitulo 4

Aplicaciones en fibrados tangentes y
cotangentes

A lo largo de este capitulo estudiaremos la biarmonicidad de distintos ejemplos de
aplicaciones. Todas ellas tendran como dominio el fibrado tangente (T'M, g“) de una va-
riedad pseudo-Riemanniana (M, g) o el fibrado cotangente (7*M, gp) de una variedad afin
(M, D). En cada uno de los casos mostraremos que tales aplicaciones son siempre biarmoéni-
cas, aungue no sean armonicas en la situacion genérica. De forma més precisa estudiaremos
la aplicacion tangente de una aplicacion dada, los campos de tensores de tipo (1,1) y las
aplicaciones evaluacion de 1-formas y campos de vectores. Un aspecto destacado de todos
los casos estudiados es que el campo de tensiéon de la aplicacién es siempre un campo de
vectores nulo cuando la métrica de la variedad imagen sea pseudo-Riemanniana.

4.1. Transformaciéon tangente de una aplicacién

Sea f: (M,g) — (N, h) una aplicacion entre dos variedades Riemannianas. Estudia-
mos la armonicidad de transformacion tangente:

fo: (TM,g%) — (TN, h°).

Un elemento £ € I'(T'M) es de la forma £ = (p,v) en donde p € M y v € T,M. Con lo cual
£.(6) = Foplv) € Ty M.

Consideremos que la dimension de la variedad M es m y la dimension de la variedad N
esn. Si(x!,... ™) son las coordenadas en M y (yi, ..., y") son las coordenadas en N tales
que y' = fi(z',...,2™) i =1,...,n. Las coordenadas en TM son (z',... z™ z', ... z™)
siendo i = i + m.

La expresion de la aplicacion f, en coordenadas es

= Of "o
f*(g)—<f1,...,f, @xl,...,;ml:ﬁ),

41
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en donde cada f'= fi(x',... ™).
Los coeficientes de la segunda forma fundamental de la aplicacion f, son (véase por
ejemplo [26]:

V()] = VUL V)G =V, V)DL = V(L)
V(£ =0 V(f))% =0 V(£))% =0

con lo que se ésta se puede representar en forma matricial, respecto a las coordenadas del
fibrado tangente, como

\Y *ZJ 0 _ \V/ *;’yj \V/ *7]

Por lo tanto el campo de tensiéon de la transformacion tangente es:

T(f) =0, 7(f)7 =27(f).
Observacion 4.1. Obsérvese que el campo de tension 7(f,) es un campo de vectores lumi-
noso a lo largo de la aplicacion, esto es, g% (7(f.), 7(f:)) = 0.
Como consecuencia se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.2. [20] Una aplicacion f: (M, g) — (N, h) es armdnica si y solo si la aplica-
cion diferencial f, : (TM, g%) — (TN, h®) es arménica.

Para estudiar la biarmonicidad de la transformacion tangente, calculamos los coeficien-
tes del campo de bitension, mostrando que

Teorema 4.3. Para cualquier aplicacion f : (M, g) — (N, h), su transformacion tangente
fo: (TM,g%) — (T'N,h®) es biarmdnica.

Demostracion. A fin de simplificar la notacién, denotaremos con I' los simbolos de Chris-
toffel de la conexion de Levi-Civita de (T'N, h¢), denotaremos por I los simbolos de Chris-
toffel de la conexion de Levi-Civita de (T'M, g¢) y R representara el tensor de curvatura
de (TN, h%). Considerando el campo de bitensién de la transformacion tangente

_ 0 _ _
PR = GO Tk T g (P UTS) P U,

r o a o v a Do 9
=l (7 7 T = DS R } 5
donde los indices a,b,l, a, 3,v,0 toman valores en {1,...,n,1,...,n} y 79 denota la co-

rrespondiente componente de campo de tension de f,.
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Si denotamos por 72(f)" = traza,c (E(f)7). Para probar que f, es biarménica basta con
ver las igualdades

S, =0, E(L)L =0,

S(f) =0, E(f)L=0

Ahora bien, como el campo de bitension es la g¢-traza de Z(/f.), no es necesario calcular
las componentes Z(f.)}; = 0y =( f*)?] =0 ya que al ser (¢g%)¥ = 0, dichas componentes no
contribuiran a la traza.

En lo que sigue explicitaremos algunos de los calculos anteriores, obteniéndose los res-
tantes de forma completamente analoga. Asi, teniendo en cuenta la expresion en coorde-
nadas de la transformacion tangente F' = f,,

. . 0 T
= F=dh ot

se tienen las siguientes derivadas

) ) ) - - 02 ) _ - o . )
i rl i R i ki T i prl

y por tanto
B(F)L =1+ e F T+ 5% (raFfFZﬁ) +TOFVFITY T,
- F% <7'l7 + TO‘Flelﬁ - ”FaFﬁng>
- fé; (T&Flﬂfl _ VFOCFBRV )
=0
ya que féj =0.
0
E(F)ZJ — 7— + TaFfF’Y 81‘5 < aF]ﬁF'Y > + TaFBFpFuBF
_ f%] <7—l'7 + TQEBFZB o TVF%QF}BR:YQV)
—_ TaFBFZpFVﬂFY* _ Fl F%BFZB _ TDF%dijBRﬁaD
=0

va que [}, = 0, Fj—[ =0y R}, =0.
Como consecuencia de lo anterior se prueba que el campo de bitension de la transfor-
macion tangente verifica

R(R)T=0, (R =0

lo que prueba que f, es una aplicaciéon biarmoénica O
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4.2. Campos de tensores de tipo (1,1)

Un campo de tensores de tipo (1, 1) sobre una variedad M puede ser interpretado como
una transformacion

T :T(TM) — T(TM)

Si (z',...,2™) son coordenadas en un abierto de la variedad M, la expresion en coordena-
das del campo de tensores es de la forma

T="Tdi'® 9
o’

: J o o\ _ i o
donde las funciones 77 vienen dadas por 7' (@) =T 57

Sea ahora (M, g) una variedad Riemanniana. Podemos pensar el tensor de tipo (1,1)
como una aplicaciéon

T:(TM,¢%) — (TM,g%)

que conmuta con las proyecciones w : T'"M — M. Un elemento & € T'M es de la forma
¢ = (p,v) siendo p € M y v € T,M. La aplicacion T actiia sobre este elemento de la forma
T(€) = (p,T,v), con lo que la expresion en coordenadas de la aplicacion 1" viene dada por

m m
T(x', ..., 2™t .. . 2™) = (:cl, . ,xm,inTf, . ,inTﬁ) :
i=1 i=1
La segunda forma fundamental de esta aplicacion estd determinada por (véase [9]):

V(T =0, V(L) =0, V(T);=0, V(L.)5=0,

ij

_ _ 27l ! k. Y. l T
¥ AT e 9T Gy 9T v 9T, v 9T
V(T*)ZJ = {miaﬂ Fij oxk ox! T’Y + Ox! + Faj Oxt + Fiﬁ oxi [

V(L) =(VoT), V().=(VaoT)Y, V(T).=0,
B 17 92t v 17

i

donde I' son los simbolos de Christoffel de la conexiéon de Levi-Civita de (M, g). Asi,
tenemos la siguiente expresion matricial en términos de las coordenadas del fibrado tangente

T™M ] )
X 00 . (VL) (VT
(VL) = ( 0 o) (VL) = ( (VT.) 0 ) '

g
]

En consecuencia el campo de tension de T verifica

T(T)" =0, (1) =2¢"(V o T)

oz v

por lo tanto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.4. [9] La aplicacion T : (TM,g%) — (TM, g%) es armdnica si y sélo si
0T = gij(ViT)?- =0.

ozt
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Observacion 4.5. Obsérvese que el campo de tension 7(7T') de la aplicacion 7" : (T'M, g%) —
(TM, g%) es un campo de vectores luminoso a lo largo de la aplicacion, para cualquier
campo de tensores de tipo (1,1) en M.

Respecto a la biarmonicidad, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.6. Sea T un campo de tensores de tipo (1,1) en una variedad pseudo-
Riemanniana (M, g). Entonces T : (TM, g%) — (T M, g%) es siempre una aplicacion biar-
Monica.

Demostracion. Denotaremos por I' y R los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-
Civita y el tensor de curvatura respectivamente de la variedad (T'M,¢“). El campo de
bitension viene expresado de la forma:

oT” _ 0 oT” _ oTPoT? ., -
2 _ C\ab o e o « o v o
T (T) - (g ) {Tab + Ty oo af + oo (T Oxb aﬁ) +7 orb Oxe Faﬁrup
o (o @O OTROT? o\
— 7+ T —— — T =
ab |\ 'l ol o oxe Oxb  Pov oy’

donde los coeficientes «, 8, a,b,0,v y p toman valores en {1,...,m,1,...,m}. Veremos que
el campo de bitensiéon es idénticamente nulo

(T =0, TI) =0,

lo que prueba que T : (T'M,g%) — (T'M, g©) es una aplicacién biarménica.

Para hacer este calculo, dado que el campo de tensién se obtiene como una traza
72(T) = trazazc (Z(T")7), bastara con probar que las componentes
(T)’y =0,

i

=(T)Y. =0,

i

[1]

= - = A
H(T);j =0, H(T)ﬁ = 0.
Notese que de nuevo no sera necesario el calculo de las componentes EZJ y EZJ.,
C\ij
(9°)7 = 0.

Teniendo en cuenta que las derivadas parciales de la aplicaciéon T' vienen dadas por
oT" ... oT" 0 ort  ;OTy  OT'

j:1SIZ:j, = - = H

Oxi " Oxd Oxi’ Oxi 7

dado que

se tiene

o AT8 0 T8 T8 OTP P T
(T =7+ e Tl + o (95T, ) + e G LTIy,

Oz OxJ Pxt — «
LOTP ,OT>oT" _
ozl 8 T Togi 9gi Pev

N A T 9T? _
_ 1 o A 7 Rv
= {T Ox! Tag =7 Oxt Oxd ﬂw}
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yaque R} =0y f‘iﬁ = 0.

[0}

=(7T\7 — T8 =¥ 9 oT8 77 T8 TP v T
“(T)EE o ng + qu 't F@/B + Azt (Ta I Paﬁ)) +7° 8zi Ozt FIC/YIBFZP
(- oT" T oT? _.
T +r——=T, — 7" ————R)}
J gat 0" o Qai e

Oxd Oxi B VP

B__ OTBoTP - __
0 <7’°‘ailW > —i—TO‘aT or rv.1)

s LOTP . T ITP .
1 ol a”" ™ _ . vZT T I
Fij (Tl + 7 5l Faﬁ T 0T O R,@aa)
ya que fZB =0, fgé =0y 1;% =0.
La biarmoniciad de la aplicaciéon se obtiene ahora de forma directa. O

4.3. 1-formas. Aplicacién evaluaciéon

Sea w una l-forma en una variedad Riemanniana (M, g). La aplicacion evaluacion de
la 1-forma, como hemos definido en (3.1)), es la aplicacion:

w : (TM,g%) — R.

Respecto a un sistema de coordenadas (z?,...,2™) en un abierto de M, donde la 1-forma
venga dada por w = Y ", w;dz’, la evaluacion se lee en las coordenadas inducidas en el
fibrado tangente como la funcién

m
w(zt, .. 2™t 2™ = E w! .
=1

Un calculo directo muestra que la segunda forma fundamental de esta aplicacion es:

L I 82wl Tk Owy
V(w)s)ij = @ (axiaxa‘ %) our

donde I' son los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Civita de (M, g). Asi tenemos
la siguiente expresion en forma matricial
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De esta forma, el campo de tension de w viene determinado por:
T(w) = dw,

donde § denota el operador de coderivada en (M, g). Por tanto se tiene el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.7. Sea w una 1-forma en una variedad pseudo-Riemanniana (M, g). La funcion
evaluacion w : (TM, g¢) — R es armdnica si y solo si w es co-cerrada.

El estudio de la biarmonicidad de la aplicacién w se establece como sigue

Teorema 4.8. Sea w € A'(M) una 1-forma en la variedad (M, g). Entonces la aplicacion
evaluacion w : (TM, g%) — R es una funcion biarmdnica.

Demostracion. La expresion del campo de bitension de nuestra aplicacion es

_ 0
(w) = g® {7ap — Fstab} ay

siendo 7 el campo de tensiéon de la aplicaciéon ww y T' los simbolos de Christoffel de la
conexion de levi Civita de (T M, g©).

Para ver que la funcién es biarmonica debemos ver que el campo de bitension es cero.
De igual forma que en los casos anteriores, escribimos 72(w) = traza,c(=(w)). Asi, la
aplicacion ww es biarmonica si se cumplen las igualdades

E(w);; = 0, E(w); =0,

puesto que al ser (¢9)¥ = 0 podemos omitir el célculo de =;;.
A continuacion se muestra el calculo de estas componentes. Para ello primero conside-
remos las derivadas de la aplicacion ww:

Ow  Owy 3 Oww

=z — = w;.
oxt  Ort~ 7 Oxt ‘

Entonces se tiene

E(w);; = T35 — F%T,; =0

vaque 7, =0y 75 =0.

E(La))gj =Ty — F%Tk =0

vaque 7;; =0y 'k =
El caracter biarmoénico de ww se obtiene ahora por un céalculo directo. O
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4.4. Campos de vectores. Aplicacion evaluacion

Sea X un campo de vectores de una variedad Riemanniana (M, g). La aplicacion eva-
luacién de un campo de vectores, 1 X : T*M — R, tal y como la hemos definido en ,
viene dada por X (§) = X (p,w) = w(X,), donde w € A'(T,M). Considerando la expre-
sion del campo de vectores X como X =Y X* a?;i respecto a un sistema de coordenadas
(z',...,2™) en un abierto de M, la aplicacién evaluacion X : T*M — R se lee en las
coordenadas inducidas en T*M como

m
WX(2b oo™t ™) = E X",
i=1

Un céalculo directo muestra que la segunda forma fundamental de esta aplicacion es:

(V(eX)a)ij = 95[{ T — TG + o Ui 4 5o Tl — 5Ly — 2F§ctF§ij} :

Oz OxJ ij dzF T Bxit j 7

donde I' son los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Civita de (M, g). Asi se
tiene la siguiente expresion matricial en las coordenadas inducidas en T M

(VX)) (VX))
(V(eX).)) = ( (V(eX))i5 0 ) ’

con lo que el campo de tension de la aplicacion ¢ X es:
7(tX) = 2traza(VX)
con lo cual se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.9. Sea X un campo de vectores en una variedad afin (M, D). La funcion
evaluacion X : (T*M,gp) — R es armdnica si y solo si el campo de tensores VX tiene
traza nula, i.e., traza(VX) = 0.

El siguiente resultado recoge el estudio de la biarmonicidad de la aplicaciéon evaluacion
1 X

Teorema 4.10. Sea X un campo de vectores en la variedad afin (M, D). Entonces la
aplicacion evaluacion X : (T*M, gp) — R es una funcion biarmdnica.

Demostracion. La expresion del campo de bitension es:
2 _ ij ok
(tX) = (9p) {Tz‘j - Fika}

siendo 7 el campo de tensiéon de 1 X y I’ los simbolos de Christoffel de la conexion de
Levi-Civita de (T*M, gp). De nuevo para estudiar la biarmonicidad expresamos 72(:X) =
traza,, (2(¢X)), con lo que la aplicacion sera biarmoénica cuando

E(LX)EJ- = O, E(I,X)gj =0.
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De nuevo la componente Z(:X);; no necesita ser calculada, ya que (gp)” = 0.
Considerando las derivadas parciales de la aplicacion ¢ X
X 0X! X ,
—— xl ) = = XJ?
oz’ oz’ OxJ
se tiene
= o Tk _
H(LX)Z-J- =T szTk =0
yaque 7; =0y 7 =0.
= i — e Tk~
H(LX)ij =Ty Fij.Tk =0
yaquengzonyjzo.
De nuevo la biarmonicidad de ¢ X se sigue por un calculo directo. ]
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