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Resumen
El objetivo de este trabajo se enmarca en el estudio de aplicaciones entre variedades

pseudo-Riemannianas desde un punto de vista geométrico. Como generalización de las iso-
metrías, las aplicaciones armónicas permiten estudiar importantes aspectos geométricos e
incluso topológicos. Recientemente se ha iniciado el estudio de las aplicaciones biarmónicas,
las cuales desempeñan un papel importante en el estudio de la geometría de subvariedades.

Una vez introducida una estructura matemática, la construcción de ejemplos no triviales
de la misma supone un aspecto importante, por lo que en esta memoria nos hemos centrado
en la construcción de nuevos ejemplos de aplicaciones biarmónicas que, en la situación
genérica, no son armónicas. Hemos estudiado distintos tipos de aplicaciones entre fibrados
tangentes y cotangentes (la aplicación tangente de una aplicación, campos de tensores de
tipo (1, 1), aplicaciones evaluación e isomorfismos musicales), para lo que fue necesario
considerar distintos tipos de métricas pseudo-Riemannianas en dichos espacios.

Abstract
The objective of this work fits in the study of smooth maps between pseudo-Riemannian

manifolds from a geometrical point of view. As a generalization of isometries, harmonic
maps have important applications when considering some geometrical or topological ques-
tions. Recently, attention has been paid to the study the biharmonic maps, which play an
important role in some aspects of submanifold theory.

Once a mathematical structure is introduced, the construction of nontrivial examples
is an important aspect, so herein we have focused on the construction of new examples
of biharmonic maps that, in the generic situation, are not harmonic. We have studied
various types of applications between tangent and cotangent bundles (the tangent map of
an application, tensor fields of type (1, 1), evaluation maps and the musical isomorphisms),
for which it was necessary to consider different types of pseudo-Riemannian metrics in such
spaces.
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Introducción

Una de las principales dificultades en geometría pseudo-Riemanniana, en comparación
con otros campos de la matemática, es la escasez de aplicaciones entre distintas variedades
que permitan comparar sus geometrías. Mientras que las isometrías (locales) proporcionan
la relación de equivalencia que permite establecer distintas clases de variedades pseudo-
Riemannianas, aplicaciones como las inmersiones o las submersiones tan solo permiten
comparar ciertas partes de unas variedades con otras (esencialmente las que se corresponden
a través del subfibrado ortogonal al núcleo de la aplicación). Aún así, una vez se dispone de
una familia de aplicaciones, es importante medir el grado en el que dicha familia preserva
la estructura Riemanniana objeto de estudio.

La segunda forma fundamental de una aplicación (como medida de la diferencia entre
las conexiones de Levi-Civita de las variedades dominio e imagen) permite medir la dife-
rencia entre ambas geometrías y, de hecho, las aplicaciones afines son aquellas donde la
segunda forma fundamental es idénticamente nula. Generalizando esta idea se ha estudiado
la energía de una aplicación (especialmente cuando el dominio es compacto), dando lugar
al estudio de las aplicaciones armónicas como aquellas que son valores críticos para el fun-
cional de energía. Este hecho está caracterizado por la anulación de la traza de la segunda
forma fundamental, lo que permite establecer un cierto grado de analogía con el estudio de
las subvariedades minimales. Las aplicaciones armónicas presentan un alto grado de interés
motivado además por sus aplicaciones en distintas cuestiones geométricas y topológicas.

Denotando con C(M,N) el espacio de las aplicaciones diferenciables entre las varieda-
des pseudo-Riemannianas (M, g) y (N, h), el funcional de energía se construye integrando
la norma de la segunda forma fundamental de la aplicación, por lo que las aplicaciones ar-
mónicas son claramente generalizaciones de las aplicaciones afines. Así una generalización
natural de las aplicaciones armónicas (y de las inmersiones minimales) se puede obtener
considerando el funcional obtenido por integración de la norma del campo de tensión de
la aplicación (respectivamente de la norma del campo de vectores curvatura media de la
subvariedad). Así se introducen las aplicaciones biarmónicas como los puntos críticos del
nuevo funcional de bienergía.

El estudio de las aplicaciones biarmónicas ha tenido un amplio desarrollo en los últimos
años, con especial atención a dos aspectos básicos. Por un lado la construcción de nuevos
ejemplos y la obtención de resultados de clasificación en base a criterios geométricos. Por
otro lado, el estudio de aspectos analíticos motivados por el hecho de que las aplicacio-
nes biarmónicas se presentan como soluciones de un sistema de ecuaciones en derivadas
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8 Introducción

parciales de cuarto orden. Mientras que los estudios analíticos se han centrado en el caso
Riemanniano, los aspectos geométricos han sido especialmente estudiados en el ámbito de
la geometría pseudo-Riemanniana. Nuestro objetivo es contribuir al estudio de las aplica-
ciones biarmónicas mediante la construcción de nuevos ejemplos.

Las variedades dominio e imagen de los ejemplos que estudiaremos son el fibrado tan-
gente TM y el fibrado contangente T ∗M de una variedad dada M . En ambos casos será
necesario considerar una estructura pseudo-Riemanniana en ambas variedades para lo que
utilizaremos el levantamiento completo gC a TM de una métrica pseudo-Riemanniana da-
da en M y la extensión de Riemann gD a T ∗M de una conexión afín sin torsión D en M .
En ambos casos la estructura pseudo-Riemanniana tendrá signatura neutra. Además, las
variedades (TM, gC) y (T ∗M, gD) serán localmente isométricas si y solo si la conexión D
es la conexión de Levi-Civita de g [9]. Es importante señalar que, aunque las proyecciones
naturales de los fibrados tangente y cotangente no son submersiones pseudo-Riemannianas
para las métricas gC y gD, sí son aplicaciones totalmente geodésicas, lo que las hace espe-
cialmente adecuadas para el estudio de problemas de armonicidad.

Los resultados que hemos obtenido de existencia de aplicaciones biarmónicas se resumen
como sigue

Isomorfismos musicales

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. El carácter no degenerado de la métrica
permite establecer los isomorfismos musicales

[ : X ∈ X(M) 7→ [(X) = g(X, ·) ∈ ∧1(M),

y
] : ω ∈ ∧1(M) 7→ ](ω) ∈ X(M),

donde ](ω) es el campo de vectores en M determinado por la ecuación g(](ω), Y ) = ω(Y ).
Sea (U, (x1, . . . , xm)) un abierto coordenado enM y consideremos las coordenadas locales en
TM y T ∗M dadas por (π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄)) y (π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂)),
respectivamente (donde denotamos con π las proyecciones naturales, tanto desde el fibrado
tangente como desde el cotangente). Entonces, la aplicación [ se lee en coordenadas como

[(x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄) = (x1, . . . , xm, xl̄g1l, . . . , x
l̄gml),

y la aplicación ] : T ∗M −→ TM tiene como expresión

](x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) = (x1, . . . , xm, xl̂g1l, . . . , xl̂gml) .

Entonces se tiene

Teorema 3.8 Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana equipada con una cone-
xión afín sin torsión D. Los isomorfismos musicales [ : (TM, gC) −→ (T ∗M, gD) y
] : (T ∗M, gD) −→ (TM, gC) son siempre aplicaciones biarmónicas.

Obsérvese que, en la situación genérica, las aplicaciones [ y ] no son armónicas (salvo
que la conexión de Levi-Civita y la conexión afín D sean conjugadas).
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Transformación tangente de una aplicación

Sea f : (M, g) −→ (N, h) una aplicación entre dos variedades pseudo-Riemannianas.
La transformación tangente f∗ : (TM, gC) −→ (TN, hC) viene determinada por f∗(ξ) =
f∗p(v) ∈ Tf(p)M , donde ξ ∈ TM es de la forma ξ = (p, v) para algún punto p ∈M y algún
vector v ∈ TpM .

Según se ha probado en [26], la aplicación f∗ : (TM, gC) −→ (TN, hC) es armónica
(resp., totalmente geodésica) si y solo si la aplicación f : (M, g) −→ (N, h) es armónica
(resp., totalmente geodésica). Sin embargo el comportamiento respecto a la biarmonicidad
es mucho mejor, lo que proporciona nuevos ejemplos de aplicaciones biarmónicas.

Teorema 4.3 Para cualquier aplicación f : (M, g)→ (N, h), su transformación tangente
f∗ : (TM, gC)→ (TN, hC) es biarmónica.

Campos de tensores de tipo (1, 1)

Un campo de tensores T de tipo (1, 1) sobre una variedad M puede ser interpretado
como una aplicación T : TM −→ TM definida por T (ξ) = Tp(v) ∈ TpM , donde ξ ∈ TM
es de la forma ξ = (p, v) para algún punto p ∈M y algún vector v ∈ TpM . Si (x1, . . . , xm)
son coordenadas locales en M , la expresión en coordenadas de la aplicación T resulta

T (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄) =
(
x1, . . . , xm, xīT i1, . . . , x

īT im

)
donde la funciones T ji son las componentes del campo de tensores T .

Teorema 4.6 Sea T un campo de tensores de tipo (1, 1) en una variedad pseudo-
Riemanniana (M, g). Entonces T : (TM, gC)→ (TM, gC) es siempre una aplicación biar-
mónica.

Nótese que, sin embargo la aplicación T : (TM, gC) → (TM, gC) no es armónica en
general [9].

Aplicaciones evaluación

Las aplicaciones evaluación son la clave que permite extender objetos de una variedad a
su fibrado tangente o cotangente. Toda 1-forma ω en M puede ser vista como una función
ιω : TM → R definida por ιω(p, z) = ωp(z) que tiene como expresión en coordenadas:

ιω(x1, . . . , xm, x1̄ . . . , xm̄) =
m∑
l=1

ωlx
l̄

donde ω =
∑m

i=1 ωidx
i.

Teorema 4.8 Sea ω ∈ ∧1(M) una 1-forma en la variedad (M, g). Entonces la aplicación
evaluación ιω : (TM, gC)→ R es una función biarmónica.
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De forma análoga, para cada campo de vectores X en la variedad base M , la aplicación
evaluación ιX : T ∗M → R está definida por ιX(p, ω) = ω(Xp). Si X =

∑m
i=1 X

i ∂
∂xi

es la
expresión local en coordenadas de un campo de vectores en M , su evaluación se lee en las
coordenadas inducidas como ιX(x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) =

∑m
i=1 x

îX i.

Teorema 4.10 Sea X un campo de vectores en la variedad afín (M,D). Entonces la
aplicación evaluación ιX : (T ∗M, gD)→ R es una función biarmónica.

De nuevo debe notarse que tanto la evaluación de campos de vectores como de formas
no son aplicaciones armónicas en general.

Finalmente, es importante señalar que, un aspecto destacado de todas las familias de
aplicaciones consideradas, es el hecho de que todas ellas son isotropicamente armónicas, es
decir el campo de tensión es luminoso (‖τ‖2 = 0) pero no nulo (τ 6= 0).



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo fijaremos la notación que será utilizada a lo largo de la memoria
y, al mismo tiempo, estableceremos las definiciones que motivan el estudio realizado en
los capítulos posteriores. Las demostraciones de los resultados presentados a continuación
se encuentran detalladas en monografías tanto de geometría Riemanniana como pseudo-
Riemanniana [10, 19], por lo que omitiremos los detalles de las mismas.

1.1. Variedades pseudo-Riemannianas
En esta sección fijaremos el contexto de nuestro trabajo junto con los convenios que

serán empleados a lo largo de la memoria. El objeto principal de interés en nuestro es-
tudio son las variedades pseudo-Riemannianas. Una variedad pseudo-Riemanniana es una
variedad diferenciable M de dimensión m equipada con un tensor métrico g (i.e., simétrico
y no degenerado) de signatura (ν,m − ν). El par (M, g) denotará una variedad pseudo-
Riemanniana de signatura (ν,m − ν). En el caso particular en que ν = 0 diremos que
(M, g) es una variedad de Riemann y si ν = 1 (M, g) se denomina variedad de Lorentz.
Denotaremos por TpM el espacio tangente a M en un punto p ∈ M y por TM el fibra-
do tangente a la variedad. El fibrado cotangente se denotará por T ∗M . Tanto el fibrado
tangente como el fibrado cotangente a una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) jugarán
un papel esencial en nuestro estudio y su geometría será revisada en el Capítulo 3 de esta
memoria.

Consideraremos Γ(TM) el espacio de todos los campos de vectores tangentes a M .
Como regla general, los campos de vectores vendrán representados por letras mayúsculas
X, Y, Z, . . . y los vectores tangentes en cada punto de la variedad por letras minúsculas
x, y, z, . . . . Siguiendo la notación habitual en geometría pseudo-Riemanniana, heredada de
la Teoría de la Relatividad, un vector distinto de cero z ∈ TpM diremos que es temporal si
g(z, z) < 0, espacial si g(z, z) > 0 y nulo o luminoso si g(z, z) = 0.

Una conexión lineal o afín sobre una variedad diferenciable M es una aplicación: D :
Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM) definida como D(X, Y ) = DXY , verificando

1. DϕX+ψYZ = ϕDXZ + ψDYZ,

11



12 1 Preliminares

2. DX(λZ + µW ) = λDXZ + µDXW ,

3. DX(ϕZ) = (Xϕ)Z + ϕ∇XZ,

para cualesquiera funciones diferenciables ϕ y ψ, para todo X, Y , Z, W ∈ Γ(TM) y para
todo λ, µ ∈ R. Asociado a toda conexión afín D se define la torsión de D, T , como el
tensor de tipo (2, 1) dado por: T : Γ(TM) × Γ(TM) −→ Γ(TM) del siguiente modo:
T (X, Y ) = DXY − DYX − [X, Y ], donde [·, ·] denota el corchete de Lie de campos de
vectores. Una conexión lineal se dice libre de torsión o simétrica si T es idénticamente
nulo.

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Diremos que una conexión lineal D
es métrica o compatible con g si hace paralela a la métrica, DXg = 0 para cualquier
X ∈ Γ(TM) o equivalentemente: DXg(Y, Z) = g(DXY, Z) + g(Y,DX , Z) para cualesquiera
X, Y, Z campos de vectores en M .

Para cada variedad pseudo-Riemanniana (M, g) tenemos determinada de modo único
la conexión de Levi-Civita, ∇, asociada a ella, como la única conexión libre de torsión que
hace paralela a la métrica g. La fórmula de Koszul nos da la expresión de tal conexión:

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z))− Z(g(X, Y ))

+g(X, [Z, Y ]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ]),

donde X, Y, Z son campos de vectores sobre M
Una vez obtenida la conexión de Levi-Civita nos apoyamos en ella para construír el

operador de curvatura R (o tensor de curvatura de tipo (1, 3)) según el convenio

R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z,

y definimos el tensor curvatura de tipo (0, 4) asociado como

R(X, Y, Z, V ) = g(R(X, Y )Z, V ).

El tensor curvatura presenta las siguientes simetrías algebraicas:

(a) R(X, Y, Z, V ) = −R(Y,X,Z, V ) = −R(X, Y, V, Z),

(b) R(X, Y, Z, V ) +R(Y, Z,X, V ) +R(Z,X, Y, V ) = 0,

(c) R(X, Y, Z, V ) = R(Z, V,X, Y ),

(1.1)

y la identidad diferencial:

(d) (∇XR)(Y, Z, U, V ) + (∇YR)(Z,X,U, V ) + (∇ZR)(X, Y, U, V ) = 0. (1.2)

Nos referiremos a las identidades (b) y (d) como primera y segunda identidad de Bianchi,
respectivamente. Una clase especial de variedades que verifican trivialmente la segunda
identidad de Bianchi son las variedades localmente simétricas. Una variedad es localmente
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simétrica si las reflexiones geodésicas con respecto a cada punto son isometrías. La curvatu-
ra de dichas variedades es relativamente simple puesto que se caracterizan por la anulación
de su derivada covariante, i.e. ∇R = 0.

El tensor de curvatura de una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) codifica una canti-
dad enorme de información, la cual es tremendamente complicada de manipular. Por ello,
a partir de él se definen de forma natural ciertos tensores que nos permiten extraer una
parte de ella para poder obtener conclusiones sobre la geometría de la variedad. La curva-
tura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) es una función real K definida sobre
la Grassmanniana de 2-planos como

K(π) =
R(x, y, x, y)

g(x, x)g(y, y)− g(x, y)2
,

para todo 2-plano π = 〈{x, y}〉 en TpM . En el caso pseudo-Riemanniano, la definición
anterior debe restringirse a la Grassmanniana de 2-planos no degenerados (i.e., donde
g(x, x)g(y, y)−g(x, y)2 6= 0), lo que impide garantizar la acotación puntual de dicha función.
La posibilidad de extender K con continuidad a toda la Grassmanniana es equivalente a
la constancia de la misma [5]. En tal caso el tensor curvatura se escribe como

R(x, y, z, v) = κ (g(x, z)g(y, v)− g(y, z)g(x, v)) ,

donde κ es la constante dada por la curvatura seccional de la variedad.
El tensor de Ricci ρ y la curvatura escalar τ se definen como las trazas

ρ(x, y) = traza {z 7→ R(x, z)y}, τ = traza ρ.

En una base arbitraria {v1, . . . , vn} de TpM , denotando con gij = g(vi, vj), el tensor de
Ricci y la curvatura escalar se expresan como

ρ(x, y) =
n∑

i,j=1

gijR(x, vi, y, vj), τ =
n∑

i,j=1

gijρ(vi, vj),

donde (gij) denota la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica. Un tipo de
variedades cuyo tensor de Ricci se expresa de un modo muy simple son las variedades de
Einstein. Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice Einstein si su tensor de Ricci
es un múltiplo escalar de la métrica. En tal caso se tiene que ρ = τ

n
g.

Se define el tensor de Weyl de una variedad pseudo-Riemanniana a como

W (x, y, z, v) = R(x, y, z, v) +
τ

(n− 1)(n− 2)
{g(x, z)g(y, v)− g(y, z)g(x, v)}

− 1

n− 2
{ρ(x, z)g(y, v)− ρ(y, z)g(x, v)

+ ρ(y, v)g(x, z)− ρ(x, v)g(y, z)},

(1.3)

para todo x, y, z, v ∈ TpM .
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El significado geométrico del tensor de Weyl aparece en el estudio de la geometría
conforme. Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice localmente conformemente
llana si para cada punto p ∈ M existe un entorno U , p ∈ U , y un cambio conforme eσ,
σ : U −→ R, tal que g = eσg0 donde g0 es la métrica del espacio pseudo-Euclídeo Enν .
El tensor de Weyl caracteriza los espacios localmente conformemente llanos en dimensión
n ≥ 4 en términos de su anulación (nótese que W = 0 en dimensión n = 3). Es por ello
que las variedades 3-dimensionales localmente conformemente llanas han de ser tratadas
de modo diferenciado. Una variedad de dimensión tres es localmente conformemente llana
si su tensor de Schouten, C = 1

n−2

(
ρ− τ

2(n−1)
g
)
, es Codazzi, esto es (∇XC)(Y, Z) =

(∇YC)(X,Z).

1.2. Conexiones a lo largo de una aplicación
En esta sección mostraremos ciertos conceptos relacionados con aplicaciones definidas

entre variedades pseudo-Riemannianas. Con el fin de hacer lo más autocontenida esta me-
moria se harán con detalle las demostraciones de los principales resultados. A lo largo de
esta sección denotaremos por (M, g) y (N, h) variedades pseudo-Riemannianas de dimen-
siones m y n respectivamente y, sea f : M −→ N una aplicación entre dichas variedades.

Definición 1.1. Un campo de vectores X a lo largo de una aplicación f es una aplicación
X : M −→ TN si para cada punto p ∈M , se tiene que X(p) ∈ Tf(p)N .

Al conjunto de todos los campos de vectores a lo largo de f lo denotaremos por Γf (TN).
En particular se tiene que siM = N y tomamos f como la aplicación identidad id entonces
Γf=id(TM) es el conjunto de campos de vectores en M , Γ(TM).

Observación 1.2. Si consideramos f : M −→ N una aplicación entre variedades pseudo-
Riemannianas y,X ∈ Γ(TM) la aplicación f∗X : M −→ TN dada por (f∗X) (p) = f∗pX(p)
define un campo de vectores a lo largo de f , donde f∗ : TM −→ TN es la aplicación
tangente de f . Además, si Y ∈ Γ(TN) entonces Y ◦ f es un campo de vectores a lo largo
de f .

Un concepto central para nuestro trabajo es el de una conexión a lo largo de una
aplicación la cual se demuestra a continuación.

Definición 1.3. Sea f : M −→ N una aplicación entre variedades pseudo-Riemannianas.
Una aplicación aplicación ∇̄ : Γ(TM) × Γf (TN) −→ Γf (TN) es una conexión en N a lo
largo de f si para cualesquiera X, Y ∈ Γ(TM) y U , V ∈ Γf (TN), verifica que:

1. ∇̄X+YU = ∇̄XU + ∇̄YU ,

2. ∇̄ϕXU = ϕ∇̄XU , ϕ ∈ C∞(M),

3. ∇̄X(U + V ) = ∇̄XU + ∇̄XV ,

4. ∇̄X(ϕU) = X(ϕ)U + ϕ∇̄XU , ϕ ∈ C∞(M).
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Como caso particular se tiene que si f = id y M = N , ∇̄ es una conexión lineal en M .
Es importante destacar que de la definición anterior se tiene de forma directa que cualquier
conexión a lo largo de una aplicación es lineal en su primer argumento. Además, se tiene
que (∇̄XU)(p) depende únicamente del valor de X en el punto p [7, Proposition 2.1.1].

Dado una aplicación f : M −→ N entre dos variedades y, dada D una conexión lineal
en N , se puede determinar de forma única una conexión a lo largo de f , ∇̄, en N , con
una buena relación de compatibilidad con la conexión lineal D en N como se muestra en
el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sea f : M −→ N una aplicación y sea ND una conexión lineal en N.
Entonces existe una única conexión ∇̄ en N a lo largo de f tal que para todo Y ∈ Γ(TN),

∇̄X(Y ◦ f) = NDf∗XY.

Demostración. Unicidad: Sea {Y1 . . . , Yn} una base local en TN . Consideremos Y ∈ Γf (TN),
de modo que en coordenadas locales se expresa como Y =

∑n
i=1 ϕ

i(Yi ◦ f), donde ϕi ∈
C∞(M) para todo i = 1, . . . , n. Por lo tanto, si ∇̄ es una conexión en N a lo largo de f ,
entonces, para cada X ∈ Γ(TM) se tiene que

∇̄XY =
∑n

i=1X(ϕi)(Yi ◦ f) +
∑n

i=1 ϕ
i∇̄X(Yi ◦ f)

=
∑n

i=1X(ϕi)(Yi ◦ f) +
∑n

i=1 ϕ
iNDf∗XYi.

Por lo que ∇̄ está completamente determinado por ∇N , con lo que queda demostrada
su unicidad.

Existencia: Definamos localmente ∇̄ por la fórmula anterior. Definida de esta forma es
inmediato ver que ∇̄ es una conexión en N a lo largo de f con ∇̄X(Y ◦ f) = NDf∗XY ,
donde X ∈ Γ(TM) e Y ∈ Γ(TN). Entonces, usando la unicidad, estas definiciones locales
dan lugar a la definición global para ∇̄.

Si consideramos f : M −→ N una aplicación entre variedades y D una conexión en N .
Entonces la única conexión ∇̄ en N a lo largo de f es el pullback de D a lo largo de f .

El siguiente resultado nos muestra ciertas propiedades de considerar D = ∇ la conexión
de Levi-Civita de una variedad pseudo-Riemanniana (N, h).

Teorema 1.5. Sea M una variedad y (N, h) una variedad pseudo-Riemanniana y ∇ su
conexión de Levi-Civita. Si f : M −→ N es una aplicación entonces el pullback de ∇, el
cual también denotaremos por ∇, verifica las siguientes propiedades:

(1) Xh(U,W ) = h(∇XU,W ) + h(U,∇XW ), X ∈ Γ(TM), U, W ∈ Γf (TN),

(2) ∇Xf∗Y −∇Y f∗X = f∗[X, Y ], X, Y ∈ Γ(TM).
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Demostración. Empezaremos por demostrar la propiedad (1). Para ello, sean X ∈ Γ(TM)
y X ′ ∈ Γ(TN) verificando que f∗X = X ′ ◦ f , y sean U , V ∈ Γ(TN). Entonces

Xh(U ◦ f, V ◦ f)− h(∇X(U ◦ f), V ◦ f)− h(U ◦ f,∇X(V ◦ f))

= (f∗X)h(U, V )− h(∇f∗XU, V ◦ f)− h(U ◦ f,∇f∗XV )

= (X ′ ◦ f)h(U, V )− h(∇X′◦fU, V ◦ f − h(U ◦ f,∇X′◦fV )

= (X ′h(U, V )) ◦ f − h(∇X ′U, V ) ◦ f − h(U,∇X′V )) ◦ f

= (X ′h(U, V )− h(∇X′U, V )− h(U,∇X′V )) ◦ f

= 0.

Consideremos ahora la aplicación

T : Γ(TM)× Γf (TN)× Γf (TN) −→ C∞(M)

definida por
T (X,U, V ) = Xh(U, V )− h(∇XU, V )− h(U,∇XV )

que es lineal en todos sus argumentos. Entonces, puesto que el conjunto de todos los
campos Y ◦ f ∈ Γf (TN), donde Y ∈ Γ(TN), contiene una base local de campos para
Γf (TN) sobre C∞(M), por lo que se sigue de la linealidad de T que T (X,U, V ) = 0 para
todo X ∈ Γ(TM), y U , V ∈ Γf (TN).

A continuación consideramos la segunda identidad (2) en el Teorema 1.5. Sean X, Y ∈
Γ(TM) y X ′, Y ′ ∈ Γ(TN) tales que f∗X = X ′ ◦ f y f∗Y = Y ′ ◦ f . Entonces

∇Xf∗Y = ∇X(Y ′ ◦ f) = ∇f∗XY
′ = ∇X′◦fY

′ = (∇X′Y
′) ◦ f,

de forma similar se tiene que

∇Y f∗X = (∇Y ′X
′) ◦ f, y f∗[X, Y ] = [X ′, Y ′] ◦ f.

Por lo tanto, se tiene que

∇Xf∗Y −∇Y f∗X − f∗[X, Y ] = (∇X′Y
′ −∇Y ′X

′ − [X ′, Y ′]) ◦ f = 0.

Consideremos ahora la aplicación

T : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γf (TN)

definida por
T(X, Y ) = ∇Xf∗Y −∇Y f∗X − f∗[X, Y ]

que se sigue inmediatamente que es lineal. Además, puesto que el conjunto de todos los
Z ◦ f ∈ Γf (TN), donde Z ∈ Γ(TN), contiene una base local de campos para Γf (TN)
sobre C∞(M), se sigue que debido a la linealidad de T que T(X, Y ) = 0 para todo X, Y ∈
Γ(TM).
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En el siguiente resultado se estudian conceptos geométricos relacionados con el pullback
de la conexión de Levi-Civita a lo largo de una curva.

Proposición 1.6. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana y sea γ : I −→ M una
curva, donde I ⊂ R es un intervalo abierto. Sea ∇ la conexión de Levi-Civita de (M, g).
Denotaremos por ∇ el pullback de ∇ a lo largo de γ. Si x ∈ Tγ(t0)M , donde t0 ∈ I, entonces
existe un único X ∈ Γγ(TM) con X(t0) = x y tal que ∇ d

dt
X = 0.

Demostración. Consideremos {X1, . . . , Xm} una base de campos para Γγ(TM) sobre C∞(R).
Entonces se ∇ d

dt
Xi se puede escribir con respecto a dicha base como

∇ d
dt
Xi =

m∑
j=1

ajiXj,

donde aji : I −→ R, 1 ≤ i, j ≤ m. Fijémonos que, si X ∈ Γγ(TM) entonces con respecto
a la base de campos Xi se puede expresar como X =

∑m
i=1 ϕ

iXi, donde ϕi : I −→ R,
1 ≤ i ≤ m y, por lo tanto

∇ d
dt
X =

m∑
i=1

dϕi

dt
Xi +

m∑
i=1

ϕi∇ d
dt
Xi

=
m∑
i=1

dϕi

dt
Xi +

m∑
i=1

m∑
j=1

ϕiajiXj

=
m∑
j=1

dϕi

dt
+

m∑
i=1

ϕiajiXj.

Por lo tanto, como {X1, . . . , Xm} es una base se tiene que ∇ d
dt
X = 0 si y sólo si

m∑
j=1

dϕi

dt
+

m∑
i=1

ϕiaji , 1 ≤ j ≤ m.

Este sistema es un sistema de ecuaciones de primer orden y por lo tanto dada la condición
inicial (ϕ1(t0), . . . , ϕm(t0)), tiene solución única. Por lo tanto, considerando el valor inicial
X(t0) = x =

∑m
i=1 ϕ

i(t0)Xi(t0), existe un único campo X ∈ Γγ(TM) tal que X(t0) = x y
∇ d

dt
X = 0, lo cual concluye la prueba.

1.3. Segunda Forma Fundamental
En esta sección introduciremos el concepto de segunda forma fundamental de una apli-

cación entre variedades pseudo-Riemannianas. La segunda forma fundamental aparece en
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diversos contextos pseudo-Riemannianos y fue estudiada extensivamente en la literatu-
ra. Nosotros la estudiaremos desde el punto de vista de las aplicaciones entre variedades
pseudo-Riemannianas.

Sea f : M −→ N una aplicación. Como ya vimos, si X ∈ Γ(TM) entonces f∗X ∈
Γf (TN). Esto nos permite considerar f∗ como una aplicación de la forma:

f∗ : Γ(TM) −→ Γf (TN).

Inmediatamente se obtiene que f∗ es lineal en cada uno de sus argumentos. La siguiente
definición es crucial en nuestro estudio.

Definición 1.7. Sea f : (M, g) −→ (N, h) una apliación entre variedades pseudo-
Riemannianas. La segunda forma fundamental de f es la aplicación

∇f∗ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γf (TN),

definida por
∇f∗(X, Y ) = N∇Xf∗Y − f∗(M∇XY ).

El siguiente ejemplo justifica la nomenclatura de segunda forma fundamental.

Observación 1.8. Consideremos (M, g) y (N, h) dos variedades de Riemann de modo que
m+ 1 = n, de modo que ι : M ↪→ N es una inmersión isométrica. Por lo tanto, la métrica
en M se puede ver como el pullback de la métrica en N , i.e. g = ι∗h. Denotaremos por ξ
el campo vectorial unitario y normal a la inmersión. Por lo tanto para cada par de campos
X, Y ∈ Γ(TM) se verifica la ecuación de Gauss:

N∇XY = M∇XY + II(X, Y )ξ,

donde II se denomina segunda forma fundamental y se corresponde con la componente
normal a la inmersión de N∇XY . Por otro lado es simple comprobar que II se corresponde
con la segunda forma fundamental de la inmersión isométrica ι. Se dice que una hipersu-
perficie es totalmente geodésica si y sólo si toda geodésica en M en también geodésica en
N . Las hipersuperficies totalmente geodésicas están caracterizadas por la anulación de su
segunda forma fundamental, i.e. II = ∇ι∗ = 0.

El caso en que la traza de la segunda forma fundamental de la inmersión se anule,
diremos que la hipersuperficie es minimal. La existencia de hipersuperficies minimales está
relacionada con el hecho de que la inclusión ι sea una función armónica, concepto éste que
será introducido en el Capítulo 2.

Definición 1.9. Sea f : (M, g) −→ (N, h) una aplicación entre variedades pseudo-
Riemannianas. Entonces, f se dice afín si su segunda forma fundamental se anula, i.e.
∇f∗ = 0.

El siguiente teorema es un resultado de caracterización geométrica de aplicaciones afi-
nes.
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Teorema 1.10. Sea f : (M, g) −→ (N, h) una aplicación entre variedades pseudo-
Riemannianas. Entonces, f es una aplicación afín si y sólo si envía geodésicas de (M, g)
en geodésicas en (N, h).

A continuación, y puesto que la segunda forma fundamental jugará un papel central en
nuestro estudio, analizaremos con detalle alguna de sus propiedades más relevantes.

Proposición 1.11. La segunda forma fundamental de una aplicación f : (M, g) −→ (N, h)
es tensorial.

Demostración. A lo largo de la demostración consideraremos ϕ, φ ∈ C∞(M), X, Y ∈
Γ(TM) y π : TM −→ M la proyección natural. Para nuestra demostración necesitare-
mos previamente ver la linealidad de la aplicación tangente f∗.

f∗(ϕX) = f∗π(ϕX)ϕ(π(X))X(π(X))

= ϕ(π(X))f∗π(X)(X(π(X)))

= ϕf∗X .

Por lo que ahora ya estamos en condiciones de ver que ∇f∗ es lineal debido a la linealidad
de la conexión de Levi-Civita de una métrica pseudo-Riemanniana y de f∗.

(∇f∗)(φX,ϕY ) = N∇φXf∗(ϕY )− f∗(M∇φX(ϕY ))

= φ
(
N∇X(ϕf∗Y )

)
− f∗(φ

(
X(ϕ)Y + ϕM∇XY )

)
= φ

(
X(ϕ)f∗Y + ϕN∇Xf∗Y −X(ϕ)f∗Y − ϕf∗(M∇XY )

)
= φϕ((N∇Xf∗Y )− f∗(M∇XY ))

= φϕ(∇f∗)(X, Y ).

Proposición 1.12. La segunda forma fundamental ∇f∗, de una aplicación f : (M, g) −→
(N, h) entre variedades pseudo-Riemannianas, es simétrica.

Demostración. Probaremos que para cualquier par de campos X, Y ∈ Γ(TM), se tiene que
∇f∗(X, Y ) = ∇f∗(Y,X). Para ello usaremos la definición de la segunda forma fundamental
de una aplicación y el Teorema 1.5 en esta cadena de igualdades.

(∇f∗)(X, Y ) = N∇Xf∗Y − f∗(M∇XY )

= N∇Y f∗X + f∗[X, Y ]− f∗(M∇YX)− f∗[X, Y ]

= N∇Y f∗X − f∗(M∇YX)

= (∇f∗)(Y,X).
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Observación 1.13. Resulta de gran interés conocer la expresión en coordenadas de la
segunda forma fundamental de una aplicación f : (M, g) −→ (N, h). Para ello, sea
(U, (x1, . . . , xm)) una carta coordenada en M y (V, (y1, . . . , yn)) una carta coordenada en
N de tal forma que f(U) ⊂ V y yα = fα(x1, . . . , xm) con α = 1, . . . , n.

Entonces la expresión en coordenadas de la segunda forma fundamental viene dada por:

(∇f∗)γij =
∂2fγ

∂xi∂xj
(x)− MΓkij(x)

∂fγ

∂xk
(x) + NΓγαβ(f(x))

(
∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj

)
(x),

en donde MΓ y NΓ denotan los símbolos de Christoffel correspondientes a las conexiones
de Levi-Civita de g y h respectivamente.

Observación 1.14. Desde un punto de vista formal, la segunda forma fundamental de una
aplicación f : (M, g) −→ (N, h) puede interpretarse como un campo de tensores tipo (1, 2)
a lo largo de la aplicación. Utilizando la métrica del dominio es posible construir su traza,
que será el campo de vectores a lo largo de la aplicacion

τ(f) = gij(∇f∗)(∂xi, ∂xj).

El campo de vectores a lo largo de la aplicación τ(f) recibe el nombre de campo de tensión
de la aplicación f y será el objeto central de estudio en el Capítulo 2.

Utilizando la expresión anterior en coordenadas de la segunda forma fundamental, el
campo de tensión se expresa como

τ(f)=
∑
γ

gij
{
∂2fγ

∂xi∂xj
(x)−MΓkij(x)

∂fγ

∂xk
(x)+NΓγαβ(f(x))

(
∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj

)
(x)

}
∂yγ.



Capítulo 2

Aplicaciones armónicas y biarmónicas

Las aplicaciones armónicas y biarmónicas han sido introducidas en términos de valores
críticos correspondientes a ciertos funcionales de energía para aplicaciones entre variedades.
En este capítulo recordaremos dicha motivación y obtendremos las ecuaciones de Euler-
Lagrange para los problemas variacionales asociados a la armonicidad y biarmonicidad.
Dichas ecuaciones proporcionan las definiciones actualmente utilizadas tanto para el estudio
de las aplicaciones armónicas y biarmónicas entre variedades no compactas como para su
extensión al ámbito de la geometría pseudo-Riemanniana.

Como ya se ha puesto de manifiesto en el capítulo anterior, el campo de tensión de una
aplicación es un campo de vectores a lo largo de la aplicación, por lo que es importante
analizar la extensión del teorema clásico de la divergencia para campos de vectores a lo
largo de una aplicación.

Sean (Mm, g) y (Nn, h) dos variedades pseudo-Riemannianas y sea f : (M, g) −→ (N, h)
una aplicación entre ambas. Denotemos por ∇̄ la conexión a lo largo de la aplicación f ,
según se ha establecido en el capítulo anterior. Denotemos por f∗ la diferencial de la apli-
cación f . La aplicación adjunta de f∗, que denotamos por ∗f∗, es la aplicación determinada
por g(X, ∗f∗(Y )) = h(f∗(X), Y ).

Se define la divergencia de un campo de vectores a lo largo de la aplicación Z ∈ Γf (TN)
como

divZ = traza ∗f∗∇̄Z.
Es importante señalar que este operador coincide con la divergencia usual para campos de
vectores a lo largo de la aplicación identidad.

A fin de expresar el operador divergencia en términos de referencias adaptadas, consi-
deremos una referencia local ortonormal {e1, . . . , em} de TM de tal manera que

div(Z) = traza ∗f∗∇̄Z =
∑m

i=1 g(ei, ei)g((∗f∗∇̄Z)(ei), ei)

=
m∑
i=1

g(ei, ei)g(∗f∗π(ei)∇̄eiZ, ei)

=
m∑
i=1

g(ei, ei)h(∇̄eiZ, f∗ei)

21
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en donde π : TM −→M es la proyección.
Como consecuencia se tiene que

div ∗f∗Z = divZ + h(Z, τ(f)), (2.1)

identidad que utilizaremos en el estudio de las aplicaciones armónicas. De hecho,

(div ∗f∗Z) (p) =
∑m

i=1{g(ei, ei)g(∇ei(
∗f∗Z), ei)}(p)

=
m∑
i=1

{g(ei, ei)eig(∗f∗Z, ei)}(p)

=
m∑
i=1

{g(ei, ei)eih(Z, f∗ei)}(p)

=
m∑
i=1

{g(ei, ei)h(∇̄eiZ, f∗ei)}(p)

+
m∑
i=1

{g(ei, ei)h(Z, ∇̄eif∗ei)}(p)

=
m∑
i=1

{g(ei, ei)h(∇̄eiZ, f∗ei)}(p)

+
m∑
i=1

{g(ei, ei)h(Z, (∇̄f∗)(ei, ei))}(p)

= divZ + h(Z, τ(f)).

2.1. Aplicaciones armónicas: campo de tensión
Sea f : (Mm, g)→ (Nn, h) una aplicación diferenciable. Se define la densidad de energía

de f como

e(f) :=
1

2
‖f∗‖2.

Asumiendo ahora que la variedad M es compacta (o en su caso que la función f tiene
soporte compacto), se define el funcional de energía de la aplicación f como

E(f) :=

∫
M

e(f)dM ,

siendo dM el elemento de volumen riemanniano de (M, g).
En esta situación, se dice que una aplicación f es armónica si es un punto crítico de su

funcional de energía E(f).
El objetivo de esta sección es estudiar los puntos críticos del funcional de energía,

mostrando que para variedades Riemannianas compactas, la armonicidad de una aplicación
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es equivalente a la anulación de su campo de tensión. Una variación diferenciable F de f
es una aplicación F : (−ε, ε)×M −→ N verificando:

F (0, x) = f(x) , F (t, x) = Ft(x) ,

para todo punto x ∈M y todo valor t ∈ (−ε, ε). Supongamos ahora que la aplicación f es
un punto crítico del funcional de energía y consideremos una variación F . Puesto que f es
un punto crítico de E(f), se tiene que d

dt
E(Ft)

∣∣
t=0

= 0.
Denotemos con V al campo de la variación

V (x) =
dFt(x)

dt

∣∣∣∣
t=0

= F∗

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
(0,x)

.

Entonces

d

dt
E(Ft) =

1

2

d

dt

∫
M

h(F∗, F∗)dM =

∫
M

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗, F∗

)
dM,

donde

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗, F∗

)
=

m∑
i=1

h
((
∇̄ ∂

∂t
F∗

)
(ei) , F∗ (ei)

)
=

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗ (ei) , F∗ (ei)

)
−

m∑
i=1

h
(
F∗

(
∇ ∂

∂t
ei

)
, F∗ (ei)

)
.

Como ∇ ∂
∂t
ei = 0, se tiene que

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗, F∗

)
=

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗(ei), F∗(ei)

)
,

y haciendo uso de las simetría de las derivadas

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗, F∗

)
=

m∑
i=1

h

(
∇̄eiF∗

(
∂

∂t

)
, F∗(ei)

)
.

Así se tiene que

d

dt
E(Ft) |t=0 =

∫
M

m∑
i=1

h

(
∇̄eiF∗

(
∂

∂t

)
, F∗(ei)

)∣∣∣∣
t=0

dM

=

∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄eiV, F∗ (ei)

)
dM

=

∫
M

div V dM.
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Ahora bien, utilizando la identidad (2.1) para la divergencia de un campo de vectores
a lo largo de una aplicación, tenemos

d

dt
E(Ft) |t=0=

∫
M

div ∗f∗V dM −
∫
M

h(V, τ(f))dM,

con lo que
d

dt

∣∣∣∣
t=0

E(Ft) = −
∫
M

h(V, τ(f))dM.

Para métricas Riemannianas la igualdad anterior permite mostrar fácilmente que τ(f) =
0, sin más que tomar F una variación cuyo campo de variación venga dado por V = τ(f).
Así la condición d

dt
E(Ft) |t=0= 0 es equivalente a que

∫
M
h(τ(f), τ(f)) = 0, de donde se

sigue que τ(f) = 0 sin más que utilizar el carácter definido positivo de la métrica. Por
tanto se tiene que

Teorema 2.1. Una aplicación f : (M, g) −→ (N, h) entre variedades Riemannianas com-
pactas es harmónica si τ(f) = 0.

Como ya se ha mencionado, el resultado anterior motiva el estudio de la armonicidad
a través de la anulación del campo de tensión de la aplicación.

Observación 2.2. Es importante señalar la existencia de aplicaciones no armónicas entre
variedades pseudo-Riemannianas para las que, sin embargo τ(f) es un campo de vectores
nulo, esto es ‖τ(f)‖2 = 0, pero τ(f) 6= 0.

Esta situación aparecerá de forma reiterada a lo largo de este trabajo.

2.2. Biarmonicidad: campo de bitensión

Manteniendo una cierta analogía con la sección precedente, en esta sección estudiaremos
la condición de biarmonicidad de una aplicación a partir del funcional de bienergía. Sea
f : (M, g) −→ (N, h) una aplicación diferenciable. Se define la densidad de bienergía de f
como

e2(f) =
1

2
‖τ(f)‖2.

Así, cuando la variedad M sea compacta (o la aplicación f tenga soporte compacto), se
define el funcional de bienergía de la aplicación diferenciable f como

E2(f) =

∫
M

e2(f)dM ,

siendo dM el elemento de volumen Riemanniano de (M, g).
Diremos que una aplicación f : (M, g) −→ (N, h) es biarmónica si es punto crítico de

su funcional de bienergía.
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Observación 2.3. Así como el funcional de energía se puede plantear como una medida
del carácter no isométrico de una aplicación, el funcional de bienergía proporciona una
medida de la falta de armonicidad en la aplicación f (ya que trivialmente E2(f) = 0 si f
es armónica).

A continuación caracterizaremos los puntos críticos del funcional de bienergía deter-
minando las ecuaciones de Euler-Lagrange del correspondiente funcional. Para ello, con-
sideraremos una variación diferenciable F de f . Es decir, tomamos una aplicación F :
(−ε, ε)×M −→ N verificando

F (0, x) = f(x), F (t, x) = Ft(x) ∀x ∈M.

Como en la sección anterior, denotamos con V el campo de vectores de la variación, esto
es, el campo de vectores a lo largo de al aplicación f determinado por

V (x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ft(x) = F∗

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
(0,x)

.

A fin de determinar los puntos críticos de E2( · ), estudiaremos la derivada
d

dt
E2(Ft) |t=0.

Al igual que en la sección anterior, denotamos por ∇ la conexión de Levi-Civita de la
variedad producto M × (−ε, ε) y por ∇̄ la conexión inducida a lo largo de la aplicación.

En lo que sigue de este capítulo denotaremos por R el tensor de curvatura de la variedad
M × (−ε, ε), R̄ denotará el tensor de curvatura de la variedad N y utilizaremos R̃ para
representar el tensor de curvatura correspondiente a la conexión a lo largo de la aplicación
(i.e., la curvatura correspondiente a la conexión en el fibrado T (M × (−ε, ε))⊗ F−1TN).

Lema 2.4. Sea f : (M, g)→ (N, h) una aplicación diferenciable y F : (−ε, ε)×M −→ N
una variación de f . Entonces

d

dt
E2(Ft) =

∫
M

m∑
i=1

h

((
∇̄ei∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
−
(
∇̄∇eieiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)
dM

+

∫
M

m∑
i=1

h

(
R̄

(
F∗(ei), F∗

(
∂

∂t

))
F∗(ei),

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
dM,

donde e1, . . . , em es una referencia local ortonormal en (M, g).

Demostración. Sea {ei} una referencia local ortonormal en (M, g), de forma que el campo
de tensión de la variación F se exprese como

τ(F ) =
m∑
i=1

h
((
∇̄eiF∗

)
(ei), ∇̄eiF∗(ei)

)
.



26 2 Aplicaciones armónicas y biarmónicas

Entonces se tiene

d
dt
E2(Ft) =

d

dt

1

2

∫
M

m∑
i=1

h
((
∇̄eiF∗

)
(ei), ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

=

∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t

((
∇̄eiF∗

)
(ei)
)
, ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

=

∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
∇̄eiF∗(ei), ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

−
∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗ (∇eiei) , ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

en donde en la última igualdad se ha hecho uso de la definición de la segunda forma
fundamental.

El resultado se sigue ahora sin más que considerar las expresiones de la curvatura
siguientes. En primer lugar, como consecuencia directa de la definición del tensor de cur-
vatura se tiene que

(
R̃
(
X, ∂

∂t

)
F∗

)
(Y ) = −∇̄X∇̄ ∂

∂t
F∗(Y ) + ∇̄ ∂

∂t
∇̄XF∗(Y ) + ∇̄[X, ∂

∂t
]F∗Y )

= −∇̄X∇̄ ∂
∂t
F∗(Y ) + ∇̄ ∂

∂t
∇̄XF∗(Y )

sin más que tener en cuenta que
[
X, ∂

∂t

]
= 0 para todo campo de vectoresX enM . Además,

considerando el tensor curvatura de la conexión a lo largo de la aplicación en el fibrado
T (M × (−ε, ε))⊗ F−1TN , se tiene

(
R̃

(
X,

∂

∂t

)
F∗

)
(Y ) = R̄

(
F∗(X), F∗

(
∂

∂t

))
F∗(Y )− F∗

(
R

(
X,

∂

∂t

)
Y

)
= R̄

(
F∗(X), F∗

(
∂

∂t

))
F∗(Y ).

Ahora, empleando estas dos igualdades que hemos obtenido, nuestra expresión de
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d
dt
E2(Ft) se reduce en

d
dt
E2(Ft) =

∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
∇̄eiF∗(ei), ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

−
∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗ (∇eiei) , ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

=

∫
M

m∑
i=1

h

(
R̄

(
F∗(ei), F∗

(
∂

∂t

))
F∗(ei)

+∇̄ei∇̄ ∂
∂t
F∗(ei), ∇̄F∗(ei)

)
dM

−
∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ ∂

∂t
F∗ (∇eiei) , ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

=

∫
M

m∑
i=1

h
(
∇̄ei∇̄ ∂

∂t
F∗(ei)− ∇̄ ∂

∂t
F∗ (∇eiei) , ∇̄eiF∗(ei)

)
dM

+

∫
M

m∑
i=1

h

(
R̄

(
F∗(ei), F∗

(
∂

∂t

))
F∗(ei), ∇̄eiF∗(ei)

)
dM.

El resultado se obtiene ahora sin más que emplear la simetría de la segunda forma funda-
mental en el primer sumando.

Lema 2.5. Sea f : (M, g)→ (N, h) una aplicación diferenciable y F : (−ε, ε)×M −→ N
una variación de f . Entonces

∫
M

m∑
i,j=1

h

((
∇̄ei∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
−
(
∇̄∇eieiF∗

)( ∂

∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
dM

=

∫
M

m∑
i,j=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, ∇̃ei∇̃ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

− ∇̃∇eiei
(
∇̃ejF∗

)
(ej)
)
dM.

Demostración. Para cada punto t ∈ (−ε, ε) definimos un campo de vectores en la variedad
M de la forma

X =
m∑

i,j=1

h

((
∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
ei .



28 2 Aplicaciones armónicas y biarmónicas

Calculando su divergencia

divX =
m∑
i=1

g(∇eiX, ei)

=
m∑

i,j=1

∇eih

((
∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)

+
m∑

i,j=1

h

((
∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
g (∇eiei, ei) .

El primer término de la expresión anterior se puede reducir en lo siguiente, sin más que
derivar con respecto a ei y utilizar la expresión de la segunda forma fundamental.

∇eih
((
∇̄eiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)

= h
(
∇̃ei

(
∇̄eiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)

+h

((
∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
, ∇̃ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
= h

(
∇̄ei∇̄eiF∗

(
∂

∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
+h

((
∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
, ∇̃ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
.

El segundo elemento lo podemos reducir a lo siguiente utilizando el hecho de que
g(∇eiei, ei) + g(ei,∇eiei) = 0 y la simetría de la segunda forma fundamental.

h
((
∇̄eiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)
g(∇eiei, ei)

= −h
((
∇̄eiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)
g (ei,∇eiei) .

= −h
((
∇̄∇eieiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)
.

Por lo tanto la expresión de la divergencia del campo de vectores X es:

divX =
∑m

i,j=1 h
((
∇̄ei∇̄eiF∗

) (
∂
∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)

+
m∑

i,j=1

h

((
∇̄eiF∗

)( ∂

∂t

)
, ∇̃ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)

−
m∑

i,j=1

h

((
∇̄∇eieiF∗

)( ∂

∂t

)
,
(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
.

Definimos ahora otro campo de vectores en M , de la forma

Y =
m∑

i,j=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,∇ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
ei
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de forma análoga al caso anterior, obtenemos la expresión de div Y .

div Y =
∑m

i,j=1 h
((
∇̄eiF∗

) (
∂
∂t

)
, ∇̃ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)

+
m∑

i,j=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, ∇̃ei∇̃ei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)

−
m∑

i,j=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, ∇̃∇eiei

(
∇̄ejF∗

)
(ej)

)
.

Puesto que
∫
M

div(X − Y )dM = 0, se obtiene el resultado buscado.

Empleando los dos lemas anteriores, la derivada del funcional de bienergía se reduce a
la siguiente expresión

d

dt
E2(Ft) =

∫
M

∑
h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, ∇̃ei∇̃ei

((
∇̄ej

)
F∗
)

(ej)

−∇̃∇eiei
(
∇̄ejF∗

)
(ej)
)
dM

+

∫
M

∑
h

(
R̄

(
F∗(ei), F∗

(
∂

∂t

))
F∗(ei),

(
∇̄F∗

)
(ej)

)
dM.

Ahora bien, como nuestro objetivo es estudiar d
dt
E2(Ft) |t=0, evaluando en t = 0 en la

expresión anterior obtenemos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

E2(Ft) =

∫
M

h
(
V,−∇̄∇̄τ(f)

)
dM +

∫
M

h
(
R̄ (F∗, V )F∗, τ(f)

)
dM

=

∫
M

h
(
V,−∇̄∇̄τ(f) + R̄ (F∗, τ(f))F∗

)
dM

donde V representa el campo de la variación.
Como la variación F fue tomada de forma arbitraria y por ser (N, h) una variedad

Riemanniana, la función f es biharmónica si y solo si ∇̄∇̄τ(f)− R̄ (F∗, τ(f))F∗ = 0.
De nuevo y, manteniendo la analogía con el estudio de las aplicaciones armónicas, si

dirá que una aplicación f(M, g)→ (N, h) es biarmónica si y solo si el campo de bitensión

τ 2(f) = trazag(∇̄∇̄ − ∇̄∇)τ(f)− trazag R̄(f∗, τ(f))f∗

es nulo.

Observación 2.6. Al igual que en el estudio de las aplicaciones armónicas, será necesario
disponer de una expresión en coordenadas del campo de bitensión. Un cálculo largo pero
directo a partir de la definición anterior de τ 2(f) muestra que respecto a sistemas de
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coordenadas (x1, . . . , xm) en M e (y1, . . . , yn) en N

τ 2(f) = trazag Ξ(f∗)

= gij
{
τσij + ταj f

β
i Γ̄σαβ +

∂

∂xi

(
ταfβj Γ̄σαβ

)
+ταfβj f

ρ
i Γ̄ναβΓ̄σνρ − Γkij

(
τσk + ταfβk Γ̄σαβ − τ νfαi f

β
j R̄

σ
βαν

)} ∂

∂yσ

donde τ(f) = τσ ∂
∂yσ

es el campo de tensión de f expresado en coordenadas, los subíndices
indican derivadas parciales fβj = ∂xjf

β, τσij = ∂2
xixjτ

σ y los superíndices indican las com-
ponentes de las funciones consideradas f = (f 1, . . . , fn). Además, Γ y Γ̄ representan los
símbolos de Christoffel correspondientes a las conexiones de Levi-Civita de (M, g) y (N, h),
y R̄ representa la curvatura de (N, h).



Capítulo 3

Métricas en fibrados tangentes y
cotangentes

El fibrado tangente a una variedad diferenciable M es la unión disjunta de todos los
espacios tangentes a M . Esto es, si TpM denota el espacio tangente a la variedad M en el
punto p ∈M , entonces TM =

⋃
p∈M TpM . Así un elemento ξ ∈ TM puede ser visto como

un par (p, v), donde p es un punto de M y v es un vector v ∈ TpM . La proyección natural
π : TM →M se define como π(ξ) = π(p, v) = p.

El fibrado tangente a una variedad es un objeto de vital importancia, pues permite
interpretar conceptos básicos de geometría como campos de vectores, ciertos tipos de ten-
sores (por ejemplo, una sección de TM es un campo de vectores enM) y formalizar el flujo
de sistemas de ecuaciones de segundo orden (como ocurre con el flujo geodésico).

De modo análogo, el fibrado cotangente a una variedad diferenciable M es la unión
disjunta de todo los espacios cotangentes a M , esto es, T ∗M =

⋃
p∈M T ∗pM , donde T ∗pM

es el dual de TpM . Manteniendo una analogía con el fibrado tangente, las 1-formas en
M son las secciones de T ∗M . Sin embargo, el estudio del fibrado cotangente presenta una
motivación adicional que proviene de su interpretación como espacio de fases. Si la variedad
M representa el conjunto de las posibles posiciones en un sistema dinámico, el fibrado
cotangente puede ser interpretado como el conjunto de todas las posiciones y momentos.
Por ejemplo en la descripción del espacio de fases de un péndulo, el estado del péndulo está
determinado por su posición (un ángulo) y su momento (o equivalentemente su velocidad
si la masa es invariante). Entonces el espacio de fases tiene la apariencia de un cilindro,
que es el fibrado cotangente de un círculo.

3.1. Fibrado tangente: levantamiento completo.

El fibrado tangente está equipado con una topología natural y una estructura diferen-
ciable que le proporcionan una estructura de variedad por si misma. Su dimensión es el
doble de la dimensión de la variedad baseM . Si la variedad base está equipada con una es-
tructura pseudo-Riemanniana, existe un buen número de estructuras pseudo-Riemannianas

31
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inducidas en TM .
En esta sección introduciremos una familia de métricas naturales en TM inducidas

por la estructura de la base (M, g). Para definir esta estructura recurriremos a la teoría
de levantamientos, que permite relacionar la geometría del fibrado tangente con la de
la variedad base. Posteriormente estudiaremos la expresión de estas métricas en ciertos
sistemas de coordenadas naturales.

Sea f : M −→ R. El levantamiento vertical de la función f , que denotamos por fV , es
la función fV : TM −→ R definida por fV = f ◦π. Considerando la aplicación evaluación,
toda 1-forma ω en M puede ser vista como una función ιω : TM → R definida por
ιω(p, v) = ωp(v) y, por tanto, para cada función f : M → R, ι(f∗) es la función en TM
asociada a la 1-forma dada por su diferencial f∗. Este tipo de funciones tienen un signficado
especial aquí, ya que si X̃ y Ỹ son campos de vectores en TM , entonces se cumple que
X̃(ι(f∗)) = Ỹ (ι(f∗)) para toda función f de M si y solo si X̃ = Ỹ .

Un campo de vectores X̃ en TM se dice vertical si X̃(fV ) = 0 para toda función f enM .
Ahora, dado un campo de vectores X enM , definimos su levantamiento vertical XV de X a
TM como XV (ιω) = ω(X)V , en donde ω es una 1-forma arbitraria enM . De modo análogo
una 1-forma ω̃ en TM se dice que es vertical si ω̃(XV ) = 0 para cualquier campo de vectores
X sobre M . Para cada función f en M , el levantamiento vertical (f∗)

V de su 1-forma
asociada f∗ en TM está definido por (f∗)

V = (fV )∗. Además si ω =
∑
ωidxi es una 1-forma

en M , entonces el levantamiento vertical de ω a TM viene dado por ωV =
∑
ωVi (dxi)

V ,
en donde (xi) es una carta coordenada en M .

El concepto de levantamiento vertical puede ser extendido ahora a campos de tensores
arbitrarios usando las ecuaciones:

(P ⊗Q)V = P V ⊗QV , (P +Q)V = P V +QV ,

para cualesquiera campos de tensores P y Q en M .
Si f es una función en M , definimos el levantamiento completo fC de f a TM por

fC = ι(f∗). Una observación importante es que dos campos de vectores X̃ y Ỹ en TM
verifican que X̃(fC) = Ỹ (fC) para toda función f de M si y solo si son iguales. Así,
se define el levantamiento completo de un campo de vectores X de M como el campo
de vectores en TM definido por XC(fC) = (Xf)C . Además, las 1-formas en TM están
caracterizadas por sus valores sobre los levantamientos completos de campos de vectores
en M , esto es, dos 1-formas ω̃ y η̃ en TM son iguales si y solo si ω̃(XC) = η̃(XC) para
cualquier campo de vectores X en M . Así, definimos el levantamiento completo de una
1-forma ω en M como la 1-forma en TM determinada por ωC(XC) = (ω(X))C .

De nuevo se extiende el concepto de levantamiento completo a campos de tensores
arbitrarios usando las ecuaciones:

(P ⊗Q)C = PC ⊗QV + P V ⊗QC , (P +Q)C = PC +QC ,

para cualesquiera campos de tensores P y Q en M .
En lo que sigue expresaremos los levantamientos anteriores en coordenadas. Para ello

consideraremos coordeandas en TM inducidas de forma natural por las coordenadas de
M .
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Sea (U, (x1, . . . , xm)) una carta coordenada deM y π : TM →M la proyección natural.
En el abierto π−1(U) ⊂ TM se consideran las coordenadas (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄), donde
x1̄, . . . , xm̄ representan las componentes de los campos de vectores en M respecto a la base
de campos coordenados { ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xm
}. En lo que sigue utilizaremos la notación ī = i+m,

donde i = 1, . . . ,m.
Ahora si X = X i ∂

∂xi
es un campo de vectores en M , los levantamientos vertical y

completo de X se expresan en las coordenadas (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄) de TM como:

XV = (X i ∂

∂xi
)V = (X i ◦ π)

∂

∂xī
,

XC = (X i ∂

∂xi
)C = (X i ◦ π)

∂

∂xi
+ (xk̄

∂X i

∂xk
)
∂

∂xī
.

Sea ahora (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Consideraremos en TM la métrica
inducida dada por el levantamiento completo gC de g, que viene determinada por

gC(XC , Y C) = g(X, Y )C .

Entonces si gij son las funciones componentes de la métrica g en un sistema de coordenadas
(U, (x1, . . . , xm)), el levantamiento completo viene dado por:

gC =

 xk̄
∂gij
∂xk

gij

gij 0


en el sistema de coordenadas (π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄)).

Es importante señalar que la métrica gC es siempre pseudo-Riemanniana de signatura
neutra (m,m), siendo m = dimM . Dicha métrica refleja muchas propiedades de la es-
tructura pseudo-Riemanniana de la base. A modo de ejemplo se tiene (véase, por ejemplo
[4, 27]).

(TM, gC) es localmente simétrica si y solo si lo es (M, g).

(TM, gC) es localmente conformemente llana si y solo si (M, g) es de curvatura sec-
cional constante.

Para nuestro objetivo de analizar la armonicidad y biarmoniciad de ciertas aplicaciones
cuyo dominio es el fibrado tangente a una variedad, necesitaremos relacionar los símbolos
de Christoffel de las conexiones de Levi-Civita de la métrica levantamiento completo gC y
de la métrica g de la base.

Lema 3.1. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Los símbolos de Christoffel
gCΓγαβ de la conexión de Levi-Civita de (TM, gC) vienen dados por

gCΓk =

(
gΓkij 0

0 0

)
, gCΓk̄ =

 xl̄
∂

∂xl
gΓkij

gΓkij

gΓkij 0

 ,



34 3 Fibrados tangente y cotangente

donde gΓkij representan los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita de (M, g)
respecto a sistemas de coordenadas (U, (x1, . . . , xm)) en M , y donde
(π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄)) es el correspondiente abierto coordenado en TM .

Denotemos con R̃ el tensor de curvatura de (TM, gC) y R el tensor de curvatura de
(M, g). Respecto a los sistemas de coordenadas considerados anteriormente se tiene

Teorema 3.2. Las componentes de los tensores de curvatura de (TM, gC) y (M, g) veri-
fican

R̃l
ijk̄

= R̃l
ij̄k = R̃l

īj̄k = R̃l
ij̄k̄

= R̃l
īj̄k̄

= 0,

R̃l
ijk = R̃l̄

ijk̄ = R̃l̄
ij̄k = Rl

ijk,

R̃l̄
īj̄k = R̃l̄

ij̄k̄ = R̃l̄
īj̄k̄ = 0 ,

respecto a sistemas de coordenadas (U, (x1, . . . , xm)) en la variedad base M y
(π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄)) en TM .

3.2. Fibrado cotangente: extensión de Riemann

Nuestro objetivo en esta sección será introducir una familia de métricas en el fibrado
cotangente T ∗M de una variedad afín (M,D). Procedemos de forma análoga a como hemos
hecho con el fibrado tangente.

Sea π : T ∗M −→ R la proyección natural del fibrado cotangente (definida por π(p, ω) =
p siendo p ∈ M y ω ∈ T ∗pM). El levantamiento vertical de una función f : M −→ R,
denotado por fV , se define como la función fV : T ∗M → R dada por fV = f ◦ π.

Sea ahora (U, (x1, . . . , xm)) un abierto coordenado enM y consideremos las coordenadas
locales en T ∗M dadas por (π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂)), donde x1̂, . . . , xm̂ representan
las funciones coordenadas de las 1-formas en la base {dx1, . . . , dxm} (esto es, una 1-forma
ω se escribe en coordenadas locales como ω =

∑m
i=1 x

îdxi).
Para cada campo de vectores X en la variedad base M , la aplicación evaluación

ιX : T ∗M → R está definida por ιX(p, ω) = ω(Xp). A fin de obtener su expresión en coor-
denadas, si X =

∑m
i=1X

i ∂
∂xi

es la expresión local en coordenadas de un campo de vectores
enM , su evaluación se lee en las coordenadas inducidas como ιX(x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) =∑m

i=1 x
îX i.

Dos campos de vectores X̃ e Ỹ en T ∗M son iguales si y solamente si X̃(ιZ) = Ỹ (ιZ)
para todo campo de vectores Z en M . A partir de esto, podemos definir el levantamiento
completo de un campo de vectores X en la variedadM al fibrado cotangente, que denotamos
por XC , por XC(ιZ) = ι[X,Z] para cualquier campo de vectores Z en M .

Es importentante observar que si T y S son dos campos de tensores de tipo (0, s) en
T ∗M , entonces T = S si y solamente si T (XC

1 , . . . , X
C
s ) = S(XC

1 , . . . , X
C
s ) para cualesquiera

campos de vectores X1, . . . , Xs en M .
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Sea ahora D una conexión afín libre de torsión, la extensión de Riemann a T ∗M es un
tensor métrico en T ∗M determinado por:

gD(XC , Y C) = −ι(DXY +DYX).

De modo análogo a como sucedía con el levantamiento completo, la extensión de Riemann
de cualquier conexión es una métrica pseudo-Riemanniana en T ∗M de signatura neutra.

En coordenadas locales (x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) de T ∗M , la extensión de Riemann viene
expresada de la forma:

gD =

(
−2xk̂Γkij δji

δji 0

)
,

donde Γkij representan los símbolos de Christoffel de la conexión afín D en coordenadas
locales (x1, . . . , xm) M .

Los símbolos de Christoffel Γ̂γαβ de la extensión de Riemann se relacionan con los sím-
bolos de Christoffel Γkij de D como:

Lema 3.3. Los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita de la extensión de
Riemann, tienen como expresión en coordenadas

Γ̂k =

(
Γkij 0
0 0

)
,

Γ̂k̂ =

(
xl̂
{
− ∂
∂xi

Γljk − ∂
∂xj

Γlik + ∂
∂xk

Γlij + 2ΓlktΓ
t
ij

}
−Γjik

−Γjik 0

)
,

respecto a un sistema de coordenadas locales (x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) de T ∗M .

En el siguiente lema ponemos de manifiesto las componentes no nulas de la curvatura
de la extensión de Riemann (módulo las simetrías del tensor de curvatura).

Lema 3.4. El tensor de curvatura de la extensión de Riemann viene determinado por las
siguientes componentes no nulas

R̂l
ijk = Rl

ijk,

R̂l̂
ijk = xl̂

{
∇lR

t
ijk −∇kR

l
ijk + ΓtlsR

s
ijk + ΓtlsR

s
klj + ΓtjsR

s
lki + ΓtksR

s
ijl

}
,

R̂l̂
îjk

= −Ri
lkj, R̂l̂

iĵk
= −Rj

lki, R̂l̂
ijk̂

= −Rk
ijl,

respecto a un sistema de coordenadas locales (x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) de T ∗M .

Si bien tanto las métricas levantamiento completo como las extensiones de Riemann
poseen una estructura en cierto modo similar, las últimas son mucho menos rígidas que las
primeras debido al mayor grado de libertad de la geometría afín. A modo de ejemplo

(T ∗M, gD) es localmente simétrica si y solo si la conexión afín D es localmente simé-
trica.
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(T ∗M, gD) es localmente conformemente llana si y solo si la conexión afín D es pro-
yectivamente llana.

(T ∗M, gD) es Einstein (de hecho, Ricci llana) si y solo si el tensor de Ricci de la
conexión afín D es totalmente anti-simétrico.

3.3. Relación entre los fibrados tangente y cotangente:
los isomorfismos musicales

Asociados a cualquier métrica pseudo-Riemanniana, los isomorfimos musicales permiten
intercambiar campos de vectores y 1-formas, un hecho que simplifica muy notablemente
los cálculos y que, además, permite definir conceptos como son los de gradiente de una
función, operador asociado a un campo de tensores, etc.

En esta sección analizaremos el comportamiento de los isomorfimos musicales como
aplicaciones entre los fibrados tangente y cotangente a una variedad, lo que permitirá
además relacionar ciertas cuestiones de armonicidad.

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. El carácter no degenerado de la métrica
permite establecer los isomorfismos musicales

[ : X ∈ X(M) 7→ [(X) = g(X, ·) ∈ ∧1(M) ,

y
] : ω ∈ ∧1(M) 7→ ](ω) ∈ X(M),

donde ](ω) es el campo de vectores en M determinado por la ecuación g(](ω), Y ) = ω(Y ).
Dado que las aplicaciones [ y ] son inversas, en lo que sigue restringiremos nuestro

estudio a la aplicación [ : TM → T ∗M .
Sea (U, (x1, . . . , xm)) un abierto coordenado en M y consideremos las coordenadas lo-

cales en TM y T ∗M dadas por (π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄)) y
(π−1(U), (x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂)), respectivamente (donde denotamos con π las proyeccio-
nes naturales, tanto desde el fibrado tangente como desde el cotangente). Entonces, la
aplicación [ se lee en coordenadas como

[(x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄) = (x1, . . . , xm, xl̄g1l, . . . , x
l̄gml).

La aplicación ] : T ∗M −→ TM tiene como expresión en coordenadas

](x1, . . . , xm, x1̂, . . . , xm̂) = (x1, . . . , xm, xl̂g1l, . . . , xl̂gml).

Teorema 3.5. [9] Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana y D una conexión afín
en M . Entonces los isomorfismos musicales entre (TM, gC) y (T ∗M, gD) son aplicaciones
totalmente geodésicas si y solo si la conexión D es la conexión de Levi-Civita de la métrica
g.
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Observación 3.6. El hecho de que el carácter totalmente geodésico de [ fuerce que las
conexión afín D sea la conexión de Levi-Civita de g se sigue de forma inmediata sin
más que considerar las componentes de la segunda forma fundamental de [ dadas por
(∇[∗)kij = −Γkij + DΓkij, donde Γkij y DΓkij representan los símbolos de Christoffel de la
conexión de Levi-Civita ∇ y la conexión afín D. Este hecho, se obtiene también para la
aplicación ] observando la componente (∇]∗)kij = Γkij − DΓkij .

A continuación analizaremos la armonicidad de la aplicación [. Para ello, teniendo en
cuenta la expresión en coordenadas de la métrica gC , hemos de calcular

τ([)k = trgC (∇[∗)k y τ([)k̂ = trgC (∇[∗)k̂,

para lo que necesitamos conocer los siguientes coeficientes de la segunda forma fundamental:

(∇[∗)kij̄, (∇[∗)kīj̄, (∇[∗)k̂ij̄, (∇[∗)k̂īj̄ .

Ahora, un cálculo sencillo utilizando las expresiones de los símbolos de Christoffel de
las conexiones de Levi-Civita de gC y gD muestra que

(∇[∗)kij̄ = 0,

(∇[∗)kīj̄ = 0,

(∇[∗)k̂ij̄ = ∂
∂xi
gjk − Γγijgγk − DΓγikgjγ,

(∇[∗)k̂īj̄ = 0.

Así,

τ([)k = 0, τ([)k̂ = 2gij{∂gki
∂xj
− Γtijgkt − Γtkjgti} .

De la misma forma calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental de
la aplicación ] con el fin de conocer la armonicidad de dicha aplicación. Para ello solo es
necesario conocer los coeficientes

(∇]∗)kiĵ, (∇]∗)kîĵ, (∇]∗)k̄iĵ, (∇]∗)k̄îĵ .

Con un cálculo similar al caso anterior se obtiene que

(∇]∗)kiĵ = 0,

(∇]∗)kîĵ = 0,

(∇]∗)k̄iĵ = ∂
∂xi
gjk + DΓjiγg

γk + Γkiγg
γj,

(∇]∗)k̂īj̄ = 0.

Entonces
τ(])k = 0, τ(])k̄ = 2

{
∂gki
∂xi

+ DΓtiγg
kγ + Γkiγg

iγ

}
.
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Dos conexiones afines D y D∗ son conjugadas respecto a una forma bilineal simétrica
Φ en una variedad M si y solo si (véase, por ejemplo [18, 24])

XΦ(Y, Z) = Φ(DXY, Z) + Φ(X,D∗YZ) ,

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z en M . Así se tiene

Teorema 3.7. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana equipada con una conexión
afín sin torsión D. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La aplicación [ : (TM, gC)→ (T ∗M, gD) es armónica.

(2) La aplicación ] : (TM , gD)→ (TM, gC) es armónica.

(3) La conexión D es conjugada a la conexión de Levi-Civita de la métrica g, esto es

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(X,DYZ)

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z en M .

Teniendo en cuenta la expresión del campo de tensión de [

τ([)k = 0, τ([)k̂ = 2gij{∂gki
∂xj
− Γtijgkt − Γtkjgti} .

se tiene de forma inmediata que
∂

∂xī
τ([)k =

∂

∂xī
τ([)k̂ = 0 y por tanto

Teorema 3.8. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana equipada con una conexión
afín sin torsión D. Entonces los isomorfismos musicales [ : (TM, gC) → (T ∗M, gD) y
] : (T ∗M, gD)→ (TM, gC) son siempre aplicaciones biarmónicas.

Demostración. Teniendo en cuenta la expresión del campo de bitensión obtenida en el ca-
pítulo anterior, el hecho de que τ([)σ = 0 muestra que τ 2([)σ = 0. Así pues, tan sólo hemos
de calcular la componente τ 2([)σ̂. Dado que dichas componentes se obtienen haciendo la
traza respecto a la métrica gC , escribiendo τ 2([)σ̂ = trgC Ξ([)σ̂ (véase la Observación 2.6),
será suficiente considerar las componentes Ξ([)σ̂ij̄ y Ξ([)σ̂īj̄ (dado que las componentes (gC)ij

son nulas). Ahora bien, dichas componentes están determinadas por

Ξ([)σ̂īj̄ = τ σ̂īj̄ + τ α̂j̄ [
β̂
ī

Γ̂σ̂
α̂β̂

+
∂

∂xī

(
τ α̂ [β̂

j̄
Γ̂σ̂
α̂β̂

)
+ τ α̂ [β̂

j̄
[ρ̂
ī

Γ̂ν
α̂β̂

Γ̂σ̂νρ̂

− Γ̄k̄īj̄

(
τ σ̂k̄ + τ α̂ [β̂

k̄
Γ̂σ̂
α̂β̂
− τ ν̂ [α̂ī [

β̂
j̄
R̂σ̂
β̂α̂ν̂

)
= 0,

y

Ξ([)σ̂ij̄ = τ σ̂ij̄ + τ α̂j̄ [
β
i Γ̂σ̂α̂β +

∂

∂xi

(
τ α̂ [β̂

j̄
Γ̂σ̂
α̂β̂

)
+ τ α̂ [β̂

j̄
[ρi Γ̂ν

α̂β̂
Γ̂σ̂νρ

− Γ̄k̄ij̄

(
τ σ̂k̄ + τ α̂ [β̂

k̄
Γ̂σ̂
α̂β̂
− τ ν̂ [αi [

β̂
j̄
R̂σ̂
β̂αν̂

)
= 0.
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Por tanto, τ 2([) = 0, lo que muestra que la aplicación [ es biarmónica.
Calculando ahora dichas componentes para el caso de la aplicación ]

Ξ(])σ̄
îĵ

= τ σ̄
îĵ

+ τ ᾱ
ĵ
[β̄
î

Γ̄σ̄ᾱβ̄ +
∂

∂xî

(
τ ᾱ [β̄

ĵ
Γ̄σ̄ᾱβ̄

)
+ τ ᾱ [β̄

ĵ
[ρ̄
î

Γ̄νᾱβ̄ Γ̄σ̄νρ̄

− Γ̂k̂
îĵ

(
τ σ̄
k̂

+ τ ᾱ [β̄
k̂

Γ̄σ̄ᾱβ̄ − τ
ν̄ [ᾱ

î
[β̄
ĵ
R̄σ̄
β̄ᾱν̄

)
= 0,

y

Ξ(])σ̄
iĵ

= τ σ̄
iĵ

+ τ ᾱ
ĵ
[βi Γ̄σ̄ᾱβ +

∂

∂xi

(
τ ᾱ [β̄

ĵ
Γ̄σ̄ᾱβ̄

)
+ τ ᾱ [β̄

ĵ
[ρi Γ̄νᾱβ̄ Γ̄σ̄νρ

− Γ̂k̂
iĵ

(
τ σ̄
k̂

+ τ ᾱ [β̄
k̂

Γ̄σ̄ᾱβ̄ − τ
ν̄ [αi [

β̄

ĵ
R̄σ̄
β̄αν̄

)
= 0.

obtenemos que τ 2(]) = 0, por lo tanto la aplicación ] también es biarmónica.





Capítulo 4

Aplicaciones en fibrados tangentes y
cotangentes

A lo largo de este capítulo estudiaremos la biarmonicidad de distintos ejemplos de
aplicaciones. Todas ellas tendrán como dominio el fibrado tangente (TM, gC) de una va-
riedad pseudo-Riemanniana (M, g) o el fibrado cotangente (T ∗M, gD) de una variedad afín
(M,D). En cada uno de los casos mostraremos que tales aplicaciones son siempre biarmóni-
cas, aunque no sean armónicas en la situación genérica. De forma más precisa estudiaremos
la aplicación tangente de una aplicación dada, los campos de tensores de tipo (1, 1) y las
aplicaciones evaluación de 1-formas y campos de vectores. Un aspecto destacado de todos
los casos estudiados es que el campo de tensión de la aplicación es siempre un campo de
vectores nulo cuando la métrica de la variedad imagen sea pseudo-Riemanniana.

4.1. Transformación tangente de una aplicación

Sea f : (M, g) −→ (N, h) una aplicación entre dos variedades Riemannianas. Estudia-
mos la armonicidad de transformación tangente:

f∗ : (TM, gC) −→ (TN, hC).

Un elemento ξ ∈ Γ(TM) es de la forma ξ = (p, v) en donde p ∈M y v ∈ TpM . Con lo cual
f∗(ξ) = f∗p(v) ∈ Tf(p)M .

Consideremos que la dimensión de la variedad M es m y la dimension de la variedad N
es n. Si (x1, . . . , xm) son las coordenadas enM y (y1, . . . , y

n) son las coordenadas en N tales
que yi = f i(x1, . . . , xm) i = 1, . . . , n. Las coordenadas en TM son (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄)
siendo ī = i+m.

La expresión de la aplicación f∗ en coordenadas es

f∗(ξ) =

(
f 1, . . . , fm,

m∑
l=1

∂f 1

∂xl
xl̄, . . . ,

m∑
l=1

∂fn

∂xl
xl̄

)
,

41
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en donde cada f i = f i(x1, . . . , xm) .
Los coeficientes de la segunda forma fundamental de la aplicación f∗ son (véase por

ejemplo [26]:

∇((f∗)∗)
γ
ij = ∇(f∗)

γ
ij

∇((f∗)∗)
γ̄
ij = ∇(f∗)

γ̄
ij ∇((f∗)∗)

γ̄
īj

= ∇(f∗)
γ
ij ∇((f∗)∗)

γ̄
ij̄

= ∇(f∗)
γ
ij

∇((f∗)∗)
γ
īj

= 0 ∇((f∗)∗)
γ
īj̄

= 0 ∇((f∗)∗)
γ̄
īj̄

= 0

con lo que se ésta se puede representar en forma matricial, respecto a las coordenadas del
fibrado tangente, como

∇((f∗)∗)
γ =

(
∇(f∗)

γ
ij 0

0 0

)
, ∇((f∗)∗)

γ̄ =

(
∇(f∗)

γ̄
ij ∇(f∗)

γ
ij

∇(f∗)
γ
ij 0

)
.

Por lo tanto el campo de tensión de la transformación tangente es:

τ(f∗)
γ = 0, τ(f∗)

γ̄ = 2τ(f).

Observación 4.1. Obsérvese que el campo de tensión τ(f∗) es un campo de vectores lumi-
noso a lo largo de la aplicación, esto es, gC(τ(f∗), τ(f∗)) = 0.

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.2. [26] Una aplicación f : (M, g)→ (N, h) es armónica si y solo si la aplica-
ción diferencial f∗ : (TM, gC)→ (TN, hC) es armónica.

Para estudiar la biarmonicidad de la transformación tangente, calculamos los coeficien-
tes del campo de bitensión, mostrando que

Teorema 4.3. Para cualquier aplicación f : (M, g)→ (N, h), su transformación tangente
f∗ : (TM, gC)→ (TN, hC) es biarmónica.

Demostración. A fin de simplificar la notación, denotaremos con Γ̄ los símbolos de Chris-
toffel de la conexión de Levi-Civita de (TN, hC), denotaremos por Γ̂ los símbolos de Chris-
toffel de la conexión de Levi-Civita de (TM, gC) y R̄ representará el tensor de curvatura
de (TN, hC). Considerando el campo de bitensión de la transformación tangente

τ 2(f∗) = (gC)ab
{
τσab + ταb (f∗)

β
a Γ̄σαβ +

∂

∂xa

(
τα(f∗)

β
b Γ̄σαβ

)
+ τα(f∗)

β
b (f∗)

ρ
aΓ̄

ν
αβΓ̄σνρ

− Γ̂lab

(
τσl + τα(f∗)

β
l Γ̄σαβ − τ ν(f∗)αa (f∗)

β
b R̄

σ
βαν

)} ∂

∂yσ

donde los índices a, b, l, α, β, ν, σ toman valores en {1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄} y τσab denota la co-
rrespondiente componente de campo de tensión de f∗.
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Si denotamos por τ 2(f)γ = trazagC (Ξ(f)γ). Para probar que f∗ es biarmónica basta con
ver las igualdades

Ξ(f∗)
γ
īj

= 0, Ξ(f∗)
γ
īj̄

= 0,

y
Ξ(f∗)

γ̄
īj

= 0, Ξ(f∗)
γ̄
īj̄

= 0.

Ahora bien, como el campo de bitensión es la gC-traza de Ξ(f∗), no es necesario calcular
las componentes Ξ(f∗)

γ
ij = 0 y Ξ(f∗)

γ̄
ij = 0 ya que al ser (gC)ij = 0, dichas componentes no

contribuirán a la traza.
En lo que sigue explicitaremos algunos de los cálculos anteriores, obteniéndose los res-

tantes de forma completamente análoga. Así, teniendo en cuenta la expresión en coorde-
nadas de la transformación tangente F = f∗,

F i = f i, F ī = xk̄
∂

∂xk
f i = xk̄f ik,

se tienen las siguientes derivadas

F i
j = f ij , F i

j̄ = 0, F ī
j = xk̄

∂2

∂xjxk
f i = xk̄f ijk, F ī

j̄ =
∂

∂xj
f i = f ij ,

y por tanto

Ξ(F )γ
īj̄

= τ γ
īj̄

+ ταj̄ F
β
ī

Γ̄γαβ + ∂
∂xī

(
ταF β

j̄
Γ̄γαβ

)
+ ταF β

j̄
F ρ
ī
Γ̄ναβΓ̄γνρ

− Γ̂līj̄

(
τ γl + ταF β

l Γ̄γαβ − τ
νFα

ī F
β
j̄
R̄γ
βαν

)
= Γ̂līj̄

(
τ ᾱF β

l Γ̄γᾱβ − τ
ν̄Fα

ī F
β
j̄
R̄γ
βαν̄

)
= 0

ya que Γ̂līj̄ = 0.

Ξ(F )γ̄
īj

= τ γ̄
īj

+ ταj F
β
ī

Γ̄γ̄αβ +
∂

∂xī

(
ταF β

j Γ̄γ̄αβ

)
+ ταF β

j F
ρ
ī
Γ̄ναβΓ̄γ̄νρ

− Γ̂līj

(
τ γ̄l + ταF β

l Γ̄γ̄αβ − τ
νFα

ī F
β
j R̄

γ̄
βαν

)
= τ ᾱF β

j F
ρ̄
ī
Γ̄ν̄ᾱβΓ̄γ̄ν̄ρ̄ − Γ̂l̄ījτ

ᾱF β̄

l̄
Γ̄γ̄
ᾱβ̄
− τ ν̄F ᾱ

ī F
β
j R̄

γ̄
βᾱν̄

= 0

ya que Γ̄γ̄ν̄ρ̄ = 0, Γ̄γ̄
ᾱβ̄

= 0 y R̄γ̄
βᾱν̄ = 0.

Como consecuencia de lo anterior se prueba que el campo de bitensión de la transfor-
mación tangente verifica

τ 2(f∗)
γ = 0, τ 2(f∗)

γ̄ = 0

lo que prueba que f∗ es una aplicación biarmónica
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4.2. Campos de tensores de tipo (1,1)
Un campo de tensores de tipo (1, 1) sobre una variedadM puede ser interpretado como

una transformación
T : Γ(TM) −→ Γ(TM)

Si (x1, . . . , xm) son coordenadas en un abierto de la variedad M , la expresión en coordena-
das del campo de tensores es de la forma

T = T ji dx
i ⊗ ∂

∂xj

donde las funciones T ji vienen dadas por T
(
∂
∂xi

)
= T ji

∂
∂xj

.
Sea ahora (M, g) una variedad Riemanniana. Podemos pensar el tensor de tipo (1, 1)

como una aplicación
T : (TM, gC) −→ (TM, gC)

que conmuta con las proyecciones π : TM −→ M . Un elemento ξ ∈ TM es de la forma
ξ = (p, v) siendo p ∈M y v ∈ TpM . La aplicación T actúa sobre este elemento de la forma
T (ξ) = (p, Tpv), con lo que la expresión en coordenadas de la aplicación T viene dada por

T (x1, . . . , xm, x1̄, . . . , xm̄) =

(
x1, . . . , xm,

m∑
i=1

xīT i1, . . . ,
m∑
i=1

xīT im

)
.

La segunda forma fundamental de esta aplicación está determinada por (véase [9]):

∇(T∗)
γ
ij = 0, ∇(T∗)

γ
īj

= 0, ∇(T∗)
γ
ij̄

= 0, ∇(T∗)
γ
īj̄

= 0,

∇(T∗)
γ̄
ij = xl̄

{
∂2T lγ
∂xi∂xj

− Γkij
∂T lγ
∂xk
− ∂Γkij

∂xl
T kγ +

∂Γγij
∂xl

+ Γγαj
∂T lα
∂xi

+ Γγiβ
∂T lβ
∂xj

}
,

∇(T∗)
γ̄
īj

= (∇ ∂

∂xj
T )iγ , ∇(T∗)

γ̄
ij̄

= (∇ ∂

∂xi
T )jγ , ∇(T∗)

γ̄
īj̄

= 0 ,

donde Γ son los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita de (M, g). Así,
tenemos la siguiente expresión matricial en términos de las coordenadas del fibrado tangente
TM

(∇T∗)γ =

(
0 0
0 0

)
, (∇T∗)γ̄ =

(
(∇T∗)γ̄ij (∇T∗)γ̄īj
(∇T∗)γ̄ij̄ 0

)
.

En consecuencia el campo de tensión de T verifica

τ(T )γ = 0, τ(T )γ̄ = 2gij(∇ ∂

∂xi
T )jγ ,

por lo tanto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.4. [9] La aplicación T : (TM, gC) −→ (TM, gC) es armónica si y sólo si
δT = gij(∇ ∂

∂xi
T )γj = 0.
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Observación 4.5. Obsérvese que el campo de tensión τ(T ) de la aplicación T : (TM, gC) −→
(TM, gC) es un campo de vectores luminoso a lo largo de la aplicación, para cualquier
campo de tensores de tipo (1, 1) en M .

Respecto a la biarmonicidad, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.6. Sea T un campo de tensores de tipo (1, 1) en una variedad pseudo-
Riemanniana (M, g). Entonces T : (TM, gC)→ (TM, gC) es siempre una aplicación biar-
mónica.

Demostración. Denotaremos por Γ̄ y R̄ los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-
Civita y el tensor de curvatura respectivamente de la variedad (TM, gC). El campo de
bitensión viene expresado de la forma:

τ 2(T ) = (gC)ab
{
τσab + ταb

∂T β

∂xa
Γ̄σαβ +

∂

∂xa

(
τα
∂T β

∂xb
Γ̄σαβ

)
+ τα

∂T β

∂xb
∂T ρ

∂xa
Γ̄ναβΓ̄σνρ

− Γ̄lab

(
τσl + τα

∂T β

∂xl
Γ̄σαβ − τ ν

∂Tα

∂xa
∂T β

∂xb
R̄σ
βαν

)}
∂

∂yσ
,

donde los coeficientes α, β, a, b, σ, ν y ρ toman valores en {1, . . . ,m, 1̄, . . . , m̄}. Veremos que
el campo de bitensión es idénticamente nulo

τ 2(T )γ = 0 , τ 2(T )γ̄ = 0 ,

lo que prueba que T : (TM, gC)→ (TM, gC) es una aplicación biarmónica.
Para hacer este cálculo, dado que el campo de tensión se obtiene como una traza

τ 2(T ) = trazaγ
gC

(Ξ(T )γ), bastará con probar que las componentes

Ξ(T )γ
īj

= 0, Ξ(T )γ
īj̄

= 0,

y
Ξ(T )γ̄

īj
= 0, Ξ(T )γ̄

īj̄
= 0.

Nótese que de nuevo no será necesario el cálculo de las componentes Ξγ
ij y Ξγ̄

ij, dado que
(gC)ij = 0.

Teniendo en cuenta que las derivadas parciales de la aplicación T vienen dadas por

∂T i

∂xj
= 1 si i = j,

∂T i

∂xj̄
= 0,

∂T ī

∂xj
= xl̄

∂T il
∂xj

,
∂T ī

∂xj̄
= T ij ,

se tiene
Ξ(T )γ

īj
= τ γ

īj
+ ταj

∂Tβ

∂xī
Γ̄γαβ + ∂

∂xī

(
τα ∂T

β

∂xj
Γ̄γαβ

)
+ τα ∂T

β

∂xj
∂T ρ

∂xī
Γ̄ναβΓ̄γνρ

− Γ̄līj

(
τ γl + τα

∂T β

∂xl
Γ̄γαβ − τ

ν ∂T
α

∂xī
∂T β

∂xj
R̄γ
βαν

)
= Γ̄l̄īj

{
τ ᾱ
∂T β

∂xl
Γ̄γᾱβ − τ

ν̄ ∂T
ᾱ

∂xī
∂T β

∂xj
R̄γ
βᾱν̄

}
= 0.
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ya que R̄γ
βᾱν̄ = 0 y Γ̄γᾱβ = 0.

Ξ(T )γ̄
īj̄

= τ γ̄
īj̄

+ ταj̄
∂Tβ

∂xī
Γ̄γ̄αβ + ∂

∂xī

(
τα ∂T

β

∂xj̄
Γ̄γ̄αβ

)
+ τα ∂T

β

∂xj̄
∂T ρ

∂xī
Γ̄ναβΓ̄γ̄νρ

− Γ̄līj̄

(
τ γ̄l + τα

∂T β

∂xl
Γ̄γ̄αβ − τ

ν ∂T
α

∂xī
∂T β

∂xj̄
R̄γ̄
βαν

)
=

∂

∂xī

(
τ ᾱ
∂T β̄

∂xj̄
Γ̄γ̄
ᾱβ̄

)
+ τ ᾱ

∂T β̄

∂xj̄
∂T ρ̄

∂xī
Γ̄νᾱβ̄Γ̄γ̄νρ̄

− Γ̄līj̄

(
τ γ̄l + τ ᾱ

∂T β

∂xl
Γ̄γ̄ᾱβ − τ

ν̄ ∂T
ᾱ

∂xī
∂T β̄

∂xj̄
R̄γ̄

β̄ᾱν̄

)
= 0.

ya que Γ̄γ̄
ᾱβ̄

= 0, Γ̄ν
ᾱβ̄

= 0 y Γ̄līj̄ = 0.
La biarmoniciad de la aplicación se obtiene ahora de forma directa.

4.3. 1-formas. Aplicación evaluación
Sea ω una 1-forma en una variedad Riemanniana (M, g). La aplicación evaluación de

la 1-forma, como hemos definido en (3.1), es la aplicación:

ιω : (TM, gC) −→ R .

Respecto a un sistema de coordenadas (x1, . . . , xm) en un abierto de M , donde la 1-forma
venga dada por ω =

∑m
i=1 ωidx

i, la evaluación se lee en las coordenadas inducidas en el
fibrado tangente como la función

ιω(x1, . . . , xm, x1̄ . . . , xm̄) =
m∑
l=1

ωlx
l̄ .

Un cálculo directo muestra que la segunda forma fundamental de esta aplicación es:

(∇(ιω)∗)ij = xl̄
(

∂2ωl
∂xi∂xj

− Γkij
∂ωl
∂xk

)
(∇(ιω)∗)īj = (∇ ∂

∂xj
ω)i

(∇(ιω)∗)ij̄ = (∇ ∂

∂xi
ω)j

(∇(ιω)∗)īj̄ = 0

donde Γ son los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita de (M, g). Así tenemos
la siguiente expresión en forma matricial

(∇(ιω)∗) =

(
(∇(ιω)∗)ij (∇(ιω)∗)īj
(∇(ιω)∗)ij̄ 0

)
.
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De esta forma, el campo de tensión de ιω viene determinado por:

τ(ιω) = δω,

donde δ denota el operador de coderivada en (M, g). Por tanto se tiene el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.7. Sea ω una 1-forma en una variedad pseudo-Riemanniana (M, g). La función
evaluación ιω : (TM, gC) −→ R es armónica si y solo si ω es co-cerrada.

El estudio de la biarmonicidad de la aplicación ιω se establece como sigue

Teorema 4.8. Sea ω ∈ ∧1(M) una 1-forma en la variedad (M, g). Entonces la aplicación
evaluación ιω : (TM, gC)→ R es una función biarmónica.

Demostración. La expresión del campo de bitensión de nuestra aplicación es

τ 2(ιω) = gab
{
τab − Γ̄kabτab

} ∂

∂y

siendo τ el campo de tensión de la aplicación ιω y Γ̄ los símbolos de Christoffel de la
conexión de levi Civita de (TM, gC).

Para ver que la función es biarmónica debemos ver que el campo de bitensión es cero.
De igual forma que en los casos anteriores, escribimos τ 2(ιω) = trazagC (Ξ(ιω)). Así, la
aplicación ιω es biarmónica si se cumplen las igualdades

Ξ(ιω)īj = 0, Ξ(ιω)īj̄ = 0 ,

puesto que al ser (gC)ij = 0 podemos omitir el cálculo de Ξij.
A continuación se muestra el cálculo de estas componentes. Para ello primero conside-

remos las derivadas de la aplicación ιω:

∂ιω

∂xi
=
∂ωk
∂xi

xk̄,
∂ιω

∂xī
= ωi .

Entonces se tiene
Ξ(ιω)īj = τīj − Γk̄ījτk̄ = 0

ya que τk̄ = 0 y τij̄ = 0.

Ξ(ιω)īj̄ = τīj̄ − Γkīj̄τk = 0

ya que τīj̄ = 0 y Γkīj̄ = 0.
El carácter biarmónico de ιω se obtiene ahora por un cálculo directo.
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4.4. Campos de vectores. Aplicación evaluación
Sea X un campo de vectores de una variedad Riemanniana (M, g). La aplicación eva-

luación de un campo de vectores, ιX : T ∗M −→ R, tal y como la hemos definido en (3.3),
viene dada por ιX(ξ) = ιX(p, ω) = ω(Xp), donde ω ∈ ∧1(TpM). Considerando la expre-
sión del campo de vectores X como X =

∑m
i=1X

i ∂
∂xi

respecto a un sistema de coordenadas
(x1, . . . , xm) en un abierto de M , la aplicación evaluación ιX : T ∗M −→ R se lee en las
coordenadas inducidas en T ∗M como

ιX(x1, . . . , xm, xî, . . . , xm̂) =
m∑
i=1

xîX i .

Un cálculo directo muestra que la segunda forma fundamental de esta aplicación es:

(∇(ιX)∗)ij = xl̂
{

∂2X
∂xi∂xj

− Γkij
∂Xl

∂xk
+ ∂

∂xi
Γljk + ∂

∂xj
Γlik − ∂

∂xk
Γlij − 2ΓlktΓ

l
ijX

k
}
,

(∇(ιX)∗)îj = ∇ ∂

∂xi
X, (∇(ιX)∗)iĵ = ∇ ∂

∂xj
X, (∇(ιX)∗))îĵ = 0,

donde Γ son los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita de (M, g). Así se
tiene la siguiente expresión matricial en las coordenadas inducidas en T ∗M

(∇(ιX)∗)) =

(
(∇(ιX)∗)ij (∇(ιX)∗)îj
(∇(ιX)∗)iĵ 0

)
,

con lo que el campo de tensión de la aplicación ιX es:

τ(ιX) = 2 traza(∇X)

con lo cual se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.9. Sea X un campo de vectores en una variedad afín (M,D). La función
evaluación ιX : (T ∗M, gD) → R es armónica si y solo si el campo de tensores ∇X tiene
traza nula, i.e., traza(∇X) = 0.

El siguiente resultado recoge el estudio de la biarmonicidad de la aplicación evaluación
ιX

Teorema 4.10. Sea X un campo de vectores en la variedad afín (M,D). Entonces la
aplicación evaluación ιX : (T ∗M, gD)→ R es una función biarmónica.

Demostración. La expresión del campo de bitensión es:

τ 2(ιX) = (gD)ij
{
τij − Γ̂kijτk

}
siendo τ el campo de tensión de ιX y Γ̂ los simbolos de Christoffel de la conexión de
Levi-Civita de (T ∗M, gD). De nuevo para estudiar la biarmonicidad expresamos τ 2(ιX) =
trazagD(Ξ(ιX)), con lo que la aplicación será biarmónica cuando

Ξ(ιX)îj = 0, Ξ(ιX)îĵ = 0.
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De nuevo la componente Ξ(ιX)ij no necesita ser calculada, ya que (gD)ij = 0.
Considerando las derivadas parciales de la aplicación ιX

∂ιX

∂xj
= xl̂

∂X l

∂xj
,

∂ιX

∂xĵ
= Xj,

se tiene

Ξ(ιX)îj = τîj − Γ̂k̂
îj
τk̂ = 0

ya que τîj = 0 y τk̂ = 0.

Ξ(ιX)îĵ = τîĵ − Γk
îĵ
τk = 0

ya que τîĵ = 0 y Γk
îĵ

= 0.
De nuevo la biarmonicidad de ιX se sigue por un cálculo directo.
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