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May 17, 2011
To Whom it May Inspire,

I, like many of you artists out there, constantly
shift between two states. The first (and far more
preferable of the two) is white-hot, “in the zone”
seat-of-the-pants, firing on all cylinders creative mode.
This is when you lay your pen down and the ideas
pour out like wine from a royal chalice! This happens
about 3 % of the time.

The other 97% of the time I am in the frustrated,
struggling, office-corner-full-of-crumpled-up-paper
mode. The important thing is to slog diligently
through this quagmire of discouragement and despair.
Put on some audio commentary and listen to the
stories of professionals who have been making films
for decades going through the same slings and arrows
of outrageous production problems.

In a word: PERSIST.

PERSIST on telling your story. PERSIST on reaching
your audience. PERSIST on staying true to your
vision. Remember what Peter Jackson said, “Pain
is temporary. Film is forever.” And he of all people
should know. So next time you hit writer’s block, or
your computer crashes and you lose an entire night’s
work because you didn’t hit save (always hit save),
just remember: you're never far from that next burst
of divine creativity. Work through that 97 % of murky
abyssmal mediocrity to get to that 3 % which everyone
will remember you for!

I guarantee you, the art will be well worth the work!
Your friend and mine,
Austin Madison

“ADVENTURE IS OUT THERE!”
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Resumen

El anélisis topologico de datos y de estructuras complejas con un alto nimero de unida-
des interdependientes se ha convertido en una de las ramas més activas de las matematicas.
Las enormes cantidades de datos que se manejan en la actualidad y el descubrimiento de
nuevos tipos de redes en biologia, informética y ciencias sociales han obligado a desarrollar
técnicas novedosas de procesamiento que permitan revelar las estructuras topologicas sub-
yacentes. La homologia persistente es una de ellas y sirve para identificar las propiedades
topologicas relevantes en una nube de datos o para codificar un grafo y descartar aque-
llas caracteristicas que son simplemente ruido o no sobreviven a un analisis mas fino. En
este trabajo presentamos las definiciones basicas de homologia persistente, su codificacién
mediante unos diagramas, conocidos como coédigos de barras, que muestran visualmente
aquellas caracteristicas topologicas que perduran a lo largo del tiempo, y damos algunas
aplicaciones para el estudio de diversos tipos de grafos importantes en el analisis de redes
complejas.

Abstract

Topological data and complex structure analysis with a high number of interdepen-
dent units have become one of the most active branches of mathematics. Nowadays, huge
quantities of data are handled, and so the discovery of new types of networks in biology,
computing and social science has led to the development of newfangled processing tech-
niques so as to reveal the underlying topological structures. Persistent homology is one of
these techniques and allows the identification of relevant topological properties within a
data cloud or the codification of a graph in order to dismiss noisy features or the ones that
do not survive to a more refined analysis. Basic definitions are introduced to deal with
persistent homology, as well as certain diagrams, known as barcodes, which help on the
visualization of those topological features that persist through time, and some applications
are given to study different types of graphs in complex network analysis.






Introduccion

El anélisis topologico de datos retine técnicas que posibilitan el estudio y tratamiento
de grandes cantidades de datos desde el punto de vista de la topologia. Estos métodos
deben afrontar algunos problemas basicos. En primer lugar, los conjuntos de datos son
normalmente vectores muy largos, de modo que se hace muy dificil su visualizacion al
pertenecer a espacios de dimension grande. Por otra parte, es habitual que existan pérdidas
de informacion debido a una falta de precision en la obtencion de los datos o que la muestra
no se haya tomado uniformemente. Finalmente, un tercer problema es la aparicién de ruido,
que puede desvirtuar la interpretacion global de los datos.

La homologia persistente surge como una técnica del campo de la topologia compu-
tacional que estudia conjuntos de datos a distintas resoluciones o escalas. Supongamos
que tenemos una nube de datos procedente de un muestreo de puntos correspondientes a
un espacio topolégico que modele una situaciéon experimental. El objetivo perseguido es
conseguir discernir la topologia del espacio subyacente utilizando tinicamente esos puntos
como referencia. Pero si queremos usar herramientas matematicas debemos dotar de una
mayor estructura a los puntos, sabiendo que algunos de ellos se originaron a partir de datos
erroneos o ruido topologico. Los complejos simpliciales son construcciones que codifican el
espacio en una estructura combinatoria y dejan al descubierto las propiedades topologicas
de interés mediante el calculo de su homologia simplicial.

Los complejos simpliciales que manejaremos dependen de un parametro. La homologia
persistente es la homologia simplicial calculada a través de un rango de valores de ese para-
metro. Esto da una visiéon mas dinamica de la situacion, ya que se calcula la homologia de
una filtracion o sucesion creciente de complejos simpliciales que en cada etapa representan
aproximaciones mas finas del espacio. Por otra parte, se elimina la necesidad de buscar un
parametro 6ptimo para el que la homologia simplicial se ajuste a la realidad de los datos.
Este detalle es importante, pues a menudo el parametro 6ptimo no es facil de determinar
y existe un parametro 6ptimo por cada caracteristica diferente.

Asimismo, la homologia persistente es una estructura algebraica capaz de almacenar y
codificar las propiedades topologicas escondidas en un muestreo de puntos visto a través
de una filtracion. La codificacién de la informaciéon se hace a través de unos diagramas
llamados codigos de barras. Estos diagramas constituyen un invariante y permiten apre-
ciar visualmente el tiempo de vida de las caracteristicas topologicas. Aquellas propiedades
intrinsecas perduran en las filtraciones, mientras que el ruido aparece y rapidamente des-
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aparece, por lo que un vistazo rapido al cédigo de barras proporciona una estimacion fiable
de la topologia [7].

La existencia de este invariante, junto con algoritmos eficientes de calculo, ha propiciado
la aparicion de numerosas aplicaciones practicas de la teoria. Entre ellas, la descripciéon de
formas [11], la eliminacién de ruido en datos de densidad volumétricos [24], la deteccion
de agujeros en redes sensoriales [15], el anélisis de la actividad neuronal del cortex visual
[39], el anélisis de la estructura de imagenes naturales [6, 22|, el reconocimiento de la forma
de caminar humana [31] o el anéalisis de redes complejas |9, 27| que veremos al final de la
memoria.

La memoria se ha estructurado de forma que el capitulo 1 empiece tratando los com-
plejos simpliciales y los complejos simpliciales abstractos. Se pasa después a exponer la
homologia simplicial y las propiedades que se necesitan para presentar y desarrollar correc-
tamente la teoria de homologia persistente en un capitulo posterior. Se dedica un apartado
a tratar la invariancia homotoépica, resultado de gran importancia en la teoria. Finalmente,
el capitulo describe cémo se utilizan la forma normal de Smith de una matriz y el teorema
de clasificacion de médulos finitamente generados sobre un dominio de ideales principales
para conseguir el algoritmo clasico de calculo de la homologia simplicial. Se trata de un
algoritmo simple que constituye la base de otros algoritmos modernos mas eficientes.

El segundo capitulo se dedica a introducir, entre otros, el complejo de Cech y el complejo
de Vietoris-Rips. Estas son las dos construcciones clasicas de complejos simpliciales a partir
de nubes de puntos. Seguidamente, se repasan algunas propiedades que relacionan estos dos
complejos simpliciales entre si y con el espacio topolégico que representan y, para terminar,
se mencionan variantes de los mismos.

A continuacioén, el capitulo 3 comienza tratando las filtraciones de complejos simpli-
ciales para dar paso, por fin, a definir la homologia persistente. Se consideran dos tipos
de filtraciones, dependiendo de si el parametro de la filtraciéon toma valores naturales o
reales. Los codigos de barras que después se presentan resumen visualmente los cambios
que sufre el complejo simplicial a lo largo de una filtracion. Por otra parte, el capitulo
también define los complejos de persistencia y los modulos de persistencia y establece un
teorema de clasificacion de los modulos de persistencia sobre cuerpos para filtraciones con
indices naturales. Este teorema de clasificacion permite afirmar que los c6digos de barras
son invariantes de la homologia persistente. Posteriormente, se desarrolla y describe un
algoritmo de célculo de la homologia persistente basado inicamente en algebra lineal con
coeficientes en un anillo de polinomios. Para acabar, mediante un ejemplo se ilustran los
pasos del algoritmo y se incluyen unas breves notas historicas sobre la persistencia.

El dltimo capitulo se inicia con una revision basica de la teoria de grafos. Brevemente,
se hace una exposiciéon de las herramientas computacionales utilizadas para los analisis
posteriores. El bloque central del capitulo es la exposicion de una aplicaciéon préctica de
la homologia persistente en el estudio de redes complejas. En particular, se consideran dos
redes aleatorias y dos redes con datos reales: una red de correos electronicos que sigue
una distribucién exponencial y una red de colaboracién cientifica. Los analisis sirven para
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observar que las propiedades persistentes tienen relacion con la robustez de las redes e,
incluso, permiten distinguir las topologias de redes de construccion similar.

Se incluye un apéndice con los cédigos desarrollados en los softwares R y MATLAB
que sirven para recrear los ejemplos de redes aleatorias analizados en el capitulo 4.

La memoria finaliza con la bibliografia, que incluye las referencias citadas a lo largo del
texto. Cada capitulo tiene una referencia principal indicada al comienzo, aunque secciones
concretas mencionan puntualmente otras fuentes consultadas.






Capitulo 1

Homologia simplicial

Uno de los problemas fundamentales de la topologia es conseguir determinar si dos
espacios topologicos son o no homeomorfos o, més generalmente, si son homotépicamente
equivalentes. Dar una respuesta satisfactoria a esta pregunta puede resultar muy dificil
la mayoria de las veces. Estas dificultades derivaron en el surgimiento de la topologia
algebraica y en el estudio de propiedades que permaneciesen invariantes bajo determinadas
transformaciones.

La homologia simplicial surgié durante esta buisqueda de invariantes topologicos. La ho-
mologia simplicial formaliza la idea de encontrar los agujeros de una determinada dimension
que tiene un cierto espacio. Sin embargo, la homologia simplicial necesita una estructura
poliédrica subyacente, lo que no la hace valida para espacios que no sean suficientemente
«buenosy». De esta manera, esta teoria dio paso al estudio de la conocida como homologia
singular, que si permitia desarrollar la teoria en espacios topologicos arbitrarios. Ademés,
ambas homologias coinciden para aquellos espacios donde la primera se puede calcular. A
pesar de esto, la homologia singular resulta de muy dificil calculo en muchos casos.

La irrupcién y desarrollo de la computacién a finales del siglo XX provocé que los
complejos simpliciales cobraran de nuevo importancia en la topologia algebraica debido
a las posibilidades que brindan los ordenadores para su tratamiento. Este hecho y sus
aplicaciones en muchos ambitos cotidianos provocaron el regreso al estudio de la homologia
simplicial.

La exposicion del capitulo sigue en gran parte [2|, incorporando también elementos
de [34].

1.1. Complejos simpliciales

La idea basica para entender el origen de los complejos simpliciales es verlos como
una generalizacion de las triangulaciones de las superficies. Decimos que los n 4+ 1 puntos
Vg, U1, - - ., U, de R™ son afinmente independientes si los vectores vy — vg, ..., v, — vy son
linealmente independientes. Dos puntos distintos en R™ son afinmente independientes,
asi como tres puntos no alineados, cuatro puntos no coplanares, y asi sucesivamente. La

13



14 1 Homologia simplicial

nociéon de independencia sirve para definir la estructura basica utilizada para construir la
homologia simplicial.

Definicién 1.1. Un simplice de orden n o n-simplice es la envoltura convexa de n + 1
puntos afinmente independientes. En otras palabras, dados vg, vy, . .., v, puntos afinmente
independientes de R™ se llama n-simplice al conjunto

o= x:Z)\iviERm: ZAZ-: 1, \; > 0 para todo ¢

=0 i=0

Los coeficientes \; se conocen como coordenadas baricéntricas y los puntos v; son los vértices
del simplice, con i =0,...,n.

Habitualmente, denotaremos un n-simplice mediante un conjunto de n + 1 elementos
formado por sus vértices, o = {vy,...,v,}, o mediante una yuxtaposicion de los mismos,
o=y Up.

Definicion 1.2. Sean o y 7 dos simplices. Se dice que T es una cara de o, y lo denotamos
por 7 < 0, si todos los vértices de 7 son vértices de 0. Si 7 # o y 7 < o, diremos que T es
una cara propia de o y escribiremos 7 < 0.

Los complejos simpliciales son familias de simplices que cumplen dos propiedades que
recuerdan a las que verifican las triangulaciones.

Definiciéon 1.3. Un complejo simplicial finito K es una coleccion finita de simplices veri-
ficando las siguientes condiciones:

(1) Si 09,09 € K, entonces la interseccién oy N o9 0 bien es vacia o bien es una cara
comin a o1 y a 0s.

(11) Sic € Ky 7 <o0,entonces 7 € K.

Un subcomplejo de K es una subcoleccion de simplices de K que sigue siendo un com-
plejo. La dimension de K es el nimero dim K = max{dimo: o € K}.

Observacion 1.4. Todo n-simplice o determina un complejo simplicial finito de dimension
n formado por él mismo y cada una de sus caras.

Sea K un complejo simplicial en R™. De considerar todos los puntos de los simplices
de K surge un subespacio de R™, que llamaremos poliedro subyacente a K y que podemos
expresar como sigue:

K=o

oceK
Mas adelante dotaremos de una topologia al poliedro subyacente y veremos su impor-

tancia, pues la homologia de un espacio X dependera tnicamente del tipo de homotopia
de | K|, para un complejo simplicial K asociado a X adecuado.
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1.2. Complejos simpliciales abstractos

Pese a su sencillez, la gran rigidez que poseen los complejos simpliciales definidos en la
seccion anterior obligd a buscar una definiciéon un poco mas abstracta que permitiese una
mayor facilidad de manipulacién.

Definicion 1.5. Sea V' un conjunto. Un complejo simplicial abstracto K es una coleccion
no vacia de partes finitas de V' verificando las siguientes condiciones:

(1) {v} € K para todo v € V.
(11) Dado o € K, todo subconjunto de o pertenece a K.

Los elementos del conjunto V' se llaman vértices de K y los elementos de K son los simplices
de K. Ademas, cualquier subcoleccion de K que siga siendo un complejo se denomina
subcomplejo de K.

La dimensiéon de un simplice ¢ € K es el cardinal de ¢ como conjunto menos una
unidad. La dimensiéon de un complejo K se define como el supremo de las dimensiones de
sus simplices (puede no ser finita).

La nociéon de complejo simplicial abstracto formaliza las propiedades que cumple el
conjunto de simplices de un complejo simplicial.

Es claro que a todo complejo simplicial K se le puede asociar un complejo simplicial
abstracto IC. En primer lugar, se toman como vértices de /C los vértices de K etiquetados de
alguna forma. Finalmente, los simplices de K son los subconjuntos formados por aquellas
etiquetas que se corresponden con vértices de K que estan situados en un mismo simplice
de K.

Reciprocamente, todo complejo simplicial abstracto finito K admite una realizacion
geométrica como complejo simplicial finito en algtin R™. Para construirla, basta con embe-
ber el conjunto de vértices de I como un subconjunto de puntos afinmente independientes
en R™, para una dimension m suficientemente grande.

Cada simplice de K se puede identificar entonces con el simplice geométrico en R™
generado por los correspondientes vértices embebidos. La realizacion geométrica de KC, que
denotaremos por |K|, es la union de todos estos simplices geométricos. Esta realizacion
geométrica es trivialmente el poliedro subyacente a algiin complejo simplicial finito, de ahi
la notacion.

En caso de que el complejo simplicial abstracto K no sea finito el razonamiento anterior
no es valido. Pese a ello, también es posible construir la realizacion geométrica de K. Los
detalles para el caso general pueden encontrarse en [34|. Sin embargo, en lo que sigue
unicamente trabajaremos con complejos simpliciales abstractos finitos, por lo que no se
hace necesaria esa demostracion.

Ejemplo 1.6. A continuacion se muestra un ejemplo sencillo de un complejo simplicial
abstracto que representa una triangulacion de la banda de Mobius.
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U3 V4 Us Vo

Vo (%1 V2 U3

Figura 1.1: Banda de M&bius junto a una triangulacion. La banda estd tomada de [28].

En este ejemplo, el conjunto de vértices viene dado por
V= {UOa U1, U2, U3, U4, /U5}7

mientras que el complejo simplicial abstracto se puede expresar como

IC - {U()) V1, U2, V3, V4, Us,
Vo1, VU2, Vo3, Vg4, UpUs, U1V2, U1V4, V1Us, V2U3, U2Us, U3V4, U4Us,

VoV1V4, VpU2V3, VoU2V5, VgU3V4, V1V2Vs5, U1U4U5}-

Para expresar los elementos de K se ha dado de alguna forma un «sentido de recorrido».
Por ejemplo, el 2-simplice vyvovs podriamos haberlo expresado como vyv3vs, vovgv3, V2V3V
o cualquier otra permutacion de los vértices. Es claro que todas sirven para expresar el
mismo triangulo como figura geométrica. No obstante, la orientacion en los simplices sera
importante para introducir una estructura de moédulo a partir de los elementos de K y
poder hablar de la homologia del complejo simplicial abstracto.

Este ejemplo también pone de manifiesto la facilidad con la que los ordenadores pueden
manipular los complejos simpliciales abstractos: el complejo queda determinado conociendo
el conjunto de sus vértices y una lista con las conexiones establecidas entre ellos.

En cuanto se define un nuevo concepto matemaético dotado de una cierta estructura el
siguiente paso es considerar aquellas aplicaciones entre ellos que respeten esta estructura.

Definicion 1.7. Sean K; y Ky dos complejos simpliciales abstractos y sea ¢: Vi — V5
una aplicacion definida entre sus conjuntos de vértices. Se dice que ¢ es una aplicacion
simplicial si dado un simplice {vy,...,v,} € K; se verifica que los vértices ¢(vg), ..., ¢(v,)
forman un simplice de C,.
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Cometiendo un abuso de notaciéon, escribiremos ¢: Ky — Ko para referirnos a una
aplicacion simplicial entre los vértices de ICq vy KCs.

También es preciso el concepto de «igualdad» o «equivalencia» de complejos simpliciales
abstractos una vez tenemos definidas las aplicaciones entre ellos.

Definiciéon 1.8. Dos complejos simpliciales abstractos ICq y Ko se dicen isomorfos si existe
una biyeccion ¢: V) — V; entre los conjuntos de vértices de ambos complejos de forma que

{vo, ..., v,} € Ky si, y solo si, {¢(vg),...,0(vy)} € Ka.

En lo que sigue, a menudo obviaremos los adjetivos «abstracto» y «finito» y hablaremos
simplemente de un «complejo simplicial».

1.3. Homologia simplicial orientada

Antes de definir la homologia simplicial, es necesario introducir una estructura algebrai-
ca en los complejos simpliciales. Para ello, daremos una orientaciéon en cada simplice del
complejo mediante una relacion de equivalencia. Esta relacién genera dos clases de equiva-
lencia para cada simplice, lo que permitira establecer un signo. Una combinacién lineal de
simplices sera una cadena simplicial. Finalmente, una aplicaciéon lineal entre los simplices
de una cierta dimensiéon y los simplices de una dimensiéon una unidad menor permitira
poner en marcha toda la maquinaria del dlgebra homologica.

Sea K un complejo simplicial abstracto. Dado un simplice o = {vy, ..., v,}, con ¢ > 0,
se define la siguiente relacién de equivalencia sobre el conjunto de las ordenaciones de los
vértices de o:

(Uo, Ce ,’Uq) ~ (’UTF(O), Ce ,Uﬂ(q))

si ™ es una permutacion par de los indices. Esta es una relacion de equivalencia y origina
dos clases de equivalencia, cada una llamada orientacion de o. En otras palabras, dos
simplices con los mismos vértices poseen la misma orientaciéon si se puede pasar de uno a
otro mediante un niimero par de trasposiciones en el orden de los vértices. Al escoger una
de las orientaciones, o se dice un simplice orientado. Cabe decir que los 0-simplices solo
tienen una orientacion al estar formados por un tnico vértice.

En adelante, escribiremos [vy, . .., v,] para denotar el simplice {v,...,v,} con la orien-
tacion definida por la ordenaciéon de los indices.

A continuacion, se introducen las estructuras algebraicas que usaremos en el resto del
texto. Fijamos un anillo unitario y conmutativo R y consideramos las dos posibles orien-
taciones o' y 02 de un ¢-simplice o.

Definicion 1.9. Se define el R-mddulo de g-cadenas simpliciales orientadas, y se denota
por Cy(K; R), como el cociente del R-moédulo libre generado por todos los g-simplices o
de K por el submodulo generado por los o' + o2, Los elementos de C,(K; R) se llaman
g-cadenas simpliciales orientadas.
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Resulta que los elementos de C,(K; R) son combinaciones lineales de g-simplices orien-
tados con coeficientes en el anillo R. Ademas, C,(K; R) es un R-modulo libre con una
base dada por cada g-simplice 0 € K tomado con una orientacion, identificando la otra
orientacion con el elemento —o del R-modulo.

Por otra parte, como los O-simplices son los vértices y estos solo tienen una orientacion
posible, Cy(KC; R) es el R-modulo libre generado por los vértices de K. También se tiene
que estos R-modulos tinicamente estan definidos para ¢ > 0, pues no existen simplices de
dimension negativa. Asimismo, se entiende que C,(0; R) = 0 para todo ¢ y que C,(IC; R) =0
si ¢ > dim(K).

Definicién 1.10. Llamamos operador borde de orden q al homomorfismo de R-moédulos
0y Cy(K; R) — Cyt (K; R)

dado por la extension lineal de

q

0y([vo, - vg]) =D (=1)[vo, ..., By, ..., g,

i=0
donde [vg, ..., V;,...,v,] representa el (¢ — 1)-simplice orientado resultante de eliminar en

[vo, . . ., 1) €l vértice que ocupa la posicion i.

Antes de proseguir, tenemos que comprobar que J, esta bien definido y que d,(—0) =
—0,(0) para un g-simplice o. Para ello, basta con ver que el lado derecho de la igualdad en
la definicién anterior cambia de signo al permutar dos vértices adyacentes en [vy, ..., vy].
Comparemos, pues, las expresiones de

Og([vo, -, v, V541, ..., 1)) y Og([vo, -, V41,05, ..., 1))

Si el indice de la suma i ¢ {j, j+1}, entonces el resto de sumandos de ambas expresiones
difieren precisamente en el signo: los términos son iguales, salvo la permutacion de los
vértices v; y v;41 que provoca el cambio de signo.

Veamos ahora los sumandos cuando el indice de la suma es i =7 ei =7+ 1. En la
primera expresion, se tiene

(-1)j[/l)0, Ce ,’Uj,l, 'UjJrl, /Uj+2, Ce ,Uq] + (—1)j+1[’l)0, Ce ,/Uj,h Uj, ’Uj+2, Ce ,Uq].
En la segunda expresion, se tiene

(-1)j[U0, . ;Uj—la Uj, Uj+2, e ,Uq] + (—1)j+1[7)0, . ,’Uj_l, Uj+1, Uj+2, Ce ,Uq].
Efectivamente, estas dos expresiones difieren en un signo.

Ejemplo 1.11. Sea K un complejo simplicial de dimension 2. Supongamos que Cy(K; Z)
estd generado por el conjunto de vértices {vg, vy, v, v3}, que C1(K;Z) tiene por base a
{[vo, v1], [v1, va], [vo, V2], V2, v3]} v que la base de C2(K; Z) es {[vo, v1, va] }.
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v v
El operador borde 0y: Co(KC; Z) — C1(K; Z) ’ ’
actia asi:
02 ([vo, v1, v2]) = [v1, V2] — [0, V2] + [vo, v1]. " Vs

Por su parte, el operador borde de orden 1
hace lo siguiente sobre una combinacién lineal
de elementos de la base de C}(K;Z) como, por
ejemplo, la siguiente:

Figura 1.2: Realizacién geométrica de K.

01(2[1)2, Ug] + 5[1)0, Ul]) = 2(U3 — ’Ug) + 5(1)1 — UQ).
Finalmente, se tiene que dy: Co(K;Z) — C_1(K; Z) es necesariamente el homomorfismo
nulo ya que C_1(K;Z) = 0.
Un célculo rutinario sirve para comprobar el siguiente resultado.

Proposicién 1.12. El operador borde verifica que Oy 0 Og41 = 0 para todo q.

Demostracion. En efecto, al hacer el calculo

q+1
(8,1 o 8q+1)[?,70, ce ’Uq+1] = (9q (Z(—l)z[vo, .. ,fii, .. ,Uq+1]>

=0

— Z(_Ui (Z(—Uﬂ'[vo,...,@j,...,@i,...,vqﬂ]

7<t

+Z(—1)j_1[vo, ce ,’IAJZ', ce 7@j7 PN ,Uq+1])

j>i
los términos de ambas sumas se cancelan por parejas. [

La proposicion anterior es crucial porque convierte a (Co(/C; R), 0s) en un complejo de
cadenas. La propiedad 0,00,.; = 0 implica que Im(9,11) C ker(9,) para todo ¢. La imagen
y el nicleo del operador borde definen dos submodulos de C,(K; R) que reciben nombre
propio debido a su importancia.

Definicién 1.13. Llamamos ¢-ésimo R-mddulo de ciclos a Z,(K; R) = ker(9,). Llamamos
q-ésimo R-mddulo de bordes a By(K; R) = Im(0,+1).

Definicion 1.14. Se define el g-ésimo R-modulo de homologia simplicial de }C como el
siguiente cociente:

Zq(’CS R)

Bq(ICQ R)‘

Se define también el g-ésimo nimero de Betti de K, denotado por 3;, como el rango de
H,(K: R).

Hy(K; R) =
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Proposicion 1.15. Sean Ky y Ky dos complejos simpliciales y p: K1 — Ko una aplicacion
simplicial. Entonces, para todo ¢ > 0 la aplicacion o induce un homomorfismo de complejos
de cadenas

Cylp): Cy(K1; R) — Cy(Ka; R)

definido por la extension lineal de

[o(v0), ..., (vg)] simno aparecen vértices repetidos,
Cy(@)([vo, - -, vg]) = q
0 en otro caso.

En particular, Co(id) = id y si ¢: Ko — K3 es otra aplicacion simplicial se tiene que
Co( o) = Co(¥) 0 Co(p).
Demostracion. Es obvio que la definicion de C,(p) no depende de la permutacion que
da la orientacién. Para comprobar que define un homomorfismo de complejos de cadenas,
tenemos que demostrar que 95 o Cy(p) = Cy_1(p) 0 9; para ¢ > 0 (el caso ¢ = 0 es
inmediato). Basta comprobarlo en los simplices orientados, ya que estos forman una base.
Sea o = [vg, ..., € Cy(Ky; R).

Si al aplicar ¢ no se repite ningtn vértice, entonces

(Co1(9) 0 8) ([to, - va]) = Cyma() (Z(—l)i[vo, RO 1)

—

= Z(—l)i[gp(vg), ce (i), ()]

= (83 0 Cy()) ([vo, - - -, vg)).

Si al aplicar ¢ se repite algin vértice, pongamos ¢(v;) = ¢(vy), por una parte se tiene que
(83 o Cq(gp)) ([vo,-..,v4]) = 0y, por otra parte,

=0

(Coma () 0 02) ([0 - - vu]) = Cuma () (Z(—mvo, ST 1)

q

(—1)iCq_1(g0)([U(), e 7'01'7 c. ,’Uq])

=0

~.

pues si ¢ ¢ {j, k} hay un vértice repetido y Cy—1(¢)([vo, - -, 0i,...,v,]) = 0y, suponiendo
que j < k, se verifica que

(1) [0(v0)s o @0(V7)s o (V) - - 0(vg)]
+ (—1)k[gp(vo), co0(v), o), - ()]

—

DI (=)t 4 (—1)k) [o(v0), .-, (v;)y -, 0(Vk)s - -+, (V)]

—

= ((=1(-1)
(=D 4 (=1)F) [o(vo), -, 0 (w5), - 0 (k) - -, 0(vg)]

=0
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ya que son necesarias k — j — 1 trasposiciones para pasar de un simplice al otro (contando
desde 0, el vértice ¢(vg) ocupa la posicion k — 1 en el primer simplice).

Finalmente, las igualdades Cy(id) = id y Cs(¢p o) = Ce(1)) 0 Co(¢p) resultan inmediatas
a partir de la definiciéon del homomorfismo en cada grado. ]

Una vez probada la existencia del homomorfismo anterior, es un resultado general de
homologia que un homomorfismo de complejos de cadenas induce un homomorfismo en
homologia.

Corolario 1.16. Toda aplicacion simplicial ¢: K1 — Ks induce un homomorfismo

H,(p): Hy(K1; R) — H,(Ky; R).

Ademdas, Ho(id) = 1id y He(v) 0 @) = He(V) 0 He(p) para v: Ky — K3 simplicial.

Este homomorfismo viene dado de la siguiente forma: si [z] € H,(Kq; R) es la clase de
un g-ciclo, entonces H,(¢)([2]) = [Cy(p)(2)]-

1.4. Invariancia homotoépica

En la secciéon anterior hemos descrito un proceso para asociar un R-modulo graduado
a un complejo simplicial K. La presente seccion pretende recoger un resultado de gran im-
portancia que afirma que estos moédulos de homologia solo dependen del tipo de homotopia
del poliedro subyacente |K|. Como los objetivos de este trabajo son otros, no se dara una
demostracion de este hecho. La prueba puede encontrarse en [2] o en [34], que dedican un
capitulo entero cada uno a tratar este asunto.

Empezamos dando una topologia al poliedro |K|. Para ello, en un primer momento
parece natural plantearse dar la topologia relativa de R™, ya que |K| C R™. También existe
la posibilidad de dar al poliedro la topologia débil de los simplices: la mayor topologia que
hace que las inclusiones ¢ < |K| sean continuas. Sin més que tener en cuenta que los
simplices son subespacios compactos de R™, es inmediata la siguiente afirmacion.

Proposicion 1.17. La topologia relativa y la topologia débil de |K| C R™ coinciden. Ain
mds, esta topologia hace a |KC| compacto.

La proposiciéon anterior no es cierta si C no es finito. En general, la topologia débil de
|IC| es mas fina que la topologia relativa que hereda de R™.

De esta manera es también inmediato que A C || es cerrado (abierto) si, y solo si,
AN o es cerrado (abierto) en o para todo o € K.

Una vez introducida una topologia en || tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 1.18. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es triangulable si existen
un poliedro || y un homeomorfismo h: || — X. En ese caso, se dice que el par (IC, h) es
una estructura simplicial o triangulacion de X.
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Estamos ya en condiciones de enunciar el principal resultado que recogeré esta seccion.

Teorema 1.19. St Ky y Ko son dos complejos simpliciales tales que sus poliedros subya-
centes |IC1| y |ICo| tienen el mismo tipo de homotopia, entonces los mddulos de homologia
H,(Ky; R) y Hy(Kq; R) son isomorfos para todo q.

En particular, los médulos de homologia son invariantes topolégicos para cualquier
poliedro |K|. Esto permite dar la siguiente definicion.

Definiciéon 1.20. Sea X un espacio topologico triangulable. Se define el g-éstmo R-mddulo
de homologia de X como H, (X;R) := H,(K;R), donde (K, h) es una triangulacion de X.

Para un espacio triangulable puede probarse que la homologia simplicial coincide con
su homologia singular [34, Capitulo 4, §34|, por lo que se trata de una buena definicion.
Obviamente, la definicion anterior no depende de la triangulacién escogida ya que los
poliedros que dan las dos triangulaciones son homeomorfos por definicion (y, por tanto, del
mismo tipo de homotopia).

1.5. Computabilidad

Como ya se ha comentado previamente, la homologia simplicial es extremadamente
util debido a su computabilidad. Ello permite calcular toda la informacién relevante en
tiempos de ejecucion razonables. La clave del proceso reside en las matrices asociadas a los
operadores borde d,, que posibilitan el desarrollo de un algoritmo para calcular los médulos
de homologia en cualquier grado y los respectivos ntimeros de Betti.

1.5.1. Forma normal de Smith

El algoritmo parte del teorema de diagonalizaciéon de matrices con coeficientes sobre un
dominio de ideales principales.

Teorema 1.21 (de diagonalizacion). Sea R un dominio de ideales principales. Supongamos
que A € Myxn(R). Entonces, A es equivalente a una matriz diagonal

ay
. T’) —
diag(ay,...,ax,0,.7.,0) a ,
0 |o
donde a; # 0 para 1 < i < k y se verifica que ay|---|ay, esto es, a; divide a a;1 para

ie{l,....,k—1}.

La matriz diagonal resultante de aplicar el teorema de diagonalizacion se denomina
forma normal de Smith y se consigue mediante sucesivas transformaciones por filas y
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columnas de la matriz original. La demostracién que proporciona el algoritmo de reduccion
tanto para dominios euclideos como para el caso general de dominios de ideales principales
puede encontrarse en [25, Capitulo 7].

El segundo enunciado crucial para nuestros propositos es el teorema de estructura para
modulos finitamente generados sobre dominios de ideales principales, un resultado muy
importante y ampliamente conocido.

Teorema 1.22 (de estructura). Sea R un dominio de ideales principales. Supongamos que
M es un R-modulo finitamente generado. Entonces

M = (R@ 7. @R) & (%@ " @(a_i)> :

donde los r primeros sumandos se corresponden con la parte libre de M, denotada por Ly,
y los k sumandos restantes con la parte de torsion de M, denotada por Ty;. Ademds, se
tiene que los elementos ay,...,ar € R, denominados coeficientes o elementos de torsion,
son no nulos, unicos y verifican que ai|-- - |ag.

Los detalles de la demostracion se pueden consultar en [32, Capitulo 111, §7|. En lineas
generales, la demostracion interpretada en términos matriciales sigue los pasos descritos
a continuacion. Por ser M finitamente generado podemos tomar una familia finita de
generadores {x1,...,x,} de M junto con una presentacion ¢: F' — M, donde F' es un
R-mo6dulo libre de rango n. Al aplicar el primer teorema de isomorfia a la aplicacion
sobreyectiva que da la presentaciéon obtenemos que

F [
ker(s)
Si suponemos que una base de F es {ey, ..., e,}, entonces se verifica que £(e;) = x;, con

1 <7 < n. Como ker(e) es un submodulo de F', se tiene que ker(¢) es libre de rango menor
o igual que n. De esta forma, la sucesion exacta corta ker(e) — F' — M permite escribir

una familia finita de generadores {fi,..., fn} de ker(e) en funcion de los generadores de
F' como

i app G2 - Qin €1

J2 | @21 G222 - Gop €2

fm Am1 Am2 - Gmp €n
donde la matriz A := (a;;) € Myxn(R) tiene los coeficientes en el dominio de ideales
principales R. El teorema de diagonalizacion nos permite reducir la matriz A a su forma
normal de Smith, pongamos diag(ay, ..., a,0, ., 0). Esta matriz es equivalente a A, por

lo que podemos escribir
ai

XTAY = h ,
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siendo X € M,um(R) e Y € My, (R) matrices inversibles. Las matrices X e Y determi-
nan nuevas bases {fi,..., f.} vy {€},..., e} de ker(e) y F, respectivamente.

Ahora bien, como diag(ay, ..., ax,0,.7.,0) es la matriz de {f{,..., f/.} con respecto a
{€,... e}, podemos expresar la nueva base de ker(¢) de la siguiente forma:

1= ael, 1<i<k.

Por tanto, la forma normal de Smith de A proporciona la descomposicion de M dada
por el teorema de estructura. Las k entradas no nulas de la diagonal son los coeficientes de
torsion de M. Por su parte, las »r = n — k columnas de ceros indican el ntimero de copias
del anillo R que conforman la parte libre de M.

1.5.2. Algoritmo para las matrices de incidencia

En lo que sigue supondremos que R es un dominio de ideales principales, aunque no
se haga mencion explicita. Sean M y M’ dos R-mo6dulos libres y finitamente generados.
Fijemos bases {ei,...,e,} v {€},..., €., } para cada uno, respectivamente. Si f: M — M’
es un homomorfismo de R-moédulos, entonces podemos escribir

para ciertos a;; € R. La matriz (a;;) se llama matriz asociada a f con respecto a las bases
de M y M’. El teorema de diagonalizaciéon nos permite reducir esta matriz a su forma
normal de Smith. A continuacién, vamos a plantear esta misma situacién en el contexto
homologico en el que estamos trabajando.

Dado un complejo simplicial /C, para cada grado ¢ tenemos definido el operador borde
Oy Cy(K;R) — Cyq1(K; R), que es un homomorfismo de R-modulos. Fijamos bases en
Cy(K; R) y Cy—1(K; R) orientando los simplices y denotamos por M (09,) a la matriz asociada
al operador borde J,. Las entradas de estas matrices tienen sus coeficientes en el conjunto
{-1,0,1} C R, por lo que se pueden ver como matrices de incidencia.

Las formas normales de Smith de las matrices M(9,) no solo son importantes para
poder simplificarlas al méximo, sino que probaremos que contienen toda la informaciéon
necesaria para determinar los moédulos de homologia de K.

Antes de demostrar la validez de esta afirmaciéon introduciremos nueva terminologia
y probaremos unos resultados previos. La estructura simplicial no interviene en ningin
momento. Sean Z, = ker(9,) y B, = Im(0,11) los submddulos de ciclos y bordes, respecti-
vamente.

Definicion 1.23. Llamamos g-ésimo R-maodulo de bordes débiles a
W,={c, € Cy: IN€ R, A#0, con A¢, € B, }.

Los bordes débiles constituyen un R-modulo intermedio entre el de bordes y el de ciclos.
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Lema 1.24. En las condiciones anteriores, los R-mddulos de bordes, bordes débiles y ciclos
verifican la siguiente cadena de inclusiones para todo q:

B,cW,cZz,cdc,.

Demostracion. La primera inclusion es obvia, pues basta tomar A = 1 € R. La tercera
inclusion es cierta por construccion.

La segunda inclusion se deduce de que C, es libre y, por tanto, libre de torsién. La
igualdad Ac, = 0y41(dg41), con A # 0, implica que

9q(Acq) = A0y(cq) = 0,
de donde se sigue inmediatamente la relaciéon de contenido. ]

El siguiente teorema proporciona un resultado analogo al de bases para espacios vecto-
riales, pero adaptado al contexto de R-moédulos y complejos de cadenas. Se trata del paso
previo al calculo efectivo de los moédulos de homologia de cualquier complejo simplicial.

Teorema 1.25. Sean R un dominio de ideales principales y (Cs, 0s) un complejo de cade-
nas finito. Supongamos que cada R-modulo C, es libre y finitamente generado. Entonces,
para cada q existen submodulos U,, V, C C, tales que

Zg=Ve® W,y Y Co=U,aV, 0 W,

donde Z, es el R-modulo de ciclos y W, es el R-mddulo de bordes débiles. Ademds, se tiene
que

siendo B, es el R-modulo de bordes.

Demostracion. Sean By, W, y Z, los submédulos de bordes, bordes débiles y ciclos ya
conocidos. Sean también Ly, y T, la parte libre y la parte de torsion de H,, respectiva-
mente.

En primer lugar, veremos la segunda parte del enunciado. Tenemos que probar que
Zy = V,®W,. Veamos entonces que el modulo de bordes débiles W, es un sumando directo
de Z,. Para ello, consideramos la proyecciones naturales sobre los cocientes

H
T Zg — Hy, 7r2:Hq—>ﬁ

y el isomorfismo que nos da el teorema de estructura

A continuacion, probaremos que el nicleo de la aplicacién g = h o my 0 71 es exactamente
W,. En efecto, si z € Z, es un elemento del niicleo de g, es decir, es tal que g(z) =
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h([z] + Tu,) = 0, entonces [z] es un elemento de torsién de H,. Luego existe un A € R,
A # 0, de manera que A[z] = [Az] = 0. Asi, Az € B, y, por tanto, z € W, por definicion.
Reciprocamente, si z € W, y Az € B, paraun A € R, A # 0, se tiene que m(Az) = [Az] =0
y, en consecuencia,

Ag(2) = g(Az) = hM([Az] + Tp,) = h(0+ Ty,) =0 € Ly,

lo que implica que g(z) = 0 al no haber torsién en Lg, y ser A # 0.
De esta forma, el primer teorema de isomorfia permite escribir

Z, Z

~a q

W - ker g

=Img= Ly,

ya que g es sobreyectiva al serlo también las proyecciones sobre los cocientes m; y 7. En

. . Z. ) .
particular, esto nos dice que 7+ es un modulo libre.
q

Sea {c1 + W,,...,c, + W,} una base de VZV—‘Z y sea {dy,...,d;} una base de W, (que
es libre al ser, por el Lema 1.24, un submoédulo de un modulo libre). Se comprueba que
el conjunto {cy,..., ¢, dy,...,d;} es una base de Z,. Una vez probado esto, si llamamos
V, al submodulo libre generado por los elementos {ci,...,c;} habremos conseguido la

descomposicion en suma directa buscada para los ciclos:
Zg =V, W,

Veamos entonces que {cy,..., ¢, dy,...,d;} es una base de Z,. Probamos primero que
. . . . 7, .
es un sistema de generadores. Sea z € Z,. Si consideramos z en el cociente 3+, existen
q
iy, pp € R de forma que

k
Z+Wq:ZHzCz+Wq

=1

Luego z — Zle wic; € W,. Esto permite escribir

k t
Z — E WiC; = E I/jdj
i=1 7j=1

. k t ) :
para ciertos vy,...,v, € R. Por tanto, z = Y 0| pc; + ijl v;d; y, asi, concluimos que
{c1,.. .,k dy, ..., d} genera Z,.

Para ver que los elementos son linealmente independientes, supongamos que existen
1y oy by V1, - -, U € R tales que

k t
0= ZMZCZ + Z l/jdj.
=1 j=1
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Entonces, en el cociente VZV—‘Z se tiene que 0 = Zle wici; de aqui deducimos que ¢; = 0 para
t=1,...,ky, finalmente, que d; = 0 para j =1,...,%.

Para acabar la demostracion del teorema tenemos que probar la existencia de la des-
composicion en suma directa del modulo C,, que se cita en el enunciado. Sabemos que B,
es un modulo libre (Lema 1.24). Entonces, la siguiente sucesion exacta corta escinde:

&
0—Z;— Cy— By1 — 0.
Pq

Esto permite deducir que C, = Z, ® Im(p,).
Basta tomar U, := Im(p,) para obtener la descomposicion deseada

Oq:Uq@Zq:Uq@Vq@Wm

que es cierta para todo grado q.
Finalmente, se tiene que

= T Wy Way 2y W
q q q q q

]

Observacion 1.26. Notese que los submodulos W, v Z, = V, @ W, estan univocamente
determinados. Sin embargo, los submédulos U, y V; no lo estan.

Estamos ya en condiciones de desarrollar el algoritmo anunciado para calcular la ho-
mologia de manera efectiva. El célculo se reduce a computar VZV—‘Q y g—g.

Orientemos los simplices del complejo simplicial K. Una vez orientados, elijamos una
base {e1,...,e,} de C, y una base {e},..., el } de C,_; respecto de las cuales la matriz
M (9,) asociada al homomorfismo d,: C; — C,_; se exprese en su forma normal de Smith

€1 vt €r Eryl cc €

/ — -
€1 ai

donde los coeficientes de la diagonal cumplen que aq|- - - |ay.
Lema 1.27. Con las notaciones anteriores, se verifica que:

(1) {€kt1,-..,€en} es una base de Z,.
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(2) {€},...,e.} es una base de W,_;.
(3) {ai€}, ..., axe,} es una base de By_;.

Demostracion. Sea c, € C; una g-cadena arbitraria, que escribimos como

n
Cq = E Vi€i-
i=1
Gracias a la matriz en forma normal podemos expresar su borde como
k
/
Oy(cy) = E Vi @i €; .
i=1
Para demostrar (1), dado que a; # 0, la g-cadena ¢, es un ciclo si, y solo si, v; = 0 para

1=1,...,k.
Como consecuencia de lo anterior, para probar la afirmacion (3) basta notar que todo

(¢ — 1)-borde 9,(c,) se encuentra en el médulo generado por el conjunto {a€, ..., axe}}.
Como a; # 0, los elementos del conjunto anterior son independientes.
Por ultimo, veamos (2). Dado que a;e; = 0,(e;), i = 1,...,k, se tiene que €], ... ¢} €

W,-1. Reciprocamente, sea
m
_ /
Cqg—1 = 1:€;
i=1

una (¢ — 1)-cadena y supongamos que c¢,_; € W,_;. Entonces, ¢,_; satisface una ecuaciéon
de la forma

k
Acq-1 = Og(cp) = Z Viaie;
i=1

para algin A € R, con \ # 0. Igualando los coeficientes de esta expresion junto con los
correspondientes del ¢,_; arbitrario (multiplicado por A) deducimos que An; = 0 parai > k.
Luego, n; = 0 para i > k. Por tanto, {e],..., e} es una base de W,_;. ]

El Lema 1.27 es la pieza final para conseguir toda la informaciéon buscada. A continua-
cion se recogen explicitamente sus consecuencias.

Corolario 1.28. Con las notaciones anteriores, se verifican los siquientes hechos referentes
a la forma normal de Smith de M(0,):

(1°) El rango de Z, son las columnas de ceros.
(2°) El rango de W,y son las filas no nulas.

(3’) Existe un isomorfismo que permite expresar la parte de torsion de Hy _q:

WQ*l ~ i s s i
By () (ar)
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Demostracion. Los puntos (17) y (2’) son consecuencias inmediatas de los puntos (1) y (2)
del Lema 1.27, respectivamente.

Por su parte, el isomorfismo mencionado en el punto (3’) se deduce de los puntos (2) y
(3) del Lema 1.27. O

De aqui se sigue que la forma normal de M (J,) proporciona los coeficientes de torsion
del modulo de homologia de K en grado ¢—1: son las entradas no nulas y distintas de 1 de la
forma normal. Esta forma normal también permite calcular el rango de Z,. Analogamente,
de M (0,41) se obtiene el rango de W,. Esto permite calcular el ¢g-ésimo ntmero de Betti,
pues

B, = rango(Z,) — rango(W,).

Por tanto, el g-¢simo médulo de homologia H, queda completamente determinado por
las matrices M(0,) y M(0,+1), ya que de ellas se extraen [, y los coeficientes de torsion,
que conforman un sistema completo de invariantes.

En consecuencia, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.29. Los mddulos de homologia de un complejo simplicial K sobre un dominio
de ideales principales R son algoritmicamente computables.

La potencia de este resultado se comprueba facilmente mediante un ejemplo sencillo.
En particular, se pone de manifiesto que las tinicas herramientas necesarias pertenecen al
algebra lineal.

Ejemplo 1.30. Consideremos el complejo simplicial K representado en la Figura 1.3.
Tenemos que K es de dimension 2. Esto nos dice directamente que H,(KC; R) = 0 para
q > 3. Resta por calcular la homologia en grados 0, 1 y 2.

En primer lugar, escogemos bases para Co(K; R), C1(K; R) y C3(K; R) orientando los
simplices de todas las dimensiones.

El complejo simplicial I tnicamente
cuenta con el 2-simplice orientado ¢ =
[vo,v1,v9] €  C3(K;R). Por su parte,
una base para C1(K;R) estda formada
por los 6 simplices orientados denotados
por a,b,..., f. Finalmente, los 5 vértices
Vo, V1, - . ., vq generan Cy(K; R).

Trabajaremos con coeficientes en el ani-
llo R = 7Z. Procedemos a expresar en forma
matricial el homomorfismo 0y: Co(K;Z) —
C1(KC;Z). Para ello, calculamos

82(0) = ["Ul, U2] — [an ,02] + [UO, Ul] Figura 1.3: El complejo simplicial K.

=—-b—c+a.
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Como {c} es una base de C25(K;Z) y {a,b,c,d, e, f} es una base de C1(K; Z), represen-
tamos matricialmente el homomorfismo como la matriz de la izquierda, mientras que a la
derecha esta su correspondiente forma normal:

o o
a [ 1] a—b—c [ 1]
b | —1 b | 0
c —1 c 0
d 0 ’ d 0
e O e 0
Flo ] flo]

De aqui deducimos que rango(Zs) = 0 y rango(W;) = 1. Noétese que el algoritmo utilizado
para calcular la forma normal de Smith también permite obtener las nuevas bases, incluidas
alrededor de la matriz.

En el caso de M (0,), esta matriz viene dada por

vw | -1 0 =1 0 0 0
U1 1 1 0 1 0 0
Vg 0o -1 1 0o -1 1 ,
U3 O 0 o0 -1 1 0
U4 o 0 o0 0 0 -1
que en forma normal se expresa como
a b f z1 2z z3

Vv—% [ 1 0 0 0]0 O

v1—v2 |01 0 0[0 O

Vg — Uy 0 01 0|0 O s

Vg4 — U3 O 0 0 1 O O

Uy 0 00 0|0 O

donde zy =d—-b—f, zo=e+d—-byzzs=c+b—a.

Asi, rango(Z;) = 2 y rango(W,) = 4. Finalmente, dy = 0 ya que C_1(K;Z) = 0. Esto
nos dice que rango(Zy) = rango(Cy(K;Z)) = 5. Teniendo en cuenta que Wy = 0 al tenerse
C3(K;Z) = 0, la formula para calcular los numeros de Betti vista anteriormente arroja los
siguientes resultados:

Bo=0-0=0, pi=2—-1=1, By=5—4=1.

Y puesto que todas las formas normales tienen unos en las diagonales, esto provoca que no
haya coeficientes de torsion y, en consecuencia, que los médulos de homologia no tengan
parte de torsiéon. Por tanto:

Hy(K;Z) =0,  Hi(KyZ)=2Z,  Ho(KiZ) =1L
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Ejemplo 1.31. Veamos ahora un ejemplo donde los médulos de homologia tienen torsion.
Consideremos la triangulacion del plano proyectivo que se muestra en la Figura 1.4 tomada
del trabajo [1|. El calculo de las formas normales de Smith se ha realizado mediante el
software Maple.

Hemos dado orientaciones a todos los simplices que aparecen en ella para fijar las bases.
Las aristas muestran sus correspondientes orientaciones. Con el fin de no llenar el dibujo
con demasiadas notaciones, no se indican ni los nombres ni las orientaciones de todos los
2-stmplices. Todos tienen orientacion antihoraria y se nombran de abajo a arriba y de
izquierda a derecha.

Figura 1.4: Triangulacién de RP? tomada de [1].

Nuevamente, estamos ante un complejo simplicial de dimensiéon 2, por lo que se tiene
H,(RP?* R) = 0 para q > 3. Esta vez, veremos el efecto de trabajar en homologia con
coeficientes en anillos diferentes cuando aparecen elementos de torsiéon. En primer lugar,
tomamos como antes el anillo R = Z.

La matriz asociada a dy: Co(RP% Z) — C1(RP?;Z) viene dada por

~10 0 0 000 0 0 —1
0000 0-1-10 0 0
0-10 00 0 0—10 0
1-100000 0 0 0
~10 10000 0 0 0
001 00-10200 0 0
0 0-100100 0 0

M(@)=]1001-100 00 0 0
000 1-1000 0 0
0000 1 0-1020 0
0000 0-101 0 0
00 0-102000 10
000000 1 0 0—1
000000 0-11 0
[ 00000000 O0-11 ]
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y su forma normal es

F10000000007

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000002

0000000000

0000000000

0000000000

0000000000

0000000000
La forma normal de M (0s) consta de una matriz identidad de orden 9 y un elemento de
torsion (un 2) que aparecera reflejado en H;(RP? Z). Deducimos que rango(Z,) = 0y

rango(W;) = 10.
La matriz del operador borde 0, es

-1 0

1 0 0 0 0 0 —
1 -10 0 -10-10 0 0 0 -10 O
— 01 -10 0-1000-1-100 00
M(al) - o 0 01 1 1 0-1-100 00 00 )
o 0 00001 1 00 1-10120
o 0 00 O0O0O0OO0OT1T 101101

con forma normal
1000000000
0100000000
0010000000
0001000000
0000100000
0000000000

Concluimos que rango(Z;) = 10 y rango(Wj
Nuevamente, rango(Zy) = rango(Co(RP?;Z)) = 6, ya que 9y = 0, y W, = 0 al tenerse
C3(RP?% Z) = 0. Obtenemos los siguientes ntimeros de Betti:

Bo=0-0=0, B =10-10=0, By=6-5=1.

Y, en consecuencia, los siguientes grupos de homologia:

Z
Hy(RP*7Z) =0, H(RP*%7Z)=0® 57 = L2 Hyo(RP*7Z) = 7.

Comparemos ahora estos resultados con los que se obtienen al considerar coeficientes
en el cuerpo Zy. Los modulos de homologia se convierten en espacios vectoriales, luego
careceran de torsion. En efecto, las matrices son exactamente las mismas, tomando las
entradas modulo 2. Tenemos:

rango(Zy) = 1, rango(WW7) = 9;

rango(Z;) = 10, rango(Wy) = 5.
Ademas, rango(Zy) = 6 y rango(Ws) = 0. Luego:

By=1—-0=1, 6 =10—9=1, Bo=6—5=1.
Y, en consecuencia, los siguientes son los Zy-moédulos de homologia de RP?:

Hy(RP? 7o) = 7y,  H(RP*Zy) =7y,  Ho(RP?*Zy) = Zs.
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En particular, los moédulos de homologia de grado 2 con coeficientes en Z y en Zy ponen
de manifiesto que el plano proyectivo real es Zy-orientable (en general, toda variedad lo
es), pese a ser una superficie no orientable. Ademas, efectivamente desaparece la torsion
en grado 1.

Trabajar con coeficientes en Zs hace también los calculos méas sencillos, al no tener que
preocuparse por los signos. Esto lleva consigo detrés el hecho de olvidarse de la orientaciéon
en los simplices.

Este ultimo ejemplo también evidencia el problema que acarrea la discretizacion de
espacios. Aunque esto hace posible su manipulaciéon por maquinas, al trabajar en un espacio
relativamente sencillo como el plano proyectivo real ya hay que manipular matrices de un
tamano considerable, con los costes computacionales que ello conlleva.






Capitulo 2

Construccion de complejos simpliciales

La enorme cantidad de datos de todo tipo que se produce cada dia hace necesaria la
aparicion de técnicas de analisis para su posterior tratamiento e interpretacion. Los avances
tecnologicos han permitido que recabar datos sea una tarea relativamente sencilla en todos
los ambitos de la ciencia moderna. La obtencién masiva de datos se hace en campos tan
dispares como la genética, el reconocimiento de iméagenes o las finanzas. De esta manera,
el desarrollo de métodos de obtenciéon de datos debe traer consigo el nacimiento de nuevas
técnicas que extraigan la informacion relevante que contienen los datos.

Por ello, este capitulo expone varias formas de asociar un complejo simplicial a una
nube de puntos que represente los datos a estudiar. Estas construcciones basicas permiten
utilizar las técnicas homologicas presentadas previamente. Ademas, sirven para desarrollar
las nuevas herramientas de anélisis topolégico de datos que se exponen en el proximo
capitulo.

La estructura de este capitulo sigue el trabajo [5] de G. Carlsson y las definiciones alli
expuestas. También se incluyen algunas explicaciones y observaciones recogidas en [37, 38|.

2.1. Complejo de Cech

El primer objetivo planteado es conseguir asociar un complejo simplicial (abstracto) a
la nube de puntos de interés que queramos estudiar. Aunque empezaremos considerando
espacios topologicos arbitrarios, enseguida nos restringiremos a espacios métricos. Esto es
razonable porque la propia naturaleza de los datos hace que lleven consigo alguna métrica
detras. Ademaés, no es una gran restricciéon puesto que las nubes de datos estan habitual-
mente en espacios que son, de hecho, euclideos.

Para empezar, damos la definiciéon de un tipo especial de recubrimiento que usaremos
para construir un primer complejo simplicial mas adelante.

Definicién 2.1. Sean X un espacio topologico y U = {U, };e; un recubrimiento abierto de
X. Decimos que U es un buen recubrimiento de X si todos los abiertos U; € U y todas las
intersecciones finitas y no vacias U;, N --- N U;, son contractiles.

35
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Figura 2.1: Dos recubrimientos distintos para S', con los abiertos representados en el espacio ambiente. A
la izquierda, un recubrimiento por abiertos cuya interseccion tiene dos componentes conexas. A la derecha,
un buen recubrimiento.

La condicién de contractibilidad hace que posiblemente sean necesarios més abiertos
para recubrir el espacio. Con esto se gana un estudio local més detallado, con lo que se
captura de forma mas fiel y precisa la forma del espacio.

El complejo de Cech pretende reconstruir un espacio mediante un recubrimiento abierto
del mismo, pero de forma que sea computacionalmente mas facil trabajar con él. Previa-
mente hacemos una construccion més general, valida para cualquier recubrimiento (no
necesariamente abierto ni bueno) de un espacio topoldgico.

Definicién 2.2. Sean X un espacio topologico y U = {U;}icr un recubrimiento de X.
El nervio de U, denotado por N (U), es el complejo simplicial abstracto cuyo conjunto de
vértices es [ y para el que una familia de indices {1, ...,%,} C I forma un g-simplice si, y
solo si, U, N---NU;, # 0.

Es obvio que los conjuntos unitarios pertenecen a N (U) (se entiende que los conjuntos
de U son no vacios) y que si {i, ...,i,} € N(U), entonces todo subconjunto de {i, ..., i,}
forma también un simplice ya que la intersecciéon de los conjuntos asociados a esos in-
dices es no vacia al haber menos elementos. Por tanto, el nervio de un recubrimiento es
efectivamente un complejo simplicial abstracto.

El complejo de Cech es un tipo especial de nervio.

Definicién 2.3. Sean X un espacio topologico y U = {Ui}ier un buen recubrimiento de
X. Llamamos complejo de Cech al nervio de U.

Aunque resulta evidente que la realizacién geométrica del complejo de Cech asociado
al buen recubrimiento de un espacio no preserva la forma ni el tamano de ese espacio, si
se tiene que respeta el tipo de homotopia. Como hemos establecido en el Teorema 1.19,
esto dltimo es suficiente al trabajar en homologia. Existen varios enunciados del proximo
resultado, pero nos interesa el siguiente por su interpretacion en el lenguaje de complejos

de Cech.

Teorema 2.4 (del nervio). Sea U un buen recubrimiento finito de un espacio topoldgico X .
Entonces, la realizacion geométrica de su nervio, |N'(U)|, tiene el mismo tipo de homotopia
que X.
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Figura 2.2: En rojo estan los respectivos nervios de los recubrimientos anteriores de S'. Como el recubri-
miento de la derecha es bueno, decimos que su nervio es un complejo de Cech.

La demostracion puede encontrarse en [30, Teorema 15.21].

Existe un tipo especial de complejo de (v]ech7 que es el que se suele usar cuando el
espacio topologico es en realidad un espacio métrico (X, d). Esta es la situacion con la que
nos encontraremos al tratar con datos: la nube de puntos de interés posiblemente se halla
en algin espacio euclideo R™.

Dado un € > 0, para cada z € X tenemos la bola abierta de centro el punto x y radio e:

B(z,e) ={y € X:d(z,y) < e}.

Entonces, un recubrimiento abierto de X viene dado por la familia B(X, e) = {B(z,€) }zex
para cada € > 0. Més generalmente, si Y C X es un subconjunto tal que X = o, B(y, ¢),
podemos construir el nervio del recubrimiento {B(y, €) },ey. Denotamos esta construccion
por C’(Y, e) y la llamamos complejo de Cech asociado a'Y con parametro €.

En general, estos recubrimientos no son necesariamente buenos. Sin embargo, el siguien-
te resultado establece condiciones para la existencia de un buen recubrimiento por bolas
abiertas. La demostracion de la primera parte se debe a Jean-Claude Hausmann y puede
consultarse en [26], donde se deja abierta la pregunta sobre la veracidad de la segunda
afirmacion. En [33], Janko Latschev da una respuesta afirmativa probando un resultado
mas fuerte.

Teorema 2.5. Sea M wuna variedad riemanniana compacta. Entonces, existe un g9 > 0
de forma que B(M,¢) es un buen recubrimiento de M y C(M,¢e) tiene el mismo tipo de
homotopia que M para todo € < ey. Ademds, para cada € < gq existe un subconjunto finito
Y C M tal que el subcomplejo C’(Y, g) C O(M, g) también tiene el mismo tipo de homotopia
que M.

Dicho de otro modo, si el espacio es suficientemente bueno, existe un conjunto finito
de puntos que tiene asociado un recubrimiento (también finito) cuyo complejo de Cech
captura toda la informacion relevante sobre la estructura topologica del espacio original,
para parametros pequenos. Este conjunto finito de puntos es el que interesa en la practica
para que el complejo de Cech sea finito.
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2.2. Complejo de Vietoris-Rips

Pese a sus buenas propiedades teéricas, en la practica ocurre que el complejo de Cech es
computacionalmente inmanejable. Por ejemplo, puede ocurrir que haya muchas redundan-
cias en el recubrimiento. Dicho de otro modo, es posible que varios elementos del recubri-
miento se solapen, creando simplices innecesarios de distintas dimensiones y que realmente
no aportan nada, mas alld de gasto en almacenamiento.

Figura 2.3: En el dibujo esta representado un pequefio trozo de algin espacio métrico sin agujeros. A la
izquierda, las bolas forman parte de un recubrimiento abierto del espacio. El elevado nimero de intersec-
ciones provocara que el complejo de Cech tenga un gran nimero de simplices de distintas dimensiones. A
la derecha, sin embargo, un tnico abierto recubre exactamente el mismo pedazo de espacio que las bolas.
En ese caso, el abierto solo aporta un O-simplice al complejo de Cech.

La soluciéon que se propone a este problema es poder recuperar el complejo al completo
unicamente por medio de la informacion sobre la distancia entre vértices. Esto hace que
no sea necesario comprobar si existen intersecciones no vacias en todas las subcolecciones
de B(X,¢), donde (X, d) es el espacio métrico en el que estamos trabajando. El complejo
de Vietoris-Rips es una variante del complejo de Cech que implementa esta solucién.

Definicion 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico. Dado un ¢ > 0, llamamos complejo de
Vietoris-Rips asociado a X con pardmetro €, y lo denotamos por VR(X,¢), al complejo
simplicial cuyos vértices son los puntos de X y en el que los puntos {xo,...,z,} forman
un ¢-simplice si, y solo si, d(x;, z;) < e para todo 0 <1,j <g.

Como en el caso del complejo de éech, es obvio que el complejo de Vietoris-Rips es un
complejo simplicial abstracto, pues d(z,x) = 0 < ¢ para todo z € X y la distancia entre
dos puntos de cualquier subconjunto de {xy,...,z,} sigue siendo £ o menos.

La primera observacién que debe hacerse es que los conjuntos de vértices para los
complejos de Cech y Vietoris-Rips son idénticos. Las diferencias empiezan a aflorar al
considerar distintos valores del parametro €. Por ejemplo, la Figura 2.4 muestra cinco
puntos, cada uno con una bola de radio € centrada en él, para un determinado € > 0.

En este caso, el complejo de Cech estarfa formado por cinco O-simplices y tres 1-
simplices. Para el complejo de Vietoris-Rips solo dos puntos estan lo suficientemente cerca
entre si como para que aparezca un 1-simplice, luego tenemos cinco 0-simplices y un tinico
1-simplice.
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Figura 2.4: A la izquierda, una nube de cinco puntos con bolas abiertas del mismo radio centradas en ellos.
En el centro, el complejo de Cech para el parametro elegido. A la derecha, el complejo de Vietoris-Rips
para el parametro elegido.

Consideremos de nuevo los cinco puntos anteriores, pero incrementemos el pardmetro
un poco para ver como afecta a los complejos. La nueva situacion esta reflejada en la
Figura 2.5.

Figura 2.5: A la izquierda, el complejo de Cech con el nuevo parametro. A la derecha, el complejo de
Vietoris-Rips con el nuevo parametro.

Con el nuevo parametro, el complejo de Cech es mucho més grande: cinco 0-simplices,
ocho 1-simplices, cinco 2-simplices y un 3-simplice. Por su parte, el complejo de Vietoris-
Rips tan solo anade un 1-simplice mas con respecto a la situacién anterior, pues los puntos
no estan lo suficientemente cerca como para que se generen mas simplices.

Estas consideraciones deberian poner aiin mas de manifiesto la distinta naturaleza de
los dos complejos para un mismo pardmetro. El complejo de Cech se fundamenta en el
radio de las bolas y sus intersecciones, mientras que el de Vietoris-Rips queda determinado
por sus vértices y 1-simplices, pues un simplice de dimensién mayor aparece si, y solo si,
todas sus caras pertenecen al complejo.

Llegados a este punto, cabe preguntarse si el complejo de Vietoris-Rips conserva la
buena propiedad dada por el teorema del nervio. La respuesta es negativa, y el ejemplo que
acabamos de ver evidencia que los complejos pueden tener distintas estructuras topologicas.
Atun asi, el parametro € es util como herramienta para comparar ambos complejos.

Proposicion 2.7. Sea € > 0. Se verifican las siguientes inclusiones:

¢ (X, %) CVR(X,e) c O(X,e).
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Demostracion. La condicidon que se pide para el complejo de Vietoris-Rips es mas restrictiva
que la condicion para el complejo de Cech. Si los centros de dos bolas se encuentran a una
distancia menor o igual que €, entonces esas bolas de radio € han de intersecarse. La segunda
inclusion es, por tanto, inmediata.

La primera inclusion es consecuencia de la desigualdad triangular. Si ¢ bolas abiertas
de radio § intersecan para formar un g-simplice, entonces la distancia entre dos centros
cualesquiera de ellas es menor o igual que § + 5 = €, ya que los puntos de la interseccion

distan menos que $ de cualquier centro. O

La proposiciéon anterior nos dice entonces que el complejo de Vietoris-Rips con paré-
metro € capturaré bien la topologia de los datos subyacentes si asi lo hacen los respectivos
complejos de Cech con pardmetros § y €. Con un poco més de trabajo, las inclusiones se
pueden afinar todavia mas en los espacios euclideos [14, 19].

2.3. Complejo de Delaunay

En general, tal y como indica el ejemplo y corrobora la Proposicion 2.7, el complejo de
Vietoris-Rips tiene menos simplices que el complejo de Cech para un mismo parametro. A
pesar de esto, el complejo de Vietoris-Rips sigue siendo computacionalmente caro, porque
todavia es preciso guardar el conjunto de vértices del espacio métrico en cuestion. Esto
parece irrelevante en las nubes de puntos vistas hasta ahora, pero se vuelve més importante
a medida que esa nube de puntos crece o cuando el espacio es un continuo de puntos.

A grandes rasgos, la solucién que se propone es «juntary» varios puntos proximos en un
tinico punto, para asi reducir la carga computacional en almacenamiento sin que ello afecte
a la estructura topologica. Ademaés, es también una forma de discretizar espacios continuos
cuando se pretende calcular un complejo de Vietoris-Rips del espacio. Por ejemplo, para
calcular el de S' harfa falta una infinidad de O-simplices para representar todos los puntos
de la circunferencia.

Por otra parte, a veces sucede que hay aglomeraciones de puntos y no interesa ir tanto al
detalle, sino detectar estas acumulaciones. Este razonamiento lleva a plantearse si las bolas
métricas utilizadas hasta ahora son entornos demasiado restrictivos cuando se producen
agrupaciones de puntos.

Continuamos trabajando en un espacio métrico (X, d) y consideramos un subconjunto
no vacio £ C X de puntos de referencia.

Definiciéon 2.8. Dado un punto de referencia A € L, se define la celda de Voronoi asociada
a \ como

Vi={z e X:d(z,\) <d(x,\) para todo \' € L}.

Las celdas de Voronoi forman un recubrimiento de X, ya que para cada x € X siempre
es posible comparar su distancia a cualquier elemento de L. Las celdas de Voronoi descom-
ponen el espacio métrico en distintas regiones. Notese que el recubrimiento que forman las
celdas de Voronoi no es abierto.
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Figura 2.6: Una nube de puntos en el plano con cuatro acumulaciones (en inglés, «cluster») representadas
por los puntos de referencia marcados en rojo.

Figura 2.7: Los cuatro puntos de referencia con sus celdas de Voronoi en distintos colores.

Definiciéon 2.9. Llamamos complejo de Delaunay asociado a L al nervio del recubrimiento
dado por las celdas de Voronoi.

Figura 2.8: El complejo de Delaunay resultante del diagrama anterior. Los puntos de referencia son los
cuatro 0-simplices, mientras que las intersecciones entre las regiones crean seis 1-simplices y tres 2-simplices.

Los puntos de referencia se pueden ver como representantes de un camulo de puntos
que se encuentra en la celda de Voronoi correspondiente. Es decir, todos los puntos de la
celda se sustituyen por el de referencia. Ademas, los complejos de Delaunay son complejos
simpliciales de dimensiones mas pequenas que los de Cech y Vietoris-Rips.
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2.4. Otros complejos simpliciales

Las nociones geométricas que hay detrés del complejo de Delaunay tienen su origen en
las triangulaciones de Delaunay y sirven para refinar los complejos de Cech y Vietoris-Rips,
que son las dos construcciones bésicas. H. Edelsbrunner introdujo en [17] los complejos a
combinando la descomposiciéon de Voronoi con los complejos de éech, de forma que estos
conservasen la buena propiedad homotopica del teorema del nervio. Por su parte, la idea
de elegir un conjunto de puntos de referencia les sirvié a V. de Silva y G. Carlsson para
definir los complejos testigo en [13], mas facilmente computables que el de Vietoris-Rips
aunque nuevamente sin las propiedades teodricas del complejo de Cech. Los complejos testigo
también son una solucion a los complejos de Delaunay degenerados (discretos) que resultan
cuando el espacio métrico es finito.



Capitulo 3

Homologia persistente

Dada una nube de puntos, ya sabemos asociar distintos complejos simpliciales de los
que podemos calcular su homologia. Pero, conociendo un poco mejor el complejo simplicial,
conseguiremos mas informacion y mas sofisticada. Al variar el parametro de los complejos
simpliciales tenemos una filtracion. Las filtraciones aparecen de forma natural al estudiar
muchos procesos, como al refinar un analisis de datos. Mediante una filtracion del complejo
simplicial lograremos sucesivas aproximaciones que van mejorando la representacion del
espacio topologico subyacente y, con ella, podremos calcular la homologia persistente. Esto
significa que identificaremos aquellas clases de homologia que aparecen en un instante de
la filtraciéon y perduran a lo largo de la misma, asi como aquellas que nacen y desaparecen
en algiin momento.

La informacién que aportan los médulos de homologia persistente queda recogida en
unos diagramas de persistencia conocidos como codigos de barras. Estas representaciones
graficas hacen que sea mas sencillo seguir la evoluciéon de los generadores de la homologia
a lo largo de la filtracion y sirven para distinguir visualmente las caracteristicas que apa-
recen eventualmente de aquellas caracteristicas que persisten durante toda la filtracion del
complejo.

Gracias al articulo [41] de A. Zomorodian y G. Carlsson, el calculo de los codigos de
barras se reduce nuevamente al algebra lineal sobre un dominio de ideales principales. La
mayor contribucién de su articulo es el establecimiento de una correspondencia que describe
por completo la estructura de la homologia persistente sobre cualquier cuerpo.

3.1. Filtraciones

La construccion de algunos complejos simpliciales a partir de una nube de puntos requie-
re la eleccion de un parametro €, como hemos visto. Para valores pequenos del pardmetro
€ el complejo es un conjunto discreto de puntos; por otra parte, si el parametro £ es muy
grande el complejo se reduce a un tnico simplice de gran dimension y todas sus caras. Sur-
ge la necesidad de encontrar un valor ¢éptimo de € que consiga que el complejo simplicial
capture la topologia del espacio subyacente al muestreo de datos.

43
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Sin embargo, en lugar de encontrar ese valor 6ptimo de ¢, se consideran distintos valores
crecientes del pardmetro y se estudia como cambia el complejo simplicial. Esto da lugar al
concepto de filtracion.

3.1.1. Filtraciones con indices naturales

En primer lugar, con vistas a que la exposicion sea mas clara, definiremos el concepto
de filtracion de un complejo simplicial con indices enteros no negativos. Posteriormente,
generalizaremos la definicion a filtraciones de complejos de cadenas con indices en la recta
real ampliada.

Definiciéon 3.1. Una filtracion de un complejo simplicial K es una sucesion de subcom-
plejos simpliciales encajados que empieza en el complejo vacio y termina en el complejo
completo:

P=K'cK'c---CcK"=K.
Un complejo simplicial con una filtracion se llama complejo simplicial filtrado.
Una filtraciéon puede pensarse como una construcciéon en la que se van anadiendo co-

lecciones de simplices en cada etapa, con la condicién de que ningin simplice entre en la
secuencia antes que todas sus caras.

~_
KO Kt " K2 " e

V1 V3
" e i Ko e

Figura 3.1: Una filtracion del complejo simplicial de la Figura 1.3.

Fijado un anillo conmutativo y unitario R, es claro que cada subcomplejo simplicial K
de una filtracién da lugar a su propio complejo de cadenas asociado (Co(K; R),d!). Asi,
para cada indice ¢ de la filtracion, que llamaremos grado filtrante, tenemos definidos en
cualquier grado los R-modulos de cadenas, ciclos, bordes y homologia, que por comodidad
y simplicidad de notaciéon denotamos respectivamente por

Co=CuK5R), Z,=ZJK%R), B,=B.K%R), H,=H(K'R).
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Por otra parte, la cadena de contenidos de una filtracién proporciona inclusiones K¢ <
K9 para cada natural j > 0. Estas inclusiones son aplicaciones simpliciales, luego por el
Corolario 1.16 inducen homomorfismos en homologia:

nid: Hi — Hi.

Definicién 3.2. Se define el g-ésimo mddulo de j-persistencia de K! como la imagen del
homomorfismo inducido por la inclusion:

2 ()
H,7 = Imn,’.

En el caso 7 = 0, se tendria que H;’O = Hé ya que 77(‘;0 = id.

Segtn el Corolario 1.16, el homomorfismo inducido en homologia 7,7 consiste en llevar
una clase de homologia de K', [a] € H, en aquella clase de homologia de K™/ que la
contiene (y que seguimos denotando por [o] € H}'/). Estos homomorfismos inducidos en
homologia codifican los cambios topologicos locales que se producen durante el crecimiento
del complejo simplicial en el transcurso de la filtracion. La homologia persistente intenta
medir los cambios globales.

Ademas, dos ciclos homologos en K! siguen existiendo y siendo homélogos en K.
Teniendo esto en cuenta, los modulos de homologia persistente estan formados por las
clases de homologia de K' que todavia viven en K/, En este sentido, esta interpretacion
permite reescribir los moédulos de persistencia en la forma dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3. Se verifica que:

- Z!
HY = —q

T B NnZi

Demostracion. El moédulo cociente esta bien definido porque K! C K, lo que en par-
ticular induce las inclusiones Z) C C. C Ci*7. Asi, los modulos del denominador son
ambos submoédulos de C’;*j , luego su interseccion es de nuevo un modulo (y es obviamente
submoédulo del numerador).

De esta forma, el isomorfismo se sigue inmediatamente a partir de las consideraciones
previas a la proposiciéon. En otras palabras, un ciclo de C’; seguira siendo un ciclo en Céﬂ,
esto es, Z) C Z/™. Sin embargo, su clase con respecto a B} puede ser no nula, y ser nula
0 no con respecto a Bt O

De forma natural aparecen los ntimeros de Betti, en analogia con los de homologia
simplicial.

Definiciéon 3.4. Se define el g-ésimo numero de Betti de j-persistencia asociado al com-
plejo simplicial K¢ de la filtraciéon como

2% 1,3
By? = rango H”.

Por tanto, el niimero de Betti persistente Bé*j cuenta las clases de homologia del complejo
K7 creadas durante la filtracion, en el complejo K o antes.
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3.1.2. Filtraciones con indices reales

Como anunciamos previamente, a continuacion generalizaremos la definicion de filtra-
cion a complejos de cadenas e indices en un continuo de valores. La definicion y los lemas
posteriores estan tomados de [4].

Denotemos por R = RU{—o00, 400} el conjunto totalmente ordenado que denominamos
recta real ampliada.

Definicién 3.5. Llamamos R-filtracion ascendente de un complejo de cadenas (C,,d,) a
una coleccion de complejos de cadenas {(F"C,, 0s)}, .5 tal que:

(1) (F"C,,0,) es un subcomplejo de cadenas de (C,, d,) para todo r € R.
(11) (FrCs,ds) C (F"'Cy,,) parar <1’ con 1,7’ € R.

) Myer(FCo,04) = 0.
)

(111
(V) U,er(F7Ce, 6) = (Cs, 00).

Un complejo de cadenas junto con una R-filtracién se denomina complejo de cadenas R-
filtrado.

De forma equivalente, las propiedades (111) y (1V) de la definicion se reescriben, respec-
tivamente, como

(F7°C,,0,) =0 y (FT°C,,04) = (Cs, ).

Notese que estamos denotando por 9, la diferencial en grado ¢ de los subcomplejos de
cadenas de la filtracion, que se corresponden con las respectivas restricciones del operador
borde del complejo de cadenas. Esto significa que la diferencial conserva la filtracion, en el
sentido de que 0,(F"C,) C F'Cy_;.

Resulta evidente que en la definicion de R-filtracion se puede sustituir R por cualquier
otro conjunto totalmente ordenado en el que todo subconjunto tenga supremo e infimo.
En este caso, la recta real ampliada es conveniente para trabajar con las filtraciones que
proporcionan los complejos de Cech y de Vietoris-Rips, cuyos parametros toman valores
reales positivos.

Lema 3.6. Sea (Cy,0s) un complejo de cadenas R-filtrado. Para toda q-cadena o € o
existe un ro € R tal que

sup{r': a ¢ F"C,} =ro = inf{r": a € F'C,}.

Demostracion. Es consecuencia de las propiedades que cumple una R-filtracién por defini-
cion y del orden de R.

En primer lugar, tenemos garantizada la existencia de supremos e infimos en R. Lla-
mando

ro=sup{r’:a¢ F'C,} y  so=mf{r":aecFC,},
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es claro que 7y < sg, pues una vez aparece o € Cy en la filtracién no puede desaparecer por
la propiedad (11) de la definicion. Finalmente, por ser supremo del conjunto, 7o + & > s
para todo € > 0; luego rg > s¢. Por tanto, ro = sp. O

Usemos nuevamente la notacion condensada C7, Z,, B, y H] para representar los mo-
dulos de cadenas, ciclos, bordes y homologia para el r-ésimo elemento de una R-filtracion.
En analogia con los complejos simpliciales filtrados por indices naturales, un complejo de
cadenas R-filtrado también proporciona inclusiones F'C, < FrtC, para cada [ > 0, que
inducen los homomorfismos en homologia

not: HY — HI

Definicién 3.7. Se define el g-ésimo mddulo de l-persistencia de F'C, como la imagen
del homomorfismo inducido por la inclusion:

. Tl
Hy" = Imn;"

La definicion de los nameros de Betti persistentes es completamente anéloga, asi como
la reinterpretacion dada por la Proposicion 3.3 en términos de Z; y Bg*l. En este sentido,
Hg’l caracteriza aquellos ¢-ciclos de F"C, que no son borde de ninguna (g + 1)-cadena del
complejo ]-"’”HCq, que es més grande. De esta forma, recordemos que si a € Z7, entonces
a representa una clase de homologia [a] € H. Como Z] C Zg/ para ' > r, a también
representa una clase de homologia en H, (’1"' (que seguimos denotando por [«a]). Pero puede
ocurrir que [a] # 0 en H] y que [o] =0 en H. .

Veamos cémo se comportan los indices de una R-filtraciéon con el nacimiento y muerte
de clases de homologia.

Lema 3.8. Sea (C,,0,) un complejo de cadenas R-filtrado. Para todo g-ciclo o € Zy, el
conjunto B
Io:={reR:0#[a] € H}

0 bien es vacio o bien es un intervalo.

Demostracion. Sean o € Z, un ciclo y r; el valor dado por el Lema 3.6. Tenemos dos
posibilidades: que el ciclo a sea también un borde o que no lo sea.

Si a € By, entonces existe un 5 € C,q1 tal que J,41(8) = a. Sea ry el correspondiente
valor dado por el Lema 3.6 para . Como 8 € F"Cy1, para algin r > r,, esto implica que
O0g+1(B) = a € F'C,. Por tanto, necesariamente debe ocurrir que r, > 71. De esta forma,
a representa una clase no nula de homologia exactamente en el intervalo (posiblemente
vacio) que empieza en r; y termina en ro. Este intervalo contiene el extremo inicial 7 si,
y solo si, aw € F"Cy, y contiene el extremo final ry si, y solo si, 8 ¢ F2C\y1.

Si @ no es un g-borde proveniente de una (g+1)-cadena, entonces « representa una clase
no trivial de homologia en F"C, exactamente cuando r esta en el intervalo {s: s > ri} o el
intervalo {s: s > 71}, que empieza en r; y termina en el infinito. Como antes, r; pertenece
al intervalo si, y solo si, o € F"C,. ]
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Ejemplo 3.9 (Filtracion asociada al complejo de éech). Supongamos que el conjunto X =
{x1,...,2,} es un muestreo de puntos de algin espacio métrico (M, d). Sea K = C'(X, +-00)
el mayor complejo simplicial que se puede elaborar con el conjunto de vértices X.

La coleccion de complejos de Cech {C/(X,€)}.s0 con distintos valores no negativos del
parametro proporciona una R-filtracién, que pasamos a describir. Cada uno de los ele-
mentos de la familia anterior es un complejo simplicial, que por brevedad denotaremos
por K¢. Fijado un anillo R, para cada uno de estos complejos simpliciales, basta tomar
el correspondiente complejo de cadenas (Co(K%; R), 0%) para obtener la filtracion. En efec-
to, (Ce(K%; R),0%) es un subcomplejo de cadenas de (Co(K; R), 0,), puesto que K¢ es un
subcomplejo simplicial de I para todo € > 0, y

(Cu(K53 R),05) C (Cu(K*3 R),O5)

para ¢ < ¢, ya que C(X,e) € C(X,¢'). Ademas, K° = ) para todo ¢ < 0y, si § es el
diametro del conjunto X, entonces K¢ = K para ¢ > %. De esta manera, la coleccion

{(Co(K55 R), 00) Fexo
es una R-filtracion del complejo de cadenas (Co(K; R), 0s).

Ejemplo 3.10 (Filtracion asociada al complejo de Vietoris-Rips). Supongamos que X =
{z1,...,2,} es de nuevo un muestreo de puntos de algin espacio métrico (M,d). La co-
leccion de complejos de Vietoris-Rips {V R(X, ¢) }.>o con distintos valores no negativos del
parametro proporciona otra R-filtracién. Nuevamente, por simplicidad, denotamos por K°
cada uno de los complejos simpliciales de la familia anterior y tomamos K = VR(X, +00),
el mayor complejo simplicial que se puede elaborar con el conjunto de vértices X.

Para un anillo R fijado, construimos el complejo de cadenas asociado a cada comple-
jo simplicial, (C,(K¢; R), %), y conseguimos asi una nueva R-filtracion del complejo de
cadenas (Co(K; R), 0,), que esta vez vendra dada de la siguiente forma:

{(C.(ICE, R), 8f)}520.

Las comprobaciones de que verifica la definiciéon son inmediatas y andlogas a las del com-
plejo de Cech (en este caso, K = K para € > 0, siendo 0 el didmetro del conjunto X).

3.2. (Codigos de barras

Para visualizar facilmente la homologia persistente se usan los llamados codigos de ba-
rras. Estas representaciones en el plano incluyen los indices ascendentes de la filtracion
en el eje horizontal y los distintos médulos de homologia en el eje vertical. La homologia
persistente se codifica mediante ciertos intervalos horizontales, que son representantes arbi-
trarios de cada clase. Los extremos de estos intervalos indican los momentos de la filtracién
en los que nace y muere cada clase de homologia.

Siguiendo el articulo de P. Bubenik y P. T. Kim [4], damos una definicion méas formal de
un c6édigo de barras y un resultado sobre los codigos de barras asociados a las filtraciones
de Cech y Vietoris-Rips.
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3.2.1. Intervalos de persistencia

Los c6digos de barras estan formados por los intervalos durante los que persisten o viven
las clases no triviales de homologia a través de una filtracion. Los extremos de los intervalos
indican las etapas de la filtracion en las que nacen y mueren las clases de homologia.

Definicién 3.11. Sean (C,, d,) un complejo de cadenas R-filtrado y o € Zg4 un ciclo. Se
define el intervalo de persistencia representado por a como el intervalo I, dado por el
Lema 3.8.

Obviamente, de la definicion de I, se sigue que si o = a+0,41(0) para algin 8 € Cyyy,
entonces I, = I, ya que [o/] = [a] y estas seran clases no nulas para los mismos parametros
de la R-filtracién. Reciprocamente, puede ocurrir que [a] # [o/] y, sin embargo, I, = I,.
Por tanto, tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 3.12. Para un complejo de cadenas R-filtrado (C,, d,) se define su cddigo de
barras asociado como el multiconjunto {J,}aes, donde S C Z, es un cierto subconjunto
de ciclos, tal que:

(1) J, es un subintervalo de I,.

(1) Para todo r € R, el conjunto {[a] € HI: a € S, € J,} estd formado por los
generadores de H_.

La definicién anterior es bastante oscura en una primera lectura. Para desentranarla,
vamos a detenernos un momento a analizar su significado.

En primer lugar, el subconjunto S de los ciclos tiene como funcién evitar los inter-
valos de persistencia redundantes que habria para ciclos homoélogos, tal y como indica el
comentario previo a la definicion. En este sentido, el hecho de que un codigo de barras se
defina como un multiconjunto es porque pueden nacer y morir simultaneamente clases de
homologia distintas que generen el mismo intervalo, provocando que este deba aparecer
con multiplicidad mayor que uno.

Por otra parte, la seleccion de los subintervalos J, C I, se hace necesaria porque al
avanzar en la filtracién se ganan nuevas clases de homologia y se pierden otras al volverse
triviales o fusionarse con una clase de homologia mas antigua. Por ejemplo, supongamos
que las clases de homologia [¢] y [7] nacen, respectivamente, en F'C, y F"'C,, con r < 1’
Ambas clases se fusionan si existen [,[’ > 0 tales que

' ([o]) = i " ([7])-

En ese caso, como la clase [0] es més antigua, el codigo de barras refleja inicamente
un subintervalo J,. C I, (desde que [7] nace hasta que se fusiona con [o]) en vez del
intervalo de persistencia I, al completo; en otras palabras, mientras es un generador de la
homologia. Por tanto, los intervalos de persistencia que aparecen integros en el codigo de
barras corresponden a las clases de homologia primigenias, que son las que no se fusionan
con otras.
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Hy

H,

KK k2 K
H

Figura 3.2: Codigo de barras correspondiente a la filtracion de la Figura 3.1.

Ejemplo 3.13. La Figura 3.2 muestra el cédigo de barras asociado a la filtracion de la
Figura 3.1. Los generadores de Hj reflejan las componentes conexas del complejo simpli-
cial. Las dos barras superiores del codigo de barras representan las componentes conexas
asociadas a los dos O-simplices que aparecen en la filtracion antes de K!. Antes de K3 apa-
rece un l-simplice que une estos vértices, asi que las dos clases de homologia se fusionan
y permanece la primera que aparecié en la filtracion. De forma similar, otras tres clases
aparecen en distintos puntos de la filtracion y acaban fusiondndose con la primera, que es
la que perdura a lo largo del tiempo.

Para H;, un primer generador nace cuando antes de K* se cierra un 1-ciclo, creando un
agujero. Mas adelante, aparece una nueva arista y este agujero se divide en dos. En este
caso, el nuevo generador se vuelve trivial cuando se rellena la cara con un 2-simplice.

En vista del codigo de barras, podemos constatar que existen dos caracteristicas topo-
logicas persistentes en la filtracion. Una significa que el complejo es conexo, la otra detecta
el ciclo formado en K* que nunca se rellena. El resto es ruido topolégico.

3.2.2. Filtraciones de Cech y Vietoris-Rips

En un primer momento, tal y como se establece en la demostracion del Lema 3.8, el
intervalo de persistencia de un ciclo puede contener sus dos extremos, solo uno de ellos o
ninguno. Sin embargo, las construcciones especificas de las filtraciones de Cech y Vietoris-
Rips permiten concretar los tipos de intervalos de persistencia asociados a sus ciclos.

El siguiente resultado proporciona el valor exacto del ntimero 7y € R del Lema 3.6 para,
las filtraciones de Cech y Vietoris-Rips.

Lema 3.14. Sean (M,d) un espacio métrico y X = {x1,...,2,} un muestreo de puntos
de M. Sea {(F"Cs,04)},cr una filtracion de Cech o de Vietoris-Rips y sea o =Y 1" ;0
una q-cadena, donde o; = [z, .., x;,] es un g-simplice.

(1) Para la filtracion de Cech sea

ro = max inf{e;: existe un v € M tal que x;,,...,x;, € B(x,&;)}.
0<i<m
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Entonces, a ¢ F"'C, para todo ' <1y y a € F"C, para todo r" > ry.
(2) Para la filtracion de Vietoris-Rips sea

ro = max max d(z;, ;).
0<i<m 0<j,k<q !

Entonces, a ¢ fT/C’q para todo ' < 1o Yy a € ]-"T’/C'q para todo " > rg.

Demostracion. El Lema 3.6 proporciona la existencia de un ry € R que verifica la tesis.
Veamos que, en efecto, este valor es el que se indica en el enunciado para cada filtracion.
En primer lugar, notese que para construir la g-cadena o = ;" j @;0; en un complejo de
la filtracion es necesario y suficiente que todos los elementos de la familia compuesta por

los m simplices orientados de dimension ¢ dada por {[1:2-0, . ,miq]} o<icy, €stén presentes
en el complejo F°C, de la filtracion. o
Para la filtraciéon de Cech, los puntos w;, ..., r;, forman un g¢-simplice si las corres-

pondientes bolas de radio ry centradas en los puntos tienen interseccién comin no vacia.
Si tomamos un punto x € M en esa interseccion, B(x,ry) debera contener también los
vértices del simplice. Es claro que debemos tomar el radio méas pequeno posible para cada
grupo de ¢ puntos (es un infimo por ser las bolas abiertas) y después tomar el méaximo de
todos ellos, pues tiene que ser el mas grande posible entre los mismos (en otro caso, algiun
grupo de ¢ vértices no formaria un simplice).

Para la filtracion de Vietoris-Rips, los puntos z;,, ..., z;, deben estar todos a distancia
ro 0 menos de los demés para formar simplice. Tomando el primer maximo nos aseguramos
de que los puntos definan un simplice. Finalmente, el segundo maximo es necesario para
que todos los grupos de ¢ vértices formen un simplice. [

Proposiciéon 3.15. Sea {(F'C.,.)},cq una filtracion de Cech o de Vietoris-Rips. Dado
un g-ciclo o € Zy, el intervalo de persistencia de o o bien es vacio o bien es de la forma

(1) (r1,73) o (r1,+00] para la filtracion de Cech.
(2) [r1,72) o0 [r1,+00] para la filtracion de Vietoris-Rips.

Demostracion. La misma demostracion vale en ambos casos. Para determinar si un extremo
pertenece o no al intervalo de persistencia, tenemos en cuenta las observaciones hechas en
la demostracion del Lema 3.8.

Si v € Z, es un g-ciclo, por el Lema 3.6 existe un intervalo de persistencia (posiblemente
vacio) para c. Si a no es un borde, basta aplicar el Lema 3.14 a a. Si @ € B, es un borde,
existe un J € Cyyq tal que 0,41(5) = a; basta entonces aplicar el Lema 3.14 a f3. ]

3.3. Estructuras algebraicas

Los modulos de homologia persistente se pueden englobar en los conocidos como mo-
dulos de persistencia. Ademés, veremos que los moédulos de persistencia estan relacionados
con otra estructura que llamaremos complejo de persistencia.
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El estudio de la homologia persistente desde este punto de vista permite dar algunos
resultados interesantes que se relacionaréan con los codigos de barras. Este hecho es impor-
tante, pues ya hemos visto que los codigos de barras recogen la informacion relevante de la
homologia persistente. Como ocurria en la homologia simplicial, el teorema de estructura
vuelve a ser clave para relacionar conceptos y establecer resultados.

3.3.1. Moédulos y complejos de persistencia

Las siguientes definiciones son generalizaciones de las presentadas en [41], donde se
trabaja directamente con filtraciones con indices naturales. En la presente secciéon, empe-
zamos desarrollando la teoria para conjuntos de indices arbitrarios con una relacién de
orden total y, posteriormente, nos restringiremos a N. Como en capitulos previos, R es un
anillo conmutativo y unitario.

Definicion 3.16. Sea (I, <) un conjunto totalmente ordenado. Un R-mddulo de persisten-
cia parametrizado por I es una familia de R-moédulos {M*};c; junto con homomorfismos
de R-modulos {p"™7: M* — M7},.; tales que:

(1) ¢ =id,; para todo i € I.
(II) Spj%k o SDiﬁj — Spiﬁk para todo i < ] < L

Una definiciéon completamente analoga a la anterior permite establecer lo que es un
complejo de persistencia.

Definiciéon 3.17. Sea (I, <) un conjunto totalmente ordenado. Un complejo de persistencia
parametrizado por I es una familia de complejos de cadenas {(C?,d%)}ier sobre R junto
con aplicaciones de cadenas { i/ : CL — CJ},<; tales que:

(1) fi7" =id¢; para todo i € I.
(11) fi7*o fi7i = fi=k para todo i < j < k.

Notacion 3.18. Anteriormente, hemos usado otra notacién para los superindices de las
aplicaciones cuando el conjunto de indices era N o R. En esos casos particulares, como hay
definida una operaciéon suma y existe un elemento neutro para la misma, los superindices
separados por comas indicaban el indice filtrante de inicio y el nimero de pasos que se
avanza en la filtracion. Para conjuntos de indices arbitrarios, al carecer en general de una
operacion suma, la notaciéon mediante las flechas indica los indices filtrantes de inicio y

final.

El siguiente diagrama muestra como podria ser un pequeno trozo de un complejo de
persistencia, fijados los grados filtrantes. Cada columna es un complejo de cadenas, mientras
que las aplicaciones de cadenas conectan por filas las etapas fijadas de la filtracion.
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Ejemplo 3.19. Un complejo simplicial /-filtrado junto con las inclusiones de simplices
forman un complejo de persistencia parametrizado por I. Por su parte, la homologia de un
complejo de persistencia da lugar a un modulo de persistencia parametrizado por I, siendo
las aplicaciones 1.7/ definidas previamente los homomorfismos requeridos en cada grado
homologico.

3.3.2. Clasificaciéon sobre cuerpos

El siguiente paso es clasificar, salvo isomorfismo, los modulos de persistencia sobre
cuerpos. Los resultados de este apartado, de gran importancia, se deben a la extension que
A. Zomorodian y G. Carlsson [41] hicieron de un algoritmo para calcular la persistencia. El
algoritmo original estaba definido inicamente para complejos simpliciales tridimensionales
y coeficientes en Z,. La extension de este algoritmo se hace viendo un sistema inductivo
de espacios vectoriales como una tnica entidad: un modulo de persistencia. Esto permite
generalizar la clasificacion de sistemas inductivos de espacios vectoriales tridimensionales
sobre Zs a dimensiones arbitrarias y cualquier cuerpo. Ademas, veremos que no existe una
clasificacion asi de simple para sistemas inductivos de modulos sobre un anillo arbitrario.

Estos teoremas de clasificacion exigen una condiciéon de finitud en las estructuras que
manejamos.

Definicion 3.20. Un modulo de persistencia M = {M", ¢'77},<; parametrizado por [
sobre un anillo R se dice de tipo finito si cada R-moédulo M® es finitamente generado
como R-moédulo y si existe un n € I tal que para todo j > n las aplicaciones ¢/ son
isomorfismos.

Definicion 3.21. Un complejo de persistencia C = {C, f&*7},<; parametrizado por T
sobre un anillo R se dice de tipo finito si cada complejo de cadenas Cé es finitamente
generado como R-moédulo y si existe un n € I tal que para todo j > n las aplicaciones
f7=7 son isomorfismos.

Observacion 3.22. Como los complejos simpliciales considerados en este trabajo son finitos,
cualquier filtracion genera un complejo de persistencia de tipo finito cuya homologia es un
modulo de persistencia de tipo finito.
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En lo que sigue, nos centraremos en moédulos y complejos de persistencia parametrizados
por Ny, més adelante, comentaremos los parametrizados por R, pues son los casos de interés
que estamos manejando.

En primer lugar, damos una estructura de R[t]-modulo a los modulos de persistencia
parametrizados por N. Para ello, equipamos R[t] de una estructura de anillo graduado
tomando la descomposicion

Rit] =&t R,

1eN

donde t'- R = {rt*: r € R}. El producto de polinomios cumple la condicién de graduacion:
(t'-R)# -R) Ct.R.

Esto permite dotar de una estructura de moédulo graduado sobre el anillo de polinomios
R[t] a cualquier m6dulo de persistencia M = {M*, ¢"7} parametrizado por N como

M =P M,

donde la accién de t sobre M viene dada por la extension lineal de

para todo m* € M*. Asi, ' . o
(t'- R)YM? Cc M,

En otras palabras, la accién de ¢ aumenta el grado en una unidad.

En el caso de un complejo de persistencia que derive de la filtraciéon de un complejo
simplicial, la accion del anillo de polinomios conecta la homologia a través de los distin-
tos complejos de la filtracion. Es por ello que las propiedades algebraicas de este objeto
contienen la informaciéon de los médulos de homologia persistente de la filtracion.

Para poder aplicar el Teorema 1.22, consideraremos que el anillo de coeficientes R es
un cuerpo F. De esta forma, los R-médulos se vuelven F-espacios vectoriales y el anillo de
polinomios F[t] es un dominio de ideales principales.

Teorema 3.23. Sea M = {M*, "} un mddulo de persistencia de tipo finito parametrizado
por N sobre F[t]. Entonces

M = (@t‘“ ~F[t]> ® (@tbj :
j=1
donde n,m > 1 y a;, b; y ¢c; son potencias enteras no negativas de t.

Ft]
@
Demostracion. El médulo M = @; M" es un F[t]-modulo finitamente generado por ser M

un modulo de persistencia de tipo finito. Puesto que F es un cuerpo, el anillo de polinomios
F[t] es un dominio de ideales principales. Por tanto, M = @;M* es un m6dulo graduado
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finitamente generado sobre un dominio de ideales principales graduado y el Teorema 1.22
permite descomponerlo en suma directa de su parte libre y su parte de torsion.

La componente libre esta formada entonces por una suma directa de un cierto ntmero
de copias del anillo graduado F[t]. La parte de torsion serd una suma directa de un cierto
numero de cocientes del anillo graduado F[t] por ideales de este anillo, que son todos
homogéneos de la forma (t*).

Por tltimo, el cambio en la graduaciéon tanto en la parte libre como en la parte de
torsion se debe a que el modulo M es graduado y, entonces, el isomorfismo de mddulos
graduados debe ser un isomorfismo de grado 0. Asi, si z es un generador homogéneo de
grado o > 0 de la parte libre de M, entonces se hace necesario aumentar en « el grado de
F[t] (mediante la accion de t*) para que el isomorfismo sea de grado 0. Lo mismo ocurre
con la parte de torsion de M. Por tanto, el Teorema 1.22 adopta la forma del enunciado
en este contexto. O]

En particular, la homologia persistente en un grado fijado ¢ de un complejo simplicial
N-filtrado con coeficientes en un cuerpo F es un moédulo de persistencia de tipo finito
parametrizado por N sobre F[t], luego admite una descomposicién como la anterior. Este
resultado tiene una interpretacion inmediata en términos de los codigos de barras. Las
potencias de la variable ¢ capturan la aparicion y desapariciéon de caracteristicas topologicas
a lo largo de la filtracion.

= En primer lugar, la parte libre se encuentra en correspondencia biyectiva con los
generadores de la homologia que nacen en el grado filtrante a; y que sobreviven hasta
el final de la filtracion.

= Por su parte, los elementos de torsiéon se corresponden con los generadores de la
homologia que surgen en el grado filtrante b; y que se vuelven triviales al alcanzar el
grado filtrante b; + ;.

Observacion 3.24. Mediante la teoria de Artin-Rees de dlgebra conmutativa se puede probar
[41] que existe una correspondencia biyectiva entre la categoria de modulos de persistencia
de tipo finito parametrizados por N sobre R y la categoria de modulos graduados (con
graduacion no negativa) finitamente generados sobre R]t]. Esto también indica que una
clasificaciéon simple no es posible si el anillo de coeficientes considerado no es un cuerpo.
Por ejemplo, la clasificacion de modulos sobre Z[t] es muy complicada, aunque se pueden
asignar invariantes de interés a los Z[t]-modulos.

Anteriormente hemos trabajado con filtraciones con indices en R, pues son las que
surgen de modo natural al considerar las filtraciones dadas por los complejos de Cech y
Vietoris-Rips, por ejemplo. También es posible hacer una clasificacién de los médulos de
persistencia de tipo finito como F[t]-médulos cuando estan parametrizados por R.

En este caso, se introducen los conceptos de modulos de intervalos y el moédulo de
persistencia se caracteriza mediante ellos, como en [8]. Al igual que con el Teorema 3.23,
mediante esta descripcion se relaciona el moédulo de persistencia con su codigo de barras
asociado, por lo que quedan completamente determinados de ambas formas.
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Sin embargo, segtin describe G. Carlsson en [5], podemos utilizar cualquier aplicacion
N — R que preserve el orden para obtener un moédulo de persistencia parametrizado por
N a partir de otro parametrizado por R.

Una primera opcion es fijar ¢ € R y considerar la aplicacion f.: N — R dada por
fe(n) = ne. La monotonia permite tener un tnico antecedente para cada indice real de la
filtracion de la forma ne, el cual se corresponde con el indice n de la N-filtracion. Notese
que cuanto méas pequenio (en valor absoluto) sea el valor de e, més fina sera la N-filtracion
que se obtenga mediante este método.

Otra de las posibilidades hace uso de que el complejo simplicial es finito y, por tanto,
tnicamente habré un ntmero finito de valores reales en los que se produzca una transicion
en los complejos intermedios debido a la adicién de un nuevo simplice. Si estos valores de
transicion forman el conjunto {ry,...,ry}, definimos la aplicacion g: N — R dada por
g(n) =r, paran < Ny g(n) =ry paran > N. La ventaja de este método es que esté
adaptado al complejo en cuestion, pues observa precisamente los momentos en los que la
estructura topologica del complejo simplicial sufre modificaciones.

3.3.3. Algoritmo de calculo sobre cuerpos

A. Zomorodian y G. Carlson introducen en [41] un algoritmo de célculo de la homologia
persistente de un complejo simplicial que aprovecha la estructura de F[t]-modulo que esta
tiene como modulo de persistencia parametrizado por N. Las principales caracteristicas del
algoritmo son que deriva directamente del algoritmo de reduccion de matrices a su forma
escalonada, permite obtener el cédigo de barras y, mediante un refinamiento que presentan
en el articulo, no se hace necesario calcular explicitamente el moédulo de persistencia.

Para desarrollar el algoritmo tendremos que utilizar bases homogéneas, pues veremos
que respetan propiedades fundamentales. Las bases homogéneas son aquellas bases forma-
das por elementos homogéneos de la estructura graduada.

Definicién 3.25. Sea R = @; R’ un anillo graduado. Llamamos elemento homogéneo de
grado i a un elemento que pertenezca a un inico R" de la descomposicién. Ademas, decimos
que una base de R es una base homogénea si esta formada por elementos homogéneos de

R.

Denotamos por deg(r;) = i el grado de un elemento homogéneo 7; € R’ del anillo
R = @;R'. Las representaciones matriciales del operador borde con respecto a bases homo-
géneas verifican una igualdad basica que usaremos mas adelante para calcular la homologia
persistente de la N-filtracién de un complejo simplicial.

Proposicion 3.26. Sea C un complejo de persistencia de tipo finito parametrizado por N
sobre un cuerpo F. Supongamos que {e;} y {e,} son bases homogéneas para C, y Cy_1,
respectivamente. Los elementos de la matriz M (0,) del operador borde con respecto a esas
bases son homogéneos y verifican que

deg(e;) = deg(M;;) + deg(e;),

donde M;; denota el elemento que ocupa la posicion (i,7) en M(09,).
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Demostracion. Como 0,: Cy — Cy—1 es un homomorfismo de R-médulos, al considerar la
N-filtracién en el complejo de persistencia C, se tiene que es un homomorfismo de grado 0.
Por tanto, fijadas las bases homogéneas {e;} y {e}}, el elemento M;; es también homogéneo
al estar obligado a ser una potencia de ¢t que aumente el grado de €] exactamente lo que le
falta para alcanzar el grado de e;, para que asi J, sea un homomorfismo de grado 0.  [J

El algoritmo de céalculo se basaré en la eliminaciéon gaussiana por columnas e involu-
crara dos de sus tres operaciones elementales: intercambiar dos columnas entre si (tipo 1),
multiplicar una columna por una unidad del anillo (tipo 2) y sumar a una columna otra
columna multiplicada por un elemento homogéneo (tipo 3). Conviene resaltar que la ope-
racion de tipo 3 se hace multiplicando por un elemento homogéneo del anillo. Ello es clave
para que el algoritmo aproveche la invarianza en la homogeneidad de los elementos de la
matriz y de las bases mediante estas operaciones de tipo 3. Enunciamos y probamos el
resultado para su posterior uso.

Corolario 3.27. Sea C un complejo de persistencia de tipo finito parametrizado por N
sobre un cuerpo F. Supongamos que {e;} y {e,} son bases homogéneas para C, y Cy_1,
respectivamente. Sea M (0,) la representacion matricial con respecto a esas bases. Entonces,
se tiene que:

1. La homogeneidad de la base {e;} y de los elementos de la matriz M(0,) no varia
mediante operaciones elementales de tipo 3 por columnas.

2. La homogeneidad de la base {€}} no varia mediante operaciones elementales de tipo 3
por filas.

Demostracion. Probamos primero el resultado por columnas. Supongamos que A € F[t] es
un elemento homogéneo del anillo tal que al sustituir la j-ésima columna de M(J,) por

(columna j) + A(columna 7)

se anula el elemento Mj,; con ayuda del pivote My,. Esta operacién cambia el elemento de
la base de las columnas e; por e; + Ae;. Ademaés, como tenemos My; + AMy; = 0y A lo
hemos tomado homogéneo, necesariamente

deg(My;) = deg(AMy;) = deg(\) + deg(My;).

Luego, deg(\) = deg(My,;) — deg(Mj;).
Ahora bien,
deg(Ae;) = deg(A) + deg(e;)
= (deg(Mkj) — deg(M;ﬂ-)) + deg(e;)
= (deg(e;) — deg(e})) — (deg(e;) — deg(e},)) + deg(e;)
= deg(e;) — deg(e,) — deg(e;) + deg(e),) + deg(e;)
= deg(e;),
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donde se ha usado la Proposicion 3.26 en la segunda igualdad. Por tanto, e; + Ae; es un
elemento homogéneo de la nueva base por columnas y, entonces, sigue siendo una base
homogénea.

Por otra parte, los nuevos elementos M;; + AM;; de la j-ésima columna siguen siendo
todos homogéneos tras la operacion elemental de tipo 3. En efecto,

deg(AMy;) = deg(A) + deg(My;)
= (deg(Myy) — deg(My;)) + deg(My;)
= (deg(e;) — deg(e},)) — (deg(e;) — deg(e}))
+ (deg(e;) — deg(e;))
= deg(e;) — deg(e})
= deg(My;),

donde se ha usado la Proposicion 3.26 en la segunda igualdad y en la cuarta. Por tanto,
Mi; + AM;; es un elemento homogéneo para todo [ y, entonces, los elementos de la j-ésima
columna siguen siendo homogéneos tras una operacion elemental de tipo 3.

La prueba para el caso por filas es similar. En esta situaciéon, pongamos nuevamente
que utilizamos un A € F[t] homogéneo y sustituimos la j-ésima fila por

(fila j) + A(fila 7)

para eliminar el elemento M, con ayuda del elemento pivote M;;. Esta operacion cambia
el elemento de la base por filas ¢ por €] — Ae. Ademas, como tenemos que Mjj, +AMy, =0
y A es homogéneo, deg(M;;) = deg(\) + deg(M;;). De esta forma,

deg(Ae)) = deg()) + deg(e))
= (deg(Mjk) — deg(Mik)) + deg(e})
= deg(ex) — deg(My)
= deg(ex) — (deg(ex) — deg(e}))
= deg(¢)),

donde se ha usado la Proposicion 3.26 en la segunda igualdad y en la tercera. Por tanto,
e; — Aej es un elemento homogéneo de la nueva base por filas y, entonces, sigue siendo una
base homogénea. O]

Como anunciamos previamente, que se conserve la homogeneidad tanto en las bases
como en la matriz resulta ser fundamental para poder calcular inductivamente la homologia
persistente. Asi que nos interesan representaciones matriciales en bases homogéneas.

Es obvio que la base del médulo de cadenas libre C, que viene dada por la coleccion de
g-simplices orientados es homogénea, pues cada ¢-simplice entra en un determinado grado
filtrante de cualquier N-filtracion del complejo simplicial.
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Definiciéon 3.28. Sean K un complejo simplicial N-filtrado y C su correspondiente complejo
de persistencia asociado. Llamamos base estdndar de C, a la base homogénea dada por la
coleccidon de g-simplices orientados de K.

Las bases estandar de C, y C,_; sirven para escribir inicialmente la matriz M (9,) vy, a
partir de esta representacion, elaborar un algoritmo que parte de las mismas ideas que el
algoritmo de calculo de la homologia simplicial. Sin embargo, veremos que no es necesario
calcular la forma normal de Smith de M(J,) como haciamos en ese caso. En su lugar,
bastaréd con calcular la forma escalonada por columnas de la matriz.

Como primera aproximacion, vamos a reinterpretar, cuando el anillo de coeficientes es
un dominio de ideales principales graduado, el algoritmo que describimos para calcular la
homologia simplicial en el apartado 1.5.2, olvidando momentaneamente la estructura de
complejo de persistencia y volviendo a los complejos de cadenas.

En primer lugar, representamos la matriz M(0,) con respecto a la base estandar de
C, v una base homogénea de Z,_; (en vez de la base estandar homogénea de C,_1, pues
Im(0,) = B;—1 C Z,—1). A continuacion, reducimos esta matriz a su forma normal de Smith
M (0,) y suponemos que {e;} es la nueva base de Z,_; que proporciona esta representacion
matricial en forma normal.

Proposicién 3.29. Sea (C,, d,) un complejo de cadenas finito sobre un dominio de ideales
principales graduado R. Supongamos que M(0,) es la forma normal de Smith de M (0,)
con respecto a una base homogénea {e}} de Z,_,. Se verifica que:

(a) Sila fila i de M(aq) es de ceros, entonces contribuye a H,_y con un término libre
que sufre un aumento de deg(el) en su graduacion.

(b) Sila fila i de M(aq) tiene un término en la diagonal, entonces contribuye a H, 4
con un término de torsion homogéneo (€l mismo) que sufre un aumento de deg(e’)
en su graduacion.

Demostracion. El Lema 1.27 adaptado al caso de estructuras graduadas permite afirmar
los resultados, sin més que reinterpretar la descripcion de H,_; dada por el Teorema 1.22
(en términos de un dominio de ideales principales graduado, de forma similar a lo hecho
en la demostracion del Teorema 3.23) usando la nueva base {e}} de Z,_;. O

Describimos a continuaciéon como actiia el nuevo algoritmo.

Teorema 3.30. Sea C un complejo de persistencia de tipo finito parametrizado por N sobre
un cuerpo F. Entonces, el homomorfismo 0,: C; — Cy,_1 se puede representar en forma
matricial homogénea con respecto a la base estdndar de Cy y una base homogénea de Z,_;.

Demostracion. La prueba se hace por induccion en g. El caso inicial es trivial. Como 9y = 0,
se tiene que Zy = Cy y la base estandar dada por los vértices (0-simplices) es homogénea
para Zy y se puede usar para representar d; junto con la base de C; dada por los 1-simplices
orientados.
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Supongamos ahora que tenemos una representacion matricial de M(9,) con respecto a
la base estandar de C, y una base homogénea {e}} de Z,_;. Tenemos que encontrar una
base homogénea de Z, y representar la matriz M (J,+1) en esa base y la estandar de Cj g
para completar la induccion.

En primer lugar, ordenamos los elementos de la base {€;} en orden decreciente de
grados. A continuacion, mediante eliminacioén gaussiana por columnas se convierte la matriz
M (09,) en su forma escalonada por columnas, usando inicamente operaciones elementales
de tipos 1 y 3. El resultado es una matriz con escalones de distintas alturas, pivotes en
columnas consecutivas y en la que tnicamente hay elementos no nulos bajo los pivotes.

' 0 o 0

0
* 0

x [x] 0
* 0 0

Figura 3.3: Ejemplo de una matriz escalonada por columnas. Los asteriscos indican elementos no nulos y
los pivotes estan dentro de un recuadro.

Empezamos por la primera columna a la izquierda. Si el primer elemento de la columna
es cero, intercambiamos la columna con la primera que tenga un elemento no nulo mediante
una operacion de tipo 1. La fila se convierte entonces en una fila pivote y se pueden eliminar
las entradas no nulas de esta fila pivote con operaciones de tipo 3. El algoritmo continta
actuando de la misma forma en la submatriz resultante de eliminar la primera fila y la
primera columna, bajando en cada paso una fila y avanzando por las sucesivas columnas
hacia la derecha hasta alcanzar o bien una columna de ceros o bien una columna con un
elemento que vuelva a servir de pivote para eliminar los elementos de su fila. Finalmente,
si hiciera falta, mediante intercambios de columnas se recolocan las columnas de forma
adecuada.

Por el Corolario 3.27, la operacién elemental de tipo 3, consistente en sumar a una
columna otra columna multiplicada por un elemento homogéneo, no varia la homogeneidad
de los elementos de la base de C, y tampoco hace que se pierda la homogeneidad de los
elementos de la matriz.

Ademas, por éalgebra lineal sabemos que el nimero de pivotes de la forma escalonada
es igual a

rango(M (0,)) = rango(Im(0,)) = rango(B,_1).

Afirmamos que los elementos de la base correspondientes a las columnas sin pivote de
la forma escalonada M (0,) conforman la base homogénea de Z, que buscabamos para
completar la induccion. Los préoximos dos lemas sirven para probar esta ultima afirmacion,
que finaliza la demostracion del teorema, y sirven para acabar la descripcion del algoritmo
de calculo. [
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Lema 3.31. Supongamos que {e;} y {e}} son bases homogéneas para Cy y C,_1, respecti-
vamente. Entonces, los pivotes de la forma escalonada por columnas de la matriz M(0,)
coinciden con los elementos de la diagonal en la forma normal de Smith. Ademds, el grado
de los elementos de la base en las filas con pivote coincide en ambos casos.

Demostracion. El orden decreciente de grados que tomamos para la base por filas {e}} en
la demostracion del teorema anterior provoca que el grado de los elementos de esta base
decrezca monotonamente segiin se desciende en las filas de la matriz. Ademés, dentro de la
columna j, el grado deg(e;) es una constante c. Asi, fijado j, la Proposicién 3.26 nos dice
que, para todo i,

deg(M,;) = ¢ — deg(é}).

De esta forma, el grado de los elementos de la matriz dentro de cada columna crece mono-
tonamente al bajar en las filas. Esto permite eliminar los elementos no nulos que estan por
debajo de los pivotes mediante operaciones de tipo 3 por filas que no cambian los pivotes
ni los grados de los elementos de la base por filas, por el Corolario 3.27. Finalmente, me-
diante intercambios de filas y columnas se recoloca la matriz en su forma diagonal si fuese
necesario. O]

Lo que resta de la prueba del Teorema 3.30 se sigue de que 9, 0 9,41 = 0y, por tanto,
M(0,) - M(044+1) = 0. Esta relacién no cambia mediante operaciones elementales, que
Unicamente generan matrices intermedias de cambio de base. Ademas, como el dominio
de 0, es el codominio de J,41, las operaciones elementales hechas por columnas en M (9,)
para conseguir la forma escalonada por columnas M (0,) se corresponden con operaciones
hechas por filas en M (0,41). Estas operaciones por filas anulan aquellas filas de M (9,41)
que se corresponden con columnas pivote no nulas de M (0,) v proporcionan el cambio de
base que da la representacion de 0,41 que buscabamos para completar la induccién.

M(8q+1)

Figura 3.4: Larelacion M (9,)-M (0q+1) = 0 queda inalterada por operaciones elementales. Al reducir M (0,)
a su forma escalonada por columnas M (), las respectivas operaciones por filas en M (9y41) anulan las
filas que se corresponden con columnas pivote de M (9,).

Lema 3.32. Para representar el homomorfismo 0,1 con respecto a la base estdndar de
Cqs1 y la base calculada en el Teorema 3.30 para Z, basta con eliminar las filas de M (Ogy1)
que se corresponden con columnas pivote de M(0,).
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Demostracion. Unicamente hemos usado operaciones elementales de tipo 1 y tipo 3. De
ellas, las de tipo 3 son las tnicas que cambian valores en la matriz. Supongamos que en
M (0,) sustituimos la j-ésima columna por

(columna j) + A(columna 1),

con A\ € F[t] homogéneo, para eliminar un elemento en la fila pivote i. Esta operacion
cambia el elemento de la base de las columnas e; por e; + Ae; en M(J,). Para conseguir el
mismo cambio de base en las filas de M (J,4+1) debemos sustituir la i-ésima fila por

(fila 7) — A(fila j).

Pero las sucesivas operaciones elementales por columnas que convierten la i-ésima columna
de M (0,) en columna pivote acaban provocando que la i-ésima fila de M (Og+1) sea nula y,
por otra parte, la j-ésima fila no sufre cambios por estas operaciones en ningiin momento.

Por tanto, no necesitamos realizar operaciones por filas. Es suficiente con eliminar
las filas correspondientes a columnas pivote de una dimensién inferior para obtener la
representacion de J,41 en términos de la base estandar de Cyy; y la base homogénea de
Z, ]

q-

La validez del algoritmo queda probada con el tiltimo resultado, que completa la induc-
cion del Teorema 3.30.

El Lema 3.31 establece que si lo tinico que nos interesa son los grados de los elementos de
la base, podemos obtenerlos directamente de la forma escalonada por columnas. Ademés,
permite reformular el Teorema 3.23 en términos de la matriz escalonada por columnas. En
consecuencia, esta matriz es suficiente para calcular los coédigos de barras.

Corolario 3.33. Sea C un complejo de persistencia de tipo finito parametrizado por N sobre
un cuerpo F. Sea M(aq) la matriz en forma escalonada por columnas correspondiente al
homomorfismo 0, con respecto a la base estindar {e;} de C, y la base homogénea {e;} de
Zg—1. Se verifica que:

(a) Sila fila i de M(D,) tiene un pivote My; = t°, entonces contribuye a H, | con un
término

=

[t
()

(b) Sila filai de M(d,) no tiene un pivote, entonces contribuye a Hy_y con un término

tdeg(e;) .

¢des(<) L [y,

Equivalentemente, en el codigo de barras asociado a H,_; obtenemos un intervalo con
extremos deg(e}) y deg(ei) + s o un intervalo no acotado con extremo inferior deg(e}),
respectivamente.

Terminamos la secciéon con un ejemplo de céalculo.
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Ejemplo 3.34. Calculemos la homologia persistente de la N-filtracion de la Figura 3.1
mediante el algoritmo que acabamos de describir. Usaremos coeficientes sobre el cuerpo R,
luego el modulo de persistencia serd un R[t]-modulo.

Los simplices de la filtracion tienen los siguientes grados:

Vo | U2
111

U1
2

U3
2

U4
2

VU2

3

VoU1
4

V3V1
4

V2V3 | V4V
4 D

V21

6

VoV1V2

7

La representacion matricial del operador borde 0;: C; — Cj, con la base de Cj en
orden decreciente de grados, viene dada por

[ Ugls VoUi Ul UgUs Ugls Uglq |

vy | O 0 0 0 3 0

vg| 0 0 2 ¢t 0 0
M(o) = 'Ui’ o ¢ £ 0 0 tr |

vy |t 0 0o B ¢t

v 2 * 0 0 0 0 |

mientras que su forma escalonada por columnas adopta la forma

[ VU2 U3V] Uy Ugls 21 2o |
s 0O 0 0 0 0
) vs| 0 0 0 0 0
M(0h) = 2 2 g
vl 0t 0 0 0
w0 0 0 0
| 0 0 B 2 0 0|
donde
21 = VU3 — U3V1 + VgV — - Vo2
y

Z9 = VU1 — t2 VU1 — t3 * VU2

forman una base homogénea de 7.

Con esta informacion, el Corolario 3.33 permite concluir que el codigo de barras corres-
pondiente a Hj incluye los siguientes intervalos:

[deg(va), deg(vs) + 3) = [2,5),
[deg(vs), deg(vs) + 2) = [2,4),
[deg(v1), deg(v1) + 2) = [2,4),
[deg(v2), deg(vs) +2) = [1,3),
[deg(vo), +00) = [1, +00).
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Por su parte, la matriz asociada a 0y: Cy — (7 y su forma escalonada por columnas
vienen ambas dadas por

VoU1V2
VU1 t
V4U2 0
M(ag) = VaUs 0
V31 0
VoU1 t3
VoU2 t4

Para obtener la representacion en términos de la base estandar de (5 y la base ordenada
{21, 22} de Z; que obtuvimos previamente, basta con eliminar la segunda y las tres tltimas
filas, que son las asociadas a los pivotes de M (0;). Luego tenemos

~ VoU1V2
M(92) = | 2 t )
Z1 0

donde también hemos sustituido los elementos vovs v vov; de la base por

21 = VU3 — V3V1 + VU1 — t- VU2

Z9 = VU1 — t2 * VU1 — ts * VpU2.

De esta forma, obtenemos los dos siguientes intervalos de persistencia para el codigo de
barras asociado a H;:

[deg(29),deg(z2) + 1) = [6,7),
[deg(z1), +00) = [4, +00).

Los calculos de los intervalos de persistencia anteriores confirman que el codigo de
barras que mostramos intuitivamente en la Figura 3.2 para la filtracion de la Figura 3.1 es
correcto.

3.4. Notas historicas

Como cuentan H. Edelsbrunner y J. Harer en 18], la homologia persistente, como mu-
chos otros conceptos matemaéticos, surgié de forma independiente en tres trabajos distintos.
Los primeros descubrimientos fueron de forma casi simultanea en los tultimos anos del si-
glo XX. En primer lugar, algunos trabajos de P. Frosini y M. Ferri contienen la persistencia
de la homologia en grado cero. Por otra parte, la tesis doctoral de V. Robins incluye una
definiciéon de homologia persistente para estudiar conjuntos fractales con formas alfa. Por
tltimo, H. Edelsbrunner introdujo, entre otras, una de las herramientas basicas en la teoria
de persistencia: las filtraciones en complejos simpliciales.
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La corta existencia del concepto de homologia persistente provoca que la definiciéon aqui
presentada no se corresponda con las iniciales. Por ello, es facil encontrar literatura sobre
homologia persistente en la que los conceptos no coinciden exactamente debido al escaso
desarrollo de la teoria y las necesidades de refinarla.

En cuanto a los métodos de calculo, existe un algoritmo primigenio de emparejamiento
persistente de simplices. A. Zomorodian y G. Carlsson son los primeros en dar el algoritmo
de calculo efectivo de intervalos de persistencia descrito anteriormente, e incluso consiguen
un algoritmo que no usa las matrices. Ello se debe a observaciones hechas a partir de los
dos lemas probados en la secciéon precedente y la no necesidad de realizar operaciones por
filas para el calculo inductivo de las matrices. De esta manera, el algoritmo se ejecuta
directamente sobre el cuerpo F y se obtiene directamente el codigo de barras sin calcular
explicitamente el F[t]-mo6dulo de persistencia.






Capitulo 4

Analisis de redes complejas

Un gran ntmero de sistemas en ciencias naturales y sociales se modela gracias a redes.
La complejidad de estas redes se pone de manifiesto tanto en su estructura y caracteristicas
topologicas como en su dindmica evolutiva. La vision clasica de las redes se hacia a través
de la teoria de grafos. No obstante, este punto de vista tiene limitaciones en cuanto a
sus aplicaciones en modelos reales. La aparicion de nuevos sistemas de redes, mas alla de
los grafos regulares y aleatorios, ha propiciado, junto a algunos métodos estadisticos, la
utilizacion de técnicas novedosas como la homologia persistente.

Siguiendo algunos ejemplos dados en el articulo [27] de Danijela Horak, Slobodan Ma-
leti¢ y Milan Rajkovi¢ y el principal ejemplo del articulo [9] de C. J. Carstens y K. J.
Horadam, el presente capitulo muestra algunas aplicaciones practicas de la homologia per-
sistente al anélisis de redes complejas. El capitulo comienza con unos preliminares bésicos
que introducen la terminologia de teoria de grafos que utilizaremos. Posteriormente se
explica el uso que se hace de la homologia persistente para examinar distintos tipos de
redes.

Con el fin de estudiar en profundidad una red es habitual observar su dindmica evo-
lutiva para conocer el comportamiento que muestra a lo largo del tiempo. Esto motiva la
basqueda de aquellas caracteristicas topoldgicas persistentes en la red. Uno de los objetivos
primordiales es identificar las propiedades que hacen a las redes menos vulnerables frente
a los ataques y distinguirlas de las propiedades que debilitan la red. En este sentido, los
analisis mediante homologia persistente de redes complejas con distintas distribuciones de
grado reflejan la robustez de la red.

4.1. Teoria de grafos

En esta seccion revisamos los conceptos basicos de teoria de grafos que necesitaremos en
el resto del capitulo. En primer lugar, se repasan rapidamente las definiciones elementales.
A continuacion, se introducen algunos fundamentos de las distribuciones de grado, donde
se combina la teoria de grafos con la de probabilidades. Ello es necesario para el posterior
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estudio que realizaremos mediante homologia persistente. Las definiciones estan tomadas
en su mayorfa de [20].

4.1.1. Conceptos basicos

Informalmente, un grafo es un conjunto de puntos unidos de cierta forma mediante
lineas entre ellos que crean conexiones. A continuacion, detallamos una definiciéon més
formal.

Definicién 4.1. Un grafo simple G es un par ordenado (V, E), donde V' es un conjunto
no vacio y numerable y £ C {{u,v}: u,v € V}.

V' se denomina conjunto de vértices o nodos y E se llama conjunto de aristas, conexiones
o enlaces. Una arista se representa como un par no ordenado {u, v} de vértices, con u,v € V.
En ese caso, los vértices se dicen vecinos o adyacentes y la arista se dice incidente con los
vértices.

Mas adelante, usaremos a menudo el término red para denominar los grafos simples.
También obviaremos el adjetivo «simple», ya que no trataremos el caso de grafos con aristas
multiples.

Definiciéon 4.2. Un grafo con pesos es un grafo G = (V, E) junto con una funcion w: E —
R que asigna un valor real a cada arista.

Definicion 4.3. Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que G' = (V', E’) es un subgrafo de G
si se verifica:

() V' cV.
(1) ' C {{u,v}: u,v e V'}NE.

Definicion 4.4. Para cada n > 1, llamamos grafo completo a un grafo K,, formado por n
vértices y en el que dos nodos distintos siempre estan unidos por una arista.

Para trabajar comodamente con grafos cuyos vértices no estéan etiquetados, resulta ttil
asignar unas etiquetas genéricas. Por ejemplo, un grafo con n vértices podemos etiquetarlo
asignando a cada nodo un elemento del conjunto {1,2,...,n}. Mediante este etiquetado,
es posible recoger facilmente la informaciéon basica de un grafo en una matriz.

Definicién 4.5. Sea G = (V, E) un grafo simple, con V' = {1,2,...,n}. Definimos la
matriz de adyacencia de G' como la matriz cuadrada A = (a;;), donde para 1 <i,j <n

hacemos
[ diyen
N 0, {i,j} ¢ FE.
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Definicion 4.6. Sea G = (V, E) un grafo. Un camino es una sucesion finita de aristas (no
necesariamente distintas)

{uy,v1}, {ug, v}, ..., {ug, v}
para las que v; = u;4q1, con 2 = 1,...,k — 1. Si v = uy, el camino se dice cerrado o un
lazo. Se llama longitud del camino al nimero de aristas k. Si los vértices de un camino
son distintos dos a dos, se dice que el camino es simple. Si las aristas de un camino son
distintas dos a dos, el camino se llama recorrido. Un recorrido cerrado es un circuito.

Los caminos permiten establecer el concepto de conexiéon en un grafo.

Definiciéon 4.7. Sea G = (V, E') un grafo. Decimos que G es conezo si cada par de vértices
de G se puede unir mediante un camino de aristas.

La conectividad esté relacionada con la robustez o tolerancia del grafo a mantener
intactas sus propiedades topologicas ante la adiciéon o eliminacién de vértices.

4.1.2. Complejo clique

El siguiente paso es asociar un complejo simplicial al grafo para poder estudiar su
homologia persistente a través de una filtracion. Aunque podriamos considerar los grafos
como complejos simpliciales de dimensién uno y trabajar directamente con una filtracion
del grafo, esto solo proporcionaria nimeros de Betti no triviales de dimensiones cero y uno.
Gracias a los complejos simpliciales podemos codificar informaciéon topolédgica de los grafos
en otras dimensiones; en nuestro caso, utilizaremos una construcciéon que se denomina
complejo clique.

Definicién 4.8. Sea G = (V, E) un grafo. Un ¢-clique es un subgrafo completo de G con
q vértices.

Definicién 4.9. Sea G = (V, E) un grafo. El complejo clique asociado a G se construye
introduciendo un ¢-simplice en el complejo si g + 1 vértices forman un (g + 1)-clique.

Asi, un 3-clique se convierte en un triangulo o 2-simplice y un 4-clique en un tetraedro
s6lido o 3-simplice, por ejemplo.

Pero el complejo clique asociado a un grafo no es nada nuevo, ya que resulta ser un
cierto complejo de Vietoris-Rips de parametro € = 1. Por concretar, los puntos del espacio
métrico son los vértices del grafo y la funcién distancia esta dada por la longitud del camino
mas corto entre cada par de vértices.

Una propiedad del complejo clique es que los cliques se corresponden con agrupamien-
tos de nodos altamente conectados que representan comunidades. Por ejemplo, el primer
nimero de Betti del complejo clique representa la cantidad de ciclos del complejo. En el
grafo original, cada triangulo es un ciclo que aumenta j; en una unidad. Sin embargo, en
el complejo clique los triangulos se rellenan y el ciclo deja de existir. Esto se traduce en
que los agujeros detectados en el complejo clique tienen cuatro o mas vértices. Asi, el ciclo
més simple que se puede crear en el complejo clique consiste en cuatro nodos conectados
como un cuadrado sin las conexiones diagonales.
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4.1.3. Distribuciones de grado

El estudio de la distribucion de grado sirve para conocer el comportamiento de las redes
complejas. En primer lugar, establecemos lo que entendemos por el grado de un vértice.

Definicién 4.10. Sea G = (V, E) un grafo. El grado de un nodo v € V, escrito deg(v), se
define como el niimero de aristas que son incidentes con v.

La idea es ver como se distribuyen los grados de los nodos a lo largo de la red. Basta
con inspeccionar la matriz de adyacencia para comprobar las diferencias existentes entre
los grados de los distintos nodos de la red.

Definicion 4.11. Sea G = (V, E) un grafo de n vértices. Supongamos que n(k) es el
numero de nodos de grado k que tiene G. Se define la distribucion de grado de la red G
como

Asi, para cada k, el nimero P(k) representa la probabilidad de que un vértice selec-
cionado al azar tenga grado k. Y si vemos P(k) como una funcion de k estamos ante una
distribuciéon de probabilidades sobre el grafo.

4.2. Herramientas de computacién

Existe bastante software que permite calcular la homologia persistente. El paquete
javaPlex [40], escrito en Java y preparado para usarse con la interfaz de MATLAB, cuenta
con una amplia documentaciéon que incluye numerosos ejemplos. Fue desarrollado por el
grupo de topologia computacional de la Universidad de Stanford, esta basado en la libreria
Plex y sustituye al antiguo paquete jPlex. Ademas, es capaz de trabajar en los cuerpos
finitos Z, (e incluso en Q) y producir imégenes con los codigos de barras. El articulo [36]
detalla los pormenores de estos y otros softwares disponibles, comparando las funciones
de cada uno e indicando sus distintos objetivos o especializaciones. Estas diferencias estén
provocadas en parte por uno de los problemas fundamentales que deben afrontar estos
programas: las representaciones fieles de los espacios en forma de complejos simpliciales
tienden a ser muy costosas computacionalmente.

En el articulo [27] que seguiremos se hace uso de la libreria Plex en MATLAB para
los célculos relacionados con el analisis de conjuntos de datos convertidos en complejos
simpliciales y del paquete (no oficial) Simplicial Homology [16] del software de algebra
discreta computacional GAP [21] para trabajar con la homologia simplicial. Por su parte,
en el otro articulo de referencia [9] se utiliza el software Gephi [3] para manipular y dibujar
los grafos, codigo en Java para tratar los datos y javaPlex para el calculo de los intervalos
de persistencia.

En nuestro caso, los intentos de reproducir algunos de los ejemplos expuestos en [27]
se han realizado gracias al paquete igraph [12] del software estadistico R para generar
los grafos, junto con el paquete javaPlex ejecutado en MATLAB para el calculo de la
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homologia persistente y la obtenciéon de los correspondientes cédigos de barras. Todo el
codigo utilizado para generar los ejemplos propios puede consultarse en el Apéndice A de
la memoria.

4.3. Redes aleatorias de Erd&s-Rényi

El primer ejemplo que se estudia en el articulo [27] es el de redes aleatorias. Existen
varias formas de construir un grafo aleatorio, pero todas parten de la idea de describirlos
mediante una distribucion de probabilidades que genere la red. Aunque no es el tnico,
el articulo utiliza el modelo de Erd&s-Rényi, uno de los mas conocidos, para crear la red
aleatoria de estudio.

Definicion 4.12. Para construir una red aleatoria de Erdds-Rényi, denotada por G(n, p),
se considera un nimero fijo n de vértices aislados y entre cada par de nodos se incluye una
arista con probabilidad 0 < p < 1.

En la practica, segun [20], se fija un parametro p para construir la red. De esta forma,
para cada par de nodos se genera uniformemente un ntmero aleatorio r en el intervalo
(0,1) y se incluye una arista entre los nodos seleccionados si p > 7.

En este caso, la construccion de la red G(n,p) hace que sea claro que la existencia de
cada posible arista siga una distribuciéon de Bernoulli con probabilidad p. Por tanto, la
distribucion de grado para un vértice v tomado al azar toma la forma de una binomial de
parametros n — 1 y p (pues v se puede conectar con n — 1 nodos con probabilidad p), luego

P = (", Jpra -

Un resultado cléasico de estadistica [10] establece que cuando n va aumentando y el
producto (n — 1)p = X se mantiene constante, la distribucién binomial converge hacia una
distribucion de Poisson de parametro A. Esto es,

Aeg=A
k!

La primera red aleatoria estudiada en [27] se gener6 a partir de 2000 nodos, con una pro-
babilidad de enlace entre ellos de p = 0,005. Mediante el software estadistico R generamos
un grafo aleatorio con los parametros del articulo. A continuacion, utilizamos MATLAB
para construir el complejo clique del grafo, filtrarlo y calcular su homologia persistente.
Para obtener la N-filtracién, tomamos como ¢-ésimo complejo el i-esqueleto del complejo
clique, es decir, el conjunto de simplices de dimensiéon menor o igual que i. Debido a la
dispersion de la red, truncamos la construccion del complejo clique en el 3-esqueleto. La
Figura 4.1 muestra el codigo de barras correspondiente a la red aleatoria generada y la
filtracion descrita.

Un rasgo caracteristico que presenta el codigo de barras superior que vamos a analizar
es que cada generador pervive o bien durante una tnica etapa de la filtraciéon o bien para

P(k) —
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A

2000

«° 1000

Figura 4.1: Cédigo de barras para una red aleatoria G(n,p) con n = 2000 y p = 0,005.

siempre. Esto se debe a la eleccion de la filtracion mediante los sucesivos esqueletos del
complejo, puesto que la homologia simplicial en grado j es nula para todo i-esqueleto
con ¢ < j y, como vimos en el primer capitulo de la memoria, esta solo depende de los
simplices de dimensiones j y j+ 1 del complejo (esto es, el (j+ 1)-esqueleto). En particular,
esto significa que para calcular la homologia persistente en grado 0 para esta filtracion
basta con estudiar el l-esqueleto (el propio grafo) porque rellenar los triangulos del 2-
esqueleto no modifica el nimero de componentes conexas. Analogamente, ocurre lo mismo
en dimensiones superiores.

En grado 0, el diagrama permite apreciar que la filtraciéon empieza con todos los nodos
sin conexiones en la etapa 0, por eso se muestran 2000 barras. Sin embargo, a partir de
la etapa 1 se incluyen todas las aristas del grafo y el codigo de barras indica que hay un
uinico generador persistente correspondiente a una linea que perdura a lo largo de toda
la filtracién. Puesto que Hj indica las componentes conexas del grafo, significa que la red
aleatoria es conexa.

Por otra parte, del diagrama se concluye que 85 = 0 y mediante comandos de MATLAB
obtenemos que ;1 = 7750 a partir de la etapa 2 de la filtraciéon. Esto quiere decir que solo
una minima parte de los ciclos eran tridngulos que se rellenan en la siguiente etapa de
la filtracion y que el resto estan necesariamente formados por cuatro o mas vértices. En
resumen, la homologia no trivial se encuentra integramente recogida en Hy y H;.

Los resultados obtenidos en este ejemplo mediante calculos propios concuerdan con los
descritos en [|27]: el grafo que generan los autores del articulo es conexo, no hay Hs y una
pequena parte de los ciclos se rellena tras la primera etapa, mientras que el resto perdura
para siempre como generadores de H.

A continuacion, se estudia un nuevo ejemplo de grafo aleatorio construido también
mediante el modelo de Erdés-Rényi, pero con otro parametro p. Al incrementar la pro-
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babilidad manteniendo el nimero de nodos aparecen eventualmente homologias de grado
superior, como en el caso de una red G(n,p) con n = 2000 y p = 0,02 que muestra la
Figura 4.2. Sin embargo, Hy aparece tnicamente como ruido topologico durante un grado
filtrante. Hy se comporta de la misma forma que antes y H; pierde casi un tercio de sus
generadores tras una etapa, quedando finalmente 5; = 27285 (en la etapa 2 hay un total
de 38052 generadores para Hy).

Figura 4.2: Codigo de barras para una red aleatoria G(n,p) con n = 2000 y p = 0,02.

Aparte de la observacion sobre la breve apariciéon de Hy, cabe mencionar que el codigo

de barras es coherente con resultados expuestos en [29] que afirman que si « es tal que

_ 4 : -1 -1 . . h

n = p® y a no esta en el intervalo (7, m), se tiene que H, es casi siempre nulo. Aqui,
H, vive por un corto periodo de tiempo, mientras que Hy y H; perduran.

Como antes, los resultados arrojados por nuestra simulacién también estan en conso-

nancia con los resultados comentados en el articulo de referencia [27].

4.4. Red de distribucion exponencial

Aunque durante los primeros anos después de su aparicion se creia que el modelo de
Erdés-Rényi servia para modelar redes del mundo real, finalmente se comprobd empirica-
mente que algunas suelen tener un comportamiento de distribucién exponencial, en vez de
poissoniana.

Una forma natural en que surgen estas redes es como sigue. Supongamos que empezamos
con un tnico nodo inicial. A partir de ese momento, los nuevos nodos se van anadiendo de
uno en uno y se van conectando con los nodos ya existentes aleatoriamente. Cuanto mas
tarde se haya anadido un nodo, menos grado se espera que tenga. La distribucion de grado
toma la forma

P(k) = Ae™,

con A y a constantes.
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Una propiedad que tienen estas distribuciones exponenciales es que poseen colas a la
derecha, lo que significa que la mayoria de los nodos tienen un grado bajo, pero que un
pequeno ntimero de nodos, conocidos como hubs o nodos centrales, cuentan con grados muy
altos.

En el ejemplo a estudiar se considera una red de correos electréonicos perteneciente a la
Universitat Rovira i Virgili de Tarragona, con datos tomados del articulo [23]. Los nodos
de la red, 1669 en total, son direcciones de correo electrénico y las aristas representan
comunicaciones bidireccionales entre ellas. Una vez desechados los correos masivos (aquellos
difundidos desde una tunica direccion a mas de 50 remitentes), la red es no dirigida y
presenta una distribucion de grado exponencial

k

P(k) xce 92

para k > 2. Segun apuntan los autores en [23], del total de 1669 nodos, 1133 pertenecen
a una gran componente conexa y el resto estdn aislados o conectados por pares. En vista
del codigo de barras correspondiente a Hy de la Figura 4.3, los autores de [27] han tratado
solo los datos de esta gran componente.

Al observar la Figura 4.3, se aprecia que unicamente Hy, H; y Hs presentan caracteris-
ticas persistentes. El codigo de barras indica que los deméas modulos de homologia tienen
generadores que perviven en intervalos que apenas duran una etapa de la filtracion.

Conviene notar que esta red tiene un niimero de nodos comparable con los de las redes
aleatorias estudiadas en la seccion precedente. No obstante, en este caso aparecen bastantes
modulos de homologia de dimensiones superiores debido a la organizacion interna que rige
el envio de correos electronicos. El sistema de comunicaciones hace mas viable la formaciéon
de subgrafos completos que generen ciclos no triviales, debido al intercambio de mensajes
en comunidades de usuarios. Esta situaciéon no se produce en el caso de las redes aleatorias,
donde los 1-ciclos son los que dominan el complejo.

Por otra parte, la breve vida de los moédulos de homologia de dimensiones superiores a
2 sugiere que las comunidades de més de 4 usuarios se producen, en realidad, dentro de una
comunidad mayor, dado que el clique debe formar parte del borde de otro de dimension
superior que lo anule en homologia en la siguiente etapa de la filtracion. Los generadores
persistentes para H; y Hs, manifiestan que los correspondientes usuarios cruzan mensajes
sin formar parte de una comunidad mayor (sin completar el clique), pues su «tridngulo» o
«tetraedro» no se rellena al avanzar un paso en la filtracion. En otras palabras, no todas
las personas del grupo intercambian mensajes con el resto de personas del grupo.

Sin embargo, esta red muestra un comportamiento més robusto que las dos redes alea-
torias estudiadas en la secciéon anterior. Mientras que en aquel caso los tinicos moédulos
de homologia que presentaban persistencia eran Hy y Hi, en el caso de la red de correos
electronicos se tiene que Hy también muestra caracteristicas persistentes. En consecuen-
cia, la persistencia da importancia a la resistencia que posee la red frente a la adicién o
eliminacion de nodos; al fin y al cabo, se trata de la homologia calculada a lo largo de una
filtracion.
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Figura 4.3: Codigo de barras para una red de correos electronicos con distribucion de grado exponencial
con 1669 nodos. La imagen est4 tomada directamente del articulo [27].
© SISSA Medialab Srl. Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

4.5. Red de colaboraciéon cientifica

Para el tercer ejemplo de estudio pasamos a detallar los resultados descritos en el
articulo [9] de C. J. Carstens y K. J. Horadam. En ¢, se calcula la homologia persistente de
cuatro redes de colaboracion cientificas reales y esta se utiliza para tratar de distinguirlas de
redes aleatorias similares. El analisis que detallaremos aqui es el de una red de colaboraciéon
entre cientificos tomada de [35].

Las aristas de la red se consideran con pesos, que indican conexiones de mayor o menor
fuerza entre cientificos. Se puede transformar un grafo con pesos en otro sin pesos man-
teniendo solamente aquellas aristas que superen un peso umbral fijado w*. Para un grafo
con pesos G, denotamos por G(w*) este subgrafo umbral. Con esto, una sucesion de pesos
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Wy > wy > - -+ > wy, proporciona una filtracion del grafo
f C Gw) CGwy) C---CG(wy) CG.

Ademas, si construimos el complejo clique de G, la misma sucesion de pesos proporciona
también una filtracion del complejo clique, ya que el i-esqueleto del complejo clique de
cualquier subgrafo G(w;) es necesariamente un subcomplejo del i-esqueleto del complejo
clique de G.
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Figura 4.4: La red de colaboracion cientifica estudiada. La componente conexa mas grande se encuentra
enmarcada en un recuadro. La imagen esta tomada de [9)].

El articulo [9] solo estudia la persistencia de By y (i, luego les basta con considerar la
filtracion del grafo y del 2-esqueleto. La red estudiada tiene a los autores de articulos por
nodos y dos cientificos estan conectados por una arista si son coautores de, al menos, un
articulo. Ademas, por cada articulo en el que colaboren se suma un peso de

1
n—1

a la correspondiente arista, siendo n el nimero de autores del articulo. Por tanto, las
conexiones més fuertes se corresponden con la gente que colabora a menudo y en grupos
pequenos, mientras que las débiles forman parte de una comunidad (tanto més grande
cuanto mas débil).

Al igual que en la red de correos electronicos anterior, los autores de [9] reducen el
estudio de la red a la mayor componente conexa, que consta de 379 vértices y 914 aristas,
y en la que el rango de pesos oscila entre 0,125 y 4,75. La red se muestran en la Figura 4.4.

Para grado 0, empiezan la filtracion con w* = 5 y van disminuyendo este valor. Asi,
en un primer momento aparecen los 379 vértices pero ninguna arista. Las primerar aristas
surgen al sobrepasar el peso umbral w* = 4,75. A medida que w* se hace més pequeno, el
grafo se vuelve conexo y se tiene, finalmente, §y = 1.
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Figura 4.5: En azul, la evolucién de [y al avanzar en la filtracién; en rojo, la evoluciéon del nimero de
vértices al avanzar en la filtraciéon. La imagen esta tomada de [9].

La Figura 4.5 presenta la evolucion de fy en azul y la del namero de vértices en rojo,
a medida que se avanza en la filtracion del grafo. Los autores de [9] han optado por una
grafica de este tipo en lugar del codigo de barras correspondiente a Hy para comparar
la evolucion de este By con respecto a la evolucion del [y correspondiente a un total de
1000 grafos aleatorios de Erdds-Rényi con el mismo ntimero de nodos y aristas y los mismos
pesos. Al hacerlo, se encontraron diferencias significativas durante las etapas intermedias
de la filtracion que permiten distinguir la red cientifica de los grafos aleatorios.

En particular, la Figura 4.6 sirve para constatar visualmente las diferentes evoluciones
de [y para la red cientifica (en azul) y diez redes aleatorias (todas superpuestas en rojo).
A pesar de que en las etapas iniciales y finales las gréaficas son similares, durante las etapas
intermedias de la filtracién surgen comportamientos diferenciadores. Por otra parte, los
autores afirman que también compararon los correspondientes codigos de barras mediante
la distancia de cuello de botella (definida, por ejemplo, en [18]) y sus célculos arrojaron
diferencias suficientemente significativas para permitir discernir las topologias de la red de
colaboracién y las redes aleatorias.

300 +
Bo 200 +

100 +

Figura 4.6: En azul, la evoluciéon de 3y para la red cientifica; en rojo, superpuestas, las evoluciones de (5
para diez redes aleatorias. La imagen est4 tomada de [9].
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Finalmente, el articulo analiza el primer ntmero de Betti del complejo clique asociado
a la red. La Figura 4.7 muestra el codigo de barras correspondiente a H; en las etapas
finales de la filtracion. Los colores sirven para identificar los ciclos del complejo que se ven
reflejados mediante barras en el diagrama inferior. Los autores notan que los ciclos con més
aristas se crean para los pesos umbrales mas pequenos, aunque muchas de esas conexiones
tienen pesos grandes.

B

f O.ISS 0i5 0.|33 (II

w*

Figura 4.7: Coédigo de barras para H; correspondiente a cinco etapas finales de la filtracion. En la parte
superior se senalan los ciclos generadores en distintos colores para identificarlos facilmente en el diagrama
inferior. En la etapa correspondiente a w* = 0,5 hay dos tridngulos sombreados para indicar que ahi no
hay ningun ciclo. La imagen esta tomada de [9].

Nuevamente, tratan de usar la informacion dada por 3; para distinguir esta red de otras
aleatorias. Como antes, generan 1000 redes aleatorias y calculan una media de 520,65 in-
tervalos (con una desviacion tipica de 4,39) para el codigo de barras de Hy, cuando la red
cientifica tiene 9 intervalos como se observa en la Figura 4.7. Este comportamiento ya habia
quedado patente cuando analizamos nuestras redes aleatorias: las redes de Erdés-Rényi no
tienen tendencia a formar agrupaciones, sino que los 1-ciclos dominan la red.

Por tanto, (5, es suficiente para comparar y distinguir redes aleatorias de otras mas
estructuradas. Esto les sugiere que un analisis mas profundo de la homologia persistente
a lo largo de toda la filtracion permita detectar diferencias mas sutiles en la topologia de
otras redes que posean una estructura mucho maés parecida.

Para acabar, un detalle menor que comentan es que todos los ciclos de H; que nacen
viven hasta el final. Esto no seria asi si, por ejemplo, los cuatro autores del ciclo rojo que
aparece en w* = 1 hubieran colaborado en un articulo. En ese supuesto, apareceria una
arista diagonal en w* = 0,33 que mataria el ciclo.
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4.6. Conclusiones

Los anélisis de redes complejas mediante homologia persistente permiten establecer una
nueva medida de la robustez de una red. La apariciéon de generadores persistentes en los
modulos de homologia de dimension superior guarda relaciéon con la resistencia de la red
frente a ataques que anadan o eliminen nodos. En particular, la red de correos electronicos
con distribucién exponencial muestra caracteristicas persistentes en H,, al contrario que
las redes aleatorias o la red de colaboracion, que seran maéas débiles en este sentido.

Como segunda aplicaciéon interesante, la homologia persistente, incluso en las dimen-
siones mas pequenas, es una herramienta para distinguir la red de colaboracion cientifica
estudiada de redes aleatorias creadas con caracteristicas muy parecidas.






Apéndice A
Codigo para implementar los ejemplos

El presente apéndice recoge los cddigos en R y MATLAB desarrollados para crear el
primer grafo aleatorio estudiado en el capitulo anterior y analizar su homologia persistente.
Pequenas modificaciones de los mismos permiten recrear el segundo ejemplo.

Se ha optado por definir una métrica sobre el grafo y, mediante esta, calcular los cliques
que conforman el complejo clique, sabiendo que el paquete igraph tiene una funciéon que
devuelve directamente los cliques de un grafo (y que, posiblemente, haria la implementacion
del codigo mas eficiente).

A.1. Codigo en R

El siguiente codigo en R crea un grafo aleatorio G(2000,0,005) y guarda en sendos
ficheros de texto la informacion sobre los vértices conectados y sobre el nimero de nodos
y aristas.

library(igraph)
n <- 2000
p <- 0.005

g <- sample_gnp(n, p, directed = FALSE)

v <- get.data.frame(g, ’vertices’)
e <- get.data.frame(g, ’edges’)
num_aristas <- nrow(e)

write.table(e, "grafo_aleatorio.txt", sep="\t",

col.names = FALSE, row.names FALSE)
write(n, "variables.txt", sep="\n", append = FALSE)
write(num_aristas, "variables.txt", sep="\n", append = TRUE)

81
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A.2. Cbédigo en MATLAB

El siguiente c6digo en MATLAB lee la informaciéon sobre el grafo creado previamente
en R, crea el complejo clique de dimensiéon 3 asociado al grafo y lo filtra mediante sus
sucesivos esqueletos. Después, calcula la homologia persistente del grafo para esa filtracion
y dibuja el codigo de barras asociado. Finalmente, imprime por pantalla los nameros de
Betti persistentes.

% En primer lugar, situados en el directorio donde esté

% descargado javaPlex hay que ejecutar el comando

% load_javaplex

% para cargar el paquete y poder trabajar con el cdédigo inferior.

% Incorporamos las variables que necesitamos del script de R.
fileID = fopen(’variables.txt’, ’r’);

variables = fscanf(fileID, °%d’);

fclose(filelD);

n = variables(1);

num_aristas = variables(2);

% Leemos los datos sobre las aristas

% conectadas del archivo creado con R.

fileID = fopen(’grafo_aleatorio.txt’, ’r’);

aleatorio = fscanf(fileID, °’%d %d’, [2, num_aristas]);
aleatorio = aleatorio’;

fclose(fileID);

% Definimos un espacio métrico sobre G(n,p)

% dotando a cada arista de la métrica que la

% haga isométrica al intervalo [0,1].

distancias = zeros(n);

for i = 1l:num_aristas
distancias(aleatorio(i,1),aleatorio(i,2))
distancias(aleatorio(i,2),aleatorio(i,1))

end

i
[EEGTEY
e e

% Inicializamos el complejo simplicial.
complejo = api.Plex4.createExplicitSimplexStream();

% Afiadimos los vértices en la etapa O de la filtraciém.
for i = 1:n

complejo.addVertex(i, 0);
end
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% Afiadimos las aristas en la etapa 1 de la filtraciodnm.
for i = 1:num_aristas

complejo.addElement ([aleatorio(i,1), aleatorio(i,2)], 1);
end

% Afiadimos los 2-simplices en la etapa 2 de la filtraciém.
for i = 1:n-2
for j = i+l:n-1
if (distancias(i,j) == 1)
for k = j+1:n
if (distancias(i,k) == 1 && distancias(j,k) == 1)
complejo.addElement ([i, j, k], 2);
end
end
end
end
end

% Afiadimos los 3-simplices en la etapa 3 de la filtracidm.
for i = 1:n-3
for j = i+1:n-2
if (distancias(i,j) == 1)
for k = j+1l:n-1
if (distancias(i,k) == 1 &% distancias(j,k) == 1)
for 1 = k+1:n
if (distancias(i,l) == 1 && distancias(j,l) == 1
&& distancias(k,1l) == 1)
complejo.addElement ([i, j, k, 1], 3);
end
end
end
end
end
end
end

% Finalizamos el complejo.
complejo.finalizeStream() ;

% Comprobamos que el cdédigo anterior crea,
% efectivamente, un complejo simplicial.
complejo.validateVerbose();
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% Calculamos la homologia persistente del complejo hasta la
% de dimensidén 2 (calculamos H_O, H_1 y H_2) sobre el cuerpo Q.
persistencia = api.Plex4.getRationalSimplicialAlgorithm(3);

% Dibujamos el cédigo de barras.
dibujar_intervalos = persistencia.computeIntervals(complejo);

% Guardamos el c6digo de barras en un archivo, indicando el
% nimero de etapas de la filtracidn que se debe considerar
% vy la dimensidn homoldgica méxima a mostrar.
options.filename = ’codigo_de_barras’;
options.max_filtration_value = 3;

options.max_dimension = 2;
plot_barcodes(dibujar_intervalos, options);

% Imprimimos por pantalla los ntimeros de Betti

% persistentes, correspondientes a los intervalos

% no acotados del cédigo de barras.

intervalos = persistencia.computeAnnotatedIntervals(complejo);
intervalos_infinitos = intervalos.getInfiniteIntervals();
intervalos_infinitos.getBettiNumbers()
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