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Resumo

Co presente traballo preténdese dar resposta a un problema no que varios xedmetras le-
van traballando estes iltimos anos, en concreto, a Cuestion 9.2 de R. Niebergall, P. J. Ryan,
Real Hypersurfaces in Complex Space Forms, Tight and Taut Submanifolds, MSRI Publi-
cations, Volume 32, 1997. Asi, construimos novos exemplos de hipersuperficies reais con
dias curvaturas principais nos planos proxectivo e hiperbélico complexos, e propomos unha
caracterizacion xeométrica de tales exemplos.

Abstract

The aim of this work is to answer a problem where many geometers have worked on
over the last few years, namely Question 9.2 in R. Niebergall, P. J. Ryan, Real Hypersur-
faces in Complex Space Forms, Tight and Taut Submanifolds, MSRI Publications, Volume
32, 1997. Specifically, we construct new examples of real hypersurfaces with two princi-
pal curvatures in complex projective and hyperbolic planes. We also propose a geometric
characterization of such examples.






Introducion

Orixinalmente, o interese no estudo de hipersuperficies reais en variedades de Kéhler
aparece na area da Analise Complexa. Na teoria de varias variables complexas, un proble-
ma importante é entender a relacién entre funciéns holomorfas definidas nun dominio do
espazo complexo C" e o borde de tal dominio. Cando este borde é regular, resulta ser unha
hipersuperficie real, isto ¢, unha subvariedade do espazo euclidiano R*" con codimensién
real un. Nétese que empregamos o termo real para distinguir estes obxectos das hipersu-
perficies complexas, é dicir, subvariedades con codimensién complexa un. Véxase [12] para
unha introduciéon ao estudo de hipersuperficies reais dende o punto de vista da Anélise
Complexa.

Dende o punto de vista da Xeometria Diferencial, un problema que atraeu a atencién
de varios matematicos nas tltimas décadas é o de clasificar hipersuperficies reais en termos
de diferentes condiciéns xeométricas. O caso de hipersuperficies reais en espazos modelo
complexos non chans, isto é, no espazo proxectivo e hiperbédlico complexo (CP" e CH™,
respectivamente), merecen especial atencién, xa que estes espazos son as variedades de
Kahler non chas co tensor de curvatura mais simple.

A referencia principal para o estudo de hipersuperficies reais en espazos modelo comple-
xo0s é o artigo [21] por Niebergall e Ryan. Nese traballo, os autores revisan a terminoloxia
basica e resultados no campo, e inclien unha lista de problemas abertos que motivaron
varias linas de investigaciéon nos ultimos anos. Un dos problemas aos que ainda non se
lle deu resposta, a pesar do esforzo de varios xedmetras, é a Cuestién 9.2 en [21]. Neste
traballo, daremos unha sorprendente resposta a esta cuestién:

Hai hipersuperficies en CP? ou CH? que tenan ddas curvaturas principais,
ademais dos exemplos estandar?

Para poder explicar o problema e a nosa contribuciéon, comezaremos introducindo al-
gunha notacién e terminoloxfa. Denotamos por M"(c) ao espazo modelo complexo non
chan de dimensién complexa n e curvatura seccional holomorfa ¢ # 0. Polo tanto, M"(c)
é isométrico ao espazo proxectivo complexo CP"(c) de curvatura seccional holomorfa ¢ > 0,
ou ao espazo hiperbdlico complexo CH"(c) de curvatura seccional holomorfa ¢ < 0. Deno-
tamos por J & estructura complexa de M"(c).

Sexa M unha hipersuperficie real de M"(c), isto é, unha subvariedade de M"(c) con
codimensién real un. Sexa £ o campo de vectores normal unitario ao longo de (un subcon-
xunto aberto de) M. O campo de vectores J¢ é tanxente a M, e chamase campo de vectores
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8 Introducién

de Hopfou de Reeb da hipersuperficie. Diremos que M é Hopfnun punto p € M se J§ é un
autovector do operador de configuracion de M en p; noutro caso, diremos que M é non
Hopfen p. Se M é Hopf en todo punto, diremos simplemente que M é unha hipersuperficie
Hopf.

Tashiro e Tachibana [27] probaron que non hai hipersuperficies reais umbilicas (isto
é, hipersuperficies reais con exactamente unha curvatura principal) nos espazos modelo
complexos non chans. Cecil e Ryan [4] amosaron que unha hipersuperficie real con exac-
tamente dudas curvaturas principais en CP™, n > 3, ten curvaturas principais constantes
e ¢ ademais un aberto dunha esfera xeodésica. Montiel [16] obtivo un resultado anédlogo
para CH", n > 3, amosando que unha hipersuperficie real con duas curvaturas principais
distintas debe ser un aberto dunha esfera xeodésica, un tubo en torno a un CH"! to-
talmente xeodésico en CH™, ou unha horosfera. Nambos casos, os exemplos que aparecen
nestas clasificaciéns son abertos de hipersuperficies Hopf que ademais son homoxéneas, isto
é, 6rbitas de acciéns isométricas en M"(c).

Os métodos usados por Cecil e Ryan, e Montiel, non funcionan se n = 2. A Cuestion 9.2
en [21] previamente mencionada establece o interese de estender a clasificaciéon de hipersu-
perficies reais con dias curvaturas principais distintas a CP? e CH?, e presenta o problema
da existencia de exemplos con curvaturas principais non constantes. Neste traballo damos
unha resposta afirmativa a esta cuestién, tanto para CP? coma para CH?, e obtemos unha
descricion completa de todos os exemplos para o caso proxectivo.

Antes de enunciar o noso resultado principal, precisamos recordar alguns feitos. O
grupo H = U(1) x U(1) x U(1) actda sobre M?(c) mediante isometrias. De feito, esta
accion é polar. Isto significa que admite unha seccion, é dicir unha subvariedade totalmente
xeodésica ¥ C M?(c) a cal interseca a todas as érbitas da accién e sempre ortogonalmente.
Un punto p en X dise reqular se a érbita a través de p é unha orbita principal da accion;
neste caso, unha érbita de dimension 2. O subconxunto de puntos regulares en X é aberto
e denso. E tamén ben cofiecido que as érbitas de dimensién maxima desta accién son toros,
e a seccién X é un plano proxectivo real totalmente xeodésico RP? se ¢ > 0, ou un plano
hiperbdlico real totalmente xeodésico RH? se ¢ < 0.

Enunciemos agora a contribucién principal deste traballo.

Teorema Principal. Sexa M?(c) un espazo modelo complexo de dimension complexa 2
e curvatura seccional holomorfa constante ¢ # 0. Consideremos a accion polar do grupo
H=U(1)x U(1) x U(1) en M?(c) con seccion 3.

Entén, para calquera punto regular p € X e calquera vector tanzente v € T,%, hai
exactamente dias curvas diferentes definidas localmente v; : (—e,e) — X, i = 1,2, con
7(0) = p e 4(0) = v, tal que o conzunto H - v; = {h(v(t)) : h € H,t € (—e,¢)}
¢ unha hipersuperficie real con dias curvaturas principais en M?(c). Xenericamente, tales
hipersuperficies son non Hopf e con dias curvaturas principais non constantes.

Reciprocamente, para o caso ¢ > 0, sexa M unha hipersuperficie real analitica de CP?(c)
con diuas curvaturas principais non constantes e non Hopf en todo punto. Enton M € lo-
calmente congruente a un aberto dunha hipersuperficie construida como anteriormente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo introducimos a terminoloxia e notaciéns basicas para este tra-
ballo, relativas 4 xeometria de subvariedades, & construcién dos espazos modelo complexos
e 4 teoria de accidns isométricas. Toda esta informacién foi obtida de [1], [8] e [21].

1.1. Xeometria de subvariedades

Sexa M unha variedade de Riemann con métrica (-,-) e M unha subvariedade mergu-
llada. A restricién de (-, -) a M da lugar a unha métrica inducida sobre M, que seguiremos
denotando por (-,-). Por V e V denotaremos as conexiéns de Levi-Civita de M e M,
respectivamente. A exponencial riemanniana de M denotarémola por exp.

O fibrado normal de M, isto é, o fibrado dos vectores ortogonais aos espazos tanxentes
de M, denotarase por v M, mentres que o fibrado tanxente denotarase por T'M. Por I'(v M)
refirirémonos ao médulo de todos os campos de vectores normais a M .

Para cada punto p € M tense o seguinte isomorfismo canénico: Tp]\7[ =T,M @ v,M.
Dado un campo de vectores X € I'(T'M) sobre M, poremos X ' para refirirnos & proxeccién
ortogonal de X sobre TM e X' para a proxeccién ortogonal sobre vM.

Hai que destacar o concepto de curvatura dentro da Xeometria de Riemann, xa que a
sia formalizacion e xeneralizacién da lugar & conecida definicién de tensor de curvatura.
Denotaremos por R e R os tensores de curvatura de M e M, respectivamente. Neste traballo
usaremos o seguinte convenio para o tensor de curvatura de tipo (1,3) dunha variedade de
Riemann M:

nyZ = 7X?YZ — vvaZ — v[XVY]Z, X, Y, Z € F(TM).

O tensor de curvatura de tipo (0, 4) aplicado aos campos de vectores X,Y, Z e W € I'(TM)
denotarémolo por Rxyzw = (RxyZ,W).

O tensor de curvatura R da subvariedade M tan sé depende da métrica que esteamos
considerando sobre M, polo cal se di que o tensor de curvatura é un invariante xeométrico
intrinseco. Pédese estudar a xeometrfa intrinseca tanto de M como de M. Non obstante,
outro punto de vista é o estudo da xeometria de M en relacién coa xeometria de M.



10 1 Preliminares

Isto chamase a xeometria extrinseca de M, da cal precisaremos para o estudo realizado
neste traballo. Procedamos agora cos conceptos e ecuacions fundamentais desta xeometria
extrinseca, para comprender o noso traballo. Para conecer os fundamentos da teoria de
subvariedades en méis profundidade pédense consultar [1] e [29], entre outros moitos libros
de Xeometria de Riemann.

Toda a informacion sobre a xeometria extrinseca dunha subvariedade esta codificada na
sia segunda forma fundamental. A sequnda forma fundamental II de M definese a través
da formula de Gauss

VxY =VxY +1I(X,Y),

para todo X, Y € I'(T'M). A férmula de Gauss relaciona as conexiéns de Levi-Civita de M
e M mediante a segunda forma fundamental de M, que verifica IT1(X,Y) = (? XY)L, para
todo X,Y € I'(T'M). Se {e;} é unha base ortonormal do espazo tanxente T,M, definese o
vector curvatura media de M en p como Hy, = ). Il(e;, e;).

O operador de configuracion de M asociado a un campo normal ¢ € I'(vM) (tamén
chamado operador de forma ou de Weingarten) é o operador lineal autoadxunto sobre M
definido por (S¢X,Y) = (II(X,Y),¢), para todo X,Y € I'(TM). Denotemos por V+ a
conexién normal de M, é dicir, V¢ = (V&) para todo X € I'(TM) e & € T(vM).
Entén tense a formula de Weingarten

Vxé = —S:X + Vx&.

A relacion entre os tensores de curvatura de M e M tamén vén dada por medio da segunda
forma fundamental. Esta relacién denominase ecuacion de Gauss e, para X,Y, Z W €
[(TM), escribese asi:

Rxyzw = Rxyow — LY, 2), II(X,W)) + (II(X, Z), I (Y,W)).

Ademais, a ecuacion de Gauss que vimos de escribir é tamén vélida para subvariedades
semi-riemannianas dunha variedade semi-riemanniana.
A ecuacion de Codazzi vén dada por

(Rxy Z)* = (VXI)(Y, Z) — (VyI1)(X, Z),
onde a derivada covariante da segunda forma fundamental é
(VxIN(Y,2) =VxI(Y,Z) - (VxY,Z) - II(Y,VxZ).

Se a subvariedade M satisfai que VI = 0 entén dise que M ten segunda forma
fundamental paralela. Se o campo de vectores curvatura media de M é paralelo con respecto
a conexion normal, entén dise que M ten curvatura media paralela.

Dise que unha subvariedade é totalmente zeodésica se a sia segunda forma fundamental
se anula identicamente, II = 0. Isto é equivalente a dicir que toda xeodésica de M é tamén
unha xeodésica de M. Intuitivamente, a ecuaciéon de Gauss dinos que as subvariedades
totalmente xeodésicas son as que tenen a mesma curvatura cé espazo ambiente.
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Existe unha terceira ecuacion fundamental na teoria de subvariedades chamada ecua-

cion de Ricci:
<RAJ)_(Y£7 77> = RXY@? + <[Sf7 Sn]Xv Y>7

onde X, Y € I'(TM), &, n € T(vM), e R* é o tensor de curvatura do fibrado normal de
M que estd definido por Ryy€ = [V, Vi€ — V[LX’Y]&

Diremos que duas subvariedades M7 e Ms de M son congruentes se existe unha isometria
de M que leva M; en M,. Se M é hermitiana e a isometria que leva M; en M, é unha
aplicacion holomorfa, enton M; e M, dinse holomorficamente congruentes.

Supoifiamos agora que M ¢é unha hipersuperficie de M, é dicir, unha subvariedade
mergullada de codimension un. Enton, salvo signo, localmente existe un tnico campo de
vectores normal unitario £ € T'(vM). Ademais, a existencia dun campo unitario normal
definido globalmente sobre M equivale & orientabilidade de M, en caso de que M sexa
orientable.

Agora a segunda forma fundamental II é un multiplo de £. Denotaremos por S = S¢ o
operador de configuracién respecto de £. As féormulas de Gauss e de Weingarten escribense
agora asi:

VxY = VxY + (SX,Y)E,
Vxé=-5X.
E as ecuacidéns de Gauss e de Codazzi reducense a
Rxyzw = Rxyzw — (SY, Z)(SX, W) + (SX, Z)(SY, W),
Rxyze = (VxS)Y — (VyS)X, Z),

Posto que, en Xeometria de Riemann, o operador de configuracion S dunha hipersu-
perficie M C M é autoadxunto, é entén diagonalizable nunha base ortonormal. A cada
autovalor de S nun punto p € M chamaselle curvatura principal de M no punto p. Glo-
balmente, dicimos que A\: U C M — R é unha curvatura principal de M no aberto U
(asociada ao campo unitario normal £ definido, polo menos, en U) se existe un campo de
vectores X € I'(TU) tal que SX = A\ X.

Se A é unha curvatura principal, denotaremos por T)(p) o autoespazo en T, M asociado
a A(p) e chamarémoslle espazo de curvatura principal asociado a A(p). Se v € Ti(p), v # 0,
dise que v é un vector de curvatura principal de X en p. Débese salientar que, en xeral, os
espazos de curvaturas principais asociados a unha curvatura principal A non tenen por que
ter a mesma dimension para todo punto da hipersuperficie. No caso de que esta dimensién
sexa constante chamarase multiplicidade da curvatura principal . Nesta situacion, por
T refirirémonos & distribucion sobre M formada polos espazos de curvaturas principais
de A, e por I'(T)) ao conxunto de todas as secciéns de T}, é dicir, os campos de vectores
X € I'(TM) tales que SX = \X.

Unha hipersuperficie M dise con curvaturas principais constantes se as curvaturas prin-
cipais son as mesmas para todo punto de M. E dicir, as funciéns curvatura principal
A: M — R son constantes. Neste caso os espazos de curvaturas principais asociados a un
autovalor )\ tenen a mesma multiplicidade en todo punto.
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1.2. Espazos de curvatura seccional holomorfa cons-
tante

No ambito xeral das variedades de Riemann, aquelas con tensor de curvatura mais
sinxelo son as que tenen curvatura seccional constante, é dicir, independente do punto
da variedade e do subespazo 2-dimensional do espazo tanxente escollido. Estas variedades
denominanse espazos de curvatura constante. E un resultado cofiecido que, salvo isometria,
os unicos espazos de curvatura constante completos e simplemente conexos son os espazos
euclidianos R", as esferas S™ e os espazos hiperbolicos RH™.

No campo das variedades de Kahler, pola contra, o concepto de espazo de curvatura
constante non ten especial relevancia, debido 6 seguinte resultado (véxase [29], por exem-

plo):

Proposicién 1.1. Seza M wuna variedade de Kihler de dimension real 2n. Se M ten
curvatura seccional constante e n > 1, enton M € chd.

Debido a isto, para variedades de Kahler, introdicese o concepto de curvatura seccional
holomorfa constante. Asi, se M é unha variedade de Kahler con estrutura complexa .J
e tensor de curvatura R, definese a curvatura seccional holomorfa Kp, de M como a
restricion da curvatura seccional usual K és subespazos 2-dimensionais J-invariantes do
espazo tanxente a un punto. Posto que estes subespazos son xerados por pares {v, Jv}, con
v E TPM . p € M, pédese ver K, como unha funcién que asigna un nimero real K hot (V)
a cada vector tanxente unitario v € TM do seguinte xeito:

Khol(v) = K(U, JU) = R’UJUJ’UU'

Dise entén que a variedade de Kéhler M ten curvatura seccional holomorfa constante
se Kpo(v) é constante para todo vector unitario v tanxente a M. Isto equivale a que exista
un constante real ¢ tal que Ky (v) = ¢||v||* para todo v € TM.

O seguinte resultado ddnos unha expresion para o tensor de curvatura R dunha varie-
dade de Kéhler con curvatura seccional holomorfa constante. A stia demostracion pédese
atopar, por exemplo, en [10] ou [29].

Proposicién 1.2. Unha variedade de Kahler M é de curvatura seccional holomorfa cons-
tante se, e so se, o seu tensor de curvatura R vén dado pola sequinte formula:

RxyZ = ?i (Y, 2)X — (X, 2)Y + (JY, Z)JX — (JX,Z)JY — 2(JX,Y)JZ),

onde ¢ € unha constante real.
, y , 4
Neste caso, a constante ¢ é a mesma cd que verifica que Kpy(v) = c||v||” para todo
v € TM e dise que M ten curvatura seccional holomorfa constante c.

As variedades con curvatura seccional holomorfa constante son localmente simétricas.
Ademais, verificase que toda variedade completa e simplemente conexa con curvatura sec-
cional holomorfa constante ¢ é isométrica a un dos seguintes espazos [29]:
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= 0 espazo euclidiano complexo C", se ¢ = 0,
= 0 espazo proxectivo complexo CP", se ¢ > 0,
= 0 espazo hiperbdlico complexo CH™, se ¢ < 0

e toda variedade con curvatura seccional holomorfa constante ¢ é localmente isométrica a
un destes espazos. O primeiro deles non é mais cé espazo euclidiano R?" dotado dunha
métrica de Kahler chd. Os outros dous espazos describirémolos en detalle mais adiante
nesta seccion ainda que no caso no que n = 2, xa que é o caso que nos interesa para este
traballo.

As variedades de Kahler completas e simplemente conexas con curvatura seccional
holomorfa constante denominarémolas espazos modelo complexos ou espazos de curvatura
holomorfa constante. Estes espazos rediicense, por tanto, &s tres familias anteriores.

Introduzamos a seguinte notacién para o resto deste traballo. Poremos CP?(c) para
denotar o plano proxectivo complexo de curvatura seccional holomorfa ¢ > 0 e CH?(c) para
o hiperbdlico, con ¢ < 0; en caso de que se sobreentenda canto vale a curvatura seccional
holomorfa, poremos simplemente CP? e CH?. Por M?(c) denotaremos o tinico espazo (salvo
isometria) de curvatura seccional holomorfa constante ¢ completo, simplemente conexo e
de dimensién complexa 2, que se refirird, por tanto, ou a C? se ¢ = 0, ou a CP? se ¢ > 0
oua CH? se c < 0.

Nos dous seguintes apartados, construimos (seguindo o articulo [21]) as variedades
diferenciables CP? e CH? e presentamos a notacién e os resultados precisos para, a conti-
nuacién, adoptar un enfoque unificado que nos permita introducir as stias correspondentes
métricas de Kahler, para finalmente indicar por qué son espazos de curvatura seccional
holomorfa constante. Os fundamentos da teoria de variedades Kéahler necesarios para com-
prender os seguintes apartados pédense consultar, por exemplo, en [13] e [29].

1.2.1. O espazo proxectivo complexo CP?

Como variedade diferenciable, o espazo proxectivo complexo de dimensién 2 (dimensién
real 4) deffnese como o espazo de rectas complexas de C* que pasan pola orixe, ou, equi-
valentemente, como a variedade cociente dunha esfera S°(r) C C? (de radio r e centrada
na orixe) pola relacién de equivalencia z ~ A2/, z,2' € C3, A € S C C. Denotaremos por
7 a proxeccién candnica de S°(r) sobre o espazo proxectivo complexo:

7 S°(r) — CP2

E cofiecido que 7 é unha submersién diferenciable sobrexectiva que se denomina aplicacion
de Hopf.

A métrica que consideraremos en CP? serd a inducida de xeito natural pola métrica
usual de S?(r). Destacamos a continuacién algunhas das propiedades da xeometria de S°(r)
que precisaremos mais adiante.
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Primeiramente, definimos
<Z, U)) = Re (Zolvo + zwq + ZQQDQ) s

para z = (20, 21, 22), w = (wg, w1, ws) € C?, onde Re denota a parte real dun complexo. A
esfera 5-dimensional de radio r é entén

S(r)={2€C’: (z,2) =r*}.

Pédese considerar C* como R® e definir entén u, v € R® mediante

20 = ug + uqt, wo = vy + V1t
Z1 = Ug + ust, w1 = Vg + U3l
Zo = U4 + Ust, Wy = V4 + Vst
E dicir, denotaremos por (ug, u1, ..., us) as coordenadas cartesianas de RS. As:

(z,w) Z ULV,

isto é, estamos considerando o produto escalar usual sobre R®. Denotaremos por J o ope-
rador definido en C? consistente en multiplicar polo escalar complexo i.
Para cada z € S°(r), o espazo tanxente 4 esfera é

T.8°(r) ={w e C’: (z,w) =0} .

Consideraremos sobre S°(r) a métrica de Riemann dada pola restricién de (- , -), e 0 campo

unitario normal N dado por
1
N, = —z.
r
Denotemos por D a conexién de Levi-Civita de R® (que acttia sobre un campo de vectores

derivando as stias componentes cartesianas). Se S é o operador de configuracién de S°(r)

e X un campo tanxente (X = Z?:o xjai en coordenadas locais), entén
1 1= Oy D 1
SX =-D N———D i =—>» X 5 = r — = —=X.
X X (Zu(?m) Z Y o u; r;;%(juj@ui r

Asf pois, a férmula de Gauss implica que a conexién de Levi-Civita V de S(r) vén

dada por
(X,Y)

VyY = DyY + N

Y

para X,Y campos tanxentes a S°(r). Mediante a ecuacién de Gauss, obtense o tensor de
curvatura R de S°(r):

Ry Z = S((Y.2)X —(X.2)Y).

Na Subseccion 1.2.3 contlnuaremos esta exposicion introducindo a estrutura riemannia-
na sobre o espazo proxectivo complexo, onde adoptaremos un enfoque comtin a CP? e CH?2.



1.2.2 O espazo hiperbdlico complexo CH?> 15

1.2.2. O espazo hiperbélico complexo CH?

A construcién do espazo hiperbélico complexo é ansloga 4 de CP?, ainda que cunhas
diferenzas significativas. Para empezar, en lugar do produto escalar usual de C? definese

<Z, w> = Re (—2011_)0 -+ 2111_}1 -+ ZQQDQ) s

para z,w € C3. Usando a mesma identificacién C* = R® ca no apartado anterior, temos

que
5

(z,w) = (u,v) = —ugvy — uvy + Zukvk.
k=2

E dicir, tratase dunha métrica semi-riemanniana de signatura (2, 4). Consideremos o espazo
de anti de Sitter (o andlogo lorentziano do espazo hiperbélico real) de radio r en C3, que
se define como

AdS®(r) ={z € C®: (z,2) = —r*}.

O espazo tanxente a AdS®(r) en z é
T.AdS*(r) = {w € C*: (z,w) = 0}.

Restrinximos (-, -) a AdS®(r) para obter unha métrica de Lorentz cuxa conexién de Levi-

Civita V vén dada por
(X,Y)

r

VyxY = DyY —

N,

para X,Y tanxentes a AdS®(r), e onde N designa o campo unitario normal definido por

1
N, = —z.
r

A xustificacién disto é andloga & do caso proxectivo, coa tnica diferenza de que, neste caso,
(N,N) =—1.
Da ecuacién de Gauss obtemos o tensor de curvatura R de AdS®(r)

RxyZ = —% (Y, Z2) X — (X, 2)Y).

Definimos a variedade CH? como a imaxe de AdS®(r) mediante a proxeccién canénica
C3\ {0} — CP? do espazo proxectivo complexo:

7: AdS®(r) — CH? C CP%.

Equivalentemente, CH? é o espazo de rectas complexas negativas de C? (respecto da métri-
ca (, ) de signatura (2,4)).

O hiperplano complexo de C? definido por 2y = 0 non corta a AdS®(r). Polo tanto, o
hiperplano proxectivo complexo de CP? de ecuacién zy = 0 non corta a CH?. Asi pois,
CH? est4 contido na carta afin z, # 0 de CP?, polo que

CH? = {7T(1721>Z2) P ] o+ e < 0}’
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onde aqui : C*\ {0} — CP? ¢ a proxeccién canénica. Noutras palabras,
CH? = m ({1} x B2(0,1)),

co cal CH? é difeomorfo a unha béla aberta usual de C2.
Polo tanto, CH? é unha subvariedade diferenciable aberta de CP2. Non obstante, no
seguinte apartado dotaremos a estes dous espazos de métricas riemannianas diferentes.

1.2.3. As estruturas riemannianas de CP? e CH?

Debido 4s analoxias entre CP? e CH? e para abordar nunha soa lifa expositiva o
estudo de ambos espazos, introducimos o simbolo ¢, que valera 1 no caso proxectivo e —1
no hiperbodlico. Asi, por exemplo, o tensor de curvatura vird dado por

RyvZ = 7% (Y, Z)X — (X, 2)Y).

Tamén poremos M en lugar de CP2 ou CH2, e M en vez de S?(r) ou AdS®(r). A proxeccién
que se considerard neste apartado sera m: M — M.

Primeiramente, observemos que, nambos casos, a métrica (-, -) é de Kéhler. Para com-
probalo, chega con darse conta de que, nas coordenadas habituais, os simbolos de Christoffel
da conexién de Levi-Civita D son todos nulos; un sinxelo célculo en coordenadas permite
enton concluir que Dy, JY = JD x Y, para calquera dous campos diferenciables X, Y sobre
C3 =R, polo que DJ = 0. . B

Designaremos por V' o campo unitario tanxente a M definido por V' = JN. Obsérvese
que <N’N> = <‘/7V> =

Podemos descompor ortogonalmente o espazo tanxente a M nas chamadas componentes
vertical e horizontal,

TM =RV @V,

Sexa z un punto calquera de M.

Notemos antes de nada que RV, é xusto o nicleo da diferencial m,, da proxeccion
canénica, polo que T, envia V' isomorficamente sobre TW(Z)ZV[ . Isto permite definir, para
un vector X € Ty;)M (analogamente, para un campo X € I'(T'M)) o levantamento
horizontal X* de X a z, como o tnico vector (resp. campo) en V= (resp. en (V1)) que
proxecta a X, i.e., m.X* = X. Nétese que o levantamento horizontal X estd ben definido
para cada punto z € Mé que se levanta o vector X.

Consideremos a xeodésica t +— ¢;(z) sobre M que parte de z con velocidade inicial
Jz =iz = rV., a cal nos da a fibra sobre 7(2): 7 (m(2)) = {2z : 0 < ¢ < 27}. Nétese
que {¢;}ier nos dd un grupo uniparamétrico de isometrias; de feito, ¢; pddese expresar
na forma matricial eI, sendo I a matriz identidade (obsérvese que eI € U(3) para
e=1ee"l € U(1,2) para ¢ = —1). Ademais, por preservaren as fibras, cumpren que
7o, = m. Isto implica que, se X € TW(Z)M entén e, (pr)wXE = m. XL = X e, como
(1) XL € VL(Z por ser XL € V1 e ¢, isometria, temos que Xét(z) (0¢)s XL
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Definamos a estrutura case complexa J de M mediante JX = ’/T*(jXL), para X €
I'(TM) ou, equivalentemente, mediante Jm, X = m,(JX), para X € I(V+). Esté ben
definida porque se X e X%, (con ¢t € R) son dous levantamentos horizontais de X entén
(gpt)*z(jXZL) = leL“Z (pois pédese facer a identificacién (¢;).. = €1, co cal se ve que (¢4)+.
e J conmutan), e a relacién 7 o ¢, = 7 permite concluir que T..(JXE) = T (JX%.).
Ademais, é claro que J é lineal e, como V+ ¢é J-invariante, séguese que J? = —id.

Para introducir unha métrica de Riemann en M téhense descrito varios métodos. O que
seguiremos nos ¢ o de pedir que a proxeccion 7 sexa unha submersion semi-riemanniana.
Isto quere dicir que cada 7. envie (kerm,,)* = V' isometricamente sobre Ty(.)M. Asi,
para campos ou vectores tanxentes X,Y en M definimos a métrica mediante (X,Y) =
<X L YL>. E doado comprobar que é unha definiciéon correcta, pois as isometrias ¢; actian
transitivamente nas fibras, e tamén que se trata dunha métrica hermitiana, pois se X,Y €
[(TM) entén

(JX,JY) = (m(TXE)E, (m(TYENEY = (TXE, JYE) = (X5 YE) = (X, V).

As férmulas estandar das submersiéns semi-riemannianas (véxase, por exemplo, [?]) per-
mitennos obter a conexiéon de Levi-Civita V de M, que vén dada por

VY = (%XLYL) ,

para campos X,Y € ['(TM).

Ademais, a métrica que consideramos sobre M é de Kihler. En efecto, sexan X,Y €
L(TM). Por ()7, ()%, (-)rv e (-)y+ denotamos, respectivamente, as proxecciéns sobre o
tanxente a M. , 0 normal a M , a distribuciéon RV e a distribucién V+. Temos que:

(Vx)Y = VsV = JVxY =7 (Vi (JV)F) = J (mVivt)
— (%XL Tyt — ff(%XLYL)VL)
_— ((DXJYL)T - N(DXLYL)VL)
— ((DXJYL)W 4 (Dye JY )y — (JDXLYL)VQ — 0,
onde se tivo en conta que V* é unha distribucién invariante por j, que kerm, = RV e que
a métrica en C? é de Kahler (logo DJ = 0). Dedncese, en particular, que a estrutura case

complexa J sobre M é integrable, polo que M é unha variedade complexa con estrutura
complexa J (cf. [13], Teorema 4.3, ou [29], Teorema 3.2).

Finalmente xustificaremos por que M ten curvatura seccional holomorfa constante.
Botamos man, de novo, dun par de ecuaciéns da teoria de submersions semi-riemannianas
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(véxase [23]):

- _ 1
Ve YE = (VxY)" + 5 XM Y gy
3UXE Y gy [X5 Y gy)

KO0Y) = KXY + o Sy = (v )

onde XY € F(TM ), e K e K denotan as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente.
Entoén:
(XEYE] VY = 2V YE — (VxYV)E V) = 2(V i YE V) = 2((Dx YE) T, JN)
= —2(J(Dx1Y"),N) = =2(Dx2JY"* N) = 2(JY" Dx.N)
~ 2~ 2
= —2(JYE SXE)y = Z(Jyt X*) = Z(JY, X).
r r

E, por tanto, a curvatura seccional de M asociada a unha distribucién J-invariante de
rango 2, xerada polo sistema ortonormal {X, JX}, é:

R(XTIX) = S 4 2 (X)X (V. V) = S (14 3(X. X)?) = i—i

rz 2 r

Asi pois, podemos concluir que M é un espazo de curvatura seccional holomorfa constante
¢ = 4e/r? e, dacordo coa Proposicién 1.2, o seu tensor de curvatura vén dado pola expresion:

RyyZ == (Y, 2)X — (X, 2)Y + (JY, Z)JX — (JX, Z)JY —2(JX,Y)JZ).

>0

A métrica que se definiu no espazo proxectivo complexo CP? denominase métrica de
Fubini-Study, mentres que a definida no espazo hiperbélico complexo CH? chamase métrica
de Bergman.

Por tltimo nesta seccién xustificaremos por que CP? e CH? son variedades simplemente
conexas e completas. Que CH? é simplemente conexo séguese do feito de ser difeomorfo
a unha bdla aberta de C2. Para deducir que CP? é tamén simplemente conexo, podemos
botar man da sucesién exacta longa de homotopia aplicada 4 fibracién m: S?(r) — CP?
con fibra S*:

e —m (S°(r)) — m (CP?) — mp (S') — -

Como 71 (S?(r)) e mo(S!) son triviais, séguese que m(CP?) é tamén trivial.

A completitude de CP? dedticese da sia compacidade, mentres que a de CH? séguese
da completitude do espazo de anti de Sitter (cf. [24], Cap. 4) e de que as submersiéns semi-
riemannianas envian xeodésicas horizontais en xeodésicas (cf. [24], Cap. 7). Non obstante,
CP? e CH? son espazos simétricos (ver [8]), do cal se segue que son completos.



1.3  Acciéns isométricas 19

1.3. Accidons isométricas

Proponémonos revisar neste apartado a terminoloxia e conceptos basicos que xorden no
estudo de acciéns isométricas en variedades Riemannianas. Unha referencia maéis detallada
é [1, Capitulo 3].

Sexa M unha variedade Riemanniana e G un grupo de Lie actuando diferenciablemente
sobre M por isometrias. Isto significa que temos unha accidn isométrica, isto é, unha
aplicacién diferenciable

p:GxM—=M,  (9,p)— gp

satisfacendo (gg')p = g(g'p) para todo g, ¢ € G e p € M, e tal que a aplicacién
pg: M — M,  prgp

é unha isometria de M para todo g € G. Se denotamos por I(M) ao grupo de isometrias
de M, o cal se sabe que é un grupo de Lie [15], entén temos un homomorfismo de grupos

de Lie p: G — I(M) dado por p(g) = ¢q.
Para cada punto p € M, a drbita da acciéon de G que pasa por p é

G-p={gp:9€G}

e o grupo de isotropia ou estabilizador en p é

G,={9€G:gp=np}.

Se G -p = M para algin p € M, e polo tanto para calquera p € M, a accién de G
dise transitiva e M é un G-espazo homozéneo. Se todas as érbitas son puntos, a accién
dise trivial. Unha accién chamase efectiva se a anterior aplicaciéon asociada p é inxectiva,
o cal significa que G ¢ isomorfo a un subgrupo de I(M). Cando para todo p € M e todos
g, h € G, se cumpre que a igualdade gp = hp implica g = h, entén a accion dise libre.

Consideremos duas acciéns isométricas G x M — M e G x M' — M’. Dise que son
conzugadas ou equivalentes se hai un isomorfismo de grupos de Lie ¥: G — G’ e unha
isometria f: M — M’ tal que f(gp) = 1 (g)f(p) para todo p € M e g € G. Diremos que
ambas acciéns isométricas son orbitalmente equivalentes se hai unha isometria f: M — M’
que leva as érbitas da accién de G sobre M &s 6rbitas da accién de G’ sobre M. Claramente,
as duas acciéns conxugadas son orbitalmente equivalentes.

Nos estaremos principalmente interesados no estudo da xeometria extrinseca das érbitas
das acciéns isométricas. Unha subvariedade (extrinsecamente) homoxénea de M é unha
érbita dunha accién isométrica sobre M. En xeral, esas érbitas sé serdn subvariedades
inmersas de M. Respecto & métrica inducida, cada érbita G - p é un espazo homoxéneo
Riemanniano G - p = G/G,, sobre o cal G actia transitivamente por isometrias.

Sexa M /G o conxunto de érbitas da accién de G sobre M, e dotemos a M /G coa
topoloxia cociente relativa a proxeccién canénica M — M /G, p — G - p. En xeral, M /G
non ¢ un espazo Hausdorff. Co fin de evitar este comportamento, introduciuse o concepto
de accién isométrica propia. De feito, a accién de G sobre M é propia se, para calquera par
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de puntos p, ¢ € M, existen entornos abertos U,eU;depeqgen M, respectivamente, tal
que {g € G : gU,NU, # 0} é relativamente compacto en G. Equivalentemente, a aplicacién

GxM— MxM, (9,p) — (p, gp)

é unha aplicacién propia, é dicir, a imaxe inversa de cada conxunto compacto en M x M
é tamén compacto en G' x M. Todas as acciéns de grupos de Lie compactos son propias.
Se G é un subgrupo de I(M), entén a accién de G é propia se, e s6 se, G é pechado en
I(M). Ademais, se G actiia propiamente sobre M, entén M /G é un espazo Hausdorff, cada
grupo de isotropfa G, é compacto, e cada érbita G - p é pechada en M e polo tanto unha
subvariedade mergullada. De feito, as 6rbitas dunha accién isométrica son pechadas se, e
sé se, a accién é orbitalmente equivalente a unha accién isométrica propia, ver [5].

Podemos distinguir tres tipos diferentes de orbitas dunha acciéon isométrica propia:
orbitas principais, excepcionais e singulares. Unha érbita G - p dise unha drbita principal
se para cada ¢ € M o grupo de isotropfa G, en p é o conxugado en G a algin subgrupo de
G, A unién de todas as 6rbitas principais ¢ un subconxunto aberto e denso de M. Cada
orbita principal é unha orbita de dimensién maxima. A codimension de calquera drbita
principal é a cohomozxeneidade da accién. Unha orbita non principal de dimensién maxima
é chamada unha drbita excepcional. Finalmente, unha orbita singular é unha érbita cuxa
dimensién é menor ca dimensién da érbita principal ou, equivalentemente, unha orbita
cuxa codimension é maior ca cohomoxeneidade.

Outro importante tipo de accidns isométricas son as acciéns polares. Unha accién
isométrica dun grupo G nunha variedade Riemanniana M dise polar se existe unha sub-
variedade inmersa ¥ de M que interseque todas as érbitas da accién de G, e para cada
p € X, o espazo tanxente de X en p, T,2, e o espazo tanxente da orbita a través de p en p,
T,(G - p), son ortogonais. En tal caso, a subvariedade 3 é totalmente xeodésica e chdmase
unha seccion da accion de G. Calquera acciéon polar admite secciéns a través de calquera
punto dado.



Capitulo 2

Hipersuperficies reais con duas
curvaturas principais en CP? e CH?

Denotemos M?(c) ao espazo modelo complexo de dimensién dous non chan e con curva-
tura seccional holomorfa constante ¢ # 0. E dicir, M?(c) é isométrico ao plano proxectivo
complexo CP?(c) de curvatura seccional holomorfa constante ¢ > 0, ou ao plano hiperbdli-
co complexo CH?(c) de curvatura seccional holomorfa constante ¢ < 0. Denotamos por
(-,-) & métrica de M?(c), por J & sia estrutura complexa, e por V 4 stia conexién de Levi-
Civita.

Sexa M unha hipersuperficie real de M?(c), isto é, unha subvariedade de M?(c) con
codimensién real 1. Os calculos que faremos neste capitulo son locais, polo que suporemos
que M ¢é orientable. Polo tanto, sexa £ un campo de vectores normal a M unitario. O
campo de vectores J¢ é tanxente a M, e chamase campo de vectores de Hopf ou de Reeb.

A conexion de Levi-Civita de M é denotada por V, e determinada pola formula de
Gauss:

VxY = VxY + (SX,Y)E,

onde X e Y son campos de vectores tanxentes a M, e S denota o operador de configuracién
de M.

O operador de configuraciéon é un endomorfismo autoadxunto respecto da métrica de
M, polo que é diagonalizable con autovalores reais. Estes autovalores chamanse curvaturas
principais de M, os correspondentes autoespazos chamanse os espazos de curvaturas prin-
cipais, e os correspondentes autovectores chamanse os vectores de curvaturas principais
(véxase Seccién 1.1). Recordemos que M se di hipersuperficie de Hopf se J¢ é un vector
de curvatura principal en todo punto.

Unha hipersuperficie real de M?(c) ten, xenericamente, tres curvaturas principais dis-
tintas. Tashiro e Tachibana [27] probaron que non hai hipersuperficies reais umbilicas (isto
é, hipersuperficies reais con exactamente unha curvatura principal) nos espazos modelo
complexos non chans. Cecil e Ryan [4] mostraron que unha hipersuperficie real con exac-
tamente dias curvaturas principais en CP™, n > 3, ten curvaturas principais constantes
e ¢ ademais un aberto dunha esfera xeodésica. Montiel [16] obtivo un resultado andlogo

21
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para CH™ , n > 3, amosando que unha hipersuperficie real con dias curvaturas principais
distintas debe ser un aberto dunha esfera xeodésica, un tubo entorno a un CH"~! total-
mente xeodésico en CH™, ou unha horosfera. Nambos casos, os exemplos que aparecen na
clasificacion son abertos dunha hipersuperficie homoxénea Hopf.

Os métodos usados por Cecil e Ryan, e Montiel, non funcionan se n = 2. De feito,
Niebergall e Ryan [21, Cuestién 9.2] mostran o interese de estender estas clasificaciéns das
hipersuperficies reais con dias curvaturas principais distintas a CP? e CH?. De aqui o
interese deste traballo, xa que o caso onde n = 2 é mais dificil e nés damos resposta a este
problema, aportando exemplos que non aparecen se n > 3.

A clasificacion de hipersuperficies reais con duas curvaturas principais constantes distin-
tas non é moi dificil de obter, e pode ser atopada en [26] para CP? como un caso particular
da clasificacién en dimension arbitraria, e en [2]. De novo, todos os exemplos son abertos
dunha hipersuperficie real homoxénea de Hopf .

Como comentaremos na seguinte seccién, o grupo H = U(1) x U(1) x U(1) actia
polarmente sobre M"(c) mediante isometrias. Isto significa que admite unha seccién ¥, que
neste caso ¢ un plano proxectivo ou hiperbdlico real totalmente xeodésico, RP? se ¢ > 0,
ou RH? se ¢ < 0, que interseca a todas as érbitas da accién e sempre ortogonalmente. Un
punto p en X dise regular se a érbita a través de p é unha orbita principal da accién; neste
caso, unha érbita de dimension 2.

Neste traballo, polo tanto, centramonos no estudo de hipersuperficies reais con duas
curvaturas principais distintas e non constantes en CP? e CH?. E dicir, o obxectivo do
noso traballo serd dar resposta ao Problema 9.2 de Niebergall e Ryan [21], levando a cabo
a proba do seguinte resultado:

Teorema Principal. Sexa M?(c) un espazo modelo complexo de dimension compleza 2
e curvatura seccional holomorfa constante ¢ # 0. Consideremos a accion polar do grupo
H=U(1)x U(1) x U(1) en M?(c) con seccion .

Enton, para calquera punto regular p € X e calquera vector tanzente v € T,%, hai
exactamente dias curvas diferentes definidas localmente v; : (—e,e) — X, i = 1,2, con
7(0) = p e 4(0) = v, tal que o conzunto H - v; = {h(v(t)) : h € H,t € (—e,¢)}
¢ unha hipersuperficie real con dias curvaturas principais en M?(c). Xenericamente, tales
hipersuperficies son non Hopf e con dias curvaturas principais non constantes.

Reciprocamente, para o caso ¢ > 0, sexa M unha hipersuperficie real analitica de CP?(c)
con duas curvaturas principais non constantes e non Hopf en todo punto. Enton M ¢ lo-
calmente congruente a un aberto dunha hipersuperficie construida como anteriormente.

Este capitulo estd organizado como segue. Na Seccién 2.1 presentamos os exemplos
de hipersuperficies reais con dias curvaturas principais mencionados na primeira parte do
Teorema Principal. Na Seccién 2.2 empregamos as ecuacions fundamentais das hipersuper-
ficies para derivar a expresion concreta da conexién de Levi-Civita dunha hipersuperficie
con dudas curvaturas principais, asi como informacién sobre tales curvaturas principais.
A continuacién, derivamos propiedades xeométricas desta hipersuperficie na Seccion 2.3.
Finalmente, concluimos a demostracién do Teorema Principal na Seccion 2.4.
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2.1. Construcién dos novos exemplos

Nesta seccion presentamos un método para construir hipersuperficies reais con duas
curvaturas principais nun plano modelo complexo non chan. Tales hipersuperficies tenen
xenericamente curvaturas principais non constantes.

A idea detras da nosa construcién é bastante simple. Consideraremos unha certa accién
polar en M?(c) cuxas érbitas principais son toros e cuxas secciéns son de dimensién 2.
Nunha desas secciéns nés queremos atopar unha curva v (localmente definida) tal que, se
lle unimos a cada punto ~(¢) de v o toro que pasa por 7y(t), obtemos unha hipersuperficie
real de dimensién 3 de M?(c) con dias curvaturas principais en todo punto. Resulta que
a imposicion da condicién das duas curvaturas principais é equivalente ao feito de que
satisfaga certo sistema de ecuacions diferenciais ordinarias. Usando o teorema de existencia
de soluciéns para ecuaciéns diferenciais ordinarias en forma normal, deducimos a existencia
da nosa hipersuperficie real.

Comezaremos por recordar que o grupo U(3) de transformaciéns lineais unitarias de
C? deixa invariante calquera esfera centrada na orixe. Como as transformaciéns en U(3)
son aplicaciéns lineais complexas, séguese de aqui que a accién de U(3) en C3 conmuta coa
acciéon do subgrupo {A : A € C, |A\| =1} de U(3), o cal é isomorfo ao grupo circunferencia
U(1). Esto significa que a accién de U(3) en C? descende a unha accién no plano proxectivo
complexo CP?. Ademais, esta accién é isométrica e transitiva, xa que a accién de U(3) na
esfera S° é isométrica e transitiva.

Para o caso do plano hiperbdlico complexo CH?, consideraremos o grupo U(1,2) de
matrices complexas 3 X 3 que preserva unha métrica Hermitiana en C?® de signatura (1, 2).
De maneira similar a antes, a sta accién no espazo anti-de Sitter AdS® descende a unha
accién isométrica transitiva en CH?.

Agora consideremos o grupo produto H = U(1) x U(1) x U(1) mergullado como un
subgrupo de U(3), e tamén de U(1,2), de forma canénica (é dicir, por medio de matrices
diagonais). Séguese da clasificacién de acciéns polares nos espazos proxectivos complexos
debida a Podestd e Thorbergsson [25] que a accién de H en CP? é polar e as stias secciéns
son planos proxectivos reais totalmente xeodésicos RP?. De maneira similar, a clasificacién
de acciéns polares no plano hiperbdlico complexo, debido a Berndt e Diaz-Ramos [3],
mostra que H tamén actiia polarmente en CH?, e as secciéns son planos hiperbélicos reais
totalmente xeodésicos RH?2. Vale a pena sinalar que, ainda que en xeral non existe unha
correspondencia un a un entre acciéns polares en CP? e en CH?, esta existe para acciéns
de grupos compactos [6], como é o caso de H = U(1) x U(1) x U(1).

Describimos agora a estrutura das drbitas da accién de H en M?(c), ¢ # 0. A situacién
¢é bastante similar para o caso ¢ > 0 e ¢ < 0, ainda que hai diferencias debido a compacidade
de M?(c) = CP™ cando ¢ > 0.

Comezaremos considerando o subgrupo K = U(1) x U(2) de U(3) e de U(1,2), mergu-
llado de forma canénica. O grupo K acttia isometricamente en M?(c) con cohomoxeneidade
un e cun punto fixo, chamémolo o. As érbitas principais desta accién son todas as esferas
xeodésicas centradas en o. Se ¢ < 0, todas esas esferas xeodésicas, xunto co punto o, en-
chen todo CH", xa que CH™ é unha variedade de Hadamard. En cambio, no caso ¢ > 0,
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o lugar xeométrico de puntos conxugados a o é non baleiro: consiste nunha lina proxectiva
complexa totalmente xeodésica CP! dentro de CP2. Polo tanto, as drbitas da accién H
en CP? son: o punto o, as esferas xeodésicas centradas en o, e o lugar xeométrico CP! de
puntos conxugados a o.

O grupo H = U(1) x U(1) x U(1) esté contido no subgrupo K = U(1) x U(2). Polo
tanto, as érbitas da accién de H estan contidas nas orbitas da accion de K. As drbitas
de H contidas nunha esfera xeodésica fixa en torno a o resultan ser toros totalmente
reais ST x S! chans e equidistantes entre si, e tamén dias érbitas singulares isométricas
a circunferencias S*. No caso proxectivo (¢ dicir, cando ¢ > 0), temos que describir as
orbitas contidas no lugar xeométrico de puntos conxugados a o. A restricién da accién de
H a este lugar xeométrico de puntos conxugados (recordemos, un CP! 2 §2) ¢ equivalente
4 accién estandar de SO(2) na esfera S?; noutras palabras, as érbitas da accién de H
contidas no lugar xeométrico de puntos conxugados son dous puntos e as circunferencias
en CP! centradas en cada un deses dous puntos. En particular, mentres a accién de H en
CH? s6 ten un punto fixo o, a accién en CP? ten exactamente tres puntos fixos. Nambos
casos, as restantes orbitas son ou circunferencias ou toros.

Unha forma conveniente de visualizar a accién de H é mediante a interpretacion
xeométrica de cada un destes puntos da seccién da accién (véxase Figura 2.1(a)). Esta
interpretacion séguese por exemplo da teoria de accidns polares e grupos de Weyl, ver [28].
Asi, sexa ¥ unha seccién da accién polar de H. Recordemos que ¥ é un RP? totalmente
xeodésico se ¢ > 0, ou un RH? totalmente xeodésico se ¢ < 0. Por definicién, ¥ interseca
todas as orbitas de accién de H polo menos unha vez, pero posiblemente mais dunha vez.
Os puntos fixos da accién de H (en particular, o punto o) deben estar contidos en ¥. As
interseccidns das orbitas de dimensién un contidas nas esferas xeodésicas en torno a o coa
seccion Y encontranse sobre dias xeodésicas ortogonais de Y, as cales chamaremos eixos.
Por outra banda, as intersecciéns das esferas xeodésicas en torno a o con X son circunfe-
rencias en Y centradas en o. Fixemos a esfera xeodésica en torno a o. Entén cada unha das
duias orbitas de dimensién un nunha esfera xeodésica interseca a > en exactamente dous
puntos, os cales son simétricos respecto do centro o. Cada un dos toros contidos na esfera
xeodésica interseca > en exactamente catro puntos, os cales son simétricos respecto dos
dous eixos en 2.

Nos interesarémonos s6 na parte regular X,., de X, isto ¢, os puntos na secciéon que
pertencen as orbitas de maxima dimension da accién de H, neste caso, aos toros de
dimension dous. Esta parte regular é un subconxunto aberto e denso de ¥ difeomor-
fo ao plano R? menos dias lifias ortogonais (véxase Figura 2.1(b)). Dada unha curva
v:t € (—e,€) = 7(t) € L,y na parte regular de X, o conxunto

H-v={h(y(t)):t € (—e,e),h € H}

é unha hipersuperficie real de dimensién 3 en M?(c). O espazo tanxente a H -y no punto
h(v(t)) estd xerado pola velocidade (t) da curva e o espazo tanxente ao toro H - ~(t). A
hipersuperficie real H - v esta claramente foliada por toros equidistantes, e perpendicular-
mente, polas curvas h-v: t € (—e,e) — (h-7)(t) = h(7(t)) € Xy, para cada h € H.



2.1 Construciéon dos novos exemplos

25

(a) Este gréfico representa a seccién Y onde se
trazaron duas xeodésicas e unha circunferencia, a
cal é a intersecciéon de ¥ cunha esfera xeodésica
centrada en o. Os puntos con forma de cadrado
representan as interseccions de ¥ coas duas érbi-
tas difeomorfas a S' en tal esfera xeodésica. Os
catro trazos son a interseccién de ¥ cunha 6rbita
principal, é dicir, cun toro.

(b) X,c é difeomorfo ao plano euclidiano me-
nos os dous eixos de coordenadas. Buscamos unha
curva conexa y nun dos catro cuadrantes de ¥,.g.
As curvas con trazos descontinuos obténense re-
flectindo v con respecto aos eixos. As catro curvas
resultantes representan a interseccién de ¥ coa hi-
persuperficie H - 7.

Figura 2.1: Interpretacién xeométrica da accién polar do grupo H.

Agora o noso propédsito é determinar que

curvas v dan lugar a hipersuperficies con

exactamente dias curvaturas principais en todo punto.

A primeira observacién é que as curvaturas principais de calquera 6rbita principal de H
(de calquera toro) respecto a calquera vector normal non nulo son sempre diferentes, isto
é, hai exactamente duas. Isto séguese da expresion explicita do operador de configuracién

S deses toros (ver [14, p. 299] ou [11, p. 232]):

g A+ cos(p)y/A? + ¢
T\ sen(p) (/A2 + €
g _(~ sen(p)/A? + ¢

4\ A+ cos(p) /N + €

sen(p)y/A? + ¢

)

3X —cos(p)/A2 + ¢
A+ cos(p) /A% + ¢
sen(p)y/ AN +5 )’

onde {e3,es} é unha base ortonormal do espazo normal do toro, e A e p son nimeros
reais (que cambian dun toro a outro). Se tomamos un vector unitario normal xenérico
1 = cos(f)es + sen(f)ey, algins calculos elementais amosan que os autovalores do operador

de configuracion respecto de £ son 2\ cos(f) + \/()\’)2 + A2 — 2)\ N cos(p + 20), onde N =

VA% + 5. Pero, xa que ¢ # 0, esas curvaturas principais son sempre diferentes, para todo

valor de A, e 6.

Fixemos agora un punto p € ¥,., e un vector tanxente v € 1),3,.,. Consideremos unha
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curva regular v (localmente definida) en ¥,.,, parametrizada por lonxitude de arco e tal
que v(0) = p e 4(0) = v. Fixemos un campo de vectores unitario £ normal ao longo de
7, € dicir (&), ¥(t)) = 0 para todo t onde 7 estea definida. Consideremos tamén unha
carta local U para ¥,., en torno a p, con coordenadas (z1,22). Sexan o, §: TU — R as
funciéns curvaturas principais dos toros intersecando U nos puntos de . Polo explicado
anteriormente, sabemos que a(w) # 5(w) para calquera vector w € TU.

Queremos imponer a condiciéon de que a hipersuperficie H - v ten duas curvaturas
principais. O operador de configuracién S de H -~ en ~y(t) respecto ao vector unitario
normal &, ten os seguintes autovalores: a(&,«)), B(&@) €

(e, ¥(1), (1) = —(V50&7(1) = (Va7 (), §)-

Este tltimo autovalor é precisamente a curvatura da curva y en M?(c) ou, equivalentemente
como ¥ é totalmente xeodésica, a curvatura de v (respecto & orientacién determinada polo
campo normal £) como unha curva en X.

Polo tanto, H - tera dias curvaturas principais nos puntos de 7 se, e so se, a curvatura
de 7 (respecto a £) como unha curva en ¥ coincide cunha das dias funciéns a (&) ou
B(&@)). Vexamos agora que esta condicién determina dous posibles sistemas de ecuaciéns
diferenciais ordinarias. Se escribimos «y en coordenadas locais como (t) = (z1(t), x2(t)),
temos que:

V:y")/ = :z:’l’@l + ﬂfllﬁ;yal + ZEIQIOQ + $,1?;y82
- (mlll + f(‘rb T2, 'rllv 13/2»81 + (1‘/2, + g(xl’ L2, xlla xl2))627

onde f, g son funciéns diferenciables de 1, xs, 2}, 25 e dos simbolos de Christoffel de X.
Impoiier que a curvatura de 7 coincida con a(&,()) significa que V45 = a(&))&y ) (simi-
larmente con § en lugar de «). Polo tanto, existen funciéns regulares F, e G, (dependendo
de x1, z9, 2, 4, 0os simbolos de Christoffel de ¥ e a funcién «) tales que

" / /

] = Fy(xq, x9, 27, 75)
1! _ / !

Ty = Ga<$1,$2,$1,$2)

Este é un sistema de ecuaciéns diferenciais ordinarias de segunda orde escrito en forma
normal e con dias incégnitas, x1 e x5. Polo tanto, ten unha tinica soluciéon para condiciéns
iniciais dadas v(0) = p e 4(0) = v. Un argumento completamente andlogo aplicase a /3 en
lugar de a. Ademais, a hipersuperficie H - v ten dias curvaturas principais nos puntos de
v se, e sO se, v é unha solucién dun dos dous posibles sistemas de ecuacions diferenciais
ordinarias construidos como se explicou anteriormente.

Ainda temos que comprobar que, dada unha solucién v dun dos sistemas de ecuaciéns
diferenciais ordinarias, a hipersuperficie H - v ten dias curvaturas principais en todos os
puntos, non s6 ao longo de . Un campo de vectores normal unitario a H -+ é dado por
h.(&y 1)), para calquera h € H e calquera posible t. Como a accién de H é polar, este campo
de vectores normal H—equivariante é paralelo respecto & conexién normal do toro H - 7(t)
(ver [1, Corolario 3.2.5]). Ademais, sexa {U, V'} unha referencia ortonormal ao longo de ~
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de vectores principais de H -y, ambos U e V ortogonais a +. Entén {h.¥, h,U, h.V'} é unha
referencia ortonormal H—invariante de vectores tanxentes & hipersuperficie H -v. Ademais,
como as isometrias preservan a conexién de Levi-Civita V, séguese que as curvaturas
principais de H - v nun punto h(y(t)) son as mesmas que as curvaturas principais nun
punto y(t), e {h.y, h.U, h,V} é unha referencia ortonormal de campos de vectores de
curvatura principal. Concluimos que H -~ ten exactamente dias curvaturas principais en
todo punto.

Ademais, observemos que as dias posibles elecciéns que temos para 7 (chamémolas 7,
ou 73, dependendo de se eliximos o ou 3 para ser a curvatura principal con multiplicidade
dous) proporcionan, de feito, dias curvas diferentes 7, # 5. Se, polo contrario, v, coincide
localmente nun entorno de p con v, entén as hipersuperficies H-v, e H -y deberan coincidir
localmente, e polo tanto deberan ter as mesmas curvaturas principais e multiplicidades.
Sen embargo, isto contradi o feito de que « é unha curvatura principal de H - v, con
multiplicidade dous, mentres que ten multiplicidade un como curvatura principal de H -~z.

Finalmente, temos que mostrar que os exemplos que acabamos de construir son de feito
novos, isto é, que as sias dias curvaturas principais son non constantes. Comezaremos
fixando un punto p € X,.,. Entén sabemos que para todo vector unitario v € 7,%,, hai
unha curva 7, definida localmente, tal que v,(0) = p, 3,(0) = v e H-7, ten dias curvaturas
principais. De feito, hai exactamente dias curvas, pero os argumentos aplicarémolos a
calquera delas. Asumamos que, para todo v nun subconxunto aberto da esfera unitaria
Sl(Tereg) de T,%,¢4, as hipersuperficies reais H - 7, son Hopf en p. Por asumir isto,
chegaremos a unha contradicién.

Para cada hipersuperficie, sexa &, un campo de vectores normal unitario ao longo de
H -~,, o cal sabemos que é H—equivariante ao longo dos toros que folian H -~,. Observemos
que o subindice v en &, s6 denota que o campo de vectores normal depende do valor inicial
v para 7y,; en particular, (¥, (t), (§&)-,)) = 0 para cada posible ¢. Asumir que H -, é Hopf
en p significa que (J§,), é un autovector do operador de configuracién de H - v,, e polo
tanto, (J&,), é tamén un autovector do operador de configuracion Se,), do toro H - p
respecto do vector normal (§,),. En particular, a aplicacién

v € SHTpEeq) = (Sier), (JEo)p, JV) € R

antlase nun subconxunto aberto da esfera unitaria de 7,%,., por hipétese. Como a aplica-
cién é analitica, séguese que é identicamente nula, o cal significa que (J¢,), é un autovector
de S(¢,),, para todo vector unitario v € T,%,¢;. Como Jv é perpendicular a (.J&,),, temos
que Jv ¢ un autovector de S(g,), para cada v, pois Sg,), ¢ un endomorfismo autoadxunto
dun espazo vectorial bidimensional. Pero agora, se fixamos calquera v e tomamos campos
de vectores normais unitarios £ = (§,), e = v en p, entén {J¢, Jv} é unha base comin
de autovectores dos operadores de configuraciéon S¢ e S, do toro H - p en p respecto de ¢
e 1. Isto significa que os operadores de configuracién S¢ e S, conmutan. Usando isto e o
feito de que o toro H - p ten un fibrado normal chan, a ecuacion de Ricci de H - p aplicada
a J&, Ju, & e n implica

0 = (RH(JE Jo)g,m) = (R(JE, Ju)&m) + ([Se, )€, Jn) = 7.
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o cal nos da a desexada contradicién. Ademais, as hipersuperficies reais H - 7, son Hopf

en p para todo v nun subconxunto de S*(7,%,.,) con medida nula. Asf, xenericamente,

as nosas hipersuperficies son non Hopf. Pero como tenien dias curvaturas principais, estas

non poden ser constantes, porque todas as hipersuperficies en M?(c) con ddas curvaturas

principais constantes son Hopf, como se segue da stia ben conecida clasificacién (ver [2]).
Asi, acabamos de probar a primeira parte do noso Teorema Principal.

Teorema 2.1. Sexa M?(c) un espazo modelo complexo de dimension complera 2 e cur-
vatura seccional holomorfa constante ¢ # 0. Consideremos a accion polar do grupo H =
U(1) x U(1) x U(1) en M?(c) con seccion 3.

Entén, para calquera punto regular p € X e calquera vector tanzente v € 1,3, hai
exactamente dias curvas diferentes definidas localmente v; : (—e,e) — X, i = 1,2, con
7(0) = p e 4:(0) = v, tal que o conzunto H - v; = {h(v(t)) : h € H,t € (—e,¢)}
¢ unha hipersuperficie real con dias curvaturas principais en M?(c). Xenericamente, tales
hipersuperficies son non Hopf e con dias curvaturas principais non constantes.

2.2. As ecuaciéons fundamentais dunha hipersuperficie
con dudas curvaturas principais

Recordemos que M?(c) denota ao espazo modelo complexo non chan de dimensién
complexa 2 e curvatura seccional holomorfa constante ¢ # 0. Suponamos que M é unha
hipersuperficie real de M?(c) orientable e non Hopf en cada punto, con dias curvaturas
principais distintas e non constantes, chamémolas o« e §. Nun entorno dun punto, a e (8
seguiran sendo funcions distintas, e ademais, teremos T, a distribucién sobre M formada
polos espazos de curvaturas principais de o e T a distribucién sobre M formada polos
espazos de curvaturas principais de [, as cales son distribucions diferenciables ben defi-
nidas sobre ese entorno aberto. (Recordemos que en xeral esas distribuciéns poden non
ter dimensién constante.) No que segue simplemente suporemos que M denota o entorno
onde a e 3 son diferentes. De aqui en diante asumiremos sen perda de xeneralidade que
dimT, =1 e dim7p = 2. Por I'(T,,) e I'(T3) denotamos as secciéns de T, e Tj, isto é,
os campos de vectores regulares sobre M que son, en cada punto, campos de vectores con
curvatura principal asociada a « e [ respectivamente.

Tomemos £ o campo de vectores normal & hipersuperficie. Pois ben, J& ten proxeccion
non trivial en T, e Tj,

JE = aU + bV,

onde U € I'(T,), V € I'(Tp) son campos de vectores unitarios, e a,b : M — R son funciéns
diferenciables satisfacendo a? + > = 1, con a,b # 0, debido 4 hipétese de que M é non
Hopf.

Como T} ten dimensién 2, consideramos outro vector unitario A € I'(Tp) tal que A
é ortogonal a V| de xeito que {U,V, A} forman unha base ortonormal de T'M en cada
punto.
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Temos que —¢§ = J(J§) = aJU+bJV. Xa que JU € span{A, ¢}, posto que (JU,U) =0
e (JU,V) =0, deducimos (JU, &) = —(U, J§) = —a. Grazas a que U é un vector unitario
temos que (JU, A) = +b. Cambidndolle o signo a A, se fose necesario, podemos supor
que (JU, A) = —b. Polo tanto obtemos que JU = —bA — a&. Andlogo para JV. Destas
dias expresiéns anteriores, obtemos a expresion de JA, porque (JA,U) = —(A, JU) =be

(JA,V) = —(A, JV) = —a. E ast:
JE=aU 4 bV, JA=bU — aV,
JU = —bA — a€, JV =aA —bE.
Estudamos agora certas propiedades destes campos de vectores, as cales nos aportaran
informaciéon de como ¢é a nosa hipersuperficie. Mais concretamente determinaremos a co-

nexion de Levi-Civita da hipersuperficie M asi como certas derivadas das funciéns «, 3, a
e b. Para isto empregaremos as ecuacions fundamentais dunha hipersuperficie.

Proposicién 2.2. Coa notacion establecida anteriormente a conexion de Levi-Civita V
da hipersuperficie M queda determinada polas sequintes expresions:

VU — —b(CLfEZ(_a/;)ﬁ))A’ VoV — z;(a—c—ﬁ) |

VU = él(a—c—ﬂ)A’ AR T G Ib‘é éa_—mﬁ) By

VU = —%M ViV = —<f(; Eb;))CU,

VA — 0V + Zfzc(; faﬁ()a Ny goan U a4(bc(l- 4_(;4)— BBy,
VA =0.

Ademais, obtemos as sequintes expresions para as derivadas das funcions o, 3, a e b:

b((a® —20")c+4(a—f)f)

UCL:O, V(J/ZO, Aa:— ,
4(a—p)
2 _ op2 _
Ub=0, Vb=0, Ab:a((a 20%) c + 4 (« 5)ﬁ)’
4(a—p)
_ 2 _
Ua =0, Vazo, o= ML+ 3 et da(a— B)
4a
Up =0, V=0, Aﬁz—%abc.

A demostracion da proposicién anterior sera levada a cabo como segue. Na Subsec-
cién 2.2.1 empregaremos a ecuacién de Codazzi. A continuacién, na Subseccién 2.2.2 cal-
cularanse as derivadas dos productos interiores dos campos de vectores conecidos. As de-
rivadas cruzadas destas funciéns darannos informacién adicional na Subseccién 2.2.3. Fi-
nalmente, na Subseccion 2.2.4 a ecuacion de Gauss subministrard a informacién restante
para probar a Proposicién 2.2.
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2.2.1. Resultados usando a ecuacion de Codazzi

Vexamos primeiro, a modo de exemplo, como procedemos empregando a ecuacién de
Codazzi. Por unha banda:
Ruvue = (VuS)V — (VyS)U,U) = (Vi SV — SV, V — Vy.SU + SVyU,U)
=(Vy (BV) = SVyV = Vy (aU) + SVyU,U)
=((UB)V+p(VyV)— Va)U —aVyUU) + (=VyV,SU) + (VyU, SU)
= B(VyV,U) — a(VyV,U) — Va,

Tendo en conta a expresién do tensor de curvatura dun espazo modelo complexo (véxase
a Seccién 1.2), obtense que

RyyU = 2 (V,UYU — (U, U)V + (JV,U)JU — (JU,U)JV = 2(JU,V)YJU) = —EV.
Polo tanto: B B c
Ryvue = <RUVU> f) = _Z<V’ f) = 0.
Entén, ao igualar ambas ecuacions, obtemos que:
BVuV.U) = a(VyV,U) = (Va) = 0.
Analogamente, seguindo o mesmo procedemento, pédense obter as seguintes relaciéns:
BV, VyU) —a{V,VyU) + (UB) = 0,

g—apavay+6uvaUy:m

zabc —a(U,VyA) + (U, VyA) — Aa =0,

1
—Z@ﬂ-Qﬁ)c—aachU>+ﬁuchU>:o,

—Oz<VAU, A) +B<VAU, A> —-Up =0,
—i(mﬁ-@%c+wvauaw—4quA¢m+¢xva¢0—¢ﬂvAuow:o,

—Zabc — (AB) =0,

V3 =0

2.2.2. Resultados usando derivadas

Igual ca antes daremos un exemplo de como operamos neste caso. Asi, podemos calcular:
Vu (U, 7€) = (VuU, J§) + (U, Vy J¢)
= (VU + (SU,U)¢, J€) + (U, J (Vi§))
= (VyU + a&,aU +bV) + (U, J(=SU))
=a(VyU,U) + (VU V) + (U, J (—al))
=0(VyU,V) — (U, JU) = b(VyU,V).
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E dado que a = (U, J&), concluimos que:
Ua = Vy (U, J§)) = bV, VyU).

Operando analogamente coas restantes posibilidades, obténense as seguintes relacions:

Va=Vy ((U,JE) = bV, VyU),

Aa =V, (U, JE)) = =bB + b(V,V ,U),

Ub=Vy (V. JE) = a(U,ViV),

Vb= Vy ((V,J€) = a(U, Vv V),

Ab =V 4 ((V,J€)) = af + a(U,VaV),
0= Vy ((A,JE)) = ba + alU,VyA) +b(V,VyA),
0=Vy ((A,JE) = —af + a(U,VyA) + bV, VyA),
0=Va((A,JE)) = a(U,VaA) + bV, V4A).

2.2.3. Resultados usando conmutadores

Primeiro daremos unha serie de resultados que precisaremos nas nosas operacions. Es-
tes resultados obténiense das relaciéns nas Subsecciéns 2.2.1 e 2.2.2. Poremos un par de
exemplos de como os obtemos, e a continuacién mostraremos o resto de resultados obtidos.
Finalmente nesta secciéon empregaremos as derivadas cruzadas das funciéns a e [ para
obter méis informacion.

Dado que (U, V') = 0, obtemos derivando respecto de U que (VyU, V) + (U, Vi V) =0,
ou equivalentemente que <VUU V) = —(U,VyV), e asi, debido aos resultados da Subsec-

cién 2.2.1, (VyU,V) = =%. Analogamente, como (U, A> = 0, obtemos derivando respecto
a U e usando de novo os resultados da Subseccién 2.2.1, que (VyU, A) = %*gfm Ast:
Vv —3abc 4+ 4A
Vol = Ly A,

a—p3 4(a—p)

Por outro lado obtense da Subseccién 2.2.1 que (8 —a)(V,VyU) + (UB) =
polo tanto (V,VyU) = aU—_Bﬂ Por outra banda tamén temos da Subseccién 2.2.1 que
SA+ (B—a)VyU =0, polo que (A, VyU) = o Asf temos que:

VyU = V+ A.

Operamos de xeito andlogo coas restantes posibilidades, o que nos permite obter as
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seguintes expresions:

Up (a® —2b%) c

U= A— V,
Ry Sy
Va o (5 - Aa)
VUV__O[—/BU+<Q+T—B) A,
Up a c
= - — — [ A
=50 (s ) A
(a* —20%) c alUp
ViV = U— A,
Y =B ble-p)
—3abc + 4Axa a(?’“—bC —Aa)
ViA=—""———U—a+—2—21V,
Y 4a—p) ( b(a—p)
c a c
A=——7——"U+ - —— V,
V=150 + 5 (s )
Up aUp
A=— :
Va a—ﬁU+b(()d—,3)V
Da Subseccion 2.2.2 tense que Ua = b(V,VyU), e como ViU = QVTO%V + %A,
entén b(V, VyU) = bav—_czg, asi xa temos que:
Va
=b :
Ua gy
Analogamente obtemos as restantes posibilidades:
bU B b(a®—2b)c
Va=——, Aa = ———FF— — bp,
a—p 4(a—p)
aVa aUp
b=— b=—
U p:E Vv Pt
a(a®—2b%)c
Ab + ap.
4(a—p)

Pois ben, agora que xa temos os resultados necesarios, vexamos o que obtemos usando
certas relacions entre as derivadas das funcions « e 3, que se obtenien a partir dos corchetes
de Lie dos campos de vectores U, V e A.

B B B (—c+3a2c+4a2—4aﬁ)Aa_ a (Aa)® B
0=(U,V]-UV+VU)a= a7 b(a—7) U(Va)
Ua Up
+(_a—ﬁ_a—ﬁ)va+v<Ua)’
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onde este se obtén da seguiente forma:

([UV]=UV +VU)a= (VoV = VyU - UV +VU)

sabe _ 4 _
= (— Va U+<a+u>/1— UB vy = 4

a—p b(a—p) a—p3  4d(a-p)

UV +VU)a
_ <v§>_<t;a> . (a G (;a—: :;a)) Ao ©2) _(x;cw

+7 (a__ 6)/104 —U(Va)+V (Ua)
_ (_aU_O‘B - OF_%) Va —U(Va)+V (Ua) + a (Aa)

+ 4bj§2ﬁc B)Aa;m<m)2 = 4(060_ 540
()

+ (_aU_O‘B - aU_ﬂﬁ) Va—U({Va)+V (Ua).

Facemos igual co resto de posibilidades, e obtemos as seguintes relacions:

3abc (—c + 3a*c + 4a® — 4af) 3a’*c

0=([U,V]-UV+VU)f= — 16 (0 — ) 4(04—6)Aa
A v ws),
(a*c+ b*c+2a* —2a8) (Va)  a(Aa) (Va)
~Ulda) - 2(a—p) * bla—pB)
0= (4]~ UA+ AV 5 = AR + (520 - A Yo MDDy,

(1+a?—20*) c(Ua) N a(Aa) (UB)
4(a—p) b(a—p)
a(c+4af —45%)

0= (V,A] - VA+ AV)a=A(Va) -

+ (o —5) Va—-V (Aa),
0= (V,Al—vA+AV)g= - U 27(22__;;’2) ‘Us.

Da relaciéon anterior correspondente aos campos V e A, e & curvatura principal f3,

a?—5b%)c
deducimos que (147 4(;:[)52 we _ 0. Se 14 7a®—5b% # 0 xa se terfa que UB = 0. Supoiiamos
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por tanto que 1+ 7a? — 5> = 0 nun aberto de M. Empregando que V3 = 0, calculamos a
seguinte derivada:

v <_ (1+ 7a® — 5b%) c(Uﬁ)) _ (14a (Va) —10b(Vh))cUB (1 + 7a* = 50%) cV (UB)

4(a—p) Ha—p) He=h)
+(L+nz—5bﬁ%g®(V®' (2.1)
4(a—p)

Facendo uso da relacién correspondente ao conmutador dos campos de vectores U e V', e
& curvatura principal 3, sabemos que:

_ 2 2 _ 2
3abc (—c + 3a*c + 4a” — 4af) 3a‘c Ao+ (Up) (Va)'

rm= 6(a— 5 EEICET
E asi, dado que Va = b(ing) e Vb= —%g), a ecuacién (2.1) queda como segue:
(1+ 7a® — 5b%) c(UP) (14ba + 10ab) cUB% (1 + 7a* — 5b*) ¢ (UB) (V)
V(- - _
( 4(a—p) ) 4(a—p)* 4(a—p)°
3abc® (1 4 Ta? — 5b%) (—c + 3a’c + 4a? — 4af3)
- 64 (a — B)?
 3a?¢ (1 + 7a® - 50°) Aa N (1+7a* —5b*) c(UB) (Va)
16 (o — B)? 4(a—B)°
_ 6abcUB*  3abc? (1 + Ta? — 50%) (—c + 3a’c + 4a® — 4af)
CE 64 (a — )’
3a?c® (1 + 7a* — 5b%) A
16(a—p)"

Pero supoiiemos que 1 + 7a? — 5% = 0, polo que :

0.

e +7a® —50*) c(UB)\ _ 6abcUB*
V( 4(a—B) >_(0z—5)2—

E polo tanto:
Up=0.

Polo que agora, se substituimos isto na lista dos resultados dos conmutadores, obtemos



2.2.4 Resultados usando a ecuacién de Gauss 35

que:
V(e = (L3t lom I Aa 0]y (g GO0,
AUa) = - 20 AU 4y (g [ox20l0= Ve _alfa)Ua)
Ava) =Y +Z2<a_ _Qb;; o _ale +4465<éa__£ DVe | v (aa),
o 3abe(c +1 gic + ;)aQ ~4af) | : (zaicﬁ) o,
o3 <a4—(i)£aﬁ+) Bey

Desta tltima se Va # 0 temos que a? — b? = 0, e dicir, a® = b?. Neste caso, a e b son
constantes nun conxunto aberto, polo que Ua = 0, e asi bo(szé) = 0, o que nos leva a dicir

que Va = 0, e isto non é certo porque a suponemos non nula. Polo tanto Va = 0.

Agora temos que, substituindo que Va = 0, os nosos resultados quedan da seguinte

forma:

(-1+3a®) c+4a(a—pB)Aa  a(Aa)’

V({Ua)=-—

4(a - B) b(a—B)’
A(Ua) = —ia(f EU;‘)) + (Az)_(go‘) +U (Aa),
A(Va) = (HZ(;z_b;)C(UO‘) +V (Aa),
Aoy — b((—1+ 3a2)2&+ 4a (o — B))

2.2.4. Resultados usando a ecuacion de Gauss

Primeiro, recordemos algunhas relaciéns xa obtidas que imos empregar neste apartado.
Xa tinamos que UB =0, VS =0 e Va = 0, pero ademais:

_b(Va) _ _b(UP)
Ua—a_B—O, Va_a—ﬁ
vp= VD vy = U0

a—pf

Tamén temos que V(Aa) = 0, xa que derivando a tltima expresiéon da subseccién
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anterior con respecto a V', se ten:

V (Aa) = Vy (b((—1+3a2)c+4a(a—ﬁ)))

4a
= ((Vb((—=1 + 3a*)c + 4a(a — B)) + b(6a(Va)c + 4V ala — )
+da(Va — VB)))da — AVa(b((—1 + 3a%)c + da(a — 8)))) 161a2 — 0

Agora procederemos empregando a ecuaciéon de Gauss:
Rxyzw = Rxyzw — (SY, Z)(SX, W) + (SX, Z)(SY,W).
Por unha parte empregaremos a definicién do tensor de curvatura:
Rxyzw = (VxVyZ = VyVxZ - VixyZ,W),

e por outra parte usaremos a expresién do tensor de curvatura R de M?(c), que vén dado
por:

Rxyzw = (RxyZ,W) = (- (Y, 2)X — (X, 2)Y + (JY, Z)JX

(JX,2)JY = 2(JX,Y)JZ,W).

B~ o

O noso propdsito sera probar que Ua = 0.

Calculemos Ryyay = (VyVyA—VyVyA— Vw1 A, U). Para iso fagdmolo por partes:

_A4c(Ua—-Up) —c (Ua)b—a(Ub) c

~ 16(a—B)° UJrﬁl(oz—ﬁ)vUUJr b? (4(a—6)+ﬁ)v
a (—4c(Ua—UpP) a c
216 e RS 16 RO

a C
3 (4(a—ﬁ) *5) vob,
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ViVyA = Vy (——_TZ i ;?QU - (a L (bg - ;1)0‘)> v)
_ (=3 (Va)bc —3a(Vb)c+4V (Aa)) 4 (o — ﬂ)U
16 (o — B)’
_ (=3abc +4Ac)4 (Va V) (—3abc + 4Axa
16 (o — 3)° 4(a—p)

(Va (3 _ A) +a (w -V (AO‘)>> bla—P)

) VU — (Va)V

b2 (a— B)°
a (U — Aa) (Vb) (@ = ) +b(Vva = Vvh)) .
b (o — B)?

3abc A
_ (Oé_'_ (1(4—04)> vV, V

+ Vv

b(a—p)

L —3abc + 4 A« . a(?’“bc Aa)
R = AL <+ b(a =) )vvv’

a—p b(a— a—f 4(a—p)

(4 a(3“Tbc—Aoz)_ c
‘( T b e p) 4(a—ﬁ)>A'
a(?’“—bc—Aoz) c

V[Uy]A:v( i ) 4(ac_ﬁ)>AA: <a+ b4a_ﬁ) _4(a_ﬂ)>VAA

3abc
U V] = VoV — VU = -2 <a+a(4 6)))A_ VB y_ e 4

Asi:

L)

3abe _
:<a+a(4 do) e )(— U8 4 “Uﬁﬁ)v>:o,

b(a—p) 4(a—pB) a—p b(a—
polo que
Ryvav = (VuVvA = VyVyA - VA, U)

S - ¢ a (32— Aq)
“Tamp i (T ) e (ﬁm) )

RETEr (=) (=5) ( a(b3%b0_5> )> =)

Q
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Por tanto:

Por outro lado: ~ B c
Ryvay = <RUvA, U> = <_Z§7 U> = 0.

E igualando ambas ecuaciéns:

de onde

como queriamos.

A ecuacién de Gauss aplicada a outros campos de vectores calculariase de maneira
andloga, ainda que non nos proporciona informacién a maiores.

Tendo en conta os resultados das Subseccions 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4, obtemos a
Proposicién 2.2.

2.3. Propiedades xeométricas da hipersuperficie

Tras todos estes célculos previos, xa temos as ferramentas necesarias para estudar certas
propiedades xeométricas da hipersuperficie M. O que faremos serda descomponer a nosa
hipersuperficie en subvariedades dunha dimensién inferior e posteriormente unilas dunha
determinada forma ao longo dunha curva que sexa ortogonal a elas en cada punto. Esta
curva sera unha curva integral de A, e as subvariedades venen dadas por unha distribucion
integrable na hipersuperficie. Analicemos as suas propiedades.

2.3.1. Curvas integrais de A

Estudemos como é a curva a través da cal uniremos as subvariedades de M.

Podemos considerar unha curva integral v de A, isto é, ¥(t) = A, para todo ¢ no
intervalo de definicién de ~. Parte da dificultade da proba do noso Teorema Principal
é ver as propiedades desta curva. En canto ao obxectivo desta seccion é probar a seguinte
proposicion.

Proposicién 2.3. Sexa v unha curva integral de A pasando por un punto p € M. Se-
za Qp = exp,(RA, ® RE,), onde exp, denota a aplicacion exponencial Riemanniana de
M?(c) en p. Entén, Q, € unha subvariedade totalmente real (€ dicir, (JTQ,,TQ,) =0) e
totalmente zeodésica de M?(c), ey estd contida en Q,.
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Xa vimos que (JA,£) = 0, e polo tanto que RA, & RE, é un subespazo totalmente
real de T,M?(c). Entén, Q, é unha subvariedade totalmente real e totalmente xeodésica
de M?(c).

O que nos queda por probar é que v esta contida en (),. Para probalo farémolo por
partes.

Recordemos que :

VaA = VaA+ (SA A)E = BE,
Vil = —SA=—BA.

Lema 2.4. Sexa V%) a k-ésima derivada covariante. Entén para cada k > 0, existen
funcions reais con valores reais fi e gp tales que:

<7('Vk)>() Jr (1) Ayy + g1 () &)

Demostracion. Probarémolo por inducion en k.

Para k = 0, simplemente temos que §(t) = A, polo que é suficiente tomar fo =1 e
g0 = 0. 0

Suponamos certo o enunciado para k, é dicir, Vg )f'y = frA + g€, e probémolo para o
caso k + 1:

(v(ﬁkH)W) (t) = Vi (kA + gi8) = fi (1) Ayiry + fi (1) Vi A+ g1, (8) &y + 9n (8) Vi §
=(fr. ) =B (1) gr (1) Ayry + (g5, (¢ )+6<7(t))fk(t))§’y(t)

co que chega con tomar fy (1) = By () gr(t) e gesr (1) = g, (1) + B (v (1)) fi (£).
]

(t)
fi () =

t

Corolario 2.5. Para cada k > 0 temos que:
(4, V4) = 0.

Demostracion. Séguese facilmente usando o lema anterior e que span{A,¢{} é totalmente
real. O]

Tomemos agora o levantamento da nosa curva, 4%, & esfera S°(r) se ¢ > 0 ou ao espazo
de anti de Sitter AdS® se ¢ < 0; recordemos que ¢ = 4¢/r? onde e = 1sec> 0, oue = —1
se ¢ < 0. Consideraremos tal levantamento como un vector no espazo (pseudo-)Euclidiano.

Proposicién 2.6. Sexza D™ a k-ésima derivada covariante en C*. Enton, para cadan > 0,
existen funcidns reats con valores reais any, con 0 <k <n, e f, tales que:

Lt = 3 s (1) (V93) (04 £ ()N, .

onde N,y = y(t) denota o vector normal unitario en v(t)* a S5(r) se ¢ > 0 ou a

AdS5(r) se c < 0.
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Demostracion. Recordemos que (véxase Seccién 1.2):

DyuY? = (VxY)" = §<JX, YViN — §<X, Y)N, (2.2)

onde ¢ = 1, X e Y son campos tanxentes a S®(r) e N é o campo unitario normal a S°(r)
dado por N, = %z se estamos en CP? oue = —1, X e Y son campos tanxentes a AdS®(r)
e N ¢ o campo unitario normal a AdS®(r) dado por N, = Lz se estamos en CH?.

Podemos proceder agora coa proba mediante induciéon en n. O caso n = 0 é trivial. Se

n =1, entén:

onde a;o=0,a13 =1e f; = —%.

DAt = (Vs3)" + gcu%,#)v’ - gN — (V49)" = XN,

Nz
2
Suponiamos certo o enunciado para o caso n, e probémolo para o caso n + 1:

n _ L
D(ﬁﬂ),-yL = Dix <Z Uk <v(ﬁk)7> + an>
k=0

(0 (905)" o0\ 4
= Uy, k; <V'y '7> + an,qu'/L <V,}, '7) + an + an,:/LN.
k=0

Usando (2.2) e o Corolario 2.5, obtemos que:

n L
n+1) . = (k) -
DVt = S, (V94)
k=0

- = I €, Sk - L.
+ ((V(ﬁ%) — (IR VIV - (3, V(f)v)N) + N+ fasdt
k=0
= (ot £l 'L+§n:(’ + ) (V4 "
= | o nr Y £ Qp ke Qn k-1 A Y

=1\ - £ v —_y
k=0
n+1

50\
= Zan+1,k <V¢ ’Y) + [ dV,
k=0

/ 1 /
onde a,i10 = (amO +fn;), Apt1k = (amk +Cln,k—1) para 1 < k < n, Gpy1nr1 = Anp ©

fn—l-

L= (= a3, V) ). s

Grazas a esta proposicién, xa podemos rematar a proba da Proposicién 2.3.
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Demostracién da Proposicion 2.5. Sexa z € H2(r) (onde H2(r) denota S°(r) se e = 1 e
AdS5(r) se e = —1) un punto tal que 7(z) = p, e denotemos por v* & curva en H3(r) tal que
YE(0) =z e %(t) = 4%(t). Pola Proposicién 2.6, todas as derivadas de y* estén contidas
no subespazo afin z + span{A’, & N, } de C*. Se asumimos que ~ é analitica, podemos
concluir que % estd contida neste subespazo afin. Ademais, v deberd estar contida en
T (z + span{Aﬁ, 5, Np}). Esta subvariedade ¢é precisamente @, = exp, (RA, © RE,), como
queriamos demostrar. O

2.3.2. Distribucion integrable

A hipersuperficie M resulta estar foliada por certas superficies. Nesta seccion estudamos
as suas propiedades.

Consideremos a distribuciéon ® xerada polos vectores U e V. Grazas ds nosas contas
veremos que ¢ integrable e que as suas subvariedades integrais desempenaran un importante
papel na proba do noso Teorema Principal.

Proposicién 2.7. A distribucion p — ©, = span{U,, V,} de M ¢ integrable, e as sias
superficies integrais, verifican as sequintes propiedades:

(i) Son chds (de feito U e V son paralelos) e subvariedades totalmente reais de M?(c).

(ii) O seu fibrado normal é chan, de feito: vid = 6L§ = 0, onde V% € a conezidn
normal das follas.

(i1i) Tenen sequnda forma fundamental paralela: VLI = 0.

Demostracion. Sabemos pola Proposicién 2.2

b(c—4a(a—p)) a(c+4(a—p)p)
da (o — ) 4b (o — B)
YV S Ta g WS Ta ™t

Sexa [’ unha subvariedade integral de ®. Temos que

VU = — A+ ag, VyV = —

A+ B,

VoU = ViV =VyU =V V =0,
onde V é a conexioén de Levi-Civita de F. Entén
U, V] =0.

Asi, grazas ao Teorema de Frobenius, xa temos que 2 ¢ integrable.

Probemos agora as propiedades das subvariedades integrais de ©: ~

(i) Sexa F unha subvariedade integral desta distribucién, e denotemos por V a sia
conexién de Levi-Civita. Como ViV = 0 e ViU = 0 temos que U e V son paralelos con
respecto a V.
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Ademais, como [U, V] = 0 temos que existe (E, ) con ¢ = (z1,x2) tal que 8%1 =
e 6%2 =V, polo que F' é localmente isométrica a R™, é dicir, F' é cha como variedade de
Riemann de dimension 2.

(ii) Consideremos v,F' o espazo normal a F' en p € I, que esta xerado por A, e &,.

Denotemos por V* & conexién normal de F' como subvariedade de M?(c). Dado que
Vi€ = —=SU = —alU e Vy€& = =SV = —BV, séguese que ViéE = Vi€ = 0. Por outra
banda, as férmulas para VA e Vi A na Proposicién 2.2 implican que VEA = VA = 0. E
polo tanto, o fibrado normal de F' é chan, e de feito, A e £ son campos de vectores normais
paralelos ao longo de F'.

(iii) Temos que:

(VEID(U.U) = ViII(U.U) = H(VuU,U) = 1(U,VuU) = V§E(VU)" =0,
(VGIN(U, V) = V§HII(U, V) — I(VyU, V) — (U, Vi V) = VH(Vy V)t =0,

(VEIN(V, V) = VEIL(V, V) = II(NGV,V) = I(V,VyV) = VEH(Vy V) = 0.

Anilogo para i‘%ﬂ :
Temos que V+II = 0, polo que a segunda forma fundamental de F' é paralela. [

2.3.3. Foliacion de M

Temos polo tanto que a hipersuperficie real M é foliada ortogonalmente polas subvarie-
dades integrais da distribucién de dimensién dous © = span{U, V'}, e as curvas integrais
do campo de vectores A. Podemos dicir asi algo méis sobre as curvas integrais de A.

A partir de agora utilizaremos o seguinte convenio: a = cos ¢ e b = sen ¢ onde ¢ é unha
funcién diferenciable en M e con valores en (0, 7/2).

Lema 2.8. Sexa v unha curva integral de A. A curva v estd determinada polas condicions
iniciais v(0) = p, ¥(0) = A, e, de feito, v é unha curva de velocidade unitaria en Q, =
exp,(RA, © RE,) con curvatura B respecto a &, onde B € unha funcion determinada pola
sequinte ecuacion diferencial:

c|(1— 3sen?

( 2
4(&—5) ’

o = % (c <2—3sen2$) + 4o <5z—§>)tan¢:>,

, 3c

-y sen 2gz:§.

/

-1l
V]

+

el

Demostracion. Da ecuacion de Gauss, e grazas aos nosos calculos na Proposicién 2.2,
temos que V4 A = B¢, Asf a curvatura de v con respecto da orientacién dada por {4, ¢}
6 K[7](t) = (Viwyy, &) = (Bo7)(t). Séguese tamén da Proposicién 2.2 que as funciéns ¢,
a e (3 son constantes ao longo das follas da distribucién ®. Polo tanto, as ecuaciéns dadas



2.3.3 Foliacién de M 43

na segunda parte de Proposicion 2.2 trasladanse & ecuacién diferencial dada no enunciado
do Lema 2.8. En particular, a curvatura de v vén dada pola funcién B = (Bo~)(t) baixo
a condicién inicial 3 (0) = B(v(0)) = B(p). Como v estd contida en Q,, e @, é unha
variedade de Riemann de dimension 2 completa de curvatura seccional constante pola
Proposicién 2.3, entén v esta determinada pola sia curvatura, un punto inicial, un vector
tanxente inicial e a eleccién dunha orientacion dada neste caso por £. Polo tanto, o Lema 2.8
séguese deste razoamento. ]

Estudemos agora, algunhas propiedades méis de subvariedades integrais da distribucion
integrable ©.

Lema 2.9. Seza p € M, Q, = exp, (RA, ®RE,), e v unha curva integral de A en p.
Enton, @, interseca as subvariedades integrais de ® ao longo de ~y(t) perpendicularmente.

Demostracion. Pola Proposicién 2.3, v esta contida en @,,. Claramente, A, = ¥(t) é tan-
xente a (), ao longo de . Mostremos agora que &, ¢ tanxente a (),. Sexa 1 un campo de
vectores ao longo de v tal que 7, € 1,Q), e que ademais é paralelo con respecto da cone-
xi6n normal V+ de @Q,. Entén, como @, ¢ totalmente xeodésico, a férmula de Weingarten
implica que %n = V#n = 0. Por tanto,

%@,m = (Vs&,m) + (& Vam) = =B, m) = 0,

e como (&(0), y(0)) = 0, e n é arbitrario, temos que &, € tanxente a @, para todo .
Todo isto implica que T @, = span{A,y), &, }- Ademais, por construcién temos que

Qp = Q) para todo t, e en particular, @, é perpendicular as follas de ® ao longo de (t)

como queriamos demostrar. O]

Temos agora as ferramentas precisas para levar a cabo o resultado clave para a proba
do noso Teorema Principal:

Proposicién 2.10. Temos que:
(i) As subvariedades integrais de ® son subvariedades equidistantes de M?(c).

(i) Sexa F unha subvariedade integral da distribucion ©, e sexa Fy unha subvariedade
integral de ® cuxa distancia a F' é un niumero suficientemente pequeno t. Enton, nun
entorno U dun punto de F' existe un campo de vectores normal paralelo n; tal que

Fy = {exp,(m(p)) : p € U}.

Demostracion. Sexa F unha folla da distribucién . Denotaremos por V* & conexién
normal de F. Recordemos que a Proposicién 2.7 dinos que V1 é chd, de feito, {A,¢}
constitiie unha base paralela do fibrado normal vF de F como subvariedade de M?(c).
Sexa p € F e sexa 7, unha curva integral de A ao longo de p con 7(0) = p. Denotamos
por F; a variedade integral de ® pasando por 7,(t). Como A é un campo de vectores
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xeodésico en M debido & Proposicién 2.2, v, é unha xeodésica de velocidade unitaria en
M. Como v, é perpendicular a F' e Fy, dy(F, F;) = L(p|0,4), onde dys denota a distancia
Riemanniana de M, e £(-) é a lonxitude da curva. O punto p é arbitrario, e por iso as
subvariedades integrais de ® son equidistantes en M.

Para un punto p € F, consideremos a xeodésica o, de M?(c) que minimiza a distancia
entre 0,(0) = p e 0,(1) = ,(t). Como Q, = exp, (RA, ® RE,) é totalmente xeodésico, 7,
estd contida en (), (ver Proposicién 2.3), e t é suficientemente pequeno, o, estd contida en
Q)p. Definimos n;(p) = 6,(0) € RA, RE,. Como (), interseca a I e F; ortogonalmete polo
Lema 2.9, tamén o fai o, e asf concluimos que o, é unha xeodésica minimizante de M?(c)
entre esas duas subvariedades.

Agora sexa g € F' outro punto. Polo argumento previo temos que a curva v,, se estd de-
finida para tempo ¢, realiza a distancia en M entre F' e F;. Agora, o fibrado normal de F
en M?(c) é chan respecto da conexién normal V4, e A e € son paralelos. Logo, Q, ¢ obtido
polo transportado paralelo de @), a ¢ ao longo de F. Por outro lado, 4,(0) = A,, e 4,
¢ o transportado paralelo de A, ao longo de F' a g con respecto da conexién normal v+,
mentres que a curvatura de v, ¢ dada pola mesma funcién que a de v, polo Lema 2.8. Hai
asf unha tinica isometria g de M?(c) tal que g(p) = ¢, gup(4,) = Ay, € gup(&,) = &, onde
g« denota a diferencial de g (notar que {A, £} é totalmente real). Entén a xeodésica o, que
minimiza 4 distancia entre ¢ e 7,(t) satisfai que 7,(0) = ¢.,(5,(0)), e como o transportado
paralelo é unha isometria, ¢,(0) é precisamente o transportado paralelo de ¢,(0) a ¢. En
consecuencia, 7; ¢ un campo de vectores normal ao longo de F' onde estea definido, e nés
podemos concluir que F; = {exp,(n:(p)) : p € F'} (polo menos localmente). Isto proba a
nosa proposicion. O

2.4. Proba do teorema principal

Sexa M unha hipersuperficie real de CP?(c) analitica e con dias curvaturas principais
distintas. Asumamos ademais que M é non Hopf en todo punto, o cal significa que a, b # 0
ao longo de M, segundo a nosa notacion. Asumamos tamén a notacion establecida neste
capitulo. Xa vimos que M esta foliada ortogonalmente polas subvariedades integrais dunha
distribucion integrable de dimensién dous, ® = span{U, V'}, e as curvas integrais do campo
de vectores A.

As subvariedades integrais de ® son subvariedades totalmente reais de dimensién 2 chas
con segunda forma fundamental paralela e fibrado normal chan en M?(c). En particular,
son superficies con curvatura media paralela en M?(c). As subvariedades con curvatura
media paralela son un tema activo de estudo no que se traballa hoxe en dia como unha
xeneralizacion das subvariedades minimais; ver [9], por exemplo. Séguese dos traballos
de Ogata [22], Kenmotsu e Zhou [14] e Hirakawa [11], que toda superficie chd de CP?
totalmente real con curvatura media paralela ¢ un aberto dun toro chan en CP?, isto é,
o cociente pola aplicacién de Hopf dun produto adecuado de tres circunferencias en S°.
Mais especificamente, se F' é unha subvariedade integral da distribucién ®, entén, baixo
a congruencia holomorfa en CP2, F é un aberto de m(F), o cociente baixo a aplicacién
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de Hopf de F' = S'(r1) x S'(ry) x S'(rs) € S%(r), con 12 + r2 + r2 = r2, para nimeros
reais non negativos ry, ro, r3 e r. Ademais, a subvariedade F é a 6rbita a través do punto
(r1,72,73) da accién isométrica do grupo H = U(1) x U(1) x U(1) en C3.

Unha accion isométrica nunha variedade de Riemann dise polar se existe unha subvarie-
dade que interseca todas as orbitas da accién ortogonalmente. Esta subvariedade chamase
unha seccién. As acciéns polares nos espazos proxectivos complexos foron clasificadas por
Podestda e Thorbergsson [25]. Eles amosaron que unha accién polar en CP" é o cociente
pola aplicacion de Hopf da representacién de isotropia dun espazo simétrico Hermitiano. A
variedade produto CP! x CP! x CP! é un espazo simétrico Hermitiano cuxa representaciéon
isotropia é equivalente 4 accién de H en C?. Ademais, a accién de H en C? é polar, e o seu
cociente pola aplicacién de Hopf induce unha accién polar en CP2. A seccién desta accién
¢ un plano proxectivo real totalmente xeodésico RP?.

Un feito ben conecido sobre accidns polares é que os campos de vectores equivariantes
son paralelos [1, Corolario 3.2.5]. Mdis precisamente, sexa H - o unha 6rbita principal da
accion de H, e sexa 1, € v,(H - 0). Enton, n, pode ser estendido a un campo de vectores
normal 7 ao longo de H - o como segue: 1y o) = h«1o, h € H. O feito de que H - 0 sexa unha
orbita principal implica que a definicién non depende de h € H. O campo de vectores n
que se obtén chdmase equivariante. Se V+ denota agora 4 conexién normal de H - o, entén
V+n = 0. Asi, é claro que os campos de vectores equivariantes ao longo de H - o0 estdn en
correspondencia un a un cos campos de vectores normais paralelos V+ ao longo de H - o.
Se g € CP?, entén existe unha xeodésica minimizante o dende o ata H - ¢ a cal interseca
a ambas Orbitas H - 0 e H - ¢ ortogonalmente. Podemos asumir que ¢(0) = o, (1) = g,
definir n, = (0), e estender 7, a un campo de vectores normal paralelo  ao longo de H - o.
Usando que 71 é tamén equivariante, é sinxelo obter que

H - q={h(exp,(no)) : h € H} = {expy,(,)(Nn(o)) : h € H} = {exp,(n,) : p € H - 0}.

Temos asi que unha subvariedade integrable F' da distribucién ® é, salvo congruencia
holomorfa, unha parte aberta dunha érbita principal da accién de H en CP2. Dacordo coa
Proposicién 2.10 o resto das subvariedades integrais suficientemente préximas de © son
obtidas localmente como {exp,(n:(p)) : p € U}, onde U é un subconxunto aberto de F' e 1,
¢ un campo de vectores normal paralelo axeitado ao longo de U C F'. Polo tanto, todas as
subvariedades integrais de ® son partes abertas de érbitas principais da accién de H. Se
¢ unha curva integral do campo de vectores A, entén esta claro que nun entorno do punto
o, a hipersuperficie M é obtida como M = H -+, como se establece no Teorema Principal.

Observacion 2.11. Expliquemos por que, na parte de clasificacion do noso Teorema Prin-
cipal, asumimos que a hipersuperficie real M é non Hopf en todo punto. Por un lado, se
fose Hopf (en todo punto), arguméntase de forma similar, mostrando que M deberia ter
curvaturas principais constantes, dando lugar a exemplos ben conecidos. Por outro lado,
debemos considerar o caso para o cal M é Hopf s6 nun subconxunto de M de medida nula.
Nesta situacion, os campos de vectores V e A non estarian ben definidos nos puntos onde
M ¢é Hopf. Non obstante, en calquera caso sabemos que hai un subconxunto aberto e denso
de M c CP? cuxa estrutura esté definida no Teorema Principal.
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Observacion 2.12. Na proba do Teorema Principal referimonos aos artigos [11], [14] e [22]
para xustificar que as subvariedades integrais de ® son abertos de toros chans. A mesma
conclusién séguese do traballo de Dillen, Li, Vrancken e Wang [7], onde as subvariedades
totalmente reais con segunda forma fundamental paralela en CP™ foron clasificadas. O es-
tudo de subvariedades con segunda forma fundamental paralela en espazos simétricos (en
particular, en espazos modelo complexos) foi iniciada por Naitoh nunha serie de artigos
[17], [18], [19] e [20]. En cambio, como se sinala en [7], Naitoh octipase sobre todo da clasi-
ficacion de subvariedades completas irreducibles con segunda forma fundamental paralela,
co que hai pouca informacién sobre a clasificaciéon explicita dos exemplos reducibles e, en
particular, dos exemplos chans.

Observacion 2.13. Ainda que o noso Teorema Principal nos proporciona novos exemplos
de hipersuperficies reais con dias curvaturas principais en CH?, a clasificacién realizouse
s6 para CP? e non para CH?. A razén para isto é que en CH? hai unha certa diversidade de
subvariedades con segunda forma fundamental paralela. Como mencionamos na observa-
cién anterior, a clasificacién proporcionada por Naitoh en [18] non menciona os mergullos
explicitos de subvariedades chés con segunda forma fundamental paralela en CH?. Da-
cordo con Hirakawa, calquera superficie ch4 totalmente real de CH? con curvatura media
paralela ¢ un aberto dun plano, un cilindro ou un toro en CH?. Non obstante, estamos
investigando a posibilidade de que eses exemplos poidan ser obtidos de acciéns polares
sobre CH?, o cal é preciso para xeneralizar a demostracién da nosa clasificacién ao caso
hiperbdlico. Reciprocamente, sabemos que todas as drbitas da accién polar descrita en [3,
Main Theorem (ii)—(d)] son superficies chas totalmente reais con segunda forma fundamen-
tal paralela. Isto apunta a existencia de mais exemplos de hipersuperficies reais con duas
curvaturas principais no plano hiperbélico complexo.
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