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Resumo

O obxectivo deste traballo consiste en describir unha demostracion do teorema do indice
de Atiyah-Singer para operadores de Dirac, obtida mediante o uso de ideas fisicas, como a
expansion asintotica do nicleo de Schwartz da ecuaciéon da calor e o calculo simbolico de
Getzler. Este teorema aplicase a variedades de Riemann compactas sen bordo, orientables,
de dimension par e dotadas de certos fibrados de Clifford. O correspondente operador
de Dirac actta nas suas seccions diferenciables; mais concretamente, aplica o espazo das
seccions pares no das seccions impares, respecto dunha graduacion do fibrado de Clifford.
Este operador ¢é eliptico, e polo tanto Fredholm; é dicir, con ntcleo e contcleo de dimension
finita. Obtense asi un indice analitico definido como a diferencia entre as dimensiéons do
ntcleo e o conicleo. O teorema do indice establece que este indice analitico é igual a
evaluacion de certa clase caracteristica, o /l—xénero, na clase de homoloxia fundamental da
variedade (integral do A-xénero na variedade). Tomando coeficientes arbitrarios, tratase
dun resultado moi xeral que incliie importantes teoremas como os de Gauss-Bonnet, da
signatura e Riemann-Roch, e que ten utilidade tanto en Xeometria e Topoloxia como na
Fisica Tedrica.

Na demostracion aqui desenvolvida intervenen unha ampla variedade de conceptos, co-
mo a curvatura, as clases caracteristicas, as élxebras de Clifford, os operadores de Dirac,
as estruturas spin, os espazos de Sobolev, a descomposicion espectral, a descomposicion de
Hodge, operadores de tipo traza, ntcleos de Schwartz, expansions asintoticas e célculo sim-
bolico. Deste xeito, manéxanse numerosas ferramentas xeométricas, topoloxicas, analiticas
e alxébricas.

Abstract

This work describes a proof for the Atiyah-Singer index theorem related to Dirac opera-
tors, obtained using physical ideas, like the Schwartz kernel’s asymptotic expansion of the
heat equation and the Getzler symbolic calculus. This theorem concerns compact, even-
dimensional, oriented Riemannian manifolds without boundary, and equipped with certain
Clifford bundles. The corresponding Dirac operator acts over its smooth sections; more
precisely, it applies the space of even sections to the space of odd sections, with respect to
a grading of the Clifford bundle. It is an elliptic operator, and thus it is Fredholm; what
means that the kernel and cokernel are finite dimensional. So the analytical index can be
defined as the difference between these two dimensions. The index theorem gives an equa-
lity between this analytical index and the evaluation of a certain characteristic class, the
.zzl—genus7 in the fundamental homology class of the manifold (integral of the fl—genus over
the manifold). Considering arbitrary coefficients, the index theorem is a very general result
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6 Resumo

which includes other important theorems like Gauss-Bonnet, signature and Riemann-Roch
ones, and it is useful in Geometry, Topology and Theoretical Physics.

The proof presented here involves a wide variety of different concepts, like curvatu-
re, characteristic classes, Clifford algebras, Dirac operators, spin structures, Sobolev spa-
ces, spectral decomposition, Hodge decomposition, trace-class operators, Schwartz kernels,
asymptotic expansions and symbolic calculus. Consequently, a lot of geometric, topological,
analytical and algebraic tools are required.



Introducion

O obxectivo principal deste traballo é describir con detalle a denominada demostracion
fisica do teorema do indice de Atiyah-Singer para operadores de Dirac, na cal intervenen
moi diversos conceptos xeométricos, topoloxicos, analiticos e alxébricos. Dito teorema fai
referencia a variedades de Riemann compactas sen bordo, orientables, de dimension par e
dotadas de certos fibrados de Clifford.

O problema do indice para operadores diferenciais elipticos foi plantexado por vez pri-
meira polo matematico Israel Gelfand en 1960. A cuestion consiste en caracterizar o indice
do operador de Dirac asociado a un fibrado de Clifford en termos topoloxicamente inva-
riantes, como son as clases caracteristicas do fibrado tanxente e do fibrado de Clifford. A
primeira demostracion foi obra de Michael Atiyah e Isadore Singer, no ano 1963. Emprega-
ron a informaciéon que do indice aportan as ecuacions en derivadas parciais, para as cales
existen determinadas solucions baixo as hipoteses topoloxicas axeitadas. Ten unha grande
importancia na demostracion orixinal de Atiyah e Singer o uso da topoloxia alxébrica,
xXa que empregaron como ferramentas fundamentais a K-teoria e a teoria do cobordismo.
Mediante estas técnicas lograron reducir o teorema do indice a unha mera comprobacion
sobre certos xeradores. Tratase entén dunha proba esencialmente topoloxica.

Existen moitas demostracions posterires do teorema do indice, pero a que se desenvolve
neste traballo ten un punto de vista fisico, xa que se basea na expansion asintotica do
ntucleo de Schwartz da ecuacion da calor e no calculo simbodlico de Getzler. Nela relacidonase,
a través da formula de McKean-Singer, o indice do operador de Dirac coa supertraza local
de certos coeficientes que aparecen na expansion asintotica do nicleo da calor. Deste xeito,
na proba aqui presentada resulta fundamental o papel xogado pola ecuacion da calor.

Os catro primeiros capitulos do traballo tenen un contido de caracter xeométrico, os
catro seguintes son de corte analitico e os dous tdltimos son aqueles nos que se presentan
os resultados topoldxicos desexados.

No primeiro capitulo incltiense aspectos bésicos de xeometria de Riemann, os cales son
constantemente empregados no resto do traballo. Destacan as nociéns de conexiéon nun
fibrado vectorial (prestando especial atencion & conexion de Levi-Civita), os operadores de
curvatura, a derivada exterior e o operador de Hodge para formas diferenciais.

No segundo capitulo introdtcense as clases caracteristicas, para o cal é preciso manexar
conexions sobre fibrados principais. Xogan un papel importante as formas equivariantes
con respecto a unha representacion do grupo de Lie correspondente. As clases de Chern
obténense ao aplicar series de potencias formais invariantes 4 curvatura dun fibrado vec-
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8 Introducién

torial, e serven para clasificar ditos fibrados. Explicanse tamén as clases de Pontrjagin, os
xéneros de Chern e Pontrjagin e o caracter de Chern.

E no terceiro capitulo onde se expén o concepto de operador de Dirac asociado a
un fibrado de Clifford, facendo uso das alxebras de Clifford. Destacan aqui a férmula de
Weitzenbock e a relacion existente entre os fibrados de Clifford e a curvatura. Ao final
do capitulo preséntanse dous exemplos basicos de operadores de Dirac: o operador de de
Rham e o operador de Dolbeault.

O cuarto capitulo estd adicado as estruturas spin, que se definen sobre variedades de
Riemann a partir de determinados fibrados principais con grupos spin como fibra estandar.
Son de gran relevancia nisto as superalxebras, a forma de volume e as representacions
irreducibles da alxebra de Clifford.

O Capitulo 5 aborda un estudo analitico do operador de Dirac, que é igualmente valido
para os operadores de Dirac xeralizados, e de feito tamén para operadores elipticos con
simbolo principal simétrico. Ao comezo demédstranse un par de desigualdades para normas
de seccions diferenciables do fibrado de Clifford. Posteriormente preséntanse algtins resul-
tados relacionados co grafo do operador de Dirac, co animo de probar un teorema que fai
referencia ao espectro de dito operador. Os conceptos de operador suavizante e de nucleo
de Schwartz que se inclien neste punto son imprescindibles nos capitulos posteriores. Ao
final exponse o calculo funcional definido mediante o espectro do operador de Dirac.

No sexto capitulo preséntase o teorema de Hodge, xunto con algunhas das stias con-
secuencias, entre as que resaltan a dualidade de Poincaré e algtns resultados de caracter
xeométrico relativos & curvatura das métricas existentes sobre certas variedades. O teore-
ma de Hodge permitira, no Capitulo 9, relacionar o indice do operador de de Rham coa
caracteristica de Euler da variedade.

O Capitulo 7 céntrase no estudo da ecuacién da calor, aportando a solucién tunica
da mesma e introducindo o nicleo da calor asociado. O resto do capitulo esta adicado a
construcién dunha expansion asintotica para o nicleo da calor, por ser o punto de vista
dende o cal se aborda a demostracién do teorema do indice descrita neste traballo.

No oitavo capitulo manéxanse os operadores de tipo traza, obtidos como composicién
de dous operadores de Hilbert-Schmidt definidos entre espazos de Hilbert. Preséntanse aqui
algiins resultados relativos a traza deste tipo de operadores. Finalmente incliese a férmula
asintotica de Weyl, que permite estimar a distribuciéon dos autovalores do Laplaciano de
Dirac na semirrecta real positiva. Para isto faise uso do teorema de Karamata, un resultado
de teoria abstracta de Tauber.

E no noveno capitulo onde se introduce o concepto de indice dun operador de Dirac
asociado a un fibrado de Clifford canonicamente graduado. Tamén se fala da supertraza dos
operadores suavizantes e relacidonase o indice coa ecuacion da calor. Asimesmo, arguméntase
o xeito en que o teorema de Gauss-Bonnet aparece como resultado destas consideracions,
aplicadas ao indice do operador de de Rham.

Finalmente, o Capitulo 10 presenta a demostraciéon do teorema do indice de Atiyah-
Singer, empregando as ideas procedentes da Fisica relativas ao simbolo de Getzler. Recollen-
se as nocions basicas sobre simbolos definidos entre alxebras filtradas e alxebras graduadas
que permiten definir o simbolo de Getzler. A clave da demostracion do teorema do indi-



Introducién 9

ce exposta neste traballo é a maneira en que se aplica o simbolo de Getzler 4 expansion
asintotica do nucleo da calor asociado ao operador de Dirac.

O que se inclte en dltimo lugar son un par de apéndices nos que se detallan algtins ob-
xectos e resultados que aparecen repetidamente no corpo do traballo pero que se desvian da
lina do mesmo. O primeiro deles contén os conceptos bésicos relacionados cos fibrados sobre
variedades, como son os fibrados vectoriais, principais e asociados. No segundo apéndice
introdicense os espazos de Sobolev, definidos en primeiro lugar como compleciéns do espa-
zo de funcidns diferenciables sobre o toro n-dimensional e logo xeralizados para secciéons de
fibrados vectoriais sobre variedades compactas arbitrarias, e que son imprescindibles para
facer anélise sobre as variedades de Riemann.






Capitulo 1

Xeometria de Riemann

Sexa M unha variedade diferenciable C* e V' un fibrado vectorial sobre M de rango
k (véxase a Definicion A.11). Denotarase por C>°(V') (ou por I'(V')) ao C*°(M)-modulo
das seccions diferenciables C*° de V. En particular, TM é o fibrado tanxente de M e
X(M)=C>®(TM) o C°(M)-modulo formado polos campos de vectores C* sobre M.

Definicién 1.1. Unha conexiéon en V' é unha aplicacion R-linear
V:iXM)®C®WV)— C™®(V)

que asigna a cada campo de vectores X e a cada seccion s de V unha nova seccion Vs
de V, de xeito que para calquera f € C°°(M) se verifican as propiedades:

(i) Vixs = fVxs;

A condiciéon (i) da definicién anterior podese expresar tamén dicindo que, dada unha
seccion s de V, a aplicacion X +— Vs é un homomorfismo de moédulos sobre o anel
C>°(M), pois V ¢é linear en X(M). Desto dedtcese que (Vxs), s6 depende de X, para
todo p € M, asi como dos valores que toma a seccién s nunha vecinanza de p. Polo tanto,
podese considerar V como unha aplicacion de C*(V) en QY(V) := C*(T*M @ V) (o
espazo das formas de grao 1 con valores en V). A condiciéon (ii) é unha variante da regra
de Leibniz que pon de manifesto que V non ¢ homomorfismo de fibrados vectoriais (ver
Definicion A.12) senén un operador diferencial de grao 1.

Por outra parte, se V' esta expresado en coordenadas locais as siias seccidons poddense
identificar con funciéns de M con valores en RF, e un exemplo de conexién no fibrado
trivial (ver Exemplo A.9) R* ¢ V : X(M) ® C>*(M;R*) — C®(M;R*), onde Vxs =
X s. Polo tanto, sempre existen conexiéons localmente. Ademais, para aquelas variedades
diferenciables que sexan paracompactas sempre é posible definir unha conexiéon global a
partir de conexions locais empregando unha particion da unidade.

Observacion 1.2. Para dias conexions, V e V', como (Vxs— V' s), depende s6 dos valores
de X e s en cada p € M, V — V' tratase dunha 1-forma con valores en End(V). Isto
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12 1 Xeometria de Riemann

quere dicir que o espazo das conexions en V' é un espazo afin sobre o espazo vectorial
QY(M,End(V)). Asi, respecto dunha trivializacion local de V' sobre un aberto coordenado
de M con coordenadas z', ..., 2", para calquera conexién V tense que

Vi =0;+ T,

onde I'; é unha seccion diferenciable de End(V), e V,; = Vj,. As funciéns I'; determinan a
conexion completamente e dependen do sistema coordenado local escollido para M.

Observacion 1.3. Unha definicién alternativa das conexions parte da idea de transporte
paralelo. Sexa v unha curva diferenciable sobre M. Podese establecer a ecuaciéon Vs = 0,
que se trata dunha ecuacion diferencial ordinaria de primeira orde no conxunto de secciéns
de V', ao longo de 7. Polo tanto, dado un valor inicial s(0), existe unha tnica solucion s de
tal ecuacion. Dise entén que a seccion s é paralela ao longo de v ou que s foi obtida a partir
do valor inicial s(0) mediante transporte paralelo. Desta maneira a conexion determina a
nociéon de transporte paralelo e, reciprocamente, o transporte paralelo tamén determina a
conexion V.

Definicion 1.4. O operador curvatura K dunha conexiéon V definense como segue. Se X
e Y son campos de vectores sobre M e s unha seccion de V', entéon

K(X, Y)S = VXVYS — VYVXS — V[X7y}8,
onde [, | denota o corchete de Lie en X(M).

A curvatura K(X,Y)s nun punto p € M depende unicamente dos valores de X, Y e s
en p. Como consecuencia deste feito tense que K esta inducida por un homomorfismo de
fibrados vectoriais TM ® T'M — End(V). Considerarase entén a K como unha 2-forma
sobre M con valores en End(V). En coordenadas locais x* expresarémola do xeito

i<j

Por outra parte, as conexiéns do fibrado tanxente tefien un interés particular. Supona-
mos que M é unha variedade de dimensién n. En tal caso, empregando coordenadas locais
2! e a correspondente referencia local 9;, os n endomorfismos I'; de TM que aparecen na
Observaciéon 1.2 poden ser expresados como matrices n X n. Desta maneira, definense os
simbolos de Christoffel como*

Vi0; =TL0k.

A partir desta expresion e das condicions (i) e (ii) da Definiciéon 1.1, dados dous campos
de vectores, X = X0, e Y = Y'0;, tense que

VxY = X'Y70j,

'De aqui en diante, ao igual que nas expreseiéns anteriores, serd empregada a chamada notacién de
Einstein para indicar os sumatorios. Deste xeito, entenderase que se estd a sumar con respecto a aqueles
indices que aparezan & vez coma subindices e coma superindices nunha mesma expresion.
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sendo ' ' ‘
Y =0y + T,V

Consecuentemente, os Ffj, chamados simbolos de Christoffel, determinan a conexion com-

pletamente en cada aberto coordenado. Polo tanto, unha conexién sobre o fibrado tan-
xente de M vén dada localmente mediante as n® funciéns Ff] Notese que os simbolos de
Christoffel dependen tanto do sistema coordenado local escollido para M como da expresion
local de T'M tomada. Os simbolos de Christoffel definense de xeito similar para un fibrado
vectorial V' arbitrario, caso no que tamén dependen da referencia local de V' escollida.

Observacion 1.5. Nas consideracions anteriores tomouse a referencia local {0;} do espazo
tanxente inducida polas coordenadas locais z*, pero o razoamento ¢é igualmente vélido para
calquera referencia local.

Definiciéon 1.6. O operador torsion T dunha conexiéon V no fibrado tanxente de M defi-
nense mediante

T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y].

Definicién 1.7. Unha conexion V en T'M dise que é simétrica (ou libre de torsion) se a
stia torsion é nula; é dicir, VxY — Vy X = [X| Y], para todo par de campos de vectores X
eY.

Observacion 1.8. Esta definicion é equivalente a que os simbolos de Christoffel verifiquen
a condiciéon de que Ffj =T ;?i, en calquera sistema de coordenadas.

Suponerase de aqui en diante que M é unha variedade de Riemann cuia métrica g €
C®°(T*M ® T*M) no fibrado tanxente T'M denotarase ocasionalmente por ( , ). Para

coordenadas locais x', ..., ", usarase a notacion g;; = (9;,9;) e (¢°°) = (gi;) "

Definicion 1.9. Considerando que as funciéons son tensores de tipo (0,0) e os vectores
tanxentes tensores de tipo (1, 0), cada conexion V en T'M exténdese a unha tnica conexion
no fibrado tensorial de cada tipo dado, determinada polas propiedades seguintes:

(i) Vxf = X[, para toda f € C*(M);
(ii) Vx(A® B) = (VxA) ® B+ A® (VxB), para todo par A e B de tensores;

(iii) V é compatible coas contraccions

C:QRQTMeQQTM— QT M, CYoA)(Z)=AY @ 2),

! k k—1
Y=Yi0-0Y, Z=20®Z k2l

no sentido seguinte:

VxCY ®A)=C(VxY ® A)+C(Y ® VxA),
para todo X € X(M) e A e C*(Q,T*M).
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Observacion 1.10. Na definiciéon anterior, chega con considerar o caso k = [ = 1 na propie-
dade (iii) para determinar a extension de V. Nese caso, a contraccion é o producto interior
usual de 1-formas por campos de vectores. A condicién de compatibilidade con C' significa
que C é paralelo, pensado como seccion de @), 7"M @ @, TM @ Q,_,T*M.

Definiciéon 1.11. Dise que unha conexion V é compatible coa métrica g de M, ou simple-
mente que V é métrica, se g é paralela (Vg = 0); é dicir, para calquera terna de campos
de vectores X, Y] e Y5, se cumpre que

Proposicion 1.12 (Véxase [4, Capitulo 2, Corolario 3.3|). Seza (M, g) unha variedade de
Riemann e V unha conexion en TM. As sequintes afirmacions son equivalentes:

(i) V é compatible coa métrica g;

(#) O transporte paralelo ao longo de calquera curva é unha isometria.

Teorema 1.13 (Levi-Civita). Unha variedade de Riemann posie unha tinica conexion
métrica simétrica.

Demostracion. Traballarase en coordenadas locais. A condicion de compatibilidade da mé-
trica implica que
0i9ix = I'f;9ak + UikGaj-

Permutando os indices tense
0i9ki = Uk Gai + T5i9ar € Okgij = UkiGas + Uk;Gai-
Sumando e restando estas tres expresions entre si e empregando o feito de que a métrica é
simétrica obtense
2 I%;9ak = 0igji. + 0j9ik — Ok i,
e polo tanto

a 1 a
I5 = 59" (Oigj + Os9i — Ohgig)- O

A conexiéon dada polo teorema anterior chamase conexion de Levi-Civita. A partir de
agora, as variedades de Riemann consideraranse sempre xunto coa sta conexion de Levi-
Civita. Posto que a métrica determina a conexiéon de Levi-Civita, tamén determina a sia
curvatura.

Observacion 1.14. Pola Definicion 1.9-(iii), sucede que
(Vida?)(0y) = 0i(da? (0y)) — da’ (V;0,) = —T% da? (9,) = —T%,,
e, polo tanto, ' '
Vidx' = —T, dx”.
Ademais, empregando esta expresion e usando que a conexion de Levi-Civita é compatible
coa métrica, dedicese que

0;g°% = 0;(da?, da*) = (V;da?, da®) + (da?, V; da*) = —T7 g®* — T g7°.

K1



1 Xeometria de Riemann 15

Definicion 1.15. O operador curvatura da conexiéon de Levi-Civita dunha variedade de
Riemann chamase operador curvatura de Riemann, o cal se denota por R. Relativamente
a unha referencia local e; do fibrado tanxente escribirase

R(ej, ex)e E Rl]kei.

Se e; ¢ unha referencia local correspondente as coordenadas locais %, a partir da defi-
nicién de operador curvatura, resulta que

lik = 8 ; 890 +F im — Uil

Tamén é frecuente traballar coa versiéon da curvatura de Riemann definida por
Rz’ljk = (R(€j7 €k)€l, 67;)-

Proposicion 1.16 (Véxase [4, Capitulo 4, Proposicions 2.5]). O operador curvatura de
Riemann posie as sequintes simetrias:

(1) R(X, Y)Z + R(}/’ X)Z - O (l e. lek + le,] 0),

(i) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0 (i.e. R+ Ry + Ry, = 0), chamada primeira
tdentidade de Bianchi;

(iv) (R(X,Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y) (ie. Ruju = Rjua)-

Definicion 1.17. O tensor de curvatura de Ricci é a forma bilinear Ric en T'M definida
por
Ric(Y,Z) = tr[X — R(X,Y)Z].

En componentes, Ricy, = R’;,. A propiedade (iv) anterior evidencia que o tensor curvatura

de Ricci é simétrico.

aib*

Definicién 1.18. Definese a curvatura escalar como k = ¢ Ricy, a traza do tensor
curvatura de Ricci. No caso de que se empregue unha referencia local ortonormal sucede

que K = Zi’a Rigia-

Definicion 1.19. Unha curva v sobre unha variedade de Riemann M é unha zeodésica
se cumpre que V:y = 0, é dicir, se % é paralelo ao longo de v (tamén se di que ¥ é
autoparalela).

Posto que a ecuacion que determina unha xeodésica é unha ecuacion diferencial de
orde 2, dadas unhas condicions iniciais 7(0) e #(0), existe unha tunica solucién definida
nun intervalo (—¢,¢) C R. Isto quere dicir que existe unha tnica xeodésica de M que
pasa por cada punto en cada direccion. Ademais, se t — () é unha solucion, tamén
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o serd t — v(ct), para toda constante c. Polo tanto, dado un punto p € M, nalgunha
vecinanza aberta estrelada U da orixe en T),M, ten sentido definir a aplicacion exponencial
exp, : U C T,M — M por exp,(v) = 7,(1), para todo v € U, sendo 7, a tnica xeodésica
de M tal que 7,(0) = p e 4,(0) = v. A aplicaciéon exponecial tratase dun difeomorfismo
entre vecinanzas do cero en T,M e de p en M. De feito, escollida unha base ortonormal
de T,M, tense un sistema coordenado nunha vecinanza de p chamado sistema coordenado
xeodésico ou normal.

Proposicion 1.20. Na orize dun sistema coordenado xeodésico todolos simbolos de Chris-
toffel se anulan.

Demostracion. Hai que comprobar que V;0; = 0 na orixe, para todo ¢ e j. Como V,0; =
V;0; debido 4 simetria da conexion, bastard ver que VxX = 0 na orixe para todo campo
de vectores X = X79;, sendo X’ funcions constantes. Nun sistema coordenado xeodésico
as rectas que pasan pola orixe de T),M son xeodésicas con velocidade unitaria. Entén X
é tanxente & xeodésica que pasa pola orixe na direcciéon de X, e ten lonxitude constante.
Logo debe verificar a ecuacion Vx X = 0. O]

Definicion 1.21. Sexa 7 : [0,1] — M unha curva na variedade de Riemann M. Definese
a sta lonzitude como

1
Lo)= [ b
0
sendo |/ (8)] = (7' (), ~(t))2. Asi, definese a distancia entre dous puntos p e ¢ de M como

d(p,q) = mf{ L(y) | v(0) = p, 7(1) = q}.

Proposicion 1.22 (Véxase [4, Capitulo 7, Proposicions 2.5 e 2.6]). A aplicacion d : M X
M — R € unha distancia en M que induce a propia topolozia de M.

Teorema 1.23 (Hopf-Rinow. Véxase [4, Capitulo 7, Teorema 2.8|). M é un espazo métrico
completo se e so se o dominio de toda zeodésica de M pode ser extendido a R.

O fibrado exterior de M, N\™ T*M, é o fibrado vectorial sobre M cuia fibra sobre cada
punto p é o producto exterior A" Ty M, cuios elementos se identifican coas aplicacions
m-lineais e antisimétricas o : (T,M)™ — R.

Definicion 1.24. Unha forma diferencial de grao k sobre M é unha secciéon diferenciable
C* de N T*M. Denédtase Q™(M) = C(N\" T*M). Podese identificar cada o € Q™(M)
cun tensor antisimétrico A de tipo (0, m) mediante

. . 1 ) .
o= Z Ay, Az N Ndat™ = ) Z Ay dz™ A - Ada'™,

1< <bm 81 yeeesbm

usando coordenadas locais.
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Observacion 1.25. As formas diferenciais tamén poden tomar valores noutro espazo vec-
torial F' distinto de R ou nun fibrado vectorial F' sobre M, e en tal caso escribese a €
Q"(M; F).

Toda aplicacion C* f : M — N induce unha aplicacion f* : Q™(N) — Q™(M)
definida, para cada p € M, mediante

(f*Oé)p(Xl, ,Xm) = Oéf(p)(f*Xl, ’f*Xm)

Se o é unha forma diferenciable de grao m con tensor antisimétrico asociado A, para
os vectores X, ..., X,, definese

Oé(Xl, ,Xm) = A(Xl X R Xm)
En particular, para m = 2, tense localmente

Un exemplo disto é a expresion do operador curvatura K anteriormente mencionado. En
particular, a curvatura de Riemann pode ser entendida localmente coma unha matriz for-
mada polas formas R; de grao 2 dadas por

Ry =Y Raj da’ Adz.

j<k
Notacion 1.26. O simbolo de Kronecker zeralizado vén dado por:

J1 J1
TR i

g

i1...0m . . .

Jm Jm

gim i

Este simbolo vale 1 se os indices j son todos distintos e forman unha permutacion de
signatura par dos indices 7; vale —1 se os indices j son todos distintos e forman unha
permutacion de signatura impar dos indices i; e vale 0 se os indices 7 e 7 non forman

o mesmo conxunto de m elementos. O simbolo de Kronecker xeralizado emprégase para
expresar o produto exterior de formas diferenciais.

Dadas duas formas diferenciais, o € QP(M) e 5 € Q4(M), cuios tensores antisimétri-
cos correspondentes son A e B, respectivamente, exprésase o seu produto exterior o A
mediante o tensor antisimétrico C' dado por

_ E 1.--tpJ1---Jq . . . .
C(kl---karq - p'ql 5k1...kp+q Aﬂa---ﬂp B]lv--w]k'

il?'-'7iP7jl7"'7jq
A derivada exterior da € QP (M) correspondese co tensor antisimétrico D, sendo

T
ki..kpt1 = p! ky..kpi1 ori

11,eenslp
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Definicion 1.27. Sexa M unha variedade de Riemann orientada de dimensién n. Sexan

zt, ..., 2™ coordenadas locais orientadas e g = det(g;;). Definese a forma de volume vol €

Q" (M) como
vol = \/del A A dx"”.

Tal expresion de vol é independente das coordenadas locais, polo que define unha forma
sobre M de xeito global.

Por outra banda, podese definir un produto interior no espazo Q¥(M) das formas dife-
renciables sobre M. Dadas a, 8 € QF(M) correspondentes aos tensores antisimétricos A e
B, establécese

1 . .
(Oz,ﬁ) =7 Z gt .. gt Ai17---7ik th---Jk'

U1 yeeny bk J 10Tk

En particular, tense que (dz*,dz?) = g¥ e (vol,vol) = 1.

Definicién 1.28. Sexa a € QF(M). Definese «a coma a tnica forma diferenciable de grao
n — k tal que para calquera 3 € QF(M) verifica

(o, B) vol = B A xav.

A operacion % asf definida ¢ linear e cumpre que * x a = (—1)***q. Entén * : Q¥(M) —
Q"=*(M) & un isomorfismo linear, chamado operador de Hodge.

Definicién 1.29. Dada o € Q¥(M), definese a forma dfa € QF~1(M) mediante
dia = (=1)" " v d % a.
Tense que (d")? = 0.

Podese establecer un produto escalar no espazo QF(M) das formas diferenciables de
grao k sobre M con soporte compacto, do seguinte xeito:

<oz,5):/M(a,ﬂ)vol:/MB/\*a:/Ma/\*ﬁ.

Dito produto escalar induce unha norma en QF(M) dada por

=

e = (o, ) :/ a A *a.
M

Asi, QF(M) pode ser completado a un espazo de Hilbert, que sera formado polas formas
medibles con norma finita.

Obsérvese que QF(M) = QF(M) se M é compacta. Cando as formas non tefien soporte
compacto, a expresion do producto escalar segue sendo valida sempre que a integral estea
ben definida. Por exemplo, basta que unha das duas formas tena soporte compacto, e tamén
¢é valida para as formas no correspondente espazo de Hilbert.
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Proposicion 1.30. Sexan « e B formas diferenciais sobre unha variedade de Riemann
orientada de graos k e k — 1, respectivamente. Se algunha delas ten soporte compacto
cumprese que

(a, dB) = (d'a, B).

Demostracion. Polo teorema de Stokes, dado que OM = &,

O:/J\4d(6/\*a):/Md5/\*a+ — /BAd*a
= (o, df) + (- 1)k 1+(n—k+1)n+(n— k+1)/ B A d(xa)

= (a,dB) — (d'a, ). O

O contido da Proposicion 1.30 adéitase expresar decindo que df é o simétrico da derivada
exterior d.

Definicién 1.31. O Laplaciano é o operador A = dd" + d'd = (d + d')>.

Exemplo 1.32. Sexa a = > | A;dz’ unha forma diferenciable de grao 1. Enton d'a é
unha funciéon que se chama diverzencia de a. A partir do teorema de Stokes dediicese que
f Y dfavol = 0, o cal se coiiece como teorema da diverxencia. Unha expresion explicita de
d'o = —xd*a obtense da maneira seguinte. E doado comprobar a partir da Definicion 1.28
que .
* = z:(—l)jJrl A; g \fgdxt A Ndai A A dat,
2¥)
de onde

*Q) = Zaj(Ai g7\/g) dxt A - A da".
,J

Como « ¢ unha 1-forma, d'a sera unha funcién. Empregando a Definicions 1.28 e 1.29 e
facendo 8 = dz! A --- A dx™, tense que

(d'a) B =B ANda=(dla, ) vol = (—d(xa), 3) vol
— =3 g OV vol =~ Y (Z 0)(A g”‘@) 5

4,3
e, consecuentemente,

1 .
d'a=——Y 0;(4; 97 \/9). (1.1)
\/g ; J \/_
Aplicando a regra de Leibniz na anterior expresion obtense

dio = — Z (97 0;A; + A;0;97 + A; g7 0;1og \/9) -

1]
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Segundo a Observacion 1.14 tense a expresion
>0 =~ S0+ )
7]

Para calcular 0;log /g hai que derivar o determinante g. Notese que, segundo o método
de calculo da inversa dunha matriz por adxuntos, g?°g é o cofactor de g,. Polo tanto,

059 = 9"90iga,

a,b

de onde, empregando a férmula para os simbolos de Christoffel dada no Teorema 1.13,
séguese que

0;log /g = 5059 = 5 Zg 8Jgab—ZF

Finalmente, xuntando as distintas expresions obtidas e tendo en conta a simetria dos
simbolos de Christoffel (véxase a Observacion 1.8), concliese que

Z 97 0 A+ Ai (¢TI, + gVT%, — gTS,)

i,J,a
:_ZgwaA +) AigTi,. (12)

%,7,a



Capitulo 2

Clases caracteristicas

2.1. Conexioéns en fibrados principais

Considérese un G-fibrado principal E sobre unha variedade M con proxeccion canénica
7 (véxase a Definicion A.17). Cada elemento u da édlxebra de Lie g de G ten asociado
un campo vectorial G-invariante X,, € X(F). Ademais xeran un subfibrado VE de TFE,
chamado fibrado dos vectores tanxentes wverticais, que coincide co nicleo da aplicacion
m* : TE — TM, polo que cada fibra de V E' se identifica canénicamente con g.

Definiciéon 2.1. Unha forma diferencial o € QP(F) dise que é horizontal se para toda colec-
cion de vectores Xy, ..., X, que contena algin vector vertical verificase que a(X7, ..., X,) =
0.

Dada unha forma g € QP(M) é evidente que 7* € QP(FE) é unha forma horizontal
e invariante. De feito, 7* establece unha bixeccion entre as formas diferenciais de M e as
formas horizontais e invariantes de F.

Para xeralizar o concepto de formas invariantes procederase da forma seguinte. Sexa
(F, p) unha representaciéon de G. E doado comprobar que o espazo de funciéns da forma
f + E — F ten unha acciéon de G definida para cada f e cada g € G mediante

(g- f)e) = plg)f(eg),

para todo e € E. Asi, unha funcién f dirase que é p-equivariante cando sexa invariante
para esta accion, o cal ¢ equivalente a que p(g~')f(e) = f(eg), para todo e € E e todo
g € G. Dun xeito similar pédense definir as formas diferenciais p-equivariantes de E con
valores en F. Unha 1-forma o : TE — F dise que é p-equivariante se! p(¢g~ ) a(€) = a(&yg),
para todo £ € TE e todo g € GG. A xeralizacion a formas de grao superior é inmediata.
Asimesmo, dirase que unha funcién ou forma é G-equivariante cando sexa p-equivariante
para algunha representacion p de G.

No seguinte lema emprégase o concepto de fibrado vectorial asociado, o cal se introduce
no Exemplo A.19.

!Se para cada g € G denotamos 14 : e € E — eg € E, tense que a accion de G en E induce unha accion
de G en TE mediante £g = ()&, para todo £ € TE.

21
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Lema 2.2. Hai unha correspondencia bizectiva entre funcions p-equivariantes de E en
F e seccions do fibrado vectorial asociado E X, F'. De forma semellante, existe unha co-
rrespondencia bizectiva entre formas horizontais e p-equivariantes de Q™(E; F') e formas
diferenciais sobre M con valores en E <, F'.

Demostracion. A cada funcién p-equivariante f : E — F asociaselle a seccion f : M —
E x, F que asigna a cada p € M o vector [(e, f(e))], sendo e € E,. Posto que h € G
hg € G é un difeomorfismo para todo g € G, dados e, e’ € E, existira un g € G tal que
e/ = eg, de onde

(e, f(e))g = (eg, plg™") f(e)) = (¢, f(€)),

seguindose que [(e, f(e))] = [(¢', f(€'))]. Logo a aplicacién esta ben definida.
Suponiamos agora que f; = fo. Enton para todo p € M tense [(e, fi(e))] = [(e, f2(e))],
con e € I, . Razoando dun xeito similar ao anterior, tense que existe un g € G tal que

(e, f2(€)) = (e, file))g = (eg, plg™") fi(e)),

polo que g ¢ o elemento neutro e fi(e) = fa(e). Como e € E, & arbitrario sucede que
f1 = f2 e a correspondencia é inxectiva.

Por dltimo, comprobarase a sobrexectividade. Considérese unha seccion p € M
[(ep, fp)] € E %, F, con e, € E,. Tomese a funcion f(e;) = p(g~"')fp, sendo g € G tal
que eZ’D = €,g, con e; € E,. E obvio que f é p-equivariante e que f coincide coa seccion
inicial. [

Por outra banda, considerando o subfibrado vertical ker(m, : TE — T'M) = V E, podese
construir a sucesiéon exacta corta de fibrados vectoriais sobre F,

0 — VE — TE — 7'TM — 0, (2.1)

onde o primeiro homomorfismo esta definido pola inclusion, e o segundo esta inducido por
e T'E — TM.

Definiciéon 2.3. Unha conexion no fibrado principal E consiste nunha escision G-equiva-
riante da sucesion exacta corta (2.1).

Debido s propiedades das sucesions exactas cortas, unha conexién en E pode vir dada
mediante un homomorfismo equivariante 7*T'M — TFE seccion de TE — 7*T M, ou un
homomorfismo equivariante T'F — V' E retraccion de VE — TFE. Equivalentemente, que-
dara determinada por unha elecciéon G-equivariante dun subfibrado HE complementario
a VE, édicir, tal que TE = VE & HE. O subfibrado HFE recibe o nome de fibrado dos
vectores tanxzentes horizontais, ou simplemente fibrado horizontal.

Considérese o caso en que E é o fibrado principal de referencias para un fibrado vectorial
V' (ver Exemplo A.19). Segundo a Observacion 1.3, unha conexion en V' vén determinada
polo seu transporte paralelo, o cal pode ser pensado coma un xeito G-equivariante de
levantar caminos de M a FE. Diferenciando obtense unha maneira de levantar vectores
tanxentes a M a vectores tanxentes a F, é dicir, obtense un homomorfismo 7*T'M — TE
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seccion de TE — 7*T'M. Dunha forma semellante, unha conexién nun fibrado vectorial
euclidiano ou hermitiano que sexa compatible coa métrica determina unha conexién no
fibrado principal de bases ortonormais.

Tomarase agora unha conexiéon no fibrado principal F, e considérese a correspondente
proxeccion TE — V E (retraccion de VE — TFE). Posto que as fibras de V' E se identifican
canonicamente coa alxebra de Lie g de G, pddese pensar dita proxecciéon coma unha 1-forma
en F con valores en g, a cal recibird o nome de forma de conexion.

Proposicion 2.4 (Véxase |11, Capitulo II, Proposicion 1.1]). Unha 1-forma w en E con
valores en g € unha forma de conexion se e so se verifica as condicions sequintes:

(i) w € Ad-equivariante: w(£g) = Ad(g " )w(€) para todo & € TE, sendo Ad : G —
Aut(g) a representacion adrunta® de G en g; e,

(ii) dado u € g, cumprese que w(X,) = u; en particular, w € unha proxeccion.

Por 1ltimo, asociada & descomposicion TE = V E @& HFE, existe unha proxeccion P, do
espazo de formas diferenciables en E no subespazo de formas horizontais. Sucede que HF,
a 1-forma w e a proxeccion P,, se determinan mutuamente debido a que todas dan lugar a
unha escision G-equivariante de (2.1).

Verificase que para cada camino v : [0,1] — M e cada punto e € E, ), existe un tnico
caminio 7 : [0,1] — F comezando en e, cumprindo m o5 = « e tal que 7'(t) é un vector
horizontal para todo ¢ € [0, 1] (véxase [11, Capitulo II, Proposiciéon 3.1]).

Definicion 2.5. Dise que 7 ¢ o levantamento horizontal do camino . Sexa W = E x, F
un fibrado vectorial asociado, e sexa un vector wy € W, fixo, con representante (e, f).
Definese o transporte paralelo de wy ao longo de v coma o vector wy € W) representado

por (¥(1), f).

Empregando a p-equivarianza pédese comprobar que w; ¢ independente do represen-
tante de wy escollido, debido a que os levantamentos de = correspondentes a distintos
representantes de wy determinan o mesmo isomorfismo entre W, g e W, ), porque os seus
vectores tanxentes son horizontais e tenen a mesma proxeccion +/(t), para todo ¢ € [0, 1].
Esta nociéon de transprote paralelo serve para definir unha conexién no fribrado vectorial

w.

Definicién 2.6. Sexan p € M, un X € T,M e w unha secciéon de W. Considérese unha
curva 7 tal que v(0) = p e ¥/(0) = X, e o isomorfismo 6; : W, — W, (o) inducido polo
transporte paralelo. Definese entén

d
VXw = Egt (wv(t))

t=0

Proposicion 2.7. Verificanse as sequintes afirmacions:

%Ver |9, Seccion 1.10).
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(i) A expresion de V xw € independente da curva -y escollida, e define unha conexion en
W.

(ii) Se se identifican as seccions de W coas funcions p-equivariantes de E en F sequndo
indica o Lema 2.2, tense que Vx se corresponde coa derivada direccional ao longo
do levantamento horizontal X de X.

(iii) Equivalentemente, o operador V : Q°(W) — QW) correspondese coa aplicacion
que a cada funcion p-equivariante f sobre E con valores en F' lle asigna a 1-forma
horizontal e p-equivariante P,df .

Demostracion. Bastara con probar (ii). En efecto, se Vx é a derivada direccional ao longo
de X, a formula da definicion anterior s6 depende do vector X, e é sinxelo comprobar que
determina unha conexién en W. Ademais, a partir das consideracions anteriores sobre P,
(iii) & un enunciado equivalente a (ii).

Para probar (ii) tomarase unha funciéon f que se corresponda coa seccion w = [(e, f(e))].
Se 7 é o levantamento horizontal de v comenzando én e, cimprese

Or(wyy) = 0:(7(1), fF(7(2)) = (e, fF(7(2))),
de onde

d _ _
Viw= o) = (edF0) = (X)) O
t=0
O operador P,d, que toma a parte horizontal da derivada exterior dunha forma dife-
rencial sobre E con valores en F, recibe o nome de derivada exterior covariante en E.
A afirmacion (iii) anterior indicanos que se corresponde coa derivada covariante V das
seccions do fibrado vectorial asociado.

Proposicion 2.8. Sexa o € QP(E; F) p-equivariante horizontal. Verificase que
P,da = da + p.w A a.

Demostracion. Obsérvese que p, : g — gl(F') = End(F) é o isomorfismo de alxebras de
Lie inducido polo homomorfismo de grupos de Lie p, de maneira que p,w é unha 1-forma
en F con valores en End(F'). O produto exterior

QN E;End(F)) @ QP(E; F) — QPTY(E; F)

obtense ao empregar o homomorfismo evaluacion End(F) ® F' — F.
Nesta demostracion farase uso da formula de Cartan para a derivada exterior (véxase
[11, Capitulo I, Proposicion 3.11]), que vén dada por

p
do(Xo, .., X)) = ) (=1)'X; a(Xo, ..., Xy, o0, X))
1=0
(D (X X, X X X,

1<J
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onde X; € X(F) e o sombreiro indica que o termo en cuestion é omitido.

Bastara ver que os dous membros da expresion do enunciado dan o mesmo ao lles aplicar
a (p+1)-tupla de campos de vectores Xy, ..., X,. Debido a4 multilinearidade e alternidade, e
& descomposicion TE = VE® HFE, pédese suponer que para algin 0 < r < p os r primeiros
son campos inducidos por elementos de g (e, polo tanto, verticais e G-invariantes) e que os
restantes son horizontais e G-invariantes. Ténense os 3 casos seguintes.

Se r = 0 todos os campos son horizontais, polo que se anula p,w A o ao se anular w.
Ademais neste caso P, da = da e tense a igualdade.

Se r > 2 tanto X como X; serdan campos inducidos por elementos de g, e todo termo da
formula de Cartan tera algin campo vertical. Logo da(Xj, ..., X,) = 0 e ambos membros
son cero ao ser p,w A o = 0 por ser « horizontal.

Se r =1 o campo X é inducido por algiin elemento de g e os restantes son horizontais.
Logo o primeiro membro é nulo por ser P, da unha forma horizontal. A formula de Cartan
redtcese enton a

dOé(Xo, 7Xp) = X() . O[(Xl, ,Xp).

Por ser a p-equivariante pédese concluir que
XO : Oé(Xl, ,Xp) + p*(W(X0)>(CY<X1, ,Xp)) =0. O

Definicién 2.9. A curvatura de w (1-forma sobre E con valores en g) definese como a
2-forma () sobre E con valores en g dada por

Q(X17 X2) = dw(XhXQ) + [W(X1)7W(X2)]7
onde [, | é o corchete de Lie de g.

Observacion 2.10. Suponerase de aqui en diante que g é unha alxebra de Lie de matrices, é
dicir, unha subélxebra de gl(n). As formas diferenciais con valores matriciais forman unha
alxebra asociativa co produto

(w1 Aw2) (X1, Xo) = wi(X1)we(X2) — wi(Xa)wa(XY)
obtido ao combinar o produto exterior e o produto usual de matrices. Asi,
Q=dw+wAw.
Proposicion 2.11. Dada o € QP(E; F') p-equivariante horizontal cumprese
P,dP,da = p.Q A a.
En particular, Q € unha forma horizontal e Ad-equivariante sobre E.
Demostracion. Aplicando duas veces a expresion da Proposicion 2.8, tense que
P,dP,do = d*a + d(pew A @) + paw A da + pew A paw A

= pe(dw) N a — pow Ada + puw A da + paw A puw A «
= (pe(dw) + puw A pw) N = p Q2 AN a. O
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Sexa agora E o fibrado principal de referencias para un fibrado vectorial V sobre M (ver
Exemplo A.19). Sexa s una referencia local de V', que se pode considerar como una seccion
local de F. Unha conexién en E con forma de conexiéon w pode ser expresada mediante a
1-forma local s*w en M con valores en End(V). A curvatura de dita conexiéon vén dada
localmente entén pola 2-forma s*(2 sobre M con valores en End(V'). En efecto, se usamos
s para dar unha trivializacion local de V' (de xeito que as seccions de V' se correspondan
con funcions con valores en R™), a Proposicion 2.8 permite expresar a conexion respecto
de dita trivializacion local da forma

V =d+s*w.
Ademais considerando coordenadas locais !, tense que
s*'w = TI';dz".

Definiciéon 2.12. Unha referencia local de V' dise que é sincrdnica arredor de p (respecto
das coordenadas locais dadas) se ¢ paralela ao longo das linas radiais que saen da orixe p.

E obvio que para obter unha referencia sincrénica en torno a p basta tomar unha vase
de V), e extendela mediante transporte paralelo ao longo das linas radiais. Ademais, se V'
posiie unha métrica coa cal a conexion determinada pola referencia é compatible, pédese
escoller unha referencia ortonormal, debido a que o transporte paralelo conserva o produto
interior. Empregando un razoamento semellante ao da Proposiciéon 1.20 obtense o resultado
seguinte.

Proposicion 2.13. Na orize dunha referencia sincronica os simbolos de Christoffel anii-
lanse.

A continuacién exponerase a nocién de conexiéon plana nun fibrado principal.

Definiciéon 2.14. Unha conexion en E dise que é plana se todo p € M ten unha vecinanza
U tal que a conexioén inducida en 7—!(U) é isomorfa & conexion plana canénica de U x G.
Esta condicion significa que existe un isomorfismo de trivialidade ¢ : #=(U) — U x G
que aplica o subespazo horizontal en cada u € 7~(U) no subespazo horizontal en ¢ (u) da
denominada conexion plana canonica de U x GG, cuio subfibrado horizontal esta dado polos
tanxentes as fibras U x {a}, para a € G.

Teorema 2.15 (Véxase [11, Capitulo II, Teorema 9.1|). Unha conexion en E € plana se e
so se a forma de curvatura € nula.

Corolario 2.16 (Véxase |11, Capitulo II, Corolario 9.2]). Seza unha conexion en E cuia
forma de curvatura € nula e suponamos que M € simplemente conexa. Enton E € isomorfo
ao fibrado trivial M X G e a conexion é isomorfa d conexion plana canonica en M x G.
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2.2. C(Clases caracteristicas

Introducirase aqui a nociéon das clases caracteristicas, cuia primeira utilidade é a de
determinar cando dous fibrados vectoriais sobre unha variedade non son isomorfos.

Definicion 2.17. Unha clase caracteristica ¢ é unha correspondencia que a cada fibrado
vectorial V' sobre unha variedade M lle asocia un elemento ¢(V) € H*(M), de xeito que
se V1 = V5 enton ¢(Vy) = ¢(Va), e ¢(f*V) = f*c(V) para toda aplicacion diferenciable
f:N— M.

Observacion 2.18. Considérense as categorias Set e Man de aplicacions entre conxuntos
e aplicacions diferenciables entre variedades diferenciables, respectivamente. Cada clase
caracteristica ¢ podese interpretar como unha transformaciéon natural ¢ : F — G, onde
F,G : Man — Set os funtores que asocian:

» a cada variedade M os conxuntos®, F'(M) das clases de isomorfia de fibrados vectoriais
diferenciables (reais ou complexos) sobre M, e G(M) subxacente a cohomoloxia de
de Rham H*(M) (con coeficientes reais ou complexos), e,

» a cada aplicacion diferenciable f : M — N as aplicacions f* : F(N) — F(M) e
f*: G(N) — G(M) inducidas pola imaxe reciproca de fibrados vectoriais e formas
diferenciables, respectivamente.

Observacion 2.19. Méis xeralmente, poderiase definir clases caracteristicas de fibrados vec-
toriais sobre espazos topoléxicos, considerando a categoria Top, de aplicacidons continuas
entre espazos topoloxicos, en vez de Man, e os funtores contravariantes F,G : Top — Set,
onde F' se define anadlogamente sen usar diferenciabilidade, e G é subxacente 6 funtor co-
homoloxia singular. Pero para os obxetivos deste traballo chega con restrinxirse ao caso
diferenciable.

Entre as moitas aproximacions & teoria de clases caracteristicas, aqui empregarase a
de Chern-Weil. Consideraranse clases caracteristicas con coeficientes complexos e fibrados
vectoriais complexos. Recordese que a cohomolozia de de Rham H*(M) é o espazo vectorial
das formas pechadas (ker d) modulo as formas ezactas (im d), segundo se obtén a partir do
complexo de de Rham:

0 —4 v o=(M) = QM) —L 01 (M)~ Q2(M) — ..

Recordese que toda forma exacta ¢ pechada debido a que d? = 0, e que a cohomoloxia
de de Rham se anula para aqueles graos maiores ca dimension de M.

A idea do método de Chern-Weil é a seguinte. O Teorema 2.15 indicanos que, para
todo fibrado vectorial V' sobre M que tena unha conexion, a curvatura de dita conexiéon

3Sen pérdida de xeralidade, podense considerar sé fibrado vectoriais definidos como cocientes asociados

da forma usual a cociclos con valores en grupos lineais xerais, obtendo que F'(M) é un conxunto ben
definido.
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mide localmente canto se desvia a mesma da condicién de ser plana. Ademais, segundo o
Corolario 2.16, se a conexion de V' é plana e M é simplemente conexa, sucede que V é
un fibrado trivial. Este feito suxire que a curvatura e as clases caracteristicas deben estar
relacionadas dalgtun xeito que mida canto se separa V' da condiciéon de trivialidade. Dita
relacion vira dada polos polinomios invariantes.

Definicion 2.20. Sexa gl,,(C) a alxebra de Lie das matrices cadradas non singulares
de tamano m sobre C. Un polinomio invariante sobre gl,,(C) é unha funcion polinémica
P : gl,,(C) — C (cuia expresion vén dada por un polinomio formado coas componentes das
matrices) tal que P(XY) = P(Y X), para todo X,Y € gl,,(C). Unha serie de potencias
formal invariante ¢ unha serie de potencias formal sobre gl,,,(C) verificando que cada unha
das stias componentes homoxéneas é un polinomio invariante.

A traza e o determinante dunha matriz son polinomios invariantes.

Lema 2.21. O conzunto de polinomios invariantes en gl,,(C) € un anel de polinomios
zerado polos cx(X) = (—2mi) *tr(A* X), onde N\* X denota o endomorfismo de \*C™
mducido por X.

Demostracion. E inmediato comprobar que a suma e o produto son operaciéons pechadas
no conxunto dos polinomios invariantes, polo que forman un anel. Sexa P un polinomio
invariante. A conxugacion de matrices non afecta a P, pois

P(YXY ™) =PY 'YX) = P(X).

Se nos restrinximos a matrices diagonais, P serd unha funcién polinémica dos elementos
da diagonal. Logo ten que ser simétrica debido a que os elementos da diagonal se poden
permutar por conxugaciéon empregando matrices de cambio de fila. En particular, ten que
ser unha funcién polinémica simétrica dos autovalores de toda matriz con autovalores dis-
tintos, xa que o teorema de diagonalizaciéon indica que ditas matrices son conxugadas de
matrices diagonais. Pero tal conxunto de matrices é denso en gl,,(C), polo que a continui-
dade de P implica que P é unha funcién polinénmica simétrica dos autovalores de calquera
matriz. Ademais tr(A* X) ¢ o k-ésimo polinomio simétrico elemental. Finalmente, existe
un teorema (véxase [12, Capitulo V, Teorema 11|) que indica que o anel de polinomios si-
métricos esta xerado polos polinomios simétricos elementais, polo que estara xerado tamén

polos ¢, que son miltiplos deles. O
Observacion 2.22. Os polinomios simétricos elementais en Clzy, ..., x,,] son
S = E Liy = Ty, -
1< e <ik

Considerando unha referencia local nun fibrado vectorial complexo V' sobre M que po-
stia unha conexion, pédese pensar a 2-forma de curvatura K en M con valores en End(V')
coma unha matriz cadrada de 2-formas ordinarias. Aplicandolle un polinomio invariante P
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obtense unha forma par P(K). Debido a que os cambios de base se fan mediante conxu-
gacion, P(K) é independente da referencia local escollida e, polo tanto, pode ser definida
globalmente.

Sexa FE o fibrado principal de referencias para V' e Q2 a 2-forma de curvaura da conexion
inducida en E, a cal toma valores en gl,,(C) e é horizontal e Ad-equivariante, segundo a
Proposicion 2.11. Entén P(Q2) é unha forma horizontal invariante sobre E que é precisa-
mente o levantamento a F da forma P(K) de M.

Cabe destacar tamén que o caracter nilpotente* das 2-formas fai que toda serie de
potencias formal que tena 2-formas por variables sexa converxente. Por iso, a construciéon
anterior ¢ valida tamén para series de potencias formais.

Proposicion 2.23. Para todo polinomio invariante (ou serie de potencias formal) P,
tense que P(K) € unha forma pechada e que a sia clase de cohomoloxia de de Rham é
dependente da conexion tomada en V.

Demostracion. Establecerase que P é respectable se verifica as teses desta proposicion. E
obvio que a suma e o produto de series respectables tamén o é. Logo bastara probar que
os xeradores ¢ (K) = (—2mi) " tr(A" K) da Proposicion 2.21 son respectables. Posto que

det(1+¢K) = qutr (/\kK> :

é suficiente ver que det(14 ¢K), considerado como serie de potencias formal con parametro
q, é respectable. Ademais a composiciéon dunha serie de potencias formal respectable cunha
funciéon holomorfa nunha vecinanza do termo constante da serie da lugar a outra serie
respectable. Consecuentemente, chega con probar que logdet(1 + ¢K') é respectable.

Tomarase o fibrado principal de referencias E para V', a 1-forma da conexién con valores
matriciais w, e a correspondente 2-forma da curvatura (). Partirase da férmula

O = dw + w?

da Observacion 2.10, onde o produto considerado no anel de formas con valores matriciais
resulta de tensorizar o produto exterior coa multiplicaciéon usual de matrices.

Supofniamos que w depende dun parametro ¢, polo que €2 tamén dependera de tal para-
metro. Derivando con respecto a t obtense

O = dw + wi + ww.

Deste xeito, tense que
d d 1
—logdet(1+¢Q) =tr ﬁlog(l—i—qﬂ) =qtr {(1+qQ) Q}

dt
=qtr { (i(—l)l(q Q)l> Q } = 3 (=Dl tr{ Q (dev + wio + ww) }.

=0 =0

4Aqui, este término significa que algunha potencia se anula.
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Por outra banda, tendo en conta que dw = 2 — w?, dediicese que
dQ = d*w + d(w?) = dww + (—1) ' wdw = (2 — W) w —w (2 — w?) = Qw — w.

Cabe destacar que a expresion df2 = Qw — wl) recibe o nome de sequnda identidade de
Bianchi, a cal pode ser xeralizada por inducciéon facendo

d(Q') = d(QQ7") =dQ QT 4+ (1) Q71 dQ = Q'w — W
Empregando a simetria da traza e a segunda identidade de Bianchi obtense
tr{ Q' (ww + ww) } = tr{ Qwir — W'} = tr{ () w },
de onde
tr{ Q' Q} = tr{ Q' (dw> + wir + ww) } = tr{ Qdw } + tr{ (dQ) &} = dtr{ Q& }.

Substituindo na expresion do comezo, concluese que

o0

%logdet(l +qQ) =d (—1)fg M tr{ Q)
1=0

¢ unha forma exacta. De feito, tratase da derivada exterior dunha forma horizontal e
invariante de F, xa que {2 é unha forma horizontal e invariante (véxase a Proposicion 2.11).
Polo tanto, a stia proxeccién en M

%logdet(l +q¢K)

¢ tamén unha forma exacta. Como todo fibrado é localmente un produto (véxase a Defini-
cion A.1), toda conexion pode ser deformada localmente ata facerse plana. Logo log det(1+
q K) é localmente exacta e, consecuentemente, é unha forma pechada. Ademais unha cone-
xion podese transformar en calquera outra mediante o segmento que as une no espazo afin
das conexions (véxase a Observacion 1.2), polo que a clase de cohomoloxia de de Rham de
logdet(1 + ¢ K') ¢ independente da conexion tomada. O

Como consecuencia da Proposicion 2.23, toda serie de potencias formal invariante defi-
ne unha clase caracteristica para fibrados vectoriais complexos, pois basta considerar unha
conexion calquera e aplicar P & stia curvatura. Deste xeito, os xeradores ¢ correspéndense
con clases caracateristicas que reciben o nome de clases de Chern. Segundo a Proposi-
cion 2.21, toda clase caracteristica definida por un polinomio invariante é un polinomio
sobre as clases de Chern.

Supoénase agora que V' é un fibrado vectorial real e sexa Ve = V ®gr C a stia com-
plexificacion. Pédense tomar en V' unha métrica e unha conexién compatible con ela. A
sta curvatura K é unha 2-forma con valores en o(m). As clases de Chern impares de V¢
anulanse debido ao caricter antisimétrico de K, pois

tr (/\k K> — (1)t (/\’f K) .
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Chamanse clases de Pontrjagin de V as clases de Chern pares de V¢, e escribese
pr(V) = (=1)*ca (V).

Por outra banda, dada unha funcion f(z) holomorfa nunha vecinanza de z = 0, podese
construir unha serie de potencias formal invariante ITy mediante

00 ao (52 ).

A clase caracteristica asociada a II; denominase o f-zénero de Chern, o cal cumpre as
seguintes propiedades relativas a fibrados vectoriais complexos:

(i) para todo fibrado unidimensional V', I1;(V) = f(c1(V));
(ii) para todo par de fibrados V; e Vo, I1;(Vy @ Vo) = 11, (V1)IL,(V5).

A propiedade (i) é consecuencia inmediata de que gl(C) = C. Na demostracion de (ii)
emprégase o principio de escision (véxase |16, Capitulo IV, Proposicion 5.5]), o cal di que
para todo fibrado vectorial V' sobre unha variedade M, existe un espazo X e unha aplicacién
g : X — M cumprindo que ¢g*V escinde como suma directa de fibrados unidimensionais, e
que ¢g* : H*(M) — H*(X) é un monomorfismo.

No caso de que os autovalores da matriz ﬁX se denoten por z;, tense que II;(X) =
[1/(z;), xa que o determinante da matriz f (5-X) vén dado polo produto dos seus auto-
valores. Logo II;(X) é unha serie simétrica, polo que se pode expresar mediante polinomios
simétricos elementais das variables formais x;, ¢ dicir, mediante as clases de Chern. Asi, é
frecuente escribir I1¢(V') = [] f(z;), sendo as x; variables formais cumprindo as relacions
impostas polas clases de Chern.

Exemplo 2.24. A clase total de Chern dun fibrado vectorial V' definese por ¢(V) =
L+ c1 (V) +co(V)+ - . Tratase do xénero de Chern correspondente a f(z) = 1+ z, xa que

I1(V) = det (1 + %K) -3 ) (/\’f K) = (V) = (V).

Asi, a propiedadee (ii) anterior aseguranos que c(V; ®Va) = ¢(V;)e(V3). Esta formula recibe
o nome de suma de Whitney para as clases de Chern.

Exemplo 2.25. Dado un fibrado V, o xénero asociado a f(z) = (1 + z)™!
(V)= +2)" =@ -z +2))(1 =2+ a3) () =1—c1 + (¢ — ca).

Definicion 2.26. O cardcter de Chern dun fibrado V' é a clase caracteristica correspon-
dente 4 serie de potencias X +— tr(exp(5=X)), ¢ dicir, ch(V) = >.et
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Observacion 2.27. O caracter de Chern non é o xénero de Chern asociado & unha funciéon
exponencial, pois aparece unha suma en lugar dun produto debido a que se toma a traza
en vez do determinante. Sen embargo, tratase dunha especie de homomorfismo de aneis
porque verifica que

ch(V1 & V2) = ch(V1) + ch(V3),
ch(V; ® Vi) = ch(V7) ch(V3).
Desenvolvendo e®i como serie de potencias, podense calcular os seus primeiros termos,
resultando ch(V) = dim(V) + ¢ + (¢ — ¢2) + .
Centrarémonos agora no caso de fibrados vectoriais reais, para os cales existe unha

definiciéon analoga do xénero. Sexa g unha funcién holomorfa nunha vecinanza do cero, tal
que g(0) = 1. Denotarase por f 4 rama da funcion

1

2 (9(2%)°
que verifica f(0) = 1. Dado que g non se anula na orixe, f é unha funcién holomorfa
arredor do cero que resulta ser par. Logo o f-xénero de Chern s6 involucra clases de Chern

pares. Definese o g-zénero de Pontrjagin dun fibrado vectorial real V' como o f-xénero de
Chern de V.

Lema 2.28. O g-xzénero de Pontrjagin dun fibrado vectorial real V' vén dado pola expresion

I (Ve) = Hg(yj),

onde as y; son variables formais suzeitas ds relacions marcadas polas clases de Pontrjagin.

Demostracion. Como consecuencia do teorema espectral, toda matriz de o(n) ¢ semellante
sobre R a unha matriz diagonal por bloques de tamano 2 da forma

0 A
()

con autovalores +i\. Considerada como matriz complexa, X é semellante a
—tA 0
0 A)’

1 . A2
(X)) = W(—M)(M) =i

A condicion (ii) que verifica o xénero de Chern indicanos que os dous membros da igualdade

son multiplicativos para sumas directas, polo que basta probala para X. Posto que y =
p1(X) = —co(X) e f é unha funcién par, tense que

= (2)0(2) - ((2)) 5 () - <

de onde



Capitulo 3

Alxebras de Clifford e operadores de
Dirac

Definiciéon 3.1. Sexa K un corpo e V un K-espazo vectorial dotado dunha forma bilinear
simétrica ( , ). Unha dlzebra de Clifford" para V consiste nunha K-dlxebra unitaria® A
xunto cunha aplicacién ¢ : V' — A cumprindo que ¢(v)? = —(v,v)1, e tal que A é universal
entre todas as K-alxebras equipadas con ditas aplicacions.

Observacion 3.2. A condicién de universalidade anterior significa que, se A’ xunto con

¢V — A é outra K-alxebra tal que ¢/(v)? = —(v,v)1, entén existird un tnico homo-
morfismo de alxebras de A en A’ facendo conmutativo o diagrama seguinte:

4

Exemplo 3.3. Se a forma bilinear de V' é idénticamente nula, a &lxebra exterior A\ V* é
unha alxebra de Clifford. En efecto, definindo ¢(v) = v* € V* para todo v € V, tense que

v
¥

e(v)? =v* Av =0=—(v,0)1.

Proposicion 3.4. Para todo K -espazo vectorial V' cunha forma bilinear existe unha tinica
dlzebra de Clifford, salvo isomorfismo.

Demostracion. A unicidade dedicese inmediatamente a partir da propiedade universal
detallada na Observacion 3.2. Para construir unha alxebra de Clifford basta tomar unha
base {ej, ...,e,} de V e considerar A xerada polos 2" produtos posibles ¢(e;)* - (e, )*,

L As &lxebras de Clifford poédense definir equivalentemente como un certo cociente da &lxebra, tensorial
de V (véxase [13, Capitulo I, Proposicion 1.1]).
2Isto quere dicir que existe un homomorfismo de aneis unitarios conmutativos de K en A.

33
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con k; € {0, 1} para todo i; e estando a regra de multiplicacion en A dada por (suponendo
que a caracteristica de K non ¢é 2)

p(v1)p(v2) + p(v2)p(vr) = =2(v1,v2). O (3.1)

Observacion 3.5. A expresion o(v)? = —(v,v)1 obtense directamente de (3.1) e, reciproca-
mente, dita expresion da lugar a (3.1) ao desenvolver os produtos

(o(v1) + @(02))2 = (v + U2)2 = —(v; + v9,v1 + v9)1.

A alxebra de Clifford dun espazo vectorial V' de dimensiéon n cunha forma bilinear
dendtase por Cl(V) e ten dimension 2". Pola construcion de Cl(V'), a aplicacion ¢ : V' —
Cl(V) é inxectiva e, polo tanto, poderase considerar V' como subespazo vectorial da sta
alxebra de Clifford ao identificar cada v € V' coa sta imaxe ¢(v).

Sexa agora V un espazo vectorial real con produto interior, e sexa {ey, ..., e,} unha
base ortonormal. Considérese outro espazo vectorial real S que sexa tamén un moédulo
pola esquerda sobre Cl(V'), e tomese o espazo C*°(V;S) as funciéns diferenciables en V'
convalores en S. Considerando unha conexién no fibrado vectorial trivial V' x S sobre V/,
cada elemento basico e; se corresponde cun operador diferencial 9; en C*(V;.S).

Definicién 3.6. O operador de Dirac D de C*°(V;S) é aquel que, para cada s € C*(V; 9),

adopta a expresion
n

Ds = E e; - 058,
i=1
onde “-” denota a accion de Cl(V') sobre S.

O operador D? recibe o nome de Laplaciano de Dirac porque ten un comportamento
analogo ao Laplaciano euclidiano, xa que

DZS = Z ejﬁj(eiais) = Z ejeﬁj@is = — Z@fs
.3 i3 i

Observacion 3.7. Cabe destacar que, a pesar de que S pode ser un espazo vectorial real, é
méis comodo traballar con médulos complexos. Por iso, cando se fale do mddulo de Clifford
dun espazo vectorial real V' con produto interior referirase a un modulo pola esquerda sobre
a alxebra complexa Cl(V) ®g C. De maneira equivalente, tamén se pode referir a un espazo
vectorial complexo S xunto cunha aplicacion R-linear ¢ : V' — Endc(S) que verifique
c(v)? = —(v,v)1, para todo v € V.

A continuacién, xeralizarase esta construcion para unha variedade de Riemann M, sobre
a cal ten sentido considerar o fibrado de alxebras de Clifford C1(T'M) debido a que o seu
fibrado tanxente é union disxunta dos espazos con produto interior 7, M. Deste xeito, un
fibrado de mddulos de Clifford S seré aquel que cumpra que cada fibra S,, con p € M, é
un moédulo pola esquerda sobre a alxebra de Clifford C1(7, M) @ C. As secciéns do fibrado
S de M xogaran o papel de funciéns en TM (constantes en cada T,M) con valores en S.
Logo necesitamos definir unha conexién en S para poder diferenciar ditas seccions.
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Definicién 3.8. Sexa S un fibrado de modulos de Clifford sobre M. Dise que S é un
fibrado de Clifford se poste unha métrica hermitiana e una conexiéon compatible con ela
verificando as propiedades seguintes:

(i) A accion de Clifford de cada vector v € T,M sobre a fibra S, ¢ antisimétrica, ¢ dicir,
(v-s1,82) + (s1,v-82) =0.

(ii) A conexién en S é compatible coa conexion de Levi-Civita de M no sentido de que
Vx(Ys) = (VxY)s+ YVxs, para todo par de campos de vectores X e Y sobre M
e toda seccion s € C(9).

Consideraranse habitualmente fibrados de Clifford que sexan Zs-graduados, é dicir que
admitan unha descomposicion S = ST @ S~. Ademais esixirase que tanto a métrica como a
conexion respecten dita descomposicion. Respectivamente, estas condicions significan que
(51,82) = (s7,89) + (57,55 ), para todo s1,s2 € S; e que Vxs™ € C*®(S*), para toda
st € C>(S*). Dirase que a acciéon de Clifford dun v € T,M sobre S ¢ par se aplica cada
sumando ST de S en si mesmo, e que é impar se aplica ST en S™, e viceversa. Impoiierase
tamén que a accion de Clifford sexa impar.

Definiciéon 3.9. O operador de Dirac D dun fibrado de Clifford S é o operador diferencial
de primeira orde en C*°(S) dado pola composicion

C®(S) — C®(T*M®S) — C®(TM®S) — C(S),

onde a primeira frecha se corresponde coa conexion, a segunda coa métrica (identificando
TM =T*M) e a terceira coa acciéon de Clifford.

Dado que a conexién e a métrica respectan a descomposicion e que a accion de Clifford
¢ impar, no caso Zs-graduado o operador de Dirac é impar, ¢ dicir, leva seccions de St en
seccions de S7, e viceversa. Con respecto a unha referencia local ortonormal e; de T'M,

tense a expresion
n

Ds = eiVZ-s .
i=1
Definicion 3.10. Sexan S un fibrado de Clifford e K € Q*(End(S)) unha 2-forma en M
con valores en End(S). Sexa e; unha referencia local ortonormal de T'M. O endomorfismo
de S (suma de composicions de endomorfismos de S) dado por

K= cle;)ele) K (es ;)
i<j
chamase contraccion de Clifford de K; e non depende da referencia escollida.

Proposicion 3.11. O Laplaciano de Dirac dun fibrado de Clifford S vén dado pola expre-
510M
D?s = VVs + Ks,

a cal recibe o nome de formula de Weitzenbock.
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Demostracion. Considérese unha referencia local ortonormal e; que sexa sincrénica arredor
dun punto p € M. Pola Proposicion 2.13, os simbolos de Christoffel antilanse en p, de onde
Vie; = 0 en p. Como se esta a considerar a conexion de Levi-Civita en M, no punto p
camprese que

[ei, Bj] = Viej - V]BZ' =0.
Consecuentemente, empregando a propiedade (ii) da Definicion 3.8, obtense
DZSZZejVj( Zejelv Vs = — ZV%—FZQQ (V,;Vi—V,V,)s,
1,J i,7 j<i

en p. O primeiro sumando desta expresion é o resultado de aplicar 4 seccidén s un operador
de orde 2 analogo ao Laplaciano euclidiano, e denétase por VIV. O segundo sumando da
mesma tratase dun endomorfismo de S porque coincide coa contraccion de Clifford K da
curvatura da sda conexiéon, pois

V,Vi = ViV, = V,;Vi = ViV, + Vi, oy = K(ej, ;). O

Explicarase agora o motivo da notaciéon VV. Lémbrese que a conexiéon V interprétase
como un operador diferencial de C*°(S) en C*(T*M ® S), onde eses dous fibrados postien
sendas métricas, polo que os seus espazos de seccions diferenciables presentan produtos
interiores dun xeito natural. A proposicién seguinte indicanos cal é o simétrico VI de V
con respecto a ditos produtos interiores. Logo VIV é un operador diferencial de C*(S) en
si mesmo, que serd precisamente o que aparece na férmula de Weitzenbock.

Proposicion 3.12. O operador V' : C*(T*M @ S) — C>(S) estd dado, en coordenadas
locais, pola expresion

Vi(dr! @ s;) = Zgﬂ“ (Vjsk —Tlpsi).

En particular, na orize dunha referencia local ortonormal sincronica e;, tense
VT( E €; ®Sz> = — E VZSZ
i i
Demostracion. Supoiiamos que o enunciado é certo e vexamos que V' efectivamente ¢ o
simétrico de V. Tréatase de probar que

<S7 VT§0> = <VS, SO>7

sendo s € C®(S), ¢ = da? ® s; € C®(T*M ® S) tales que algunha delas tefia soporte
compacto. A funcion diferenciable de M dada pola diferencia dos produtos interiores locais
verifica que

(5, Vi) = (Vs,0) = Y (=97 (5, Vysi) + ¢ Tiuls, 50) — ¢ (V5. 51))

k _ Z( (550 + 7 Tip(s.5))
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A partir da formula (1.2) do Exemplo 1.32, considerando nela j constante, dedticese que o
tltimo termo da anterior expresion coincide con d'w, onde w é a 1-forma w(X) = (X ®s, ¢),
pois

WwX)=(X®s,p) = (X ®s,dr’ ® s;) = (s,8;)da?.

Integrando e aplicando o teorema da diverxencia (ver Exemplo 1.32) obtense

(s, Vi) = (Vs, ) =/ (s,VTsD)Vol—/

(Vs, @) vol :/ d'wvol =0. O
M M

M

En particular, tense que VIV é un operador positivo, é dicir, cumpre que
(VVs,s) = (Vs, Vs) = || Vs> > 0.

Teorema 3.13 (Bochner). Se en cada punto dunha variedade compacta M con fibrado de
Clifford S o menor autovalor de K € estritamente positivo, enton non existen solucions non
triviais da ecuacion D?*s = 0.

Demostracion. Para cada p € M sexa ¢, > 0 o menor autovalor de K en p, o cal verifica
que (Ks, s) > ¢,||s||* para todo s € S,. Dado que K é un operador continuo, a aplicacion
p € M — ¢, € RT & continua sobre a variedade compacta M. Logo existe ¢ = min{ ¢, |
p e M} >0, tal que (Ks, s) > ¢||s||>. Pola formula de Weitzenbock (ver Proposicién 3.11),
se D?s = 0, chégase 4 contradicién

(Ks,s) = (D%s,s) — |Vs|* <0. O
Proposicion 3.14. O operador de Dirac dun fibrado de Clifford S é un operador simétrico.

Demostracion. Sexan s; e sy seccidons diferenciables de S, sendo algunha delas de soporte
compacto. Probarase que
<D81, 82> = <81, D82>

empregando o mesmo razoamento ca na Proposicion 3.12, é dicir, comprobando que a
expresion local correspondente é unha diverxencia. Considérese unha referencia local or-
tonormal sincrénica e; arredor dun punto p. Como a acciéon de Clifford de cada vector en
calquera fibra é antisimétrica, sucede que

(Dsb 52) - (81, DSQ) = Z(eivisb 52) - 2(317 eiviSQ)
= Z(vieish S9) + Z(eiSb Visa) = sz‘(eisl, S2),

en p. Aplicando a férmula (1.1) do Exemplo 1.32, o ultimo termo desta expresion coincide
con diw, sendo w a 1-forma w(X) = —(X sy, s2). O

Sexa S un fibrado de Clifford sobre unha variedade de Riemann M na que se considera
unha referencia local ortonormal e;, e sexa ¢ : X(M) — End(S) a correspondente accion de
Clifford. Denotarase por R ao operador curvatura de T'M e por K ao operador curvatura

de S.
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Lema 3.15. Como endomorfismos de S, verificase que
[K(X,Y),c(Z)] = c(R(X,Y)Z).
para calesquera campos de vectores X, Y e Z.

Demostracion. Basta comprobar a igualdade punto a punto, polo que se pode tomar unha
referencia sincrénica e; nun punto p € M e facer X =¢;, Y =e¢; e Z = ¢, arredor de p. A
partir da Definicion 3.8-(ii) obtense que

VZ'Vj (eks) = (VZVjek)s —+ (V]ek)(vzs) + (Vzek)(Vjs) + €kviv]'8
= (Vivjek)s + ekViVjs,

xa que os simbolos de Christoffel se anulan en p por tratarse dunha referencia sincronica.
Razoando do mesmo xeito ca na Proposicion 3.11, dedticese que tanto a curvatura de T'M
como a de S en P estdn dadas por V;V;—V;V; con respecto as conexions correspondentes.
Polo tanto,

(K (e;,€5),clex)]s = K(e;,ej)c(er)s — clex) K (e, e5)s
= (Vlv] — VjVi)(eks) — ek(VZ-Vj — Vjvi)s
= (ViVjer)s — (V;Vier)s = c(R(e;, ej)ex)s. O

Definicién 3.16. O endomorfismo de Riemann R® do fibrado de Clifford S definese como
a 2-forma sobre M con valores en End(S)

_ }1 S clen)elen) (R(X, Y ey eq).

k.l

RS(X,Y)

Esta definicién é independente da referencia ortonormal escollida.
Lema 3.17. Como endomorfismos de S, verificase que

[R¥(X,Y),e(Z)] = e(R(X,Y)2),
para calesquera campos de vectores X, Y e Z.

Demostracion. Podese suponer sen perda de xeralidade que X = ¢;, Y = ¢; ¢ Z = e,.
Dado que ¢ é unha aplicaciéon R-linear, empregando a féormula da Definicion 1.15, tense
que

[R®(ei, e5)c(ea)] = Rs(ei, ej)c(eq) — clea) R (€5, €5)
=1 ZRM (ex)elen)elea) — clea)eler)c(er) ZRM exe; €al).
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Posto que e; é unha referencia ortonormal, cimprese que

eLer = ei = —(eg, 1)1 = —1,

eeq + eqe; = —2(ep,e4) = 0.

Consecuentemente, o conmutador [exe;, e,] antlase se k = [ ou se os tres indices son dis-
tintos. Logo s6 quedan os termos correspondentes a a = k # [ ou a a = [ # k. Como

[€ael, €a] = €n€i16q — €qeae; = —2e4eq6; = 2¢,

séguese que

[R(es,e)c Z Ryiic(2¢) = ¢ (Z Rlawel> = c((e;, ej)eq). O

Proposicion 3.18. A 2-forma da curvatura dun fibrado de Clifford S podese descomponer
do zeito K = RY + F¥, onde R® € o endomorfismo de Riemann e F'S ¢ un endomorfismo
de S que conmuta coa accion de Clifford.

Demostracion. Polos Lemas 3.15 e 3.17, tense que

Kc—c¢K = R% — cR®.
Logo F® = K — R® & un endomorfismo que conmuta coa accién de Clifford. ]
Definicién 3.19. F° recibe o nome de curvatura torcida.

Proposicion 3.20. Verificase a iqualdade sequinte:
Z leijc(eiejek) = -2 Z Ricla C(ea>
iajuk a

Demostracion. Se os indices i, j, k son distintos tense que e;ejer, = epee; = ejepe;. A
primeira identidade de Bianchi (ver Proposicion 1.16) indica que Ryi; + Riiji + Rijei = 0,
polo que os correspondentes sumandos do primeiro termo antilanse. Os sumandos con ¢ = j
tamén se anulan debido & antisimetria de [jx;; en ditos indices. S6 hai que considerar entén
oscasos i = k # j ei # k = j, que dan lugar a sumandos iguais. O resultado segue do

feito de que
Z Rlu] 6] Z RlCla ea

empregando de novo a Proposici(’)n 1.16. [

Utilizando a descomposicién da curvatura de S dada na Proposicién 3.18 obtense unha
version mais refinada da féormula de Weitzenbock.
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Proposicion 3.21. Sexa S un fibrado de Clifford con operador de Dirac D. Ciumprese que
1
D?>=ViV+F+ e

sendo F a contraccion de Clifford da curvatura torcida e k a curvatura escalar da curvatura
de Riemann.

Demostracion. Considerando a version da formula de Weitzewnbock dada pola Proposi-
cion 3.11, basta con probar que

Zc(ei)c(ej)RS(ei, e;) = }l/@.

i<j

Tomando a Definiciéon 3.16, como o caso ¢ = j é nulo, o primeiro membro da anterior
expresion ¢é igual a
1
g E leijc(eiejekel)u
i7j7k7l

o cal, debido & Proposicion 3.20, coincide con
1 .
—1 Z Ricy, c(eqer).
a,l

Posto que a curvatura de Ricci é un tensor simétrico, tédolos termos se cancelan excepto
para a = [. Enton resulta iﬁ, porque c(eqe,) = —1. ]

Estudiarase a continuacion o fibrado exterior dunha variedade de Riemann M. Mediante
a métrica identificase o fibrado tanxente T'M co fibrado cotanxente T*M. Considérese o
fibrado vectorial A" T*M ® C, que é naturalmente isomorfo a C1(T'M) ® C. Dada unha
referencia ortonormal e; de T'M, o isomorfismo consiste en levar o elemento e; A - A e,
da alxebra exterior no elemento e; --- ¢, da alxebra de Clifford (tratase dun isomorfismo de
fibrados vectoriais, mais non dun isomorfismo de alxebras). Logo a estrutura natural que
ten Cl(TM)® C como modulo pola esquerda sobre si mesmo transmiteselle a A" T*M @ C,
convertindoo nun fibrado de médulos de Clifford.

Para a dlxebra exterior \"T*M ® C definese o produto interior dun covector e cunha
k-forma w como

nk+n-+1 * (

esw=(-1) e N *w).

Lema 3.22. A accién de Clifford dun covector e sobre a formaw € N*T*M @ C vén dada
por
clelw=eANw+eow.

Demostracion. Sexa e; unha referencia ortonormal de T'M, e denotarase tamén por e; &
referencia de 7" M dual da mesma. Témense o covector e = ¢; e a k-forma w = e;, \--Ae;, =
€, - €, Podese suponer que i; < -+ < 13 Camprese que e; 1 = —i;, onde ¢ denota ao
produto interior con respecto a e;. Distinguense dous casos:
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» Se j = i, tense que e;w = 0 por haber repeticion de indices, e tamén

cle)w=(=1)"e; € e, =ejae; N Nej =ej 1w,

» Se j & {iy - ix}, sucede que
clelw=rejNe;, N Ne;, =e; ANw,
mentres que
ejaw=cejNey N Ney = —te (e, - e5,) =0,
pois ao desenvolver en sumandos a tultima expresion todos resultan nulos porque
(eir, €j> = 0. OJ

Lema 3.23. O fibrado \*T*M ® C, considerado coa sia métrica e conexion naturais, €

un fibrado de Clifford.

Demostracion. Hai que comprobar que se verifican as propiedades da Definicién 3.8. A
métrica de \* T*M ® C definese mediante o operador de Hodge de xeito que (w1, wy) vol =
wy A *wo. Sexan wy unha k-forma e wy unha (k — 1)-forma. Entoén o caracter antisimétrico
da accién de Clifford séguese do seguinte (pois n? + 3n é sempre par):

TR0 Axox (€ A Hwy)

= (_ 1)nk+n+1+n(n7k+1)+(n7k+1)

(wa, € swy) vol = (—1)
wa N\ e N\ xwq

= (1) R0 A e A wwy

= (—1)"2+3”’Ie A wsy *wy; = —(e A wy,wr) vol

Como consecuencia do Lema 3.22 concliese tamén que o produto interior é o simétrico do
produto exterior, obviando o signo. Dado que a conexion de Levi-Civita é compatible co
produto exterior e coa métrica, tamén debera ser compatible co produto interior. O

Proposicion 3.24. O operador de Dirac do fibrado de Clifford \* T*M & C coincide con
d+d.

Demostracion. Sexa e; unha referencia ortonormal local sincrénica nun punto p € M. Polo
Lema 3.22, dada unha forma w tense que

Dw = Z cle;))Viw = Z e; N\ Viw + Z e; o V,w.

A %

O primeiro sumando tratase de dw, pois no punto p cimprese que

e; NViw = dz' A (Ow + Ff-Ak = dz' A Ojw = dw,
J

sendo A o tensor antisimétrico que define 4 forma w. Este razoamento s6 é valido no punto
p porque fai uso da Proposicion 2.13, pero pédese aplicar a toda a variedade debido a que
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todo punto ¢é orixe dalgunha referencia sincrénica. Basta comprobar entén que, se w é unha
forma de grao k, o segundo sumando coincide con d'w. Tendo en conta a Definicion 1.29,
sucede que

Z e; 1 Viw = (—1)ktntl Z*(ei A *V,;w)

7

= (1)l Z ei ANVixw= (1" dww=dw.

Aqui empregouse o feito de que o operador de Hodge é paralelo, xa que esta definido
mediante a métrica g, a cal é paralela polo Teorema 1.13. ]

Neste caso o operador D = d+d' recibe o nome de operador de de Rham. O Laplaciano
correspondente é D? = dd' + did.

Introducirase agora o caso das variedades complexas. Para as variedades reais o ope-
rador de de Rham foi construido coa representacion regular da alxebra Cl(V) ® C, é di-
cir, facendo que a alxebra actuase sobre si mesma por multiplicaciéon. Para obter outros
exemplos de fibrados de Clifford é preciso considerar outras representacions. Ten especial
importancia a representacion spin, que se ten cando V' é espazo vectorial de dimension real
par con produto interior, e tal que estea dotado dunha estrutura complexa, o cal consiste
nun operador J : V — V tal que J?> = —1. Pédese impoiier ademais que J sexa compa-
tible coa métrica, i.e. (Jz, Jy) = (x,y). Dado que os autovalores de J son =+i, tense unha
descomposicion

VeC=PaQ,

onde P e () son os autoespazos de J ® 1 asociados a ditos autovalores. Sexan pq,ps € P.
Sucede que

(plva) = (‘]plﬂ Jp?) = (Zpl,ZPQ) = _(p17p2)7

de onde (p1,p2) = 0. Dise entén que P é un subespazo isotrépico de V & C. Razoando do
mesmo xeito para () obtense que P e () son subespazos isotrépicos transversais maximais.
Ademais o produto interior de V' ® C establece unha dualidade entre P e Q).

A &lxebra exterior A" P pode ser dotada de estrutura de médulo sobre C1(V') ® C como
segue. Dados t € A" Pep+q€V®C,conp€ Peqe Q, definese

(p+q@)x=vV2(pAz+qoz).

Isto exténdese a unha accion da alxebra de Clifford debido a que se satisfai a propiedade
béasica da alxebra exterior p?> = ¢*> = 0, e a regra para o produto de Clifford pg + gp =
—2(p, q). Deste xeito, A* P tratase dunha representacion de C1(V') ® C, que recibe o nome
de representacion spin. Obsérvese que, se dimg V' = 2m, a representacién regular ten
dimension 24m= YV = 22m mentres que esta nova representacioén tera dimension

dim /\* P — 9dimP _ 2%dim(V®(C) — Q%dimRV — om
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Sexa agora M unha variedade de Riemann de dimensiéon 2m. Como xa se indicou
anteriormente, o fibrado de Clifford A" T*M ® C ten as fibras en cada punto isomorfas &
alxebra de Clifford CI(T'M) ® C. Sen embargo, pode existir ou non un fibrado S sobre M
de dimension 2™ tal que, para cada p € M, a accion de CI(T,M) @ C sobre S, vena dada
pola representacion spin.

No caso de que M sexa unha variedade complexa hermitiana comprobase que isto si
¢ posible. En efecto, cada espazo tanxente 7,M ten entéon estrutura de espazo vectorial
complexo e podese definir o operador J, en T, M como a multiplicacion por i (asi, Jg = -1).
Aplicando a construcion da representacion spin,

S=NTM=NTM

adquire unha métrica hermitiana e unha conexiéon que o convirten en fibrado de Clif-
ford, pois verifica as propiedades da Definicion 3.8. Por construcion, considerando a (p, q)-
descomposicion de formas sobre a variedade complexa M, resulta o isomorfismo

C>(5) = P Q" (M).

Isto débese a que S fai o papel de P, o cal cumpre que A* P = A" Q*, segundo a dualidade
que establece o produto interior entre os subespazos P e ). Ademais as (0, g)-formas sobre
M, xunto co operador 0 : QP4(M) — QP9+1(M) forman un complexo chamado complexo
de Dolbeault, que é da forma

Q00(M) —9 Qo1 (M) —9 v QO2() a9, .

Por analoxia co complexo de de Rham xorde a pregunta de que relacion existe entre o
operador de Dirac D e o operador de Dolbeault 9+ 0 . Na seguinte proposicion establécese
dita relacion, facendo referencia as variedades de Kéhler (véxase |20, Definicion 8.39]).

Proposicién 3.25 (Véxase [10, Capitulo 0, § 7]). Se M ¢ unha variedade de Kéhler, entdn
D=09+0 . Esta igualdade non se verifica para variedades complexas arbitrarias, pero a
diferenza entre os dous membros é un endomorfismo de S.






Capitulo 4

Xeometria spin

4.1. O grupo Spin(k)

Definicién 4.1. Unha alxebra A (sobre R ou C) dise que é unha superdlzebra, ou unha
dlzebra Zs-graduada, se pode ser expresada como suma directa de dous subespazos Ag e
A; tales que

.A()A() U .Al.Al C .Ao, ./40./41 U .A1.Ao C Al.

Os subespazos Ay e A; reciben o nome de parte par e parte impar da superalxebra A,
respectivamente. Os elementos de Ay U A; chamanse homoxéneos e, se x € A;, dise que x
ten grao i, e escribese deg(z) = i. Por convenio, deg(0) = 0.

Observacion 4.2. A Definicién 4.1 é equivalente a que A estea dotada dun automorfismo
e tal que €2 = 1, o cal denominase automorfismo graduado. Coa notacién anterior, £ vén
dado por e(ap+ay) = ag—ay, sendo ag € Ay, a; € A;. Ademais, se A é unha superélxebra,
basta definir os operadores lineares sobre A s6 nos elementos homoxéneos, e logo extendelos
por linearidade a todo A.

Proposicion 4.3. Sexa V' un espazo vectorial equipado cunha forma bilinear simétrica,
denotada por ( , ). A dlzebra de Clifford de V' € unha superdlzebra, na cal os elementos de
V' son impares.

Demostracion. Considérese unha base ortonormal (e;) de V' e definase a parte par (res-
pectivamente, impar) de C1(V') como a xerada linearmente polos elementos e;, - e;,, sendo
| par (respectivamente, impar). E obvio que os elementos de V' son impares (I = 1) e que
se respectan as catro inclusions da Definicion 4.1. A multiplicacién de Clifford garante que
a estrutura de superalxebra asi definida é independente da escolla da base. En efecto, se
(vj) € outra base de V, podera ser expresada en funcion dos e; reordeando os elementos
da base segundo indica dita lei. Deste xeito consérvase a paridade, xa que en cada paso s
cambia o signo ou se engade unha funcion —2(e;, e;) = —26;;. O

45
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Definicion 4.4. Sexan z,y € A elementos homoxéneos dunha superalxebra. Definese o
superconmutador de x e y como

deg(z) deg(y)

[may}s =Ty — (_1) Yyx.

O supercentro de A é o subespazo definido por
3s(A)={z € Al[z,y, =0, Vy € A}.

Lema 4.5. Se V' ¢é un espazo vectorial con forma bilinear simétrica real, enton 35(C1(V))
coicide con R e 3,(CI(V) ® C) coicide con C.

Demostracion. Sexa (e;) unha base ortonormal de V. Dado = € 3,(CL(V)), escribirase
x = a+e1b, onde a e b se expresan como combinacion linear de elementos basicos de C1(V)
tales que non involucran a e;. Pddese supoiier sen perda de xeralidade que x é un elemento
homoxéneo da superalxebra C1(V'). Logo

deg(z) = deg(a) = deg(b) + 1,

de onde
aey = (—1)%8@e g = (—1)%e@e,q,
b61 = (_1)deg(b)€lb = —(—1)deg(b)61b.
Como e% = —1 tense que e;x = eya — b, pero tamén que

ze; = aey + etbe; = (—1)38@ (e1q — €2b) = (—=1)%8@) (e1a + b).
Por definicion de supercentro, cimprese que
0=[z,e1]s = we; — (—1)98@ ez = (—1)de@)2p,

Dedtcese enton que b = 0, polo que x non depende de e;. Do mesmo xeito comprobase
que x non depende de ningun outro elemento béasico, concluindose que é un escalar. O
razoamento para o caso complexo é anélogo. ]

Definicion 4.6. Considérese unha orientacion en V' e sexa {ey, ..., e;} unha base ortonor-
mal positivamente orientada. Definese o elemento de volume en Cl(V') como w = e; -+ €.

Cun razoamento similar ao da Proposicion 4.3 obtense que esta definiciéon é indepen-
dente da base escollida. Ademais tense que

k(k+1)
wQ fr— 61 ...ekel ...ek — (—1)ke2 "'€k€2 ...ek —  eee — (—1) 2 ,

e, para todo v € V/,
wo = (=1 .
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No caso de que k = 2m os célculos anteriores implican que w™! = (—1)™w e que o

automorfismo graduado cumpre &(r) = wrw™t. No caso de que k = 2k + 1 o elemento de
volume é central en CI(V'), pois, dado = = e, --- ¢, verificase que

(W, T] = wr — 2w = €1 -+ exej, - €, — €j, =+ €j,€1 -+ €,

=€ egej, e, — (_1)(1‘3*1”61 “reREj, €, = WT — WX = 0.

De feito, ¢ doado probar que o centro de CI1(V') é o subespazo xerado polo conxunto {1,w}
se V ten dimension impar, e redtcese ao conxunto de escalares se V' ten dimension par.
De aqui en diante denotarase por Cl(k) & élxebra de Clifford de R* coa forma biline-
ar definida positiva usual. Trataranse a continuacién uns certos subgrupos do grupo de
elementos invertibles de Cl(k). Para cada v € R*, tense que a multiplicacién de Clifford
cumpre que
v = —(v,0)1 = —[Jo1,

polo que todo vector v # 0 é invertible en Cl(k) e ten inverso —||v|| 2.

Definicion 4.7.

(i) O grupo Pin(k) ¢ o subgrupo multiplicativo de Cl(k) xerado polos vectores unitarios
de R*.

(ii) O grupo Spin(k) ¢ a parte par de Pin(k).

Por definicién, Spin(k) = Pin(k) N Cl(k). Logo Spin(k) é un pechado de Pin(k) porque
se obtén ao intersecalo cun subespazo linear de Cl(k). Asimesmo, a parte impar de Pin(k)
¢ Pin(k) N Cl(k)1, polo que ambos conxuntos son abertos e pechados de Pin(k). De feito,
tratanse das stias componentes conexas.

Sexa agora v € R¥ un vector unitario e x € R* calquera. Como v~! = —v, empregando
a multiplicacion de Clifford, tense que

1

—vzv T = vav = v(—vx — 2(z,v)) =z — 2(z,v)v.

Asi, obtense unha descomposicion de = en componentes paralela e perpendicular a v dada
por
r = (z,0)v + (vev + (x,v)v).

Notese que vzv é a reflexion de = con respecto ao hiperplano de R* perpendicular a v.
Posto que os vectores unitarios xeran o grupo Pin(k), séguese que a representacion adzunta
torcida p : Pin(k) — Aut(Cl(k)) definida por

p(y)r = yae(y)

aplica o subespazo R¥ de Cl(k) en si mesmo mediante unha transformacion ortogonal, é
dicir, mediante unha composiciéon de reflexions. En efecto, para y = v, --- v;, satisfaise que

p(y)z = vy - vixe(vy) - £(v;) = vy - VTV, -+ V1.

Desta maneira, p : Pin(k) — O(k) é un homomorfismo. Como Spin(k) esta formado por
produtos dun ntimero par de vectores unitarios, tense a restricion p : Spin(k) — SO(k).
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Proposicion 4.8. A sequinte sucesion € exacta curta:
0 — Zy — Spin(k) < SO(k) — 0

Demostracion. Os elementos de SO(k) son rotacions, i.e. composicién dun nimero par de
reflexions. Logo a aplicacion p é claramente sobrexectiva, pois cos vectores unitarios de R¥
formanse todalas reflexions posibles. Ademais todo elemento y € ker(p) (é dicir, tal que
p(y) = id) superconmuta con calquera vector z € R¥, pois, tomando y = v; - v;, obtense

[y, 2]s = vy vz — (=1) 20y v; = vy -2 — vy - vjE = 0,

debido a que

1

p(y)x =1 &= v vz =av] v = (=1) 20 vy

J

Asi, todo elemento do niticleo de p estd no supercentro 3,(Cl(k)) e, polo Lema 4.5, é
necesariamente un escalar.

Falta comprobar que os tnicos escalares de Spin(k) son {£1}. Para isto introdiucese o
antiautomorfismo de transposicion de Cl(k), o cal, dado un produto de vectores bésicos
T = vy - v;, definese por z* = v; -+ v1. Para todo xerador v € Spin(k) é obvio que v™*
de onde se deduce que 7! = !, para todo x € Spin(k). En particular, se z é un escalar,
tense que 7! = 2! = x, é dicir, que z? = 1. O

= /Ut’

A importancia da proposicion anterior é que establece que Spin(k) é un revestimento de
duas follas de SO(k), por ser cociente dun grupo de Lie por un grupo discreto (véxase [19,
Capitulo 2, § 6]). Ademais Pin(k) é compacto porque se obtén multiplicando os elementos
do compacto S¥~1. Polo tanto, Spin(k) tratase dun grupo de Lie compacto, debido a que
é subgrupo pechado do compacto Pin(k).

Proposicion 4.9. Para k > 2 o grupo Spin(k) € conexo. Para k > 3 € ademais simplemen-
te conezo, e a sucesion exacta da Proposicion 4.8 determina que Spin(k) € o revestimento

universal de SO(k).

Demostracion. A sucesion exacta de homotopia correspondente & fibracion
0 — Zy — Spin(k) < SO(k) — 0

introducida na Proposicion 4.8 da lugar 4 sucesion exacta seguinte (véxase [1, Corola-
rio 4.2.19)|):

m4y — m Spin(k) — 7 SO(k) — moZy — mo Spin(k) — me SO(k).

En xeral, tense que os grupos mZs e mo SO(k) son triviais, e que myZy = Zy. Para k > 3
verificase tamén que m SO(k) = Z,. Bastara con probar que a aplicacion mgZs — mo Spin(k)
é trivial, porque enton

ker(mo Spin(k) — 7o SO(k)) = im(myZs — 7o Spin(k)) = 0,
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de onde se concluira que Spin(k) é conexo por caminos e, polo tanto, conexo. Ademais se
k > 3 terase a sucesion exacta curta

T Spln(k) — ZQ i> ZQ — 0

obténdose que 7 Spin(k) = 0, o cal implicarad entén que Spin(k) é simplemente conexo.
Para comprobar a trivialidade da aplicacion citada é preciso ver que os puntos +1 e —1
estan conectados en Spin(k) por un camino. Suponendo que k > 2, é valido o camino dado
por

t €10,1] — cost + ejegsent € Pin(k) N Cl(k)o = Spin(k). O

Posto que p : Spin(k) — SO(k) é un revestimento, existe unha identificacién natural
entre as stas correspondentes alxebras de Lie (véxase [19, Teorema 2.8.2]). A de SO(k) ¢
a alxebra o(k) das matrices cadradas antisimétricas de tamano k. Por outra banda, dado
que Spin(k) é unha subvariedade do espazo vectorial Cl(k), a sta alxebra de Lie spin(k)
identificase cun subespazo vectorial de Cl(k). O lema seguinte establece a relacion entre
estas duas identificacions.

Lema 4.10. A dlzebra de Lie spin(k) identificase co subespazo de Cl(k) zerado polos
produtos e;e;, con i # j. Dita identificacion asocia a cada matriz antisimétrica (a;;) o
elemento izm a;jeie; € Cl(k).

Demostracion. Como (e;e;)? = —1, tense que
exp(te;ej) = cost + e;e;sent € Spin(k).

Logo e;e; pertence & alxebra de Lie. De feito, os e;e; xeran a alxebra de Lie o(k) porque
ten dimension k(k —1) = (’;)

Dado z € Spin(k), cimprese que p(z)v = zvx~! = Ad(z)v, para todo v € Cl(k). Polo
tanto, se u pertence a alxebra de Lie, tense que p.(u)v = ad(u)v = [u,v]. Facendo, por
exemplo, u = e ey verificase que

ad(u)e; = [ereq, €1] = e1ege; — e1€169 = —2e1€169 = 2€5.

Analogamente,
ad(u)es = —2ey, ad(u)e; =0 (i #1,2).

Enton a compofiente j-ésima de ad(u)e; coincide con a;; = 2(d;10;2 — di2d;1). Asi, ad(u)
queda representada pola matriz (a;;). Consecuentemente,

Zazjeiej = 2(e169 — eg61) = dejes = 4u. O

Z'hj
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4.2. Representacions da alxebra de Clifford

Esta seccion céntrase no estudo das representacions do grupo Spin e da alxebra de
Clifford, para o cal se empregaran resultados da teoria de representacion de grupos finitos.

Sexa {ey, ..., e,} a base canénica de R* e sexa FEj, C Pin(k) o subgrupo de orde 2F!
formado polos elementos j:e’feg2 efj, sendo cada un dos indices 71, ---7; pertencente a
{0,1}. En particular, —1 € FEj, ao cal se denotara por v cado se considere como elemento
de Ek

Proposicion 4.11. Eziste unha correspondencia bizectiva entre os conzuntos sequintes:
(i) Representacions da dlzebra de Clifford Cl(k);
(ii) Representacions de Pin(k) nas que v fai o papel de —1;

(iii) Representacions de Ej nas que v fai o papel de —1.

Este resultado é consecuencia inmediata da Proposicion 3.4. A pesar de que a propo-
sicién anterior é valida sobre o corpo R, no que resta de capitulo consideraranse represen-
tacions complexas. Deste xeito, aplicaremos o estudo das representacions complexas de Fj,
ao estudo das de Cl(k) ® C.

Posto que v é unha involuciéon central no grupo finito Fj, debera actuar como +1 ou
como —1 en cada representacion irreducible de Ej. As representacions de Ej nas que v
actila como +1 son aquelas nas que se despreza o signo, é dicir, son representacions do
grupo abeliano E},/(v). Dito grupo ten orde 2%, polo que existen tal cantidade delas (as cales
tefien dimension 1). A continuacion, tratarase de determinar cantas mais representacions
irreducibles de Ej}, existen.

Lema 4.12. Verificanse as afirmacions sequintes:
(i) Se k é par, o centro de Ey € {1,v}.
(ii) Se k € impar, o centro de Ey, é {1,v,w,vw}.

Demostracion. Sexa x = ej' - e;f. Tomando i, = 1 e 75 = 0 cobrense todolos elementos
positivos de Ej salvo 1 e w. Escribindo ¢ = i1 + -+ + i, tense que

erest = (—1)* xe.e, = vae,e,.
Logo os tnicos elementos centrais posibles son os do conxunto {1, v,w, vw}. Para k impar
xa se comprobou anteriormente que w é un elemento central de Cl(k). Sen embargo, se k
é par iso non sucede, xa que e;w = (—1)"twe; = vwe;. ]

Determinaranse agora o nimero de clases de conxugacion que hai en Ej. Debido a que
Ei/(v) é un grupo abeliano, para todo par z,y € Ej, camprese que xy = +yz. Disto
dedicese que a clase de conxugacion dun elemento central = é {z}, e serd {z,va} noutro
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caso. Empregando o nimero de elementos centrais indicado polo Lema 4.12 para cada caso,
temos que o numero de clases de conxugaciéon para k par vén dado por

2k+1 )

2=29F1+1
s+ +1,

mentres que se k ¢ impar coincide con

2k+1 _
—— +4=2"42
2
Posto que o niimero de clases de conxugacién ¢é igual ao ntimero de representacions irredu-
cibles (véxase [12, Capitulo XVIII, Proposicion 4]) e que xa se indicou anteriormente que
E}, ten 2F representacions irreducibles nas que v actiia como +1, séguese que se k ¢ par Ej,
tera unha representacion irreducible na que v acttia como —1, e se k é impar FEj, teré dias.
De aqui en diante tratarase unicamente o caso par, con k = 2m. Segundo a Proposi-

cion 4.11, Cl(k) ® C ten exactamente unha representacion irreducible, que recibe o nome de
representacion spin e se denota por A. Para calcular a stia dimension é preciso empregar
un resultado que indica que a suma dos cadrados das dimensiéns das representacions dun
grupo é igual 4 orde do grupo (véxase |12, Capitulo XVIII]). Neste caso cimprese que

E
2

2F + (dimA)? = 287! — dim A =22 = 2™,

Ademais, como A é a tnica representacion irreducible de Cl(k) ® C, sucede que
dim(End(A)) = (2™)? = 2¥ = dimg Cl(k) = dim(Cl(k) ® C),

o cal significa que Cl(k)®C ¢é isomorfo 4 4lxebra de matrices End(A). Ao final do Capitulo 3
expuxose a construcion dunha representacion (tamén denominada spin) de Cl(k) ® C de
dimension 2™, a cal deberé ser isomorfa & que aqui se presenta porque so existe unha con
tal dimension.

Observacion 4.13. Como representacion complexa do grupo finito Ej, A posiie unha mé-
trica hermitiana con respecto a cal Fj, actiia mediante transformacions unitarias. Dado que
cada xerador e; de E) é unitario sobre A e ten cadrado —1, para todo x1,z9 € A, tense
que

(€1, ) = (€1, e50) = — (71, €13).
Logo a accién de Clifford é antisimétrica en A, verificAndose asi a primeira condicién da
Definicién 3.8.

E importante destacar tamén que toda representacion W de Cl(k) ® C é unha suma de
copias de A, é dicir, que W = A ® V, para algin espazo vectorial auxiliar V. Obsérvese
que, dado W, pédese recuperar V' porque coincide con Homeyx) (A, W). Asimesmo, tense
que

End(W) = End(A) @ End(V) = Cl(k) ® End(V) = Cl(k) ® Endigysc(W).
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Definicién 4.14. Sexa I un endomorfismo de modulos de Clifford dunha representa-
cion W = A ® V de Cl(k) ® C. Definese a sta traza relativa tr''/*(F) como a traza
do C-endomorfismo de V' correspondente a F' mediante a identificacion Endeigec(W) =
End(V).

A Proposicion 4.11 indica que A tamén é unha representacion irreducible de Pin(k).
Logo existen duas posibilidades para a stia restricion ao subgrupo normal Spin(k) de indice
2: ou ben a representacion é irreducible ou ben é suma directa de duas representacions
irreducibles non isomorfas da mesma dimensiéon. Comprobaremos que se da o segundo
caso. Como estamos no caso par, o elemento de volume cumpre que w? = (—1)™, polo
que ™w & unha involucion de A. Denotaranse entén por AT e A~ aos autoespazos de
i™w asociados aos autovalores +1 e —1, respectivamente. Polo tanto, Cl(k) ® C actua
sobre A = AT @ A~ de maneira que os elementos pares da alxebra de Clifford conservan
esta descomposicion e os elementos impares invirtena. En particular, tanto AT como A~
son representacions irreducibles de Spin(k), e reciben o nome de semirepresintacions spin
positiva e negativa, respectivamente. Habitualmente tamén se fala de que A = AT @A™ ¢

unha representacion graduada da alxebra de Clifford.

4.3. Estruturas spin sobre variedades

Considerarase unha variedade de Riemann orientada M de dimensién n par, e denota-
rase por E ao SO(n)-fibrado principal de referencias ortonormais positivamente orientadas.

A Proposicion 4.9 establece que, para n > 3, Spin(n) é o revestimento universal de
SO(n) mediante o homomorfismo p : Spin(n) — SO(n), que ten por nicleo a Z,.

Definicién 4.15. Para n > 3, unha estrutura spin sobre M consiste nun Spin(n)-fibrado
principal E sobre M xunto cun revestimento de duas follas £ E — E tal que &(ax) =
&(a)p(x), para todo a € E ¢ todo = € Spin(n). Esta tltima condicion exprésase dicindo
que £ é p-equivariante.

Para n = 2 a definicién é analoga, substituindo Spin(n) por SO(2) e tomando o reves-
timento de duas follas p : SO(2) — SO(2).

Para n = 1 tense que £ = M, e unha estrutura spin sobre M simplemente é un
revestimento de duas follas de M.

Se M admite unha estrutura spin dise que é unha variedade spin.

Observacion 4.16. Dada unha estrutura spin sobre M, tense o diagrama conmutativo se-
)
guinte (onde 7 e 7’ son as proxeccions de E e F, respectivamente):

PS5 .p
N
M

Noétese tamén que ao restrinxir ¢ a cada fibra obtense o revestimento p.
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Non se tratard aqui a cuestion da existencia e unicidade das estruturas spin (véxase
[13, Capitulo II, § 1]), pero incliese o seguinte resultado, o cal pon de manifesto que son
estruturas usuais.

Proposicion 4.17. Se M ¢é 2-conexa, admite unha unica estrutura spin.

Demostracion. Os revestimentos de duas follas do espazo conexo E estan clasificadas po-
lo grupo de homomorfismos do grupo fundamental m F en Z, (véxase [13, Capitulo II,
Lema 1.1]). Como as fibras de E son isomorfas a SO(n), os 2-revestimentos de E que se
restrinxen en cada fibra a p son aqueles que se corresponden con homomorfismos de m F
en Zs tales que a composicion

mSO(n) — mE — Zs

é un isomorfismo. Debido a que M é 2-conexa, a sucesion exacta de homotopia para a
fibracion SO(n) — E — M resulta

0=mM — mSO(n) — mE — mM =0,

de onde 7 SO(n) — m FE & un isomorfismo. Asi, as estruturas spin sobre M quedan cla-
sificadas polos isomorfismos m; SO(n) — Zy. Pero m SO(n) = Z, para n > 3, e concliese
que M admite unha tnica estrutura spin. O

Definicion 4.18. Sexa M unha variedade spin. O fibrado spin A de M ¢ o fibrado vec-
torial asociado ao Spin(n)-fibrado principal £ mediante a representaciéon spin (véxase o
Exemplo A.19).

Definicién 4.19. Sexa M variedade spin. A conexidn spin no Spin(n)-fibrado principal
E & o levantamento da conexién inducida no SO(n)-fibrado principal E pola conexion de
Levi-Civita en T'M. A conerion spin no fibrado spin A ¢ a conexién asociada & conexion
spin en F mediante a representaciéon spin.

Sucede que a conexion spin é compatible coa métrica hermitiana de A, é dicir, verificase
a segunda condicién da Definicion 3.8. Empregando a Observacion 4.13, obtense o resultado
seguinte.

Proposicion 4.20. O fibrado spin A dunha variedade spin M, equipado coa sia métrica
hermitiana e coa conexion spin, € un fibrado de Clifford.

Proposicion 4.21. A curvatura torcida do fibrado spin asociado a unha estrutura spin é
cero.

Demostracion. Sexa {ex} unha referencia ortonormal local de 7M. Segundo se indica no
Capitulo 2, a 1-forma da conexiéon spin toma valores na alxebra de Lie spin(n) = o(n).
Ademais a forma da curvatura é unha 2-forma con valores na alxebra de Lie so(n) = o(n)
das matrices antisimétricas, e vén dada polas componentes (Rey, ¢;), onde R ¢ o operador



54 4 Xeometria spin

curvatura de Riemann. Polo Lema 4.10, a correspondente 2-forma con valores en spin(n),
que é a que d& a curvatura da conexién spin, vén dada por

1
Z E (R@k, el)ekel.
k,l
Isto actiia sobre a representacion spin mediante

}lZ(Rek, er)cler)e(er),

que é precisamente a 2-forma R? con valores en End(A), denominada endomorfismo de

Riemann de A (véxase a Definicion 3.16). Enton K2 = R® e, consecuentemente, F2 =
0. O

Sexa agora S un fibrado de Clifford arbitrario sobre unha variedade spin M. Enton
existe un fibrado vectorial V' = Homg (4, S), equipado cunha métrica hermitiana e unha
conexion, tal que se ten o isomorfismo de fibrados de Clifford

SgA®HOH101(A,S) :A®V
A curvatura da conexién natural neste produto tensor é
K'=K*®1+1®K".

A Proposicion 4.21 identifica o primeiro sumando co endomorfismo de Riemann R° e o
segundo coa curvatura torcida F°.

A continuacién exponerase a relacion que existe entre os fibrados spin e as clases ca-
racteristicas. Suponerase que M é unha variedade spin de dimensiéon 2m con fibrado spin

A.

Teorema 4.22. O cardcter de Chern ch(A) € igual a 2" (T'M), onde & denota ao zénero
de Pontrjagin asociado d funcion holomorfa g(z) = cosh(3/z).

Demostracion. En xeral, un fibrado vectorial real euclidiano orientado e de dimensiéon par
dise que é un fibrado vectorial spin se existe un revestimento de duas follas do SO-fibrado
principal de referencias ortonormais verificando as condiciéns da Definicién 4.15. Desta
maneira, o fibrado tanxente a unha variedade spin é un fibrado vectorial spin. Ademais,
dado un fibrado vectorial spin V', podese considerar o correspondente fibrado spin A(V')
dun xeito analogo ao da Definicion 4.18.

Escribirase o g-xénero de Pontrjagin mediante V +— &(V'). Probando que

ch(A(V)) = 22 IV (V).

o resultado séguese de tomar V = T'M. Considerarase a expresiéon anterior como unha
igualdade punto a punto entre unhas certas funciéns polinémicas da curvatura de V. Polo
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principio de escision (véxase [16, Capitulo IV, Proposicién 5.5]), poédese suponer que a
curvatura é diagonal por bloques, sendo V' suma directa de fibrados vectoriais de dimension
2. Sexa enton V = V) @ Va, con V] e V; de dimension par. Asi, A(V) = A(V)) @ A(Vs)
e, pola Observacion 2.27, ch(A(Vy @ V2)) = ch(A(V1)) ch(A(V3)). Ademais, segundo as
propiedades do xénero de Chern, &(V; & V,) = &(V1)B(1;). Logo os dous membros da
igualdade a probar son multiplicativos respecto as sumas directas, polo que se suponera
que V ten dimension 2. En tal caso A(V') é un fibrado vectorial complexo de dimension
2, que se descompoédn como suma directa de diias compoifientes unidimensionais A* (V) e
A~ (V) (as cales, por simplificar, denotaranse por AT e A~ respectivamente). Escribirase
V. para considerar V' como fibrado complexo de dimensién un.

E preciso comprobar os isomorfismos de fibrados vectoriais, ou, equivalentemente, iso-
morfismos de representacions de Spin(2) (ou, pola Proposicion 4.11, isomorfismos de re-
presentacions de Cl(2) ® C), seguintes:

AT @c AT =V AT @c AT =V,

Posto que tefien a mesma dimension, a alxebra de Clifford Cl(2) @ C é isomorfa 4 alxebra
de matrices My(C), a cal ten por base as matrices de Pauli:

(10 (i 0 O (0 -1
“\o 1) “7\o =) 27\ o) 27 \1 o

A partir da definicién comprobase facilmente que nesta representacion Spin(2) é o grupo
das rotacions dado polas matrices

cos) —senf

senf) cosf |-

Tamén é doado ver que, considerando a representacion adxunta torcida, a accién dun
elemento de Spin(2) sobre R? consiste na rotacion de angulo 26. En efecto, os elementos
de (z,y) € R? poden ser expresados mediante

(%)
y —
e, polo tanto, tense que
_ [cos@ —senf\ . [z y cosf) senf
p(g)(x’y)_<sen9 cos 0 )Z(y —x> (—senQ cos&)
_ (cos20 —sen20\ .(x y
~ \sen20  cos20 )° y —x)°

O automorfismo graduado neste caso é 1w = iejey e, razoando do mesmo xeito ca na
seccion anterior, dediicese que os autoespazos asociados a +1 son

wo{(@)eec) oo{(5)eec)
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A acciéon dun elemento de Spin(2) sobre A~ vén dada por
cosf) —senf z \ ([ (cosO+isenf)z (4.1)
senfl  cos6 —iz)  \ —i(cosf +isenf)z )’ '
que se corresponde coa rotacion de angulo 6. Logo tense o isomorfismo de Spin(2)-represen-
tacions A~ @c A™ 2 R? @V, e, andlogamente, AT @c AT = V*.

Por outra banda, denotando ¢;(A™) = —¢;(A™) = z, e facendo uso da Observacion 2.27,
obtense

ch(A) = ch(A") +ch(A7) =¢" + e * =2coshu.

Asimesmo, dado que
a1(Ve) =c1(A” @c A7) =1 (A7) + 1 (A7) = =2z,
(e, analogamente ¢, (V) = 2z) tense que’
n(V)=—(VeC) = —a(V.o V) = —a(Vo)a (V) = 42*.

Logo, polo Lema 2.28, dése que &(V') = g(p1(V')) = cosh x. Concliiese enton que ch(A(V)) =
26(V). O

Definicion 4.23. Sexa S un fibrado de Clifford xeral sobre M. O cardcter de Chern relativo
de S é a clase de cohomoloxia representada pola forma

ch(S/A) = tr%/2 (exp(—F* /2mi)).

Obsérvese que se S = A® YV, sucede que ch(S/A) é o caracter de Chern de V. De feito,
dado que tal descomposicion de S sempre existe localmente, esta garantido que ch(S/A)
¢ unha forma pechada e, polo tanto, representa unha clase de cohomoloxia. Segundo o
Teorema 4.22, verificase que

ch(S) = ch(A) ch(V) = 2"&(TM) ch(S/A).

Observacion 4.24. Cabe destacar a existencia do grupo spin complezo Spin®(k), que é o
subgrupo de Cl(k) ® C xerado por Spin(k) e a circunferencia S' dos nimeros complexos
unitarios. Verificase que

Spinc(k;) = Spin(k’) X{+1} Sl,

onde tal notacion fai referencia ao cociente de Spin(k) x S* polo subgrupo {+(1,1)}, que
é o nicleo da proxeccion Spin(k) x S — Spin®(k).

INas seguintes igualdades emprégase que V ® C e V. @ V* son isomorfos como SO(2)-representacions,
debido ao seu comportamento con respecto ds rotacions do plano complexo (o cal se deduce da ecua-
cion (4.1)).



Capitulo 5

Analise do operador de Dirac

Introdicense neste capitulo as propiedades analiticas béasicas que postie o operador de
Dirac asociado a un fibrado de Clifford S sobre unha variedade de Riemann compacta M
de dimension n. Lémbrese que, segundo a Proposicion 3.11, o cadrado do operador de Dirac
cumpre unha expresion que involucra & contraccion de Clifford K dun certo operador de
curvatura. Sen embargo, as propiedades analiticas que aqui se presentaran seran validas
para calquera operador de primeira orde D definido sobre un fibrado S (que posta unha
métrica hermitiana e unha conexién compatible) tal que se verifique

D*=V'V + B, (5.1)

sendo B un operador de primeira orde sobre S. Falarase entén de que D é un operador
de Dirac zeralizado. Empregaranse ao longo do capitulo numerosos resultados de anélise
funcional relativos a espazos de Sobolev, os cales se recollen no Apéndice B.

Un caso destacado é o da forma D + A, onde D é o operador de Dirac que cumpre a
formula de Witzenbock e A é un endomorfismo de S. Por exemplo, tal e como indica a
Proposiciéon 3.25, o operador de Dolbeault \/5(54—5*) sobre unha variedade complexa non
Kahler pertence a dita familia.

5.1. Estimacioén eliptica

Posto que D é un operador de primeira orde, o Corolario B.11 establece que existe unha
constante C' tal que

[1Ds]| < Cllsll;

Teorema 5.1 (Desigualdade de Garding). Sexa D un operador de Dirac zeralizado sobre
unha variedade compacta. Eziste unha constante C' tal que, para toda seccion s € C*(S),

Islly < C(lisll + [1Dsl])-

o7
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Demostracion. Empregando unha particion da unidade podese suponer que s ten sopor-
te contido nunha carta coordenada. Dado que D é un operador simétrico (ver Proposi-
cién 3.14), aplicando 4 expresion (5.1) o produto interior de L? con s, tense que

IDs||* = [ Vs[|* + (Bs, s).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o feito de que B é operador de primeira orde
séguese que existe unha constante C tal que

IVsl® < IDs|* +1(Bs, )] < [[1Ds]|* + [[Bs| |Is] < C1 (I1Ds])* + [1s] [Is1],) -

Interpretando V como operador de C*(S) en C*(T'M ® S) obtense que, en coordenadas
locais, Vs = da' @ V;s. Tamén se pode escribir V;s = 0;s5 + I';s (ver Observacion 1.2),
considerando s como funcién con valores vectoriais e onde os simbolos de Christoffel I'; son
endomorfismos de S. Asi, debido ao caracter hermitiano da métrica, resulta que

[Vs||” = (dz' ® V;s,d2’ @ V;s) = (da* @ (0;5 + I;s),da? @ (9;s + T;s))

= Z (/ gij(&s, 8]-3) —+ /gij(&»s, Fjs) + /gij(l“z-s, ajS) + /gij(FiS, FjS))
4]
— Z </ gij(&s,ajs) + 2/9” Re(0;s,T'js) + /gij(Fis,Fjs)) )
4,J

A partir desta expresion e da Proposicién B.10, deducese que
2
IVs]* = Callslly = Cslls|l l1sll;.

para algunhas constantes C5 e C3. Facendo Cy = %, Cs = g—i’ + 1 e despexando dunha
desigualdade anterior, obtense

2
IDs* = Cullsll; = Cslls]l s,

Dado € > 0, existe K > 0 tal que ab < ea? + Kb? para todo a,b > 0. Polo tanto, concliese
que

1 2 2
1Ds]” > 5 Cullslly = CollsIl,

para algunha constante Cg. Agora resulta doado arranxar esta expresion para obter a
desigualdade do enunciado. ]

A seguinte proposicion xeraliza & Desigualdade de Garding.

Proposicion 5.2 (Estimacion eliptica). Para todo enteiro k > 0 eziste unha constante C,
verificando que, para toda s € C*(S),

I8llk1 < Crlllsll + 1 Dsll,)-
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Demostracion. Farase induccion en k. O caso k = 0 é a Desigualdade de Garding. De novo,
empregando unha particion da unidade, suponerase que s ten o soporte contido nunha carta
coordenada. Da Proposicion B.10 dedtucese que

n n
Isllor < > 18ssl =D > 10adis] < AL D [|0islly,
1<|B|<k+1 i=1 |o|<k i=1
para algunha constante A;. Por hipotese de induccién tense que
10:sl), < Coo1 (1038l + [1DOss]|,_,)-
Como 0; é un operador de primeira orde, existe unha constante A, para a cal
10islle—y < Azllslly-

Pero [D, 0] é tamén operador de primeira orde, polo que existird unha constante A3 cum-
prindo que

1D0isll;_y < N0:Ds|ly_y + [I[D; Oi]slly—y < A2l Ds|l), + As]|s]l;.
Consecuentemente,
[sllks1 < nAICk-1 (A2 Ds|l), + (A2 + As)ls]]) ,
e o resultado segue de tomar Cy, = nA;(Ay + A3)Ci_. O]

Observacion 5.3. Do Teorema 5.1 e a Proposicion 5.2 séguese facilmente que, para cada
enteiro positivo k, existen constantes C},C) > 1 tales que, para toda s € C*(95),

1
sl < 1L+ D)s|l < Cillslly,
C

k

1
Grllsl < (sl +1D"s) < CElsll
k

5.2. Espectro do operador de Dirac

Un operador (posiblemente non limitado) sobre un espazo de Hilbert H é unha apli-
cacion linear definida nun subespazo denso de H, chamado dominio do operador, en H
(véxase [3, Capitulo 2, § 6]). Os operadores non limitados non tefien por que ser continuos
(limitados). Sen embargo, neste tipo de operadores o caracter pechado do seu grafo en
H & H comportase dun xeito similar & continuidade. Se un operador densamente definido
é limitado, enton exténdese de forma tnica por continuidade a todo H.

A hora de facer un estudo analitico do operador de Dirac xeralizado, considérase que é
un operador non limitado do espazo de Hilbert H = L?*(S) = W?(S) (véxase o Apéndice B)
con dominio dom D = C*°(S). D é un operador linear non limitado porque cada Ds
depende localmente das derivadas parciais de s, que non intervenen en ||s||.
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Definiciéon 5.4. O simétrico DT de D, é o operador diferencial en C*°(S) determinado por
<D81, 82> = <81, DT82>,

para todo par de secciéns s;,s, € C™(S). Existe un tinico DT, que se pode describir
localmente a partir de D usando integracién por partes. Dise que D é simétrico se DT = D.

Observacion 5.5. D é simétrico se é operador de Dirac. Os conceptos da Definicién 5.4 son,
de feito, validos para calquera operador diferencial nas secciéons C* dun fibrado ortogo-
nal sobre unha variedade de Riemann. En particular, o simétrico d' da diferencial d ¢ a
codiferencial.

Definicién 5.6. Sexa T un operador linear con dominio denso nun espazo de Hilbert H.
O adzunto T* de T é o operador linear en H con dominio denso formado polos ' € H' tal
que existe algin x € H cumprindo

(v,y) = (2/, Ty)

para todo y € domT, sendo T*(z') = x neste caso, o cal estd determinado por z’. Se
T =T, enton dise que T' é autoadrunto. Se soamente T' C T™, no sentido de que os grafos
cumpren esta inclusion, enton dise que 1" é simétrico.

Observacion 5.7. Para operadores diferenciais, coinciden os conceptos de simétria das De-
finicions 5.4 e 5.6.

Definicion 5.8. O grafo dun operador A sobre un espazo de Hilbert H é o subespazo de
H & H dado por

Ga={(z,Azx) | x € dom(A) }.
Lema 5.9. A clausura do grafo dun operador de Dirac xeralizado é tamén un grafo.

Demostracion. Sexa G o grafo do operador de Dirac xeralizado D. Supéiiase que G non
fose un grafo. En tal caso existiran puntos (z,y), (z,y’) € G con y # y'. Debido a que G
é un subspazo linear de H @ H, isto equivale a que exista un (0,7) € G con y # 0. Logo
debe existir unha sucesion z; de secciéns diferenciables de S tal que z; — 0 e Dx; — vy,
na norma L2. Asi, para calquera s € C°°(S), cimprese que

<xj,DTs> — 0, (Dzj,s) — (y,s).

Dado que (z;, D's) = (Dx;,s), a unicidade do limite asegura que (y,s) = 0, para toda
s € C*°(S). Chégase enton a contradicion de que y = 0. O

Observacion 5.10. A demostracion do Lema 5.9 é valida igualmente para calquera operador
diferencial, usando o seu simétrico.
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Posto que G é un grafo, definira un operador non limitado D. O dominio de D consiste
na familia de todalas seccions @ € L*(S) tales que existe unha sucesion z; de seccions
diferenciables de S verificando que x; — z e que Dz; converxa en L?(S); neste caso, tense
Dz = lim; Dx;. Polo Teorema 5.1, tense que dom(D) = W(S).

Sexan agora x e y seccidons diferenciables de S tal que Dx = y. Enton, para toda
s € C*(S), camprese

<vaTS> = <DZL’, 3) = <yv S>a

o cal ten perfecto sentido para secciéns arbitrarias z,y € L?(S). Se se verifica dita expresion
dirase que a ecuaciéon Dx = y satisfaise no sentido débil. Este concepto podese definir
tamén para ecuacions en derivadas parciais mais xerais, tratdndose dunha xeralizacion do
concepto ordinario de solucién.

Definicion 5.11. Dise que un operador limitado A sobre L?(S) ¢ un operador suavizante
se existe unha seccion diferenciable k& do fibrado S X S* := 7S ® 755 (sobre M x M) tal
que

As(p) = /M k(p, q)s(q) vol(q),

onde 7y, : M x M — M son as dias proxeccions canodnicas sobre os factores do produto.
A seccioén k recibe o nome de nicleo suavizante ou nicleo de Schwartz de A. Por derivacion
baixo o signo integral comprobase que o rango dun operador suavizante esta formado por
seccions diferenciables.

Definicién 5.12. Unha aprozimacion de Friedrich para S é unha familia {F.}, con ¢ €
(0,1), de operadores suavizantes simétricos sobre L?(S) verificando as propiedades seguin-
tes:

(i) {F.} ¢ unha familia limitada con respecto & norma L?;

(ii) para calquera operador diferencial B de primeira orde, {[B, F.]} exténdese a unha
familia limitada de operadores sobre L*(S);

(iii) F. — 1 na topoloxia débil de L?(S) (isto significa que, para todo z,y € L?(9),
(F.x,y) — (x,y) cando € — 0).

As aproximacions de Friedrich existen sempre, pero aqui non se tratara tal cuestion.
Tan s6 indicamos que estan definidos localmente por convoluciéon con funcions diferencia-
bles con soporte compacto, de forma similar aos operadores suavizantes, facendo que esas
funciéns tendan a distribucion de Dirac cando € — 0. Probarase a continuaciéon que para os
operadores de Dirac xeralizados son equivalentes as igualdades ordinarias da forma Dx =y
e as sudas respectivas interpretacions no sentido débil.

Proposicién 5.13. Sezan z,y € L?(S) tales que Dx = y no sentido débil. Enton x €
W(S) =dom(D) e Dz =y.
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Demostracion. Sexa {F.} unha aproximacion de Friedrich para S, e escribase z. = F.x.
Como F. é un operador suavizante simétrico, a seccidén z. é diferenciable e, para cada
s € C*(95), tense que

(Dx.,s) = (x.,D's) = (x, F.D's) = (x, D'F.s) + (x, [F., D']s)
= (y, F.s) + (x, [F., D']s).

Posto que {F.} e {[B, F.]} son familias limitadas de operadores, existird unha constante
C para a cal, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(D, s)| < [{y, Fes)| + (@, [F2, D]s)| < Cs]|.

Ao ser C*(S) denso en L*(S), séguese que ||Dx.|| < C.

Polo Teorema 5.1, {z.} é un subconxunto limitado do espazo de Sobolev W1(S). Logo,
pola compacidade débil da bola unidade de W!(S), existe unha sucesion £; — 0 tal que
T, converxe debilmente a un punto de W1(S). Dado que, segundo o Teorema B.9, a
inclusion de W*'(S) en L*(S) é un operador compacto, x., converxera a dito punto na
norma de W°(S) = L*(S). A propiedade (iii) da Definicion 5.12 asegura que tal limite é z,
e concliese que x € W(S) = dom(D). O

Proposicion 5.14. O nicleo dun operador de Dirac xeralizado estd formado por seccions
diferenciables.

Demostracion. O nicleo de D consiste no conxunto das seccions s € W(S) tales que
Ds = 0. Sexa s un elemento de ker D. Comprobarase inductivamente que s € W¥*(S) para
todo k, porque estéon o Corolario B.8 proporciona o resultado. Supoénase que s € W*=1(.9)
e sexa {F.} unha aproximacion de Friedrich. Pola Proposicion 5.2, como Ds = 0, existe
unha constante C}, satisfacendo

||F£S||k < Ck(“FaS”k—l + ||DF23||/<;—1) = Ck(“FaS”k—l + ||[D7F8]S||k—1)'

Sucede que as familias {F.} e {[D, F.|} son limitadas en W*~1(S). Logo || F.s]|, é limitada.
Ademais, dado que F.s — s en L?(S), habera unha sucesiéon F.;s converxente a s na
norma de W*(S) no sentido débil. Por definicién dos espazos de Sobolev dedtcese que

s € WHS). O

De aqui en diante suponerase que D = D, algo que se verifica para tédolos operadores
de Dirac.

Lema 5.15. Seza J: H® H — H ® H o operador dado por (z,y) — (y, —x), e sexa G o
grafo de D. Enton existe unha descomposicion en suma directa ortogonal da forma

HoH=Go JG.
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Demostracion. Sexa (x,y) € G Logo para toda s € C*(S),

((z,y), (s, Ds)) = 0,
é dicir,
(x,s) + (y, Ds) = 0.

Isto significa que Dy + z = 0 no sentido débil. A Proposicion 5.13 establece enton que
y € WI(S). Asi, (y, —x) € G e, consecuentemente, (z,y) € JG. O

Considérese agora o operador @ : L?(S) — W'(S) que a cada x € L?(S) lle fai corres-
ponder o elemento Qx € dom(D) = W' (S) tal que (Qz, DQzx) é a proxeccién ortogonal en
H @ H de (x,0) sobre G. Como consecuencia do Teorema 5.1 () é un operador limitado.
En efecto,

Q7 < C(lQzll + DQx|)? = C(|(Q, DQx)||* + 2| Q|| [ DQz]) < 3C|*.

Logo o operador @, considerado como operador sobre L?(S), é compacto, polo Teorema B.9.
Ademais é obvio que é simétrico, positivo, inxectivo, e que ten norma < 1. Preséntase agora
un teorema de descomposicion espectral do operador de Dirac.

Teorema 5.16. FExiste unha descomposicion de H como suma directa dunha cantidade
numerable de subespazos ortogonais Hy. Cada Hy € un espazo de seccions diferenciables de
dimension finita, e trdtase do autoespazo de D asociado a cada autovalor \. Ademais os A
forman un subconzunto discreto de R.

Demostracion. Sexa () o operador compacto e simétrico anteriormente definido. O teorema
espectral para ditos operadores (véxase |6, Capitulo VII, § 4, Teorema 5|) establece que
existe unha descomposicion de H como suma directa de autoespazos de () de dimensiéon
finita, asociados a un conxunto discreto de autovalores tendendo a cero. Como () é positivo
e inxectivo, ditos autovalores deben ser estrictamente positivos.

Sexa x € W(S) vector propio de Q asociado a p > 0. Polo Lema 5.15,

(z,0) = (Qu, DQx) + J(~(y, Dy)) = p(z, Dx) + (~Dy. y),

de onde (p — 1)z = Dy e y = —pDx. Sexan \? = 1—;£ ez = —p%y. Tense que
Dz = \z e Dz =z,

deducindose, a partir da linearidade de D, que x + 2z e ©x — 2z son vectores propios de
D asociados a A e —\, respectivamente. Asi, H pode ser expresado como suma directa
numerable de autoespazos de D, os cales son subespazos de dimension finita de W*(S).
Todo vector propio de D asociado a un autovalor A estd no nucleo do operador de
Dirac xeralizado D — X, polo que se trata dunha seccién diferenciable de S, segundo a
Proposiciéon 5.14. Ademais a distribucion dos p e a definicién dos autovalores A garanten
que estes tltimos son discretos na recta real. O
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5.3. O calculo funcional

Nesta seccion introducirase o calculo funcional do operador de Dirac, unha ferramenta
moi util para traballar con dito obxecto. Sexa o(D) o espectro do operador de Dirac. Polo
Teorema 5.16 toda seccion s € L?(S) ten unha “expansion de Fourier” como suma directa
ortogonal da forma

Z SXs

Ao (D)

sendo sy, a componente de s correspondente ao autoespazo de D asociado ao autovalor .
Resulta evidente que ||s)|| < ||s]|, para todo A.

Proposicion 5.17. Unha seccion s € L*(S) € diferenciable se e s6 se ||s\|| € de orde
O(IA\|=") para todo k e todo X € o(D).

Demostracion. Suponase primeiramente que s é unha seccion diferenciable. Logo s €
W*(S) ou, equivalentemente, ||s||, < oo, para todo k. Polo tanto, empregando o indicado
na Observacion 5.3, tense que

1
C_]/C/

1
O_l/;

1

1Dl = =5
Cy

00 > |Islly > lIsalle > =5 llsall + [1Dsall) > A sl

de onde se deduce que
Isall < Cllsall AT,

¢ dicir, que ||sy|| ¢ de orde O(]A\|7*), para todo k.
Reciprocamente, supéniase que |s,]| ¢ de orde O(|A|7%) para todo k. Coma antes, a
Observacion 5.3 establece que

Isalli, < Gl + 1D%sall) = CE L+ [AF)lsall < G A Isall

para algunha constante C}”. Entén, como ||sy|| ¢ de orde O(|]A\|~*) para todo k, sucede que,
para cada enteiro positivo ¢, tamén |A|*][s,|| ¢ de orde O(|A|7F) para todo k, obtendo

Soal < Isille < Y N < o
A ¢ A A

Polo tanto, segundo o Corolario B.8, s € (), W*(S) = C*>(S). O

Islle = ‘

No caso de que a norma das compoifientes s, sexa de orde O(|A|7) para todo k, dise
que os termos da expansion de s decrecen rapidamente.

Sexa f unha funcion limitada sobre o espectro (D). Podese definir entén un operador
limitado f(D) sobre L*(S) mediante

fD)s= > f(Nsa, (5.2)
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sendo >, sy a descomposicién en suma ortogonal de s € L?(S) indicada anteriormente.
Deste xeito, f(D) é o operador diagonal que actiia por multiplicacién por f(A) sobre cada
autoespazo do operador de Dirac. Dise que f(D) é o cdlculo funcional asociado & funcion
f relativo ao operador de Dirac D.

Proposicion 5.18. A aplicacion f — f(D) é un homomorfismo entre o anel das funcions
limitadas en (D) e o espazo de operadores limitados en L*(S). A norma do operador
f(D) € menor ou igual que o supremo do valor absoluto de f. Se D conmuta cun operador
A, enton f(D) tamén. O operador f(D) aplica C*(S) en C*(S). Ademais, se f e g son
funcions limitadas tal que f(x) = xzg(z), enton f(D) = Dg(D).

Os resultados da proposiciéon anterior son consecuencias inmediatas da definiciéon do
calculo funcional e da Proposiciéon 5.17. Por exemplo, a ultima afirmacion dedicese de que

Dg(D)s=D> g(N)sy =Y _ g(\)Dsy= > _ g(MNAsy =Y f(N)sy = f(D)s.

Por outra banda, como consecuencia da Proposicion 5.17, se f decrece rapidamente
(i.e. [f(N)] é de orde O(|A|7*) para todo k), sucede que o rango de f(D) esta formado por
seccions diferenciables, xa que ||f(A)sy]| = [f(A)] [|sall, e tense o seguinte.

Proposicion 5.19. Se f decrece rapidamente, f(D) € operador suavizante. A aplicacion
entre o espazo de funcidns en R que decrecen rapidamente (coa topoloxia de Frechet) e o
espazo de nicleos de Schwartz de M x M que asocia a cada f o nicleo de Schwartz de
f(D), € continua.

Demostracion. Para cada A € o(D), o operador proxeccién ortogonal Py de L?(S) no
autoespazo de D asociado a A é operador suavizante, pois toda proxeccion ortogonal con
rango de dimension finita o é (precisase aqui do Teorema 5.16). Ademais a k-ésima norma
de Sobolev (en M x M) do niucleo suavizante K, de P, esta limitada para todo k. Como

FD)= 3 FP,

Aeo(S)

e f decrece rapidamente, séguese que f(D) é suavizante con nicleo de Schwartz Ky dado
pola serie

Ky = Z FVK,

Ao (S)
que é converxente en todo espazo de Sobolev, e polo tanto coa topoloxia C*°. [
Observacion 5.20. Polo teorema do embebemento de Sobolev (Teorema B.7), se |f(\)| é

de orde O(|A|™") para algtin N > dim M, entén o operador f(D) terd nicleo de Schwartz
continuo, xa que WV (S X S*) C C(S X S*).






Capitulo 6

Teoria de Hodge

Definiciéon 6.1. Sexan M unha variedade de Riemann compacta orientable de dimension
n e {5y, S1, ..., Sk} unha familia de fibrados vectoriais sobre M con métricas hermitianas
e conexions compatibles. Sexan d; : C*°(S;) — C*°(S;11) operadores diferenciais tales que
d;j1d; = 0, é dicir, de maneira que

C>(Sp) —d C2(5)) —Lv C(8y) —Lv . s 0oo(5y).

sexa un complexo. Se S = @5; é un fibrado de Clifford con operador de Dirac D = d +d',
dirase que se trata dun complexo de Dirac.

Observacion 6.2. Pola Proposicion 3.24, o complexo de de Rham de M é un complexo de
Dirac. O teorema de de Rham (véxase |2, Teoremas 8.9 e 15.8|) establece que a cohomoloxia
deste complexo ¢ isomorfa & cohomoloxia de de Rham (con coeficientes complexos) de M.
Como consecuencia da Proposicion 3.25 o complexo de Dolbeault dunha variedade de
Kéhler é tamén un complexo de Dirac. Ademais o complexo de Dolbeault dunha variedade
complexa calquera é un complexo de Dirac xeralizado no sentido que se indica en (5.1).

A idea que se desenvolve neste capitulo consiste en empregar a métrica para obter
un representante canénico de cada clase de cohomoloxia. Lémbrese que unha clase de
cohomoloxia C C C*°(S;) é un subespazo afin de C'*°(S), con subespazo vectorial asociado
dC*(S;-1). Buscarase o elemento da clase que tefia norma minima, que sera unha secciéon
a perpendicular a dC*(S;_1). Iso significa que, para toda 8 € C*(S;_4),

0= (a,df) = (d'a, B),

é dicir, que d'a = 0. Dado que o é pechada, tal feito equivale a que Da = 0. Posto
que ||Dal|? = (D%, a), é tamén equivalente a que D?a = 0, caso no que se di que « é
harmonica. Este argumento foi introducido por Weierstrass no século XIX, pero a proba
da existencia das secciéns harmonicas foi posteriormente aportada por Hodge.

Teorema 6.3 (Hodge). Cada clase de cohomoloxia dun complezo de Dirac contén un inico
representante harmdnico. De feito, a j-ésima cohomoloxia H7(S;d) do complexo de Dirac
¢ isomorfa como espazo vetorial ao subespazo das seccions harmonicas de S;.
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Demostracion. Sexa H? o espazo das seccions harmonicas de S;. Ditos espazos constitiien
un subcomplexo do complexo de Dirac con diferencial trivial (onde a conmutatividade dos
cadrados é consecuencia do caracter harmoénico de «):

0 0 0 0

. v T NI L PN A
L L L

di_ di_ d: d;

2 0(8511) I 0%(8)) —L C(S5)

Hai que probar que a inclusiéon ¢ é unha equivalencia de cocadeas. Témese a aplicacion
P C>(S;) = H’ que é restricion a C*°(S;) da proxeccion ortogonal L*(S;) — HY.
Resulta obvio que Pr =1 e que tP =1 — f(D), onde f(D) estd dada mediante o calculo
funcional definido en (5.2), tomando

)1 se AF£0
f(A)_{O se A = 0.

A funcion

A2 se AN#£0
A:
9N {O se A=0

é limitada no espectro o(D) de D, debido a que o(D) é discreto en R (véxase o Teore-
ma 5.16). Logo o operador de Green G = g(D) esta definido. Tense ademais que D*G =
f(D), pois para calquera seccién s € C*(S;), satisfaise

D?*Gs = Zg()\)DQS)\ = Z ANy = Z sy = f(D)s.
y

A£0 A£0
Por outra banda, tomando H = d'G, obtense que
DG = (dd' + d'd)G = dH + Hd,

debido a que G conmuta con d, algo que se pode deducir dun xeito similar ao razoamento
anterior (xa que D? conmuta con d). Polo tanto,

1 — P = f(D) = DG = dH + Hd.

Isto implica que ¢ é unha equivalencia de cocadeas (véxase [14, Lema 4.11]), concluindose
o resultado. O

Corolario 6.4. A cohomoloxia dun complexo de Dirac sobre unha variedade compacta ten
dimension finita.

Demostracidn. Polo Teorema 6.3, tense o isomorfismo H7(S;d) = H7, onde H? é o autoes-
pazo de D asociado ao autovalor 0, o cal é de dimensién finita debido ao Teorema 5.16. [
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Corolario 6.5 (Dualidade de Poincaré). Sexa M unha variedade compacta, conexa e orien-
tada de dimension n. Enton o produto interseccion

H*(M;C)® H" *(M;C) — H"(M;C)=C
¢ non dexenerado, establecendo unha dualidade entre H*(M;C) e H"*(M;C).

Demostracion. Emprégase neste corolario a cohomoloxia de de Rham, que é isomorfa &
cohomoloxia do complexo de Dirac (ver Observacion 6.2). O produto interseccion na co-
homoloxia corresponde co producto na cohomoloxia de de Rham inducido polo produto
exterior de formas diferenciais. Tratase de comprobar que se unha clase C € H*(M;C)
¢ tal que C —~ C' = 0 para toda C' € H*(M;C), entén C = 0. Considérese unha métrica
riemanniana sobre M e témese a representante harmonico de C. Como D?xa = xD?*a = 0,
sucede que o tamén é forma harmonica, e representa a unha clase C'. Logo C —~ C' ten
como representante harmonico a a A xa. Usando o isomorfismo de integracion existente
entre H"(M;C) e C (véxase [14, Teorema 10.13|) séguese que

||a||2:(oz,oz>:/ aAxa=0 = a=0. O
M

Observacion 6.6. Estes dous corolarios do teorema de Hodge, aplicados ao complexo de
de Rham, son exemplos de resultados puramente topoléxicos obtidos mediante técnicas
analiticas. Tales enunciados poden ser probados tamén empregando unicamente argumen-
tos topoloxicos. Sen embargo, existen casos dos resultados anteriores (sobre variedades de
Kéhler, por exemplo) que se deducen da Teoria de Hodge e que semellan imposibles de
probar por unha via exclusivamente topoloxica.

A dualidade de Poincaré pode ser interpretada dende o punto de vista analitico median-
te formas diferenciais ou dende o punto de vista xeométrico mediante clases de cohomolo-
xia. Sexa M unha variedade compacta orientable de dimension n e C' unha subvariedade
pechada orientable de dimension k& < n. Tense entén o funcional linear en cohomoloxia
seguinte:

[C]: [o] € HY(M;C) — /Coz € H"(M;C) = C.

Este funcional estd ben definido porque fca s6 depende da clase de cohomoloxia da
forma «. Iso débese a que, polo teorema de Stokes, fc df = 0 e, consecuentemente,
[C](dQ*1(M)) = 0. Ademais [C] pode ser extendido a un funcional ¢ sobre o es-
pazo das k-formas de cadrado integrable Q%,(M), facendo uso da proxeccion ortogonal
P:QF, (M) — H" (a cal conserva a clase de cohomoloxia) e definindo

pla) = ve(a) = [ Pa
c
Deste xeito, ¢ é un funcional linear continuo no espazo de Hilbert Q]ZZ (M). Aplicando o
teorema de representacion de Riesz para o dual dun espazo de Hilbert (véxase [3, Teore-
ma 5.5]), tense que existe unha tnica forma g € QF,(M) tal que ¢(a) = («a, ), para toda
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a € QF,(M). Dado que P? = P = P*, camprese que

(@8 =pla) = [ Pa= [ Pa=p(Pa) = (Pa.p).

de onde (o, 5) = (o, PB). Isto implica que P8 = 3, é dicir, que f é unha forma harménica.
Entéon o dual x5 dado pola Proposicion 6.5 representa unha clase de cohomoloxia que,
facendo uso da expresion dada polo teorema de representacion de Riesz, verifica

/CPoz—/Moz/\*ﬂ,

para toda a € QF,(M). A clase de cohomoloxia [Pc| = [xf] € H"*(M) recibe 0 nome de
dual de Poincaré da subvariedade C'. Como a dualidade establecida na Proposicion 6.5 é
independente da métrica considerada en M, o dual de Poincaré tamén o seré.

Se C' e C' son subvariedades pechadas orientables de dimensions complementarias sa-

tisfaise que
/PC/ :/ Por N Po = (—1)dim0dimc’/ Po A Po :i/ Pe,
c M M '

onde o signo menos s6 aparece se as dias dimensions son impares. Dito nimero denominase
numero de interseccion xeométrica de C' e C’, e representa o nimero de puntos (necesa-
riamente illados) de interseccion entre as subvariedades C' e C’, suponendo que C' e '
estenan en posicion “xenérica’, considerados cun signo en concordancia coas orientacions
das mesmas. Para a demostracion deste feito é preciso relacionar a dualidade de Poincaré
co isomorfismo de Thom (véxase [2, Capitulo 1, § 6]).

Observacion 6.7. Bochner foi quen introduciu a idea de combinar a representacion da
cohomoloxia mediante formas harmonicas coa formula de Weitzenbock (véxase a Propo-
sicion 3.11), co animo de obter resultados topoloxicos relativos & curvatura positiva de
variedades. Para traballar deste xeito é preciso calcular explicitamente o termo K da for-
mula de Weitzenbock. A seguinte proposicion faino para o caso particular do operador de
de Rham.

Lema 6.8. Sexa D = d + d' o operador de de Rham. Enton a restricion a 1-formas da
contraccion de Clifford da curvatura € igual ao operador curvatura de Ricci.

Demostracion. Sexa e; unha referencia ortonormal de T'M. Segundo a Definicion 3.10, a
contraccion de Clifford da curvatura é

1
K= 5 Z c(e;)c(e;) K (e, €5).
i3
Nesa expresion K é o operador curvatura do fibrado cotanxente T*M, porque se esta a
considerar a restriciéon a 1-formas. Pdédese empregar a métrica para identificar TM e T* M,



6 Teoria de Hodge 71

tomando asi K como o operador curvatura de Riemann R. Polo tanto, tendo en conta as
Proposicions 1.16 e 3.20, concliese que

Kep, = %Z cle;)clej)e(e)(R(e;, ej)ex, e) = % Z c(ei)c(ej)cler) Rikij

Z'7j7l i7j7l
1 .
=3 g Ryijc(eejer) = E Ricgq c(eq). O

i?j7l

Teorema 6.9 (Bochner). Sexa M unha variedade compacta orientable cuio primeiro ni-
mero de Betti sexa non nulo. Enton M non posie ningunha métrica con curvatura de Ricci
positiva.

Demostracion. Segundo a Observacion 6.2 tense que
0 # by (M) = dim H'(M;C) = dim H'(S; d),

polo que, debido ao Teorema 6.3, existe un tinico representante harménico o de H'(S; d).
Logo a é unha solucién non trivial de D?s = 0. O Teorema 3.13 asegura entén que K ten
algin autovalor non positivo. O resultado séguese do Lema 6.8. [






Capitulo 7

A ecuacion da calor

Considerarase que M ¢é unha variedade de Riemann compacta dotada dun fibrado de
Clifford S sobre cuias seccions diferenciables actiia o operador de Dirac D. Neste capitulo
aportanse resultados sobre a correspondente ecuaciéon do calor, que é unha das ecuacions en
derivadas parciais tipicas que involucran ao operador D. Ditos resultados pédense xeralizar
facilmente a operadores da forma D + A, sendo A un endomorfismo simétrico de S.

7.1. Operador e nucleo da calor

Definicion 7.1. A ecuacion da calor para D é a ecuacion en derivadas parciais dada por
Os+D?*s=0 (t>0).

Na expresion anterior enténdese que s é unha seccion diferenciable de S que tamén
depende diferenciablemente do parametro “temporal” t, é dicir, s debe ser interpretada
como unha aplicacion diferenciable M x [0, 00) — S, ou incluso

teRT — s, € C(S).

Proposicion 7.2. Fizada unha seccion inicial so € C*(S), a ecuacion da calor ten unha
tinica solucion diferenciable s;, definida para t > 0. Ademais a norma L* verifica a esti-
macion ||s¢|| < ||sol|-

Demostracion. Suponase en primeiro lugar que existe unha solucion diferenciable s;, con
t > 0. Empregando a Proposicion 3.14, tense que

8t||8t||2 = at<8t, St> = —<D2$t, St> — <St, D2St> = —2<D8t, D8t> = —2||D8t||2 S O

Polo tanto, para t > 0, satisfaise a desigualdade ||s;||* < ||so]|?, que é equivalente 4 do
enunciado.

Para probar a unicidade tomese outra soluciéon u; correspondente & seccién inicial sg.
E obvio que s; — u; é a solucién da ecuacion da calor correspondente & condicién inicial
so — S0 = 0. Logo [|s; — w]| = 0 e séguese que s; = uy.
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Tratarase agora a existencia de solucién. Considérese

se=e P59 € C=(89),

tD?

onde o operador e " esta definido mediante o calculo funcional dado na formula (5.2).

Como a funcién
2
(t,\) — e

pode ser derivada con respecto a t > 0, uniformemente en )\, tense que s; depende di-
ferenciablemente de ¢ e resulta ser soluciéon da ecuacion da calor. En efecto, satisfaise a
condicién inicial e ademais

P2
sy = —D?e sy = —D?%s,. [

Observacion 7.3. O feito de que norma da solucién s; da ecuaciéon da calor sexa menor ou

igual cd norma da seccién inicial sy débese a que, para cada aoutovalor A de D, tense que
—t)\2 . . .

e ™" <1 (dandose a igualdade s6 no caso A = 0), sendo

—_tD? _+)\2
sp=e P 80226 7 (50) -
y

Observacion 7.4. A proba da unicidade de solucién é valida para calquera soluciéon que
sexa de clase C? no espazo e de clase C' con respecto ao tempo.

Dado que a funciéon exponencial decrece rapidamente, a Proposicién 5.19 asegura que o
operador soluciéon etP? da ecuacion da calor é un operador suavizante. Enton existe unha
familia, dependente do tempo e denominada nicleo da calor, de secciéns k; do fibrado
S S* sobre M x M verificando

e~ 5(p) = /M ke(p. 4)3(q) vol(q). (7.1)

para toda seccion diferenciable s e todo ¢t > 0.
Proposicion 7.5. O nicleo da calor ki(p, q) ten as sequintes propiedades:

(i) Satisfaise a ecuacion
(at + Dz) kt(p7 Q) = 07

sendo D, o operador de Dirac que actia sobre a variable p. Isto quere dicir que,
fizado un punto q, a seccion p = ki(p,q) de S ® S} verifica a ecuacion da calor.

(ii) Para cada seccion diferenciable s, cumprese que

/M k(p, 0)s(q) vol(g) —> s(p)

uniformemente en p, cando t — 0.
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E mdis, o nicleo da calor € a unica seccion de S S* dependente do tempo que é C? con
respecto a p e a q, que é C* con respecto a t, e que verifica as propiedades (i) e (ii).

Demostracion. A Proposicion 7.2 e a ecuacion (7.1) aseguran que o nicleo da calor verifica
as propiedades (i) e (ii).

Reciprocamente, para comprobar a unicidade supénase que K; é a familia dos opera-
dores suavizantes cuios nicleos de Schwartz satisfan ambas propiedades. Enton, para cada
seccion diferenciable s, a secciéon dependente do tempo K;s verifica a ecuaciéon da calor,
para todo ¢ > 0. Pola unicidade para soluciéns de clase C? respecto do espazo (dada pola
Proposicion 7.2), tense que

Kis = e*(t*E)DQKES,

para todo € > 0. Sucede tamén que, cando € — 0, téfiense a converxencia uniforme K.s — s
. (4 2 _ 2 —(+— 2
e a converxencia e~ (=8P — ¢7*P" na norma L2. Consecuentemente, e~ ¢~ [ s —
_ 2 ., . . . _ 2
e *P”s. Polo tanto, para toda seccién diferenciable s, cimprese que K;s = e *P"s. Logo K,

é necesariamente o nucleo da calor. O]

Observacion 7.6. A propiedade (i) da Proposicion 7.5 tamén se expresa habitualmente
dicindo que k; tende a unha J-funciéon (ou d-seccion) cando t — 0.

7.2. Nicleo da calor aproximado

Definicion 7.7. Sexa m un enteiro positivo. Un nicleo da calor aproximado de orde m
¢ unha seccion kj(p,q) de S X S* dependente do tempo e tal que verifica as condicions
seguintes: é de calse C? en p e ¢; é de clase C*' con respecto a t; tende a unha d-funcion; e
satisfai aproximadamente a ecuacion da calor, no sentido de que

(0 + D2) ki(p, q) = t"re(p, q),

sendo 7(p, ¢) unha seccion de clase C™ de S X S* que depende continuamente do tempo
para t > 0. Dise enton que a seccion r(p, q) € un termo de erro de clase C™.

O obxectivo deste capitulo consiste en demostrar que, dalgunha maneira, os nicleos da
calor aproximados converxen asintéticamente ao nicleo da calor.

Proposicién 7.8 (Principio de Duhamel). Seza s; unha seccion de clase C* de S que varia
continuamente co tempo. Enton existe unha unica seccion diferenciable s, de S variando
diferenciablemente co tempo, con sq = 0, e tal que se satisfai a ecuacion non homozrénea
da calor, € dicir,

((?t + D2) Sy = s¢.

En particular, §; vén dada pola formula integral

t
§t:/ 6_(t_t,)D28t/ dt,
0
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Demostracion. Para comprobar o enunciado de existencia é preciso derivar baixo o signo
integral a férmula dada, obtendo

t
015 = 8¢ +/ <—D2 6_(t_tl)D28t/> dt' = s, — D?3,.
0

Para comprobar a unicidade supénase que ; fose outra solucién da ecuaciéon non homoxé-
nea da calor cumprindo as condiciéns pedidas. Entén, dun xeito obvio, tense que

(0, + D?) (5¢ — W) = 5o — o = 0.

Isto significa que §; — u; ¢é solucién da ecuaciéon homoxénea da calor, a cal ten solucion
tnica pola Proposicion 7.2. Como a seccién cero verifica trivialmente tal ecuacion, tense o
resultado. n

Corolario 7.9. Para cada k > 0 ténense estimacions para todalas normas de Sobolev da
solucion da ecuacion non homoxénea da calor, as cales, para certas constantes Cy, toman
a forma

15l < t Crsup{[[sel, |0 <t <t}

Demostracion. Empregando a formula integral para s; expresada na Proposicion 7.8 resulta
evidente que bastara con probar que os operadores e *P° estan uniformemente limitados
en cada espazo de Sobolev. E doado ver que os operadores e tP” ¢ D* conmutan entre si.
Logo, segundo a Observacion 5.3, para cada k > 0 existe unha constante C} > 1 tal que

el =t (e flore =) = e (el )

O resultado séguese do feito de que e*P” est4 uniformemente limitado na norma L2, pola

Proposicion 5.18. O

Proposicion 7.10. Seza k; o nicleo da calor correspondente a un fibrado de Clifford S
sobre unha variedade M. Para cada enteiro positivo m, existe un m' > m tal que, se k; €
un nicleo oproximado da calor de orde m’, enton

ki(p,q) — Ki(p,q) = t" es(p, q),
onde e; € unha seccion de S X S* de clase C™ que depende continuamente de t > 0.

Demostracion. Toémese m' > m + %dim M. Por definiciéon de niicleo da calor aproximado,
k; tende a unha J-funcion e verifica a ecuacion

(0: + D2) ki (p, q) = t™ 14(p, q),

sendo 74(p,q) un termo de erro de clase C"™. Segundo a Proposicién 7.8, para sy = 0,
existird unha tnica solucion s;(p,q) (dependente de ¢) da ecuaciéon non homoxénea da
calor dada por

(0: + D2) si(p, q) = —t™ ri(p. q).
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Polo tanto, tense que
(00 + D}) (K, + s)(p, @) =t re(p.q) — " re(p.q) = 0,
de onde, aplicando a unicidade de soluciéon para a ecuacién da calor,
ki(p,q) — ki(p,q) = 5:(p, @)

Por outra banda, o Corolario 7.9 establece que existe unha constante C,,,; cumprindo
que

[5tl]r <t Cor sup{ H—t’m'nf

N0t <t =t Gl

Para valores de ¢ proximos a cero, que son os relevantes neste caso, a m/-ésima norma de
Sobolev de 7, esta limitada. Consecuentemente, sucede que [|s;],,, < t™'+1 C| para algunha
constante C' que depende continuamente do parametro temporal. Segundo teorema do
embebemento de Sobolev (Teorema B.7), a inclusion W™ (S) — C™(S) é unha aplicacion
continua, polo que ||s;||,, <™+ C, concluindose o resultado. O

7.3. Expansiéon asintética do nicleo da calor

A teoria elemental de ecuacions en derivadas parciais sobre espazos euclidianos establece
que o nicleo da calor vén dado pola funcion (véxase |7, § 2.3|)

1 —|z —y|?
) — —— _

sendo n a dimension do espazo en cuestion. Tal feito, no caso da ecuacion da calor sobre
unha variedadede Riemann M de dimension n, induce a considerar a funcion

1 —d(p, q)*
hi(p,q) = CORE exp (4—15)

como unha primeira aproximaciéon do nucleo da calor. De feito, empregarase como punto
de partida para a construciéon dunha expansion asintética do nucleo da calor.

Sexa ¢ € M un punto fixo e escollase un sistema coordenado xeodésico local * con orixe
en ¢q. Denotarase r? = > (2%)? = Y gYx'2?, de maneira que r sexa a distancia xeodésica
con respecto a orixe ¢. Sexa tamén a funcion h = (47Tt)_"/ 2¢=r2/ 4 que é a representacion

local de hy( -, q).
Lema 7.11. Verificanse as igualdades sequintes:
(a) Vh = —2% r O,

(b) Osh + Ah = Z—; d,g, onde g = det(g"”) € o determinante da métrica riemanniana.
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Demostracion. Sucede que dh = (—h/2t)r dr. O gradiente Vh e a 1-forma dh correspénden-
se mutuamente mediante o isomorfismo determinado pola métrica entre o espazo tanxente
e 0 espazo cotanxente. Pero dito isomorfismo tamén leva dr en 0,, debido a que se esté a
considerar un sistema coordenado xeodésico. Asi queda probado o apartado (a).

Para demostrar (b) comezarase por probar a férmula xeral

VI(fV) = fVIV = (V1. V),

para calesquera funcién f e campo de vectores V. En efecto, dada unha funciéon h, tense
que

(h,VI(fV)) = (Vh, fV) = (fVh,V) = (V(fh) = AV, V)
= (fh,V'V) = (WY [, V) = (h, fV'V = (V£ V).

Agora, polo apartado (a), caimprese que

h 1 h r
Ah =V'Vh 5 Vi(ro,) + Qt(Vh,rar) 5 Vi(ro,) + o7 Oyh.

O segundo sumando obtido & igual a —r?h/4t? mentres que o primeiro queda determinado
pola expresion
,

Vi(ra,) = —% > 0(aVi) = —n = 100,

facendo uso da formula (1.1). Polo tanto,

r n r
Ah=(-— 2 Zag)n
h (4t2+2t+4gtag)h

Por outra banda, é doado calcular que

n r
oh=(—-—=+-—=|h
' ( T 4152) ’
e combinando as dias ultimas férmulas tense o resultado. O
Lema 7.12. Sezxan f unha funcion diferenciable, s unha seccion diferenciable sobre un
fibrado de Clifford S, e D o operador de Dirac sobre C*°(S). Satisfanse as igualdades
sequintes:

(a) D(fs) — fDs=c(Vf)s, onde ¢ denota a multiplicacion de Clifford.

(b) D*(fs) — fD?s = (Af)s —2Vyys.
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Demostracion. Considérese unha referencia ortonormal sincrénica e;. O apartado (a) é
consecuencia das propiedades da derivada covariante, pois

D(fs) = &Vi(fs)= fZeZV,s+deeZ 5= fDs+ c¢(Vf)s.

Probarase agora o apartado (b). Satisfaise que

D(fDs) = Zel (fejVis) =Y eifVi(e;Vis) + > ei(Vif)e;Vs

i,J i,J
= f Z eiejViVjs + Z eiejViijs.
1,J 1,J

Ademais sucede que

D(c(Vf)s) =Y eiVi(Vife;-5) =Y eViV;flejs+ > e(Vif)Vie;s
2 2 12
—Z Verle]s—FZeze]V st—i—Ze,Vf V.e;)s.
,J %,J

Polo tanto, aplicando (a), resulta que

Dz(fs) = fD2$ + (Af)s + Z €;€; (VZfV]s + ijvis),

4,3

onde, debido & regra do produto de Clifford, no terceiro sumando os termos con ¢ # j
cancélanse, de forma que queda —2Vyys. ]

Definiciéon 7.13. Sexa f unha funcién sobre R™ que toma valores nun espazo de Banach
E. Unha ezpansion asintotica de f ao redor de t = 0 é unha serie formal

)~ D ()

sendo a; : Rt — FE funcidns, e tal que se verifique a condicién seguinte: para cada enteiro
positivo n existe un ¢, tal que, se £ > £, entén

14

Hf(t) — > ax(t)

k=0

S Cﬂ,n|t|n7

para algunha constante Cy,, e para t suficientemente pequeno.

Observacion 7.14. Outra forma de expresar a condiciéon da definicién anterior é a seguinte:
para cada n case todalas sumas parciais da serie formal aproximanse a f cun erro de orde
t", para t suficientemente pequeno.

Cabe destacar tamén que unha expansion asintotica non ten por que converxer necesa-
riamente. Por exemplo, as series de Maclaurin para unha funciéon C* son sempre expansions
asintoticas pero converxen se e s se a funciéon é analitica nunha vecinanza do cero.
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O seguinte teorema dé unha expansion asintotica do nicleo da calor.

Teorema 7.15. Sexa M wunha variedade de Riemann compacta equipada cun fibrado de
Clifford S con operador de Dirac D. Sexa k; o nicleo da calor para M. Enton verificanse
as propiedades sequintes:

(i) Eziste unha expansion asintética de ky da forma

ki(p,q) ~ hu(p,q)(Oo(p, q) +101(p, q) + 1*Oa2(p, q) + ),
onde as ©; son seccions diferenciables de S X S*.

(ii) Esta expansion asintdtica € vdlida no espazo de Banach C™(SX S*), para todo r > 0.
Ademais pode ser derivada formalmente para obter expansions asintdticas das deri-
vadas parciais (con respecto ao espazo e ao tempo) do nicleo da calor.

(iii) Os walores das seccions ©; ao longo da diagonal podense calcular mediante expresions
alzébricas involucrando aos coeficientes da métrica e da conexion, e ds suas derivadas
parciais. En particular, ©¢(p,p) = 1.

Demostracion. Debido & Proposicion 7.10, bastara con probar que é posible atopar seccions
©; de S .S* tales que para cada enteiro positivo m a suma parcial, con J suficientemente
grande,

J
=0

sexa un nucleo da calor aproximado de orde m. De feito, chegaré con construir as seccions
O©(p, q) para aqueles puntos p que estean proximos a un ¢ fixo, xa que fora dunha vecinanza
da diagonal de M x M o termo h(p, q) é de orde t> porque a distancia d(p, ¢) que aparece
na sia expresion faise grande.

Toémese un sistema coordenado xeodésico local con orixe ¢ e dendtense por zt, ..., 2" as
coordenadas locais para p. Como xa se fixo con anterioridade, h denotara & representacion
local de hy( -, q). Aplicando os Lemas 7.11 e 7.12, para calquera seccion diferenciable s de
S (equivalentemente, de S ® S;), obtense que

1

1
h (& + D2) (hs) = 7 (aths + hOys + hD?s 4 (Ah)s — QVVhs)

1
=05+ D?s + 4Lgt 0rg s+ ;Vrars. (7.2)

Considérese unha expansion s ~ u, + tuj + t2us + -+, sendo os u; seccions diferenciables
de S independentes do tempo. Segundo a expresion anterior, para cada potencia positiva
de t cimprese que

1

h (0r + D?) (ht'u;) = jt/'u; + D*(Huy) + é gt u; + 71V .1y,
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de onde, igualando a cero ditos coeficientes da expansion, resulta

A
Vraruj + (] + @ arg> U; = —D2Uj_1, (73)
para cada j =0,1,2,....

As ecuacions (7.3) son ecuacions diferenciais ordinarias ao longo de cada lina radial que
sae de ¢, e son equivalentes as ecuacions seguintes:

" 0 se =0
Ve (7"] iu-) = . 1 7.4
o\ 97 i tgiD*u; . sej > 1. (7.4)

A equivalencia entre (7.3) e (7.4) obtense ao introducir g'/4 como factor integrante. Por
exemplo, para j = 0,

0= V,9,uo+ <é 3r9) up = Vo, up + (9771 arg%) ug = Va, (giuo) -
Deste xeito, ug esta determinado polo seu valor inicial uy(0), que é o endomorfismo iden-
tidade de S;. Para j > 1 a ecuacion anterior determina u; en funcién de u,_;, salvo un
sumando que ¢ multiplo constante dun termo de orde =7 arredor de r = 0. Pero a hipotese
da diferenciabilidade na orixe implica que esta constante de integracion debe ser nula. Polo
tanto, os u; estaran determinados polo valor inicial uo(0) = 1.

Definiranse os 0;(p, ¢) como as funciéns con valores en S X S* que estén representadas
en coordenadas locais arredor de ¢ mediante as funcions w;(r). Como Oy (p,p) = ue(0) =1
e o nicleo da calor euclidiano (a partir do cal se define h;(p,q)) tende a unha d-funcion
cando t — 0, para todo J a suma parcial

J
K (p.q) = hu(p,q) > _t0;(p.q)
7=0

tamén tenderd a unha J-funcién cando t — 0. Agora, razoando coa expresion

1
hi(p,q)

J
(0, + D) (ht(I% q) Z t'0;(p, Q))

=0
segundo se indica en (7.2), dedicese que

(0 + D2k] (p, q) = t"he(p, q)e] (p, q),

onde ¢/ (p,q) é un termo de erro diferenciable. Non obstante, tal e como se reflexou na
demostracion da Proposicion 7.10, escollendo J > m + n/2, o teorema do embebemento
de Sobolev (Teorema B.7) asegura que a funcién t’e/(p, q) tende a cero na topoloxia de
Frechet C™ cando t — 0. Polo tanto, para J suficientemente grande, &/ (p, ¢) ¢ un nticleo da
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calor aproximado de orde m. Como xa se indicou ao comezo da demostracion, isto implica
que
he(p, @) (©o(p, @) +tO1(p, @) + t*O2(p, q) + )

é unha expansion asintotica do nicleo da calor k;. Queda asi probado o apartado (i), a
partir do cal se deduce inmediatamente (ii).

Para xustificar o apartado (iii) obsérvese que os ©,(p,q) estan representados local-
mente mediante os u;(0), os cales veflen dados por expresions alxébricas involucrando
aos coeficientes da métrica e da conexion, e as suas derivadas parciais (véxanse as ecua-
cions (7.3)). Ademais os dous membros de ditas ecuacions poden ser expandidos mediante
series de Taylor arredor dunha orixe ¢q. A afirmacion (iii) séguese de aplicar inducciéon
en j, comparando os coeficientes das series de Taylor en cada paso e tendo en conta que

Oo(p,p) = up(0) = 1. O

Exemplo 7.16. Semella que, seguindo os pasos da demostracion anterior, é posible calcular
todalas seccions ©; da expansion asintotica do nicleo da calor. Sen embargo, na practica
isto pode resultar extremadamente complicado. Aqui simplemente se calculara o coeficiente
©; ao longo da diagonal.

A partir da ecuacion (7.4) correspondente a j = 0 resulta evidente que uy = g~ /*.
Como na orixe do sistema local r = 0, a formula (7.3) e a formula de Weitzenbock (véxase
a Proposicion 3.11) establecen que, na orixe,

w(0) = = D2ug(0) = (@) (97 ) ~ K.

Considérese agora a expansion de Taylor da métrica en coordenadas xeodésicas, a cal vén
dada por

1
9=1+5 > P2 Ripgi + O(|zf),
4,D,q
de onde se deduce que
1

gii:]k——
12

> @l Ry + O(Jaf?).

4,D,q

Polo tanto, ao derivar e facer uso da simetria do operador curvatura de Riemann, concluese

que
Z(@‘)Q (g_i) = —é ZRippi = %Fﬂ,
% ,p
sendo k a curvatura escalar da Definicién 1.18.
Resumindo, ctiimprese que, dado un punto p € M, a expansion asintética para o niicleo
da calor comeza cos dous seguintes termos:

@O(pap) = ]-7

©1(p,p) = %Fo(p) — K(p).



Capitulo 8

Operadores de tipo traza e autovalores

Sexa M unha variedade de Riemann compacta orientable de dimensién n. No Capitulo 5
probouse que o Laplaciano A de L?*(M) ten espectro discreto con autovalores 0 < \g <
A1 < Ay < -+ que tenden a infinito. Neste capitulo preténdese profundizar na distribucion
de ditos autovalores mediante o estudo da funcién

N(A) = mix{j |\ < A},

que indica o numero de autovalores de A que son menores que un valor A. Para obter
estimacions precisas da funcién 91 empregarase o estudo asintotico da ecuacién da calor
visto no Capitulo 7. Os resultados que se presentan neste capitulo son tamén vélidos, con
lixeiras modificacions, para o cadrado D? de calquera operador de Dirac xeralizado, xa que
se basean no Teorema 5.16.

8.1. Operadores de tipo traza

A relacion que existe entre as dimensions dos autoespazos e a anélise funcional vén dada
pola traza de certo tipo de operadores compactos nun espazo de Hilbert. Considérense dous
espazos de Hilbert separables H e H' con bases ortonormais (e;) e (€}), respectivamente.
Un operador linear limitado A : H — H' estara representado pola matriz infinita que ten
por coeficientes

Cij(A) = <A€Z‘, €;>

Definese a traza de A como a suma dos elementos diagonais da matriz (¢;;), é dicir, Tr(A) =
>; Cii- Ademais a traza dunha proxeccioén ortogonal ¢ a dimensién do seu rango.

Proposicion 8.1. Dado un operador non limitado A : H — H', o valor real non negativo
2
1Az = > les (AP
2%
¢ independente da eleccion das bases ortonormais de H e H'.

83
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Demostracion. Polo teorema de Parseval, tense que
2 2
1AIGs =D les (D = [l Aedl?,
ij i

Inv .
o cal non depende da base de H' porque non involucra aos elementos e; Pero

Cij(A) = <A€i; 6;) = <€;~,A€i> = <A*6;-,€i> = Eji(A*),

polo que
Al s = Y [E (AN = leii (A9 = A (I3
12 12
¢é independente da base de H, polo mesmo motivo. O

Definiciéon 8.2. Un operador limitado A dise que é de Hilbert-Schmidt se || A| 4 < o0.
En tal caso, || Al ;4 recibe o nome de norma de Hilbert-Schmidt.

Proposicion 8.3 (Véxase |3, Problema 40]). Verificanse as sequintes propiedades:

(i) A norma de Hilbert-Schmidt estd inducida polo produto interior

(A, B) s = Y @j(A)ci(B).

/Z:hj

(ii) O espazo dos operadores de Hilbert-Schmidt con este produto interior é un espazo de
Hilbert.

(iii) A norma de Hilbert-Schmidt dun operador é maior ou igual c¢d sia norma usual.
(iv) Os operadores de Hilbert-Schmidt son compactos.

(v) Tanto a suma de dous operadores de Hilbert-Schmidt como a composicion dun de
Hilbert-Schmidt con outro limitado son operadores de Hilbert-Schmadt.

Definicion 8.4. Dise que un operador limitado 7" sobre un espazo de Hilbert H ¢é de tipo
traza se é composicion de dous operadores de Hilbert-Schmidt A e B. A sta traza definese
como o produto interior de Hilbert-Schmidt dado por Tr(T) = (A*, B) ;5.

Observacion 8.5. Esta definicion de traza so depende de T' (e non dos operadores A e B),
e ademais coincide coa nociéon de traza anteriormente dada mediante unha matriz infinita
representante. En efecto, aplicando o teorema de Parseval, tense que

Te(T) = Z@j(A*)Cij(B) = Z cji(A)cij(B) = ZCJJ(T)-
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Observacion 8.6. Como consecuencia da Proposicion 8.3 tense a seguinte cadea de inclu-
sions entre familias de operadores:

(tipo traza) C (Hilbert-Schmidt) C (compactos) C (limitados)

Proposicion 8.7. Sexa T un operador de tipo traza simétrico. Enton Tr(T) coincide coa
suma dos autovalores de T'.

Demostracion. Toémese unha base ortonormal (e;) formada por autovectores asociados a
autovalores \; de T', a cal existe debido ao teorema espectral para operadores compactos
simétricos (véxase [6, Capitulo VII, § 4, Teorema 5|). Enton

Te(T) = Z%(T) Z Te;, e;) Z/\ (e;,€;) Z)‘Z

%

Observacion 8.8. O teorema de Lidskii (véxase [18, Teorema 3.7|) establece que o enunciado
da Proposicion 8.7 é certo ainda que 71" non sexa un operador simétrico, pero ten unha
demostracion realmente complicada.

Proposicion 8.9. Sexan T e B operadores limitados sobre un espazo de Hilbert H, tales
que T sexa de tipo traza, ou T e B sexan de Hilbert-Schmidt. Enton tanto TB como BT
son operadores de tipo traza, e ademais Tr(TB) = Tr(BT).

Demostracion. A primira afirmaciéon é consecuencia inmediata do apartado (v) da Pro-
posicion 8.3. Para comprobar a igualdade considérese unha base ortonormal (e;) para H.
Enton o teorema de Parseval asegura que

Tr(TB) = Z(TBei, e;) = Z(Bei, T e;) = Z@i(B)aj(T),

onde a ultima serie é absolutamente converxente. Ademais tratase dunha expresion simé-
trica con respecto a 1" e a B, seguindose asi o resultado. O

Moitos exemplos de operadores tipo traza e de Hilbert-Schmidt provenien do manexo
de operadores integrais sobre variedades. A seguinte proposicion, que se pode aplicar as
variedades de Riemann compactas e orientables, é unha mostra disto.

Proposicion 8.10. Sexa M unha variedade compacta que posia unha forma de volume

diferenciable, denotada por vol. Sexa A o operador limitado sobre L*(M) definido, para
cada v € L*(M), por

Aulpy) = /M E(p1, p2) u(p2) vol(pa),

sendo k unha funcion continua en M x M. Enton A é un operador de Hilbert-Schmidt e
cumprese que

1A = / kw1, p2) P vol(py) vol(ps).
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Demostracion. Témese unha base ortonormal (e;) do espazo de Hilbert L?(M). Tendo en
conta unha igualdade obtida na demostracion da Proposicion 8.1 e integrando sobre toda
a variedade, tense que

Al = 3 e = 3 [ Ao vol(p)
=% [ | [ onpest ol

— /Z ‘/k(pl,pg)ej(pz)VOI(m)
_ / / [k(py, p)I? vol(py) vol (ps).

2
vol(p1)

2
vol(p1)

Na tltima igualdade empregouse o teorema de Parseval. Ademais o tltimo termo da ex-
presion é finito, co cal A é operador de Hilbert-Schmidt e ten sentido falar de ||A|| ;5. O

Teorema 8.11. Sexan M e A nas condicions da Proposicion 8.10, con k diferenciable en
M x M, de maneira que A sexa operador suavizante. Enton A € de tipo traza e satisfaise
que

Tr(A) = / k(p, p) vol(p).

Demostracion. En primeiro lugar, supénase que A = BC, sendo B e C' operadores de
Hilbert-Schmidt como os da Proposicion 8.10, ¢ dicir, que estean representados por ntcleos
de Schwartz continuos kg e k¢, respectivamente. Sucede que

BCu(py) :/kB(p1,p2)Cu(p2)V01(p2)
= /k‘B(Pl,M) (/ kc(p2>p3)U(P3)V01(p3)) vol(ps)
_ / / K (p1, p2)kic (pa, ps) vol(pa) u(ps) vol (ps),

de onde
k(pl,p?)) = /kB(Plapz)ko(PmP?))VOl(pz)-

Por definicion, a traza de A é (B*,C) 4. Sen embargo, a Proposicion 8.10 determina a
norma de Hilbert-Schmidt no espazo dos operadores con niicleos de Schwartz continuos
e entoén, pola identidade de polarizacién, tamén determina o produto interior de Hilbert-
Schmidt en dito espazo. Consecuentemente,

Te(A) = / / ki (pr, p2)ko (s, pr) vol(pr) vol(ps) — / k(p. p) vol(p).



8.2 Autovalores do Laplaciano 87

Falta por porbar que todo operador suavizante A poida ser factorizado na forma BC. A
Observacion 5.20 asegura que o operador (1+ A)~" ten ntcleo de Schwartz continuo, polo
que é un operador de Hilbert-Schmidt (pola Proposicion 8.10). Deste xeito, o operador
suavizante A pode ser expresado como composiciéon do operador B = (1 + A)™" e do
operador suavizante C' = (1 + A)™ A, os cales tefien nticleos de Schwartz continuos.  [J

Os resultados anteriores fan referencia unicamente a operdores sobre o espazo de fun-
cions L*(M). Non obstante, ¢ importante traballar cos correspondentes resultados aplica-
dos a operadores sobre o espazo das seccions dun fibrado de Clifford S, de maneira que os
nucleos de Schwartz sexan seccidons de S X §*. Isto significa que, para todo p € M,

k(p,p) € S, @ S, = Hom(S), S,).

En tal caso, o resultado analogo ao Teorema 8.11 é o que segue, o cal se demostra por
reducién ao caso de L*(M) ao facer uso de trivializacions locais e particions da unidade.

Teorema 8.12. Sexa A un operador suavizante en L*(S) con micleo de Schwartz k. Enton
A € un operador de tipo traza e verificase que

Tr(A) = /tr k(p, p) vol(p),

onde tr : S, ® S; — C € a traza candnica definida sobre os endomorfismos do espazo
vectorial de dimension finita S,,.

8.2. Autovalores do Laplaciano

Prestarase agora especial atenciéon ao operador e *, a partir do cal se obtén a solucién

da ecuacion da calor (véxase a Proposicion 7.2). Como é un operador suavizante, a Propo-
sicién 8.11 determina que se trata dun operador de tipo traza e que a sia traza se calcula
integrando o ntucleo sobre a diagonal. Enton, segundo o Teorema 7.15, satisfaise que

Tr(e ™) ~ (ao + tay + taz + ),

(4mt)n/?

onde
a; = /M ©;(p) vol(p).

Por outra banda, a Proposicion 8.7 indica que
—tA —t);
Tr(e™*) = E e,
J
sendo A; os autovalores de A. Concliese asi que

(4rt)" 2y " e~ ag + tay + Pay + - (8.1)

J
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Deste xeito, o espectro de A determina a dimensiéon n da variedade M e os coeficientes a;, os
cales contenen informacién xeométrica fundamental de M. En particular, o Exemplo 7.16
proporciona os seguintes datos:

ap = /M vol(p) = vol(M)

o= [ wlp)volp)

Proposicion 8.13. O espectro do Laplaciano A dunha variedade compacta M determina
a sta dimensidn, o seu volume e a sia curvatura escalar total. Ademais, se dim(M) = 2,
o Lapalciano tamén determina a topoloxia de M.

Demostracion. A primeira afirmacion esté xustificada no paragrafo anterior.

No caso bidimensional, o teorema de Gauss-Bonnet relaciona a caracteristica de Euler
dunha variedade coa stia curvatura de Gauss, a cal coincide coa metade da curvatura esca-
lar. O resultado séguese entén do feito de que a caracteristica de Euler (equivalentemente, o
xénero) dunha veriedade compacta conexa orientada sen bordo determina a stia topoloxia,
polo teorema de clasificacion das superficies compactas. O

A expansion asintotica dada pola formula (8.1) pode ser empregada no sentido inverso,
é dicir, unha vez conecidos os coeficientes ©;, pddese facer uso dela para obter o espectro
do Laplaciano. Neste sentido é fundamental o resultado que se inclte a continuacion.

Teorema 8.14 (Foérmula asintotica de Weyl). Seza M(A) a funcion que conta o nimero
de autovalores de A menores ca \. Cumprese que

1
1{ A N2 = (M
Jim M) Gz 1) O
e escribese .
MN(A) ~ vol(M)A\"/2,

(4m)"/2T(n/2 + 1)
Demostracion. Da expresion (8.1) deducese que, cando t — 0,
t Ze‘t’\j — C,
J
sendo a = n/2 e C = (47)"/2vol(M). O resultado ¢ consecuencia inmediata de aplicar o

Teorema 8.17, que é un resultado de teoria abstracta de Tauber. [

Observacion 8.15. Tomando D(A) = j, o Teorema 8.14 pode ser reformulado como unha
estimacion asintotica para o autovalor j-ésimo, do xeito

o (T(n/24+1)\"
R N i)
Aj 47 g < vol(M) ) )
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Observacion 8.16. Ao longo de todo o capitulo traballouse co Laplaciano en funciéns por
comodidade e por tratarse do caso clasico. Non obstante, todolos razoamentos expostos
son tamén validos para Laplacianos de Dirac xeralizados. O tinico que cambia en tal caso
é o termo Oy, que se trata entéon do endomorfismo identidade do fibrado de Clifford S en
cuestion. Usando o Teorema 8.12, isto repercute unicamente no coeficiente

ao = /M tr Oy (p) vol(p) = dim(S) vol(M),

no cal se ve involucrada a dimensién de S.

Teorema 8.17 (Karamata). Sexa \; unha sucesion crecente de nimeros positivos tales
que, para algunhas constantes o > 0 e C, se verifique que

taZe’t’\j — C,
J

cando t — 0. Enton a funcion M(N\) que conta o nimero de termos da sucesion menores
ou iguais ca A satisfai que

C

N~ N ra Ty

cando A\ = o0.

Demostracion. Para calquera funcion continua f : [0,1] — R definase
pr(t) = fle™)e™.
J
Sucede que, para calquera f,
Cort) — po [ gyt (82)
% — e %) s e ¥ ds, )
! T(@) Jo

cando t — 0. Como consecuencia do teorema de Stone-Weierstrass (véxase [5, Capitulo V,
Teorema 8.1]), basta probar esta afirmaciéon para monomios da forma f(r) = 2". E doado
comprobar que o primeiro termo da expresion (8.2) tende a C(n + 1)~ cando ¢t — 0.
Ademais, ao facer un cambio de variable e empregar a definicion da funcién gamma de
Euler, tense que o segundo termo de (8.2) ¢ igual a C'(n+1)~*. Logo a afirmacion anterior
¢é certa.

Sexa agora, para cada r € [0, 1], a funcién continua f, : [0,1] — R definida a cachos
como segue: antilase en [0,e~'/"]; toma a expresion f(z) = 1/x para x € [e”},1]; e no
intervalo [e_l/ " e~ consiste na interpolacion das outras duas partes (¢ dicir, a stia gréfica
nese intervalo é o segmento do plano que une os puntos (0,e~/") e (e7!,¢)). A partir desta

definicion obtense que
1 1
— 1 < 2 < —
@f, <M) <N < ¢y, ()\) :
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xa que, por exemplo,

©f, (%) = Z fr (e_%) 6_% + Z fr (e_%> e_% = e% e_% = MN(N).
J<N(N)

I>N(A) JESN(A)

Sexa t = A7 e apliquese a propiedade (8.2) a f,. Dado que

o 1
; -5\ ,a—1 —sd
/O f (6 )8 e S = —,

cando A — oo (i.e. t — 0), cumpriranse as desigualdades seguintes:

C
, —a <
limsup A7*N(N) < oT(@)’
1/ , f )\—am(A) > L l"’/oof( _s) a—1 —Sd
11m 11 = P(a) o ) rl€ S (& S].

Na segunda desigualdade, por construcion das funciéns f,., o segundo sumando tende a
cero cando r — 1. Polo tanto, como tales desigualdades se verifican para todo r € [0, 1],
existe o limite

C C

lfim A~ 9N(\) = - .
Jim AT al(a) T(a+1)

O estudo da informacién xeométrica contida no espectro do Laplaciano dunha variedade
de Riemann chamase Xeometria Espectral. Esta seccion foi unha pequena incursion nesa
area.



Capitulo 9

Indice do operador de Dirac

Neste capitulo preséntanse os aspectos fundamentais que reodean & definiciéon de indice
dun operador de Dirac, mentres que o teorema do indice e a stia demostracién incliense
no capitulo seguinte.

9.1. Graduacion de fibrados de Clifford

Un moédulo W sobre unha alxebra de Clifford C1(V') dise que é Zs-graduado, ou simple-
mente graduado, se posie unha descomposicion W = W+ & W=, A acciéon de Clifford dise
que é impar se a multiplicaciéon de Clifford por calquera vector v € V leva o sumando W'
en W~ e viceversa. Asimesmo, un fibrado de Clifford S sobre unha variedade de Riemann
M ¢é graduado (con accion de Clifford impar) se ten unha descomposicion S = ST @ S~
respectando a métrica e a conexion, e tal que cada fibra S, sexa un médulo de Clifford
graduado sobre C1(T,M). Este concepto, que xa foi introducido no Capitulo 3, é equivalen-
te a que sobre S haxa definida unha involucion ¢ (chamada operador graduante) que sexa
simétrica, paralela! e cumpra que

ec(v) + c(v)e =0,

para calquera vector tanxente v € T'M. En tal caso, os subfibrados S* de S son exactamente
os autoespazos de € asociados aos autovalores +1.

Para todo fibrado de Clifford graduado S, a alxebra dos operadores limitados sobre
L?(S) ten estrutura de superélxebra (véxase a Definicion 4.1), en concordancia co compor-
tamento que presenten ditos operadores con respecto a4 descomposicion de S.

Definiciéon 9.1. Sexa S un fibrado de Clifford graduado e A un operador de tipo traza
sobre L?(S). A supertraza de A vén dada pola expresion

Trg(A) = Tr(eA),

onde ¢ ¢é o operador graduante.

sto quere dicir que € conmuta coa derivada covariante.
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Proposicion 9.2. A supertraza dun superconmutador € cero.

Demostracion. Sexan A e B operadores limitados sobre L?*(S) que sexan homoxéneos con
respecto & estrutura de superélxebra indicada anteriormente. Facendo uso da Definicién 4.4
obtense que

Try([A, B],) = Tr(e[A, Bl,) = Tr(cAB) — (—1)deWdeeB) Ty(cBA).
E doado comprobar que os operadores A ¢ B cumpren que
eA = (—1)%s 4¢,
eB = (—1)%&B B¢,

Enton, empregando a Proposicion 8.9, concliese o resultado ao considerar os seguintes tres
casos:

» Se deg(A) = deg(B) = 0, tense que

Tr(cAB) = Tr(BeA) = Tr(e BA).

» Se deg(A) = deg(B) = 1, tense que

Tr(cAB) = Tr(BeA) = — Tr(eBA).

= Se un dos dous graos é 0 e o outro é 1, a igualdade darase trivialmente porque tanto
Tr(¢AB) como Tr(¢ BA) seran nulos, debido 4 forma dos tensores involucrados. [

Para cada a € End(S,), definese a supertraza local como trs(a) = tr(ea). Como con-
secuencia inmediata das definicions de supertraza e supertraza local obtense o resultado
seguinte, analogo ao Teorema 8.12.

Proposicion 9.3. Seza A un operador suavizante sobre L*(S) con nicleo de Schwartz
ke C*(SX S*). Enton satisfaise que

Tr,(A) = /M b, ((p, p)) vol(p).

Tratarase aqui o caso de fibrados de Clifford graduados sobre variedades de Riemann
compactas e orientables de dimension par 2m. Como xa se indicou no Capitulo 4, o elemento
de volume w ten cadrado (—1)™ e anticonmuta con todolos xeradores da alxebra de Clifford,
polo que a accion de i™w constitie un operador graduante €9 para calquera fibrado de
Clifford. Pero poden existir tamén outros operadores graduantes. De feito, se € é outro
operador graduante, sucede que egy ¢ unha involuciéon simétrica que conmuta con toda a
alxebra de Clifford. A partir disto dedtcese a afirmaciéon seguinte.

Lema 9.4. Todo fibrado de Clifford graduado descomponse en suma directa de dous subfi-
brados de Clifford graduados, correspondentes con € = + &g.
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Obsérvese que o Lema 9.4 d& lugar a unha descomposicion de S en catro sumandos direc-
tos, considerando as partes par e impar de cada un dos dous subfibrados resultantes. Ditos
subfibrados reciben o nome de parte candnicamente graduada e parte anticandnicamente
graduada de S, respectivamente. Debido a que as duas partes presentan un comportamento
anéalogo, sera suficente con describir o que ocorre cos fibrados de Clifford canénicamente
graduados.

As propiedades da supertraza local estudaranse mediante a teoria de representacions
de élxebras de Clifford (véxase o Capitulo 4). Dado un fibrado de Clifford S, a unicidade
da representacion irreducible spin A da lugar a unha descomposicion S = A ® V, onde
V = Homg (4, S) é un fibrado vectorial auxiliar. Ademais, para todo p € M, verificase
que

End(S,) = Cl(T,M) ® End(V},,) = Cl(T,M) @ Endc(S,).

Que a fibra S, sexa canénicamente graduada significa que a descomposiciéon en suma directa
inducida pola graduacion esta dada por

S,=(ATeV)ae (A~ V),

sendo A% as semirrepresentacions spin positiva e negativa.

Denotarase por 7, : Cl(2m) — C & aplicacion que leva cada elemento da alxebra de
Clifford na supertraza do endomorfismo determinado pola sta accidén na representacion
spin (lémbrese que Cl(2m) ® C = End(A)). Das anteriores consideracions, xunto co feito
de que a traza conmuta co produto tensor, dediicese o seguinte resultado.

Proposicion 9.5. Sexa S un fibrado de Clifford canonicamente graduado. Sexa a = c® F
un endomorfismo de S,, con ¢ € CI(T,M) e F € Endq(S,). Enton cimprese que

try(a) = 7,(c) tr2(F),
onde tr¥/2(F) € a traza relativa introducida na Definicion 4.14.

Considérese unha base ortonormal {ey, ..., €9, } de R*". Dado un subconxunto E C
{1,...,2m}, denotarase por I ao elemento [[..,e; da élxebra de Clifford Cl(2m). Deste

xeito, o conxunto Es, formado por todolos E constitiie unha base de Cl(2m) como espazo
vectorial, segundo a Proposicion 3.4.

Lema 9.6. Sezac=) . cpE un elemento de Cl(2m). Enton a supertraza de c, considerado
como endomorfismo da representacion spin, vén dada por

Ts(C) = (_2i)m612.‘.2m-

Demostracion. Pola definicion de supertraza tense que 74(c) = 7(i™wc), onde 7 denota &
traza ordinaria da representacion spin. Para calquera E = {iy, ..., i}, cimprese que

T(WE) = 7(e1 -+ egme, - €5,) = (—1)"F7r(E),
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sendo ng o namero de elementos pares de E, e E o elemento de Fs,, que ten por conxunto
de subindices ao complementario de F. Consecuentemente,

Ts(c) = 7(1Mwe) =i Z ceT(wE) = i™ Z(—l)”EcE 7(E).
E E
Polo tanto, bastara con probar que

(A) 2" se FE=0
T E =
0 noutro caso.

O caso en que E = @ é obvio, xa que @ = 14 e xa se viu no Caplitulo 4 que dim A = 2™.
Supoénase entén que F # @ e considérese a accion de E por multiplicacion pola esquerda
sobre a dlxebra de Clifford. Como representacions, tense o isomorfismo

Cl(2m) ® C = End(A) = A @ A*,

tomando a accién pola esquerda sobre o primeiro factor A. Interesa conecer cal ¢ a traza de
E cando actia sobre A, que sera igual & traza da acciéon de E sobre A®A* multiplicada por
(dim(A*))~! = 27™. Como o elemento F permuta os elementos de Fy,, sen deixar ningtn
fixo, a accion de E sobre Cl(2m) correspondese cunha matriz con diagonal de ceros, a cal
ten traza nula. ]

Observacion 9.7. O Lema 9.6 indica que a supertraza dun endomorfismo da representacion
spin coincide, dada a sta expresién como elemento da alxebra de Clifford, co coeficiente que
acompana ao termo de grao maximo (salvo un multiplo escalar). Tamén se pode demostrar
dito lema traballando coa taboa de caracteres do grupo finito FEs,,.

9.2. Indice do operador de Dirac dun fibrado de Clifford
graduado

Procederase agora a definir o indice dun operador de Dirac relativo a un fibrado de
Clifford graduado S = S* @ S~. Atendendo & expresion local

D = Zezvz

do operador de Dirac, é doado comprobar que aplica as secciéns de C*(ST) en C*(S7),
e vicecersa. Denotarase por DT 4 restricion de D ao espazo C°(S™), e por D~ & sta
restricion ao espazo C'°(S™). Verificase que D~ é o operador simétrico de DT, pois

(D+51>52) = <D51+7827) = (S;raDS;) = (817D752)7

para calesquera seccions sy, so € C*°(5).
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Deste xeito, pddese considerar ao operador de Dirac como procedente do complexo de
Dirac (véxase a Definiciéon 6.1) de lonxitude 1

o= (5+) —P5 oeos0).

Por definicion, a caracteristica de Euler deste complexo (aqui é fundamental o feito de que
as dimensions do nucleo e o contcleo de DT son finitas, como consecuencia do Teorema 5.16)
é igual a

dim ker D" — dim coker D = dim ker D™ — dim ker(D )" = dim ker D™ — dim ker D~

Definiciéon 9.8. O indice dun operador de Dirac graduado D definese como a caracteristica
de Euler do complexo de Dirac de lonxitude 1 anterior, é dicir,

Ind(D) = dimker D™ — dim ker D™

Exemplo 9.9. Témese o operador de de Rham D = d + d' (véxase a Proposicion 3.24).
Sobre o espazo de formas diferenciables Q(M) considérese o operador graduante definido
por € = (—1)* en Q¥(M). Lémbrese que no Capitulo 6 se definiron as formas harménicas
como aquelas que estan no nicleo do operador de Dirac. Aplicando o teorema de Hodge
(Teorema 6.3), dedtcese que o indice de D coincide coa caracteristica de Euler de M. En
efecto,

Ind(D) = dimker D™ — dimker D~ = dim H° — dim H*

= dim H°(S; D*) — dim H'(S; D*) = > (=1)* dim H*(M) = x(M).

Este operador graduante ¢ recibe o nome de graduacion de Euler do operador de de Rham,
e non é candnico nin anticanénico.

Unha consecuencia inmediata das definiciéns de supertraza e indice é que, para ca-
da operador de Dirac graduado D, tense que Ind(D) = Trs(P); onde P é a proxeccion
ortogonal de C*°(.S) sobre ker D.

Proposicion 9.10. Sexa f unha funcion diferenciable rapidamente decrecente, definida
sobre R™ e tal que f(0) = 1. Entén verificase que

Ind(D) = Tr,(f(D?).

Demostracion. Dado que, polo Teorema 5.16, o espectro de D é un subconxunto discreto
da recta real, existira un intervalo [—J, ] contendo a 0 como tnico autovalor de D. Logo a
proxeccién ortogonal P pode ser expresada mediante fo(D?), sendo f, funcion diferenciable
simétrica con soporte contido en [—d, ] e tal que fy(0) = 1 (xa que os elementos de ker D
quedan fixos por P).
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Sexa g a funcion diferenciable simétrica definida por
g(@®) = f(2®) = folz?),

para todo = € R. Probar a igualdade do enunciado equivale a demostrar que Try(g(D?)) =
0, pois en tal caso concliese que

Tr,(f(D?)) = Trs(fo(D?)) = Try(P) = Ind(D).

Posto que ¢(0) = 0, existirda unha factorizacion g(z) = zh(x), sendo h unha funcion
diferenciable que, ao igual que ¢, decrece rapidamente (porque f ten tal propiedade). E
mais, h pode ser & sua vez factorizada como h(z) = hq(z)hs(x), produto de daas funcions
diferenciables con decrecemento réapido. Enton, segundo a Proposicion 5.18, tense que

9(D?) = D*h(D?) = & (Dhs(D)Dh(D) + Dhs (D) Dhu(D)) = £ [Dhs (D), Dho( D).

Asi, o resultado séguese da Proposicion 9.2. [

Observacion 9.11. Dase a continuacion outra demostracion da Proposicion 9.10. Para cada
autovalor A do Laplaciano D?  sexa n, ()\) a dimension do autoespazo da restricion de D?
a C(ST) asociado a A, e definase analogamente n_(\). Ctunprese entéon que

Tr, f(D*) =) f(N)(ne(A) =n-(N) =Ind(D) + > fF\)(n4(A) = n_(N)).

A>0

Sen embargo, como D é un operador impar simétrico, establece un isomorfismo entre os
M-autoespazos de D? en C®(ST) e en C*(S™), para cada A > 0. Logo ny (\) = n_(\) para
os autovalores positivos de D?, concluindose o resultado.

O caso especial da Proposicion 9.10 dado por
Ind(D) = Tr, (e_tD2> :

que relaciona o indice coa ecuacion da calor, recibe o nome de formula de McKean-Singer.

Observacion 9.12. As hipoteses da Proposicion 9.10 poden ser debilitadas da seguinte ma-
neira. Non ¢é preciso que a funciéon f tena decrecemento rapido, senén que basta con que
f(x) = O(z™"), sendo N unha constante dependente da dimension e tal que é suficiente-
mente grande como para que os operadores Dhy(D) e Dhy(D) tefian nucleos de Schwartz
continuos, de forma que sexan operadores de Hilbert-Schmidt (véxanse a Observacion 5.20
e a Proposicion 8.10).

Interesa estudar o comportamento do indice con respecto as variaciéns continuas do
operador de Dirac. Sexa { D; | t € [0,1] } unha familia continua de operadores de Dirac
graduados definidos sobre unha variedade M con fibrado de Clifford S. Isto quere dicir que
a métrica riemanniana, a acciéon de Clifford e tanto a métrica como a conexioén en S varian
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continuamente co parametro ¢ (de maneira que se conserve a condicién de compatibilidade
da Definicion 3.8).

A aplicacion t — D, asi definida é continua entre o intervalo [0,1] e o espazo dos
operadores limitados B(W*T1(S), Wk(S)), para todo enteiro positivo k. Ademais, pola
Proposicion 5.2, os operadores D; satisfan as desigualdades

2 2 2
||S||k+1 < Ck(HS”k + ||DS||k)7
para algunha constante C} dependente do pardmetro t.

Proposicion 9.13. Sexa { D; | t € [0,1] } unha familia continua de operadores de Dirac
graduados. Enton, para todo t, cimprese que

Ind(D;) = Ind(Dy).

Demostracion. Dado que os autovalores de D; estan contidos na recta real, as resolven-
tes (D; 4= 4)7! existen e levan W*(S) en W**1(S) para todo k, como consecuencia da
estimacion eliptica. E mais, as aplicaciéns ¢ + (D; £ i)~! son continuas entre [0,1] e
B(Wk(S), Wk+1(S)), para todo k. Para comprobar isto é preciso empregar a formula re-
solvente

(D +4)™ = (Dy +14) ™ = (D + )" (D — Dy)(Dy +14)~

e a uniformidade das estimacions elipticas, que xustifica que as normas de Sobolev de
(D;+1i)~! son limitadas independentemente de ¢. Deste xeito, t — (14 D2)~" & aplicacion
continua entre [0,1] e B(W*(S), Wk2N(S)). Ademais, para N suficientemente grande, a
inclusion de W*T2V(S) en W*(S) ¢ operador de Hilbert-Schmidt e, polo tanto, (1+ D?)~2V
¢é operador de tipo traza. En particular, a sta traza e supertraza varian continuamente con
t. Aplicando a Proposicion 9.10, obtense que

Ind(Dy) = T, (1 + D})~2)

varia continuamente con t. Pero o indice é sempre un ntimero enteiro por ser diferencia de
dias dimensions. Logo debe ser constante. ]

A proposicién anterior establece que o indice do operador de Dirac é un invariante
topoloxico que depende unicamente das propiedades topoloxicas da variedade M e do

fibrado de Clifford S.

9.3. Indice e ecuaciéon da calor

A continuacion indicaranse algunhas das relacions existentes entre a ecuacion da calor e
o indice dun operador de Dirac graduado. A partir da Proposicién 9.3 e da expansion asin-
totica do nicleo da calor k; asociado ao operador suavizante e *P” (véxase Teorema 7.15),
dedtcese que

1
Tr (e—tD2> ~ W (/trs O vol + t/trs@l v01+---),
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Proposicion 9.14. O indice dun operador de Dirac graduado D € cero se a dimension n
de M € tmpar, e coincide con

1
W/trs @n/QVOI

sen € par. Na expresion anterior o coeficiente O,/ € unha expresion alzébrica dos coefi-

ctentes da métrica e da conexion, e das suas derivadas parciais.

., , . _ 2 L. , .
Demostracion. Segundo a formula de McKean-Singer, Tr,(e7*P") ¢ igual ao indice de D,
o cal é constante pola Proposicion 9.13. Logo s6 pode sobrevivir, no caso de existir (i.e.
para n par), o termo da expansion asintotica que non dependa de t. A segunda afirmacion

débese ao apartado (iii) do Teorema 7.15. O

Corolario 9.15. Seza M un revestimento de k follas de M. Sexan S e D os levantamentos
do fibrado de Clifford S e do operador de Dirac D a M. Enton

Ind(D) = kInd(D).
Demostracion. Dado que ©,,/, ¢ unha expresion local, o seu comportamento en cada “volta”

de M sobre M sera o mesmo ca en M. O

Exemplo 9.16. Considérese unha variedade de Riemann de dimension 2 e témese o ope-
rador de de Rham D = d + d', equipado coa graduacién de Euler dada polo grao médulo
2 sobre as formas diferenciables. A Proposiciéon 9.14 indica que

1
Ind(D) = e / (tr 8} — tr O] + tr 63) vol,
7r

onde o superindice denota o grao das formas. Polo Exemplo 7.16, tense que

. 1 .
@leéﬁ'l—KZ,

sendo K' a correspondente contraccion de Clifford da curvatura. Como K° = 0, o Corola-
rio 6.5 establece que tamén K? = 0. Ademais, segundo o Lema 6.8, K! coincide co operador
curvatura de Ricci. Deste xeito,

tr@? = tr 07 = é,‘i,
1 2
tr ©1 :6/{'2—%:—§/€.

Polo tanto, empregando o Exemplo 9.9, resulta que

X(M) =Ind(D) = %/I{VOI.

™

Obtense asi o teorema de Gauss-Bonnet, tendo en conta que a curvatura escalar k é o
dobre da curvatura de Gauss.



Capitulo 10

Teorema do indice

10.1. Simbolos de Getzler

A demostracion do teorema do indice de Atiyah-Singer que se presenta neste traballo
precisa das nociéns de alxebra filtrada, alxebra graduada e simbolo.

Definicién 10.1.

(i) Unha dlzebra graduada é unha alxebra que conta cunha descomposicion en suma
directa A = &,,.A™ cumprindo que A™ - A" C A™T™

(ii) Unha filtracion dunha alxebra A consiste nunha familia crecente de subespazos { A,, |
m € 7} satisfacendo que A,, - A,y C Ay, para cada par m,m’ € Z. Unha alxebra
dotada dunha filtracién recibe o nome de dlzebra filtrada.

Exemplo 10.2. Dado un espazo vectorial V| a édlxebra exterior A"V ¢é unha alxebra
graduada. Tamén pertence a dita familia a alxebra C[z] de polinomios nunha variable.

A alxebra ®(M) dos operadores diferenciais sobre as funcions dunha variedade M ¢
unha alxebra filtrada, tomando ®,,, (M) como o espazo dos operadores diferenciais de orde
menor ou igual ca m. Asimesmo, a alxebra de Clifford C1(V') construida a partir dun espazo
vectorial V' é tamén unha alxebra filtrada, facendo Cl,, (V') igual ao subespazo xerado polos
produtos de m ou menos elementos dunha base de V.

Observacion 10.3. Toda alxebra graduada pode ser considerada como alxebra filtrada, pois
basta tomar A,, = A°®---®A™. Ademais toda imaxe por un homomorfismo dunha alxebra
filtrada conserva dita estrutura.

Por outra banda, considérese unha alxebra A xerada pola uniéon B UV, sendo B unha
subalxebra de A e V un subespazo vectorial. Enton poédese definir un homomorfismo so-
brexectivo de alxebras

Pv=BoBeVeB & BRVeBRIVaB) & — A
B

99
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que induce unha filtracion en A para a cal os elementos de B tefien grao 0 e os de V' grao
1. En particular, a filtracion da alxebra de Clifford C1(V') sinalada no Exemplo 10.2 esta
xerada deste xeito a partir de CU V.

Definicién 10.4. Sexan A unha alxebra filtrada e G unha alxebra graduada. Un simbolo
entre A e G tratase dunha familia de aplicacions lineares o,, : A,, — G™ verificando as
propiedades seguintes:

(i) om(a) =0, para todo a € A,,_;1.
(i) opm(a)om (@) = opmim (aad’), para calesquera a € A, e ' € A,,.

Definicion 10.5. A dlzebra graduada asociada a unha alxebra filtrada A é a dada pola
suma directa
g(A) - @ Am/Am—h

coa operacion produto inducida pola de A.

E doado comprobar que a alxebra graduada G (A) esta ben definida e que as proxeccions
A, — A/ A1 dan lugar a un simbolo o, : A — G(A).

Exemplo 10.6. A &lxebra graduada asociada & alxebra de Clifford dun espazo vectorial
V & a alxebra exterior A" V. O simbolo o, : CI(V) — A"V vén dado pola parte de grao
maximo do isomorfismo existente entre C1(V) e A*V (introducido no Capitulo 3).

Exemplo 10.7. Sexa V un espazo vectorial de dimension finita e dendtese por €(V) &
alxebra de operadores diferenciais con coeficientes constantes que acttian sobre as funciéns
de V. A alxebra €(V) é graduada, sendo a parte de grao m a formada polos operadores
homoxéneos de orde m. Podese tomar entén o fibrado €(T'M) que ten por fibra en cada
punto p € M a &(T,M), de forma que o espazo de seccions diferenciables C*(&(T'M)) ¢é
unha alxebra graduada.

O simbolo o, : ®(M) — C*°(€(T'M)) constriaese como segue. Fixese un p € M e tomese
un sistema de coordenadas locais z’ centrado en p. Un operador diferencial T' € D,,(M)
escribirase, en coordenadas locais, como

aOé
T = Z ca(a:')axa.

la<m

Sexa agora o operador diferencial con coeficientes constantes en 7,/ dado por
7nplT) = Y calO)
’ o ox®

Tratase dunha definicion independente do sistema de coordenadas locais escollido, e resulta
evidente que se anula ao aplicalo sobre operadores de orde menor ca m. E méis, para todo
par T € ©,,(M) e T" € ®,,,(M), satisfaise que

Tntm/ p (TT') = Tmp(T) Oy (1",
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debido a que o conmutador de T" e a multiplicaciéon por unha funciéon deferenciable é un
operador de orde < m. Extendendo este razoamento a todo punto da variedade obtense o
simbolo 0, : ®,,,(M) — C>(€™(T'M)) desexado.

Observacion 10.8. A filtracion de © (M) esté xerada segundo se indica na Observacion 10.3,
a partir do subespazo B = C'*(M) de elementos de grao 0 e do subespazo V = X(M) (os
campos de vectores sobre M, actuando mediante a derivada de Lie!) de elementos de grao
1. Debido ao seu carécter linear, para determinar completamente un simbolo basta definilo
sobre os seus xeradores. Neste caso, usando o simbolo definido no Exemplo 10.7 e razoando
punto a punto resulta inmediato comprobar que oo(f) = f para toda f € C*°(M), e que
01(X) = X para todo X € X(M).

Considérese unha variedade de Riemann M de dimensiéon par dotada dun fibrado de
Clifford S. No Capitulo 4 indicase que

End(S) = CI(TM) ® Endg(S).

Esta factorizacion proporciona a End(S) unha estrutura de fibrado de alxebras filtradas,
empregando a filtracion estandar de CI(T'M) dada no Exemplo 10.2 e tomando os elementos
de Endg(S) como de grao cero. Esta filtracion en End(S) recibe o nome de filtracion
de Clifford. A partir do simbolo definido no Exemplo 10.6 para a alxebra de Clifford,
constriese o simbolo de Clifford

E fundamental o estudo da alxebra D(S) dos operadores diferenciais que acttian sobre
as seccions diferenciables do fibrado S. Sucede que D(S) estéa xerado polas seccions de
Endc(5), as multiplicacions de Clifford e as derivadas covariantes.

Definicién 10.9. A filtracion de Getzler sobre ©(S) é aquela determinada sobre os seus
xeradores do xeito seguinte:

(i) Un endomorfismo de moéulos de Clifford de S ten grao 0;
(ii) Unha multiplicacion de Clifford ¢(X), con X € X(M), ten grao 1;
(iii) Unha derivada covariante Vy, con X € X(M), ten grao 1.
Dado un espazo vectorial V| denotarase por B(V') 4 alxebra dos operadores diferenciais
con coeficientes polinémicos que acttian sobre funcions en V' (fronte aos coeficientes cons-

tantes de €(V)). Asignando grao || — |a| a cada operador da forma x9% /02", o espazo
PB(V) adquire estrutura de alxebra graduada.

Véxase |15, Capitulo I11, § 4].
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Observacion 10.10. Lémbrese que o operador curvatura de Riemann é unha 2-forma con
valores en End(7'M). Dado un campo de vectores X € X(M), para cada p € M, tense a
aplicacion linear T,M — /\2 T M definida por

v — (R,X,,0).

Identificando o espazo tanxente co espazo cotanxente mediante a métrica podese considerar
dita aplicacion como unha funcién polinémica de grao 1 entre T,M e A\*T,M. O elemento
de P(TM)® N\"TM asi construido escribirase (RX, -).

Proposicion 10.11. Existe un unico simbolo
0, :D(S) = C®(P(TM) @ N"TM @ Endc(S))
definido do sequinte xeito sobre os xeradores:

(i) oo(F) = F, para todo F € Endg(S));
(i) o1(c(X)) = e(X), i.e. o produto exterior por X, para todo X € X(M);
(iii) 01(Vx) = 0x + 1(RX, +), para todo X € X(M).

O simbolo da Proposicion 10.11 queda univocamente determinado polo seu efecto nos
xeradores de D (5), e denominase simbolo de Getzler. De feito, da lugar a un simbolo sobre
X5V, onde B = Endg(S)) esta formado por elementos de grao 0 e V = X(M)®X(M) por
elementos de grao 1 (véxase a Observacion 10.3). Falta por xustificar que dito simbolo estea
ben definido sobre D(.5), é dicir, que respecte as relacions existentes entre os xeradores
de D(9). Isto farase posteriormente neste capitulo. Non obstante, no seguinte exemplo
obsérvase que o simbolo anterior se comporta axeitadamente coa relacién que expresa a
curvatura da conexiéon en S en funciéon das derivadas covariantes.

Exemplo 10.12. Facendo uso da Proposicion 3.18, en D(.S) tense que
VxVy —VyVyx — V[Xy] = RS(X, Y) + FS(X, Y)

Calcularanse aqui os simbolos de Getzler de orde 2 de cada membro para comprobar que
son coincidentes. Tomese unha referencia ortonormal e; de TM con funciéns coordenadas
asociadas z*. No primeiro membro o termo Vx,y] € de primeira orde, polo que o seu simbolo
de Getzler de segunda orde é nulo (véxase a Definicion 10.4-(i)). Aplicando o apartado (iii)
da Proposicion 10.11 e desenvolvendo a expresion de (Re;, - ), dediicese que

1 )
Ul(vi) = E)Z — g Z(R(ez, ej)ek, 6[) a7 €k A €.

j7k7l

Utilizando esta expresion tense que

09(Vi®@ V; = V; @ V;) = 01(Vi)o1(V;) — 01(V;)o1 (Vi)

1

— [Ol(vi), O'1(Vj)] = Z Z(R(Gz, ej)ek, 6;) (A A €.
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Pero o tltimo termo coindice con a2(R”(e;, ¢;)), como consecuencia da Definicion 3.16 e
da Proposicion 10.11-(ii). Posto que F¥ ten grao 0 por ser un endomorfismo de modulos
de Clifford, concluimos que os dous membros tenen simbolos de Getzler de orde 2 iguais.

Exemplo 10.13. O operador de Dirac ten grao 2 (na filtracion de Getzler), e o seu sim-
bolo de Getzler coincide co operador dry; dado pola derivada exterior en cada espazo
tanxente. Para comprobalo tomarase unha referencia local ortonormal e; de T'M, para a
cal se ten a expresion D = ). c(e;)V;. Polo tanto, empregando os apartados (ii) e (iii) da
Proposiciéon 10.11, séguese que

7 ,7,k,l

o9(D) = Z o1(c(e;)) 01(Vy) = Ze(ei)@ — % Z (R(es,ej)en, e1) 2 e; Neg Aey.

Pero o termo que involucra ao operador curvatura de Riemann é nulo debido & primeira
identidade de Bianchi (véxase a Proposicion 1.16), de maneira que s6 queda a expresion
da derivada exterior.

Proposicién 10.14. O operador D? ten grao 2 e o seu correspondente simbolo, relativo a
unha base ortonormal de T,M , vén dado por

2
1 .
0'2(D2) = —Z <8z+ ZZR”ZLJ> +FS.
J

i

Na formula anterior R;; denota d curvatura de Riemann en p (considerada como matriz
de 2-formas), e F'® € a 2-forma da curvatura torcida en p.

Demostracion. Segundo a Proposicion 3.11 tense a férmula de Weitzenbock

1
D? :VTV+FS+ZK,

onde F¥ ¢ a contraccion de Clifford da curvatura torcida. Ademais a Proposicién 3.12
establece que

VIV == ¢"(V,;Vi— T}, V),
gk
sendo T, os simbolos de Christoffel asociados & conexion de Levi-Civita de M. Podese

supoiier que o sistema coordenado é xeodésico, de xeito que na orixe p se cumpra ¢/* = §7%
e I'};, = 0. Asi, o operador VTV redicese a — Y, V,;V,. Consecuentemente,

02(VIV) == (01(Vi)? == <ai + i ZRU ﬂ) .

% 7

O resultado dedticese entén do feito de que o simbolo de Getzler de orde 2 de F¥ ¢ simple-
mente F¥, mentres que o da curvatura escalar k é cero. O
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10.2. Simbolo de Getzler do nticleo da calor

Nesta secciéon exponierase o procedemento que permite aplicar o simbolo de Getzler &
expansion asintotica do nicleo da calor asociado ao operador de Dirac. Polo o Teorema 7.15,
dita expansion asintoética ten a forma

ki(p.q) ~ W exp (—%) ;tj@j(p, 9)-

D2 , . . 3 .
O operador da calor e7*P” non é un operador diferencial, polo que é preciso extender o

calculo relativo ao simbolo de Getzler para este tipo de operadores suavizantes.

Dado un espazo vectorial V', denotarase por C[[V]] ao anel das series de potencias
formais sobre V, é dicir, ao produto directo infinito [[, @' V. A alxebra graduada B (V') dos
operadores diferenciais con coeficientes polinémicos acttia dun xeito natural sobre C[[V]].
E mais, ¢ posible dotar a C[[V]] de estrutura de espazo vectorial graduado asignando grao
—|a| a cada monomio z%, de xeito que C|[[V]] se convirta nun moédulo graduado sobre
PV).

Sexa agora unha seccion s € C*°(SKS*). Fixese un punto ¢ € M e témense coordenadas
xeodésicas locais z* arredor de ¢. Considérese a funcion s,(z) que representa localmente a
p+— s(p,q). Polo teorema de Taylor, existird unha expansion asintotica

S(I(I> ~ Z Sa xaa

a

sendo as s, seccions sincronicas de S® .Sy, € dicir, secciéns paralelas ao longo das xeodésicas
radiais que parten da orixe gq. Consecuentemente, cada seccion s, esta determinada polo
valor inicial s,(0) € End(S,). Logo a serie que aproxima a s,(z) tratase dun elemento de
C[[T,M]]®End(S,). Facendo variar o punto ¢ sobre toda a variedade obtense unha seccién
¥.(s) do fibrado C[[T'M]] ® End(S), chamada serie de Taylor de s.

O produto tensor da filtracion inducida en CI[[T,M]| pola sta estrutura de alxebra
graduada (véxase a Observacion 10.3) e da filtracion de Clifford de End(S,) da lugar a
unha filtracion da alxebra C[[T,M]] ® End(S,). Dita filtracién serve para definir outra
filtracion no espazo de seccions C*°(S X S*). Asi, establécese que unha seccion s ten grao
< m se a correspondente serie de Taylor X(s) ten grao < m (con respecto & filtracion
produto tensor anterior) en cada punto. Ao compoiier o simbolo de Clifford

End(S,) — A"T,M ® Endq(S,)

coa aplicacion

$:S®S: — C[[T,M]] @ End(S,)

que dé a expansion de Taylor, obtense o simbolo

o C°(SKS*) — O (C[[TM]]®@ \N"TM @ Endcy(S)) .
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Definicion 10.15. O grao m dunha seccion s relativo 4 filtraciéon anterior denominase grao
de Getzler de s, e o simbolo asociado o0,,(s) chamase simbolo de Getzler de s. Ademais
o termo constante da serie de Taylor o,,(s) denétase por o2 (s) e recibe o nome de parte
constante do simbolo de Getzler.

Proposicion 10.16. Sexa T' € D(S) un dos zeradores empregados na Definicion 10.9 e
sexa m € {0,1} o seu grao de Getzler. Enton, para todo operador suavizante @) de C'*(S)
con grao de Getzler < k, o operador suavizante T'Q) ten grao de Getzler < m—+k e verificase
que

Omik(TQ) = 0 (T)ok(Q).

Demostracion. A composicion no segundo membro da expresion do enunciado obtense a
partir da condicion de B(T'M)-modulo que ten C[[TM]] e da estrutura de éalxebra de
N TM ® Endc(S).

Sexa s o nicleo de Schwartz de (). Fixese un punto ¢ € M e tomense coordenadas
xeodésicas locais ' arredor de ¢, de maneira que s,(z) ~ Y $,x® sexa a expansion de
Taylor de s nunha vecinanza de q.

Primeiramente considerarase o caso en que 7' = F' é un endomorfismo de moédulos de
Clifford. Se F’ é sincronico arredor de ¢, o niicleo de Schwartz F's de F'() tera por coeficientes
na expansion de Taylor aos F's, (porque as s, son seccions sincronicas de S ® Sy ). Asi,
segundo o apartado (i) da Proposicion 10.11, tense que

o(FQ) ~ oy (Z Fsaxa> = Foy, (Z saxa> ~ Fo,(Q) = oo(F)ok(Q).

Para o caso xeral, denétese por Fy ao endomorfismo sincrénico que coincide con F en gq.
Logo o termo constante da expansion de Taylor de F' — Fj, é nulo, de onde oo(F') = oo(Fp)
e, consecuentemente,

0r(Fs) = op(Fys) = 0o(Fo)or(s) = ao(F)or(s).

En segundo lugar, o razoamento para o caso T' = ¢(X), con X campo vectorial, faise
dun xeito analogo ao anterior, obténdose que

Trs1(c(X)s) = o1(c(X))ar(s).

Finalmente tratarase o caso no que T' = Vx é unha derivada covariante, con X campo
vectorial. Sexan 0; os campos de vectores asociados ao sistema coordenado xeodésico local
z'. Por linearidade, ¢ suficiente con probar o resultado para X = ;. Sexa Y = > ; ;o
campo de vectores radial. Podese suporer que s ¢ unha seccion sincrénica de S ® Sy, xa
que en caso contrario o razoamento que segue pode ser aplicado a cada un dos coeficientes

sincronicos S,. Sexa
Vxs ~ E tox®
o
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a expansion de Taylor de Vxs. Pola Definicion 1.4, tense que
K(X, Y)S = VvaS — VYVXS — V[Xy}s.
Dado que s é sincronica, Vys = 0. Ademais camprese que Y - 2% = |a| 2% e

(X, Y] =VxY = VyX =) (27V,0; + (927)0; vaa_

J

Polo tanto, satisfaise que
- Z(|a| + 1) taz® ~ K(X,Y)s = ZKij s,
a J

é dicir, os coeficientes da expansion de Taylor de Vxs estan determinados polos de K.
Segundo a Proposicion 3.18, o operador curvatura descomponse como a suma K = R+ F?9,
onde o endomorfismo de Riemann R® ten grao < 2 e a curvatura torcida F'° ten grao cero
por pertencer a Endg(S). Tomando os termos de grao < k + 1 na expansion anterior,
resulta que o termo de maior grao de Vs (correspondente a |a| = 1) é

—%ZIJ‘RS(@-,@)S.
J

Como 2’ ten orde —1 e sucede que o9(R%(;,0;)) = —(1/2)R,;, aplicando a Proposi-
cion 10.11, dedicese que

0k+1(Vxs) = ZRW 2N op(s) = 01 (Vx)op(s). O

O seguinte corolario serve para completar a demostraciéon da Proposicion 10.11.

Corolario 10.17. O simbolo de Getzler dado na Proposicion 10.11 estd ben definido sobre
D(S), e verifica que

Omik(TQ) = om(T)ow(Q),
para todo T € ©(S) con grao de Getzler < m e todo operador suavizante Q) con grao de
Getzler < k.

Demostracion. Sexa T' € ©(S) con grao de Getzler < m e témese unha representacion T
de T en funcion dos xeradores de ©(S) empregados na Definicion 10.9. Bastara con probar
que 0,,,(T) depende unicamente de T'. Aplicando repetidamente a Proposicion 10.16, tense
que

Omit(TQ) = o(T)ow(Q)-

Posto que 04(Q) é unha serie de potencias formal arbitraria, concliese que o operador
diferencial con coeficientes polinomicos o,,(7") esta determinado de forma tnica por 7. O
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Para a proba do teorema do indice é fundamental aplicar ao niicleo da calor o calculo
relativo aos simbolos de Getzler desenvolvido anteriormente. Lémbrese que o niicleo da
calor k;(p, q) ten a expansion asintotica indicada no Teorema 7.15 e, pola Proposicion 7.5,
satisfai a ecuacion

(0 + Dy) ki(p. q) = 0.

Proposiciéon 10.18. Os coeficientes ©,(p,q) da expansion asintdtica do nicleo da calor
tenen grao de Getzler < 2j5. O simbolo da calor

W(p,q) = hu(p, @) (00(Q0(p, q)) + toa(©1(p. q)) + -+ + t"20,(0r)2(p, 0)))

verifica a ecuacion O,W + ao( D)W = 0, e trdtase da unica solucion de dita ecuacion que
ten a forma hy(vy + tvy + - + t”/Qvn/g), cos v; stmbolos de Getzler de orde 2j e vy = 1.

Demostracion. Empregaranse os calculos e razoamentos desenvolvidos na demostracion da
Proposicion 7.15. Deste xeito, considérese a representacion de ky(p, q) dada por

(z,y) — he(x)(uo() + tus(z) + ),

en cooredenadas locais arredor dun punto ¢ € M. A partir desta representacion obtense o
sistema de ecuaciéns diferenciais

1 g 1
Vo, (7"]94%‘) = —rtgi D%y,

con u_; = 0. Dado o valor inicial u((0) = 1, este sistema determina os u; de forma univoca.
Como os u; son seccions sincrénicas arredor de ¢, antlanse ao lles aplicar a derivada
covariante Vy . Facendo uso do Corolario 10.17 e comparando as series de Taylor dos dous
membros, o sistema de ecuacions diferenciais anterior toma sobre 7, M a forma

Oy (1 o2;(uz)) = =17~ 02(D?) o2 (uj1).

E mais, os u; tenien grao de Getzler < 2j. Pero tales relacions recursivas son precisamente
as que verifican os coeficientes da expansion asintotica da solucion da ecuacion oW +
o2(D*)W = 0. O resultado séguese do feito de que, dada unha condicién inicial, estas
relacions recursivas determinan de forma univoca os coeficientes da expansion. O

10.3. Teorema do indice de Atiyah-Singer

Construirase a continuacion unha solucién explicita para a ecuacion diferencial 9,W +
o2(D*)W = 0. Debido & unicidade de soluciéon asegurada pola Proposicion 10.18, isto
proporcionara unha férmula explicita para o simbolo da calor.

Proposiciéon 10.19. Seza (R;;) unha matriz antisimétrica de nimeros reais e F' € R. A
ecuacion diferencial

2
1 L .
8tw—z<0i+ZZRijxj> w+ Fw =0
J

7
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ten unha solucion para valores pequenos de t que € unha funcion analitica de F e dos
coeficientes da matriz (R;;), e que tende asintoticamente a hy(x) cando t — 0. A formula
explicita desta solucion €

1 R/2 1 /th ; .
— det!/? L exp | —— @ coth E r,r)—tF|.
(4mt)™/ senh(tR/2) 4\ 2 2

Demostracion. A teoria bésica de resolucion de ecuaciéons diferenciais permite suponer
que F' = 0. Segundo o teorema espectral para matrices antisimétricas, existirda unha base
ortonormal con respecto & cal (R;;) sexa unha matriz por bloques cadrados de tamafo 2

da forma
0o @
-0 0)’

sendo +1i6 os seus autovalores. Consecuentemente, bastara probar o resultado para o caso
bidimensional (i.e. un tnico bloque), para o cal habera que comprobar que, para x =
(71, 22) € R?, 0 nicleo da calor toma a expresion

1 it02 0, ith
)= (72 v th 7).
wiz,t) =15 <senh(z’t6’/2)) eXp( g ol coth 5 )

No caso bidimensional, a ecuacion diferencial do enunciado toma a forma 0;w -+ Lw = 0,

sendo ) )
H.TQ 01’1
L:— (811 —T) - <812+T> :L0+L1,
con
2 2 ‘92 2 2
LO = (8361 o azg) - 1_6 (xl + 1’2),
0
L1 == 5 (flfgaxl - xlﬁzz).

A solucién w(z,t) anteriormente proposta é invariante polas rotacions de R?, debido ao
xeito en que estd definida. Posto que L; se trata do xerador infinitesimal do grupo de
rotacions de R?, sucede que Liyw = 0, e sera suficiente con xustificar que d,w + Low = 0.
Agora farase unha separacion das variables x; e x9. Pola féormula de Mehler para o oscilador
armonico (véxase [17, Proposicion 9.12|), a ecuacion en derivadas parciais

2
8tw—8§1w—Ea:fw:O

1 itf /2 1/26 0, it
(4nt)12 \senh(itg/2) )  “P {78 ™ 2 )

Para a variable x5 obtense unha soluciéon andloga para a ecuacion en derivadas parciais
correspondente. Multiplicando as dias solucions obtense a solucién desexada w(z,t). Fi-
nalmente, o comportamento das funciéns hiperbdlicas arredor de 0 garante que a soluciéon
explicita dada no enunciado tende asintoticamente a h;(z) cando t — 0. ]

ten por solucién a
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A Proposicion 10.14 establece que

2
1 )
SCCEE SICRED DL RS
J

)

onde a curvatura de Riemann R estd considerada como matriz antisimétrica de 2-formas
e F'¥ ¢ unha 2-forma sobre M con valores en Endg(S). Logo os coeficientes da matriz R
conmutan entre si e tamén con F'°. Polo tanto, pensando a férmula explicita

1 tR/2 1 /tR (R
—dt1/2 _ —— { — coth — —tF°
(dmt)ynz °° (senh(tR/Q))eXp< 4t< g M ‘”>

dada pola Proposiciéon 10.19 como serie de potencias formal sobre os coeficientes de R e
F%, tense que é converxente para todo valor de ¢t e que proporciona unha solucién para a
ecuacion O;W + oo(D?*)W = 0. Ademais, debido ao célculo explicito da Proposicion 10.18,
esta solucion W ten a expansion

1
W (U() + tUl + S tn/21)n/2),

onde as series de potencias formais v; tefien grao de Getzler < 2j, e v9(0) = 1. A partir da
condicién de unicidade da Proposicion 10.18 dedticese o resultado seguinte.

Proposicion 10.20. As partes constantes dos simbolos de Getzler dos termos involucrados
na expansion asintotica do nicleo da calor dun operador de Dirac D venen dadas por

n/2

Z 09;(0;) = det'/? <$) exp (—F®) € A"TM ® End(5),

onde 0s ©; son os coeficientes da expansion asintotica do nicleo da calor introducidos no
Teorema 7.15.

No teorema do indice aparece o A-xénero asociado ao fibrado tanxente dunha variedade,
que se define a partir do concepto de xénero de Pontrjagin introducido no Capitulo 2.

Definicién 10.21. O A-zénero A(V) asociado a un fibrado vectorial V' é o xénero de
Pontrjagin asociado & funcién holomorfa

Vz/2

z [ S —

senh(y/z/2)

A continuacién preséntase o teorema do indice de Atiyah-Singer, o cal establece unha
igualdade entre o indice dun operador de Dirac e a integral sobre M do produto exterior do
A-xénero asociado a T'M e o caracter de Chern relativo ch(S/A) (véxase a Definicion 4.23).
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Teorema 10.22 (Atiyah-Singer). Sexa M unha variedade de Riemann compacta, orien-
table e de dimension par n. Sexa S un fibrado de Clifford canonicamente graduado sobre
M con operador de Dirac asociado D. Enton verificase que

Ind(D) = / A(TM) A ch(S/A).

En particular, se M é unha variedade spin e S = A € o fibrado spin, o indice do operador
de Dirac asociado a A coincide co A-zénero de M.

Demostracion. A Proposicion 9.14 establece que

1
Ind(D) = W /trs ®n/2 vol .

A supertraza local tr, ©,/, pertence a CI(T'M) ® Endc(S5) e, polo Lema 9.6, calciilase a
partir do termo de grao maximo de ©,,; na filtracién de Clifford. Dada unha referencia
ortonormal e;, dito termo de grao maximo esta dado por e; -+ e, ® 02 (0, /2). Aplicando a
Proposiciéon 9.5 e o Lema 9.6 obtense que

15 Onjz = Tu(er + ea) 12 (07(O2)) = (=20)"2 11%/2(07(012)).

A Proposicion 10.20 indica que a parte constante 02(0,,/2) coincide co termo de grao n de

det!/? (%) exp (—F5).

Logo trs ©,,/2 ¢ igual ao termo de grao n de

(=20)"2det 2 (%) e/ (exp (—F9)).

Das definicions de A-xénero e de carécter de Chern relativo séguese que a expresion anterior
é precisamente o termo de grao n de A(TM) A ch(S/A), multiplicado por

(—2i)"2(2mi)"? = (4m)"/2.

O resultado dedicese enton de comparar esta expresion coa igualdade inicial.
A afirmacion relativa ao fibrado spin dunha variedade spin resulta evidente, debido a
que o caracter de Chern relativo é trivial cando S = A. ]

Observacion 10.23. E frecuente que o segundo membro da igualdade dada no teorema do
indice se escriba como (A(T'M) — ch(S/A),[M]), onde — denota ao produto union e [M]
é a clase fundamental de cohomoloxia de M (a cal esta determinada pola orientacion de

M).
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Observacion 10.24. O enunciado do teorema do indice pode ser extendido para calque-
ra graduacion xeral que se tefia en S. Segundo o Lema 9.4, existe unha descomposicién
S =S5.® 85, como suma directa dun subfibrado canonicamente graduado e un subfibra-
do anticanonicamente graduado. Sexan D, e D, os operadores de Dirac correspondentes.
Enton satisfaise que

Ind(D) = Ind(D,) — Ind(D,) = / A(TM) A chy(S/A),

onde o supercardcter de Chern relativo esté definido por
chy(S/A) = ch(S./A) — ch(S,/A).

Observacion 10.25. A partir do teorema do indice pdédense deducir moitos resultados xeo-
métricos relevantes. Por exemplo, facendo uso da formula de Weitzenbock obtense o teore-
ma de Lichnerowicz, que trata a existencia de métricas con curvatura escalar estritamente
positiva sobre certas variedades spin compactas. Tamén permite establecer outros teoremas
do indice para importantes estruturas xeométricas, como € o caso do teorema da signatura
de Hirzebruch e do teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch en xeometria complexa.






Apéndice A
Fibrados

E un resultado conecido que dadas duas variedades diferenciables C'*° M; e M, de di-
mensions mq e mo, respectivamente, o produto M; x My é unha variedade C'**° de dimensién
my + meo. As proxeccions do produto sobre os factores denotarémolas mediante

pI‘iiM1XM2—)Mi, ZE{LQ}

Definiciéon A.1. Considérense dias variedades C'*° E e M. Un fibrado de clase C*° é unha
aplicacion sobrexectiva C* E 5 M cumprindo que existe unha coberta aberta U de M e
unha variedade C*> F tal que, para cada U € U, existe unha aplicacion C*® 7= (U) & F
de xeito que a aplicacion « := (m, ) : 7 1(U) — U X F sexa un difeomorfismo. Polo tanto,
o diagrama seguinte é commutativo:

«
7 HU) UxF
U
Os espazos FE, M e F chamanse espazo total, espazo base e fibra estindar do fibrado,
respectivamente. O par (U, «) chamase carta fibrada de E (ou trivializacion local de 7)
sobre U, e ¢ chdmase parte principal da carta fibrada. A coleccion destas cartas fibradas
(U, ), con U € U, chamase atlas fibrado. Un atlas fibrado dise que é mazimal se non esta

contido en ningin outro atlas fibrado. Para cada p de M, o subconxunto E, := 7~ !(p) do
espazo total E dun fibrado sobre M denominase a fibra de 7 (ou a fibra de E) sobre p.

En xeral, o adxectivo C'™ serd omitido. Verificase que sempre existe un tnico atlas
fibrado maximal que contén a calquera atlas fibrado dado.

A aplicacion proxecciéon 7w : E — M dun fibrado é unha submersion, é dicir, para cada
punto { € I a aplicacién tanxente inducida (7, )¢ : Te E — Ty M & sobrexectiva. Ademais,
para cada p € M, a fibra £, de E sobre p ¢ unha subvariedade mergullada e difeomorfa &
fibra estandar F' do fibrado. Estas son consecuencias directas da definicién de fibrado.

113
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Observacion A.2. Denotarase por Diff(£') ao grupo de difeomorfismos de F' coa operacion
composicién. Sexan (7, ;) e (7, ;) cartas fibradas de E definidas sobre os abertos U; e
Uj, respectivamente. E doado comprobar que se U; N U; # @ as restriccions de (m, ;) e
(m, ;) a 7 (U; NU;) son tamén cartas fibradas de E. Vexamos que son compatibles co
atlas fibrado de E. Para cada punto p € U; N Uj, ¢; e ¢; aplican difeomorficamente a
fibra E, sobre F, polo que ;o (¢, Ep)_1 € Diff(F'). Tense enton unha aplicacion (chamada

funcion de transicion de ; a ;)
fij : UiﬁUj —)lef(F), pi—)gpio(@jwp)_l,

tal que

pi=(fizom)-w; e [iylp)™" = fulp),
onde - denota a acciéon natural de Diff(F') en F. Ademais, se (, ) é outra carta fibrada
de E sobre un aberto Uy, tal que U; N U; N Uy, # @ , entén

fii(p) = fi(p) - fri(p)

para todo p € U; N U; N Uy. Debido a isto, a familia {f;;} define un elemento de certa
cohomoloxia, polo que se denomina cociclo de definicion do fibrado, o cal determina o
fibrado salvo difeomorfismo.

Observacion A.3. Sexa (7, p) unha carta fibrada de E sobre U en M. Para cada carta C'™
x de M sobre un aberto V' C U e cada carta C*° y de F sobre un aberto W, tense que
(rom,yoyp) é unha carta C*° de E sobre o aberto 7~ (V)N ¢! (W). Deste xeito, tomando
cartas C'° sobre M e F, obtense un atlas da variedade E. Polo tanto, un atlas fibrado de
FE xera a sia estrutura diferencial C'*°. De feito, é frecuente que se comece por tomar unha
aplicacion sobrexectiva 7 da variedade topoléxica E nunha variedade diferenciable M, logo
se defina un atlas fibrado de F e, finalmente, se estableza unha estrutura diferenciable sobre
E comprobando que as cartas fibradas de E sexan compatibles; nese momento E convirtese
nunha variedade diferenciable e xa se pode elexir como espazo total dun fibrado sobre M.

Definicion A.4. Un grupo de Lie G é unha variedade diferenciable que ten estrutura de
grupo e tal que a operacién G x G — G definida por (g, h) — gh™! é de clase C*°.

Observacion A.5. A aplicacion g — ¢g~! ¢ C™ por ser a composicion das aplicacions C™

g — (e,g9) — g~ '. Asimesmo, (g,h) — gh é tamén C* por ser a composicion (g, h) —
(9, h™") = gh.

Definicién A.6. Un grupo de Lie GG dise que é un grupo de transformacions de Lie so-
bre unha variedade F' se existe unha accion pola esquerda C*° de G en F', é dicir, unha
aplicacion C* p: G x F — F tal que, dados g,h € Ge{ € F,

w(gh, &) = plg, u(h,€)) e ple,§) =¢,

onde e é o elemento neutro de G.
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Ademais p podese interpretar coma un homomorfismo de G en Diff(F'): dado g € G
definirase j14(§) = (g, §), para todo § € F.

Definicién A.7. Sexa £ = M un fibrado con fibra estandar F e sexa G un grupo de
transformacion de Lie sobre F'. Duas cartas fibradas (7, ;) e (7, ¢;) en E sobre os abertos
U eV de M, respectivamente, dirase que son G-compatibles se UNV = Fouben UNV # &
e existe unha aplicacion C* g : UNV — G tal que py¢) = fij(p), para todop e UNV.
En tal caso identificase f;; con g e considérase como unha aplicacion C* de U NV en G.
Deste xeito, para todo p € UNV e todo & € F, verificase

fis(P) - & = ulfij(p), §).

Definicién A.8. Un fibrado con grupo estrutural G é un fibrado E = M con fibra estandar
F no que G é un grupo de transformaciéon de Lie sobre F', e que estd dotado dun atlas
fibrado maximal de E de forma que todalas stuas cartas fibradas son G-compatibles.

Exemplo A.9. O produto M x N de duas variedades M e N é o espazo total do fibrado
pry : M x N — M con fibra estandar N. Podese tomar grupo estrutural G = {idyx}, polo
que se chama fibrado trivial.

Exemplo A.10. Sexan M e N variedades. Escribirase (M, N) cando N sexa unha sub-
variedade de M. Suponamos que (Fi, Fy), (Ey, Ey) e (M, Ms) son pares de variedades
tales que E; = M, é un fibrado con fibra estandar F}, para i € {1,2}. Dirase que E; é
un subfibrado de E) se para toda carta fibrada (mq, @) de Ey sobre un aberto U de M, se
cumpre a seguinte condicion: dado p € U, existe unha vecinanza aberta V' de p en M; e
unha carta fibrada (m,1) de E; sobre V verificando

(7T1a w)|7r;1(UmV) = (7T27 90)|7r;1(UmV)'

Notese que non todalas cartas fibradas sobre E; restrinxense a cartas fibradas de Fy se
Fy # F5, pois non tédolos difeomorfismos de Fi deixan fixo F5.

En particular, dada unha subvariedade N de M, 7='(N) = N ¢ un subfibrado de
ES M.

Definicién A.11. Sexa K un dos corpos R ou C, e V un espazo vectorial sobre K de
dimension m. Un fibrado vectorial de rango m (sobre o corpo K) é un fibrado £ = M
dotado dun atlas fibrado A (chamado atlas fibrado vectorial) que é maximal entre os que
cumpren as seguintes condicions:

(i) para cada p € M a fibra E, ten estrutura de espazo vectorial sobre K;

(ii) toda carta fibrada (m,¢) : 771 (U) — U x V de A cumpre que a aplicacion ¢|g, :
E, — V & un isomorfismo, para todo p € U.
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Definicion A.12. Sexan Fj; Uy M fibrados vectoriais sobre K, con ¢ = 1,2. Unha apli-
cacion C* f : Fy — FE, dise que é un homomorfismo de fibrados vectoriais se conserva
as fibras (mg o f = m) e a restricion de f a cada fibra de F; é linear. En particular, se
cada restricion f : Ey, — Ey, ¢ un isomorfismo, dise que f é un isomorfismo de fibrados
vectoriais.

Cumprese que un homomorfismo de fibrados vectoriais é isomorfismo se e s6 se é difeo-
morfismo.

Observacion A.13. Considérense dous fibrados vectoriais £ = M e E' =5 M, e duas
aplicacions C* f : M — M’ e F : E — E' verificando que o seguinte diagrama sexa

conmutativo:
FE £ £
T J J i
f
M M’

A imazxe reciproca por f de E’' definese como
f*E = { (z,v) |z € M,V € E/f(x) },

e constitie un novo fibrado vectorial sobre M que se identifica canénicamente con £’
mediante (z,v") — (f(z),v"). Ademais existe un tnico homomorfismo de fibrados vecto-
riais £ — f*E’, dado por (z,v) — (z,F(v)), que factoriza a aplicacion F a través da
identificacion candnica anterior.

Exemplo A.14. Sexa M unha variedade C* de dimension n. Dendtase por 1), M ao espazo
tanxente de M nun punto p. O fibrado tanxente de M, TM = Upe v T M, é o espazo total
dun fibrado sobre M que se chama fibrado tanzente. A proxecciéon é a aplicacion definida
por w(T,M) = {p}, para todo p € M. Se U ¢é un aberto de M, sucede que T,U esté
canoénicamente identificado con T,M para todo p € U. Deste xeito, 7~ 1(U) identificase
canénicamente con T'U. A fibra estandar de T'M ¢ R", xa que T,M = R" para todop € M.
Dada unha carta C® z = (z',...,2") : U — R™ de M, a carta fibrada en 7= (U) = TU &
a aplicacion tanxente inducida de x:

7, = (zomdr): TU — x(U) x R* C R* = TR",
v (xom(v),dr (v),...,dz"(v)),

Podese considerar tamén (mw,dz) : TU — U x R™ en lugar de z,, pois a aplicaciéon z é un
difeomorfismo entre os abertos U e 2(U) C R™. Deste modo adecuamonos perfectamente
& definicién de carta fibrada dada anteriormente. En particular, 7 : TM — M tratase dun
fibrado vectorial real cuio rango vén dado pola dimension de M.

Observacion A.15. O grupo de automorfismos dun espazo vectorial de dimensién m coin-
cide co grupo linear xeral GL(m;R). Polo tanto, no cociclo determinado por un fibra-
do vectorial (ver Observacion A.2) as funcions de transicién son aplicacions C* f;; :
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UiNU; — GL(m;R). Ademais dito cociclo determina ao fibrado vectorial no sentido
que se indica a continuacion. Conecido o cociclo pédese construir a variedade cociente
E' = (lJ,U; x R™)/ ~ dada pola relacion de equivalencia

(p,v) ~ (q,w) <= p=qeUnNU; e fij{p)(v)=w,

con p € U, ¢ € Uj e v,w € R™ Tense que £/ -~ M, sendo 7'[(p,v)] = p, é un fi-
brado vectorial de rango m. Denotese s = | |,(m, ;)" e considérese o seguinte diagrama

conmutativo
s

|—|i U; x R™
El

onde f([(p,v)]) = (7, ;)" (p,v) e r é a proxeccién canénica. E inmediato comprobar que
f esta ben definida e que se trata dun isomorfismo de fibrados vectoriais.

E

Definicion A.16. Unha accion pola dereita C° dun grupo de Lie GG sobre unha variedade
E é unha aplicaciéon C* u: E x G — E tal que, dados g,h € Ge £ € F,

w(&, gh) = p(u(€,9),h) e p(€e)=¢,

onde e é o elemento neutro de G (ndtese a analoxia coa Definicién A.6). Ademais dise que
a accion p é libre se e é o tnico elemento de G que deixa fixo calquera punto de E, é dicir,
se (&, g) = £ para algin £ € E implica que g = e.

Definicién A.17. Sexa £ = M un fibrado que tefia por fibra estandar un grupo de Lie
G. Dirase que E é un fibrado principal sobre M con grupo G se existen unha accién pola
dereita C*° p de G en E e un atlas fibrado A de E tales que, para toda carta fibrada
(7, ¢) € A sobre un aberto U C M,

p(u(&,9) =¢)g € G
para todo £ € 77 1(U) e g € G. A recibe o nome de atlas fibrado principal.

Verificase que G é o grupo estrutural de F/, considerando a G actuando sobre si mesmo
pola dereita. En efecto, se (7, ¢;), (7, ¢;) € A son cartas fibradas principais definidas sobre
abertos non disxuntos U e V', a funcion de transicion cumpre que fi;(p) = ¢i(§)w;(§ )_1 € G,
sendo 7w(§) = p € UNV. Ademais a eleccion de € E, é irrelevante porque, para todo
g €G,

ei(1(€, 9)) 0 (1€ 9)) " = 0il€)ag (&) = i €)w;(&) "

Observacion A.18. Se E é un G-fibrado principal sobre M, tense que M é a variedade
cociente E/G e m é a proxeccién canoénica de E en E/G. Para comprobalo, tomarase
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un p € M, dous puntos &, & € E, e (m,¢) unha carta fibrada principal definida nunha
vecinianza U de p. Sexan g := ¢(§) e h := ¢(&’). Sucede que

(m, ) (& g7 h) = (p,(§)g™ h) = (n(£), h) = (7, ¢)(&).

Como (7, ) é inxectiva obtense que &' = u(&,g7'h), é dicir, que £ e & estan relacionadas
pola accion de G sobre E.

Exemplo A.19. Sexa V un fibrado vectorial de dimensién m sobre M. Constriiese o fibrado
principal de referencias para V como o espazo E tal que a fibra en cada p € M consiste
na familia das bases de V,. O seu grupo estrutural é o grupo GL(m;R) ou GL(m;C) das
matrices non singulares. No caso de que V' tena unha métrica, tamén se pode considerar
o fibrado principal de referencias ortonormais para V', cuio grupo estrutural sera O(m)
(matrices ortonormais) ou U(m) (matrices unitarias), dependendo de se V' é un fibrado
vectorial real ou complexo.

Reciprocamente, sexa £ = M un fibrado principal con grupo estrutural G e sexa
p: G — GL(F) unha representacion' de G no espazo vectorial F'. Enton G actia sobre
E x F mediante

(e, f)g = (eg,p(g7") f),

cone€ B, feFegeG. Tense entén o espazo cociente E x, F' = (E x F)/~, onde ~
é a relacion de equivalencia dada pola accién anterior. Definindo 7' : E x, F' — M como

7' (e, f]) = m(e), sucede que E x, F ™, M é un fibrado vectorial sobre M cuias fibras son
isomorfas a F' (véxase |20, Proposicion 1.47]). Recibe o nome de fibrado vectorial asociado
a E pola representacion p.

!Unha representacién de G consiste nun homomorfismo de grupos p : G — GLg (F), onde K é un corpo
e I un K-espazo vectorial.



Apéndice B
Espazos de Sobolev

Para definir os espazos de Sobolev empréganse series de Fourier definidas sobre o toro
T" = R™/27Z". Tomaremos sempre espazos de funciéns con valores complexos (como
L*(T™; C) e C>=(T™; C)), ainda que non o indiquemos na notacion por simplicidade (usando
por exemplo L?(T") e C*°(T"), ou simplemente L? e C™).

Definicion B.1. Sexa f € L?(T"). Para cada v € Z" definese o v-ésimo coeficiente de
Fourier de f como o niimeo complexo

fv) = —

z)e v dx,
2m)™ Jon (=)

onde 7 = v/—1, e vx denota o producto escalar usual, e a serie de Fourier de f é a dada

por

Z f(V) eimc.

vELN

Existen resultados moi elaborados que dan condiciéns de converxencia da serie de Fou-
rier a unha funcién, pero aqui s6 seréan precisos os mais sinxelos, que se basean no feito de
que as funcions e, : z — (27)7/2e™* forman unha base ortonormal do espazo de Hilbert
L*(T™). En particular, A
fv) = 2m)"2(f,e,).

Teorema B.2 (Parseval). Dada f € L*(T"), verificase que

[ = ear X 1fo)

VEL™

Teorema B.3 (Inversion para L?). Dada f € L*(T"), a serie de Fourier de f converze
na norma L? a f.

A transformada de Fourier convirte a derivaciéon en multiplicacion, polo que a deriva-
bilidade dunha funcién pode ser tratada mediante o decrecemento dos seus coeficientes de
Fourier. Dise que os coeficientes de Fourier f (v) decrecen rapidamente se para cada enteiro
positivo k existe unha constante Cy, tal que |f(v)] < Cy(1+ |v])~*. A topolozia de Fréchet
de C>°(T™) ¢ a topoloxia da converxencia uniforme de todalas derivadas.

119
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Teorema B.4 (Inversion para C*). Dada f € C*(T"), a serie de Fourier de f converze
na topoloxia de Fréchet C™ a f. Ademais os coeficientes de Fourier decrecen rapidamente.

Definicion B.5. Sexa k un enteiro positivo. O k-ésimo produto interior de Sobolev en
C*°(T") é o dado pola formula

(fro oy = (2m)" D i) o) (1 + [vP)F,

veL™

o cal esta ben definido porque f; e fy decrecen rapidamente, segundo o Teorema B.4. A
k-ésima norma de Sobolev é a que induce tal produto en C*°(T"). O k-ésimo espazo de
Sobolev & a complecion de C*°(T") na k-ésima norma de Sobolev, e dendtase por W* ou
Wk(T™).

O espazo de Sobolev Wo(T") é isométricamente equivalente a L*(T"), pois ao aplicar
o teorema de Parseval obtense que

191 = [ 1 = Cny 315 = 11

vEZL™

O espazo W¥(T") correspondese co espazo das funciéns cuias derivadas ata orde k,
definidas nun sentido distribucional, pertencen a L?(T™), pero para probar isto ¢ necesa-
rio recurrir 4 teoria das distribucions, que non sera tratada aqui. Non obstante, para os
propositos deste taballo bastara o resultado seguinte.

Proposicion B.6. O espazo C*(T") das funcions k veces continuamente derivables € un
subespazo de Wk(T™), e a inclusion é unha aplicacion continua.

Demostracion. Sexa f € C*(T"). Integrando por partes k veces o coeficiente de Fourier

tense que
= () b

sendo f; = (0;)Ff, para todo j € {1, ,n}. Cada f; ten cadrado intregrable por ser
continua. Logo, polo Teorema B.2, (f;(v)) € ¢*(Z"). Isto, xunto coa expresion anterior,
implican que a sucesiéon dada por

v — f)(L+v)*

esta no espazo (2(Z"). Enton f € Wk(T"), xa que

1l = (2m)" Zlf (1 + )" < (2m)" Zlf (1 + v)* < oo.

A continuidade da inclusién dedtcese do teorema do grafo pechado (véxase [3, Teore-
ma 2.9]). O
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Teorema B.7 (Embebemento de Sobolev). Para todo enteiro p > 2, o espazo WP (Tm)

estd continuamente embebido en C*(T™).

2 )
Demostracion. Sexa f € W P(T"). Como || f],, < oo tense que

( Hf”k+p Z ‘f 1 + |v| )k+p < Q.

Pola desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada 4 norma L2, obtense

k

(;\ﬂun 1+ v ) (Zu (L ) (14 ) )
(Z!f )P (1+ v )’“p) <Z (1+|v|2)p>,

14

expresion que ¢ finita para todo p > 5. Posto que

y|’€<2( )Wﬁ— (1+ |v?)3,

a suma y_ |f(v)||v|* é finita. Logo as series de Fourier para as k primeiras derivadas
converxen absoluta e uniformemente. ]

Corolario B.8. Cimprese que C*°(T") = (,cy WH(T").

Teorema B.9 (Rellich). Se k; < ko, a inclusion W* — W, ¢ un operador linear com-
pacto.

Demostracion. Hai que comprobar que este operador leva conxuntos limitados en relati-
vamente compactos. Sexa B a bola unidade de W*2. Dado ¢ > 0, existe un subespazo Z
de W*2 de codimensién finita tal que [fll;, <€, para todo f € BN Z. En efecto, basta
tomar, para N suficientemente grande,

Z={feW"||f(v)=0, se|v| <N}

Polo teorema de Heine-Borel, a bola unidade de W*2/Z ¢ relativamente compacta, o cal
equivale a ser totalmente limitada (porque o espazo métrico W*2/Z ¢é completo), é dicir,

que pode ser recuberta cun nimero finito de bélas de radio €. Logo, dado que || - [|; < || - |5,
a bola B pode ser recuberta cun nimero finito de bélas de radio 2¢ na norma de W,
Entén B é relativamente compacto en W*!, por ser ¢ arbitrario. O

Para poder definir espazos de Sobolev noutras variedades distintas de T™ é preciso
considerar a equivalencia de normas dada pola seguinte proposicién, cuia proba se obtén
razoando do mesmo xeito ca na Proposicion B.6.
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Proposicion B.10. A k-ésima norma de Sobolev en C(T™) € equivalente d norma se-
guinte, dada mediante a norma L?:

of
oz

f—Y

| <k

Corolario B.11. Os operadores lineares diferenciais de orde | (entre W* ¢ W*!) ¢ a
multiplicacion por funcions C* son operadores limitados.

Demostracion. Consecuencia directa do Teorema B.9 e da Proposicion B.10. ]

Corolario B.12. Seza f € L*(T") unha funcién con soporte contido nun compacto K.
Sexa U un aberto de T" contendo a K, e sexa ¢ un mergullo C* de U en T™. Enton foy
estd en WF(T") se e sd se f € Wk(T™).

Demostracion. Pola Proposicién B.10, basta con estimar as L? normas de f o en funcién
das de f. Empregando a regra da cadea, obtense que as derivadas ata orde k de f o ¢ son
combinacion linear de produtos de derivadas ata orde k de f (que aparecen componéndose
con ) e de derivadas ata orde k de ¢. Para calcular as L? normas é preciso facer cambios
de variable na integral, de maneira que aparece o xacobiano de ¢. Sen embargo, os termos
que dependen de ¢ estaran limitados, debido 4 compacidade do soporte de f. O

Sexa M unha variedade diferenciable compacta de dimension n, {U;} un atlas finito de
M e {1;} unha particion diferenciable da unidade subordinada aos U;. Sexan asimesmo
@; : Uj — T™ mergullos C°, para todo j.

Definicién B.13. O k-ésimo produto interior de Sobolev en C*°(M) é o dado pola expre-
sion
(f.a)e =D _((Wf)og;' vg) 0w,
J
onde os k-produtos de Sobolev do segundo membro considéranse sobre T".

A priori semella que esta definicion depende das multiples eleccions feitas. Non obs-
tante, os Corolarios B.11 e B.12 aseguran que sempre se obtenien normas equivalentes, con
independencia das distintas escollas. Polo tanto, a k-ésima norma de Sobolev en C*°(M)
definese canonicamente salvo equivalencia. Definese entén o espazo de Sobolev W*(M)
como a complecion de C*°(M) con respecto & norma k-ésima.

Se V ¢ un fibrado vectorial sobre M definese o espazo de Sobolev W*(V) dun xeito
analogo, mediante W* secciéns de V. Para iso hai que tomar unha trivializaciéon de V en
cada carta coordenada Uj.

Ademais é posible, ainda que tedioso, demostrar que as propiedades aqui empregadas
verificanse igualmente sobre unha variedade arbitraria (non necesariamente compacta),
pois sempre se pode reducir a cuestiéon ao caso do toro.
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