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Introduccion

Es bien conocido que la existencia de determinadas estructuras sobre variedades pseudo-
Riemannianas (Kéhler, cuaterniénicas Kéhler, Sasakianas, etc.) influye sobre el compor-
tamiento de la curvatura de las mismas. Reciprocamente, en determinadas situaciones es
posible construir estructuras adicionales sobre una variedad dada a partir de la curvatura
de la misma y, en ciertos casos, es factible caracterizar la variedad de partida a partir de
dichas estructuras. Tal es el caso de las variedades Osserman especiales [24] o el Teorema
de Goldberg-Sachs generalizado [1, 19]. En esta memoria se pone de manifiesto la validez
de una tal estrategia a la hora de estudiar pares simplécticos y su conexién con los espacios
simétricos generalizados en dimensién cuatro.

Un par simpléctico sobre una variedad M de dimensién cuatro es un par de 2-formas
cerradas no triviales (w,n) de rangos constantes y complementarios, de forma que la res-
triccién de w (resp., n) a las hojas de la foliacién dada por el nicleo de 1 (resp., w) es una
forma simpléctica [4]. Entonces, 21 = w 47 son formas simplécticas sobre M compatibles
con las diferentes orientaciones. De hecho, un par simpléctico puede definirse de manera
equivalente por medio de dos formas simplécticas (€2, 2_) verificando

Q+/\Q_:0,
Q+/\Q+:—Q_/\Q_.

Si (©4,€Q_) es un par simpléctico, entonces los nicleos de 2, +Q_ definen foliaciones
complementarias con hojas minimales, y del mismo modo cualquier par simpléctico esta
dado por un par de foliaciones minimales 2-dimensionales complementarias orientadas sobre
la variedad [4, 7].

A pesar de que las variedades que son simplécticas para las dos posibles orientaciones
son en cierto sentido especiales, existen muchos ejemplos no triviales, es decir, variedades
simplécticas no producto que admiten pares simplécticos [4]. De hecho, tales estructuras
aparecen en resultados relacionados con la existencia de métricas Riemannianas geométri-
camente formales [31], la conjetura de Goldberg en dimensién cuatro y también aparecen
de manera natural en el estudio de variedades casi Kahler de dimensién cuatro verificando
las simetrias de Gray [2].



6 Introduccién

Dada una métrica Riemanniana sobre M, los pares simplécticos se corresponden con
estructuras casi Kahler y opuestas casi Kahler, y se conocen algunos resultados sobre rigidez
bajo condiciones adicionales. Las estructuras Kahler y opuestas Kéhler se corresponden
localmente con productos de variedades Kahlerianas y cualquier estructura casi Kahler y
opuesta Kahler (J, J) sobre una variedad Riemanniana de dimension cuatro con operador
de Ricci J-invariante es localmente isométrica al vinico espacio 3-simétrico (véase, por
ejemplo [2]).

La situacién es mas rica en el caso pseudo-Riemanniano, donde los pares simplécticos
se corresponden con estructuras casi Kahler y opuestas casi Kahler, o bien estructuras casi
paraKéhler y opuestas casi paraKéhler, dependiendo de si ||| v ||€2_|| son espaciales o
temporales para la métrica inducida en el espacio de 2-formas.

En este trabajo nos planteamos dos objetivos principales:

= En primer lugar, extenderemos al caso indefinido el resultado de rigidez establecido
por Apostolov, Armstrong y Draghici en [2] para el caso definido positivo, poniendo
asi de manifiesto que las estructuras indefinidas estrictamente casi Kahler y opuestas
Kahler (J,J') sobre una variedad de dimensién cuatro con operador de Ricci J-
invariante son rigidas (Capitulo 2).

» En segundo lugar, pondremos de manifiesto que la situacién es completamente dife-
rente en el caso paraHermitico, mostrando la existencia de estructuras estrictamente
casi paraKéhler y opuestas paraKéahler (J,J’) sobre variedades de dimensién cuatro
con operador de Ricci J-invariante que no son localmente homogéneas (Capitulo 3).



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se fija la notacién y se recogen las definiciones necesarias para
el desarrollo de los capitulos siguientes.

1.1. Introduccion

A lo largo de este trabajo (M,g) denotard una variedad pseudo-Riemanniana de di-
mensién n de signatura arbitraria (v,n — v), v > 0, incluyendo como casos particulares
las variedades Riemannianas y las Lorentzianas. Ademas, denotaremos por 7, M el espacio
tangente a M en un punto p € M y por T'M el fibrado tangente a la variedad. Consi-
deraremos X(M) el espacio de todos los campos de vectores tangentes a M. Como regla
general, los campos de vectores vendran representados por letras mayusculas X,Y, Z, ...
y los vectores tangentes en cada punto de la variedad por letras minusculas z,y, z,....
Siguiendo la notacién habitual en geometria pseudo-Riemanniana, un vector distinto de
cero z € T,M se dird temporal si g(z,z) < 0, espacial si g(z,z) > 0y nulo si g(z,2) = 0.
Para vectores unitarios utilizaremos la notacion ¢, = g(z, 2).

La métrica g determina de forma tinica una conexion simétrica, V, respecto a la cual
es paralela: la conexion de Levi-Chwita, definida por la formula de Koszul

29(VxY, 2) = X(g(Y,2)) +Y(9(X, 2)) = Z(9(X,Y))

(1.1)
—9(X, [Yv Z]) —g(Y, [X’ Z]) +9(Z, [X’ Y]),

siendo X, Y, Z campos de vectores sobre la variedad y donde |-, -] representa el corchete
de Lie. Una vez introducida la conexion de Levi-Civita, definimos el operador de curvatura
R asociado (o tensor curvatura de tipo (1, 3)), dado por

R(X,Y)Z =Vixyv)Z — [Vx,Vy]Z,
y definimos el tensor curvatura de tipo (0,4) asociado como
R(X.,Y, Z,U) = g(R(X.Y)Z,U).

7
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El tensor curvatura presenta las siguientes simetrias algebraicas:

(a) R(X,Y,Z,U)=—-R(Y,X,Z,U)=—-R(X,Y,U, Z),
(h) R(X.Y.Z.U)+ R(Y.ZX,U)+ R(Z,X,Y.U) = 0, (1.2)
(¢) R(X.Y,Z,U)=R(ZUX,Y),
y la identidad diferencial:
(d) (VxR)(Y,Z,UV)+(VyR)(Z,X,U, V) +(VzR)(X,Y,U,V) = 0. (1.3)
Las identidades (b) y (d) se conocen como primera y segunda identidad de Bianchi, res-

pectivamente.

La resolucién de un buen nimero de cuestiones relacionadas con el estudio de la curva-
tura requiere de un analisis previo de la estructura algebraica subyacente para, a posteriori,
considerar la posibilidad de realizar geométricamente las distintas posibilidades algebrai-
cas. Desde un punto de vista puramente algebraico, sea V' un espacio vectorial real de
dimensién n dotado con un producto interior (-, -) de signatura (v,n —v). Un tensor A de
tipo (0,4) sobre (V, (-, -)) se dice que es un tensor curvatura algebraico si verifica las si-
metrias establecidas en la Ecuacién (1.2). Esencialmente, todo tensor curvatura algebraico
puede ser construido por uno de los siguientes métodos:

» Para cada forma bilineal simétrica ¢ en (V, (-, -)),

A¢(x> Y, =z, U) = ¢($’ Z)¢(y, U) - ¢(yv Z)¢($, U)

es un tensor curvatura algebraico. En [21] se prueba que el espacio de tensores cur-
vatura algebraicos esta generado por todos los tensores de esa forma.

» Para cada forma bilineal antisimétrica ¢ en (V, (-, -)),
A% (z,y,2,0) = P(z, 2)Y(y,v) — Uy, 2)¢(z,0) + 2z, )¢ (z,0)

es un tensor curvatura algebraico. Ademads, el espacio de todos los tensores curvatura
algebraicos estd generado por todos los tensores AY anteriores [26].

La curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) es una funcién real K
definida sobre la Grassmanniana de 2-planos como

R
K(r) = (z,y,7,y) .
9(z, )9y, y) — 9(z,y)
para todo 2-plano m = ({z,y}) en T,M. En el caso pseudo-Riemanniano, la definicién

anterior debe restringirse a la Grassmanniana de 2-planos no degenerados (i.e., donde
g(z,2)g9(y,y)—g(x,y)? # 0), lo que impide garantizar la acotacién puntual de dicha funcién.
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La posibilidad de extender K con continuidad a toda la Grassmanniana es equivalente a
la constancia de la misma [17]. En tal caso el tensor curvatura se escribe como

R(x7 y? z? u) = KJRO(:E7 y? Z’ u)?
donde el tensor curvatura algebraico R? viene dado por
R0<l’, Y, =, U) - g(l’, Z).g(ya u) - g<y7 Z)g(l’, U)

A continuacién introducimos ciertos tensores que aparecen de forma natural a partir
del tensor curvatura, tensores que pueden ser definidos a nivel de un punto p arbitrario de
la variedad. El tensor de Ricci p y la curvatura escalar T se definen como las trazas

p(x,y) = traza{z — R(zx, 2)y}, T = traza p.

En una base arbitraria {ey,...,e,} de T,M, denotando con g;; = g(e;,€;), el tensor de
Ricci y la curvatura escalar se expresan como

p('rﬂy) = Z gZ]R('Ia €Y, ej)a T = Z g”p(ela ej)v

i,j=1 i,j=1

donde (¢*) denota la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica. Una variedad
pseudo-Riemanniana (M, g) se dice Einstein si su tensor de Ricci es un multiplo escalar
de la métrica. En tal caso se tiene que p = g.

El tensor de Schouten de una variedad pseudo-Riemanniana n-dimensional se define

CcOomo 1
T
=0 (p_2(n—1)g)‘

El significado geométrico del tensor de Schouten aparece en el estudio de la geometria
conforme. Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice localmente conformemente
llana si para cada punto p € M existe un entorno U, p € U, y un cambio conforme e,
o:U — R, tal que g = e7gy donde gg es la métrica del espacio pseudo-Euclideo E”. Las
variedades 3-dimensionales localmente conformemente llanas estdn caracterizadas por el
hecho de que su tensor de Schouten sea Codazzi, esto es (VxC)(Y,Z) = (VyC)(X, Z).
Por 1ultimo, se define el tensor de Weyl, W, de una variedad pseudo-Riemanniana como

W(z,y,z,u) = R(z,y,z,u) + (= 1)7(7,& —5 {9(z, 2)g(y, u) — gy, 2)g(z, u)}

n i 5{0(x,2)9(y, w) = ply, 2)9(w, u) (1.4)

+ p(y, u)g(z, z) — p(z,u)g(y, )},

para todo z,y, z,u € T,M. El tensor de Weyl caracteriza los espacios localmente confor-
memente llanos en dimensién n > 4 en términos de su anulacién (ndtese que W siempre
se anula en dimensién n = 3).
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1.2. Autodualidad y antiautodualidad en dimension
cuatro

Consideramos en esta seccién un espacio vectorial de dimensién cuatro, V', equipado con
un producto interior de signatura arbitraria, (-, - ). Sea {ey, es, €3, €4} una base ortonormal
de V y sea {e!,e? €3, e} su base dual asociada. Consideramos el espacio de 2-formas

AN (V)=({e'ne - ije{1,2,3,4}, i < j}).
Se define el operador estrella de Hodge % actuando en A?(V') como
AT Ax(eF Ael) = (616] — 6io]) eici et Ae2 Aed A el

donde ¢; = (e;,¢e;) y 5; representa la delta de Kronecker. Las propiedades del operador de
Hodge estan influenciadas por las distintas signaturas del producto escalar (-, -). Asi, %
define una estructura compleja (esto es x* = —Idaz(yy) en signatura Lorentziana, mientras
que * define una estructura producto (esto es x> = Id2(y)) en signatura Riemanniana o
neutra. En esta ultima situacién, el operador estrella de Hodge induce una descomposicion
del espacio de 2-formas A*(V) = A3 (V) @ A2(V), donde A3 (V) y A%2(V) denotan los

espacios de 2-formas autoduales y antiautoduales, respectivamente
AN (V) ={a e N*(V): xa = a}, A2 (V) ={a € A*(V):xa = —a}.

En una base ortonormal {ej, s, €3, €4} los subespacios autodual y antiautodual estdan ge-
nerados por

AL = (B By B3},
donde
Ef = (e' Ne? £eseqe’ Net) V2,
Ef = (' Ne® Fegeqe® Aet)/V2, (1.5)
Ef = (e' Net £ egese? A ed) V2.

La métrica inducida en A?(V) a partir del producto escalar, dada por

({z Ay, z Aw)) = (z,2)(y, w) = (y, 2)(z, w)

es Riemanniana si (-, -) es definido positivo y de signatura (++ — — ——) si (-, -) es un
producto escalar de signatura neutra (2,2). Ademds, en este tltimo caso la restriccién de
la métrica a los subespacios A% es de signatura (+ — —). En cualquier caso, {Ef, E5, Ef}
es una base ortonormal, con Efc espaciales y EZjE temporales para i = 2, 3.

Interpretando un tensor curvatura algebraico A sobre V' como un endomorfismo de
A%(V), en dimensién cuatro se tiene la siguiente O(4)-descomposicién (O(2,2)-descompo-
sicién en el caso en que V' tenga signatura neutra):

A= 17—2 Idp2 +po + W A* — A% (1.6)
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donde W denota el tensor de Weyl y pq el tensor de Ricci sin traza,

po(z,y) = p(x,y) — 7 (2, ).

Denotando por W# la restriccién del tensor de Weyl a los subespacios A% (V), se dice
que un tensor curvatura es autodual (respectivamente antiautodual) si W~ = 0 (respec-
tivamente W = 0). Por lo tanto podemos extender la O(4)-descomposicién, o bien la
0(2, 2)-descomposicion en el caso en que la variedad tenga signatura neutra, dada en la
Ecuacién (1.6) como

T

A= 13

Idz +po + WT+W™: A2 — A% (1.7)

1.3. Estructuras adicionales sobre variedades

1.3.1. Estructuras casi Hermiticas

Sea M una variedad diferenciable 2m-dimensional. Como es bien conocido, una tal
variedad se dird compleja cuando sea posible construir sobre ella un sistema de coordenadas
complejas (esto es, un atlas constituido por funciones valuadas complejas cuyos cambios de
coordenadas sean aplicaciones holomorfas). Tal condicién supone una reduccién del grupo
estructural de la variedad real subyacente al grupo lineal complejo GL(n,C). Asi pues, una
primera condicién necesaria para que una variedad diferenciable (real) sea difeomorfa a una
variedad compleja es la reduccién del grupo estructural a GL(n,C). Una tal reduccién es
equivalente a la existencia de un campo de tensores J de tipo (1,1) sobre la variedad
verificando J? = —1d, al que se llama estructura casi compleja sobre M. Denotaremos por
(M, J) una variedad casi compleja, donde se considera la variedad M y una estructura casi
compleja J fija sobre M.

Cuando la estructura casi compleja se corresponda realmente con la estructura subya-
cente a una variedad compleja, se dird que la estructura es integrable (o compleja), lo que
se establece en términos de la anulacién del tensor de Nijenhuis

Ny(X,Y)=[JX,JY] = JJX,Y] - JIX,JY] + J2[X,Y].

La existencia de estructuras casi complejas sobre una variedad dada conlleva ciertas
restricciones sobre la topologia de la misma. En particular, toda variedad casi compleja es
orientable.

Una métrica pseudo-Riemanniana g sobre M se dice que es casi Hermitica si la
estructura casi compleja J es una isometria de cada espacio tangente T,M, es decir
g(JX,JY) = g(X,Y) para cualesquiera campos de vectores X,Y € X(M). Llamaremos
variedad casi Hermitica al triple (M, g, J).

Asociada a cada estructura casi Hermitica (g, J) existe siempre una 2-forma asociada
QX,Y) = ¢g(JX,Y). La 2-forma  induce una orientacién en M que coincide con la
orientacién de la estructura casi compleja cuando la métrica casi Hermitica es definida
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positiva. Sin embargo ambas orientaciones son opuestas cuando la métrica subyacente es
de signatura neutra (2,2). La 2-forma © define una seccién de A*(M) verificando ||Q||* = 2
(independientemente de la signatura de la métrica). Reciprocamente, para cada seccién €2
de A%2(M) de norma ||€2||? = 2 existe una estructura casi Hermitica asociada.

La derivada covariante de la estructura casi compleja se relaciona con la diferencial de
la 2-forma €0 y el tensor de Nijenhuis mediante la expresion

29((VxJ)Y, Z) + 3dUX, Y, Z) — 3dQUX, JY, JZ) — g(JX, N, (Y, Z)) = 0.

Una variedad casi Hermitica (M, g, J) se dird Hermitica si la estructura casi compleja
es integrable. La existencia de estructuras Hermiticas da lugar a nuevas identidades alge-
braicas para la curvatura. Gray mostré en [27] que el tensor curvatura de una variedad
Hermitica verifica la identidad

R(X,Y,Z, W)+ R(JX,JY,JZ,JW)
= R(JX,JY,Z,W)+ R(X,Y,JZ,JW) + R(JX,Y, JZ, W)
+ R(X,JY,Z,JW) + R(JX,Y, Z,JW) + R(X, JY, ] Z,W).

En [11] se prueba que la identidad anterior es la condicién necesaria y suficiente para que
un tensor curvatura algebraico definido en un espacio vectorial Hermitico sea realizable
geométricamente por una variedad Hermitica. Este hecho pone de manifiesto que la identi-
dad anterior, juntamente con las identidades dadas en la Ecuacién (1.2), determinan todas
las simetrias de la curvatura de una variedad Hermitica.

Una estructura casi Hermitica se llama casi Kdhler si la 2-forma Q es cerrada (i.e.,
dQ) = 0). La existencia de estructuras casi Kéhler conlleva ciertas restricciones sobre la
curvatura de la variedad. La posibilidad de garantizar la integrabilidad de una estructura
casi Kahler a partir de las propiedades de la curvatura ha sido abundantemente estudiada
(estructuras casi Kéhler Einstein, localmente conformemente llanas, etc.).

Es interesante notar que los resultados de integrabilidad conocidos son validos tan
solo en el ambito Riemanniano. De hecho, la existencia de estructuras isotrépicas Kahler
(esto es, ||V J||* = 0, pero VJ # 0) imposibilita la validez de dichos resultados en el caso
pseudo-Riemanniano [18].

El caso més simple de variedad Hermitica viene dado por las variedades Kahler, ca-
racterizadas por el paralelismo de la estructura compleja (V.J = 0). Un célculo sencillo
muestra que el paralelismo de la estructura compleja, VJ = 0, da lugar a la siguiente
identidad para el tensor curvatura

R(X.Y,Z,W) = R(JX,JY,Z,W).

De nuevo esta identidad permite determinar todos los tensores curvatura algebraicos defi-
nidos en un espacio vectorial Hermitico que pueden ser realizados geométricamente sobre
una variedad Kéhler [12]. Una consecuencia inmediata de la identidad Ké&hler es que toda
variedad Kahler de curvatura seccional constante es necesariamente llana. Por este motivo
se introduce la curvatura seccional holomorfa como la restriccion de la curvatura seccional a
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planos holomorfos (i.e., J(m) C 7) no degenerados. Es importante senalar que la curvatura
seccional holomorfa determina el tensor curvatura en geometria de Kahler y, ademds, una
variedad Kahler es de curvatura seccional holomorfa constante ¢ si y sélo si el tensor
curvatura se expresa como

R=—-(R'+R’),

c
4
donde

RO(X7 Y7 27 W) = g(X7 Z)g<Y7 W) - g(Y7 Z)g(Xa W)7

RI(X,Y,Z,W) =g(JX, Z)g(JY,W) — g(JY, Z)g(JX, W) + 29(JX,Y)g(JZ,WV).

1.3.2. Estructuras casi paraHermiticas

Una 2-forma {2 sobre una variedad 2m-dimensional M se dice casi simpléctica si es
no degenerada, es decir, si Q™ # 0, y el par (M,€) se denomina entonces variedad casi
simpléctica. Se llama subvariedad Lagrangiana de una variedad casi simpléctica (M?™, Q)
a una subvariedad inmersa m-dimensional sobre la que €2 induce la forma cero. Se dice
que una variedad casi simpléctica (M, Q) es casi paraHermdtica si su fibrado tangente se
descompone en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos.

Inducido por la descomposicién TM = L& L', el campo de tensores J de tipo (1, 1) defi-
nido por J = o, — o (siendo o, y o/ las proyecciones de T'M sobre Ly L’ respectivamen-
te) determina una estructura casi producto en M, de tal forma que Q(JX,JY) = —Q(X,Y)
para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre la variedad. Dado que las dimensiones de
las distribuciones correspondientes a los autovalores 1 y —1 asociados a J coinciden, nos re-
feriremos a J como estructura casi paracompleja. Definiendo ahora ¢(X,Y) = Q(JX,Y), ¢
resulta ser un campo de tensores simétrico de tipo (0, 2) no degenerado sobre M y, ademas,
9(JX,JY) = —g(X,Y) para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M. Asi, diremos
que (g,J) define una estructura casi paraHermitica en M y nos referiremos a (M, g,J)
como variedad cast paraHermitica.

La siguiente identidad muestra la relaciéon existente entre la 2-forma (2, la integrabilidad
de la estructura casi paracompleja J y la conexiéon de Levi-Civita asociada a la métrica g:

20((Vx3)Y, Z) + 3dQUX, Y, Z) + 3dQUX, JY,3Z) + g(3X, N3 (Y, Z)) = 0 (1.8)

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z sobre M, donde Nj denota el tensor de
Nijenhuis de J, es decir, N3(X,Y) = [JX,JY] — JFX,Y] — J[X,JY] + F*[X,Y]. Tal
ecuacion permite caracterizar las variedades paraKahler por medio del paralelismo de la
estructura casi paracompleja J respecto a la conexion de Levi-Civita de la métrica, VJ = 0
y, al mismo tiempo, establece un cierto paralelismo formal entre el estudio de las estructuras
casi Hermiticas y casi paraHermiticas. Al igual que en el caso casi Hermitico, la existencia
de una estructura casi paraHermitica restringe la topologia de la variedad subyacente
que, en particular, ha de ser orientable (véase [16] para mas informacién sobre geometria
paraHermitica).
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Existen, sin embargo, un buen niimero de diferencias entre las estructuras casi Hermiti-
cas y casi paraHermiticas, algunas de las cuales son de especial interés en este trabajo. En
primer lugar es importante senalar que mientras que las métricas casi Hermiticas pueden
ocurrir en cualquier signatura (24, 2m — 2u), las métricas casi paraHermiticas han de ser
necesariamente de signatura neutra (m,m). Para cada estructura casi paraHermitica (g, J)
existe una 2-forma asociada Q(X,Y) = ¢(JX,Y). La 2-forma Q induce una orientacién en
M que coincide con la orientacion de la estructura casi paracompleja. La 2-forma () define
una seccién de A%(M) verificando ||©2]|> = —2 y, reciprocamente, para cada seccién €2 de
A?(M) de norma ||€2]|> = —2 existe una estructura casi paraHermitica asociada.

Una variedad paraKdahler es una variedad simpléctica localmente difeomorfa a un pro-
ducto de subvariedades Lagrangianas. Este hecho da lugar a una descomposicion del fibrado
tangente, 7'M, en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos, TM = L @& L'.

La Ecuacién (1.8) muestra que las variedades paraKéhler estédn caracterizadas por el
paralelismo de la estructura casi paracompleja . Como consecuencia, los subfibrados La-
grangianos L y L' en que se descompone el fibrado tangente son paralelos. Ese hecho no
da lugar a una descomposicion local de de Rham de la variedad como producto, dado que
la restriccion de la métrica a ambos subfibrados es degenerada. Sin embargo, la existencia
de distribuciones nulas paralelas indica que la estructura subyacente es la de una variedad
de Walker (véase la Seccién 1.5 para mas informacion).

El hecho de que la estructura paracompleja de una variedad paraKahler sea paralela
(VJ = 0) conlleva una identidad tipo Kéhler para la curvatura,

R(X,Y,Z,W) = —R(3X,3Y, Z,W).

Se define la curvatura seccional paraholomorfa como la restriccion de la curvatura sec-
cional a planos paraholomorfos (i.e., J(7) C ) no degenerados. Al igual que en el &mbito
Kahleriano, la curvatura seccional paraholomorfa determina la curvatura de una variedad
paraKahler y esta es constantemente c si y sélo si el tensor curvatura verifica

R=-S(R'-RY),
4
donde el tensor curvatura algebraico R¥ viene dado por

RY(X,Y,Z,W) = g(3X, 2)g[IY, W) — g(IY, 2)g(IX, W) + 29(3X,Y)g(IZ,W).

1.4. Pares simplécticos

Un par simpléctico sobre una variedad M de dimensién cuatro es un par de 2-formas
cerradas no triviales (w,n) de rangos constantes y complementarios, de forma que la res-
triccion de w (resp., n) a las hojas de la foliacién dada por el nicleo de 7 (resp., w) es una
forma simpléctica [4]. Entonces, Q4 = w %+ n son formas simplécticas sobre M compatibles
con las diferentes orientaciones. De hecho, un par simpléctico puede definirse de manera
equivalente por medio de dos formas simplécticas (£2,,€2_) verificando

Q+/\Q_ :07 Q+/\Q+ - —Q_/\Q_. (19)
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Si (©4,€Q_) es un par simpléctico, entonces los nicleos de €2 + Q_ definen foliaciones
complementarias con hojas minimales, y del mismo modo cualquier par simpléctico esta
dado por un par de foliaciones minimales 2-dimensionales complementarias orientadas sobre
la variedad [4, 7].

Sea (M, g, J) una variedad casi Hermitica de dimension cuatro con métrica definida po-
sitiva y elijamos una orientacion de forma que la 2-forma fundamental Q(X,Y) = g(JX,Y)
sea autodual. Una estructura casi compleja J' sobre M se llama opuesta si la 2-forma
V(X)Y)=g(J' X,Y) es antiautodual. Una variedad casi Hermitica y opuesta casi Hermiti-
ca de dimension cuatro (M, g, J, J') es casi Kéhler (es decir, Q es cerrada) y opuesta casi
Kéhler (es decir, €' es cerrada) si y sélo si (£2,€)) es un par simpléctico. La situacién
es mas rica en el caso pseudo-Riemanniano, donde los pares simplécticos se corresponden
con estructuras casi Kéahler y opuestas casi Kahler, o bien estructuras casi paraKahler y
opuestas casi paraKéhler, dependiendo de si |24 || v ||€2_]|| son espaciales o temporales.

La motivacién para el estudio de los pares simplécticos en dimensién cuatro proviene
de varias situaciones diferentes. Algunas de ellas son las siguientes:

Una variedad Riemanniana (M, g) se dice geométricamente formal si el producto de
formas armonicas es armoénico. Dado que la armonicidad depende de la estructura Rie-
manniana y a su vez esta relacionada con la topologia de la variedad, es esperable que la
existencia de métricas Riemannianas geométricamente formales esté vinculada (sobre va-
riedades compactas) a la topologia subyacente. En [31] se prueba que una variedad cerrada
M de dimensién cuatro, admite una métrica formal si y solo si M es un toro T*, tiene la
cohomologfa de S* x S, de S? x T? o by(M) = 0. En este tiltimo caso la variedad estd
equipada con un par simpléctico.

Relacionado con el problema de Goldberg de la integrabilidad de las estructuras casi
Kahler de Einstein, recientemente se han considerado otro tipo de condiciones sobre la
curvatura y su influencia en la integrabilidad de las estructuras casi Kahler. Generalizando
la identidad de la curvatura de las variedades Kéhlerianas, Gray propuso en [27] el estudio
de las variedades casi Hermiticas verificando las condiciones

(Kl) : R(X7 Y7 ‘]Za JW) = R(Xa }/a Za W)a
() : R(X,Y,Z,W)— R(JX,JY,Z,W) = R(JX,Y, JZ,W) + R(JX,Y, Z, JW),
(K3): R(JX,JY,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W).

Es bien conocido que (K;) = (K3) = (K3) [27]. Ademés, la condicién (K,) garantiza la
integrabilidad de toda estructura casi Kéhler sobre una variedad compacta [3]. Aunque la
condicién (K3) no permite garantizar la integrabilidad, su estudio es mas natural desde
un punto de vista conforme, ya que las variedades estrictamente casi Kahler verificando
la identidad (K3) son aquellas para las que la 2-forma de Ké&hler es un autovector para el
operador curvatura de Weyl.

En cada variedad casi Hermitica (M, g, J) de dimensién cuatro, el operador curvatura
de Weyl autodual W+ descrito en la Ecuacién (1.7) se descompone como

Wy ) Wy —£1d )’
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donde k es la curvatura escalar conforme, Wy corresponde a la parte de W que intercam-
bia los subespacios en la descomposicién A3 = RQ @ [[A*?M]] y W3 es un endomorfismo
autoadjunto de [[A®?M]] sin traza. Si la estructura (g, J) es Kéhleriana, entonces el opera-
dor de Ricci es J-invariante y W™ = W™ = 0, por lo que es natural considerar el estudio
de las variedades casi Kédhler en las que se verifican las condiciones anteriores. En [2] se
prueba que una variedad casi Hermitica verifica la identidad (K3) si y sélo si el operador
de Ricci es J-invariante y W™ = 0. Si ademds W, = 0, entonces se verifica la condicién
(K3) de curvatura.

Toda variedad estrictamente casi Kahler admite una estructura casi Hermitica opuesta
en el conjunto donde el tensor de Nijenhuis no se anula. La estructura opuesta asociada
a cada variedad estrictamente casi Kahler en dimension cuatro sera casi Kahler siempre
y cuando se verifique la identidad de curvatura (K3), por lo que dichas variedades estan
equipadas de forma natural con una estructura de par simpléctico.

Suponiendo que una de las estructuras casi Kéhler, (g, J) o (g, J'), es Kéhler, Apostolov,
Armstrong y Draghici obtuvieron el siguiente resultado de rigidez (véase también [23]):

Teorema 1.1. [2| Sea (J,J") una estructura estrictamente casi Kihler y opuesta Kdhler
sobre una variedad Riemanniana (M,g) de dimension cuatro, con operador de Ricci J-
invariante. Entonces, la variedad es localmente isométrica al unico espacio 3-simétrico de
dimension cuatro.

Observacién 1.2. Una variedad Riemanniana (M, g) equipada con un campo de iso-
metrias 6, : M — M, p € M, de orden tres (es decir, (92 = Id) tal que p es un punto fijo
aislado de 6, se llama un espacio 3-simétrico. Kowalski probé que hay un tnico espacio
3-simétrico en dimensién cuatro [32]. Dicho espacio puede ser descrito como un grupo de
lie G cuya élgebra de Lie estd dada por g = ({e1, eq, €3, €4}) con corchetes no nulos

[e1, €3]

le1, €4] = ey,

e, €3] = —e,

[ea, 4] = —2e1 — ey,
les, 4] = —2aes — 2ey,

y la estructura compleja J y la estructura compleja opuesta J' se definen sobre g por
J€1 = €9, J@g = €4, J’el = €9, Jleg = —€4.

Sea (-, - ) un producto interior sobre g de forma que {ey, e, €3, €4} sea una base ortonormal.
Entonces la estructura (J,J') inducida sobre G es estrictamente casi Kéhler y opuesta
Kéhler con operador de Ricci J-invariante para cualquier valor de «, y asi un espacio
2-simétrico con curvatura escalar Sc = —12(a? +1).
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1.5. Variedades de Walker

Es bien conocido que la existencia de una distribucién paralela en una variedad Rie-
manniana da lugar a una descomposicion local de de Rham como producto. Esta propiedad
se mantiene en el caso pseudo-Riemanniano si la distribucion paralela es no degenerada. El
caso en el que la distribucién © sea degenerada fue estudiado por Walker [37] obteniendo
una forma candnica para la métrica. Basandonos en su trabajo diremos que una varie-
dad pseudo-Riemanniana es una variedad de Walker si admite una distribucién paralela y
degenerada ©.

Las métricas de Walker son una clase especial de métricas pseudo-Riemannianas que
no tienen analogo Riemanniano. Estas métricas son las responsables de muchas situaciones
estrictamente pseudo-Riemannianas: holonomia indescomponible pero no irreducible [6],
pp-waves y pr-waves [30], estructuras homogéneas pseudo-Riemannianas degeneradas [35],
métricas de Einstein conformemente equivalentes [33], variedades estrictamente conforme-
mente simétricas [20], métricas conformemente llanas con operador de Ricci nilpotente en
dos pasos [28], hipersuperficies de Einstein en variedades con curvatura seccional constante
y con operador de configuracién nilpotente [34], estructuras paraKahler [16, 29], métricas
de Osserman no localmente simétricas [8], etc. Nos referimos a [9] para mds informacion
sobre estructuras de Walker.

Con anterioridad al trabajo de Walker, se conocia la existencia de formas candnicas
para métricas que admiten distribuciones no degeneradas paralelas. En este caso, el tensor
métrico, en notacion matricial, se expresa en forma candnica como

(gz‘j)=<g1 g),

donde A es una matriz simétrica de orden r X r cuyos coeficientes son funciones de
(x1,...,2,) y B es una matriz simétrica de orden (n — r) X (n — r) cuyos coeficientes
son funciones de (z,41,...,2,). Aqui n es la dimensiéon de M y r es la dimensién de la
distribucién 2.

El siguiente teorema es central en nuestro trabajo.

Teorema 1.3. [37] Sea M wuna variedad de Walker de dimension n y ® una distribucion
paralela y degenerada r-dimensional. Entonces existen coordenadas adaptadas (xq,. .., xy)
en M, de tal forma que la métrica viene dada por

0 0 Id,
(glﬂ) = 0 A H ,
Id, ‘H B

donde 1d, es la matriz identidad de orden r x r y A, B, H son matrices cuyos coeficientes
son funciones de las coordenadas verificando las siguientes condiciones:

1. A y B son simétricas de orden (n — 2r) X (n — 2r) y r X r respectivamente. H es de
orden (n —2r) X r y *H representa la matriz traspuesta de H.
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2. A y H son independientes de las coordenadas (x1,...,x,).

Ademds, el r-plano nulo paralelo ® estd localmente generado por los campos de vectores
coordenados

{Oys--, 00, }.

Siguiendo la terminologia de [37], un campo de r-planos © se dice estrictamente paralelo
esta generado por r-campos de vectores paralelos.

Teorema 1.4. Una forma candnica para una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) de
dimension n que admite un campo de planos nulos © estrictamente paralelo de dimension
r estd dada por el tensor métrico dado en el Teorema 1.3, donde B es independiente de las
coordenadas (1, ...,T,).

Finalizamos con una observacién especifica para el caso de dimension cuatro que sera
de utilidad posteriormente en este trabajo. En esta situacién tomaremos coordenadas
(x,y,u,v) y escribiremos la métrica de Walker como

: (1.10)

o= O O
— o O O
o 2 O+
SO = O

donde a, b y ¢ son funciones de las coordenadas (x,y, u, v).

Observacidn 1.5. [25] Supongamos que una métrica de signatura neutra g sobre R* admite
una distribucién 2-dimensional nula y paralela. Entonces g tiene las siguientes propiedades
anadidas:

(1) g posee un campo de vectores nulo paralelo si y sélo si existe un sistema de coorde-
nadas (z,y,u,v) de forma que a, b y ¢ son independientes de x.

(2) g posee un campo de vectores nulo recurrente si y solo si existe un sistema de coor-
denadas (x,y,u,v) de forma que b y ¢ son independientes de x.

(3) g posee dos campos de vectores nulos ortogonales paralelos si y sélo si existe un
sistema de coordenadas (z,y, u,v) de forma que a, by ¢ son independientes de x e y.

(4) g posee un campo de vectores nulo recurrente y un campo de vectores nulo paralelo,
ortogonales, si y sélo si existe un sistema de coordenadas (z,y, u,v) de forma que a,
b v ¢ son independientes de y, y b y ¢ son independientes de .

(5) g posee dos campos de vectores nulos recurrentes ortogonales si y sélo si existe un
sistema de coordenadas (x,y,u,v) de forma que by ¢ son independientes de z, y a 'y
b son independientes de y.



Capitulo 2

Pares simplécticos indefinidos Kahler

El objetivo de este capitulo es extender el resultado del Teorema 1.1 del caso definido
positivo al caso indefinido.

2.1. Estructuras indefinidas casi Kahler y opuestas
Kahler

Recordamos en primer lugar el concepto de operador de recursién como la estructura
que relaciona pares de 2-formas simplécticas [5]. Dadas 2-formas no degeneradas w y n sobre
una variedad M, el operador de recursion es el inico campo de tensores no degenerado de
tipo (1,1), A, dado por igxn =ixw , X € X(M).

En el caso especial en que (€2,,€2_) es un par simpléctico, el operador de recursién A
define una estructura casi producto (es decir, A*> = Id, A # £1d) y reciprocamente [5].
Ademas, los autoespacios D4 correspondientes a los autovalores £1 de A son precisamente
los nicleos de €2, F€_.

Sea (M, g) una variedad de dimensién cuatro y signatura (2,2), y sea (J, J') una es-
tructura casi Hermitica y opuesta casi Hermitica sobre (M, g). Entonces, el operador de re-
cursiéon A relacionando las formas de Kéhler Q(X,Y) = ¢(JX,Y) y Q'(X,Y) =g(J'X,Y)
es la estructura casi producto A = —J.J' [7]. Como JJ' = J'J, se tiene que A% = Id y se
sigue que (g, A) es una estructura casi producto métrica (es decir, g(AX, AY) = g(X,Y)
para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M).

El hecho de que g sea de signatura neutra (2,2) y que las distribuciones D, asociadas
a los autovalores £1 de A son J-invariantes muestran que hs(X,Y) = g(AX,Y) es una
métrica Riemanniana sobre M. Ademas,

ha(JX,JY) = g(AJX,JY)
= —g(JJIX,JY) =—g(JJ'X,Y) = g(AX,Y)
= ha(X,Y),

19
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y procediendo de modo andlogo con J', se sigue que (hy, J,J') es una estructura definida
positiva casi Hermitica y opuesta casi Hermitica.
Ahora, las 2-formas de Kéhler correspondientes resultan

QA(X,Y) = ha(JX,Y) = g(AJX,Y) = g(J'X,Y) = Q(X,Y),
U (X,Y) = ha(J'X,Y) = g(ATX,Y) = g(JX,Y) = QX,Y).

Entonces, (g,.J,J’) es una estructura casi Kéhler y opuesta casi Kéhler de signatura (2,2)
si y s6lo si (ha, J,J') es una estructura definida positiva casi Kéhler y opuesta casi Kéhler.
Ademss, (g,.J,J') es una estructura casi Kéhler y opuesta Kéhler de signatura (2,2) si y
sélo si (ha, J,J') es una estructura definida positiva casi Kéhler y opuesta Kéhler.

Observacién 2.1. Debido al caracter indefinido de la métrica, la 2-forma de Kahler y la
estructura casi compleja inducen orientaciones opuestas en el caso de signatura (2,2). Por
tanto, y contrariamente a lo que sucede en el caso Riemanniano, la forma de Kahler de
una estructura casi Hermitica indefinida de dimension cuatro es antiautodual en vez de
autodual.

Ahora, para analizar el caracter J-invariante de los operadores de Ricci de ambas métri-
cas, necesitamos relacionar las curvaturas de la métrica pseudo-Riemanniana g y de la
métrica definida positiva asociada h,. Los tensores curvatura de g y ha se relacionan en
[14] bajo ciertas condiciones de integrabilidad sobre la estructura casi producto A. Si las
distribuciones D4 son integrables, entonces los tensores curvatura Ry, y R, correspondien-
tes a las métricas hy y g satisfacen

RhA (D-i-a D+, D+, D—) = RQ(D-H D-I—a D+, D—)>
R,,(D_,D_,D_,D;)=—R,(D_,D_,D_,D.).
Denotemos con py,, v py los tensores de Ricci correspondientes y sea {eq, 2, €3, €4} una base

g-ortonormal de signatura (+ + ——) tal que D, = ({e1,e2}) v D_ = ({es,e4}). Entonces
{e1, €2, e3, €4} es también h4-ortonormal y calculando el tensor de Ricci se sigue que

pg(D+7D—) = Rg(D+,€1,D_,€1)+R9(D+,€2,D_,62)
_RQ(D-‘M €3, D—a 63) - RQ(D+7 €4, D—a 64)
= RhA (D+7 €1, D—7 61) + RhA (D+7 €2, D—a 62)
+RhA (D+7 €3, D—) 63) + RhA (D-f—a €4, D—a 64)
= Pha (D+7 D—)'
Ahora, si el operador de Ricci @, definido por py(X,Y) = ¢(Q,X,Y), es J-invariante,
entonces es A-invariante (pues (), es también J'-invariante ya que (g, J’) es Kéhler).
Entonces el operador de Ricci @), y la estructura producto A diagonalizan simultanea-

mente y por tanto se sigue que py(Dy,D_) = 0. El célculo anterior para el tensor de
Ricci muestra que py,(Dy,D—-) = 0 y por tanto el operador de Ricci @y, ,, definido por
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P (X,Y) = ha(Qr,X,Y), es A-invariante, lo que implica el cardcter J-invariante pues
Qn, es también J'-invariante.

Resumiendo todo lo anterior, tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.2. Sea M una variedad de dimension cuatro. Entonces (g, J,J') es una estructura
indefinida casi Kdhler y opuesta Kdahler sobre M con operador de Ricci J-invariante si y
solo si (ha,J,J") es una estructura definida positiva casi Kdhler y opuesta Kdhler sobre M
con operador de Ricci J-invariante.

Ahora, una aplicacién directa del Teorema 1.1 y del Lema previo nos lleva a obtener el
resultado buscado:

Teorema 2.3. Sea (M, g) una variedad de dimension cuatro y sea (J,J') una estructura
indefinida estrictamente casi Kdhler y opuesta Kdhler sobre (M, g) con operador de Ricci
J-invariante. Entonces (M, g) es localmente isométrica al espacio 3-simétrico de dimension
cuatro, que se obtiene a partir del unico espacio 3-simétrico Riemanniano de dimension
cuatro por medio de la construccion anterior.

Observacién 2.4. La construccién anterior aplicada al espacio 3-simétrico Riemanniano
dado en la Observacién 1.2 muestra que el operador de recursién A = —JJ’ se corresponde
con la estructura producto sobre g cuyos autoespacios asociados a los autovalores +1 son
Dy = ({e1,e2}) y D_ = ({es,e4}). Asi, la correspondiente métrica pseudo-Riemanniana
hace a {ey, €9, €3, €4} una base ortonormal de signatura (+ + ——).

Una descripcion local en coordenadas de los espacios 3-simétricos anteriores se puede
dar de la siguiente forma [15]. Sea (M, g) el espacio R* con coordenadas (z,y, u,v) y métrica

g = E[(—rx+/1+224+y?)duodu+ (v + /1 + 22+ y?)dv o dv — 2ydu o dv|
HA[(1 4+ y?)dx o dx + (1 + 2)dy o dy — 2xydx o dy] /(1 + 2% + y?),

donde o denota el producto simétrico dado por & o & = %(gl RE&E+E®E) Y Aesun
nimero real no nulo. Las posibles signaturas para este espacio son (4,0), (0,4) y (2,2)
dependiendo esencialmente del signo de A.

Observacion 2.5. Como la forma de Kahler de una variedad Riemanniana casi Hermitica
de dimensién cuatro es autodual, A2 = RQ+ [[A*?]], entonces la parte autodual del tensor
de Weyl puede escribirse por medio de la siguiente descomposiciéon en bloques:

(Wi Wi —£1d

En [2] se prueba que una variedad de dimensién cuatro estrictamente casi Kéhler con
operador de Ricci J-invariante verificando Wy" = 0 y W3 = 0 admite una estructura
opuesta Kahler y por tanto es locamente isométrica al espacio 3-simétrico dado en la
Observacion 1.2.

Sk
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Un resultado andlogo no puede esperarse en el caso indefinido. De hecho la existencia
de estructuras no homogéneas estrictamente casi Kahler autoduales se sigue facilmente de
[18], sin mds que considerar la estructura (g, J) sobre R* con coordenadas (x,y,u,v) dada
por la métrica

Y
U+

g =2dx odu+2dyodv+ &(u,v)duodu—4 kduodv

y la estructura casi compleja

0 -1 12$ % (u,v)

J = 10 38(uv) =27
0 O 0 —1 ’
0 0 1 0

para una funcién apropiada &(u, v), y donde k& € R. De hecho, la tinica componente no nula
del tensor curvatura de Weyl viene dada por W (0, 0y, 0y, 0,) = —% 8‘3;5 , lo que muestra
la no homogeneidad de la métrica de Walker considerada sin mas que elegir como £ una

., . . 2 . .
funcién arbitraria para la que %5 cambie de signo.




Capitulo 3

Pares simplécticos paraKahler

En este tdltimo capitulo mostraremos la existencia de estructuras estrictamente casi
paraKéhler y opuestas paraKéhler (J,J’) sobre variedades de dimensién cuatro con ope-
rador de Ricci J-invariante que no son homogéneas, lo que pone de manifiesto las grandes
diferencias existentes con el caso indefinido Kéhler. Dichas diferencias provienen del hecho
de que la métrica asociada ha via el operador de recurrencia no es definida positiva (como
sucedia en el caso complejo), sino de signatura neutra (+ — —+).

3.1. Estructuras casi paraKahler y opuestas paraKahler

Recordemos que una variedad paraKahler es una variedad simpléctica que es localmente
difeomorfa a un producto de subvariedades Lagrangianas. Considerando la descomposiciéon
de Whitney TM = L& L/, existe un campo de tensores de tipo (1,1), J = o — o sobre M,
tal que J* = Id, donde o, (respectivamente, o) es la proyeccién sobre L (respectivamente,
sobre L). Como L y L' son subfibrados Lagrangianos, la estructura paracompleja J satisface
QFX,JY) = =Q(X,Y), donde Q denota la forma simpléctica. Por lo tanto el campo de
tensores de tipo (0, 2) definido como g(X,Y) = Q(JX,Y), determina una métrica pseudo-
Riemanniana de signatura neutra tal que

32:Id7 g(ﬁXM/]Y) :_g(X7Y)7 VC‘:Oa

donde V es la conexion de Levi-Civita de g. Es inmediato que los autoespacios asociados
a los autovalores +£1 de J definen distribuciones isotropicas ® . sobre M que son paralelas
(es decir, VO 1 C D) y por lo tanto la estructura subyacente de toda variedad paraKahler
se corresponde con una estructura de Walker [9].

Centrandonos en el caso de dimensién cuatro, una variedad de Walker se dice estricta
si la distribucion isotropica paralela ® esta generada por vectores paralelos nulos. Una
situacién mas general ocurre cuando ® esta generada por dos campos de vectores recu-
rrentes nulos (es decir, VU = 0 @ U para alguna 1-forma o). En tal caso existe un sistema
de coordenadas (z,y,u,v) de forma que la métrica g se expresa como [25]

g = 2dz o du + 2dy o dv + a(x, u,v)du o du + 2¢(y, u,v)du o dv + b(u,v)dvodv  (3.1)

23
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para funciones arbitrarias a, b, ¢ (ver la Observacién 1.5).

Lema 3.1. Sea (M,g) una variedad de Walker de dimension cuatro con distribucion
isotropica paralela ® generada por dos campos de vectores recurrentes nulos. Si la cur-
vatura escalar de (M, g) es no nula en todo punto, entonces el operador curvatura de Weyl
antiautodual define una estructura opuesta paraKdhler J_ si y solo si ® estd generada por
un campo de vectores recurrente nulo y un campo de vectores paralelo nulo.

Demostracion. Sea (M, g) una variedad de Walker con tensor métrico dado por la Ecuacién
(3.1) y sea {e1, e, e3,e4} la base local ortonormal de signatura (+ + ——) dada por

el = %(1—@)(%—1—3“, ey = —c@x+%(1 —b)0, + 0,

es = —3(14a)d, + 0y, es = —cOp — 3(1 4 b)9y + 0,

Los espacios de 2-formas autoduales y antiautoduales, A% = ({Efc, E;E, E§E}>, estan dados
por

61A642|262/\e3

V2

el Ne? +ed Net el ANedter Aet
\/§ Y \/§ )
Ademis, (ET, BY) =1, (Ey, By) = =1y (E5, E5) = 1.
Un calculo directo [22] muestra que el operador de Weyl antiautodual W~ estd dado
por

Ey = Ey = Ey =

1 1
T1g%ax T 3Cyy 0
- _ 1 1 1
W~ = chy 6am _chy (32)
1 1
0 =36 —330uw

y asi tiene autovalores {—%7, %T, —%T}, donde 7 denota la curvatura escalar, 7 = a,,.
Ahora, se sigue de la Ecuacién (3.2) que W~ es diagonalizable si y sélo si ¢, = 0.

De aqui en adelante asumimos que ¢y, = 0 y az; # 0, lo que asegura un autovalor
distinguido de W~ %7’, cuyo autoespacio asociado estd localmente generado por £, . Como
(Ey,Ey) = —1, la 2-forma Q_ dada por Q_ = v/2E;, cuya expresiéon en coordenadas

locales es la siguiente
Q_=dx ANdu—dy A dv+ c(y,u,v)dv A du, (3.3)

define una estructura casi paraHermitica (g,J_) donde

1 0 a(z,u,v) 0

o1 0 —bu)

"o 0o -1 0 (3-4)
0 0 0 1

Ademas, (g,J-) es casi paraKahler (es decir, Q_ es cerrada) si y sélo si ¢, = 0, en cuyo
caso VJ_ = 0.
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Recordemos que la distribucion isotrépica paralela de una variedad de Walker de di-
mension cuatro estd generada por un campo de vectores recurrente nulo y un campo de
vectores paralelo nulo si y solo si el tensor métrico tiene la forma dada en la Ecuacién (3.1)
con ¢, = 0 [25], lo que finaliza la demostracién. O

Como estamos interesados en estructuras casi paraK&hler y opuestas paraKéhler (J.,
J_) sobre (M, g), en lo que sigue asumimos que la métrica de Walker dada por la Ecuacién
(3.1) tiene la expresion local

g = 2dx o du + 2dy o dv + a(z,u,v)du o du + 2¢(u,v)du o dv + b(u, v)dv o dv (3.5)

con curvatura escalar no nula en todo punto (es decir, 7 = a,, # 0). Entonces, un cdlculo
directo muestra que el operador de Ricci asociado tiene la forma

0 0 %%v
0 % (Agy — Caze) 0
0 0
0 0

1
2

Ay
0
0
0

y por tanto es diagonalizable con autovalores {0, 0, %7’, %T} Ademas, los autoespacios aso-
ciados estan dados por

ker Q = <{—“”ax " av,ay}>,

Tx

ker (Q — %TId) = ({May + 81“81}).

a‘IfE
Por otra parte, el operador curvatura de Weyl autodual W+ estd dado por [22]
Wi Wi, Wi+ 5

+ + T +

~Wh+5) —Wh (Vi +§)

donde
Wl_g = %(amv - Ca:cx)a y

+ 1 1 2
Wil = 2Cu — buy — Qoo + Colp — 50405 + 2CA30 — 75000 — C Uy
1

Ademas, tiene autovalores {—%7’, 5T —%T}, donde el autoespacio asociado al autovalor

distinguido esta dado por

ker (VVJr — 17 Id

) { {-Ef — gi=EBS + E5}), st Wb #0, o
6

({ES ), si Wi = 0.
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Lema 3.2. Sea (M,g) una variedad de Walker de dimension cuatro con distribucion
1sotropica paralela ® generada por un campo de vectores recurrente nulo y un campo de
vectores paralelo nulo. Supongamos que la curvatura escalar de (M, g) es no nula en todo
punto. Entonces el operador curvatura de Weyl autodual tiene un autovalor distinguido que
define una estructura casi paraHermitica J, y las siguientes condiciones son equivalentes:

(Z) Wl—; =0,
(ii) el operador de Ricci es J-invariante,

(i1i) I+ = J_ en ker (Q— %Tld) y I+ = —J_ en ker QQ, donde J_ estd dado por la
Ecuacion (3.4).

Ademds, cualquiera de las condiciones anteriores implica que el tensor curvatura es J, -
invariante (es decir, 35 R = R).

Demostracion. Para demostrar la equivalencia entre (i) y (i¢), en primer lugar suponga-
mos que Wi, # 0. Entonces, la estructura casi paraHermitica definida por el autovalor
distinguido de W esta dada por

W W
Q, = —16—2dy Adx — du A dx — 8b—2dv A dx
T T
+ -
+8a%du ANdy — (1 — 160@)0@ A dy (3.6)
T T

B QW+ AW hab — ag,
T

dv A du.

Ahora un célculo largo pero directo muestra que el operador de Ricci no es nunca J. -
invariante (pues la invariancia se da si y sélo si W, = 0). Reciprocamente, suponiendo que
W, = 0, o equivalentemente c(u,v) = o=, se tiene que E es un autovector del operador
curvatura de Weyl autodual correspondiente al autovalor distinguido %T. Asi, permite
definir una estructura casi paraHermitica Q, = v/2E; , dada en coordenadas locales por

Qp =de ANdu+dy N dv— 920 u A dv. (3.7)
T

Ahora se sigue que €, es cerrada y asi (g,J.) es una estructura casi paraKahler, donde

10 a 20
N R
=100 -1 o0 (38)
00 0 -1

Un célculo directo muestra que el operador de Ricci es Jj-invariante.
A continuacién probamos la equivalencia entre (i) y (i44). En primer lugar, si W, = 0
y J+ y J— estdn dadas por las Ecuaciones (3.8) y (3.4), entonces satisfacen J, = J_ en
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ker (Q — %7’ Id) v J+ = —J_ en ker ). Reciprocamente, si J; = J_ en ker (Q — %7’ Id) y
Jr = —J_ en ker @), entonces las correspondientes formas paraKahler verifican

Q, =Q_ en ker (Q — %TId) oy Q. =—Q_ en ker(@,

y Wi, = 0 se sigue de las expresiones de Q2 en la Ecuacién (3.6) y 2_ en la Ecuacién (3.3).

Finalmente, suponiendo cualquiera de las condiciones (i)—(#ii), un célculo directo mues-
tra que el tensor curvatura es invariante bajo la estructura casi paracompleja J, dada por
la Ecuacién (3.8) (es decir, R(X,Y, Z,U) = R(J+ X,3+Y, 3+ Z,3:.U)). O

Observacién 3.3. Sea (M,g) una métrica de Walker dada por la Ecuacién (3.5) con
Wi, = 0. Entonces un célculo directo muestra que J, dada por la Ecuacién (3.8) es
integrable (es decir, paraKéhler) si y sélo si

2
axxa/’l) — QpQgyQry — Qamuva:m: + 2aa¢vazmu = 07 bu = 0

Observacién 3.4. Como aplicacién inmediata de los resultados en [22] se sigue que el
operador curvatura de Weyl autodual W™ de cualquier métrica de Walker dada por la

Ecuacién (3.5) con W5 = 0 es diagonalizable si y sdlo si Wi = —4

T.
Resumiendo los resultados anteriores, tenemos el siguiente

Teorema 3.5. Sea (M, g) una variedad de Walker de dimension cuatro cuya distribucion
1sotropica paralela ® esta generada por un campo de vectores paralelo y un campo de
vectores recurrente. Si la curvatura escalar es no nula en todo punto, entonces (Jy,J-)
dada por las Ecuaciones (3.8) y (3.4) define una estructura casi paraKdhler y opuesta
paraKdhler sobre (M, g) con operador de Ricci J-invariante si y sélo si Wi, = 0.

3.2. Ejemplos explicitos no homogéneos

A continuacion incluimos ejemplos explicitos de estructuras casi paraKahler y opuestas
paraKéhler no homogéneas obtenidas como aplicacion de la construccion anterior.

Ejemplo 3.6. Sea g una métrica de Walker dada por
g = 2dz odu+ 2dy o dv+ (A + a(z,u) +a(u)) du o du + b(v)dv o dv,

para funciones arbitrarias a(x,u), a(u), b(v) con a,, # 0y A # 0. Entonces, (J+,J_) dada
por

1 0 M+a(x,u)+alu) 0
~ |0 *£1 0 +b(v)
Sl BV -1 0

0

0 0 F1
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define una estructura estrictamente casi paraKéahler y opuesta paraKahler con operador de
Ricci J-invariante y con 2-formas fundamentales 2, = dz A du £ dy A dv.

Ademas, notese que la curvatura escalar estd dada por 7 = a.,, lo que muestra que
(M, g) no es homogénea en general. Ademads, se tiene que los operadores curvatura de Weyl
autodual y antiautodual W= son diagonalizables, y por tanto las componentes W, y W
en la Observacién 2.5 se anulan.

Ejemplo 3.7. Sea g la métrica de Walker dada por
g = 2dz odu+ 2dy o dv + (Av + a(x,u) + a(u)) du o du + (u + b(v))dv o dv,

para funciones arbitrarias a(z,u), a(u), b(v) con a,, # 0 # a, y A # 0. Entonces, (J4+,J-)
dada por

I 0 M+alz,u)+a(u) 0
~ |0 £1 0 +u + b(v)
=0 0 -1 0

0 0 0 Fl1

define una estructura estrictamente casi paraKahler y opuesta paraKahler con operador
de Ricci Jy-invariante y con 2-formas fundamentales 2. = dx A du £ dy A dv. De nuevo
la curvatura escalar estd dada por 7 = a,,, lo que muestra que (M, g) no es homogénea
en general. Ademsds, los operadores curvatura de Weyl autodual y antiautodual W= estén
dados por

1 —Qgy —6a, 0 —6a, a -1 0 O
Wt = 2 0 205, 0 , W™ = % 0 2 0
6a,, 0 6a, — azy 0O 0 -1

Entonces se sigue de la Observacion 3.4 que W no es diagonalizable pues a, # 0 # Gy

Observacién 3.8. Los espacios simétricos generalizados de dimensién cuatro fueron cla-
sificados por Cerny y Kowalski en [15], mostrando que se corresponden con tres clases
diferentes con métrica definida positiva o neutra. Un analisis caso por caso de la estructura
de autovalores de los operadores curvatura de Weyl autodual y antiautodual muestra que
los ejemplos anteriores no se corresponden con ninguna de las clases en [15]. De hecho,
nétese que W+ en la construccién previa tienen exactamente los mismos autovalores, que
no es el caso de ninguno de los espacios simétricos generalizados de dimensién cuatro.

Observacién 3.9. Una variedad pseudo-Riemanniana se dice semi-simétrica si el tensor
curvatura verifica R(X,Y) - R = 0 para todo X, Y € X(M), donde R(X,Y) actia sobre
R como una derivacion. La condiciéon R(X,Y) - R = 0 es algebraica en el tensor curvatura
y caracteriza completamente los tensores curvatura algebraicos que son realizables como
la curvatura de algin espacio simétrico. Por lo tanto, (M, g) es semi-simétrica si y s6lo si
en cada punto el tensor curvatura coincide con el de un espacio simétrico (posiblemente
cambiando de un punto a otro).

Un célculo directo utilizando el tensor curvatura correspondiente a las métricas en el
Ejemplo 3.6 muestra que cualquier variedad de Walker de ese tipo es semi-simétrica. Por
el contrario, las métricas en el Ejemplo 3.7 no son nunca semi-simétricas.
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3.3. Observaciones sobre el caso homogéneo

~ A~

Las estructuras casi paraKéahler y opuestas paraKahler (J,J’) sobre variedades ho-
mogéneas de dimension cuatro con operador de Ricci J-invariante fueron investigadas en
[13], mostrando que los operadores curvatura autodual y antiautodual se corresponden con
uno de los ejemplos siguientes.

En lo que sigue, g denotard un élgebra de Lie de dimension cuatro, {e, eq, €3, €4} serd
una base ortonormal de signatura (+ + ——) y Q. = e' A e? £ e? A e son 2-formas casi
simplécticas sobre g.

Ejemplo 3.10. Consideramos el dlgebra de Lie de dimensién cuatro dada por los corchetes
no nulos

les, e4] = —aves.

Entonces (2,,_) define una estructura estrictamente casi paraKéahler y opuesta para-
Kéhler si y sélo si a # 0. Asi, el operador de Ricci estd dado por

0 0 0 O
0 6a2 0 0
@= 0 0 0 O ’
0 0 0 6a?
y los operadores curvatura de Weyl autodual y antiautodual estdan dados por
a2 0 0 —a? 0 0
Wt = 0 —222 0 |, W = 0 22 0
0 0 a? 0 0 —a?

Ejemplo 3.11. Consideramos el dlgebra de Lie de dimensién cuatro dada por los corchetes
no nulos

= 3w =
ik
Q)
B
I
™
fah
+
~~
Q
_|_
[\
N~—
S
w

9(ii) *
ea, 4] = 2(av + 1)eq,
[ [es,eq] = aer —eg

Entonces (€2,,€)_) define una estructura estrictamente casi paraK&hler y opuesta pa-
raKahler para cualquier valor de «, cuyo operador de Ricci esta dado por

0 0 0 0
0 4a+1)? 0 0
=1 0 0 0
0 0 0 4(a+ 1)



30

3 Pares simplécticos paraKahler

El operador curvatura de Weyl autodual W™ estd dado por

—2(a? — 4o —5)
0
4+ 1)

Wt =

0 —4(a+1)
s(a+1)? 0 :
0 —2(a®+8a+T7)

y el operador curvatura de Weyl antiautodual estd dado por

—%(a +1)? 0 0
W~ = 0 s(a+1)? 0
0 0 —2(a+1)?
Nétese que en este caso W es diagonalizable si y sélo si @« = —1, en cuyo caso la variedad

es llana.

Ejemplo 3.12. Consideramos el dlgebra de Lie de dimensién cuatro dada por los corchetes
no nulos

[61, 62] = —€1 — €3,
le1, es] = e1 +es,
Guin) - § ez, e3] = —e1 — es,
[e2, e4] = aes + ey,
( [es, 4] = —e1 — €3

Entonces (21,€_) define una estructura estrictamente casi paraKéhler y opuesta para-
Kéhler para cada valor de . La métrica inducida es autodual (es decir, W~ = 0) y Ricci
llana. Ademads, el operador curvatura de Weyl autodual estd dado por

20 0 —2«
Wt = 0 0 0 ,
20 0 —2«

lo que muestra que W7 es nilpotente en dos pasos (y no llano para cualquier o # 0).

Observacién 3.13. Nétese que la estructura de autovalores de W+ en las estructuras
casi paraKéahler y opuestas paraKéahler construidas en la Seccién 3.1 no se corresponden
con ninguna de las clases anteriores g(;y — g(ii), 10 que muestra que la estructura pseudo-
Riemanniana subyacente no puede ser homogénea.

Ademds, un calculo directo muestra que ninguno de los ejemplos homogéneos g;) vy
9(ii) puede ser semi-simétrico. Sin embargo, g(;;) es un espacio homogéneo semi-simétrico
que no es simétrico; corresponde a una variedad de Osserman de dimensién cuatro cuyo
operador de Jacobi es nilpotente en dos pasos [9, 22, 24].
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