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Introduccion

El objetivo de esta memoria es estudiar la nociéon de grafo aleatorio destacando
la descripcion de dos ejemplos basicos: la envoltura de un grafo repetitivo y la per-
colacion de Bernoulli. De hecho, el proposito final es demostrar que estos dos tipos
de grafos aleatorios se distinguen gracias a una propiedade importante, llamada
tolerancia a la insercion.

Un grafo aleatorio es una variable aleatoria cuyo espacio de estados esté for-
mado por grafos. Esta nocién ha sido introducida por D. Aldous R. Lyons en [2]
y estudiada con posterioridad por I. Benjamini y N. Curien en [4]. Una definicion
equivalente ha sido introducida y estudiada de manera independiente por V. Kai-
manovich. Todos estos autores consideran el espacio de las clases de isomorfia de
grafos enraizados, que puede escribirse como limite inverso de los grafos finitos de
diametro fijado, como espacio de los posibles estados de un grafo aleatorio. Aqui
se sustituye por el espacio de Gromov-Hausdorftf formado por los subgrafos de un
grafo de Cayley. Se trata de un espacio ultramétrico, dotado de una laminacion
natural por grafos, descrito por E. Ghys en [7] v estudiado con detalle por E. Blanc
y A. Lozano Rojo en sus respectivas tesis doctorales [5] y [12].

Asi pues, en esta memoria, se entenderd que un grafo aleatorio es una variable
aleatoria con valores en el espacio de Gromov-Hausdorff G correspondiente al grafo
de Cayley G de un grupo de tipo finito F’ dotado de un sistema finito de generadores
S, es decir, una aplicacién medible

0: (0, P) =G

definida sobre un espacio de probabilidad (€2, P) con distribucion u = O, P.

Como primer ejemplo de grafo aleatorio se describe la envoltura del drbol de
Kenyon, un subarbol aperiddico y repetitivo del grafo de Cayley del grupo abeliano
Z?. Recordemos que un subgrafo de un grafo de Cayley se dice aperiddico si no hay
ninguna traslacion que lo deje invariante y repetitivo si podemos encontrar una copia
fiel de cualquier motivo en un entorno suficientemente grande de cualquier punto
de manera que es imposible saber déonde se encuentra uno observando tinicamente



6 Introduccion

el entorno. En general, cualquier subgrafo repetitivo H de un grafo de Cayley GG
determina un subconjunto cerrado y saturado de G, minimal por inclusion, llamado
envoltura de H. Reciprocamente, segun [5] y [12], cualquier subconjunto minimal
de G se obtiene de este modo.

El segundo ejemplo es la percolacion de Bernoulli de un grafo de Cayley G con
parametro de permanencia p € [0, 1|, que consiste en borrar aristas con probabilidad
1 — p de manera independiente unas de otras. Este tipo de grafo aleatorio cumple
una importante propiedad conocida como tolerancia a la insercion, lo que significa
que cualquier familia medible de grafos con medida positiva se puede modificar
anadiéndole una arista y seguira siendo de medida positiva.

El propésito central de la memoria es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 1. Sea ©: (2, P) — G un grafo aleatorio con valores en el espacio de
Gromov-Hausdorff G asociado al grafo de Cayley G de un grupo de tipo finito F'.
Sea X un subconjunto minimal de G (que se obtiene como envoltura de un subgrafo
repetitivo de G). Si la distribucion p = O, P es ergddica respecto de la relacion R,
tolerante a la insercion y no es atomica, entonces p(X) = 0.

Este resultado demuestra que las técnicas propias de la teoria de percolaciéon
usadas en [2] y [4] no son validas para todos los grafos aleatorios, lo que sugiere la
necesidad de emplear otras técnicas propias de los sistemas dindmicos en el estudio
de los grafos aleatorios.



Capitulo 1

Espacio de Gromov-Hausdorff

1.1. Grafos

Un grafo es un par G = (V, F) formado por un conjunto de vértices V # @&y
un conjunto de aristas E dotado de una aplicacion de E en V X V' que envia cada
arista e € F en un par ordenado (v, v2) € V x V. Se dice que vy = s(e) y va = r(e)
son el origen y el final de e respectivamente. En tal caso, se dira que los vértices vy
y U sSOn vecinos y se escribe vy ~ vy. Se dice que G carece de aristas miltiples si la
aplicacion de F en V x V es inyectiva. Si la imagen de la aplicacion de E en V x V
es simétrica respecto de la diagonal, puede identificarse la arista e que une v; con
vy con la opuesta e~ que une vy con v;. En tal caso, se dice que G es un grafo no
orientado. Se llama bucle a cada arista que une un vértice consigo mismo, es decir,
si su origen y final coinciden. La wvalencia de un vértice v es el nimero de aristas,
val(v), que unen v con sus vecinos. Se dice que una arista es terminal si alguno de
sus extremos tiene valencia 1. Un grafo se dice localmente finito si la valencia es
finita para cada vértice y de geometria acotada si la valencia esta uniformemente
acotada, es decir, existe una cota valida para todos los vértices. Un grafo es regular
si todos los vértices tienen la misma valencia.

Un camino en un grafo G es una sucesion de aristas ey, ..., e, tal que r(e;) =
s(e;4+1) para cadai=1,...,n— 1. En tal caso, se dird que el camino que une s(e;)
con r(ey,) tiene longitud n. Se llama ciclo a todo camino tal que s(e;) = r(e,). De
manera analoga, puede definirse un camino infinito. Se dice que un grafo es conexo
si dos vértices arbitrarios estan unidos por un camino. Un drbol es un grafo conexo
sin ciclos, ni aristas multiples.

Un grafo G esta dotado de una métrica natural d de manera que la distancia
entre dos vértices es el minimo de las longitudes de los caminos que los unen. La
realizacion geométrica G del grafo G puede obtenerse extendiendo la distancia

7



8 Capitulo 1. Espacio de Gromov-Hausdorff

entre vértices a puntos cualesquiera dotando a cada arista de la métrica que la
hace isométrica al intervalo [0, 1] o a la circunferencia S! en el caso de un bucle.
Un camino geodésico es aquel que minimiza la distancia entre sus extremos.

Un camino infinito define una aplicacion de [0,00) en G. Si es propia (i.e. la
imagen reciproca de un compacto es un compacto) se llamara rayo. Cuando un
rayo minimiza la distancia entre cualquiera de sus puntos se dira geodésico.

Un grafo enraizado es un grafo con un vértice fijado, llamado origen o raiz, que
se denota por 0. En este contexto, dados dos vértices vecinos v y v/, se dice que v’
es hijo de vy que v es padre de v’ si d(v/,0) > d(v,0). Notese que puede ocurrir
que entre dos vértices vecinos no haya relacion de parentesco o que dos vértices
compartan un hijo. Si G es un grafo enraizado, se denota por GV al subgrafo
formado por un vértice v y todos sus descendientes.

Sea F' un grupo finitamente generado y S un sistema finito de generadores. Se
supondra que es simétrico (i.e. S™t = {s7!|s € S} = S) y no contiene al elemento
neutro 1. El grafo de Cayley G = Cay(F,S) es un grafo localmente finito cuyos
vértices son los elementos de F'y dos vértices g; v g2 estdn unidos por una arista
si y solo si g;'gs € S. Identificando cada arista con su opuesta, se puede obtener
un grafo localmente finito no orientado, que no tiene ni bucles, ni aristas multiples,
aunque en el caso de que S contenga elementos de torsion de orden 2 conviene no
identificar la arista correspondiente con su opuesta. Segun esta definicién, el grafo
de Cayley depende tanto del grupo como del sistema de generadores S. En lo que
sigue se supondra siempre no orientado, aunque debe tenerse presente lo comentado
sobre la torsion de orden 2. Se llama longitud de un elemento g € F' al niimero
minimo de generadores de S necesarios para escribir g y se define la distancia de
las S-palabras entre dos elementos ¢; v go de F' como

ds(g1, 92) = longs(g7 ' g2)-

Si se dota a cada arista de una métrica que la haga isométrica al intervalo [0, 1],
la métrica dg sobre F' se extiende a una métrica dg sobre G que hace de éste un
espacio métrico conexo por caminos. Se dice que dg es la métrica de las S-palabras
sobre GG. Notese que la métrica inducida sobre G por la métrica dg es igual a la
métrica natural d de G.

1.2. Espacio de Gromov-Hausdorff

Sea F' un grupo finitamente generado por un sistema de generadores S tal que
S=S51y1¢S. Sea G = Cay(F,S) su grafo de Cayley y G el conjunto de los
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subgrafos conexos de G que contienen al elemento neutro, es decir,
G={HCG|Hesconexoy 1€ H}.

A continuaciéon se dotara de este conjunto de una estructura métrica mediante
una distancia con la que dos grafos serdn mas cercanos cuanto mayor sea la bola
centrada en el origen en la que coincidan. Para ello, se definird la aplicacion que
toma valores en N U {oco} dada por

R(H,H') =sup{N > 1| By(1,N) = Bg:(1,N)}
y la funciéon distancia dada por
d(H,H') = e” RULH,
De hecho, d es una ultramétrica, i.e.
d(H,H') <max{d(H,H"),d(H',H")}
para cada H, H', H" € G. Por ser ultramétrica, se deduce la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.1. El espacio G es un espacio totalmente disconexo.

Demostracion. Primero se verd que las bolas abiertas son conjuntos cerrados. Sea
Bg(Hy,r) una bola y Hy ¢ Bg(Hy,r). Entonces la bola Bg(Hs,r) no interseca
a Bg(Hy,r). En efecto, sea H3 € Bg(Hs,r). Como Hy ¢ Bg(Hi,r) se tiene que
r < d(Hy, Hy). Asi que, usando la desigualdad de la ultramétrica

T S d(Hl,Hg) S méX{d(Hl,H:g),d(Hg,Hg)}

y como d(Hjs, Hy) < r, se obtiene que r < d(Hy, Hs3), es decir, H3 ¢ Bg(Hy,).

Se demuestra ahora que los tinicos subespacios conexos son los unitarios. Sea
E un subespacio de G con al menos dos puntos. Sea B una bola que contenga a
uno pero no al otro, que existe ya que G es un espacio métrico. De esta forma,
se obtiene una separacion no trivial de £ dada por B y E — B. Por tanto, G es
totalmente disconexo. O

Proposicion 1.2.2. El espacio G es compacto.

Demostracion. Sea {H, }nen una sucesion en G. Como el sistema de generadores S
es finito, solo hay una cantidad finita de grafos de didmetro 2. Por tanto puede to-
marse una subsucesion { Hy , fnen de { Hy, }nen de manera que EHL”(I, 1) = A; para
cadan € N, siendo A; € G de diametro 2. Ahora, repitiendo el procedimiento ante-
rior, si { Hy, }nen €s una subsucesion de {H, }nen de manera que EHk’n(l, k) = Ay
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es un grafo en G de didmetro 2k, entonces se obtiene una subsucesion { Hy11. fnen
de {Hnfnen tal que By, ,,  (1,k+1) = Apyy es un grafo en G de didmetro 2(k+1)
que contiene a Ag. De esta manera se tiene una sucesion creciente de grafos finitos

AiCAy,C---CA, C---

Por construcion de {H ,, }nen, la union creciente de los grafos finitos Ay define un
grafo H € G que es limite de la sucesion diagonal {Hj k}ren. En efecto, puesto
que By, ,(1,k) = By(1,k) = Ay, la funcion R(Hyx, H) > k y por consiguiente la
distancia d(Hy ., H) < e~* tiende a 0. O

De hecho, en la prueba anterior, se muestra que cualquier grafo infinito es limite
de sucesiones de grafos finitos Ag. Para cualquier grafo finito H de diametro 6(H),
la bola en G de centro H y radio < e®)) se reduce a H, luego es un punto aislado
de G. Por tanto el conjunto derivado de G esta formado por los grafos infinitos.

Si F es finito, la cardinalidad de G sera finita y en este caso G serd un espacio
discreto por lo que se acaba de ver. Si se toma F' = Z con sistema de generadores
S = +1, el espacio G es finito numerable. En cualquier otro caso, G sera infinito no
numerable gracias al resultado que se vera a continuacion.

Proposicion 1.2.3. Si F' es infinito, el conjunto derivado de G es un conjunto de
Cantor, salvo si F =7 y S = +£1.

Demostracion. Dado que G es compacto y totalmente disconexo, sélo es necesario
probar que su derivado es perfecto, i.e. carece de puntos aislados. Segun la obser-
vacion anterior, cualquier grafo infinito H es limite de los grafos finitos By (1,n).
Para construir grafos infinitos convergentes a H se pueden anadir rayos a estos
grafos finitos. De manera mas precisa, fijado n € N, se escoge un rayo &, C G que
interseque a By (1,n) en un tnico punto a distancia n de 1. Dado que F es infinito
dichos rayos siempre existen. Se ha construido por tanto una sucesién de grafos
infinitos H" = By (1,n) Ue, que obviamente converge a H. Ademés, los rayos &,
se pueden escoger de forma que los grafos H;» sean distintos de H, salvo en el caso
de F =7y S = =+1. En efecto, sean H y n € N tales que dado cualquier camino &
con las propiedades exigidas se tenga que H; = H. En estas condiciones todos los
caminos ¢ seran el mismo. Asi que la valencia en GG de cualquier vértice de € ha de
ser 2. Pero como F' actia por automorfismos sobre GG, todos sus vertices tendréan
valencia 2 y G serd una recta. En consecuencia, F' =7y S = £1. O]

El espacio de Gromov-Hausdorff G puede obtener como cociente del espacio

G={(H.g)|geHCG}
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dotado de la pseudométrica
d((H,g), (H',g)) = e RUH(H'g)
donde

R((H,9),(H',g)) =sup{N > 1|3¢" € F : Bu(g,N) = Bug(¢'g",N)},

y la bola Bpiyi(g'g", N) = Bup/(g’, N)g" es la imagen de By/(¢’, N) mediante la
traslacion por la derecha por ¢” € F. Obsérvese que la acciéon natural por la
derecha de F' sobre si mismo induce una accién por la derecha

GV x F — ’Q

((H/’gl),g//) — (H/g//’g/g//>
que conserva la pseudométrica d. Resulta claro que la orbita de (H, g) coincide con
el conjunto de elementos de G que estan a distancia 0 de (H, g) y por consiguiente
la proyecciéon canoénica N
p:' 6 — G
(H,9) +— Hg™

pasa al cociente en una isometria

G/F — G
H,g] — Hg™*

cuando se dota a (j /F de la métrica inducida por d y a G de la métrica definida
con anterioridad.

Definiciéon 1.2.4. Sea R la relacion de equivalencia definida sobre G que consiste
en cambiar el punto base g de H por ¢’ sustituyendo (H,g) por (H,g'). Se llama
R a la relaciéon de equivalencia sobre G inducida R y dada por

HRH < 3gce H : H =Hqg '
En efecto, la clase

RIH] = p(R[(H,1)]) = p({(H,9) | g€ H}) = {Hg™" | g € H}

Si se considera el grupo Iso(H) = {g € F' | Hg~' = H}, llamado isotropia de
H, cada clase R[H] se identifica con el conjunto de vértices del grafo H/Iso(H).
Gracias a esto, segun se demuestra en [7] y [12], el espacio G se puede realizar como
un transversal completa de un espacio foliado por grafos (que pueden sustituirse
realmente por superficies de Riemann) y la relacion R como la relaciéon de equiva-
lencia inducida por la foliacion sobre G, véanse también [I3] y [I4]. Siguiendo una
idea de [I], la descripcion de G como cociente de G permite recuperar facilmente
esta misma estructura foliada.
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1.3. Realizacién geométrica y laminacion

Si se sustituye el grafo de Cayley G = Cay(F,S) por su realizacién geométrica
G y si se denota por H la realizacion geométrica de cualquier subgrafo conexo H
de G, entonces se puede considerar el subespacio

G={(H,2)€GxG|zeH}

de G X G y la accién natural por la derecha

§ x I — g
((H/7 :LJ), g//) '_> (H/g//’ :L,/g//)7

donde 2'g"” pertenece a la arista que une gg” con g'g” si ' pertenece a la arista que
une g con ¢'. Se dice que el espacio cociente G = G/ F es la realizacion geométrica
del espacio de Gromov-Hausdorff G. Se trata de un espacio compacto dotado de
una laminacion por grafos modelada transversalmente por el espacio 0-dimensional
G. En efecto, para cada (H,z) € G, la aplicacion

$: Bg(Hg',e ™) x Bgy1(1,R) — ]
(H', ) — (H'g,2'g)

define una carta foliada de un entorno abierto U de (H,x) en g, suponiendo que
r pertenece a una arista de H con origen en g y tomando 1 < R < 2. Si se llama
p: G — G a la proyeccion candnica que envia cada punto (H', x’) sobre su orbita
[H', 2] (identificada con el punto 2z’ de la realizacion H’ de H' salvo traslacion),
entonces ¢ induce por paso al cociente una carta foliada

¢ 1 Bg(Hg',e ") x Byy1(1,R) — U =p(U)
(H',2") — [H'g,2'g] = [H', 2'].

Como puede verse en [I], las aplicaciones ¢ forman un atlas foliado en G. Como
fijado R solo hay un ntmero finito de posible placas By,-1(1, R) y la transversal
G es compacta, el espacio foliado G es compacto.

1.4. Grafos repetitivos y conjuntos minimales

Intuitivamente, un grafo sera repetitivo (o tendra la propiedad de isomorfismo
local) si no se puede distinguir en qué punto se encuentra uno observando unica-
mente los alrededores.
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Definiciéon 1.4.1. Dados H, H' € G, se dird que By(x, ) se embebe fielmente en H'
y se escribird By (z,r) — H' si existe g € G tal que By(z,7)g = By/(xg,7) C H'.

Definiciéon 1.4.2. Un grafo H € G es repetitivo si para cada r > 0 existe R > 0
tal que By(1,7) — Bpg(y, R) para todo y € H. Si fijado r > 0, existe R > 0 tal
que By (z,r) — Bpg(y, R) para cada par de puntos z e y € H, entonces H se dira
uniformente repetitivo.

En la definicién anterior, el grafo H se identifica con su realizacion geométrica
y se sobreentiende que las bolas consideradas son abiertas. Obsérvese que el grafo
de Cayley del semigrupo N no es repetitivo ya que, aunque cualquier bola centrada
en el origen admite una copia por traslaciéon dentro de cualquier otra bola de radio
mayor, la copia no es una bola y por tanto no es fiel.

Teorema 1.4.3. Sea Q(H) la envoltura de un elemento H de G, es decir, la clau-
sura de la clase R[H]. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) H es uniformemente repetitivo.
(i1) H es repetitivo.
(11i) QUH) es minimal para la inclusion de envolturas.

Demostracion. (i) = (ii) Esta implicacion es obvia.

(i) = (i1i) Para demostrar que Q(H) es minimal, se ha de comprobar que la
clase de equivalencia de cualquier elemento H' € Q(H) es densa en Q(H). Por una
parte, se sabe que Q(H') C Q(H). Luego basta probar que H € Q(H’), en cuyo
caso QQ(H) C Q(H'). Para ello, se fija r > 0. Por ser H repetitivo, existe R > r tal
que By(1,7) < Bpg(y, R) para todo y € H. Puesto que H' € Q(H), existe algin
elemento z € H tal que

Bu/(1,R) = By,1(1,R) = By(x, R)x™".

Por otra parte, si se toma y = x, la bola By (1,r) — By(z, R) por hipotesis. En
consecuencia,

BH(]_,’I")gJ?_l = BH(g,T)ZU—l C BH(ZL‘,R)ZL'_l = BH’(]-a R)
para algin g € G. Si se llama h = gz~!, entonces
BH<1,T) = BH/(h,T)h_l = BH/h—l(l,?")

y por tanto la distancia de H a H'h™' € R[H'] es menor que e~". Puesto que H es
limite de trasladados de H’, se concluye que H € Q(H').
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(1i1) = (ii) Fijado r > 0, a cada entero S > 0, se le asocia el conjunto
Us={H €Q(H) | Bu(1,r) <= Bu/(1,9)}.

Resulta inmediato comprobar que estos conjuntos son abiertos, pero ademéas recu-
bren Q(H). Para cada elemento H' € Q(H), como Q(H) es minimal, existe 2’ € H’
tal que By (1,7) = By/(2',7)2’~t. Pero ahora esté claro que

BH/(JI/,T) — BH/(]., S)

tomando S > r + d(1,2), con lo que H' € Us. Por otra parte, resulta obvio que
{Us}s>0 es monotono creciente con respecto a la inclusion. Por ser Q(H) compacto,
se deduce que existe R > 0 tal que Q(H) = Ug. Para cada y € H, el arbol
trasladado y~'H pertenece a Ug, luego By(1,7) — B,-14(1, R), con lo que se
concluye que By (1,r) < By(y, R).

(1ii) = (i) Se fija r > 0 y se considera un punto arbitrario x € H. Como antes,
para cada entero S > 0, se define el conjunto

Ui ={H €Q(H) | By(z,r) — Bu(1,95)}

Procediendo de manera analoga al caso anterior, se deduce que existe un radio
R(r,x) tal que By(x,r) — Bg(y, R) para todo y € H. No obstante, para poder
afirmar que H tiene la propiedad de isomorfismo local, se necesita que R no dependa
del punto z. Y en efecto, como solo hay un nimero finito de clases de traslacion
de bolas By(x,r) de radio r > 0, existe una familia finita de puntos {z;}?; de H
tales que las bolas By (z;,r) representan todas las clases de traslacion posibles. Si
se toma R = max {R(r,x;)},, se tiene que By(z,r) — Bg(1, R) para cada par

=1

x,y € H. (]

Corolario 1.4.4. Sea Q(H) la envoltura de un elemento repetitivo H de G, enton-
ces todos los grafos de Q(H) son repetitivos.

Demostracion. Sea H' € Q(H), se sabe que Q(H') C Q(H). Luego, usando el
teorema anterior se conluye el resultado. ]



Capitulo 2

Grafos aleatorios

En este capitulo se introduce el concepto de grafo aleatorio que se ilustra con dos
ejemplos fundamentales: el minimal de Ghys-Kenyon y la percolacion de Bernoulli.

2.1. Definiciones

Definicion 2.1.1. Sea G el espacio de Gromov-Hausdorff de un grafo de Cayley
G. Se llama grafo aleatorio a una variable aleatoria con espacio de estados G, es
decir, una aplicacién medible

©:(Q,P)—=g
definida sobre un espacio de probabilidad (2, P) con distribucion u = 6, P

En la definicién anterior, puede sustituirse el espacio de Gromov-Hausdorff de
un grafo de Cayley por el espacio de Gromov-Hausdorff de un grafo de geometria
acotada o simplemente de un grafo localmente finito. En el primer caso, G seguira
siendo un espacio polaco compacto, mientras que en el segundo sélo sera localmente
compacto. Por otra parte, la definicion dada aqui es algo méas restrictiva que la
original formulada por D. Aldous y R. Lyons en [2] retomada por I. Banjamini y
N. Curien en [4]. En ambos casos G es el espacio de las clases de isomorfia de grafos
enraizados que puede describirse como limite inverso

donde G,, denota el espacio de los grafos finitos de diametro n.

15
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2.2. Arboles aleatorios de Ghys-Kenyon

A continuacién se describe un subarbol aperiodico y repetitivo de G = Cay(Z?),
llamado drbol de Kenyon. Su envoltura es un minimal que constituye el espacio de
estados un primer ejemplo de grafo aleatorio. Para construirlo, se comienza con la
siguiente pieza elemental T}

Después se traslada verticalmente por medio del vector (0,2) y seguidamente se le
aplican tres rotaciones de centro 0 y angulo 7, 7 y —7 respectivamente. Si se elimi-
nan las aristas terminales situadas a izquierda y derecha del segmento horizontal
de longitud 23 contenido en el arbol resultante, se obtiene el arbol T5.

De nuevo, si se traslada T, mediante el vector (0, 4), se aplican las mismas rotaciones
y se eliminan las aristas terminales del segmento horizontal de longitud 2%, se
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obtiene un arbol T3.

Por recurrencia en la etapa n-ésima, se obtiene un arbol finito 7}, que corta a los
ejes vertical y horizontal en los intervalos {0} x [-2",2"] y [-2" + 1,2" — 1] x {0}
respectivamente.

Definicion 2.2.1. Se llamara drbol de Kenyon al subarbol de Cay(Z?)

T, = UTn.

n>1
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Por construccion, T, es un arbol aperioédico y repetitivo con cuatro finales.

Definicion 2.2.2. A la envoltura Q = R[T] de T se le llama minimal de Ghys-
Kenyon. Mediante el procedimiento de realizacién geométrica descrito en [7] y [12]
se obtiene un espacio compacto, metrizable y separable €2 foliado por grafos para
el que €2 es una transversal completa.

Para describir los arboles aleatorios que conforman €2 se emplea una codificacion
mediante sucesiones formadas por 0, 1, 2 y 3, véase [I] y [12]. Se denota S, el
conjunto de las sucesiones formadas por elementos de Z /47, dotado de la topologia
generada por los cilindros

Cioiom ={Bo -+ Big—100Big+1 " * Bin—10nBipy1 -+ | Bi € ZJAL}
Para asociarle a cada elemento de 84 un elemento de €2, se usa la funcion

r: Z/4%2 — C
T o e2®

donde se identifica C con R? de la manera usual. Para cada a = ag---a, - - € Sy,
se define (o) C 2 de manera inductiva. Se parte del punto z§ = 0, se define
z§ = r(ap) y se une x§ con zf{ con ayuda de una arista. Se replica este conjunto
alrededor de z{ mediante los angulos 7, m y —7. Se define T,,, precisamente como
este conjunto. Ahora se alarga T, en la direccion de r(a;) mediante una arista de
longitud 1, que une uno de los extremos de 7, con un nuevo punto z§ a distancia
2 de x{. Se repite el proceso de réplica alrededor de z§ obteniendo asi un arbol
finito T},,4,. Reiterando este proceso se obtiene una familia de 4rboles encajados
{Twoy--o, } v se define

To = | Top-an:
n>1
al que se llamara arbol aleatorio de Ghys-Kenyon. Segin puede verse en [12], cual-
quier elemento de {2 que no pertenezca a la clase de T, y cuyo origen esté situado
en un vértice de valencia 1 o 2 puede ser descrito de este modo. De manera mas
precisa, se tiene:

Proposicion 2.2.3 ([1],[12]). El conjunto minimal de Ghys-Kenyon 2 = R[T]
admite una descomposicion como union disjunta

Q=R[T]U | RITW]
a€Sy
Ademds, la relacion de equivalencia inducida sobre Q2 — R[T] coincide con la

relacion de equivalencia cofinal que identifica dos sucesiones o = qg--- Q-+ Y
B=PBgBn-- de Sy si existe ng > 0 tal que o, = B, para cada n > nyg.
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Para probar que €2 es un grafo aleatorio se debe construir una medida de proba-
bilidad invariante por la relaciéon R, pero antes se necesita describir la o-algebra
de los borelianos en §2.

Definicion 2.2.4. Se llama motivo a cualquier grafo finito P € G. Se dice que un
grafo H € G contiene el motivo P alrededor de un vértice v € Hsil € Pv~™' C H.
Dado un subconjunto 2 C G se define

Qp,={HeQ|1cPv'CH}

Los motivos cumplen una serie de propiedades de facil demostracion. Si Py P’
son dos motivos, es facil demostrar:

1. si P C P, entonces Qp, DO Qpr,,
2. Qpy N Qpry = Qpupr
3. si H € Qp, entonces Hv € Qpj.

Esto reduce el estudio de los conjuntos 2p, a los de la forma 2p;. Ademas se tiene
el siguiente resultado:

Lema 2.2.5. Para cualquier motivo P, el conjunto Qp, es un abierto-cerrado de
Q.

Demostracion. Como se acaba de decir, basta ver que {2p; es un abierto-cerrado.
Se vera primero que {2p; es un abierto de 2. Si H € Qpq, como P es finito, se
puede tomar r € N tal que P C By(1,r) y por tanto Bo(H,e™") C Qp;. Para ver
que €2p; es cerrado se tomaréd una sucesion €2, de elementos de 2p; convergentes a
un grafo H. Por definicion, dado r € N, existe n € N tal que By, (1,7) = Bg(1,7).
Luego 1 € P C H, es decir, H € Qp; ]

Notese que los motivos no bastan para definir una base de la topologia de (2,
ya que para definir una bola en {2 es necesario fijar las aristas en un entorno de
un punto pero también aquellas aristas que estan ausentes del entorno. Para poder
describir una bola a partir de abiertos cerrados asociados a los motivos es necesario
recurrir a los complementarios. Pero como, cualquier bola puede escribirse como
combinacion finita de conjuntos 2p; mediante uniones y diferencias (véase [12]),
se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.2.6. Los abiertos-cerrados Q1py generan la o-dlgebra de los borelianos de
Q. O
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Definicion 2.2.7. Una medida de probabilidad p sobre €2 se dice R-invariante si
para cada g € F', la transformaciéon parcial

Ty 0 dom T, — im 7y,
H — Hg™!

conserva la medida p, siendo
domr,={HeG|geH}yimr,={H €G|g*eHY}
En otros términos, para cada boreliano B C im 7,, se tiene:

1(Bg) = u(1, *(B)) = u(B).

Teorema 2.2.8 ([1],[12]). El minimal de Ghys-Kenyon §2 posee una medida de
probabilidad R-invariante.

Demostracion. La clase de equivalencia R [T | puede identificarse con T, haciendo
corresponder a cada vértice g € T, el grafo Toog™! € R[T,]. Sea B,, el subconjunto
de R[T] que se corresponde con la bola Br.,_(0,n) para n € N. Sea p, la medida
de contar normalizada sobre B,, de manera que 1, (2p1) es la fraccion del total de
“vértices’de B,, que contienen alrededor del 1 al motivo P. Como los 2p; generan
la o-algebra de los borelianos de €2, basta conocer pu,(£2p1) para definir g,

#(B.NQp1) #{lveB,|P+vCTy}  A(Pn)
#B, N #B, - Vi(n)

Mn(QRl) -

Gracias al teorema de represantacion de Riesz, como €2 es compacto, el espacio
C7 () de los funcionales lineales positivos sobre C({2) se identifica con el espacio
M () de las medidas de Borel positivas, regulares y finitas sobre 2. Considerando
en C'(2) la topologia de la convergencia puntual, esta identificacion dota a M™ ()
de una topologia, llamada topologia *-débil. Puesto que 2 es compacto, el espacio
de las medidas de probabilidad M7 (Q) (que corresponde a la esfera unidad en
MT(Q)) es secuencialmente compacto. Por lo tanto, substituyendo {x,} por una
subsucesion, se puede suponer que {u,} converge débilmente a una medida de
probabilidad p. El hecho de que {2p; sea abierto-cerrado nos garantiza que

pn(Qp1) < lm p1,(Qp1)

n—oo

,un(QP,l) Z n@o /Jln(QP,l)
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véase [3]. Luego p(€2p1) coincide con la tasa de aparicion de P en T, dada por

S2p) = lim () = i 0
Tan solo queda ver ahora que p es R-invariante. Para ello basta comprobar que
las imégenes de las traslaciones mediante elementos de F' conservan la medida de
los borelianos en los que estan definidos, usando una idea similar a la descrita por
S. Goodman y J. F. Plante en [§]. Para cada motivo P y cada vértice v € P, se
considera la traslacion 7,: T' € Qpq — T — v € {1 cuya imagen es igual a

imr,=Qp1 —v={T—v|PCT}={T—v|P—-vCT—-v}=0p_y1.

Ademas, si T, contiene al motivo P alrededor del punto p € Br,_(0,n—r), entonces
contiene a P —wv alrededor del punto p+v € Br,_(0,n), siendo r < dg_(1,v). Luego
AP —wv,n) = A(P)| _ V(n) =V(n—r)

V(n) - V(n)

|1 (P2 = 0) = pn(Qp1) =

Puesto que V' (n) tiene crecimiento a lo sumo cuadratico, se deduce que

0 < [u(Qp_v1) — pu(Qpa)] = T}i{g@\un(QPw,l) — pa(Q2p1)]
< lm V(n)—V(n—r) _ o
n—00 V(n)
con lo que queda probado el teorema. [

2.3. Percolacion de Bernoull

Sea G = Cay(F) el grafo de Cayley de un grupo de tipo finito F' respecto de
un sistema finito de generadores S. El proceso de percolacion de Bernoulli sobre G
con parametro de permanencia p € [0, 1] consiste en borrar aristas con probabilidad
1 — p de manera independiente una de otra. La descripciéon de este proceso clasico
de obtencion de grafos aleatorios puede verse en [9] y [I5], véanse también [6] y
[17].

Definicion 2.3.1. Se llama percolacion de Bernoulli de parametro p sobre un
grafo G = (V, F) al espacio de los coloreados 2 = {0,1}¥, dotado de la topologfa
generada por los cilindros

/005 n {w cN | w(ei) = Oéi}a

€0,---,€n
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donde e; € Ey o; € {0,1} con i € {0,...,n}, de la o-algebra generada por los
abiertos de esta topologia y de la medida P, obtenida como producto de las medidas
de Bernoulli sobre {0,1} con pesos py 1 — p sobre 1 y 0. De manera mas precisa

Pp(cao,...,an) _ pm(l . p)(nJrl)fm,

€0,--,€n
donde m = 7_, .

Dado un coloreado w € €, se dice que una arista e € E esta abierta si w(e) =1
y cerrada si w(e) = 0. A cada w € €, se le asocia un subgrafo G(w) € G cuyo
conjunto de vértices es V' y cuyo conjunto de aristas esta formado por las aristas
abiertas de w. El grafo G(w) no es necesariamente conexo y se llama clister a cada
una de sus componentes conexas. Para cada v € V, se denotara C,(w) al cluster
de G(w) que contiene al vértice v. Llamando aplicacion cluster a la aplicacion

0: Q-3¢

que le asocia a cada coloreado w € Q el cluster O(w) = C1(w) del elemento neutro
1 € G. Se podréa interpretar los clusteres C7(w) como grafos aleatorios contenidos
en el espacio de Gromov-Hausdorff G. Para justificar esta afirmacion hay que probar
que la aplicacién © es medible, pero de hecho se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.3.2. La aplicacion clister es continua.
Demostracion. Para cualquier abierto basico Bg(H,e™") de G su imagen inversa

O~ (Bg(H,e™")) = Cgrpramioor,
donde «q,...,a, = 1y apiq,...,q, = 0, mientras que eg,...,e, € E son las
aristas pertenecientes a la bola By (1,7) y €441,...,€n € E son las aristas de G
que no se encuentran en By(1,r) y que tienen algin extremo en un vértice de
Bp(1,r — 1) (cuando r > 1, ya que en caso contrario m = n = 1). Luego O es
continua, ya que los cilindros son abiertos en ). O

Ahora se prestard atencién a algunas propiedades importantes de la medida
de percolacién P. Primero, en el caso de trabajar con grafos de Cayley, la accion
natural del grupo F' sobre el grafo G se extiende de manera natural a una accion
de F' sobre el espacio de coloreados 2. En efecto, para cada w € ) y cada g € F,
se define wg € ) por

wg(e) = wleg™)
para cada e € F.
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Proposiciéon 2.3.3. Para todo p € [0, 1], la medida de probabilidad P, sobre € es
mvariante respecto de la accion de I, es decir, se tiene:

By(Ag) = By(A)
para todo g € F' y para todo boreliano A C 2.

Demostracion. Basta ver que P, es invariante sobre los cilindros de €. Si g € F,
se tiene:

(Cao ..... ang) — Pp(COtO’:.faneng*l) —_ pm(l _p>1—m — Pp(cao ..... an)
parae; € B, oy € {0,1} ym=)"]_ ;. O

Definiciéon 2.3.4. Dada una accién de un grupo F' sobre un espacio de probabili-
dad (€, ), se dice que la medida p es ergddica si cada subconjunto medible de (2
invariante por la accion de F' es de medida total o nula.

Proposicién 2.3.5. Para todo p € [1,0], la medida de probabilidad P, sobre Q es
ergodica respecto de la accion del grupo F'.

Demostracion. Para probar el resultado se comprueba que todo subconjunto bo-
reliano saturado A C Q verifica P,(A) = P,(A)? y en consecuencia P,(A) debe ser
igual a 0 o 1. Si By, By, D son subconjuntos borelianos de €2, entonces

|P,(BiND)— P,(ByND)|<P,[(BiND) A (ByND)| < Py(B1 A By),

donde By A By = (B U By) — (B N By). Por otra parte, si A es un subconjunto
boreliano saturado de €2, para cada £ > 0, se considera un cilindro C' tal que

P,(ArC)<e
y un elemento g € F tal que C' y Cg son sucesos independientes. Luego

|P,(A) = P,(A)?| = |P,(AN Ag) — P,(A)?|

<|P,(ANAg)— P,(C N Ag)]

+|P,(CNAg)— P,(CNCyg)|

+ \P(Cﬁcg) By(C)[+|By(C)? = Py(A)?|
P,(AAC)+ P,(Ag A Cg)

+ |Pp(0) p( g9) — Pp(0)2|

+ |P(C) = B(A)|(F(C) + Fy(A))

< 4e






Capitulo 3

Tolerancia a la 1mmsercion

En este capitulo se prestara atenciéon a una propiedad importante que cumplen
algunos grafos aleatorios, llamada tolerancia a la inserciéon. Primero se comprueba
que la percolacion cumple esta propiedad y después se prueba que un tipo de grafos
aleatorios no la cumplen.

3.1. Relaciones total y cluster

En primer lugar, se reformula la percolacion en términos similares a los usados al
construir G. Sea G = (V, E) el grafo de Cayley de un grupo de tipo finito F', dotado
de un sistema finito de generadores. Sea 2 = {0, 1}¥ el espacio de coloreados dotado
de la estructura topologica descrita anteriormente. Sea €2 el espacio de coloreados
del grafo de Cayley G = (V, E) de un grupo F' con un sistema finito de generadores
S. Como ya se ha dicho anteriormente la acciéon natural del grupo F' sobre G induce
una accion de F' sobre ) dada por

OxF — Q
(w,9) — wyg

donde
wy(e) = wleg™)
para cada e € E. Luego
Gwg) ={ec Eluwgle) =1} ={ec E|wleg™') =1} = G(w)g

y por tanto
Cywg) = Ci(w)g

para cada w € ) y cada g € F.

25
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Definiciéon 3.1.1. Se llama relacion total sobre € a la relacion de equivalencia R*
inducida por la acciéon de F sobre 2. Es decir, si wy,ws € €2, entonces

WR'wy =  wy=uwig

para algin g € F. Obsérvese que la relacion R! esta generada por las traslaciones
7g: 0 — 2 dadas por

To(w)(e) = wgle) = w(eg™),
donde g € F'.
Se considera el espacio €2 x V' de los coloreados con punto base (w, g) y la accion
diagonal de F' definida por
(W, 9)g" = (wg', 99),

dondew € Qy g,¢ € F. Sellama Q* = Q x V/F al espacio cociente. La relacion de
equivalencia sobre € x V' cuyas clases son las verticales {w} x V formadas por los
distintos puntos base asociados a un coloreado w es invariante por la accion de F'.
Luego pasa al cociente como una relacion de equivalencia sobre €2*, que se seguiré
denotando R!, definida por

w, g R" [w. ¢']

para cada ¢,¢ € V. Ahora bien, la inclusiéon natural
weN— (w,1) e xV

induce un homeomorfismo

QO — QC=QxV/F
w — [w, 1]

compatible con las relaciones de equivalencia:
WiR'wy & g EF 1wy = w19 & [wy, 1] = [wig,1] = [wi, 9 | R [wr, 1].
Una construccion similar permite definir los clasteres:

Definicioén 3.1.2. Se define la relacion de equivalencia clister R sobre Q de la
siguiente manera: dos coloreados wy, ws € € son R-equivalentes si y solo si existe
g € F tal que wig = wy y g7t € Ci(wy). Esta relacion esta generada por las
traslaciones parciales de F'

Tyt w € dom (7,) — wg € im (7,),
donde
dom (1) ={weN|g ' €Ci(w)} v im(ry) ={wg € Q| w € dom (7,)}

para cada g € F'.
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Para justificar esta definion, se considera el subespacio
C={(w,g9) € xV|geCi(w)}

dotado de la relacion de equivalencia cuyas clases son los custeres con punto base
perteneciente al propio claster. Como antes, la relacion es invariante por la accion de
F e induce una relacion de equivalencia R sobre el cociente Q* = C/F = Qx V/F.
De nuevo, usando el homeomorfismo entre €2 y (2*, se comprueba que las relaciones
de equivalencia R definidas sobre ) y Q* coinciden:

RV wy > w1, 1R [w5,1] = [wng, 1] = [wr, 97!] para algin g € F,
< g€ F :w=uwyg con g €C(w).

Una vez descrita la relacion R es natural interesarse por sus propiedades. Se sabe
que la medida P, es invariante y ergédica respecto la accion del grupo I, es decir,
respecto de la relacion total RY. Como R es una subrelaciéon de equivalencia de
R! y por consiguiente las traslaciones parciales de R¢ lo son de R!, se deduce de
manera inmediata el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.3. Para todo p € [0,1], la medida P, es R%-invariante. ]

3.2. Tolerancia a la inserciéon

A continuacion se describe una propiedad esencial de la percolaciéon de Bernoulli:
la tolerancia a la inserciéon y al borrado, lo que significa que a cualquier conjunto de
aristas de medida positiva se le puede anadir o quitar una arista y seguira siendo
de medida positiva.

Definicion 3.2.1. Se define la aplicacion de insercion de una arista e € E como
la aplicacion i.: €2 — € definida por

1 sie =e,

W ={ Lo S00

Definiciéon 3.2.2. Se dice que la medida de percolacion P, es tolerante a la in-
sercion si para cada arista e € F y para todo conjunto boreliano B C () tal que
P,(B) > 0 se tiene que

P,(i.(B)) > 0.

Anélogamente se introducen la aplicaciéon de borrado y la nociéon de tolerancia
al borrado. Noétese que ni la medida de probabilidad P, es tolerante a la insercion
ni la medida de probabilidad P; lo es al borrado. Sin embargo, para el resto de
valores de p se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 3.2.3. Para cadap € (0,1), la medida de probabilidad P, es tolerante
a la insercion.

Demostracion. Sea e € FE la arista a insertar. Para cualquier cilindro Cgo:2, se
tiene la siguiente igualdad:

P,(Ca0rom) si e, =e,q; =1paraalgini € {0,...,n}

€05--,6n

Py(io(CE00n)) = ¢ pP,(Coor2n)  si e; # e para todo i € {0,...,n}

€0,..-,en €0,..-,en

1%QDP‘T,(Cm(”""o‘") si e;=e, a; =0 paraalgin i € {0,...,n}

€0,..,En
Luego, para cualquier boreliano B C €2, se tiene:

P,(i.(B)) > mP,(B) > 0,
donde m = min{1, p, ﬁ} > 0. O

Corolario 3.2.4. Para cada p € (0,1), la medida de probabilidad P, es tolerante
a la insercion de un nimero finito de aristas. ]

Ambos resultados pueden enunciarse anélogamente para el borrado de aristas.

3.3. Probabilidad critica y clasteres infinitos

Ahora se recordaré brevemente cual es la probabilidad de que exista al menos
una componente infinita en el subgrafo obtenido tras la percolacion. Con ese fin, se
estudiara primero la probabilidad de que el clister de un vértice fijado sea infinito.

Definicion 3.3.1. Dado un vértice v € G, se considera la funcion 6,: [0,1] — [0, 1]
que asigna a cada parametro p € [0, 1] la probabilidad de que v pertenezca a un
clister infinito, es decir,

0,(p) = P,Jw € Q| Cy(w) es infinito].

Usando el proceso de standard coupling (véanse [6], [15] o [I7]), se comprueba
que la funcién 6 es monoétona creciente con respecto a p. Por otra parte, gracias a
la tolerancia a la insercién, se verifica que

0.(p)) =0 < Os(p)=0

para todo par de vértices v,v" € V. En efecto, si 0,(p) > 0, insertando un camino
de aristas finito {ey,...,e,} que una v con v’ puede verse que

O (p) > Pplicy....e,({w € Q] Cy(w) es infinito })) > 0.
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Definicion 3.3.2. Sea 6: [0,1] — [0, 1] la funcién que asigna a cada parametro
p € [0, 1] la probabilidad de que exista un cluster infinito, es decir,

0(p) = PyJw € Q| 3C,(w) infinito].

A partir de la monotonia de la funcion 6, se deduce la monotonia de la funcién
6. Ahora, aplicando la ley 0-1 de Kolmogorov, se tiene que 6(p) es igual a 0 o a 1.
De esta forma se llega a que tiene que existe un valor critico p.(G) a partir del cual
la probabilidad de que exista un cluster infinito pasa de ser nula a ser total:

Definicion 3.3.3. Se define la percolacion critica del grafo G como

pe(G) =sup{p € [0,1] |0(p) =0} =inf{p € [0,1] | 0(p) =1}

De esta forma la percolacion critica divide el intervalo [0, 1] en dos fases: la fase
suberitica cuando p < p.(G) y la fase supercritica cuando p > p.(G).

En particular, en el caso de G = Cay(Z?), se puede probar que p.(G) = % (véase
[9]). Méas atn, en la fase supercritica de Cay(Z?), se sabe que existe de manera casi
segura un unico claster infinito. Esta tltima propiedad no se verifica para todos
los grafos, que pueden admitir tanto un tnico cister infinito como una cantidad
infinita de estos (véase [15]):

Teorema 3.3.4. Sea G un grafo de Cayley. Para cada p € [0,1], el nimero de
clusteres infinitos asociado a un coloreado w € € es casi sequro constante e igual a
0,1 o o0. O

De hecho, en el caso general y segiin un resultado de O. Haggstrom y Y. Peres,
existe otro valor critico p,(G) > p.(G) a partir del cual se pasa de tener de manera
casi segura una infinidad de clusteres infinitos a tener un tnico clister infinito
(véanse [15] o [17]):

Definicion 3.3.5. Sea el grafo GG, se define el valor critico
pu(G) =inf{p € [0,1] | P,Jw € Q| Existe un tnico claster infinito] = 1}

Si pe(G) # pu(G), se deduce del teorema anterior que hay una fase intermedia con
p(G) < p < pu(G), llamada fase de no unicidad, en la que hay casi seguro una
infinidad de custeres infinitos. Mientras que se denomina fase de unicidad cuando
hay casi seguro un tunico clister infinito con p > p,(G),.

En resumen, el proceso de percolacién sobre un grafo de Cayley G se puede
dividir en tres fases separadas por los valores criticos p.(G) y p.(G): fase subcritica
o de finitud, fase de no unicidad y fase de unicidad, estas dos tltimas englobadas en
la fase supercritica. Notese que, como en el caso de G = Z?2, la fase de no unicidad
puede no existir.
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3.4. Invarianza y ergodicidad de la medida

En general, la medida P, no es ergodica respecto de la relacion R, ya que los
clisteres finitos forman un conjunto saturado por la relaciéon de equivalencia R
cuya medida puede ser positiva distinta de 1. No obstante, puesto que se busca
obtener informacién acerca de los clisteres infinitos, se puede prestar atenciéon sélo
a las clases de equivalencia infinitas de la relacion clister. Para ello, se modifica la
medida de probabilidad P, de manera que el peso total recaiga sobre el conjunto
boreliano formado por las clases de equivalencia infinitas.

Definicion 3.4.1. Sea Qo = {w € Q| C1(w) es infinito} el boreliano formado por
los coloreados con cluster del elemento neutro infinito. Para cada p € (p.(G), 1], se

define la medida de probabilidad ﬁp sobre 2 como

P(B) = )

para cualquier boreliano B C ().
Se tiene la siguiente proposicion de facil demostracion:

Proposicién 3.4.2. Para todo p € (p.(G), 1], la medida P, sobre Q es tolerante a
la insercion e invariante respecto de la relacion de equivalencia RY. Il

Respecto a la ergodicidad se tiene el siguiente resultado, probado en [16], aunque
enunciado en términos de indistinguibilidad de los clisteres infinitos:

Teorema 3.4.3 ([16]). Para todo p € (p.(G), 1] la medida ﬁp es ergodica respecto
de la relacion de equivalencia RY.

Dado que este teorema corresponde a la fase supercritica, se pueden distinguir
dos situaciones diferentes:

i) Fase de unicidad: Sip > p,(G), la ergodicidad de ]Bp se deduce de la ergodicidad
de P, usando que los conjuntos R¢-saturados son también conjuntos R'-saturados.

En efecto, si se supone P, no ergodica, existirdn dos borelianos R%-saturados A y
B tales que P,(A), P,(B) > 0 con AN B = (). Se puede suponer que no contienen
clases de equivalencia finitas. En ese caso, se tiene que

RIA] N RYB] = 0,

va que si Py-casi toda clase de equivalencia de R' contiene a lo sumo una tnica
clase de equivalencia infinita de R pues p > p,(G). Por otra parte, se tiene que
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P,(A), P,(B) > 0 ya que ﬁp(A), ]SP(B) > (. Ahora, utilizando la ergodicidad de la
medida P, respecto de R', se deduce que

P,(R'[A]) = P,(R'[B]) = 1,
obteniendo asi una contradiccion.

ii) Fase de no unicidad: Si p.(G) < p < p,(G), entonces hay una cantidad
infinita de cltsteres infinitos para P,-casi todo coloreado w € 2. El argumento
anterior falla puesto que los conjuntos R¢-saturados no son necesariamente R!-
saturados. En [I6] se prueba que los clusteres infinitos en la fase de no unicidad
son indistinguibles, lo que significa que la medida lgp es ergodica respecto de R,

3.5. Grafos aleatorios sin tolerancia a la insercion

Anteriormente se han introducido dos ejemplos distintos de grafos aleatorios:
los arboles de Ghys-Kenyon y la percolacion de Bernoulli. Entre sus caracteristicas
destacan que el primero esta formado por grafos repetitivos y el segundo es tolerante
a la insercion. De hecho, el proposito de este trabajo es demostrar que estas dos
propiedades son a menudo incompatibles:

Teorema 3.5.1. Sea ) el _espacio de coloreados del grafo de Cayley G de un gru-
po I de tipo finito y sea P, la medida de probabilidad definida sobre 2 en la fase
supercritica no trivial con p.(G) < p < 1 segun la definicion . Sea G el es-
pacio de Gromov-Hausdorff asociado al grafo de Cayley G. Considérese el grafo
aleatorio determinado por la aplicacion clister ©: 2 — G. Entonces la medida de

la envoltura X = R[H| de cualquier subgrafo repetitivo H de G es nula respecto de
la distribucion @ = ©,F,.

Demostracion. Considérense las bolas B,, = Bg(G,e™™) y sus imagenes inversas

0, =071 (B,) = Cy)

€05-++,€n?

donde e; son las aristas de la bola Bg(1,n). En primer lugar, se prueba que
ﬁp(Qn) > 0 para todo n € N. En el caso n = 0, se tiene que ﬁp(QO) =1 ya
que Qo = Q por ser By = G. Supongase probado que ﬁp(Qn) > 0. Entonces por la
tolerancia a la insercion se sabe que ﬁp(QnH) > 0 ya que puede pasarse de (2, a
2,1 anadiendo aristas. Por otra parte, como los abiertos 2, forman una cadena
descendiente de inclusiones, sus saturados también forman otra, a saber

RYQ] D ... D R Q] D RYQusa] D ...
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Por la ergodicidad de ]Bp respecto de la relacion R¢, cualquier saturado R<[(2,] es
de medida total. Luego
P((Y R[] = 1.

n>0

Ahora solo queda probar con la ayuda del corolario [I.4.4] que el conjunto

Y = 0(( R7[2.)

no puede contener ninguna clase definida por medio de un grafo repetitivo distinto

de G, es decir, 0o bien X NY = (), o bien X = R[G] = {G/F} = {1}. En ambos
casos, se deduce que p(X) = 0. En efecto, supongamos que Y contiene un elemento
representado por un subgrafo repetitivo H de GG. Entonces para cada r > 0, existe
R > 0 tal que By(1,r) — Bpy(y, R) para todo y € H. Pero como H pertenece
a la R-saturacion de los conjuntos B, existe yg € H tal que By(yg, R) coincide
con Bg(1, R) salvo traslacion. De esta manera, se tiene que By (1,7) — Bg(1, R)
lo que implica que no puede faltar ninguna arista de Bg(1,7) en By(1,7), luego
By (1,7) = Bg(1,r) para todo 7 > 0. Asi pues, el grafo H = G y el conjunto
X =R[G] ={G/F} ={1}. Como p < 1, se tiene que u(X) = 0. O

Para poder enunciar este teorema en un contexto mas general es necesario preci-
sar que se entiende por tolerancia a la inserciéon fuera del ambito de la percolacion.
Esta propiedad puede generalizarse siguiendo [2]. En nuestro caso, la distribucion
de un grafo aleatorio ©: (2, P) — G es una medida de probabilidad pu = ©.P
definida sobre el espacio de Gromov-Hausdorff G asociado a un grafo de Cayley G
con conjunto de aristas F.

Definicion 3.5.2. Se llama aplicacion de insercion de una arista e € E a la
aplicacion i.: G — G definida como i.(H) = H,, donde H, es el grafo resultante de
anadir la arista e al grafo H.

Definicion 3.5.3. Se dice que la medida de probabilidad p sobre G es tolerante
a la insecion si para cada arista e € E' y para cada conjunto boreliano B C G tal
que pu(B) > 0, se tiene

p(ie(B)) > 0.

Teorema 3.5.4. Sea O: (Q, P) — G un grafo aleatorio con valores en el espacio de
Gromov-Hausdorff G asociado al grafo de Cayley G de un grupo de tipo finito F'. Sea
X = RI[H]| la envoltura en G de un subgrafo repetitivo H de G. Si la distribucion
1 = O,P es ergddica respecto de la relacion R, tolerante a la insercion y no es
atomica, entonces u(X) = 0.
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Demostracion. La demostracion es completamente similar a la del teorema anterior.
Como antes, se consideran las bolas B,, = Bg(G,e ") y usando la tolerancia a la
insercion de aristas se prueba que ]Bp(Qn) > ( para todo n € N. De nuevo, los
abiertos €2, forman una cadena descendiente de inclusiones y sus saturados forman
otra, a saber,

RUQ] D ... D RYQL] D RYQpa] D ...

Igual que antes, por la ergodicidad de ﬁp respecto de la relacion R, cualquier
saturado R¥[(2,,] es de medida total y por consiguiente

P((RY[)) = 1.

n>0

Retomando el argumento del teorema anterior, se comprueba que el conjunto

Y =o((| RY])

n>0

no contiene ninguna clase representada por un subgrafo repetitivo de GG. De nuevo,
o bien X NY = 0, o bien X = R[G] = {G/F} = {1}. En ambos casos, se
deduce que u(X) = 0 usando en esta ocasion el hecho de que p no es atomica.
En efecto, si Y contiene un elemento representado por un subgrafo repetitivo H
de G, entonces para cada r > 0, existe R > 0 tal que By(1,r) — Bg(y, R) para
todo y € H. Puesto que H pertenece a la R-saturacion de los conjuntos B,,, existe
yr € H tal que By(yg, R) coincide con Bg(1, R) salvo traslacion. De esta manera,
se tiene que By(1,7) < Bg(1,R) y se deduce que H = G. Luego X = R[G] se
reduce al cociente {G/F} = {1}, que es de medida nula por hipotesis. En el otro
caso, si X NY = (), también se tiene que u(X) = 0, con lo que queda probado el
teorema. [






Bibliografia

1]

2]

13l

4]

[5]
6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

F. Alcalde Cuesta, A. Lozano Rojo et M. Macho Stadler, Dynamique trans-
verse de la lamination de Ghys-Kenyon. Astérisque, 323 (2009), 1-16.

D. Aldous, R. Lyons, Processes on Unimodular Random Networks Electron.
J. Probab., 12 (2007), 1454-1508.

R. B. Ash, Measure, integration and functional analysis. Academic Press, New
York, 1970.

. Benjamini, N. Curien, Ergodic Theory on Stationary Random Graphs. FElec-
tron. J. Probab., 17 (2012), 1-20.

E. Blanc, Propriétés génériques des laminations, Theése UCB-Lyon 1, 2001.

D. Gaboriau, Invariant Percolation and Harmonic Dirichlet Functions. Geom.
Funct. Anal., 15 (2005), 1004-1051.

E. Ghys, Laminations par surfaces de Riemann. Panor. Syntheses, 8 (1999),
49-95.

S. E. Goodman and J. F. Plante, Holonomy and averaging in foliated sets. J.
Differential Geom., 14 (1979), 401-407.

G. Grimmett, Percolation. Springer-Verlag, Berlin, 1999.

A. Lozano Rojo, The Cayley foliated space of a graphed pseudogroup. Publ.
de la RSME, 10 (2006), 267-272.

A. Lozano Rojo, Espacios foliados definidos por grafos. Rev. Semin. Iberoam.
Mat., TV (2007), 21-38.

A. Lozano Rojo, Dindmica topoldgica, teoria ergddica y geometria no conmu-
tativa de grafos repetitivos. Tesis UPV-EHU, 2008.

35



36 Bibliografia

[13] A. Lozano Rojo, An example of a non-uniquely ergodic lamination. Ergodic
Theory Dynam. Systems, 31 (2011), 449-457.

[14] A. Lozano Rojo, O. Lukina. Suspensions of Bernoulli shifts. Por aparecer en
Dynamaical Systems.

[15] R. Lyons, Y. Peres. Probability on trees and networks. Cambridge University
Press. Disponible en http://mypage.iu.edu/ “rdlyons/.

[16] R. Lyons, O. Schramm, Indistiguishability of percolation clusters. Ann. Pro-
bab., 27 (1999),1806-1836.

[17] M. Pérez Fernandez de Cordoba, Numero de ramificacion y percolacion de un
pseudogrupo. Tesis USC, 2012.



	portada136
	anton
	Introducción
	Espacio de Gromov-Hausdorff
	Grafos
	Espacio de Gromov-Hausdorff
	Realización geométrica y laminación
	Grafos repetitivos y conjuntos minimales

	Grafos aleatorios
	Definiciones
	Árboles aleatorios de Ghys-Kenyon
	Percolación de Bernoulli

	Tolerancia a la inserción
	Relaciones total y clúster
	Tolerancia a la inserción
	Probabilidad crítica y clústeres infinitos
	Invarianza y ergodicidad de la medida
	Grafos aleatorios sin tolerancia a la inserción


	vilas-final
	Resumen
	Introducción
	Teoría de Morse clásica
	Preliminares
	Estructura local de las funciones de Morse
	Existencia de funciones de Morse
	Campo vectorial gradiente
	Tipo de homotopía en términos de puntos críticos
	Desigualdades de Morse

	Teoría de Morse Discreta
	Preliminares
	Campo vectorial discreto
	Diagrama de Hasse
	Colapsos celulares
	Tipo de Homotopía en términos de celdas críticas
	Cancelación de celdas críticas

	Epílogo
	De la teoría de Morse clásica a la discreta
	Aplicaciones

	Bibliografía


