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Abstract

The study of the curvature is a central topic in geometry. The curvature is the simplest
algebraic invariant of the Riemannian structure and provides not only geometric, but also
topological information about the underlying considered manifold. The inherent complexity
to the study of the curvature, as a tensor field of type (0, 4), in higher dimensions has moti-
vated the analysis of different objects associated with it. Functions with different domains
as the sectional curvature or the scalar curvature are good examples of objects associated
to the curvature which allow, in some cases, to determine the Riemannian structure.

In this memoir we consider pseudo-Riemannian manifolds (in particular Riemannian
and Lorentzian manifolds) equipped with certain additional structures which are induced
by differential equations of geometric evolution (the equations of Yamabe and Cotton
solitons) or by certain tensorial equations defined on the tangent bundle of the manifold
(equations of the Cotton tensor in dimension three and equations of an almost complex
structure of nearly Kéahler type in dimension six).

Geometric evolution equations are one of the main research lines in geometry due to
its great importance both from a physical and a mathematical point of view. The Ricci
flow, the mean curvature flow, the Yamabe flow or the Cotton flow (in dimension three)
are important examples widely studied during these last years. In all these cases one tries
to improve an initial metric by an evolution with respect to some mathematical or physical
object, which motivates the flow, with the goal of generating (or infer the existence of)
manifolds with an optimal behaviour with respect to the proposed invariants: the Ricci flow
lets the construction of Einstein metrics under determined conditions, the mean curvature
flow allows to deform under certain restrictions some manifolds in new ones with constant
mean curvature; while the Yamabe flow makes possible (under convenient conditions) the
construction of metrics with constant scalar curvature which belong, moreover, to the same
conformal class than the initial metric. In addition, Yamabe, Cotton and Ricci solitons
are the geometric fixed points (up to homotheties and diffeomorphisms) of the Yamabe,
Cotton and Ricci flows respectively. Furthermore, since they appear as singularities of
their respective flows, the analysis of their geometry is an important step towards the
understanding of the flows themselves. In general, in this work we are going to adopt a
local point of view for the study of these equations, but also in certain cases, we will make
global considerations related, mainly, with the completeness of the manifold.

Ricci and Yamabe solitons are related in a direct way with 1-harmonic vector fields and
with Ricci collineations, respectively. These two objects can be considered in some sense
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as generalizations of Killing vector fields in the tangent bundle. However, the concept of
Killing vector field can be generalized from other points of view. In particular, Killing
forms, and in general conformal Killing forms or twistor forms, are generalizations of this
concept to the bundle of differential forms.

Killing forms, like geometric evolution equations, are of great importance both from a
mathematical and a physical point of view since they generate functions which are constant
along geodesics. In general, the study of the existence of such differential forms was made
in the literature considering manifolds equipped with certain special geometric structures,
as for example on Kéahler manifolds. Kéhler manifolds give rise to one of the sixteen classes
of almost complex structures and, in same sense, they can be considered as the “opposite”
manifolds of strict nearly Kéhler manifolds.

The aim of this work is twofold. On one hand we study the existence of Yamabe and
Cotton solitons on homogeneous Lorentzian manifolds of dimension three, together with
certain geometric properties of the objects which allow to define the associated flow to these
solitons. It is worth emphasizing here that the geometry of a three-dimensional manifold
(M, g) is simplified by the fact that the Weyl tensor vanishes, and therefore the whole
curvature tensor is completely determined by the Ricci tensor. Also in this direction we
introduce a complete classification of both left-invariant and non-trivial 1-harmonic vector
fields and Ricci collineations defined on three-dimensional Lie groups, emphasizing in the
obtained results that working in the Lorentzian case is less rigid than in the Riemannian
case.

On the other hand, we will studied Killing forms on nearly Kéhler manifolds of dimen-
sion six. Any nearly Kahler manifold decomposes into a product of manifolds where one
of these factors is a Kéhler manifold and the remaining ones are irreducible nearly Kéhler
manifolds of one of these types: strict nearly Kéhler manifolds of dimension six, twistor
spaces over quaternionic Kéhler manifolds of constant scalar curvature or homogeneous
nearly Kéhler manifolds. Strict nearly Kéhler manifolds of dimension six are specially im-
portant since they constitute the nearly Kéahler manifolds non Kéhler of lower dimension.
Furthermore, the study of many of its geometrical properties is simplified by the fact of
being of constant type. On these manifolds, and in general on any nearly Kéhler manifold,
it is possible to define an Hermitian connection of special utility: the canonical Hermitian
connection. We focus our attention in the study of the existence of Killing forms which are
parallel with respect to this connection and to the existence of Killing forms which are not
necessarily parallel with respect to the canonical Hermitian connection but which are of

pure type.

The general skeleton of this memoir is the following one:

We present an opening chapter of preliminaries in order to establish the main definitions
and some basic results that we will need later. Thus, in Section we introduce the
concept of Killing forms as a generalization of Killing vector fields, which is mathematically
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determined by the following differential equation

1
=——X.d
VXu /C—l—l 4 au,

where X is an arbitrary vector field on M, k is the order of the form u, V is the Levi-Civita
connection and “” represents the contraction of a vector field with a form. Once we did
this, in Section we recall the classification of three-dimensional unimodular and not
unimodular Lie algebras in the Lorentzian case, showing that they are richer than in the
Riemannian case. Later we introduce the geometric flows that induce the corresponding
equations of the Yamabe and Cotton solitons. Thus, both solitons are introduced as triples
of the form (M, g, X), where (M, g) is a pseudo-Riemannian manifold and X is a vector

field, such that the differential equation
Lxg=(T=Ng
is satisfied for Yamabe solitons and
Lxg+C =)y,

for Cotton solitons; where £ is the Lie derivative, 7 the scalar curvature, C' the Cotton
tensor field of type (0, 2) associated to the Cotton tensor field of type (0,3) and A an arbi-
trary real constant. Depending on the sign of the constant A the soliton is said expanding,
steady or shrinking according to A < 0, A = 0 o A > 0, respectively. After this, we study
Walker and strict walker metrics, paying special attention to pp-waves and we present
different examples of them, such as for example, plane waves, Cahen-Wallach symmetric
spaces and conformally symmetric Lorentzian manifolds of dimension greater or equal to
four among others. Finally, in Section [1.5| we recall the concept of almost complex mani-
fold and in particular the concept on nearly Kéhler manifold, introducing some of their
main geometric properties. Moreover, we focus our attention in how the relation between
the Levi-Civita connection and the Hermitian connection links the curvature tensors asso-
ciated to them and in how it allows to get de Hodge decomposition of both the exterior
differential and the codifferential operators in four different operators in both cases. To
finish this section we use these Hodge decompositions to obtain Kéhler type identities on
nearly Kéhler manifolds.

Once the preliminaries are finished, the main body of this work splits in four chapters.
Firstly, in Chapter [2] we present three sections where in the first one we obtain a geometric
characterization of three-dimensional homogeneous Yamabe solitons.

Theorem A non-flat connected and simply connected three-dimensional homogeneo-
us Lorentzian manifold (M, g) is a non-trivial Yamabe soliton if and only if it is locally
conformally flat and its Ricci operator is two-step nilpotent.

Furthermore, this geometric characterization lets us to obtain the following classification
of three-dimensional homogeneous Yamabe solitons
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Theorem A non-flat three-dimensional homogeneous Lorentzian manifold is a non-
trivial Yamabe soliton if and only if it is locally isometric to one of the following:

(i) A symmetric Cahen-Wallach space, i.e., the Euclidean space R® with coordinates
(u,v,x) and metric tensor

g = kxdu o du + 2du o dv + dx o dx,
where Kk is an arbitrary non-zero constant, or

(ii) a non-symmetric homogeneous plane wave, i.e., an open set U C R3 with coordinates
(u,v,x) and metric tensor

K

g = —aduodu+ 2du o dv + dz o dx,

u2

where k 1s an arbitrary non-zero constant.

Motivated by the relationship between Ricci solitons and 1-harmonic vector fields and
between Yamabe solitons with constant scalar curvature and Ricci collineations, we present
in Sections [2.3] and 2.4] a complete classification of left invariant non trivial 1-harmonic
vector fields and Ricci collineations defined on Lorentzian Lie groups of dimension three.

In Chapter [3| we study different geometric properties associated to the Cotton tensor
field. The study of the curvature tensor in the three-dimensional case is simplified by the
fact of being completely determined by the Ricci tensor of the manifold since the Weyl
tensor is identically zero. Moreover, the fact that the Weyl tensor vanishes in dimension
three implies that the Cotton tensor plays its role in the characterization of locally confor-
mally flat manifolds, thus, a three-dimensional pseudo-Riemannian manifold is said locally
conformally flat if and only if its Cotton tensor vanishes. In a similar way, the essentially
conformally symmetric nature of a pseudo-Riemannian manifold, that for manifolds of
dimension greater than or equal to four is determined by the vanishing of the covariant
derivative of the Weyl tensor restricted to the non-trivial cases, i.e., when the manifold is
not locally conformally flat nor locally symmetric, is determined in the three-dimensional
case by the vanishing of the covariant derivative of the Cotton tensor,when the manifolds is
not locally conformally flat. Motivated by this importance of the Cotton tensor in dimen-
sion three we obtain in Section the following characterization of essentially conformally
symmetric three-dimensional manifolds

Theorem [3.4 A three-dimensional pseudo-Riemannian manifold is essentially conformally
symmetric if and only if it is a Lorentzian strict Walker manifold, locally isometric to

(1) go = dtdy + dz* + (z° + a(y)z)dy?,

for an arbitrary smooth function a(y).
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In Section 3.2 we study some Einstein-like conditions for the Cotton tensor. In particular
we pay attention to the study of three-dimensional Walker manifolds whose Cotton tensor
is cyclic parallel (or equivalently a Killing tensor) or Codazzi. Hence, for the cyclic parallel
case we obtain that

Theorem The Cotton tensor of a three-dimensional Walker manifold (M, g¢) is cyclic
parallel if and only if one of the following holds:

(i) There exist smooth functions A, B and C, depending only on the coordinate y, with
A(y) # 0, and real constants a and [3, such that the defining function f expresses
locally as

ft,z,y) = AP+ (Br+C)t* + 35 (B 2* +2BCx+6 A +C*+3a)t
+ o {B* +3B°Ca? +3(6 AB' +B(C*+3a))x
+18 AC' +3B%*+C?>+9aC + 278}, or

(i) there exist smooth functions D, £, G, H and Z, depending only on the coordinate y,
with D(y) # 0, such that the defining function f expresses locally as

ft,z,y) =(Da+&)t— £D*a* —L 2D +DE ¥+ Ga?+ Ha +1, or

(7i) there exist smooth functions F, G, H and I, depending only on the coordinate y, with
F(y) # 0, such that the defining function f expresses locally as

ftooy)=—-Zt+Fa* +Ga>+Ha+I,  or

(iv) there exist smooth functions £, G, H and Z, depending only on the coordinate y, such
that the defining function f expresses locally as

ft,z,y) =Et+Ga*+Hx + T, or

(v) there exist smooth functions C, D, £, F, G and H, depending only on the coordinate
y, with C(y) # 0, such that the defining function f expresses locally as

ft,z,y)=Ct*— (3C'z* =Dz - &)t
+ 5z {C(C)2a* —4CDC2* —4(2CC" =3 (C')* +CEC —CD?) 2?
—8(B3DC' -2CD' —-CDE)x+16C(CF+=(z,y))},

where

G(y) eVEW ™ + H(y) e VEWI T, if C(y) >0,
G(y) cos(y/—C(y) ) + H(y) sin(y/—C(y) z), if C(y) <O.
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On the other hand, for the Codazzi case it follows that

Theorem The Cotton tensor of a three-dimensional Walker manifold (M, gy) is
Codazzi if and only if one of the following holds:

(i) There exist smooth functions B, C, D, €, F, G and H, depending only on the coor-
dinate y, such that the defining function f expresses locally as

ft,z,y) = (Ba*+Ca+ D)t — 5 B*ab — x BCa®
— =8B +4BD+C*at +Ea%+ Fa’ +Gu +H, or

(i1) there exist smooth functions A, C, D, €, F, G and H, depending only on the coordi-
nate y, with A(y) # 0, such that the defining function f expresses locally as

ft,z,y)=At? — (3 A 2? —Cax — D)t
+ oo {AA) 2 —4ACA L —42AA" = 3(A) + ADA — AC?) z?
+16 4282+ 16 A(AF +Z(z,v))},

Gy) eVAW® 4 H(y) e VAW, if A(y) >0,
G(y) cos(v/—A(y) x) + H(y) sin(/—A(y) z), if A(y) <O0.

Returning to Theorem [3.4] a fact that plays a fundamental role in its proof, and that is
satisfied only for three-dimensional manifolds, is the possibility to associate to the Cotton
tensor, which is a tensor field of type (0,3), a new tensor of type (0,2), denoted by C
and also called Cotton tensor. It is worth emphasizing here, that the existence of this
new Cotton tensor is the key that allows us to define the Cotton flow and hence, Cotton
solitons.

Moreover, dimension three also brings significant restrictions on homogeneous spaces.
In particular, every homogeneous space of dimension three connected, simply connected
and complete is either a symmetric space and hence locally conformally flat, or a Lie
group endowed with a left invariant metric. Motivated by this, and since Cotton solitons
in symmetric spaces are trivial, in Section we achieve a detailed study of left invariant
non-trivial Cotton solitons defined on three-dimensional Lie groups both in the unimodular
and in the non-unimodular cases, obtaining the following geometric characterization (and
classification) of left invariant non-trivial homogeneous Cotton solitons

Theorem A Lorentzian Lie group (G,g) admits a non-trivial left-invariant Cotton
soliton if and only if the Cotton operator is nilpotent. More precisely, the Lorentzian Lie

group (G, g) is
(i) of Type II with o = 8 # 0 and locally isometric to O(1,2) or SL(2,R), or
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(ii) of Type II with a =0 # B and locally isometric to E(1,1), or

(ii) of type I with o # 0 and locally isometric to O(1,2) or SL(2,R).

However, the specific properties of homogeneous manifolds allow us to consider stronger
conditions than being a Cotton soliton. More precisely, we can consider soliton solutions for
the Cotton flow up to automorphisms instead of diffeomorphisms, in which case it is said
that the soliton is an algebraic soliton. In particular, if (G, g) is a Lie group endowed with
a left invariant metric, then the equation, which in this case is algebraic, that determines
the algebraic solitons is R

C=Mid+ D,
where D is a derivation in the Lie algebra g of G and A is an arbitrary real number. The
fact that all algebraic soliton induces a soliton in the ordinary sense provide a way to

construct examples of non-left invariant non-trivial solitons on some Lorentzian Lie groups
of dimension three using the following Theorem

Theorem A three-dimensional Lie group (G, g) equipped with a left-invariant Loren-
tzian metric is an algebraic Cotton soliton if and only if one of the following conditions

holds:

(i) (G,q) is of Type la with o« = =0, v # 0 or any cyclic permutations. In this case
A = —2%3 and G is locally isometric to the Heisenberg group Hs.

(ii) (G,g) is of Type Ib with a = 0 and v = ———. In this case, A\ = 2e/23> with

e?2 =1, and G is locally isometric to E(1,1); i.e., to the group of rigid motions of the
Minkowski two-dimensional space, R?.

eVv2p
2

Finally, in Chapter [4] we study Killing forms on strict nearly Kahler manifolds of di-
mension six. In general, not only in dimension six, strict nearly Kéhler manifolds can be
considered as the “opposite” to Kahler manifolds. It is known that on Kéhler manifolds all
Killing forms are necessarily trivial, thus, they are parallel with respect to the Levi-Civita
connection. From this fact, and because the non-existence of parallel forms with respect
to the Levi-Civita connection on nearly Kéhler manifolds, it seems interesting to consider
the problem of existence of Killing forms on strict nearly Kéhler manifolds, particularly
in those that are of dimension six for two reasons: on one hand they provide one of the
families of manifolds which appear in the irreducible decomposition of any nearly Kéahler
manifold and on the other hand they are the nearly Kahler non-Kéhler manifolds of lower
dimension.

In general, since a nearly Kéhler structures can be thought as a vector cross product,
it follows that its associated Kahler two-form is a non-trivial Killing form on any nearly
Kahler manifold. Furthermore, and together with the Kéhler two-form, nearly Kéhler ma-
nifolds are also endowed with a three-form of special importance in the study of their
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geometry, the torsion three-form associated to the canonical Hermitian connection, which,
in the six dimensional case, it is also known to be a Killing form. Although these two forms
are not parallel with respect to the Levi-Civita connection, they satisfy the condition of
being parallel with respect to the canonical Hermitian connection. Motivated by this fact,
we analyse Killing forms which are parallel with respect to the canonical Hermitian connec-
tion in Section We do this study in a case by case depending on the possible orders and
possible types of the considered forms, obtaining that such existence can be determined
from a purely algebraic equation, from which we get the following result

Theorem Let M be a strict nearly Kdhler manifold of dimension six. Then the Kdhler
2-form and the torsion 3-form are the unique Killing forms which are parallel with respect
to the canonical Hermitian connection.

To end this chapter, in Section we study Killing forms, that not being parallel with
respect to the canonical Hermitian connection, they are of pure type. Thus, taking into
account the Hodge decomposition of both the exterior differential and the codifferential
operators and their induced Kahler-like equations, and after a case by case study depending
on the orders and types of the considered forms, we obtain the following result

Theorem In a strict nearly Kdhler manifold of dimension six the unique Killing form
of pure type (up to a constant) is the Kdhler 2-form.



Introduccion

El estudio de la curvatura es un aspecto central en geometria. La curvatura constituye
el invariante algebraico mas simple de la estructura Riemanniana y proporciona no sélo
informacion geométrica sobre la misma, sino también informacién de indole topologica
sobre la variedad subyacente. La complejidad inherente al estudio de la curvatura, como
campo de tensores de tipo (0,4), en dimensiones superiores ha motivado el analisis de
distintos objetos asociados a la misma. Funciones con distintos dominios como la curvatura
seccional o la curvatura escalar constituyen un buen ejemplo de objetos asociados a la
curvatura que permiten, en algunos casos, determinar la estructura Riemanniana.

En este trabajo se consideran variedades pseudo-Riemannianas (en particular Rieman-
ninas y Lorentzianas) dotadas de determinadas estructuras adicionales inducidas bien por
ciertas ecuaciones diferenciales de evolucion geométrica (las ecuaciones de soliton de Ya-
mabe y las de soliton de Cotton) o bien por ciertas ecuaciones tensoriales definidas sobre
el fibrado tangente a la variedad (las ecuaciones del tensor de Cotton en dimension tres y
las ecuaciones de una estructura casi compleja nearly Kéhler en dimension seis).

Las ecuaciones de evolucion geométrica constituyen una de las principales lineas de
investigacion en geometria debido a su gran importancia tanto fisica como matematica. El
flujo de Ricci, el flujo de la curvatura media, el flujo de Yamabe o el flujo de Cotton (en
dimension tres) son ejemplos importantes ampliamente estudiados durante los tltimos anos.
En todos estos casos se intenta mejorar una métrica inicial haciéndola evolucionar respecto
a cierto objeto matematico o fisico, el cual motiva el flujo, con el objetivo de producir
(o deducir la existencia de) variedades con un comportamiento 6ptimo con respecto a
los invariantes propuestos: el flujo de Ricci hace posible la construccion de métricas de
Einstein bajo ciertas condiciones, el flujo de curvatura media permite deformar bajo ciertas
condiciones ciertas superficies en otras en las que la curvatura media es constante, mientras
que el flujo de Yamabe hace posible (en las condiciones adecuadas) la construccion de
métricas con curvatura escalar constante que ademas pertenecen a la misma clase conforme
de la métrica inicial. Por otra parte, los solitones de Yamabe, de Cotton y de Ricci son los
puntos fijos geométricos (moédulo homotecias y difeomorfismos) de los flujos de Yamabe,
de Cotton y de Ricci respectivamente. Ademas, puesto que aparecen como singularidades
de sus respectivos flujos, el analisis de su geometria es un paso importante de cara a la
comprension de los propios flujos. En general, en este trabajo adoptaremos un punto de
vista local para el estudio de estas ecuaciones, pero, también en ciertos casos, haremos
consideraciones globales relacionadas principalmente con la completitud de la variedad.
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Los solitones de Ricci y los solitones de Yamabe con curvatura escalar constante es-
tan relacionados de una forma directa con los campos de vectores 1-armoénicos y con las
colineaciones de Ricci respectivamente. Estos dos objetos se pueden considerar en cierto
sentido como generalizaciones en el fibrado tangente de los campos de vectores de Killing.
No obstante, el concepto de campo de vectores de Killing puede ser generalizado desde
otros puntos de vista. En particular, las formas de Killing, y de forma més general las for-
mas de Killing conformes o formas twistor, son generalizaciones de este concepto al fibrado
de las formas diferenciales.

Las formas de Killing, al igual que las ecuaciones de evolucién geométrica, tienen una
gran importancia tanto desde el punto de vista matematico como fisico ya que dan lugar
a funciones que son constantes a lo largo de geodésicas. De forma general, el estudio de
la existencia o no de tales formas se ha realizado en la literatura considerando varie-
dades dotadas de ciertas estructuras geométricas especiales, como por ejemplo sobre las
variedades Kéhler. Las variedades Kéhler forman una de las dieciséis clases de estructuras
casi complejas y, en cierto sentido, se pueden considerar como las variedades “opuestas” a
las variedades nearly Kéhler estrictas.

El objetivo de este trabajo es doble. Por una parte estudiaremos la existencia de soli-
tones de Yamabe y de solitones de Cotton sobre variedades Lorentzianas homogéneas de
dimension tres, asi como ciertas propiedades geométricas de los objetos que permiten defi-
nir el flujo asociado a ellos. Cabe destacar que la geometria de una variedad de dimension
tres (M, g) se simplifica por el hecho de que su tensor de Weyl se anula, y por tanto todo el
tensor curvatura estd completamente determinado por el tensor de Ricci. También en esta
linea presentamos una clasificacion completa tanto de los campos de vectores 1-armoénicos
como de las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda y no triviales definidas sobre
los grupos de Lie de dimension tres, poniendo de manifiesto en los resultados obtenidos
que trabajar en el &mbito Lorentziano es menos rigido que en el caso Riemanniano.

Por otra parte, estudiaremos las formas de Killing sobre variedades nearly Kéhler.
Cualquier variedad nearly Kéahler se descompone en un producto de variedades donde
uno de esos factores es una variedad Kéahler y los restantes son variedades nearly Kéahler
irreducibles de alguno de estos tipos: variedades nearly Kéahler estrictas de dimension seis,
espacios twistor sobre variedades cuaternionicas Kéhler de curvatura escalar positiva o
variedades nearly Kéahler homogéneas. Las variedades nearly Kéahler de dimension seis
estrictas son de especial relevancia por tratarse de las variedades nearly Kéhler no Kéhler
de menor dimension. Ademas, el estudio de muchas de sus propiedades geométricas se ve
simplificado por el hecho de ser de tipo constante. Sobre estas variedades, y en general sobre
cualquier variedad nearly Kahler, es posible definir una conexiéon Hermitica de especial
utilidad: la conexion Hermitica candnica. Centraremos nuestra atencion en el estudio de
la existencia o no de formas de Killing paralelas respecto a esta conexiéon asi como en
la existencia o no de formas de Killing que no siendo paralelas respecto a la conexion
Hermitica canénica, si son de tipo puro.

El esquema general de esta memoria es el siguiente:
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Presentamos un capitulo inicial de preliminares con el proposito de establecer las prin-
cipales definiciones y resultados basicos que se necesitaran posteriormente. De este modo,
en la Seccion [I.1.1] presentamos el concepto de forma de Killing como generalizaciéon de un
campo de vectores de Killing, la cual matematicamente estd determinada por la siguiente
ecuacion diferencial

Vxu = %HX a du,

siendo X un campo de vectores arbitrario en M, k es el orden de la forma u, V es la
conexion de Levi-Civita y “4” es la contraccion de un campo de vectores con una forma.
Una vez hecho esto, en la Seccion [I.2] recordamos la clasificacion de las algebras de Lie de
dimension tres tanto unimodulares como no unimodulares en el caso Lorentziano, poniendo
de manifiesto su mayor riqueza respecto al caso Riemanniano. A continuaciéon introducimos
los flujos geométricos que inducen las ecuaciones correspondientes a los solitones de Yamabe
y a los solitones de Cotton. De este modo, ambos solitones se introducen como triples de
la forma (M, g, X), donde (M, g) es una variedad pseudo-Riemanniana y X es un campo
de vectores, de forma que se verifica la ecuacién diferencial

Lxg=(T=AN)y,
para los solitones de Yamabe y
Lxg+ C = Ag,

para los solitones de Cotton; siendo £ la derivada de Lie, 7 la curvatura escalar, C' el tensor
de Cotton de tipo (0, 2) asociado al tensor de Cotton de tipo (0,3) y A una constante real
arbitraria. En funcién de como sea esta constante \ se dice que el soliton es expansivo, esta-
ble o contractivo cuando A < 0, A = 0 0 A > 0, respectivamente. A continuacion se estudian
las métricas de Walker y las métricas de Walker estrictas, prestando especial atenciéon a
las variedades frente de onda y presentando diferentes clases de ellas, como por ejemplo,
las ondas planas, los espacios simétricos de Cahen-Wallach y las variedades Lorentzianas
conformemente simétricas de dimensiéon mayor o igual a cuatro entre otras. Finalmente,
en la Seccion [1.5| recordamos el concepto de variedad casi compleja y en particular el de
variedad nearly Kéhler presentando, también, algunas de sus principales propiedades geo-
métricas. Ademas, ponemos especial énfasis en como la relacion existente entre la conexion
de Levi-Civita y la conexiéon Hermitica candnica permite relacionar los tensores curvatura
asociados a estas dos conexiones y en como permite obtener la descomposicion de Hodge
tanto del operador diferencial exterior como del operador codiferencial exterior en cuatro
operadores diferentes en ambos casos. Para acabar esta seccién vemos como se hace uso de
estas descomposiciones de Hodge para obtener identidades de tipo Kahler en las variedades
nearly Kéhler.

Concluidos los preliminares, el resto del trabajo se divide en tres capitulos. En primer
lugar, en el Capitulo [2 presentamos tres secciones donde en la primera de ellas obtenemos
una caracterizacion geométrica de los solitones de Yamabe homogéneos de dimension tres
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Teorema Una variedad Lorentziana homogénea (M, g), conezxa, no llana y simplemente
conexa de dimension tres es un soliton de Yamabe no trivial si y solo si es localmente
conformemente llana y su operador de Ricci es dos-pasos nilpotente.

Ademas, esta caracterizacién geométrica nos permite obtener la siguiente clasificacion
de los solitones de Yamabe homogéneos en dimension tres

Teorema [2.10] Una variedad Lorentziana homogénea no llana de dimension tres es un
soliton de Yamabe no trivial si y solo si es localmente isométrica a uno de los siguientes
espacios:

(i) Un espacio simétrico de Cahen-Wallach, i.e., el espacio Euclideo R? con coordenadas
(t,x,y) y tensor métrico

g = 2dt o dy + dx o dx + ka’dy o dy,
donde k es una constante arbitraria no nula,

(ii) una onda plana homogénea no simétrica, i.e., un conjunto abierto, U C R con
coordenadas (t,z,y) y tensor métrico

g:2dt0dy+dx0d:)s+£2x2dy0dy,
Yy

donde K es una constante arbitraria no nula.

Por otra parte, motivados por la relacion existente entre los solitones de Ricci y los
campos de vectores 1-armonicos y los solitones de Yamabe con curvatura escalar constante y
las colineaciones de Ricci, presentamos en las Secciones 2.3y 2.4 una clasificacion completa
de los campos de vectores l-armoénicos y de las colineaciones de Ricci invariantes a la
izquierda y no triviales en los grupos de Lie Lorentzianos de dimension tres.

En el Capitulo [3|realizamos un estudio de diferentes propiedades geométricas asociadas
al tensor de Cotton. Como vimos, el estudio del tensor curvatura en dimension tres se
simplifica de forma notable gracias al hecho de que el tensor de Weyl es idénticamente nulo
y, por tanto, se encuentra completamente determinado por el tensor de Ricci de la variedad.
Ademas, el hecho de que el tensor de Weyl sea idénticamente nulo en dimension tres
conlleva que sea el tensor de Cotton el que desempeiie su papel en la caracterizacion de las
variedades localmente conformemente llanas, es decir, una variedad pseudo-Riemanniana
de dimensién tres se dice localmente conformemente llana si y sélo si su tensor de Cotton
se anula. De forma similar, el caracter esencialmente conformemente simétrico de una
variedad pseudo-Riemanniana, que para variedades de dimension mayor o igual a cuatro
estd determinado por la anulacion de la derivada covariante del tensor de Weyl restringido
a los casos no triviales, es decir, cuando la variedad no es ni localmente conformemente
llana ni localmente simétrica, esta determinado en las variedades de dimension tres por la
anulacion de la derivada covariante del tensor de Cotton siempre y cuando la variedad no
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sea localmente conformemente llana. Motivados por esta importancia del tensor de Cotton
en dimension tres obtenemos en la Seccion la siguiente caracterizacion de las variedades
esencialmente conformemente simétricas de dimension tres

Teorema Una variedad pseudo-Riemanniana de dimension tres es esencialmente con-
formemente simétrica si y solo si es una variedad Walker Lorentziana estricta, localmente
isométrica a (R3, (t,z,y)) con métrica

ga = 2dt o dy + dx o dx + (2* + a(y)x)dy o dy,
para una funcion derivable arbitraria a(y).

En la Seccion |3.2] estudiamos otras condiciones de paralelismo para el tensor de Cotton,
en particular hacemos especial énfasis en el estudio de cuando una variedad Walker de
dimension tres tiene tensor de Cotton ciclico paralelo y cudndo resulta Codazzi. Obtenemos
de este modo, el siguiente resultado para el caso ciclico paralelo

Theorem El tensor de Cotton de una variedad Walker de dimension tres (M, gs) es
ciclico paralelo si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones

(i) existen funciones derivables A, B y C, dependiendo unicamente de la coordenada vy,
con A(y) # 0, y constantes reales o y 3, tales que la funcion f se expresa localmente
como

[tz y)=At+ (Bx +C)t* + 55 (B*2? +2BCx + 6 A+ C*+ 3a)t
+ 7 {B22* +3B°Ca? +3(6 AB' +B(C* +3a))x
+18 AC' +3B% +C3+9aC + 27},

(i1) existen funciones derivables D, €, G, H e I, dependiendo tinicamente de la coorde-
nada y, con D(y) # 0, tales que la funcion f se expresa localmente como

ft,z,y) =(Da+&)t— xD*a* — 52D +DE)*+Ga? + Ha +1,

(i1i) ezisten funciones derivables F, G, H e L, dependiendo unicamente de la coordenada
y, con F(y) # 0, tal que la funcion f se expresa localmente como

ftoy)=-Zt+FaP +Ga2+Ha+T,

(iv) existen funciones derivables £, G, H e I, dependiendo inicamente de la coordenada
y, tales que la funcion f se expresa localmente como

flt,o,y)=Et+ G2 +Hax+ T,
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(v) existen funciones derivables C, D, £, F, G y H, dependiendo inicamente de la coor-
denada y, con C(y) # 0, tales que la funcion f se expresa localmente como

ft,z,y) =Ct*— (3C'z* =Dz - &)t
+ 57 {C(C)2a* —4CDC 2* —4(2CC" = 3(C')* +CEC —CD?) 2?
—8B3DC' -2CD' —-CDE)x+16C(CF+ =(z,y))},

G(y) eVEW ™ 4+ H(y) e VEW®, si C(y) >0,
G(y) cos(y/—C(y) x) + H(y) sin(y/—C(y) z), siC(y) <O0.

Por otra parte, para el caso Codazzi obtenemos el siguiente resultado

Theorem El tensor de Cotton de una variedad Walker de dimension tres (M, gys) es
Codazzi si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones

(i) existen funciones derivables B, C, D, £, F, G y H, dependiendo inicamente de la
coordenada y, tales que la funcion f se expresa localmente como

ft,z,y)=(Ba*+Cax+ D)t — 5 Ba% — = BCa°
— (8B +4BD+C?at + €%+ Fa>+Gu +H,

(i1) existen funciones derivables A, C, D, €, F, G y H, dependiendo unicamente de la
coordenada y, con A(y) # 0, tales que la funcion f se expresa localmente como

fzy)=At? — (3 A2?—Cax—D)t
+ oo (A (L) 2t — 4 ACAZ® — 4 (2AA" - 3(A)? + ADA — AC?) 2
+16 4282+ 16 A(AF +E(z,y))},
donde
G(y) VAT 4 3 (y) e~ VAW=, si Aly) >0,

G(y) cos(v/—A(y) z) + H(y) sin(/—A(y) z), si A(y) <O0.

Volviendo al Teorema[3.4], un hecho que juega un papel fundamental en su demostracion,
y que es exclusivo para variedades de dimension tres, es la posibilidad de asociar al tensor
de Cotton, que es de tipo (0,3), un nuevo tensor de tipo (0,2), que denotaremos por C'y
que también llamaremos tensor de Cotton. Cabe destacar, que es la existencia de este nuevo
tensor de Cotton el que nos permite definir el flujo de Cotton y, por tanto, los solitones de
Cotton.

Por otra parte, la dimension tres también acarrea importantes restricciones en los espa-
cios homogéneos. En particular, todo espacio homogéneo de dimension tres conexo, simple-
mente conexo y completo es un espacio simétrico, y por tanto localmente conformemente

E(z,y) =
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llano, o un grupo de Lie dotado con una métrica invariante a la izquierda. Motivados por
esto, y puesto que los solitones de Cotton en los espacios simétricos son triviales, en la Sec-
cion [3.3] realizamos un estudio detallado de los solitones de Cotton homogéneos invariantes
a la izquierda no triviales en los grupos de Lie de dimensién tres tanto unimodulares como
no unimodulares, obteniendo la siguiente caracterizacion (y clasificacion) geométrica

Teorema Un grupo de Lie Lorentziano (G, g) admite un soliton de Cotton no trivial
mvartante a la 1zquierda si y solo si el operador de Cotton es nilpotente. De forma mdas
precisa, el grupo de Lie Lorentziano (G, g) ha de ser alguno de los siguientes

(i) de Tipo II con o = B # 0 y localmente isométrico a O(1,2) o a SL(2,R),
(i1) de Tipo II con a =0 # [ y localmente isométrico a E(1,1),

(i) de tipo III con o # 0 y localmente isométrico a O(1,2) o SL(2,R).

No obstante, las propiedades especificas de las variedades homogéneas nos permite
considerar condiciones mas fuertes que la de ser un soliton de Cotton. Més precisamente,
podemos considerar soluciones soliton para el flujo de Cotton salvo automorfismos en vez
de difeomorfismos, en cuyo caso se dice que dicho solitén es un soliton algebraico. En
particular, si (G, g) es un grupo de Lie dotado de una métrica invariante a la izquierda la
ecuacion, en este caso algebraica, que determina los solitones algebraicos es

C = Xid+ D,

donde D es una derivacion del algebra de Lie g de Gy A es un ntimero real arbitrario.
El hecho de que todo soliton algebraico induzca un solitéon en el sentido ordinario nos
permitira construir ejemplos de solitones no invariantes a la izquierda y no triviales sobre
algunos grupos de Lie Lorentzianos de dimension tres a partir del siguiente teorema

Teorema Un grupo de Lie (G, g) de dimension tres dotado con una métrica Lorentzia-
na invariante a la izquierda es un soliton de Cotton algebraico si y solo si se verifica alguna
de las siguientes condiciones:

(i) (G,g) es de Tipo Ia cona = =0y~ #0, o cualquier permutacion ciclica de estos.
En este caso, A\ = —2+3 y G = Hs es el grupo de Heisenbery.

2
(ii) (G, g) es de Tipo Ib con a =0 y v = 6\/_6. En este caso, \ = 2e\/2[3% con €2 =1,

y G = E(1,1); i.e., el grupo de los movimientos rigidos del espacio de Minkowski de
dimension dos, R3.

Finalmente, en el Capitulo [4] realizamos un estudio de las formas de Killing en las varie-
dades nearly Kahler estrictas de dimension seis. De forma general, no s6lo en dimension seis,
las variedades nearly Kéahler estrictas se pueden considerar como las variedades “opuestas”
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a las variedades de Kahler. Es conocido que sobre las variedades de Kéahler toda forma de
Killing es necesariamente trivial, es decir, paralela respecto a la conexiéon de Levi-Civita.
A partir de este hecho, y debido a la no existencia de formas paralelas respecto a la
conexion de Levi-Civita sobre las variedades nearly Kéhler, parece interesante plantearse
el problema de existencia de formas de Killing sobre las variedades nearly Kéhler estrictas,
en particular en aquellas que son de dimensién seis ya que generan una de las familias
de variedades nearly Kahler irreducibles en las que se descompone toda variedad nearly
Kahler. En general, el hecho de que la estructura nearly Kéhler pueda pensarse como un
producto vectorial conlleva que la 2-forma de Kéhler sea una forma de Killing no trivial
sobre cualquier variedad nearly Kéahler. Junto a la 2-forma de Kéhler, las variedades nearly
Kéhler también estan dotadas de una forma de orden tres de especial importancia en el
estudio de su geometria, la 3-forma torsién asociada a la conexiéon Hermitica candnica
que, en el caso seis dimensional, también resulta conocido que es una forma de Killing.
Aunque estas dos formas no son paralelas respecto a la conexion de Levi-Civita, si lo son
respecto a la conexion Hermitica candnica. Motivados por esto, analizamos en la Secciéon
las formas de Killing paralelas respecto a la conexion Hermitica candnica. Realizamos
este estudio caso por caso en funcion de los posibles 6rdenes y de los posibles tipos de
las formas, obteniendo que dicha existencia se puede determinar a partir de una ecuaciéon
puramente algebraica, de la cual obtenemos el siguiente resultado

Teorema Sea M una variedad nearly Kdhler de dimension seis estricta. Las unicas
formas de Killing paralelas respecto a la conexion Hermitica canonica son la 2-forma de
Kahler y la 3-forma torsion.

Por otra parte, en la Secciéon estudiamos las formas de Killing, que no siendo para-
lelas respecto a la conexién Hermitica canoénica, si son formas de tipo puro. De este modo,
haciendo uso de la descomposicion de Hodge tanto de la diferencial exterior como de la
codiferencial y de las ecuaciones tipo Kéhler que inducen obtenemos, también después de
un estudio caso por caso en funcion de los ordenes y de los tipos de las formas, el siguiente
resultado

Teorema [4.8| En una variedad nearly Kdhler estricta de dimension seis la inica forma de
Killing (salvo multiplicacion por un escalar) de tipo puro es la 2-forma de Kdhler.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos un resumen de los principales conceptos que utilizaremos
en esta memoria e introducimos las definiciones que motivan el estudio realizado en los
capitulos posteriores. En la primera seccion recordamos herramientas y notaciones béasicas
en geometria pseudo-Riemanniana. Puesto que los grupos y las élgebras de Lie en dimension
tres juegan un papel importante en el trabajo realizado, son analizados en la Seccién
[I.2] En la Seccion introducimos los flujos y los solitones de Yamabe, de Ricci y de
Cotton. Las variedades Lorentzianas indescomponibles pero no irreducibles son discutidas
en la Seccion [I.4] Finalmente recordamos en la Seccion el concepto de variedad casi
Hermitica, prestando especial atencion a las variedades nearly Kéahler.

En general omitiremos las demostraciones de los resultados presentados en este capitulo
ya que se encuentran detalladas en monografias tanto de geometria Riemanniana como
pseudo-Riemanniana (véanse por ejemplo [55], [58] y [73]).

1.1. Variedades pseudo-Riemannianas

El objeto principal de estudio en esta memoria son las variedades Riemannianas y
Lorentzianas. Debido a que ambas son casos particulares de variedades pseudo-Riemannia-
nas, en este capitulo introducimos las herramientas béasicas y fijamos las notaciones de la
memoria en su generalidad, particularizandola en su momento a cada contexto.

Una variedad pseudo-Riemanniana es una variedad diferenciable de dimensién n dotada
de un tensor métrico g (i.e. un tensor de tipo (0,2) simétrico y no degenerado) de signatura
(v,n—v). En lo sucesivo denotaremos a estas variedades por el par (M, g). En particular, se
dice que una variedad pseudo-Riemanniana es Riemanniana si el tensor métrico es definido
positivo y Lorentziana si su signatura es (1,n — 1). Denotaremos por 7,M el espacio
tangente a M en el punto p € M y por TM y T*M los fibrados tangente y cotangente
de M, respectivamente. En numerosas ocasiones a lo largo de este trabajo identificaremos
dichos fibrados mediante los isomorfismos musicales b y f.

Consideraremos X(M) el espacio de todos los campos de vectores diferenciables tan-
gentes a M. Como regla general, los campos de vectores vendran representados por letras

17
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mayusculas X, Y, Z, V. W ... Y los vectores tangentes en cada punto de la variedad por le-
tras mintisculas x,y, 2, v, w . . . Si tomamos un sistema de coordenadas locales (z!, 22, ..., )
en M, denotaremos las derivadas parciales mediante d,; = %. Siguiendo la notacién habi-
tual en geometria pseudo-Riemanniana, un vector distinto de cero z € T,,M se dice que es
temporal si g(z,z) < 0, espacial si g(z,z) > 0y nulo, luminoso o isotrdpico si g(z,z) = 0.

Dado p € M un punto arbitrario, una k-forma en p es un elemento de A*(T3M), es
decir, una aplicacion k-lineal ®k T,M — R totalmente antisimétrica. De este modo, se
define el fibrado de las formas de M como la unién disjunta

AM = | | AT M).

peEM

Por tanto, una k-forma es una seccion w : M — A*M tal que w, € Ak(T;M) para todo
pE M.

La meétrica pseudo-Riemanniana g definida sobre la variedad M induce un producto
interior ((-,-)) en el espacio de las k-formas definido como

(L) () = (A Adbym A Ay = det |00 TEERE T TR

Gumb) (b)) .. wr(n})

para cualesquiera 1 = 1y A ... A, 0 =m A ... Anp € A¥M; de este modo, podemos
considerar bases ortonormales del espacio de las k-formas. Frecuentemente, y siempre que
no suponga confusion, denotaremos el producto interior ((-,-)) simplemente por g.

En general es posible dotar a las variedades pseudo-Riemannianas de diferentes cone-
xiones (es decir, de diferentes conjuntos de reglas invariantes por un cambio de coordenadas
para calcular derivadas direccionales de campos de tensores). A su vez, asociado a cada
una de estas conexiones, que denotaremos en general por D, se define su tensor curvatura
de tipo (1,3) como

(1.2) RP(X,Y)Z = Dixy)Z — [Dx, Dy]Z,

y su tensor curvatura de tipo (0,4) asociado como RP(X,Y,Z, V) = g(RP(X,Y)Z,V). En
general, el tensor curvatura verifica las siguientes simetrias algebraicas

(1.3) (a) RD(X, Y, Z, V)= —RD(Y, X,Z, V),
(14) () & RUXY.ZV)= 6 {T(T(X,Y),2)+(DxT)(Y.2)}.

y la identidad diferencial

(1.5) (¢ & {(DxR")(Y,Z,UV)}= (?Z {RP(T(X,Y),Z,U,V)},

XY, Z X,



1.1 Variedades pseudo-Riemannianas 19

donde & representa la suma ciclica con respecto a X, Y, Z y T la torsion de la conexion
X,Y,Z

D, definida como T (X,Y) := DxY — Dy X — [X,Y], donde [, ] representa el corchete de
Lie. Observemos que en general la invarianza al cambiar los dos primeros elementos por
los dos tltimos en el tensor de curvatura R de tipo (0,4) no es cierta ni, por tanto, la
anti-invarianza al cambiar los dos tltimos elementos entre si. Las identidades (b) y (¢) se
conocen como la primera y la sequnda identidad de Bianchi respectivamente.

Entre todas las conexiones existe una de especial interés, la llamada conexion de Levi-
Cwita. Dicha conexion, que denotaremos por V, es la tnica conexion libre de torsion que
paraleliza la métrica g; i.e., dados X,Y € X(M) la conexion V verifica

(1.6) T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] =0,
y

Ademas, su expresion explicita viene dada por la formula de Koszul:

(1.8) 29(VxY,Z) = X(g(Y. 2)) + Y (9(X, Z)) = Z(9(X.Y))
+ g(X, [27 Y]) + g(Y, [Za X]) _'_9(27 [Xa Y])a

donde X, Y, Z son campos de vectores en M.
Puesto que la conexién V es métrica y libre de torsion las Ecuaciones ((1.4]) y ([1.5)
correspondientes a su tensor curvatura asociado, que en lo sucesivo denotaremos por R,

sereducena & R(X,)Y,ZV)=0y & {(VXR)(Y, Z, U, V)} = 0, respectivamente.
Y, X\Y,Z

Ademas, dicho tensor R verifica las siguientes identidades algebraicas

(1.9) R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y),
y por tanto
(1.10) R(X,Y,Z)V)=—-R(X,Y,V, Z).

Es bien conocido que el anélisis de dicho tensor curvatura R es fundamental en el estudio
de las variedades pseudo-Riemannianas ya que constituye el invariante bésico que codifica
todas sus propiedades geométricas. En particular, el tensor curvatura determina y esta
determinado por la funcién curvatura seccional. La curvatura seccional de una variedad
Riemanniana (M, g) es una funcion real K definida sobre la Grassmanniana de 2-planos
Gro(TM) como

R(X,Y, X)Y)
g(X,X)g(Y, Y) - g<X7Y)2 ,

para todo 2-plano m en T'M generado por los campos de vectores X e Y, 7 = ({X,Y}). En
el caso de una variedad pseudo-Riemanniana, la definicion anterior debe restringirse a la

K(r)
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Grassmanniana de 2-planos no degenerados (i.e., donde g(X, X)g(Y,Y)—g(X,Y)? # 0), lo
que impide garantizar la acotaciéon puntual de dicha funciéon. La posibilidad de extender K
con continuidad a toda la Grassmanniana es equivalente a la constancia de la misma (véase
[33]). En tal caso, i.e., cuando K () = k para cualquier 2-plano , el tensor curvatura se
escribe como

R(X,Y,Z,V) = r{g(X, Z)g(Y,V) — g(Y, Z)g(X,V)}.

Diversas contracciones del tensor de curvatura permiten obtener nuevos tensores im-
portantes. El primero de ellos es el tensor de Ricci, p, definido como la traza del tensor
curvatura

p(X,Y) =tr{Z = R(X,Z)Y}.

En capitulos posteriores trabajaremos también con el operador de Ricci, p, definido a partir
del tensor de Ricci como g(p (X),Y) = p(X,Y’). Dado que el tensor de Ricci es simétrico, el
operador de Ricci es autoadjunto y por tanto diagonalizable en signatura Riemanniana. No
obstante, el caso Lorentziano necesita un analisis més detallado puesto que un operador
autoadjunto puede tener forma de Jordan no trivial. En particular, cuando la variedad
considerada tiene dimension tres, la forma de Jordan asociada a un operador L autoadjunto
respecto a una métrica Lorentziana puede tomar una de estas cuatro expresiones:

(1) El operador L es diagonalizable respecto a una base ortonormal de signatura (+, +, —),
ie.,

I —

S O Q
(= e}
2 O o

(77) El operador L tiene autovalores complejos, i.e.,

A0 0
L=10 o (|,
0 -8 «

respecto a una base ortonormal de signatura (4, +, —), siendo 5 # 0.

(737) Existe una raiz doble del polinomio caracteristico de L, i.e.,

A0 0
L=10 o 1
0 0 «
respecto a una métrica tal que g(eq, e;) = g(ea, e3) = 1.

(iv) Existe una raiz triple del polinomio caracteristico de L, i.e.,

I —

—_ O >
O >
> o O

—~

respecto a una métrica tal que g(ey, e1) = g(eq, e3) =
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Volviendo al estudio del tensor curvatura, si contraemos una vez mas, en esta ocasion
el tensor de Ricci, obtenemos la curvatura escalar T definida por

T=tr(p).

En una base arbitraria {eq,...,e,} de T,M, denotando con g;; = g(e;, e;), el tensor de
Ricci y la curvatura escalar se expresan como

(111) p(ﬂ?,y) = Z gZ]R('Ia €Y, 6j)7 T = Z g”p(ela ej)v

1,j=1 i,j=1

donde (¢g*) denota la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica. Una variedad
pseudo-Riemanniana (M, g) se dice Einstein si su tensor de Ricci es un multiplo escalar de
la métrica, en cuyo caso se tiene que p = ~g.

En los capitulos siguientes sera conveniente el uso de subindices para las componen-
tes de los diversos tensores en las correspondientes bases, asi, por ejemplo, utilizaremos
frecuentemente la notacion p;; = p(e;, e;), Riju = R(ei, ej, ek, €r), ...

Puesto que el operador curvatura, R, verifica las Ecuaciones , conT =0,
y por tanto , podemos interpretarlo como un endomorfismo autoadjunto del espacio
de 2-formas A?(M) y, entonces, descomponerlo en componentes ortogonales con respecto
al producto interior dado por la Ecuacion (1.1 (véase [55]). Considerando el tensor de
Schouten, S, que es el tensor de tipo (0,2) definido por

(1.12) SzniQ(p—mQ»

se tiene la siguiente descomposiciéon ortogonal

(1.13) R=U+3+W,
siendo
2n(n—1)g ’
1 T
3 = n_2<p—;g)®g,

W = R-U4—-3=R-S50y,
donde ® representa el producto de Kulkarni-Nomizu definido como
(Do B)(X,Y,Z,V)=D(X,Z)B(Y,V)+ D(Y,V)B(X, Z)

para dos formas bilineales simétricas D y B cualesquiera.
Esta descomposicion, ademés, es irreducible respecto a la accién del grupo ortogonal
O(v,n — v) en las cuatro componentes del tensor curvatura de forma simultanea. Cabe
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destacar que en el caso particular de que la variedad sea de dimensién cuatro, el tensor
de Weyl admite una descomposiciéon mas fina, y por lo tanto también el tensor curvatura,
respecto a la accion del grupo SO(v,4 — v). En el caso de variedades de dimension dos y
tres esta descomposicidon es especialmente sencilla. En particular, el tensor curvatura de

. , . L. T T
una superficie esta determinado por la métrica como R = = g ® g, donde — corresponde a

su curvatura de Gauss. Por su parte, y como veremos mas adelante, dado que el tensor cur-
vatura de cualquier variedad pseudo-Riemanniana de dimension tres esta completamente
determinada por su tensor de Ricci, este ha de expresarse como R =5 © g.

La componente W es un tensor de tipo (0,4) conocido como tensor de Weyl. Su expre-
sion explicita es

W(X,Y,Z,V)=R(X,Y,Z, V) + X, Z)g(Y, V) —g(Y, Z)g(X, V)}

(n—l)(n—2){g<
1
n—2

{P(X.2)9(v.V) = p(¥. 2)g(x,V)
+ (Y, V)g(X, Z) = p(X, V)g(Y, Z) },

para cualesquiera X,Y, Z,V campos de vectores en M.

El valor de cada una de las componentes del tensor curvatura de la descomposicion
determina sus diferentes propiedades geométricas. Tenemos asi las siguientes carac-
terizaciones:

e La anulacion de la componente 4 caracteriza a las variedades pseudo-Riemannianas
con curvatura escalar nula.

e La anulacién de la componente 3 se corresponde con las variedades pseudo-Riemannia-
nas Einstein.

e La anulacion simultanea de U y 3 se corresponde con las variedades pseudo-Riemannia-
nas Ricci llanas, es decir, que tienen curvatura de Ricci nula.

e La anulacion simultédnea de 3 y W caracteriza a las variedades pseudo-Riemannianas
de curvatura seccional constante.

e Por su parte, la anulacion del tensor de Weyl requiere de un analisis mas detallado
ya que codifica la estructura conforme de g.

Intuitivamente, el tensor curvatura R representa la obstrucciéon de la variedad a ser
localmente isométrica al espacio pseudo-Euclidiano E} o, equivalentemente, a ser llana. Un
concepto mas general que las isometrias locales son los llamados cambios conformes de una
métrica. Dos métricas g1 y g sobre una variedad M se dicen conformes si existe una funcion
o € C*(M) tal que go = e%¢y. A diferencia de las isometrias locales, que conservan angulos
y longitudes de vectores, los cambios conformes de métrica sélo conservan los angulos.
Diremos que dos variedades pseudo-Riemannianas (M,g) y (M ,§) son conformemente
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equivalentes si existe un difeomorfismo ¢ : M — M tal que ¢*§ es una métrica conforme a g.
En particular, una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice localmente conformemente
llana si para cada punto p € M existe un entorno U, p € U, y un cambio conforme e
(0 : U — R) tal que g = €gy donde gy es la métrica del espacio pseudo-Euclideo E!.

En general, toda superficie pseudo-Riemanniana es localmente conformemente llana,
sin embargo, en dimensiones mayores a dos la situaciéon es un poco mas complicada. En
general se tiene la siguiente caracterizacion

Teorema 1.1. [55] Una variedad pseudo Riemanniana (M, g) es localmente conformemen-
te llana si y solo si:

1. El tensor de Weyl se anula y dim(M) > 4.

2. El tensor de Schouten S es Codazzi, es decir, (VxS)(Y,Z) = (VyS)(X,Z) para
cualesquiera X,Y,Z € X(M) y dim(M) = 3.

Ademds, el tensor de Schouten de cualquier variedad pseudo-Riemanniana (M, g) local-
mente conformemente llana es Codazzi.

El apartado [2l del teorema anterior es equivalente a decir que el tensor de Cotton se
anula. El tensor de Cotton, C, es el tensor de tipo (0,3) dado por

(1.14) C(X.Y, Z) = (VxS)(Y, Z) — (VyS)(X. 2)

para X,Y,Z € X(M). Ademas, dicho tensor es el inico invariante conforme en dimension
tres. El hecho de que en esta dimension el tensor de Weyl no caracterice a las variedades
localmente conformemente llanas se debe a que es idénticamente nulo ya que el tensor
curvatura depende solo de su curvatura de Ricci.

Por otra parte, la derivada covariante del tensor curvatura R también nos aporta in-
formacion de sus propiedades geométricas. Volviendo a la descomposicion dada en
tenemos que la anulacién de la derivada covariante de cada una de sus diferentes compo-
nentes también caracteriza propiedades interesantes. Asi

e Vil = 0 se corresponde con las variedades pseudo-Riemannianas con curvatura escalar
constante.

e V3 = 0 se corresponde con las variedades pseudo-Riemannianas cuyo tensor de Ricci
es paralelo.

e VIW = 0 caracteriza las variedades pseudo-Riemannianas conformemente simétricas
de dimensién mayor o igual a cuatro.

Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es localmente simétrica si VR = 0y diremos
que es esencialmente conformemente simétrica si tiene dimensién mayor a tres, VW = 0
con W #0y VR #0 (véanse [35] y [36]).

En el Capitulo |3] estudiamos las variedades pseudo-Riemannianas de dimension tres
con tensor de Cotton paralelo como una extensiéon a dicha dimension de las variedades
conformemente simétricas.
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1.1.1. Operadores diferenciales

Como vimos en la secciéon anterior, a lo largo de esta memoria denotaremos la conexion
de Levi-Civita por V; no obstante, también denotaremos por V al operador gradiente en
M. Recordemos que el gradiente de una funciéon diferenciable ¢ : M — R es el campo de
vectores Vi dado por

9(Vp, X) = X(p), X € X(M).

Si (x!',...,2™) es un sistema de coordenadas locales en M, entonces el gradiente de una
funciéon ¢ estd dado en coordenadas locales como
2 0o 0
1.15 Vo =gh2T ——
(1.15) =9

donde (g*) es la matriz inversa de la asociada al tensor métrico, (g;;), en coordenadas
locales.

A partir del gradiente de la funcién ¢ se define, utilizando la conexiéon de Levi-Civita,
el operador Hessiano de ¢, hes,, como

hes,(X) = Vx Vo,

donde X € X(M). A su vez, a partir del operador Hessiano de ¢, se define el tensor
Hessiano de ¢, Hes,, como el tensor de tipo (0,2) dado por

Hes,(X,Y) = g(hes,(X),Y),

con X, Y € X(M). En coordenadas locales su expresion es

0 9\ 0% L (095 Ogy;  Ogi\ Op
Hes, <% axj) = w0 27 <8ml "o aw) u’

Finalmente, definimos el Laplaciano de ¢ como
A = —tr (hes,).

Hasta este momento s6lo hemos visto operadores diferenciales actuando sobre funciones,
sin embargo, también se pueden definir de forma més general actuando sobre formas de
cualquier orden. Es frecuente, ademas, que dichos operadores diferenciales encierren en sus
expresiones otros operadores algebraicos.

Dos operadores algebraicos que juegan un papel importante a la hora de definir ope-
radores diferenciales sobre formas arbitrarias son el producto exterior y el producto interior
o contraccion. Dado un campo de vectores X y una k-forma 1), estos dos operadores generan
una (k + 1)-forma y una (k — 1)-forma respectivamente. Para el primer caso tenemos que
la (k +1)-forma asociada estd dada por X” A+); mientras que para el segundo tenemos que
Xayp=9(X,...), le.si ) =11 A... Ay, resulta

k

Xo(r Ao ) = (=17 (X Ao AN LA,

Jj=1
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[13}]

donde, en este caso, el simbolo representa que el término correspondiente esté supri-
mido. Ademas, dada una (k — 1)-forma ¢ y una (k + 1)-forma 1 tenemos que el producto
exterior y la contraccion estan relacionados por

9(X N, ) = glp, X ).

A mayores de estos dos operadores algebraicos, es bien conocido que todo endomorfismo
B de X(M) puede ser extendido a una derivacion de A¥(M), que seguiremos denotando
por B, y que explicitamente esta dada por

Bt A AR) = (BWO)Y A A+ ...+ A A (B

En términos de una base ortonormal {ey,...,e,}, tenemos que B = Y B(e;) A e;u . Por
ejemplo, si B es la aplicacion identidad tenemos que > e; Ae; a1 = ki y por tanto e; s (e; A
) = (n — k)1; mientras que si B es el operador curvatura Ryy para dos campos de
vectores X,Y € X(M) cualesquiera, tenemos que

(116) RXy@b = Z(nyei VAN €;1 )¢

i=1

Cuando la variedad pseudo-Riemanniana en cuestion es orientable resulta posible definir
un nuevo operador algebraico de gran utilidad, el llamado operador estrella de Hodge,
x: A¥(M) — A"*(M), que induce un isomorfismo entre las k y las (n — k)-formas definido
por la relacion o A x) = ((p,9))e! A... Ae", donde e = (e;)’ v {e1,...,e,} es una base
ortonormal positivamente orientada de T'M. Ademas, dicho operador verifica la relacién
x2 = (=1)k=k)+v v hor tanto si k = n — k define una estructura compleja o producto en
el espacio de las k-formas dependiendo de la dimensién y la signatura de la variedad y del
orden de la forma.

Volviendo a los operadores diferenciales, se define el operador diferencial exterior o,
simplemente, diferencial, d : A*(M) — A**1(M), como el operador diferencial determinado
por las propiedades

a) dlp AY) =dp A+ (—1)49@) o A dip, siendo deg(p) el orden de la forma ¢.
b) & = 0.
¢) df(X) = X(f), para todo campo de vectores X € X(M), y toda funcion f.

Este operador puede expresarse haciendo uso de la conexiéon de Levi-Civita y del producto
exterior mediante la formula d = €’ A V... De forma similar se define el operador codiferen-
cial exterior o codiferencial, 6, como 6 = —e;JV,,. Dichos operadores estan relacionados
mediante el operador estrella de Hodge, x, por la expresion 6 = — * dx. Ademas, si (M, g)
es una variedad de Riemann compacta, entonces se verifica que la diferencial exterior y la
codiferencial son adjuntos formales el uno del otro, es decir, se verifica la igualdad

| e = [ oo
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para cualquier k-forma ¢ y cualquier (k — 1)-forma 1.

A partir de la diferencial y de la codiferencial se define el operador Laplaciano, A :
AR(M) — A*(M), como el operador A := dd + §d. Este operador estd relacionado con el
tensor curvatura R de la variedad por la conocida como primera formula de Weitzembéck,
dada por

(1.17) AY =V*'V 4+ q(R),
donde V*V es el llamado Laplaciano bruto, definido como
V'V =-V.,V. +Vy, e,

y q(R) es el tensor asociado a la curvatura dado por

q(R) = Z ej N eiaRe e,

i.j=1

siendo {e;} una referencia ortonormal local cualquiera.
De forma més general, cuando se considera una conexiéon V diferente a la conexion
de Levi-Civita con tensor curvatura R, también es posible definir de forma analoga su

operador simétrico ¢(R) asociado por

n
(1.18) q(R) = Z ej NeiaRe, e,
ij=1

Como vimos en la secciéon anterior, cada conexioén determina una forma de definir la
derivada direccional de un tensor 7. No obstante, existen otras formas de definir derivadas
direccionales. Una de ellas, y que también utilizaremos a lo largo de esta memoria, es la
derivada de Lie, L. Esta derivada depende de los valores del tensor T a lo largo de las
curvas integrales de X y sobre funciones coincide con su derivada direccional, es decir, si f
es una funcion real en M tenemos que Ly f = X(f) = Vx f. Por otra parte, la derivada de
Lie de un campo de vectores es su corchete de Lie, es decir, si Y es un campo de vectores

LxY = [X,Y]. En general, se define la derivada de Lie de un campo de tensores 7' como
d *
(LxT)p = (W) Ty,
|t=0

donde ¢ : I x M C R x M — M es el flujo local inducido por X y (¢(t))* es el pullback a
lo largo del difeomorfismo () para todo ¢ € I. Ahora bien, por tratarse de una derivacion,
si consideramos como el tensor T' la métrica g, tenemos

(Lxg)(Y. Z) = Xg(Y,Z) — g(LxY, Z) — g(Y, Lx Z),
que, por las Ecuaciones (1.6 y (1.7), puede escribirse como
(1.19) (Lxg)(Y,Z)=9(VyX,Z)+ g(VzX,Y).

En funcion de las propiedades que tenga la derivada de Lie de la métrica en la direccion
de un campo de vectores X obtendremos campos de vectores de diferente naturaleza
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e Un campo de vectores X en M se dice Killing si la derivada de Lie de la métrica g
con respecto a X es idénticamente nula, Lyg = 0; es decir, si el flujo local de X es
realizado por isometrias. Equivalentemente, por la Ecuacion , tenemos que X
es un campo de vectores Killing si y s6lo si VX es antisimétrico, donde VX es el
operador Z +— V7 X, para todo campo de vectores Z en M. Ademés, si X es un campo
de vectores Killing, su divergencia, div(X), definida como div(X) = tr(VX) es nula.
El conjunto de todos los campos de vectores de Killing genera el algebra de Lie del
grupo de isometrias de una variedad de Riemann y el nimero de campos de vectores
de Killing linealmente independientes mide el grado de simetria de dicha variedad.
Es bien conocido que este niimero esta acotado superiormente por la dimension del
grupo de isometrias de la esfera estandard, y sobre variedades compactas, la igualdad
se obtiene si y solo si la variedad es isométrica a dicha esfera.

e Un campo de vectores X se dice conforme si verifica la ecuacion Lxg = ¢ g, pa-
ra alguna funcion ¢. Equivalentemente, su flujo local consiste en transformaciones
conformes. Teniendo en cuenta que tr (Lxg) = 2div(X), un campo de vectores X
es conforme si y solo si Lxg = % div(X) g. Cuando un campo de vectores conforme
verifica que div(X) es constante se llama campo de vectores homotético y, en tal caso,
su flujo local estéa realizado por homotecias.

Es posible extender también los conceptos de campos de vectores Killing y conformes a
formas de orden arbitrario. Una k-forma u se llama k-forma de Killing conforme o k-forma
twistor si verifica la ecuacion diferencial

1 1
(1.20) VX¢:=E——nYde——Etf———XhA5¢,

+1 kE+1

para cualquier campo de vectores X € X(M). A su vez, una k-forma twistor cocerrada o,
equivalentemente, una forma cocerrada tal que Vi € T'(A*YT*M) o tal que X Vx1) =0,
se llama forma de Killing. Por contra, si la forma twistor es cerrada se llama x-Killing. De
este modo resulta que las 1-formas twistor y las 1-formas de Killing son duales de campos de
vectores conformes y de campos de vectores Killing respectivamente. A su vez, observemos
que toda forma paralela es una forma twistor aplicando directamente la definicion. Ademés,
las formas de Killing conformes cerradas y cocerradas, por ejemplo las formas armonicas
en variedades compactas, han de ser paralelas. Para mas informacion sobre formas twistor
véanse [63], [78] y [79)].

En esta memoria centraremos nuestra atenciéon en el estudio de las formas de Killing,
para ello haremos uso con frecuencia del siguiente resultado.

Lema 1.2. [78]| Sea (M, g) una variedad de Riemann compacta. Entonces una k-forma 1)
cocerrada es una forma de Killing, si y sdlo si

k41

Ap=—

q(R)Y.
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Volviendo a los campos de vectores, cabe destacar que el valor de la derivada de Lie
de otros objetos geométricos diferentes a la métrica, como por ejemplo de la conexiéon de
Levi-Civita o del tensor de Ricci, también codifica propiedades geométricas importantes.
Asi, si la conexion de Levi-Civita es invariante con respecto al flujo asociado a un campo
de vectores X, i.e. LxV = 0, se dice que X es un campo de vectores afin Killing. Ademas,
esta propiedad caracteriza el hecho de que dicho flujo consiste en transformaciones afines.
Por otra parte, si lo que se verifica es que trLxV = 0 se dice que X es un campo de
vectores 1-armonico, lo que es equivalente a que X : (M, g) — (T'M, ¢°) sea una aplicacion
armonica (véanse [37] y [86]). Finalmente, cuando es el tensor de Ricci el que es invariante
con respecto al flujo asociado a un campo de vectores X, i.e. Lxp = 0, se dice que X es
una colineacion de Ricci.

1.2. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable en la que esta definida una operacion
que lo dota de una estructura algebraica de grupo y para la cual son diferenciables las
aplicaciones producto, p, e inversa, ¢, definidas respectivamente por: p(a,b) = ab; a,b € G
v t(a) = a™', a € G. Se dice que H C G es un subgrupo de Lie de G si es a la vez un
subgrupo y una subvariedad de GG. Asociadas a las aplicaciones producto e inversa existen
otras tres aplicaciones fundamentales en el estudio de los grupos de Lie, que para cada
g € G denotaremos por Ly, Ry, I, : G — G, y que estan dadas por

(1.21) Ly(a) = ga, Ry(a) = ag, Iy(a) = gag™".

Dichas aplicaciones se denominan traslacion a la izquierda, traslacién a la derecha y con-
jugacién por g respectivamente. En general, estas aplicaciones son difeomorfismos de G
mientras que la conjugacion I, es, ademéas, un homomorfismo de grupos de Lie; es de-
cir, un homomorfismo en el sentido abstracto de grupos, por lo que se dice que es un
automorfismo de G.

Una herramienta poderosa en el estudio de los grupos de Lie es su élgebra de Lie
asociada. No obstante, a pesar de que la motivacion del estudio de las algebras de Lie
proviene de la teoria de grupos de Lie, es posible definirla de forma abstracta. Asi pues,
un dlgebra de Lie sobre R es un espacio vectorial real V' dotado con una aplicacion |-, -] :
V x V — V llamada corchete de Lie, con las siguientes propiedades:

(7) Antisimétrica: [x,y] = —[y, z].
(¢7) Bilineal: [az + by, 2] = a[z, 2] + b[y, 2]
(13) Verifica la identidad de Jacobi: [[z,y], 2| + [[y, 2], =] + [[2, x], y] = 0.

Para cualesquiera z,y,2 € V y a,b € R.
Es conocido que sobre toda variedad los campos de vectores diferenciables forman un
algebra de Lie de dimension infinita, pero en el caso particular en el que la variedad ademaés
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sea un grupo de Lie existe un algebra de Lie de dimension finita intimamente asociada a él
y en la que se encuentran reflejadas las propiedades locales de dicho grupo. Para obtener
dicha algebra de Lie es necesario definir los campos de vectores invariantes a la izquierda.
Un campo de vectores X sobre un grupo de Lie G verificando

(Lg): X = X,

para cualquier g € G se denomina campo de vectores invariante a la izquierda; mientras
que el espacio vectorial g := {X € X(G) : X es invariante a la izquierda} equipado con
el producto corchete de campos de vectores usual se conoce como el dlgebra de Lie de G.
Ademas, dicha algebra de Lie g se identifica de forma candnica con el espacio tangente a
G en el elemento neutro e, T,G.

El lazo de unién mas fuerte entre un grupo de Lie, GG, y su algebra de Lie, g, es la
aplicacion exp : ¢ — G, llamada aplicacion exponencial, donde exp(x) no es mas que el
valor para ¢t = 1 del nico subgrupo uniparamétrico de GG; es decir, del tinico homomorfismo
exp, : R — @, cuyo vector tangente en t = 0 es x.. El nombre de exp viene motivado
por el hecho de que para el grupo lineal general de un espacio vectorial dicha aplicaciéon
exponencial coincide con la exponencial de matrices usual.

Es bien conocido que si Gy H son dos grupos de Liey ¢ : G — H es un homomorfismo,
entonces la aplicacion exponencial hace el diagrama siguiente conmutativo

A su vez, un homomorfismo entre dos algebras de Lie g y h es una aplicacion lineal ¢ : g — b
tal que ¢¥([z,y]) = [¢(z), ¥ (y)]. Cuando ¥ es un homomorfismo biyectivo de g en si mismo,
entonces 1) se dice que es un automorfismo de g. Cabe destacar que todo homomorfismo
de grupos de Lie ¢ induce de forma natural el homomorfismo de algebras de Lie dado por
Pre-

Ahora bien, volviendo a las tres aplicaciones definidas anteriormente en la Ecuacion
, la conjugacion I, puede pensarse como una actuacién a la izquierda de un grupo
de Lie sobre si mismo, por lo que induce la representacion Ad : G — Aut(g) dada por
Ad(g) = (Iy)+e vy que se denomina representacion adjunta. De este modo, el diagrama

es conmutativo. Ademas, si se denota la diferencial de dicha representacion en el elemento
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neutro por ad, i.e. Ad,. = ad, se obtiene también el siguiente diagrama conmutativo

G A, Aut(g)

emp’ Te:vp

g “_ End(g)

Esta nueva aplicacion ad verifica la propiedad de que

ad(z)(y) = adyy = [, y],

para cualesquiera z,y € g.

Finalmente, consideremos H un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G. Se dice que un
objeto definido sobre el algebra de Lie g de G es Ad(H)-invariante si se conserva por las
aplicaciones adjuntas de elementos de H, i.e., por Ad(h): g — g, para cualquier h € H.

1.2.1. Algebras de Lie de dimensién tres

De forma general, las dlgebras de Lie se pueden intentar clasificar desde un punto de
vista puramente algebraico en funciéon de sus constantes de estructura o, equivalentemente,
en funcion de las diferentes expresiones que admite su aplicacion adjunta, ad : g — End(g).
En particular, si los vectores x,y, z generan una base para un algebra de Lie de dimension
tres, las diferentes posibilidades para los productos corchetes de forma que determinen
algebras no isomorfas son:

B Abeliana: [x,y] = [y, z] = [z,2] = 0.
B Nilpotente: [x,y] = z, [z,2] = [z,y] = 0.

B Unimodular resoluble. Un élgebra de Lie g se dice unimodular si verifica la propiedad
tr(ad,) = 0 para todo x € g. Existen dos tipos de algebras de Lie unimodulares
resolubles no isomorfas:

o [7,y] =0, [z,z] =2y [2,y] = —y, 0
d [ZE,y] =0, [Z,l‘] =Yy [Z;y] =x.

B Simple: Existen dos familias de algebras de Lie simples no isomorfas cuyos productos
corchetes estan dados por

o [r,y]| =2z [2,2] =2y, y [2,y] =2, 0
o [v,yl =2, [z,2] =y, [z,y] = —2.

B No unimodular resoluble: Existe un conjunto no numerable de algebras de Lie reso-
lubles no unimodulares y no isomorfas, pero todas ellas admiten una de estas dos
estructuras:
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o [,y =0, [z,z] =2y [2,y] =y, 0
o [2,y] =0, [z,2] =y y [2,y] = —cx + 2y,

donde en ambos casos ¢ € R. Ademas, para el segundo de los casos resulta que

ad, = ( (1) _26 ) tiene traza 2 y determinante c.

Un poco més compleja es la clasificacion de las algebras de Lie de dimensiéon tres
dotadas de un producto interior Lorentziano invariante a la izquierda ya que cualquiera de
los tipos descritos anteriormente puede dotarse con una cantidad infinita no numerable de
tales productos.

Puesto que la clasificacion de las dlgebras de Lie de dimensién tres Lorentzianas se basa
en la correspondiente clasificacion de las algebras de Lie Riemannianas, presentamos aqui
un breve resumen de dicha clasificacion.

Caso Riemanniano

Para clasificar las algebras de Lie Riemannianas de dimensién tres se hace uso del
producto vectorial inducido por los cuaternios, que no es mas que el producto vectorial
Fuclideo usual. Fijada una orientacion para g y dada {ej,es, e3} una base ortonormal
orientada positiva, tenemos que dicho producto vectorial es la aplicacion bilineal y antisi-
métrica determinada por las relaciones

(1.22) €1 X ey = €3, €] X €3 = —€y, €9 X €3 = €.

Ademas, para dos vectores arbitrarios z e y el vector z X y es ortogonal tanto a x como
a y, tiene longitud igual a la raiz cuadrada del determinante g(x,z)g(y,y) — g(z,y)?* y su
sentido esta determinada por el hecho de que {z,y, 2 X y} generan una base positivamente
orientada siempre que x e y sean linealmente independientes. Bajo estas condiciones se
tiene el siguiente lema.

Lema 1.3. [61]| El producto corchete en el dlgebra de Lie g estd relacionado con el producto
vectorial por la formula

[, y] = Lz x y),
donde L es la aplicacion lineal definida de forma unica de g en si misma. El grupo de Lie
G es unimodular si y solo si la aplicacion lineal L es autoadjunta.

Demostracion. La aplicacion lineal L (al igual que cualquier aplicacion lineal) esta deter-
minada de forma univoca conociendo cémo actia sobre los elementos de una base. Asi,
haciendo uso de las relaciones dadas en la Ecuaciéon y de las notaciones usadas en
[61], tenemos que la aplicacion lineal L puede expresarse como

~ Q11 Q2 a3
L= Qa1 (g (K23
Q31 (izg (33
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donde los «;; no son mas que las correspondientes constantes de estructura.
Haciendo uso de L obtenemos que las aplicaciones ad,,, ad., y ad., estin dadas por las
expresiones

0 az1 —ag —agz; 0 ag a9 —ag; 0
adel = 0 3o —Q9g9 s CLd62 = —039 0 19 s ade3 = 99 —(12 0 3
0 a3z —aos —ags 0 a3 o3 —agz 0
de donde obtenemos que
tr(ade,) = azy — gz, tr(ade,) = —az +auz,  tr(ade,) = g — au;

por lo que g es unimodular si y s6lo si L es simétrica o, equivalentemente, si L es autoad-
junto. O]

Ahora bien, si L es un operador autoadjunto en un espacio Riemanniano existe una
base ortonormal, que también denotaremos por {ej, ez, e3}, de autovectores del operador
L, i.e., tal que Le; = \;e; para ciertos autovalores ;. Asi pues, el producto corchete esta

dado por:
ler,es] = Liey X ex) = Ases,
les,er] = Liesxe) = Ao,
lea,e5] = Lies xes) = Mey.

Cabe destacar que esta construccion de los autovalores \; depende de la orientacién to-
mada. De este modo, si cambiamos la orientacion de g tenemos que el producto vectorial
cambia de signo y, por tanto, también lo hacen los autovalores \;. Ademas, si fijamos el
producto corchete del élgebra de Lie g y tomamos un nuevo producto interior en ella tal
que {abey, cbey, caes}, siendo a,b y ¢ constantes reales no nulas, es una base ortonormal,
obtenemos que las nuevas constantes de estructura respecto a esta nueva base estan dadas
por c?Ai, a’)g, b® 3. Por tanto, es posible multiplicar las constantes de estructura \; por
numeros positivos arbitrarios sin cambiar el dlgebra de Lie subyacente, obteniéndose, asi,
que existen seis clases de algebras de Lie Riemannianas unimodulares no isomorfas.

Tabla 1.1: Clasificacion de las algebras de Lie Riemannianas unimodulares de dimension
tres.

Signos de Ay, Ag, A3

Grupo de Lie asociado

Descripcion

+,+,+

SU(2) o SO(3)
SL(2,R) o O(1,2)
E(2)

E(1,1)

Grupo de Heisenberg
RORPR

Compacto y simple
Simple y no compacto
Resoluble
Resoluble
Nilpotente
Conmutativo
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Supongamos ahora que g es un algebra de Lie de dimension tres no unimodular. Una
familia especial de algebras de Lie en esta clase son las de Tipo &, es decir, todas aquellas
algebras de Lie resolubles verificando que para cualesquiera dos elementos z,y € g, su
producto corchete, [x,y], es una combinacion lineal de ellos mismos.

Ahora bien, si suponemos que g es un algebra de Lie no unimodular y que no pertenece
al Tipo &, podemos considerar su nicleo unimodular, definido como el subespacio

(1.23) u={yeg:tr(ad,) =0},

que es por definicién un subéalgebra unimodular de dimensién dos, y por tanto un subalgebra
de Lie conmutativa. Tenemos asi la siguiente clasificacion:

Lema 1.4. [6I] Sea g un dlgebra de Lie de dimension tres no unimodular no perteneciente
al Tipo &. Entonces existe una base ortonormal {ey, ez, e3} tal que ey es ortogonal a u y
tal que sus productos corchetes estan dados por

[e1, ea] = aeq + Pes, le1, e3] = yea + deg, lea, e3] =0

siendo «, [, v y 0 constantes reales tales que o+ # 0 y ay + fd = 0. Ademds, esta base
también diagonaliza el tensor de Ricci, siendo

pler,er) = % (—2042 — ﬂQ — 2By — 72 _ 252) ’
1

ples, e2) = 3 (—2042 — 200 — 52 + 72) 7
1

ples,ez) = 5 (—25(a +6) + 3% — 72) '

Caso Lorentziano

La clasificacion de las élgebras de Lie de dimension tres equipadas con un producto
interior Lorentziano invariante a la izquierda sigue una estrategia analoga a la del caso
Riemanniano. No obstante, en este caso en vez de hacer uso del producto vectorial inducido
por los cuaternios haremos uso del producto vectorial inducido por los paracuaternios en
el espacio R3, es decir, de la aplicacion bilineal antisimétrica dada por las relaciones

(1.24) €1 X ey = —es, €3 X €1 = eq, €y X €3 = €;

donde {ej, €9, €3} denota una base ortonormal de signatura (+ + —). Con estas considera-
ciones se verifica el siguiente resultado:

Teorema 1.5. [32] El producto corchete en g estd relacionado con el producto vectorial
inducido por los paracuaternios mediante la formula [X,Y] = L(X xY), donde L es una
aplicacion lineal de g en si misma definida de forma tunica. Ademds, g es unimodular si y
solo st L es autoadjunta.
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La demostracion de este teorema es analoga a la del caso Riemanniano y por lo tanto
la omitimos aqui. No obstante, a diferencia de lo que ocurre en el caso Riemanniano,
un operador autoadjunto con respecto a una métrica Lorentziana no es necesariamente
diagonalizable. Considerando entonces las diferentes formas de Jordan de L vistas anterior-
mente, tenemos las siguientes cuatro clases de algebras de Lie Lorentzianas unimodulares
de dimensioén tres

Tipo la. Si L es diagonalizable respecto a una base ortonormal {e;,es,e3} de signatura
(+ + —) con autovalores {«, 3,7}, entonces el correspondiente algebra de Lie estd dada
por

(g14) : le1, 2] = —es, leq, e3] = — e, lea, €3] = aey.

Tipo Ib. Supongamos que L tiene un autovalor complejo. Entonces, respecto a una base
ortonormal {ey, e, €3} de signatura (+ + —), tenemos

a 0 0
L= 0 8 _6 ) 57&07
08 ~

y el dlgebra de Lie correspondiente esta dada por
(91) : [e1, e2] = Beg — yes, le1, e3] = —vea — Pes, [e2, €3] = avey.

Tipo II. Supongamos que el polinomio minimo de L tiene una raiz de multiplicidad 2.
Entonces, respecto a una base ortonormal {ej, €5, e3} de sigantura (+ + —), tenemos

« 0 0
1 1
L=1{0 3 41' g ~2 ;
0 3 —3t58
y el algebra de Lie correspondiente esta dada por
(911) : le1, €2] = %62 — (B - %)63, le1, e3] = — (B + %)62 - %63, [ea, €3] = ae;.

Tipo III. Supongamos que el polinomio minimo de L tiene una raiz de multiplicidad 3.
Entonces, respecto a una base ortonormal {eg, e, e3} de signatura (+ + —), tenemos

1 1
(f vz V2

L= 721 « 0 ,
—75 0 o

y el algebra de Lie correspondiente estd dada por

(grr1) - ler, 2] = _%61 — aes, [61,63]:_\%61 — e,
[62763] = e + %62 _ \/Lies'
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Cabe destacar que para los casos de Tipo II y Tipo III estas expresiones del endomor-
fismo L con respecto a una base ortonormal de signatura (+, 4+, —) se obtienen a partir de
las dadas en la Seccion [I.1] mediante el cambio de base inducido por la matriz

1 0 0
0o L L
V2 V2
0 4L —L
V2 V2

Ahora bien, para identificar a qué grupo de Lie puede corresponder cada uno de los
distintos operadores L descritos anteriormente consideramos la matriz L = Li, donde

10 0
t=101 0

0 0 —1
Dicha matriz L es diagonalizable puesto que representa, por construccion, un operador
autoadjunto con respecto a una métrica Riemanniana. Por tanto, basta ver en la Tabla[I.]]
a qué algebra de Lie se corresponde su matriz diagonal asociada.

La clasificacion de las algebras de Lie de dimension tres Lorentzianas no unimodulares
sigue también un proceso analogo al caso Riemanniano. Por una parte, al igual que ocurria
en el caso Riemanniano, una familia especial de &lgebras de Lie en esta clase son las
de Tipo &, formada por todas aquellas algebras de Lie resolubles verificando que para
cualesquiera dos elementos z,y € g, su producto corchete [z, y] es una combinacion lineal
de ellos mismos. No obstante, debido a la existencia de campos de vectores temporales,
espaciales y nulos tenemos que el nicleo unimodular u dado por la Ecuacion puede
tener diferentes naturalezas.

En general, en [32] se demuestra, siguiendo los mismos pasos que en el caso Rieman-
niano, que un algebra de Lie de dimension tres no unimodular, Lorentziana y con curvatura
seccional no constante esta dada, respecto a una base adaptada {e1, e, e3}, por

(grv) : [e1, €] =0, le1, e3] = aer + Bea, [ea, €3] = ey + deq,
donde av + ¢ # 0 y, ademas, una de las siguientes condiciones se verifica:

IV.1 {ey,es,e3} es ortonormal con g(ey,e;) = —g(es,e2) = —g(es,e3) = —1 y las cons-
tantes de estructura verifican ay — 36 = 0.

IV.2 {e1,eg,e3} es ortonormal con g(ey,e1) = g(ea, e2) = —g(es,e3) = 1 y las constantes
de estructura verifican ay + 56 = 0.

IV.3 {e1, e, e3} es pseudo-ortonormal con

y las constantes de estructura verifican ay = 0.



36 1 Preliminares

Observemos que en los dos primeros casos el plano determinado por el nicleo unimo-
dular u es un plano no nulo. En particular, u es Lorentziano en el caso IV.1 y espacial en el
caso IV.2. Finalmente el caso IV.3 se corresponde con la situacion en la que u es un plano
nulo.

1.2.2. Espacios homogéneos

Una variedad homogénea es una variedad M sobre la que actiia a la izquierda un grupo
de Lie G de forma transitiva, es decir, para cualesquiera p, ¢ € M existe un elemento g € G
tal que gp = ¢q. Por tanto, una variedad homogénea puede identificarse con el espacio
cociente G/H, donde H = {g € G|go = o} es el subgrupo de isotropia de un punto o € M,
por ejemplo o = eH. Se deduce de esta definiciéon que el subgrupo H es un subgrupo
cerrado pero no necesariamente conexo. Reciprocamente, cualquier subgrupo cerrado H de
un grupo de Lie G define una variedad homogénea M = G/H tal que la proyeccion natural
de G sobre G/H es diferenciable.

En funcion de las diferentes propiedades que tenga el cociente G/H se diferencian dis-
tintas clases de espacios homogéneos. Asi, se dice que M = G/H es un espacio homogéneo
reductivo si el dlgebra de Lie de GG, g, admite una descomposiciéon en subespacios vectoria-
les g = m @b, tal que Ad(H)m C m. A partir de esta ultima condicion es posible deducir
que adym = [h, m] C m donde h es el algebra de Lie de H; ademas, el reciproco es cierto si
H es un subgrupo conexo.

El espacio homogéneo G/ H se dice espacio homogéneo de Riemann si M es una variedad
de Riemann tal que la métrica g es invariante para la accién de G sobre G/H dada por
T.(sH) = rsH,V¥r,s € G; es decir, para cada r € G el difeomorfismo T, es una isometria,
o equivalentemente, g(x,,v,) = 9(T.(z,), T, (y,)) para cualesquiera z,y € T,(G/H). Una
métrica con esta propiedad se denomina métrica GG-invariante.

Cuando G/ H, equipado con una métrica invariante por H, admite una descomposicién
Ad(H)-invariante g = m @ b verificando la igualdad

9([2, Ylm, 2) + 9(y, [r, 2]m) = 0,

se dice que es un espacio homogéneo de Riemann naturalmente reductivo. Por otra parte, si
la métrica en G/ H esté inducida por la existencia de un producto interior definido positivo
g en g verificando

g([x>y]>z) = g(x, [y,Z]),

Va,y,z € g, tal que si m = g/h es el complemento ortogonal de b, entonces la descompo-
sicion (g, h) es reductiva, se dice que G/H es un espacio homogéneo de Riemann normal.
Ademas, si dicha métrica resulta ser invariante por la acciéon de G se denomina normal.
Un espacio homogéneo naturalmente reductivo que ademas verifica la propiedad [m, m] C
b se conoce como espacio homogéneo simétrico o, simplemente, espacio simétrico. Los espa-
cios simétricos también se caracterizan por ser aquellos en los que las geodésicas generadas
por un campo de vectores X € X(M) son las mismas que las generadas por el campo —X.
Finalmente, un espacio simétrico tal que la dimensiéon de la mayor subalgebra abeliana es
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uno, es decir, si p C m es una subalgebra tal que [z,y] =0, Vz,y € p, entonces dimp = 1
y se dice que es un espacio simétrico de rango 1.

La clasificacion de los espacios homogéneos pseudo-Riemannianos en dimensiones bajas
ha sido un problema muy estudiado. En el caso Riemanniano, Sekigawa demostro en [77]
que toda variedad Riemanniana homogénea (M, g) de dimensién tres conexa, simplemente
conexa y completa es un espacio simétrico o es isométrica a un grupo de Lie equipado
con una métrica invariante a la izquierda. El resultado analogo en el caso Lorentziano fue
demostrado posteriormente en [19]. Asi, considerando estos dos resultados, se tiene que una
variedad pseudo-Riemanniana homogénea (M, g) de dimension tres conexa, simplemente
conexa y completa es un espacio simétrico o es isométrica a un grupo de Lie de dimension
tres dotado de una métrica invariante a la izquierda.

Cuando la variedad (M, g) tiene dimensién cuatro la situacion es similar. En particular,
Bérard-Bergery demostré que en el caso Riemanniano una variedad homogénea conexa,
simplemente conexa y completa de dimension cuatro es un espacio simétrico o es isométrica
a un grupo de Lie dotado de una métrica Riemanniana invariante a la izquierda (véase [6]).
No obstante, el caso 4-dimensional Lorentziano es diferente, de hecho existen variedades
Lorentzianas homogéneas de dimension cuatro no reductivas (y por tanto no localmente
isométricas a un grupo de Lie) y no localmente simétricas (véase [2I] para méas informacion
sobre la clasificacion de los espacios homogéneos Lorentzianos en dimension cuatro).

1.3. Flujos geométricos

El objetivo de las diferentes ecuaciones de evolucion geométrica es mejorar una métrica
dada a partir del flujo asociado a ciertos objetos geométricos. En esta direccion el flujo
de Ricci (definido por 4¢(t) = —2p(t), donde p(t) denota el tensor de Ricci asociado a la
métrica g(t)) es uno de los ejemplos mas importantes y mas extensamente estudiados en
la literatura ya que, bajo las condiciones adecuadas, evoluciona una métrica inicial a una
nueva con la propiedad de ser Einstein.

No obstante, bajo las condiciones adecuadas, existen ciertas métricas que, en lugar de
evolucionar por la acciéon del flujo, permanecen invariantes. Este es el caso de los solitones
asociados a soluciones autosimilares del flujo. Dichas soluciones desenvuelven un papel cada
vez més importante en el estudio de los diferentes flujos geométricos. En este contexto, por
ejemplo, los solitones de Ricci (definidos por Lxg+p = Ag), siendo soluciones autosimilares
del flujo de Ricci, tienen un papel distinguido. Aunque la mayoria de los trabajos hasta
el momento han sido realizados para el caso Riemanniano, los solitones de Ricci se han
considerado recientemente en el caso Lorentziano en [3], [13] y [71].

De forma mas general, existen otros flujos diferentes al de Ricci de gran interés en el
estudio de diferentes propiedades geométricas. En particular, centraremos nuestra atencion
a lo largo de esta memoria en el estudio del flujo de Yamabe y del flujo de Cotton.

Es importante destacar, ademas, que aunque un flujo dado esté bien planteado en el caso
Riemanniano, no ocurre lo mismo necesariamente en el caso Lorentziano, donde incluso la
existencia en intervalos pequenos de tiempo no esta garantizada en general.
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1.3.1. Flujo de Yamabe

El flujo de Yamabe fue introducido por R. Hamilton al mismo tiempo que el flujo de
Ricci. Dicho flujo deforma la variedad dada evolucionando su métrica mediante la ecuacion

(1.25) < (t) = ~r(0)g(t),

donde 7(t) representa la curvatura escalar de la métrica ¢(t), a una nueva métrica con
curvatura escalar constante dentro de la misma clase conforme. En el caso de dimension
n = 2 el flujo de Yamabe es equivalente al flujo de Ricci. No obstante, en dimension
n > 2 los flujos de Yamabe y de Ricci no coinciden siempre, puesto que el primero de
ellos conserva la clase conforme de la métrica mientras que el flujo de Ricci no lo hace en
general.

Los puntos fijos genuinos del flujo de Yamabe son las métricas con curvatura escalar
nula. No obstante, generalizando este tipo de puntos fijos, estan los puntos fijos geométricos
asociados a soluciones autosimilares del flujo. Una familia 1-paramétrica de métricas g(t)
definida a partir de una métrica inicial mediante homotecias y difeomorfismos, es decir, tal
que

(1.26) g(t) = a(t)p(t)g(0),

donde o(t) es una funcion positiva derivable y 1 (t) : M — M es un familia 1-paramétrica
de difeomorfismos, verificando la Ecuacion ((1.25)) se llama solucion autosimilar.

Si tomamos ¢(¢) una soluciéon autosimilar del flujo de Yamabe y la derivamos con
respecto a t obtenemos la igualdad

(1.27) —7(t)g(t) = o' (t)p(t)"go + o (L)Y ()" (Lx go),

donde gy = ¢(0), X es el campo de vectores dependiente del tiempo tal que X (¢(t)(p)) =

L (¢(t)(p)) para cualquier p € M,y o' = 4,

Puesto que 7(t)g(t) = ¥(t)*7(0)g(0), podemos suprimir los pullbacks en la Ecuacion
(1.27) con lo que obtenemos

(1.28) —7(0)go = o' (t)go + L 90

donde X (t) = o(t)X (). Evaluando en t = 0 y tomando A = —o’(0) e Yy = —X(0) resulta
que la ecuacion se reduce a
7(0)90 = Ago + Ly, go-

Esto demuestra que para cualquier soluciéon autosimilar del flujo de Yamabe existe un
campo de vectores en M verificando

(1.29) Lyg=(T—N)g.
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Reciprocamente, sea X un campo de vectores completo definido en una variedad pseudo-
Riemanniana y denotemos por 1(t) : M — M con ¢(0) = idy la familia de difeomorfismos
generada por X verificando la relacion

C00)p) = T X W),

el cual esta definido para todo t < % si A > 0y para todo t > % si A < 0. Considerando
ahora la familia 1-paramétrica de métricas

g9(t) = (L= A)p(t)"g,

tenemos que

d
SO} = Mg+ (L= MU0 (L 21 o)
= Y)"(=A9 — Lxwn)@)9)-
Ahora bien, si el campo de vectores X verifica la Ecuacion ((1.29)), entonces

%g(t) = —(t)*(rg) = —7(t)g(t),

lo que demuestra que g(t) es una solucion del flujo de Yamabe dado por la Ecuacion ((1.25)).
Una variedad pseudo-Riemannina (M, g) admitiendo un campo de vectores X tal que

(1.30) Lxg=(T—N)g,

donde A es un namero real, se denomina soliton de Yamabe. Ademés, dicho campo de vec-
tores X verificando la Ecuacion se llama campo de vectores soliton (para (M, g)). Un
soliton de Yamabe se dice contractivo, estable o expansivo si admite un campo de vectores
solitén para el cual A > 0, A = 0 0o A < 0, respectivamente. Por otra parte, estas condiciones
no son mutuamente excluyentes, es decir, la variedad pseudo-Riemanniana (M, g) podria
admitir solitones de diferentes naturalezas: contractivos, estables o expansivos. Ademés,
diremos que un soliton de Yamabe es un soliton de Yamabe gradiente si el campo de vec-
tores soliton de Yamabe X es el gradiente de una funciéon potencial ¢ adecuada, X = V.
En tal caso la Ecuacion se reduce a 2Hes, = (7 — A)g. Cuando (M, g) es ademas
homogénea, puesto que en dichas variedades siempre existen campos de vectores Killing,
diremos que un solitéon de Yamabe es no trivial si admite un campo de vectores soliton que
no es Killing. En particular, si la curvatura escalar no es constante entonces el soliton de
Yamabe es necesariamente no trivial. Por otra parte, se tiene que los campos de vectores
homotéticos estan estrechamente relacionados con las soluciones autosimilares del flujo de
Yamabe, especialmente cuando la curvatura escalar es constante, ya que en tal caso, los
campos de vectores homotéticos y los solitones de Yamabe coinciden.

Cabe destacar que la existencia de solitones de Yamabe homogéneos es una condicién
mucho mas restrictiva que la existencia de solitones de Ricci homogéneos (comparar Teo-
remas y con los resultados obtenidos en [13]). No obstante, dichos solitones estan
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relacionados por el hecho de que dos campos de vectores solitones de Ricci se diferencian en
un campo de vectores homotético (véase [3]) y por tanto una variedad homogénea admite

diferentes campos vectoriales solitones de Ricci si y s6lo si admite un campo de vectores
soliton de Yamabe (véase la Observacion [2.12)).

1.3.2. Flujo de Cotton

Como vimos en la Seccion las variedades pseudo-Riemannianas de dimension tres
localmente conformemente llanas estan caracterizadas por el hecho de tener tensor de
Cotton, dado por la Ecuacion (1.14), idénticamente nulo. Remitimos a [7], a [81] y a las
referencias dadas en dichos articulos para conocer mas informacion acerca de la utilidad
de este tensor a la hora de describir la geometria de las variedades de dimension tres.

Puesto que el tensor de Cotton es antisimétrico en las dos primeras componentes po-
demos definir a partir de él las tres 2-formas

1

donde (x!, 22 2%) es un sistema de coordenadas locales de M. Si ademés suponemos que
M tiene la orientacion dada por la forma de volumen v, = +/|g|dz! A dz? A da?, a partir
de estas 2-formas y del operador estrella de Hodge podemos definir tres nuevas 1-formas
como

1 1 1
*Cz‘ = *(§Cnmzdl’n AN dl’m) = §Cnmz * (dl'n A dl'm) = §Cnmi€nmﬁdl’£7

donde €% representa la paridad de la permutacién de los indices {a, b, c} con respecto a
{1,2, 3}. Estas tres 1-formas nos permiten ahora definir el tensor de Cotton de tipo (1,1),

dado en componentes por

1
Cf = §Cnmz enmf’

y por tanto el tensor de tipo (0,2) asociado a él viene dado por

1 nmft
Cij = 5 nmi€  gej-

Finalmente, realizamos el siguiente reescalado siguiendo la construccion de York en [94]

~ 1
(1.31) Cij = —Cnmienmegeja

2/lgl

obteniendo de este modo un tensor de tipo (0,2) invariante por cambios conformes de
métrica y que también llamaremos tensor de Cotton. Dicho tensor es el tnico invariante
conforme en dimensiéon tres. Por lo general diremos simplemente tensor de Cotton sin
especificar el tipo salvo que haya riesgos de confusion. Es importante destacar que por los
pasos seguidos, esta construccion solo es cierta para variedades de dimension tres.
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Haciendo uso de este nuevo tensor de Cotton de tipo (0,2) dado por la Ecuacion ((1.31),
se define en [52] un nuevo flujo geométrico, llamado flujo de Cotton, consistente en una
familia uniparamétrica de métricas en una variedad de dimension tres verificando

d

1.32 e
(1.32) 7Y

(t) =K C’g(t)>
donde Cy;) es el tensor de Cotton de tipo (0,2) correspondiente a la métrica g(t) y & es
una constante real no nula.

Comparandolo con el flujo de Yamabe, el flujo de Cotton tiene en cierto sentido un
comportamiento opuesto a este ya que no preserva la clase conforme de la métrica excepto
en el caso conformemente llano. En particular, los puntos fijos genuinos del flujo de Cotton
son las métricas localmente conformemente llanas. Sin embargo, al igual que ocurre para el
flujo de Yamabe, existen otros puntos fijos geométricos, los correspondientes a los solitones
de Cotton asociados a soluciones autosimilares del flujo.

Por otra parte, al igual que para el flujo de Yamabe, una familia 1-paramétrica de
métricas ¢(t) definida a partir de una métrica inicial mediante homotecias y difeomorfismos
como en la Ecuacién (1.26), donde o(t) es una funcion positiva derivable y ¢ (t) : M — M
es una familia 1-paramétrica de difeomorfismos, verificando la Ecuacion se llama
solucion autosimilar.

Si tomamos ¢(t) una solucion autosimilar del flujo de Cotton y la derivamos con respecto
a t obtenemos la igualdad

(1.33) i Coy = o' (D) (1) g0 + o ()P(1)"(Lx90),

donde go = ¢(0), X es el campo de vectores dependiente del tiempo tal que X (¢(t)(p)) =

%(w(t)(p)) paraNc:ualquier PE M,yo = Cfi_i-

Puesto que Cyuy = ¥(t)*Cy(0), podemos suprimir los pullbacks en la Ecuacion 1'
con lo que obtenemos:

(1.34) K Cyy = 0’ (t)go + o (t) Lx go.
Evaluando en t = 0 y tomando A = # eYy = —@X resulta que esta ecuacion se reduce
a

Cgo = )‘90 - £Y0g07

lo que demuestra que para cualquier soluciéon autosimilar del flujo de Cotton existe un
campo de vectores, Y, en M verificando

(1.35) Lyg+C = )\g.

Reciprocamente, sea X un campo de vectores completo definido en una variedad pseudo-
Riemanniana verificando la Ecuacion (1.35) y consideremos la familia 1-paramétrica de
métricas

g(t) = —r(1 = At)(t)"g,
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donde (t)* representa el pullback de la familia de difeomorfismos ¥ (¢) : M — M, con
¥ (0) = idyy, generada por X y verificando la relacion

1
- X @O ®)),

el cual esté definido: (i) para todo ¢ < + si A > 0y para todo ¢ > + si A < 0 cuando x < 0;
(i) para todo t > § si A > 0y para todo ¢ < 5 si A < 0 cuando x > 0. De este modo
tenemos que

d
o)

d
RGO O G DISONCARNEY)
= &) (A — Lxwoen9)-
Ahora bien, como el campo de vectores X verifica la Ecuacion (1.35)), entonces

d

Eg(t) = mﬂ(t)*é’g = /iég(t),

lo que demuestra que g(t) es una solucién del flujo de Cotton dado por la Ecuacion (1.32)).
Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es un soliton de Cotton si admite un campo
de vectores X tal que

(1.36) Lxg+C = \g,

donde A es un namero real. Un solitéon de Cotton se dice contractivo, estable o expansivo si
A>0,A=00 X\ <0, respectivamente. Puesto que no existe ambigiiedad, llamaremos soli-
ton de Cotton tanto a la variedad pseudo-Riemanniana (M, g) como al campo de vectores
X. Finalmente, diremos que el solitéon de Cotton es gradiente si el campo de vectores X es
el gradiente de una funciéon potencial adecuada ¢, i.e. X = V. En tal caso la Ecuacion
se reduce a 2Hes,, + C = \g.

Los solitones de Cotton estan estrechamente relacionados con los solitones de Ricci y de
Yamabe. En particular, si (M, g) es una variedad homogénea localmente conformemente
llana entonces la clase de los solitones de Cotton coincide con la clase de los solitones de
Yamabe; en cuyo caso diremos que el soliton de Cotton es trivial.

En el caso particular de signatura Riemanniana, cualquier solitén de Cotton compacto
es localmente conformemente llano. No obstante, esto no ocurre en el caso Lorentziano,
el cual es mucho mas rico debido a la existencia de solitones de Cotton compactos no
localmente conformemente llanos (véase [26]). Ademaés, el hecho de que cualquier soliton
de Ricci o de Yamabe homogéneo invariante a la izquierda en un grupo de Lie Riemanniano
de dimension tres es llano, mientras que en signatura Lorentziana existen ejemplos no llanos
(véanse [13] y [28]), motiva el estudio de los solitones de Cotton homogéneos en el caso
Lorentziano.

Finalmente, observemos que cualesquiera dos campos de vectores X; y X5 verificando
la Ecuacion , para dos constantes distintas A\; y Ag respectivamente, difieren en un
campo de vectores homotético ya que

Lx,—x,9 — (M —A2)g = Lx,9— Mg — Lx,g+ Xog = 0.
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Reciprocamente, si a un campo de vectores homotético le sumamos un soliton de Cotton
cualquiera obtenemos un nuevo soliton de Cotton. Como consecuencia, si una variedad de
Riemann admite dos solitones de Cotton distintos (i.e., para constantes A; # \y) entonces es
llana y por tanto trivial. Por otra parte, en el caso Lorentziano homogéneo, de los resultados
obtenidos en el Capitulo 2 se obtiene que la existencia de dos solitones de Cotton distintos
hace que la variedad sea localmente conformemente llana, y por tanto trivial.

1.4. Holonomia y métricas de Walker

Sea v : [a,b] — M una curva diferenciable y v € T',,) M, entonces el transporte paralelo
de v a lo largo de 7y se obtiene resolviendo la ecuacion

Vymu(t) = 0.

Supongamos que 7 es una curva cerrada, es decir, y(a) = v(b) = p € M. La aplica-
cion v(a) — v(b) dada por el transporte paralelo a lo largo de 7 define un isomorfismo
L., :T,M — T,M. El conjunto de todas estas aplicaciones lineales genera el llamado grupo
de holonomia de la conexion. Los grupos de holonomia correspondientes a puntos diferentes
en una variedad conexa son todos isomorfos y, por tanto, podemos suponerlos independien-
tes del punto p considerado. Ademaés, por tratarse de un subgrupo cerrado de GL(T,M)
podemos dotarlo de una estructura de grupo de Lie. Cuando trabajamos con la conexion
de Levi-Civita asociada a una métrica pseudo-Riemanniana, y puesto que el transporte pa-
ralelo se realiza por isometrias, el grupo de holonomia es un subgrupo del grupo ortogonal;
en tal caso diremos que es el grupo de holonomia de la variedad pseudo-Riemanniana.

En el caso de métricas Riemannianas el grupo de holonomia acttia de forma completa-
mente reducible, i.e., el espacio tangente se descompone en subespacios invariantes bajo su
accion en los cuales actiia de forma trivial o irreducible, pero para métricas indefinidas la
situacion es mas sutil. Se dice que el grupo de holonomia actiia de forma indescomponible
si la métrica es degenerada en cualquier subespacio propio invariante. En tal caso también
se dice que la variedad es indescomponible. En el caso especial de variedades de Riemann
la indescomponibilidad es equivalente a la irreducibilidad.

Cabe destacar que el grupo de holonomia del producto de variedades Riemannianas
(dotado con la métrica producto) es el producto de los grupos de holonomia de dichas
variedades (con la representacion correspondiente sobre la suma directa). Ademas, el re-
ciproco es valido en el siguiente sentido: sea M una variedad pseudo-Riemanniana conexa
cuyo espacio tangente en un punto (y por tanto en todo punto) admite una descomposiciéon
ortogonal en suma directa de subespacios no degenerados invariantes bajo la representa-
cion de holonomia, entonces M es localmente isométrica a un producto de variedades
pseudo-Riemannianas correspondientes a los subespacios invariantes. Ademés, el grupo de
holonomia es el producto de los grupos actuando sobre los correspondientes subespacios
invariantes. Una version global de este resultado suponiendo la variedad en cuestiéon cone-
xa y simplemente conexa fue demostrada por G. de Rham en [76] y por H. Wu en [91] en
signatura arbitraria.
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Teorema 1.6. [91] Cualquier variedad pseudo-Riemanniana M completa y simplemente
conexa es isométrica a un producto de variedades pseudo-Riemannianas completas sim-
plemente conexas donde una de ellas puede ser llana y las restantes tienen un grupo de
holonomia que actia de forma indescomponible. Ademds, el grupo de holonomia de (M, g)
es el producto de dichos grupos de holonomia.

En el caso de métricas indefinidas existe la posibilidad de que alguno de los factores
del teorema anterior sea indescomponible, pero no irreducible. Esto significa que la repre-
sentacion de holonomia admite un subespacio invariante propio para el cual la métrica es
degenerada, pero no subespacios invariantes propios no degenerados. Un intento de clasi-
ficar los grupos de holonomia generados por métricas indefinidas ha de proporcionar una
clasificacion de estos grupos de holonomia indescomponibles, no irreducibles. Si el grupo
de holonomia actiia indescomponiblemente, pero no irreduciblemente, sobre un subespacio
degenerado invariante V' C T,M, entonces admite un subespacio invariante totalmente
isotropico S ==V NV

1.4.1. Coordenadas de Walker

En [89] A. G. Walker estudi6 las variedades pseudo-Riemannianas (M, g) dotadas de
una distribuciéon generada por r-planos nulos y paralelos obteniendo una forma canénica
para su métrica en coordenadas adaptadas. Una distribucion © de dimensién r en una
variedad (i.e., una seccion del fibrado de Grassmann Gr,.(T'M)) se dice paralela si Vx® C
® para cualquier campo de vectores X en M, ie., si VxY € ® para todo Y € D y
cualquier X € X(M). Motivado por el trabajo original de Walker se dice que una variedad
pseudo-Riemanniana (M, g) admitiendo una distribucion nula y paralela © es una variedad
de Walker. Las variedades de Walker constituyen la estructura subyacente de multitud
de situaciones pseudo-Riemannianas estrictas que no tienen contrapartida Riemanniana:
variedades indescomponibles pero no irreducibles, hipersuperficies Einstein con operador de
configuracion nilpotente, algunas clases de métricas Osserman no simétricas y variedades
para-Kéahler son ejemplos tipicos. Para obtener mas informacion y ejemplos de variedades
Walker véase [14].

Existen coordenadas candnicas en las cuales se puede escribir las métricas que admiten
distribuciones paralelas de un modo sencillo. Dichas formas canénicas de escribir la métrica
fueron conocidas previamente para distribuciones paralelas no degeneradas. En este caso,
el tensor métrico, expresado en su forma matricial, admite localmente la forma canénica

(9@')-(61 g,),

donde A es una matriz r x 7 simétrica cuyos coeficientes son funciones de (z',...,2") y B
es una matriz (n —r) X (n —r) simétrica cuyos coeficientes son funciones de (z" !, ... 2").
En el caso de distribuciones nulas paralelas tenemos.
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Teorema 1.7. [89] En una variedad pseudo-Riemanniana M de dimension n admitiendo
una distribucion paralela de planos nulos r-dimensionales ® existen coordenadas locales

(... 2" 2" . a™) de modo que el tensor métrico se expresa en forma matricial como
0 0 i,
(g5)=1{ 0 A H [,
id, H' B

donde id, es la matriz identidad de orden r x r y A, B, H son matrices cuyos coeficientes
son funciones de las coordenadas verificando que:

(a) A y B son matrices simétricas de orden (n —2r) x (n —2r) y r X r respectivamente.
H es una matriz de orden (n — 2r) x r y H' representa la matriz traspuesta de H.

(b) Ay H son independientes de las coordenadas (x',... x").

Ademds, la distribucion nula y paralela ® estd generada localmente por los campos de
vectores coordenados {01, ..., 0p}.

Siguiendo la terminologia dada en [89], una distribucion ® se dice estrictamente paralela
si esta localmente generada por vectores ortogonales nulos y paralelos.

Teorema 1.8. [89] En una variedad pseudo-Riemanniana M de dimension n admitien-
do una distribucion de dimension r estrictamente paralela ® existen coordenadas locales
(2t . 2", 2" 2™) de manera que el tensor métrico viene dado por el Teorema

donde B es independiente de las coordenadas (z', ... x").

Observacion 1.9. Es interesante destacar que las coordenadas locales en el Teorema
y [I.8 no son tnicas.

El caso particular de variedades Lorentzianas fue previamente estudiado por Brink-
mann, quien obtuvo el siguiente resultado.

Teorema 1.10. [12] Sea (M, g) una variedad Lorentziana de dimension n con un campo de
vectores nulo y recurrente. Entonces existen coordenadas locales (t,x', ..., 2" 2 y) respecto
a las cuales la métrica g tiene la forma

n—2 n—2
(1.37) g =2dtody+ Zai dz' o dy + Zgij de' o dx? + fdy o dy,

i=1 ij=1
donde “o” denota el producto simétrico dado por & o & = L' @ &€ + 2 ® ') y donde
%gij = % a; = 0. Ademds % =0 st y solo si el campo de vectores recurrente puede ser

reescalado a un campo de vectores paralelo, en cuyo caso las coordenadas pueden escogerse
tal que a; = 0 e incluso tal que f = 0.
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1.4.2. Variedades frente de onda

Las variedades Lorentzianas admitiendo un campo de vectores nulo y paralelo V' son de
especial interés tanto en Fisica como en Matematicas. Siempre que el tensor de Ricci esté
completamente determinado por un campo de vectores nulo y paralelo V, (i.e., p = wV’®V?
para una funcién w y donde V°(-) = ¢(V, -)) y la métrica sea transversalmente llana,
tenemos una variedad frente de onda (véase[I4]).

La forma general de una variedad frente de onda de dimensioén n es la siguiente: el es-
pacio ambiente es R™ (n > 0) con coordenadas (¢, z!,..., 2" 2, y), y la métrica Lorentziana
g esta dada por

n—2
(1.38) Gppw = 2dt 0 dy + dei odr' + H(x',... 2" 2 y)dy o dy,
i=1
donde H(z',...,2" 7% y) es una funcién diferenciable arbitraria llamada usualmente la

funcion potencial de la variedad frente de onda.
Las posibles componentes no nulas de la conexiéon de Levi-Civita de una variedad frente
de onda en la base de los campos de vectores coordenados {0, 0,:,3,} son

1 1 1 —
(139) Vo, = 50uH O, i=1....n=2 Vo0, =50,H0 52@1{ Dy
=1

Esto demuestra que el campo de vectores nulo d; es paralelo. Tomando la notacion 83%%]. =
0,:0,; de ahora en adelante, podemos expresar las posibles componentes no nulas del tensor
curvatura (salvo las simetrias usuales) por

(1.40) R(Oyi, Oy, 043, 0,) = 82

:c:c]

ij=1,...,n—2.

Con lo que obtenemos que la tnica posible componente no nula del tensor de Ricci es

(1.41) p(8,,0,) = ——Z 2, H

y por tanto, el operador de Ricci esta descrito en coordenadas locales como

000 --- 2
(1.42) p=|000 - 0
000 --- 0

Ademés, puesto que el tensor de Ricci esta determinado por la Ecuacion ((1.41)) resulta
que la curvatura escalar T es cero. Asi, una variedad frente de onda es Einstein (y por tanto
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Ricci llana) si y solo si el Laplaciano espacial de la funcién potencial H es idénticamente

n—2
nulo, i.e., p(0y,,0,) = —% A H =0, donde A;H = Y82 . H representa el Laplaciano de
i=1

1 —2
H con respecto a x = (x', ... 2" ?).

La existencia de un plano ® nulo y paralelo en una variedad pseudo-Riemanniana hace
que la curvatura verifique las siguientes relaciones (véase [35]):

(1.43) R(D,D*,-,)=0, R(D,D,-,-)=0 vy R(D-,D"D,-)=0.
Las variedades frente de onda admiten la siguiente caracterizacion geométrica.

Teorema 1.11. [59] Una variedad Lorentziana (M, g) admitiendo una distribucion ® nula
y paralela es localmente isométrica a una variedad frente de onda si y solo si el tensor
curvatura verifica la condicion R(D+,D*,-,-) = 0 y la imagen del operador de Ricci es

~,

totalmente isotropica (i.e., g(p(X),p(X)) = 0 para todo X € X(M)).

Ondas planas

Una clase especial de variedades frente de onda esta formada por las llamadas ondas
planas. A pesar de su simplicidad, las ondas planas son la estructura subyacente de multitud
de situaciones geométricas interesantes.

Una variedad frente de onda cuya funcion potencial H( -, y) define una forma cuadrética
en R"2 se llama onda plana. Es decir, para cualquier onda plana, tenemos que

(1.44) H(z', ..., 2" % y) = Zaij(y)xixj,

ij=1

donde las componentes a;; de la matriz simétrica (n —2) x (n — 2) asociada a dicha forma
cuadratica son funciones arbitrarias.

En [31] se demuestra que si (R™, gppw), donde g,y es una métrica dada por las Ecua-
ciones y (L.44)), es una onda plana, entonces es necesariamente completa.

Observaciéon 1.12. Las variedades frente de onda localmente conformemente llanas estan

dadas por la Ecuacion (|1.38)) con

(1.45) H(z', ... a"? Zxxj—l—Zb )zt + c(y
t,j=1

n—2

Ademaés, bajo un cambio de coordenadas adecuado, la funcion H(z', ..., "2 y) se reduce

a la Ecuacion ((1.44)), y por tanto son ondas planas.
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Espacios simétricos de Cahen-Wallach

Recordemos que la nociéon de irreducibilidad es muy fuerte en el caso de variedades
pseudo-Riemannianas. En realidad, los espacios Lorentzianos simétricos irreducibles son
necesariamente de curvatura seccional constante (véase [16]). Por otra parte, los espacios
Lorentzianos simétricos indescomponibles son irreducibles o los llamados espacios simé-
tricos de Cahen-Wallach, que estan dados de la siguiente manera (véanse [16] y [17]).
Consideremos M = R" con coordenadas como las anteriores y definamos el tensor métrico
por

n—2 n—2
(1.46) Jew = 2dt o dy + dei odz’ + (Zai (352)2) dy o dy,

i=1 =1

para algunas constantes no nulas a;, 1 =1,...,n — 2.
La conexion de Levi-Civita esta determinada por los simbolos de Christoffel no nulos
de la siguiente manera:

n—2
Vayaxi = Vaxi 8y = a; T 815, Vayay = — a; T axi7
i=1
lo que demuestra que las constantes a; deben ser no nulas si la variedad es indescomponible

pero no irreducible. De este modo, las tinicas componentes no nulas del tensor de curvatura
de tipo (0,4) estan dadas por

R(@xi,(‘)y,axi,ﬁy) = —da;, 1= 1, oo — 2.
n—2
Finalmente, el tensor de Ricci verifica p(9,,0,) = — Y a;, siendo los demés términos nulos.
i=1

Variedades Lorentzianas dos-simétricas

Una variedad Lorentziana (M, g) se dice dos-simétrica si la derivada covariante segunda
del tensor curvatura se anula, i.e., V2R = 0. Mientras que en el caso Riemanniano esta
condicién implica la simetria local, en el caso Lorentziano es posible encontrar ejemplos
dos-simétricos no simétricos. La estructura local de estas variedades fue dada de forma
independiente por Alekseevsky y Galaev en [2] y Blanco, Sanchez y Senovilla en [9] demos-
trando que cualquier variedad Lorentziana dos-simétrica no simétrica es una onda plana.

Teorema 1.13. [2],[9] Una wvariedad Lorentziana dos-simétrica no simétrica (M,g) es
localmente isométrica a R™ con métrica

n—2 n—2
g =2dtody + dei odx’ + (Zaij(y)xixj> dy o dy,
i=1 ij=1

donde a;j(y) = oy y + Bij para algunas constantes o, Bi;, donde al menos uno de los
es no nulo.
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n—2
En este caso el tensor de Ricci verifica p(9y,,0,) = — > (ayi y + Bii), siendo el resto de
i=1

los términos nulos.
Ademas, si suponemos que la variedad (M, g) es geodésicamente completa y simple-
mente conexa la caracterizacion anterior es global.

Variedades Lorentzianas conformemente simétricas

Una variedad pseudo-Riemanniana de dimension n > 4 se dice conformemente simétrica
si su tensor de Weyl es paralelo (i.e. VIV = 0). En el caso Riemanniano cualquier varie-
dad conformemente simétrica es localmente conformemente llana o localmente simétrica,
pero en el caso Lorentziano existen ejemplos no triviales, es decir, variedades conforme-
mente simétricas que no son ni localmente conformemente llanas ni localmente simétricas.
Derdzinski y Roter demostraron en [34] que cualquier variedad Lorentziana conformemente
simétrica y no trivial es una onda plana.

Teorema 1.14. [34] Sea (M, g) una variedad Lorentziana no trivial conformemente simé-
trica de dimension n > 4. Entonces es localmente isométrica a R™ con métrica

n—2 n—2
g =2dtody + dei odx’ + (Zaij(y)xixj> dy o dy,
i=1 ij=1
donde a;;(y) = a(y)ou; + Bij para alguna funcion no constante a(y).

n—2
En este caso el tensor de Ricci satisface p(dy,0,) = —>. (a(y)au; + Bi), siendo los
i=1
términos restantes nulos.

Variedades Lorentzianas con curvatura recurrente

Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice recurrente (o con curvatura recu-
rrente) si VR = o ® R para alguna 1-forma o. Mientras que las variedades de Riemann
con curvatura recurrente son localmente simétricas, en el caso de variedades Lorentzianas
existen ejemplos no simétricos.

Las variedades Lorentzianas recurrentes han sido clasificadas por Walker en [90] (véase
también el trabajo de Galaev en [39] para una nomenclatura actual), resultando que las
no simétricas son variedades frente de onda, es decir, su tensor métrico esta dado por la
Ecuacion . Ademas, se corresponden con alguna de las dos familias siguientes.

Tipo I. La funcion que la define satisface H(z',...,2" % y) = H(z',y) donde 02, , H es
no constante. Ademas la tnica posible componente no nula del tensor de Ricci es
p(ay, ay> = —% a§1x1H<$1, y).

n—2

Tipo II. La funciéon que la define estd dada por H(z!,..., 2" 2 y) = a(y) (sz (:v’)2)

i=1

para constantes by,. .. ,b,_o verificando |by| > --+ > |b,_2|, ba # 0, y una funcion a tal
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que a'(y) # 0. En este caso la tnica posible componente no nula del tensor de Ricci

n—2
es p(0,.0,) = ~a(y) T b

Finalmente, observemos que cualquier variedad Lorentziana con curvatura recurrente
de Tipo II es una onda plana y, ademas, es localmente conformemente llana. Por otra parte,
las variedades Lorentzianas recurrentes de Tipo I no son localmente conformemente llanas
si la dimension es mayor a tres.

1.5. Variedades nearly Kahler

Una variedad de Riemann (M, g) de dimension n = 2m equipada con una estructura casi
Hermitica compatible con la métrica, es decir, un endomorfismo J, llamado estructura casi
compleja, del espacio tangente tal que J? = —id y g(JX,JY) = g(X,Y) para cualesquiera
campos de vectors X,Y en M, se dice que es una variedad casi Hermitica. A partir de la
estructura casi compleja J de cualquier variedad casi Hermitica se define su 2-forma de
Kibhler, que denotaremos por w, como w(X,Y) := g(JX,Y). En funciéon de las diferentes
propiedades que puede tener la derivada covariante de la 2-forma de Kéhler, Vw, A. Gray y
L. M. Hervella clasificaron en [46] las variedades casi Hermiticas estableciendo la existencia
de dieciséis clases diferentes, siendo una de las més relevantes la formada por las variedades
nearly Kéhler. Una variedad nearly Kdhler es una variedad casi Hermitica (M, g, J) tal que
la estructura casi compleja J verifica la relacion

(1.47) (VxJ)X =0,

para todo campo de vectores X en M. Ademas, si para todo campo de vectores no nulo
X en M se tiene que (Vx.J) # 0 entonces se dice que (M, g,.J) es una variedad nearly
Kadbhler estricta. Por tanto, una variedad nearly Kéhler estricta puede considerarse como el
opuesto de una variedad Kahler.

La geometria de las variedades nearly Kéhler ha sido muy estudiada en la literatura.
En particular, P. A. Nagy obtiene en [67] una clasificacién de dichas variedades, demos-
trando que toda variedad nearly Kéahler completa y simplemente conexa es un producto
Riemanniano My x My X ... x M;, donde M;, es un variedad Kéahler y cada una de las M;
(t=1,...,t) es una variedad nearly Kéhler irreducible de alguno de estos tipos: variedades
nearly Kéahler estrictas de dimension seis, espacios twistor sobre variedades cuaternionicas
Kahler de curvatura escalar positiva o variedades nearly Kéhler homogéneas. Por otra par-
te, en [66] se demuestra que para el caso completo, una variedad nearly Kéahler estricta
tiene curvatura de Ricci positiva y por tanto es necesariamente compacta y su grupo funda-
mental es finito. Ademaés, puesto que las variedades nearly Kéahler irreducibles, completas,
simplemente conexas y no Kéahlerianas son estrictas, son necesariamente compactas.

La Ecuacion dota a las variedades nearly Kéhler de una gran riqueza de propieda-
des geométricas, algunas de sus identidades mas conocidas se recogen en el siguiente Lema
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Lema 1.15. [44] Sea (M, g, J) una variedad nearly Kdhler. Entonces, dados X €Y campos
de vectores arbitrarios se verifica:

(1) (VxJ)Y + (VyJ)X = 0.

(2) (VyxJ)Y =(VxJ)JY = —-J((VxJ)Y).

(3) g(VxY,X)=g(VxJY, JX).

(4) El campo de vectores (VxJ)Y es ortogonal a X, JX,Y y JY.

(5) 29(Viyx )Y, Z) = — ng g(Vw X, (VyJ)JZ), donde & denota la suma ci-

XY, Z
clica sobre los campos de vectores X,Y,Z en M.

Cuando se estudian las propiedades geométricas de las diferentes clases de variedades
casi Hermiticas, y puesto que el hecho de que la estructura casi compleja J sea paralela,
i.,e. VJ = 0, caracteriza a las variedades Kahler; es frecuente considerar otras conexiones
diferentes a la de Levi-Civita, las llamadas conexiones Hermiticas. Una conexidn Hermitica
V es una conexiéon métrica, Vg = 0, tal que VJ = 0. Cuando se consideran variedades
nearly Kéahler existe una conexiéon Hermitica de especial importancia, la conocida como
conexion Hermitica canonica, definida por

_ 1
(1.48) VxY = VxY = SJ(VxJ)Y.

De la Ecuacion se tiene de forma directa que la torsién de la conexion V esta dada
por la expresion T(X,Y) = —J(VxJ)Y y verifica que VT = 0; es decir, es paralela con
respecto a la conexién Hermitica canénica (véase [5]). Ademas, puesto que £ J(VxJ)Y es
antisimétrico las curvas geodésicas de la conexiéon V coinciden con las curvas geodésicas
de la conexion de Levi-Civita. A su vez, observemos que T = 0 si y s6lo si VJ = 0; es
decir, si y s6lo si M es una variedad Kéhleriana. La conexién V, al igual que cualquier
conexion, se puede extender de forma natural al fibrado de las formas, en cuyo caso es

posible expresarla como
(1.49) Vx =Vx — (Tx).,
con (T'x). = 1/2e; AN Txe;s-, siendo T su torsion.

El tensor curvatura asociado a la conexiéon Hermitica canénica, que denotaremos por
R, esta relacionado con el tensor curvatura Riemanniano por la siguiente igualdad

_ 1
(150> RWXYZ — RWXYZ = §g((VWJ)X, (VyJ)Z)

_ %{g((ij)y, (VxD)Z) = g(Vw)Z, (Vx J)Y)}
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A lo largo de este trabajo centraremos nuestra atencion en las variedades nearly Kéhler
de dimension seis. Como vimos, estas variedades son factores irreducibles en la descom-
posicion de cualquier variedad nearly Kéhler. Por otra parte Butruille demostr6 en [15]
que toda variedad nearly Kéahler homogénea estricta de dimension seis es isométrica a:
CP® = SO(5)/U(2), S* x S* = (SU(2) x SU(2) x SU(2))/SU(2), F*? = SU(3)/S(U(1) x
U(l) x U(1)) y S® = G»/SU(3). No obstante, el problema de existencia de variedades
nearly Kéhler de dimensién seis no homogéneas es un problema abierto.

Una de las principales propiedades geométricas de las variedades nearly Kéhler de
dimension seis estrictas es que son de tipo constante (véase [44]), esto es, verifican la
relacion

(1'51> g(<VXJ>Y7 (VXJ)Y) = a2{g(X7X)g(Yv Y) - g(X> Y)2 - g(JX, Y>2}7

para cualesquiera campos de vectores X,Y en M y para « una constante real no nula.
Polarizando en la Ecuacion (véase [62]) se tiene que

(1.52) g((Vu )X, (Vy])Z) = a*{g(U.Y)g(X, Z) = g(U, Z)g(X,Y)
—g(U.JY)g(X,JZ) + g(U,JZ)g(X, JY)}.

De este modo, y de forma directa a partir de la Ecuacion , se deduce de forma
directa que para una variedad nearly Kahler de tipo constante se verifica la igualdad
(VxJ)o (VxJ)Y = —a?g(X, X)Y, para Y L X, JX. Ademas, la propiedad de ser de tipo
constante también nos permite considerar una J-base adaptada especial {e;}, muy tutil a
la hora de realizar célculos locales, definida del siguiente modo: sean e; y €5 dos campos de
vectores ortogonales cualesquiera y se define ez := a(V,J)es. Con frecuencia esta .J-base
asi construida se normaliza de forma que la constante o tome el valor uno.

Generalmente, en el estudio de las variedades casi Hermiticas resulta de gran utili-
dad considerar el complexificado del espacio tangente, que denotaremos por 7M., y ex-
tender a él la estructura casi compleja, la métrica, las conexiones y, en general, todos
los operadores que se consideran sobre el espacio tangente real. A su vez, dicho espacio
TCM se descompone de forma natural en dos subespacios vectoriales TV°M y TO'M
tales que T°M = TY°M @ T'M y donde T*°M = {V € T°M : JV = iV} y
T9'M = {V € T°M : JV = —iV} = TLOM. Considerando la J-base {e;} de TM
definida anteriormente podemos tomar

(1.53) ¢, =1/V2(e; —iJe;) € TYOM v & =1/v2(e; +iJe;) € TOVM,

bases de TYOM y T%' M respectivamente. De forma analoga, extendiendo los isomorfismos
musicales de forma natural al complexificado del espacio tangente se obtiene una descom-
posicion de A'M tal que A'M = AY°M @ A M vy tal que las 1-formas duales a €; y € son

respectivamente las 1-formas (¢;)” = € y ()’ = ¢ dadas por

(1.54) & =1/V2(el +iJel) e AWM y & = 1/v2(el —iJel) € ACV A,
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siendo €' la 1-forma dual de e; respecto a la métrica g. Esta descomposicion del fibrado
de las 1-formas permite, a su vez, descomponer el fibrado de las k-formas A*M, con k

arbitrario, como AFM = @, _, APIM con AP? = (A" AVOM) A (AT A% M). Asi, por
ejemplo, para el caso de las 2-formas se tiene que

A*M = A"*M @& AY'M @ A% M.

Considerando las bases del complexificado del espacio tangente y del complexificado del
fibrado de las 1-formas dadas por las Ecuaciones (|1.53)) y (1.54) respectivamente, el término
involucrando la torsiéon en la Ecuacion (1.49) se reduce a

1 . )
(Tx)* = 5{6Z A TxﬁiJ : +€z VAN TXgiJ '},

puesto que T(X,Y) € T%'M si X,V € TV'M, T(X,Y) € T'°M si X,V € TO'M
yT(X,)Y)=0si X € T""M e Y € T%'M o viceversa. De este modo resulta que si
X € T'YM entonces el operador (Tx), lleva formas de tipo A®?M en formas de tipo
AP AT mientras que si X € TO'M lleva formas de tipo APD M en formas de tipo
AP=LatD AT En general, la torsion T induce una 3-forma, que también denotaremos por
T, definida por T'(X,Y, Z) = g(T(X,Y), Z) y que es de tipo (3,0) + (0, 3).

Bajo estas consideraciones la diferencial exterior d, que con respecto a una base orto-
normal local {e;} esta dada por la expresion d := ¢’ A V.., se descompone a partir de las

bases dadas en ((1.53) y en ([1.54)) en la suma de cuatro operadores
(1.55) d=N+9+0+N,
definidos como

N : APIM — APT2a71 N = e Ned AT €50
O APIM — APHLY 9= AV, ;
O : APINM — AP 9 =& AV, ;

N : APIM — AP~L02 N = Le8 NG ANTLE L -

(1.56)

]

Dicha descomposicion se conoce como la descomposicion de Hodge de la diferencial exterior.
Ahora bien, aplicando la Ecuacién ((1.55)) en la identidad d*> = 0 y por un razonamiento en
los 6rdenes de las formas imagen se tienen las siguientes relaciones

(1.57) O*+{0,N} = 0*+{0,N} = {0,0} +{N,N} = {0, N} = {N,0} = N* = N? = 0.

De forma analoga, se obtiene la descomposicion de Hodge de la codiferencial exterior,
cuya expresion local es 6 := —e; 1V, respecto a una base ortonormal {e;}, como la suma
también de cuatro operadores

(1.58) §=N*"+09"+ 0"+ N*,



54 1 Preliminares

definidos como

N*: APOM — AP=20 0 N* = LT E) Aejuea-;
O APINM — AP~Le §* = —Ei_lvgi ;
O* : APIM — APt o = —Ei_nﬁei ;

N*: APA)N — APFLO=2 N* .= %(T&Es)b N €. 1€51 -

(1.59)

Aplicando ahora la Ecuacion ((1.58)) a la identidad 6% = 0 se obtiene que

(09)2 4+ {0*, N*} = (0*)2 + {0, N*} = {0*, 0"} + {N*, N*}
= {0 N} = (N0 = (N = (V) = 0.

Existen dos operadores algebraicos, A : APIM — AP=V4=IN v [ APAN — APFLAFLAL
que juegan un papel destacado a la hora de obtener relaciones entre los operadores dados en
las Ecuaciones y (véase [88]). Dichos operadores consisten en la contraccion
y en el producto exterior con la 2-forma de Kéhler respectivamente, i.e., A 1= 7€,
y L := i€ A& A -. Ademas, estos dos operadores estan relacionados con la aplicacion
identidad del espacio AP?M del siguiente modo

A,L] = AL—LA

= deag{ied NEANY—id NE ANiea6-
= nidpre — € Nea - — € N
= (n—p—q)idpra.

Entre algunas de las relaciones que permiten obtener los operadores A y L se encuentran
las conocidas como identidades tipo Kdihler, que relacionan los operadores 0 y 0 de la
descomposicién de Hodge de d con los operadores 0* v 0* de la descomposicion de Hodge
de 9 del siguiente modo

[A, 0] =0, (A, 0] = —i0",

(1.61) _ _
[L,0*] =10, [L,0*] = —i0.

De forma similar, los operadores N y N se relacionan con los operadores N* y N* mediante
A y L del siguiente modo

[A, N] = 2iN*, [A, N] = —2iN*,
(1.62) _ _
[L,N*] = 2iN, [L,N*] = —2iN.

Finalmente, del mismo modo que hemos usado las Ecuaciones ((1.55) y (1.58) para
descomponer las identidades d? = 0 = §2, también las podemos usar para descomponer el
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operador Laplaciano, A = dd + dd, obteniendo la siguiente expresion

(1.63) A= {N,0*} +{N,N*} + {N,N*} + {N, 0"}
+{0,0"} + {0, N*} + {0, N*} + {9,0"}
+{0,0"} + {0, N*} + {0, N*} + {0,0"}
+{N,0*} + {N,N*} + {N,N*} + {N, 0"},

donde {A, B} = AB + BA para cualquiera de estos sumandos. Ademaés, existen numerosas
relaciones entre estos términos (véase [88]), siendo algunas de las més relevantes

{0,N*} ={0", N} = {0, N"} = {N",0} = {N,N"} = {N,N"} =0,
(1.64) {0*,0} = —{N,0*} = —{N*,0},
{0*,0} = —{N*,0} = —{N,0"}.

También es posible demostrar que los términos {9, 9*} y {9, 9*} estan relacionados por
un multiplo de la identidad, pero para ello tenemos que considerar antes el siguiente lema.

Lema 1.16. En una variedad nearly Kdihler de dimension seis estricta se verifica que
(1.65) {0,0} = —{N,N} = —2ia*(p — q)L.

Demostracion. Puesto que por la Ecuacion (1.57) se tiene que {9, 0} = —{N, N} basta
comprobar que {N, N} = 2ia?(p — q) L. Entonces

{N,N} = NN+ NN
1 Ei/\Ej/\Te,G‘J gk/\gl/\Tg €1 +€k/\€l/\Tgk€lJ Gi/\ﬁj/\TG.,E'_I'
4 i) -] k i -]

Ho(T, 6, Tee ) N NENeo- +g(Tra, T, 6, ) NEAN NG - }

—
*
~

= 2 {(5{6] 660 Nl NE A +(00L — o )ENE N NE - )

202(—pet NEN -+ qef NEF A )

= 2ia*(p—q)L,
donde la igualdad (x) se deduce a partir de la Ecuacion (1.52)). O

Por tanto, a partir de este Lema y de la Ecuacion (1.60)) estamos ya en condiciones de
demostrar la relacion entre {9,0*} y {0, 0%}

Lema 1.17. En una variedad nearly Kdahler de dimension seis estricta se verifica la iden-
tidad

(1.66) {0,0°} ={0,0"} +2a*(p — q)(n — p — q)idara.
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Demostracion. Aplicando 0 a derecha e izquierda en la identidad [A, 8] = Ad — OA = i0*
se obtiene

ADD — OND = i0"0,
OND — DON = i00",

donde, sumando ambas expresiones resulta
(1.67) ADD — OND — DOA + OND = i(0*0 + 0I*).
Analogamente, aplicando 0 a la identidad [A, 9] = AD — OA = —id* tenemos que
OND — 00N = —i00*,
{3A8 —AJO = i0%0,
donde restando a la segunda la primera de estas igualdades se obtiene
(1.68) —OAOD + OOA + OND — ADD = i(DD* + 9*0).
Ahora bien, aplicando la Ecuaciéon tenemos

ADD = A{D,0} — A

= —A{N,N} - A90
y _ _ _
00N = {0,0}A — DOA
= —{N,N}A — DOA.
Por tanto
00" + 00 = —i( — OAD + A + DD — ADO)
= —i(—0AD — {N,N}A — 9O\ + OAD + A{N, N} + AdD)
= —i(i(0"0+ 00%) — {N,N}A + A{N,N})
(1.69)

= {070} —i{ —2ia®((p— 1) = (¢ — 1)) LA + 2ia*(p — q)AL}
= {5*7 5} + 20[2(]) - Q>[A7 L]
= {0%,0} +20%(p — q)(n — p — Q)idra.



Capitulo 2

Campos de vectores asociados al flujo
de Yamabe

En la primera seccion de este capitulo analizamos la estructura local de los solitones de
Yamabe gradiente en variedades Lorentzianas. En la seccion [2.2] estudiamos la existencia de
solitones de Yamabe en las variedades pseudo-Riemannianas homogéneas de dimension tres
(recordemos que en general los solitones de Yamabe proporcionan métricas iniciales para
las que el flujo de Yamabe admite una soluciéon autosimilar). Generalmente, la existencia
de determinados solitones geométricos esta estrechamente relacionada con la existencia de
ciertos campos de vectores especiales en la variedad pseudo-Riemanniana considerada. En
particular, se tiene que todo soliton de Ricci es un campo de vectores 1-armoénico (véase
[82]) y que todo solitén de Yamabe con curvatura escalar constante es una colineacion de
Ricci. Debido a este hecho, dedicamos la Seccidon al estudio de la existencia de campos
de vectores 1-armonicos invariantes a la izquierda en los grupos de Lie Lorentzianos de
dimension tres; mientras que en la Seccién analizamos la existencia de colineaciones de
Ricci invariantes a la izquierda en dichos grupos de Lie Lorentzianos.

Los resultados presentados a lo largo de este capitulo se encuentran recogidos en [2§],
[29] y [30].

2.1. Estructura local de los solitones de Yamabe gra-
diente

Un soliton de Yamabe es un triple (M, g, X), donde (M, g) es una variedad pseudo-
Riemanniana y X es un campo de vectores en M verificando

(2.1) Lxg=(T—\)g.

Se dice que el solitén es trivial si X es un campo de vectores de Killing y que es un soliton
gradiente si X es el gradiente de una cierta funcion potencial ¢ : M — R. Se sigue de
la ecuacion anterior que todo soliton de Yamabe es un campo de vectores conforme que
resulta ser homotético si y sélo si la curvatura escalar es constante.

o7
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El estudio de los solitones de Yamabe esta estrechamente relacionado con el estudio de
los campos de vectores conformes. De forma general, la estructura local de las variedades
pseudo-Riemannianas admitiendo campos de vectores conformes gradiente ha sido estudia-
da de forma exhaustiva en la literatura por numerosos autores. Presentamos aqui algunos
de los resultados més destacados, distinguiendo entre los casos isotrépico y no isotrépico.
Ademas, particularizaremos estos resultados al caso de los solitones de Yamabe gradiente.

2.1.1. Caso no isotrépico

Comenzamos considerando el caso de un campo de vectores gradiente V¢ que ademas
supondremos que es un campo de vectores conforme con g(Vy, V) # 0 en un entorno
abierto U de un punto p en (M, g). Distinguimos de esta forma dos situaciones, cuando el
punto p € M es un punto regular y cuando lo es critico. En primer lugar, si p es un punto
regular de Vi en (M, g), Fialkow obtuvo el siguiente resultado en relacién a su estructura
local, en el que muestra que este se corresponde con un producto deformado (warped).

Lema 2.1. [38] Sea (M, g) una variedad Lorentziana. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe una funcion no constante ¢ verificando la igualdad Hes, = og, siendo o una
funcion no constante en un entorno de un punto p tal que g(Vp, V) # 0.

2. Eziste un entorno U de p, una funcion de clase C°, ¢ : (—e,e) — R, con ¢'(t) #0
para todo t € (—e,¢€) y una variedad Lorentziana (N, h) tal que (U, g) es isométrica
al producto warped:

((_5’ 5)7 UdtQ) X! (N> h):

donde n = sign(g(Ve, V) € {£1}.

Por otra parte, el siguiente resultado establece la estructura local de una variedad
Lorentziana admitiendo un campo de vectores conforme gradiente en un entorno de un
punto critico.

Lema 2.2. [51], [56] Sea (M,g) una variedad Lorentziana dotada con una funcién no
constante ¢ con un punto critico p € M y verificando la igualdad Hes, = og, donde
o es una funcion no constante. Entonces ewisten funciones ¢, tales que la métrica en
coordenadas geodésicas polares (r,x) C R x ¥ en un entorno U de p se expresa como

o (r)?
wZ(O)le(x)’

g(r,x) = ndr?® +
conn = gi(x,x), p(r,z) = p,(r), o(r,z) = o,(r) y o,(r) = ne"(r), en particular la métrica
es conformemente llana en un entorno del punto critico.

De este modo, en el caso particular de que el campo de vectores conforme gradiente
considerado sea un soliton de Yamabe gradiente resulta que:
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Teorema 2.3. Sea (M, g) una variedad Lorentziana. Entonces, (M, g) admite un soliton
de Yamabe gradiente no isotropico si y sdlo si (M, g) es localmente isométrica a un producto
warped (—e, €)X, N, donde N es una variedad Lorentziana de dimension n—1 con curvatura
escalar constante.

Demostracion. A partir de los Lemmas y se sigue que si (M, g) admite un soliton
de Yamabe gradiente no isotropico, i.e., Hes, = (7 — A)g, entonces (M, g) es localmente
isométrica a un producto warped de la forma (—&, ) X, N con coordenadas (¢, ). Ademas,
es bien conocido que la curvatura escalar de (—¢,¢) x, N esta dada por

2

(/‘6')277 _ EH”K"

9 n—2 n—2
KT = ™ —

Ahora bien, por los lemas previos la curvatura escalar, 7, ha de depender de forma exclusiva
de la coordenada t y, por tanto, 7y ha de ser constante. O

2.1.2. Caso isotropico

Nos centramos ahora en los solitones de Yamabe gradiente Lorentzianos tales que
9(Vyp, V) = 0 en un conjunto abierto 4 C M. En este caso, usamos el siguiente re-
sultado obtenido por Brinkmann.

Lema 2.4. [I1] Sea (M, g) una variedad Lorentziana de dimension n > 3 admitiendo un
campo de vectores gradiente isotropico no nulo. Resulta entonces que Vi es paralelo, y el
tensor métrico puede expresarse como

g = dudv + g1 (u),
donde Vi = 0, = Vv y la métrica g,(u) no depende de la coordenada v.

En particular, la métrica dada en el Lemma [2.4] es una métrica Walker. De este modo,
particularizando este resultado al caso de los solitones de Yamabe gradiente se sigue:

Teorema 2.5. Sea (M, g) un soliton de Yamabe gradiente isotrdpico Lorentziano. Enton-
ces, (M, g) es localmente isométrico a una métrica Walker de curvatura escalar constante
T.

Demostracion. El resultado se sigue de forma directa del Lemma [2.4] teniendo en cuenta
que si Hes, = (1 — X)g y Vf es paralelo entonces 7 = \. O

2.2. Solitones de Yamabe homogéneos

En esta secciéon estudiamos la existencia de solitones de Yamabe en las variedades
pseudo-Riemannianas homogéneas de dimension tres. Tashiro demostré en [85] que una
variedad Riemanniana completa de dimensiéon n > 2 admite un campo de vectores homo-
tético no Killing si y sélo si es localmente Euclidea, de donde se sigue que todo solitén de



60 2 Campos de vectores asociados al flujo de Yamabe

Yamabe no trivial con curvatura escalar constante es localmente Euclideo. En este capitulo
demostraremos que el caso Lorentziano es mucho més rico. Concretamente, clasificaremos
los solitones de Yamabe homogéneos y los solitones de Yamabe invariantes a la izquierda
definidos en variedades Lorentzianas homogéneas de dimension tres, demostrando que la
clase de los solitones de Yamabe homogéneos es estrictamente mayor que la clase de los
solitones de Yamabe homogéneos invariantes a la izquierda.

Para conseguir este objetivo organizamos la seccion de la siguiente manera. En la Sec-
cién obtenemos una caracterizaciéon geométrica de los solitones de Yamabe no trivia-
les en variedades Lorentzianas homogéneas no llanas de dimensiéon tres, obteniendo como
consecuencia, la no existencia de solitones de Yamabe gradiente no triviales. Ademas, cla-
sificamos los solitones de Yamabe Lorentzianos homogéneos de dimensiéon tres no llanos,
demostrando que todos ellos estan dados por ondas planas homogéneas. Finalmente, en la
Seccion estudiamos la clase de los solitones de Yamabe invariantes a la izquierda.

2.2.1. Caracterizaciéon geométrica de los solitones de Yamabe ho-
mogeéneos

Con el fin de obtener una caracterizacion geométrica de los solitones de Yamabe ho-
mogéneos no triviales de dimension tres recordemos que el operador de Ricci, p, se dice
dos-pasos nilpotente si p? = 0 y ademas puntualmente verifica p # 0.

En el Teorema veremos que una variedad Lorentziana homogénea de dimension
tres no llana es un solitén de Yamabe si y solo si es localmente conformemente llana y su
operador de Ricci es dos-pasos nilpotente. Es obvio que si (M, g) es llana entonces es un
soliton de Yamabe. De forma mas general, analizamos en el siguiente lema la existencia
de solitones de Yamabe en variedades localmente conformemente llanas de dimensiéon tres
con operador de Ricci dos-pasos nilpotente.

Lema 2.6. Sea (M, g) una variedad Lorentziana localmente conformemente llana de di-
mension tres con operador de Riccit dos-pasos nilpotente. Entonces existen coordenadas
U, (t,x,y)) respecto a las cuales la métrica estd dada por

(2.2) g = 2dt ody + dx o dx + F(y)z dy o dy.

Ademdas, (U, g, X) es un soliton de Yamabe si y sdlo si

23) X =0+ O W= 003 (52 -60)) 0+ (5 40,

donde B, v, 0 e Ry F, G:V CR — R son funciones diferenciables verificando
(2.4) Foy)—G"y)=0 y  29F(y) +(B+y)F (y) =0.

Demostracion. Se sigue del trabajo realizado en [49] que toda variedad Lorentziana de
dimension tres localmente conformemente llana con operador de Ricci dos-pasos nilpotente
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es una variedad de Walker estricta. A su vez, en [14] se obtiene que estas variedades han de
tener curvatura recurrente, es decir, VR = w ® R para alguna 1-forma w. Por otra parte,
Walker clasifico en [90] las variedades con curvatura recurrente, obteniendo que aquellas
localmente conformemente llanas pueden expresarse en un sistema local de coordenadas
adaptado (U, (t,x,y)) como

g = 2dt o dy + dx o dx + F(y)z’dy o dy,

donde F : V C R — R es una funcion diferenciable. Ademas, con estas consideraciones se
obtiene por un calculo directo que 7 = 0.

Sea X = (A(t,z,y),B(t,z,y),C(t,z,y)) un campo de vectores diferenciable en Y. Por
un célculo largo pero directo tenemos que la Ecuacion (2.1)) se verifica si y s6lo si el siguiente
sistema de ecuaciones en derivadas parciales se satisface

( F'(y)Cx? + F(y) (2B +z (A +2C,)) x4+ 24, = 0,
]:(y)CtCL’Q + A + At + Cy == O,
)

Fy)Cor? + A, + B, =0,
(2.5) ( !
CtZO,
C,+ B, =0,
| 28, + ) =

La cuarta ecuacion en (2.5) implica que

C(t,x,y) = Ci(z,y),

mientras que la tltima se verifica si y sélo si

A
B(t’xay) = _5‘%‘ + Bl(t7y>

Integrando ahora la segunda ecuacion obtenemos
Alt, z,y) = Az, y) —v(A + (Cr)y (2, ),
y derivando la quinta respecto a t obtenemos (Bj)y(t,y) = 0, de donde

Bi(t,y) = G(y) + tH(y),

para una funcion diferenciable H dependiendo tunicamente de la coordenada y. En este
punto, la quinta ecuacion en (2.5) se reduce a

H(y) + (Cl)x(xa y) = 07

con lo que obtenemos

Ci(z,y) = Ca(y) — 2H(y).
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Derivando la tercera ecuaciéon respecto a t obtenemos que H(y) ha de ser constante, es
decir, H(y) = «, y derivando ahora la primera ecuacion respecto a t y « resulta que a = 0.
De este modo, el campo de vectores X(¢,z,y) = (A(t,z,y), B(t,x,y),C(t,x,y)) esta

dado por

B(t,&?,y) = —%QZ + g<y)7
C(t,l‘,y) :CQ<y)7

y la informacion dada por la Ecuacion ([2.5)) se reduce a

26) { (2F (y)Ch(y) +Caly) F'(y)) 2+ 2F (4)G(y)x+2( A1 )u(z, y) —21C (y) = 0,
| G'(y) + (Al y) = 0.
Ahora bien, la segunda ecuacion en implica que
Ai(z,y) = As(y) — 2G'(y),

donde derivando la primera ecuaciéon respecto a t proporciona C)(y) = 0, y asi

Ca(y) = B+ vy.

De este modo el sistema de ecuaciones en derivadas parciales dado por (2.5 se reduce a
la primera ecuacion en (2.6), que puede ser vista como una ecuacion cuadratica en = dada
por

(2.7) (29 F(y) + (B+ ) F () 2> + 2(F(y)G(y) — G"(y)) = + 2A5(y) = 0.

Por tanto A,(y) ha de ser una funcion constante, es decir, Az(y) = d, con lo que podemos
concluir que X es un campo de vectores soliton de Yamabe en (U, g) si y solo si

A
X = ~a0) + (-4 Nt = 50— (57600 ) 0.+ (5 + 3000,
donde F(y)G(y) — G"(y) = 0y 29F(y) + (B + vy)F'(y) = 0; con lo que se concluye la
demostracion. ]

Las Ecuaciones y dadas en el Lema implican que los campos de vectores
solitén no Killing X pueden elegirse de tal forma que los solitones de Yamabe no triviales
sean contractivos o expansivos puesto que podemos tomar A tanto positivo como negativo.
No obstante, nunca los podemos tomar estables ya que la curvatura escalar es cero. Ademas,
por un célculo directo tenemos que un campo vectorial soliton no Killing determinado por
las Ecuaciones y puede ser luminoso o no luminoso. Ademas, esta causalidad
del campo de vectores X puede variar punto a punto.

Por otra parte, la existencia de solitones gradiente es més restrictiva. De hecho, todos
ellos han de ser triviales en el caso localmente conformemente con operador de Ricci dos
pasos nilpotente.
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Corolario 2.7. Sea (M, g) una variedad Lorentziana de dimension tres. Si (M, g) es lo-
calmente conformemente llana y su operador de Ricci es dos-pasos nilpotente entonces no
es un soliton de Yamabe gradiente no trivial.

Demostracion. Al igual que en la demostracion del Lema [2.6] podemos elegir un sistema
de coordenadas adaptado (U, (t,x,y)) tal que

g = 2dt o dy + dx o dx + F(y)z dy o dy,

para una cierta funciéon diferenciable F : V. C R — R. De este modo, para una funcién
¢ : U — R se obtiene que

Vo = (0, — B F(y) )0 + 020, + 010,

Si V¢ es un campo de vectores soliton gradiente no Killing entonces necesariamente es de
la forma determinada por las Ecuaciones (2.3)) y (2.4). En particular

o = B+y,

0s = Gy) — 3,

(py — 2 F(y)e) = =7 — A,
(0y — 2 F(Y)t)ez = 0.

La primera y la segunda ecuacion en (2.8)) implican que la funciéon ¢ es de la forma

(2.8)

p(t,z,y) = =32 + G(y)z + (B + )t + P(y),

y por tanto la tercera y la cuarta ecuacion en ([2.8)) se transforman en

y=—7— A (vy + B)F(y) = 0.

De este modo, como F(y) es idénticamente nula si y solo si la variedad es llana, obtenemos

a partir de la ultima ecuacion que A = —2v = 0, lo que demuestra que todo soliton
de Yamabe gradiente no trivial tendria que ser estable, lo cual como hemos visto no es
posible. u

Analizamos ahora la caracterizacién geométrica de los solitones de Yamabe homogéneos
no triviales.

Teorema 2.8. Una variedad Lorentziana homogénea (M, g), conexa, no llana y simple-
mente conexa de dimension tres es un soliton de Yamabe no trivial si y solo si es localmente
conformemente llana y su operador de Ricci es dos-pasos nilpotente.

Demostracion. Sea (M, g, X) un soliton de Yamabe no trivial (i.e. Lxg # 0) y fijemos
un punto p € M. Puesto que M es homogéneo, podemos elegir una base de campos de
vectores Killing y tomar Y una combinacion lineal de ellos tal que Y (p) = X(p). De este
modo, £ := X — Y es un campo de vectores homotético (i.e., L¢g = ¢g, con ¢ constante)
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anulandose en p € M. Observemos que £ es propio (i.e., la constante ¢ es no nula) y por
tanto se sigue de [48] que todos los autovalores del operador de Ricci en p son cero. A
su vez, también se sigue de [48] que el tensor de Cotton es cero o el tensor de Ricci se
anula en p. Asi, considerando la homogeneidad de la variedad y que es no llana, se sigue
que (M, g) es localmente conformemente llana con operador de Ricci nilpotente. Ademaés,
puesto que M es homogénea, ha de ser localmente simétrica o un grupo de Lie, con lo
que en cualquiera de estos dos casos si el operador de Ricci es nilpotente entonces ha de
ser dos pasos nilpotente (véase [I4] para el caso localmente simétrico y [25] para el caso
homogéneo no simétrico).

Para demostrar el reciproco es suficiente con hacer uso del Lema [2.6| para construir cam-
pos vectoriales solitéon no Killing. Para ello tomamos simplemente 8 =~ =0y G(y) = 0 en
las Ecuaciones y . Finalmente, estos campos vectoriales soliton no Killing pueden
extenderse de forma global en M en el caso homogéneo usando el resultado demostrado en
[47]. O

Observacion 2.9. Una variedad Lorentziana se dice semi-simétrica si su tensor curvatura
en cada punto coincide con el correspondiente a un espacio simétrico (pero siendo posible
que varie de punto a punto). Equivalentemente, R(X,Y) o R = 0, donde R(X,Y) actua
como derivacion sobre R. En [41] se demuestra que una variedad Lorentziana de dimension
tres es semi-simétrica si y solo si el operador de Ricci es o bien dos-pasos nilpotente o bien
p = diag[a, o, 0]. Por tanto, como consecuencia del Teorema todos los solitones de
Yamabe Lorentzianos homogéneos no triviales en dimension tres son semi-simétricos.

Ahora bien, recordemos que una variedad de Lorentz de dimension tres cuyo tensor
métrico estd dado por la Ecuacion ([2.2), es decir

g = 2dt o dy + dx o dx + F(y)z’dy o dy,

es una onda plana. En el caso homogéneo, estas métricas han sido investigadas por Blau
y O’Loughlin (véase [10]), obteniendo que una onda plana homogénea de dimension tres
es simétrica, y en tal caso un espacio simétrico de Cahen-Wallach (siempre que M sea
completa y simplemente conexa), o bien la métrica esta determinada por la funcion F(y) =
y% para alguna constante x no nula. Ademas, las métricas de esta segunda familia nunca
son geodésicamente completas (véase [10]).

En general, los espacios Lorentzianos localmente simétricos de dimension tres se co-
rresponden con una de las siguientes clases: (i) espacios de curvatura seccional constante,
(77) productos de un intervalo real y una superficie con curvatura de Gauss constante,
e (i1i) espacios de Cahen-Wallach. En los casos (i) e (ii) la existencia de un campo de
vectores soliton implica que la variedad es llana. Por tanto analizaremos el caso de los
espacios Cahen-Wallach. Una métrica Cahen-Wallach se corresponde a la Ecuacion ([2.2)
para F(y) = k # 0 donde, en este caso, el sistema de coordenadas (¢, x,y) puede conside-

rarse en toda la variedad. Teniendo en cuenta esto, es posible determinar completamente
los campos de vectores soliton dados por las Ecuaciones (2.3) y (2.4) en el Lema [2.6| En
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particular, v =0y

) §1eVVE 4 e YVE si k>0,
y =
01 cos (y\/—li) + d3 sen (y\/—/i) si k<0,

siendo d; una constante real. Lo que demuestra la existencia de campos de vectores soliton
no Killing. Observemos que los campos de vectores solitén no Killing pueden tomarse de tal
forma que el solitén de Yamabe no trivial resultante sea contractivo o expansivo. Ademés,
por un calculo directo se tiene que en un espacio de Cahen-Wallach un campo de vectores
solitén no Killing es necesariamente no luminoso.

Como consecuencia tenemos la siguiente clasificacion.

Teorema 2.10. Una variedad Lorentziana homogénea no llana de dimension tres es un
soliton de Yamabe no trivial si y solo si es localmente isométrica a uno de los siguientes
espacios:

(i) Un espacio simétrico de Cahen-Wallach, i.e., el espacio Euclideo R3 con coordenadas
(t,x,y) y tensor métrico

g = 2dtody + dx o dx + kazdy o dy,
donde K es una constante arbitraria no nula.

(ii) Una onda plana homogénea mo simétrica, i.e., un conjunto abierto, U C R® con
coordenadas (t,x,y) y tensor métrico

g:2dtody+dxodx+£2x2dyody,
Y

donde K es una constante arbitraria no nula.

2.2.2. Solitones de Yamabe invariantes a la izquierda en grupos
de Lie

Como es bien conocido, cualquier variedad Lorentziana homogénea, completa, conexa
y simplemente conexa de dimension tres es isométrica a un espacio localmente simétrico
o a un grupo de Lie de dimension tres equipado con una métrica de Lorentz invariante a
la izquierda (véase [19]). En este ultimo caso, si existe un campo de vectores soliton X
invariante a la izquierda diremos que el grupo de Lie es un soliton de Yamabe invariante a
la izquierda y que el campo de vectores X es un campo de vectores soliton invariante a la
1zquierda.

En el siguiente teorema analizamos de una forma directa el caso especial en el que el
campo de vectores soliton estd dado por un campo de vectores invariante a la izquierda.
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Teorema 2.11. Un grupo de Lie Lorentziano no llano de dimension tres es un soliton de
Yamabe no trivial invariante a la izquierda si y solo si es localmente isométrico a un grupo
de Lie no unimodular de Tipo 1V.3, i.e., con dlgebra de Lie dada por

le1,e0] =0, le1, e3] = 561 + Pes, 2, €3] = dea;

respecto a una base pseudo-ortonormal {e1, ea, €3} tal que

0 O
0

donde 0 # 0. En particular, dicho soliton es no simétrico.

Demostracion. En [25] se demuestra que un grupo de Lie Lorentziano no llano de dimension
tres tiene operador de Ricci dos pasos nilpotente si y solo si se corresponde a uno de los
siguientes espacios:

(a) Un grupo de Lie unimodular de Tipo II, i.e., con élgebra de Lie dada por

le1, e2] = %62 — (8- %)63, ler,es) = = (B + %)62 — 1637 le2, €3] = 0;

2
respecto a una base ortonormal {ej, s, €3} de signatura (+ + —) y donde 3 # 0.

(b) Un grupo de Lie unimodular de Tipo III con a = 0, i.e., cuya algebra de Lie esta
dada por

1 1 1
le1, €9] = —Eel, le1, €3] = —Eel, lea, €3] = E(Gg —e3);

respecto a una base ortonormal {ej, es, €3} de signatura (+ + —).
(¢) Un grupo unimodular de Tipo IV.3, i.e., con algebra de Lie dada por
e1,e2] =0, [e1, €3] = aey + Bey, [e2, e3] = deg;
respecto a una base pseudo-ortonormal {eq, ey, e3} tal que

0 O
0

donde a + 6§ # 0y a(a—§) #0.
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Por otra parte, tnicamente los casos (b) y (¢) son localmente conformemente llanos (véase
[18]). Asi, por el Teoremal[2.8] solo necesitamos analizar la existencia de campos de vectores
soliton invariantes a la izquierda en esos dos casos. Comenzamos dicho analisis por los
grupos de Lie unimodulares del Tipo III con o = 0. Si consideramos un campo de vectores
invariante a la izquierda, X = &1eq + 69 + E3e3, la Ecuacion (2.1f) se reduce a

—V2€ — V285 + A \w/—% 571

2
iy S
53\;562 _\/§§2 A

Lxg+ Ag=

Slmglm
[} )

Por tanto, la existencia de un campo de vectores soliton invariante a la izquierda implica
que & = &. De este modo obtenemos que v/2& + A = —2v/2& + XA = 0, lo que demuestra
que & = 0y, por tanto, que A = 0. Resulta entonces que en este caso el solitéon es trivial.

Consideramos ahora el caso de un grupo de Lie no unimodular de Tipo IV.3 con v =0
y a(a—0) #0. Sea X = &1 + &ea + E3e3 un campo de vectores invariante a la izquierda.
Por un célculo directo tenemos que la Ecuacion (2.1f) se reduce a

26300 + A 0 —&1a— &0
=S — &P =0 — X 268 + 2620

Supongamos, ademés, que X es un campo de vectores soliton. Si &3 = 0 o = 0 entonces
A =0y el soliton seria trivial. Asi, necesariamente £39 # 0, lo que implica que a = g £ 0.
Para esta eleccion de a tenemos

€30 + A 0 —8 &
Lxg+ g = 0 0 —£36 — A
—80 LB 66— N 268+ 260

Por tanto, X es un campo de vectores soliton invariante a la izquierda si y solo si
. 2

¥ fl(el—geg—%eg) sif#0 (con)\:%g ),

&3e3 sif=0 (con A= —&0).

De este modo, se concluye la existencia de un solitéon de Yamabe invariante a la izquierda
no trivial siempre que § # 0. Ademas, estos solitones nunca son simétricos (véase [25]). O

Los campos de vectores soliton invariantes a la izquierda no Killing determinados en
el Teorema [2.11] son siempre campos de vectores luminosos. Ademas la constante \ puede
ser elegida positiva o negativa y por tanto los correspondientes solitones de Yamabe no
triviales invariantes a la izquierda pueden ser contractivos o expansivos. Sin embargo,
dichos solitones de Yamabe invariantes a la izquierda no triviales no pueden ser estables
ya que la curvatura escalar es cero.

Por otra parte, también se obtiene que la clase de los solitones de Yamabe es estric-
tamente mayor que la clase de los solitones de Yamabe invariantes a la izquierda. En
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particular, en la demostracion del Teorema se observa que las ondas planas homogé-
neas con métricas no geodésicamente completas se dan en los grupos de Lie unimodulares
de Tipo III con @ = 0 o en los grupos de Lie no unimodulares de Tipo IV.3 con v = 0
y a(a — 0) # 0, al ser ambos localmente conformemente llanos con operador de Ricci
dos-pasos nilpotente; mientras que los solitones de Yamabe invariantes a la izquierda no
existen en el primero de los casos.

Observacion 2.12. Un campo de vectores X se dice un campo de vectores soliton de Ricci
siy solo si Lxg+ p = Ag. Ademas, en funcion del signo de la constante A, se dice que
(M, g, X) es un soliton de Ricci contractivo, estable o expansivo si A > 0, A =00 A <0,
respectivamente. Los solitones de Ricci se dicen solitones de Ricci gradientes si el campo
de vectores soliton de Ricci es el gradiente de una cierta funcién potencial, X = V.

Los solitones de Ricci invariantes a la izquierda en grupos de Lie Lorentzianos de di-
mension tres han sido investigados en [13], demostrando que cualquiera de estos grupos de
Lie se corresponde con uno de los siguientes

(a) Un grupo de Lie unimodular de Tipo II, i.e., con algebra de Lie dada por
[e1, €2 = 362 —(B- %)63, le1, €3] = —(B+ %)62 - %63, [e2, €3] = aey;
respecto a una base ortonormal {ej, e, €3} de signatura (+ + —) y donde, ademas,

a=0A=0),0a=8+#00\=-2)

(b) Un grupo de Lie unimodular de Tipo III, i.e., cuya algebra de Lie esta dada por:

1 1 1
le1,€0] = ——=e1 —aes, [e1,e3) = ——=e1 — ey, [ez, €3] = aer + —

1
\/5 \/§ \/562 - ﬁes;

respecto a una base ortonormal {eq, es, e3} de signatura (++ —) y donde, ademas, «

puede tomar cualquier valor (A = —<-).

(¢) Un grupo de Lie no unimodular de Tipo IV.3, i.e., con algebra de Lie dada por
[e1,e9] =0, [e1, €3] = aey + Bes, [ea, €3] = dey;

respecto a una base pseudo-ortonormal {eq, ey, e3} tal que

1 0 0
9(7): 0 0 —1 )
0 -1 0

donde av+ § # 0 (para cualquier valor de ).

Mientras que los solitones de Ricci correspondientes a los casos (a) y (b) son expansivos
o estables, dependiendo de las constantes de estructura del algebra de Lie, los solitones
de Ricci en el caso (c) pueden ser expansivos, estables o contractivos para las mismas
constantes de estructura. Cabe destacar aqui que este fendmeno se debe a la existencia de
campos de vectores solitones de Yamabe invariantes a la izquierda en el caso (c), puesto
que dos campos de vectores solitones de Ricci se diferencian en un campo de vectores
homotético.
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2.3. Campos de vectores l-armoénicos

Un campo de vectores X sobre una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) de dimension
n determina una seccién del fibrado tangente y, por tanto, parece natural estudiar los
campos de vectores desde el punto de vista de las correspondientes aplicaciones X : M —
TM. Los campos de vectores armoénicos y minimales han sido estudiados en la literatura
considerando el levantamiento de Sasaki de g como la métrica inducida en T'M (véanse [1],
[20] y las referencias en ellos explicitadas). Sin embargo, cuando se estudian problemas de
armonicidad es también importante dotar a T'M con el levantamiento completo ¢¢ de la
métrica, la cual tiene signatura neutra (n,n) (véanse [4], [42], [54], [74] y [87]).

Sean (M,g) y (N,h) variedades pseudo-Riemannianas de dimensiones n y r, cuyas
correspondientes conexiones de Levi-Civita denotaremos por VM y V¥ respectivamente.
Una aplicacion C* entre dichas variedades, ¢ : (M, g) — (N, h), define un fibrado vectorial
¢*I'N — T'M, con proyeccion m : ¢*T'N — M. Las secciones de ¢*T'N, denotadas por
[(¢p*TN), son llamadas campos de vectores a lo largo de ¢. Existe una tnica conexion lineal
#*V¥ inducida por ¢ en ¢*T' N, definida para todo p € M, X € I'(TM) e Y’ € I'(TN)
por

(6" V¥)x (Y0 9)(p) = (Vayx)Y') 0 0(0) = Vg, xm (Y (9(0)).
Denotaremos por V' la conexion inducida de forma natural en el producto tensorial T*M ®
¢*(T'N) por la conexion VM en T*M y la conexion ¢*V¥ en ¢*T'N. Asi, la segunda forma
fundamental de ¢ esta dada por

V'(dp)x(Y) = (¢"VY)x(dp(Y)) — (do)(VXY),
y la seccion de ¢p*T'N definida como

7(¢) = tre(V'(d9)),

se llama campo de tension de ¢. Se dice que ¢ es una aplicacion armdnica si 7(¢p) =0,y
totalmente geodésica si V'(dg) = 0.

Sean (U, (x',...,2™)) y (V,(y',...,y")) abiertos coordenados de M y N, respectiva-
mente, tal que ¢(U) C V. Localmente, la aplicacion ¢ tiene la siguiente representacion,
y* = ¢(z',...,2"). Entonces la segunda forma fundamental de ¢ en p € U puede ser
expresada localmente por

V'(do) = (V'(d9))§;da’ @ da’ @ 9,
parai,j,k=1,...,nya,b,c=1,...,r; donde

2 4a a b c
(V(9))55) = 5o~ () ~ () 5 ) +* T (o) (S ()

(p))-

7

Finalmente, respecto a la base usual dz’ ® 0, de la fibra T*M ® ¢*T'N en p € M, se tiene
la siguiente expresion

7(¢) = 7(9)"0a = 9" (V'(d9))7;0 € (¢"TN)y,
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donde nuevamente 7,5 =1,...,nya=1,...,r

Un campo de vectores X se dice armonico Killing si su flujo integral esta constituido por
difeomorfismos locales armoénicos. Ademas, dichos campos de vectores verifican el siguiente
resultado

Teorema 2.13. [37], [86] Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana de dimension n
y X un campo de vectores en M. Si X es armonico Killing entonces se verifica que para
todop e M

i(ﬁxv)(Yj,Yj) =0,

siendo {Y;};=1,.n una referencia ortonormal arbitraria en T, M.

Por los resultados obtenidos en [86] se tiene que esta condicién es necesaria pero no
suficiente, es decir, existen campos de vectores verificando que 37 (LxV)(Y},Y;) = 0
pero que no son campos de vectores armoénico Killing. Este hecho llevo a los autores a
introducir el concepto de campo de vectores 1-armoénico. Se dice que un campo de vectores
X es 1-armonico o 1-armonico-Killing si el grupo 1-paramétrico local de transformaciones
asociado a X, {¢; }er, verifica

dr(¢r)

dt =0

es decir, la parte lineal de su campo de tensiéon se anula. Para esta nueva clase de campos
de vectores se verifica el siguiente Teorema

=0

Teorema 2.14. [86] En una variedad pseudo-Riemanniana (M,g) son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(1) X es un campo de vectores 1-armdnico,

(17) tr LxV =0,

(131) X : (M,g) — (T'M, g°) es una aplicacion armdnica,

(tv) X es un campo de vectores de Jacobi a lo largo de la identidad.
(v) AX = 5(X)

El propoésito de esta seccion es determinar todos los campos de vectores 1-armoénicos
invariantes a la izquierda sobre los grupos de Lie de dimension tres. De forma obvia los cam-
pos de vectores afin Killing (y por tanto los campos de vectores Killing) son 1-armoénicos, y
por tanto haremos énfasis en la existencia de aquellos campos de vectores 1-armoénicos que
no sean afin Killing. La motivacién para realizar este estudio proviene del hecho de que
todo soliton de Ricci es un campo de vectores 1-armonico, segtn se ha probado en [82].

Para realizar este estudio, analizamos la existencia de campos de vectores invariantes a
la izquierda Killing, afin Killing y 1-armoénicos sobre grupos de Lie Lorentzianos unimodu-
lares en la Seccion [2.3.1] mientras que el caso Lorentziano no unimodular es considerado en
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la Seccion [2.3.2 En cada caso determinamos los correspondientes subespacios vectoriales
de los campos de vectores invariantes a la izquierda Killing, afin Killing y 1-armoénicos.
Finalmente en la Seccién [2.3.3] analizamos el caso Riemanniano, omitiendo los detalles
puesto que los resultados se obtienen esencialmente siguiendo los mismos pasos que en las
Secciones y 2:3.2 Ademas, en la Seccion también se demuestra que la clase de
campos de vectores 1-armonicos invariantes a la izquierda es estrictamente mas grande que
la clase de los solitones de Ricci Lorentzianos.

En lo que sigue denotaremos por Vi, Vax vy V4 los espacios vectoriales generados por
los campos de vectores invariantes a la izquierda Killing, afin Killing y 1-armoénicos en un
grupo de Lie respectivamente.

2.3.1. Caso unimodular

Sea GG un grupo de Lie dotado con una métrica g pseudo-Riemanniana invariante a la
izquierda. Aunque cualquier campo de vectores invariante a la derecha en GG es un campo
de vectores Killing, la existencia de campos de vectores Killing invariantes a la izquierda
impone algunas restricciones a (G, g). En esta seccion consideraremos la existencia de
campos de vectores Killing, afin Killing y 1-armoénicos invariantes a la izquierda en los
grupos de Lie Lorentzianos unimodulares de dimensién tres cuyas correspondientes algebras
de Lie fueron introducidas en la Seccion [L2.1

i) Tipo Ia

Un é&lgebra de Lie g de Tipo la viene dada respecto a una base ortonormal {ey, s, €3}
de signatura (4 + —) por

le1, e2] = —7es, [e1, e3] = —Bes, [ea, €3] = ae;.

De este modo, la conexiéon de Levi-Civita esta determinada por
3 2 1 3 1 1 2 1 1
CI)12:(I)13:§(0‘_5—7): @21:@2325(04_54_7)7 ©31:—@32:§(a+ﬁ—7);

donde las CIij estan definidas como Ve; = DF ey

j
Estas expresiones nos permiten calcular para un campo de vectores invariante a la
izquierda & = ) §;e;, los términos no nulos en la derivada de Lie de la métrica L¢g, que

vienen dados por

(2.9)  (Leghz = (a = B)&s, (Leghs = (v — @), (Leg)as = (B —7)&,
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asi como determinar también la derivada de Lie de la conexion de Levi-Civita

(LeV)n = v(v — @)&aea — Bla — B)&ses,
(LeV)22 = —7(B —7)&ier + ala — B)&es,

(2.10) (LeV)az = —B(B — 7)&ier + a(y — a)&es,
(LeV)io = 5(a = 7)(a = B +7)er — 5(6 = 7)(a = 5= 7)éies,
(LeV)iz = —5(a = B)(a+ B —7)&er + 5(8 — ) (@ — B —7)&ies,
(LeV)as = 5( = B) (a4 B — 7)&ea — 5(a — 7)(a — B+ 7)&ses.

A continuaciéon determinamos los campos de Killing, afin Killing y 1-armoénicos invarian-
tes a la izquierda en este primer caso.

Lema 2.15. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo Ia admite campos de vectores
de Killing invariantes a la izquierda y no cero si y solo si se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a=B=7 0 (Da=B+7v 0 (i)f=v#a 0 (va=r#p
Ademds, en estos casos, tenemos respectivamente que:
(i) Vic = (eq, €9, €3). (i) Vi = (e3). (iil) Vi = (e1). (iv) Vi = (eq).

(Con el fin de fijar la notacion, observemos que por ejemplo “Vic = (e3)” significa que Vi
estd generado por es).

Demostracion. Haciendo uso de la Ecuacion ([2.9)), la condicion Killing para & = (&1, &2, &3)
esta caracterizada por

(=P =0,  (v—a)fe=0  (B-78& =0,
con lo que el resultado se sigue de forma directa. ]

Teorema 2.16. Un campo de vectores invariante a la izquierda en un grupo de Lie Loren-
tziano unimodular de Tipo la es 1-armonico si y solo si es de Killing.

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda £ = (£1,&,&3), la

Ecuacion implica que
tr LeV = (8 —7)*6ier + (a — 7)*Ees + (o — B)*Ezes.
Por tanto & es 1-armoénico si y sélo si
(B=m& =(a=7)&=(a—p)& =0,
y asi € es de Killing (véase Ecuacion (12.9). O
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ii) Tipo Ib
Recordemos que un &lgebra de Lie g de Tipo Ib esta determinada respecto a una base
ortonormal {ey, e, e3} de signatura (+ + —) por

[e1, e2] = Bea — ves, le1, e3] = —vea — Pes, €2, €3] = aey;
con 8 #0.Y, por tanto, la conexion de Levi-Civita esta determinada por

of, = 0f; = %(04 - 2v), D} = —Pyy = —0F) = — P33 = —f,

(I)%l = @§3 = CI)§1 = _CI)zlﬁ = %7

y por un calculo directo se demuestra que la derivada de Lie de la conexion de Levi-Civita
estd determinada por

(LeVn = (=82 + (e —7))& — Bla —27)&) e
+ (Bla = 27)6 — (B2 + (o — 7))&) es,
(LeV)22 = —28%61e1 — B(BE + (a = 7)&3)en
+ (876 + (o + % — ay)&) es,
(2.11) (LeV)ss = 28%¢ier — (o + B2 — 7)€ — B783) €2
— B((a = 7)& — BE)es,
(EgV)u = % ((042 +24° )62 + Bla —27)83) e1 — Bla — 27)& es,
(LeV)is = 5 (Bla = 27)& — (o +28° — ay)&) 1 + Bla — 29)&ies,
(LeV)az = 2B761e1 + %a(ﬁfz + (@ —7)&)es — %a((a — )& — BEs)es.
De este modo tenemos:

Teorema 2.17. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo Ib no admite ningin
campo de vectores 1-armonico invariante a la 1zquierda y distinto de cero.

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda £ = (£1,&,&3), la

Ecuacion (2.11)) implica que

tr LeV = =456 er + (((a = 7)* = 8)& — 2B(c — 7)&s) e2
+(28(a = 7)& + (0 = 7)* = B)8s) es.
Por tanto £ es 1-armoénico si y sélo si
3261 =0,
((a =) = B)& — 2B8(a —7)&3 = 0,
26(a = 7)& + (0 = 7)* = )& = 0,

y como 3 # 0 se sigue que este sistema homogéneo de ecuaciones lineales en (£, &y, &3)
tiene como soluciéon tnicamente la solucién trivial. O]
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iii) Tipo II
Un &lgebra de Lie g de Tipo II viene dada respecto a una base ortonormal {ey, ez, 3}

de signatura (+ + —) por las siguientes constantes de estructura

1 1 1

[61762] = 562 - (5 - 5)63, [61763] = —(5 + %)62 - 563, [62,63] = «eq.

En este caso, la conexion de Levi-Civita esta determinada por

‘1):1)’2 = @%3 = %(a —2f), (I)%l = _q)%z = _q)gl = —<I>:1,)3 = —%,
(I)%l :(1%3:%(0‘—1)7 q’§1:_¢§2:%(a+1)a

con lo que la derivada de Lie de la métrica esta caracterizada por

(Leg)oz = (Leg)ss = —(Leg)as = =&, (Leg)rz = 3(& + 2o — 26 — 1)&),

(2.12)
(Leg)is = —5((20 = 28 + 1)& — &).

Ademas, la derivada de Lie de la conexion de Levi-Civita esta determinada por

(LeV)n = 5 ((a =208 +268(8 = 1))& + (26 — a)és) e

+ 5 (@ = 28)& — (a + 208 — 26(8 + 1))&) e,
(LeV)ag = —Pérer — i (a4 (2a—28—-1)&) e

+ 3 (28 = )& + (40 = 2a(28 + 1) + 1)&3) es,
(LeV)as = —B&ier — 7 (402 — a(48 = 2) + 1)& — (28 + 1)&3) e
— 2 (2a—28+1)& — &) e,
(202 +28—a28+1)s+ (a—28)&) e
+ (B — 5)&1(e2 + e3),
(LeV)is =1 ((a—28)& — (202 + a — 28 — 2a6)&3) e

+ %(a —26)& 1 (es + e3),
(LeV)as = BErer + 3(a+1) (& + 20— 28 — 1)&) €2

— qla=1)((2a = 28 + 1)& — &) es.

(2.13) (LeV)in =

Consideramos en los siguientes resultados la existencia de campos de vectores de Killing,
afin Killing y 1-armoénicos invariantes a la izquierda en estos grupos.

Lema 2.18. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo Il admite un campo de
vectores de Killing invariante a la izquierda y distinto de cero si y solo si a« = 3. Ademds,
en tal caso Vi = (ea + e3).
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Demostracion. De la Ecuacion (2.12)), la condicion de ser Killing para £ = (&1, &2, &3) esta
dada por

=0, L+Q2a=26-1)&=0, (2a—-28+1)&—&=0.

Estas ecuaciones pueden verse como un sistema de ecuaciones lineal homogéneo en (&1, &9, &3),
el cual tiene soluciéon no trivial si y sélo si @« = . En tal caso, & = 0y & = &, lo que
demuestra el resultado. [

Lema 2.19. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo II admite campos de vectores
afin Killing invariantes a la izquierda y no Killing si y solo si o« = 3 = 0. Ademds, en tal
caso Ve = (e1, €2 + €3).

Demostracion. De la Ecuacion ([2.13]) obtenemos la siguiente condicién necesaria para que
un campo de vectores £ = (&1, s, &3) sea afin Killing

9((LeV)iz, €9)
9((LeV)aa, €9)
9((LeV)33, €3)

sla—28)& =0,
—71;(52 + (20— 28 —1)&) =0,
%1((2(1 —284+1)& — &) =0.

Este sistema de ecuaciones lineal homogéneo en (&1, &, &3) tiene solucion no trivial si y solo
si (a — B)(a —28) = 0. Observemos que si o« = 23 entonces

(ﬁfv)ll = —525262 - 525363, 9((£§V)22, 61) = —f&1,

y por tanto para que existan de campos de vectores afin Killing invariantes a la izquierda
y distintos de cero ha de ser necesariamente § = 0 (con lo que también resulta o = 0). De
este modo obtenemos que existen campos de vectores afin Killing invariantes a la izquierda
y distintos de cero si y solo si & = (3. Ahora bien, escribiendo la Ecuacion para f = «
se obtiene que la condicion de ser afin Killing para £ se reduce a

aéy =0, S — & =0.

Es decir, si @« = 8 # 0 entonces V¢ = (es + e3) = Vi (véase Lema [2.18)). Finalmente, si
a = f = 0 entonces ¢ es afin Killing si y solo si &3 = &, lo que, nuevamente por el Lema
2.18] termina la demostracion. O

Teorema 2.20. Cualquier grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo II admite campos
de vectores 1-armadnico invariantes a la izquierda que no son afin Killing. Mds precisamen-
te,

(i) V4= (e1,e2,€e3), siaa=[,
(i) V4= {e1), si a # f.
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Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda & = (£, &,&3), la
Ecuacion (2.13) implica que
tr LV = (a—B)((a =B+ 1) —&ea + (a— B)(&a + (o — B —1)&3)es

Por tanto, si o = 8 tenemos que tr LV se anula para cualquier campo de vectores ¢
invariante a la izquierda, mientras que para a # 3 el campo de vectores £ es 1-armoénico si
y s6lo si

(@a=B+1)& —& =0, S+ (a—=F—-1)=0,

lo cual es equivalente a & = &5 = 0. Finalmente, a partir de los Lemas y se
obtiene el resultado enunciado. ]

iv) Tipo III

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo III viene dada respecto a una base orto-
normal {ey, 5, e3} de signatura (+ + —), como

1 1 1 1
[61762] = _Eel — «es, [61763] = —%61 — Qeo, [62, 63] = ae; + Eez — Ees

Por tanto, la conexién de Levi-Civita estd determinada por
@%1 = _(I)?h = _(I)%Q - <I>13 - q)gz - (1)23 - (I)32 - (I)
@?2 = (I)ls = (I)gl = —<I>§3 = q)gl = (1)32 ==

\/57
57
con lo que la derivada de Lie de la conexién de Levi-Civita estd dada por
(LeVn (\/_Offl — 38 — 353) (e2 —e3),
(LeV)22 = <§1 56— 53)) e1+3(&—&)e
% (\/_afl &+ 53) €3,
(LeV)sz = — <§1 - \%(52 - 53)) e+ % (\/50451 +& — 53) €2
1
T2

(2.14) (LeV)2 = —3558e1 + 1 1 (26— V2a(& — &3)) e
- (%fl + \%(52 + 253)) €3,
(LeVis = —35580e1 + L& —V2a(26 + &) es
- i (251 - \/_04(52 - 53)) €3,
V)23 = (51 — 56— )) 1+ 1 (V206 + 28 — 28) e,
+1(vV2 a& — 26, + 263) es.

Para este caso obtenemos los siguientes resultados.



2.3.1 Caso unimodular 77

Lema 2.21. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo III no admite ningun campo
de vectores afin Killing invariante a la izquierda y distinto de cero.

Demostracion. Haciendo uso de la Ecuacion (2.14)), si el campo de vectores invariante a la
izquierda, & = (&1, &2, &3), es afin Killing entonces

9((LeV)a3,e3) = 5(&2 — &) =0, 9((LeV)ss,e1) = =& + %(52 — &) =0,

de donde se sigue el resultado de forma directa. ]

Teorema 2.22. Cualquier grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo Il admite campos
de vectores 1-armonicos invariantes a la izquierda y no afin Killing. Ademds, el espacio
de los campos de vectores 1-armdnicos invariantes a la izquierda estd dado por YV, =

<€1, €2 — €3>-

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda & = (&, &,&3), la

Ecuacion (2.14) implica que
tr LV = —3(& + &) (e2 — e3).

Por tanto, £ es un campo de vectores 1-armoénico si y solo si £ = —&;. Finalmente, por el
Lema [2.21] tenemos que dicho campo no es afin Killing. O

Resumimos los resultados obtenidos en esta seccién en la siguiente tabla.

Grupos de Lie Lorentzianos unimodulares

Tipo No cero No Killing No afin Killing
Killing afin Killing 1-armonico
Y =B8#7 X X
B=r#a
a=7#p
Ib X X X
a=0= v v
II a=p+#0 X v
X X En cualquier otro caso
111 X X En otro caso
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2.3.2. Caso no unimodular

En esta seccion consideramos la existencia de campos de vectores de Killing, afin Killing
y l-armonicos invariantes a la izquierda en grupos de Lie Lorentzianos no unimodulares de
dimension tres, cuyas algebras de Lie fueron introducidas en la Seccion [1.2.1}

i) Tipo &

Las élgebras de Lie g de Tipo & son élgebras de Lie resolubles verificando que para
cualesquiera dos elementos x e y € g, su producto corchete [z, y] es una combinacion lineal
de ellos mismos. En este caso la conexion de Levi-Civita esta determinada por

CD% = _(Db = _q’§2 = _(D%s =0, q):fl = q)%?, = q’%z = cI>§3 ==
(I)gl = _(D%2 = (D%l = (I):l'ss =~
y por tanto su derivada de Lie estd dada por
(LeV)n = (6% + )& — afy — arés)es
+ (af& — (a® 4+ 28% = 7%)& — Byés)es
— (@61 — P& + (@2 + 57 — 29%)&3)es,
(LeV)a = ((—20% = (2 +9°)& + afy — arés)e
— (aB& + (@ = 7?)& + Brés)es
+ (a1 — By&e — (0 + 5% = 29%)&3)es,
(LeV)ss = ((20% + 5% = ¥*)& + af&y — avés)e
+ (afe + (a® +26% = 7%)& — Brs)es
— (&1 + Bv& — (o + 57)&3)es,
(LeV)ia = (B + a?&a)er + (826 + afiéy)es — (By& + ayéa)es,
(LeV)is = (av& — a’&s)er + (7€ — afs)er — (V€1 — anés)es,
(LeV)as = (& — afés)er + (B7E — f2Es)ea — (76 — BEs)es.

Resulta entonces.

(2.15)

Lema 2.23. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo & no admite ningun
campo de vectores afin Killing invariante a la izquierda y distinto de cero.

Demostracion. Supongamos primero que o = 8 = 0. Entonces, la Ecuacion implica
que

(LeV)1 = v&ier + v*Eaen + 277Eses,
y por tanto, un campo de vectores afin Killing debe ser nulo. Supongamos ahora que o
bien o # 0 o B # 0. De la Ecuaciéon ([2.15)) obtenemos que

9(LeV)ir,e1) = g((LeV)az, 1) +29((LeV)ia, e2) = 2(” + 7)1,
9((LeV)11,€2) = g((Le V)22, €2) — 29((LeV)ia, e1) = —=2(a” + %),
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y por tanto si £ es afin Killing entonces necesariamente &, = & = 0. Finalmente, bajo estas
condiciones, de nuevo la Ecuacion (2.15]) implica que

9((LeV )33, e3) = —(a® + )&,

y por tanto se concluye que si £ es un campo de vectores afin Killing entonces ha de
anularse. ]

No obstante, la situaciéon no es tan rigida con respecto a los campos de vectores 1-
armoénicos. En particular tenemos.

Teorema 2.24. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo & admite campos
de vectores 1-armonicos invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y solo si
v = ey/a? + (32, donde €2 = 1. Ademds, en tal caso la métrica es llana y se tiene que

V.A < 1 \/m 3, €2 \/m 3>
Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda & = (&, &,&3), la

Ecuacion (2.15) implica que

tr LV = ((—40® — 38% 4+ 37%)&1 — Bl — aés)e;
— (aB& + (3% + 457 — 37)&a + rés)en
+ (ayé1 + Br&e — (3a” + 36 — 47?)&3)es,

y asi £ es un campo de vectores 1-armonico si y soélo si

(—4a? = 36%+ 37?61 —afs —avés =0,  afé + (3a? + 48 — 3¢*)& + BvE = 0,
ayéy + By — (3% + 367 — 47%)&3 = 0.

Este sistema de ecuaciones lineales homogéneo en (1, &y, &3) tiene solucion no trivial si y
so6lo si v = ey/a? + 32, donde 2 = 1. Puesto que la curvatura seccional constante de un
grupo de Lie de tipo & estd dada por —a? — 32 + 72, se sigue que si existe un campo de
vectores l-armonico distinto de cero entonces la métrica es necesariamente llana. Ahora
bien, bajo esta condicion, el sistema homogéneo anterior se transforma en

alagy + B& +e/a? + B2&3) = 0, Ba&y + B +e/a? + B2&3) = 0,
e/ a2 + B2 + &) + (@ 4+ 52)E =0

Observemos que oy  no se pueden anular simultdneamente y por tanto concluimos que

¢ es l-armonico si y s6lo si &3 = —5%. Finalmente, por el Lema [2.23| se obtiene de
[e%
forma directa el resultado enunciado. ]

Pasamos ahora a estudiar las algebras de Lie no unimodulares que no son de Tipo &.
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ii) Tipo IV.1

Un algebra de Lie g de Tipo IV.1 viene dada respecto a una base ortonormal {ey, €5, e3}
verificando g(ej,e1) = —g(ea,e2) = —g(es,e3) = —1, por las siguientes constantes de
estructura

le1, e2] = 0, [e1, 3] = ey + Peg, [ea, €3] = ve1 + deq,

donde v+ 9 # 0 y ay — fd = 0. En este caso, la conexiéon de Levi-Civita esta determinada
por

3 _ 5l _ 3 2 _®d&3 _—Fl B
Py = @3 = a, Py = —P13 = Py = Py = — 5
3 _ 2 2 _ &l Bty
Qyy = — P53 = 9, 3y = Pgp = — CEE

con lo que la derivada de Lie de la métrica esté caracterizada por

(Leg)in = —2a8;, (Leg)aa = 2083, (Legliz = (B —7)&s,
(Leg)is = by + &, (Leg)az = —P&1 — 8.

Ademas, la derivada de Lie de la conexion de Levi-Civita esta determinada por

(LY = aa&y +v&)er + afE + 0&)er + (207 — B(B — 7)) Eses,
(LeV)a = —0(aéy + 7&2)er — 0(BE1 + 063)ea — (20° + v(B — 7))Eses,
(LeV)ss = —(a® — B*)&rer + (72 — 6%)&zea,
(LeV)ia = —5(8 —7)(aky +7&)er — 5(8 —7)(B& + 6&)es
(2'17) - % (045 - 75) &zes,
(£EV)13 = _%(52 - 72>53€1 - %(045 - 75)5362
— 5 (202 = B(B = 7))L+ 0(B + 7)&2) e,
(LeV)az = 2(aff — v0)&se1 + 3(8% — 1) e
+35 (Bla+0)a — (7" = 20° = By)&) es.

Consideramos la existencia de campos de vectores de Killing, afin Killing y 1-armoénicos
invariantes a la izquierda en el siguiente resultado.

(2.16)

Lema 2.25. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.1 admite un campo
de vectores de Killing invariante a la izquierda distinto de cero si y solo si se verifica una
de las siguientes condiciones:

(i) a=pB=0yd#0,
(ii) a£0,v=2 50>~ B)=0ya+35#0.
Ademds, en este caso, tenemos respectivamente que:

(i) Vk = {e1).
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(ZZ) V}C = <—g€1 + 62).

Demostracion. Consideremos un campo de vectores invariante a la izquierda £ = (&1, &2, &3).
Puesto que a4+ § # 0, se sigue de la Ecuacion (2.16) que la condicion de ser Killing para
¢ es equivalente a

(218) 53 = O, Oéfl + ’yfg = 0, ﬁfl + 552 = 0.

Recordemos que ary — 36 = 0. Si @ = 0 entonces § = 0 y se sigue que & es de Killing si y
solo si & = &3 = 0; lo que demuestra (7). Ahora, para o # 0 tenemos que 7y = % y se sigue
que & es de Killing si y solo si & = 0, § = —2& y §(a® — §%)& = 0, de donde se concluye
(i2). O
Lema 2.26. Cualquier campo de vectores afin Killing invariante a la izquierda en un grupo
de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.1 es de Killing.

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda, £ = (&1,&2,&3), la

Ecuaciéon implica que
9((LeV)irse1) = g((LeV)22, 1) = —(a + ) (a&y + &),
9((LeV)irs€2) — g((LeV)22, €2) = (o + 0)(BE1 + 0&2).
Supongamos que & es afin Killing. Puesto que oo + d # 0, se sigue que

agy + 7€ = 0, BE 4 06 = 0.

Por tanto, considerando la Ecuacion ([2.18]), es suficiente con comprobar que &3 = 0 para
que & sea de Killing. Para hacer esto, observemos que de la Ecuacion (2.17)) tenemos que

9((LeV),e3) + g((LeV)aa, e3) +29((LeV )iz, e1) = 2(a + 0) (o — 6)&s.

Es decir, si o — § # 0, entonces &3 = 0. Finalmente, analizamos el caso a — d§ = 0; puesto
que ay — 0 =0y a+ 9 # 0, se sigue que v = [ y de la Ecuacién se obtiene que,
en tal caso,

9(LeV)ar, €3) = —26°¢3,
lo cual conduce nuevamente a que &3 = 0. O

Lema 2.27. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.1 admite campos de
vectores 1-armonicos invariantes a la izquierda distintos de cero si y solo si

(2.19) (ad — By) - ((2a+0)(a +26) — B7) - (20 +26° — (B —7)*) = 0.
Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda & = (&, &,&3), la
Ecuacion (2.17) implica que

trLeV = —((20% = B2+ ad)& + 6(B+7)&) e

— (Bla+0)& — (7% = 20° — ad)&a) ey
— (20&2 — (5 — ”}/)2 + 252)§363.
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Por tanto, £ es 1-armoénico si y solo si el sistema lineal homogéneo en (&1, &, &3)

(2.20) (202 = B2+ ad)é +6(B+7)& =0, Bla+§)E& — (72— 262 — ad)é& =0,
=B+ 26 =0,
tiene solucion no trivial, lo cual ocurre si y solo si se verifica la Ecuacion ([2.19)). ]

Teorema 2.28. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.1 admite campos
de vectores 1-armdnicos invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y solo si se
verifica una de las siguientes condiciones:

(i) a=08=0y~*=25#0.
(ii) y=86=0y 3% =2a%#0.
(iti) B=7=0ya=-20£0a=—-5#0.

—5a? 2 [o} —10« o o .
(Z"U) &7&07 B#O: 5= S5a+p +e«/fa4+64 100232 y’y:w; siendo €2 = 1.

(1) a6 £ 0, a # 25, a # 3, B = V2D () ) = VRO () Yot 6 £ 0,

a—5
siendo €? = 1.
Ademds, es estos casos, tenemos respectivamente que:
(i) V4= (e1,e3).
(11) Vi = (e, e3).

(ZZZ) VA:<€2> SiOé:—Q(S, 0 V.A:<€1> gia:_g,
. 2_05—952 )
(M)) VA = <%61 + €2> St « 75 :E\/il—o, 0
Vai= (i(ﬁj)lxg/%el +eg,63) St = i\/%, siendo €2 = 1.
(v) V4= (e3).

Demostracion. Usando el Lema [2.27] analizaremos la anulacion de cada uno de los factores
en la Ecuacion (2.19). A lo largo de la demostracion deberemos hacer uso de las condiciones
ay—po=0y a+0d#0.

Primer caso: ad — By = 0.
Si @ = 0 entonces § = 0 y la Ecuacion (2.20) se reduce a

1 =0, (¥-29&=0, (*—-26")&=0.

Por tanto, (i) se obtiene considerando los Lemas y [2.26] Ahora, si a # 0 tenemos que
= %7 Si v = 0 entonces § = 0 y por la Ecuacion (2.20) & es 1-armoénico si y solo si

(20 = BH& =0,  B&LG =0, (22— p%)& =0,
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lo que demuestra (i7) considerando de nuevo los Lemas y Si ahora 7y # 0 entonces
necesariamente 3 = ca y § = &7, siendo €2 = 1, y por tanto £ es l-armonico si y sélo si

(a+ey)(aéi +7&2) =0, (a4 e7)é& = 0.

Observemos que en el ultimo caso a+ ey = a+J # 0 y asi £ ha de ser de Killing (ver

Lema [2.25)).

Segqundo caso: (2o + 9)(a+26) — fy = 0.

Supongamos que § = 0. En tal caso resulta que a = =26 # 0 6 a = —g # 0, y en
ambas situaciones tenemos necesariamente que v = 0. Observemos también que en dichas
situaciones el tinico campo de vectores afin Killing invariante a la izquierda es el campo de

vectores cero (véanse los Lemas [2.25 y [2.26). Analizando la Ecuacion , sl = —20

tenemos que & = &5 = 0, mientras que para o = —é obtenemos que {2 =& = 0; con lo
que se sigue (i77).
Supongamos ahora que 5 # 0. En este caso resulta que v = w. Ademas,

necesariamente a # 0y 6 = Sod e ) 9od~ 10a2 52151 , siendo €2 = 1. De este modo, por un
calculo directo tenemos que §(a? — 5%) 7& 0 por tanto los Lemas [2.25 - y m implican que el
tinico campo de vectores afin Killing invariante a la izquierda en esta clase es el campo de
vectores cero. Finalmente, por un célculo largo pero directo a partir de la Ecuacion
se obtienen las dos posibilidades para V4 en (iv).

Tercer caso: 2a* +26% — (B —)* =

o a2 2 a2 2
En este caso, es posible comprobar que o — 6 # 0, f = —Y 277/ w y oy = OV w,
siendo €2 = 1. Con estas expresiones para 3y 7, la Ecuacién (2.20)) se transforma en

HaBa —6)& —e(a—8)/2(a + §2)&) =0,
afe(a —0)\/2(a? 4+ 62)& + 0(a — 30)&} = 0.

Para evitar las situaciones tratadas en los dos primeros casos, consideraremos que ad # 0,
a#20y« 7& ; ademaés, un calculo directo demuestra que a?® — 3% # 0. Los Lemas
v 2.26] 1mphcan que el tnico campo de vectores afin Killing invariante a la izquierda es
el campo de vectores cero. Finalmente, por un anélisis directo a partir de las ecuaciones
anteriores considerando que a0 # 20 y a # g se demuestra que & es 1-armonico si y sélo si
& = & =0, de donde se sigue (v). ]

iii) Tipo IV.2
Recordemos que un &lgebra de Lie g de Tipo IV.2 viene dada respecto a una base

ortonormal {eq, ey, €3} verificando g(eq,e1) = g(eq, e2) = —g(es,e3) = 1, por las siguientes
constantes de estructura

le1,e0] =0, le1, e3] = aey + Pea, le2, e3] = ye1 + dea,
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donde o+ 9 # 0y ay + Bd = 0. De este modo, la conexiéon de Levi-Civita y la derivada de
Lie de la métrica estan determinadas por

O =0y =0, DYy = Dy = 5, = Py = ﬂ%v
y por
(2.21) (Leg)n = 208 (Leg)az = 203, (Leg)rz = (B+7)&s,

(559)13 = —a&; — 7o, (559)23 = —fB& — 0.

Por su parte, la derivada de Lie de la conexion de Levi-Civita esta dada por

(LeV)1 = a(a&y +v6)er + (& + 0&)es + (207 + B(B + 7)) Eses,
(LeV)a2 = d(ay +v&)er + 0(B& + 0&2)ex + (20% + (B + 7))Eses,
(LeV)sz = —(a® + 5%)1e1 — (77 + %),
(LeV) $(B 41 +7&2)er + 3(B+7)(BE + 0&)es
% (B +70d) Eses,
(LeV)is = 5(62 — 7)éser — 5(afB + 70)&sen
— 5 (202 + B(B+ )& — 3(B — 7)&) es,
(LeV)as = —5(af +70)&e1 — (8% = 77)Eses
— 5 (Bla+0)& + (v* +26% + 7)) es.

De este modo, a partir de estas ecuaciones obtenemos los siguientes resultados

(2.22)

_l_

Lema 2.29. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.2 admite campos de
vectores de Killing invariantes a la izquierda distintos de cero si y sélo si se verifica una
de las siquientes condiciones

(1) a=p=0y0d#0. (1)) y=0=0ya#0.
Ademas, en estos casos, tenemos respectivamente que
() Vi = (e1). (i) Vi = (ea).

Demostracion. Consideremos un campo de vectores invariante a la izquierda £ = (&1, &2, &3).
Puesto que a + 0 # 0, entonces la anulacion de la Ecuacion (2.21)) es equivalente a

(2.23) & =0, ag + 7€ =0, BE1L + 66 = 0.

Ademas, como ay + 50 = 0, si a = 0 entonces también tenemos 5 = 0 y se sigue que & es
de Killing si y solo si & = &3 = 0, lo que demuestra (i). Ahora bien, si @ # 0 tenemos que
v = —%6 y se sigue que £ es de Killing si y s6lo si §3 =0, & = g—‘jgg y 0(a®+ 3%)& = 0. Por
tanto, 6 = =0y & es de Killing si y solo si & = & = 0, con lo que se obtiene (i7). O
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Lema 2.30. Cualquier campo de vectores afin Killing invariante a la izquierda en un grupo
de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.2 es de Killing.

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda, £ = (&1, &,&3), la

Ecuacion implica
9((LeV)irs e1) + g((LeV)az, e1) = (a + 0)(ady +782),
9((LeVin, e2) + g((LeV)22, €2) = (a + 0)(B& + 6&2),
9((LeV), e3) + g((LeV)a2, €3) = —(20° +26° + (8 +7)*)&s.
Si suponemos que £ es afin Killing, y puesto que o + § # 0, se sigue que
=0, a&i+76%=0, [B& +06%=0.

Ahora bien, estas igualdades coinciden con las de la Ecuacion (2.23)), y por tanto & ha de
ser de Killing. ]

Teorema 2.31. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.2 admite un
campo de vectores 1-armonico invariante a la izquierda no afin Killing si y sélo si verifica
alguna de las siguientes condiciones

(i) B=7=0yd=—-2a#0.
(ii)) B=7=0yd=—5#0.

i) a #£0# B, y= 2etat2) gy 5= S0l i ey/Sat B0 , siendo €2 = 1.
B

%

Ademds, en estos casos, se tiene
(i) Va=(e1).
(ii) V4= (e2).

a?+p%+a
(iii) Va = (e1 + %62)

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda, £ = (§1,&2,&3), la

Ecuacion (2.22) implica que

tr LeV = (202 + 82+ ad)& — 6(8 — 7)&) e
+ (Bla+06)& + (72 + 262 + ad)&s) o
+ (202 + (B + )2 + 262)&3es.

Puesto que a4 9 # 0, se sigue que £ es l-armonico si y solo si

(20% 4 32 + ad)é — 0(B — )& =0, &3 =0,

(2.24)
Bla+6)& + (v +26° + ad)& = 0.
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Este sistema de ecuaciones lineales homogéneo en ({1, &, &3) tiene solucion no trivial si y
solo si

(2.25) (ad — B7) - ((2a + 6)(a 4 26) — By) = 0.

Ahora bien, puesto que ay + 6 = 0, si el primer factor en la Ecuacién se anula
entonces « = f=00~v=9d =0.Si aa = =0, la Ecuacion se verifica si y solo si
& = & = 0. Por otra parte, si v = 0 = 0, entonces la Ecuacion se verifica si y solo
si & = &3 = 0. Por tanto, por el Lema [2.29| resulta que en cualquiera de los dos casos £ es
un campo de vectores de Killing.

Analizamos ahora el segundo factor de la Ecuacion . Supongamos primero que

f = 0; entonces 6 = —2a 0 § = —F, y en cualquiera de estas dos situaciones se tiene
necesariamente que v = 0 ya que ay+ 36 = ay = 0y a+9d # 0. Asi, de la Ecuacion (2.24))
se sigue que para 0 = —2a el campo de vectores £ es l-armonico si y s6lo si & = &3 = 0,
mientras que para 6 = —¢ resulta que § es l-armonico si y solo si §; = 3 = 0; por tanto,

en vista de los Lemas y [2.30] se obtienen (i) e (). Finalmente analizamos el caso
B # 0. Con esta consideracion tenemos que necesariamente o # 0 ya que ay + 6 = 0,
a+0 #0y B #0. De este modo, la anulacién del segundo factor en la Ecuacion
junto con la relaciéon ay 4+ 6 = 0 implican que

. (20 + 6)(a + 26) 5 —5a2 — B2 + /9t + 8% + 100232

/B Y 4@ Y

siendo €2 = 1. Asf, a partir de los Lemas v 2.30, v debido a que la primera y la segunda
ecuacion en ([2.24)) contienen la misma informacion, se obtiene (). O

iv) Tipo IV.3

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo IV.3 esta determinada respecto a una base
pseudo-ortonormal {eq, e, e3} con

1 0 O
g(-,-)=10 0 -1,
0 -1 0
por las siguientes constantes de estructura
[e1, €] =0, le1, €3] = aer + ey, €2, €3] = ve1 + dez,

donde av+ 9 # 0 y ay = 0. De este modo, la conexion de Levi-Civita esta determinada por
P}, = 013 = a, Yy = —Pfy = 3 = Opy = B3, = — Py, = %a

q’%l = <I>§3 = -0, (I)§2 = _q)§3 = —0.
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Y asi, la derivada de Lie de la métrica y la de la conexion de Levi-Civita estan dadas por

(Leg)n = 203, (Leg)ss = 2(BE1 +682),  (Leg)iz = 73,

(2.26)
(Leghs = —ady — v& — B8, (Leg)asz = —08s,
y por
(LeV)in = (20 + By — ad)&es,
(LeV)a2 = V*Esea,
(LeV)sz = (a6 — @)1 + 708 + afs) er
(2.27) + (Bla+20)& + (By +20%)& + B%;) ea + 72Eses,
(LeV)12 = —37°Ese,
(LeV)is = —%7(752 — B&)er — (0 + B)& + 708 + afs) e,
(LeV)as = 370Eser — 57(v&2 + Bs)es — 577Ezes.

De este modo resulta que

Lema 2.32. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.3 admite campos de
vectores de Killing invariantes a la izquierda distinto de cero si y solo si se verifica alguna
de las siguientes condiciones

(i) a=0,=0y0d#0.
(ii) a=0,5#0,v=0yd#0.
(1)) a« #0,v=01yd=0.
Ademds, en estos casos, tenemos respectivamente que:
(i) Vi = {e1). (ii) Vi = (e1 — Zey). (ii1) Vi = (ey).

Demostracion. Teniendo en cuenta que o + § # 0, la Ecuacion ([2.26]) implica que la con-
dicion de ser de Killing para un campo de vectores invariante a la izquierda £ = (&1, &2, &3)
esta determinada por

£ =0, BE1L + 06 =0, ad + 76 = 0.

Como a7y = 0, si suponemos a = 0 entonces necesariamente se tiene que § # 0, y por

tanto las ecuaciones anteriores se reducen a &3 = 0, & = —%351 y ¢ = 0. De este modo
se obtienen (i) e (i¢). Ahora bien, si @ # 0 entonces v = 0 y £ es de Killing si y sélo si
& =& =01y 0& =0, de donde se sigue (7i1). O

Lema 2.33. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.3 admite campos de
vectores afin Killing invariantes a la izquierda no de Killing si y solo si se verifica alguna
de las siguientes condiciones
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(i) a=0,vy=0yd#0.
(i) v=01yd=2a#0.
Ademds, en estos casos, tenemos respectivamente que
() Vax = (er — Zea, —Lren +es). (i) Vax = (—Ler + Les + e3).

Demostracion. Consideramos un campo de vectores invariante a la izquierda £ = (&1, &2, &3).
Puesto que ary = 0 podemos considerar diferentes situaciones. Comenzamos estudiando el
caso a = v = 0. En esta situacion, la Ecuacion (2.27)) se reduce a

(LeV)ss = (26(B& + 6&) + £2E) ea.

Como a = 0 se tiene necesariamente que d # 0, v por tanto ¢ es afin Killing si y so6lo si

& = —%5’1 — %53, lo cual junto con el Lema [2.32[ demuestra (7). Supongamos ahora que
a =0y vy #0. En este caso, obtenemos de la Ecuacion (2.27)) las relaciones
(LeV)a2 = ’725362, 9((LeV)33,e1) = 702,

las cuales implican & = & = 0 (observemos que con estas consideraciones § es necesaria-
mente no nulo). Bajo estas condiciones ¢ es afin Killing si y solo si 5§, = 0, y por tanto si
y s6lo si B = 0. De este modo resulta por el Lema [2.32 que £ es necesariamente de Killing.

Finalmente analizamos el caso @ # 0 y v = 0. En esta situacion la Ecuacion
implica que

(LeV)n = a2a — 0)Ezeq, (LeV)i3 = —a(aéy + BEs)es.

Ahora bien, si § # 2a entonces {3 = 0y & = 0, y la condicién de ser afin Killing se reduce
a 0y = 0. Asi, se tiene que § = 0 y por el Lema [2.32] que £ es un campo de vectores de
Killing. Por otra parte, si 6 = 2« entonces la Ecuacion (2.27)) se reduce a

(LeV)s3 = a(a&y + BEs)er + (5aféy + 8a2ls + 52E3)es,
(LeV)iz = —a(ady + BE)es,

de lo que se sigue que ¢ es afin Killing si y sélo si

ﬁ 2
&1 = —5537 §o = 27425&
Por tanto, considerando ahora el Lema [2.32] se obtiene lo enunciado en (7). O

Teorema 2.34. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.3 admite un
campo de vectores 1-armdnico invariante a la izquierda no afin Killing si y solo si se
verifica alguna de las siguientes condiciones

(i) a=v=0y0d#0.
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(1)) a=0,57#0,7#0yd#0.

(i) v =0, a #0, § # 2a.

(iv) y=0y0=2a#0.
Ademds, en estos caso, tenemos respectivamente que

(i) V4= (e1,e2,€3).

(ii) Vi = (e1).

(11i) V4 = (e1,e2).

(“}) V.A - <617 €2, €3>’

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda & = (&, &,&3), la

Ecuacion (2.27) implica que
tr LV = —y&3e1 + (7252 + (2@2 + 20y — aé)fg) es + 12&3e5.

En lo que sigue recordemos que ay = 0 y consideremos los Lemas y 233 Asi, si
a = v = 0 entonces tr LV = 0, de donde se sigue (). Por su parte, si« =0y v # 0,
entonces la expresion anterior para tr £V se anula si y s6lo si § = & = 0, y por tanto si
£ = 0 resulta que el campo de vectores £ es de Killing, mientras que para 5 # 0 obtenemos
(47). Finalmente, si suponemos a # 0 y v = 0 se tiene que tr LV = o200 — §)&sez, de
donde se siguen (iii) y (iv). O

Presentamos los resultados que hemos obtenido en esta seccion en la siguiente tabla.
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Grupos de Lie Lorentzianos no unimodulares

Tipo No cero No Killing No afin Killing
Killing afin Killing 1-armaonico
S X X v =¢ey/a?+ 32
a=3=0,6#0 X Si 42 = 262
=8 Sid=0
IV.1 ala+0) #0,v =T, 1 )
5(a? — %) =0, * 3% = 207
X X Teoremam (i), (iv), (v)
a=08=0,6#0 X X
V.2 vy=0=0,a#0 X X
X X Teorema@ (1), (ii), (iii)
a=0,0=0,#0 Siy=0 v
a=0,#0,7v=0,#0 v v
a#0,v=0,0=0 X v
Iv.3
X y=0,0=2a#0 v
X X Teorema (ii)
X X Teorema (i) +0#0

2.3.3. Observaciones finales
Caso Riemanniano

En el caso Riemanniano, los grupos de Lie unimodulares se corresponden con los de
Tipo Ia, mientras que en el caso no unimodular se corresponden con los Tipos & y IV.2.
Omitiremos los detalles a continuacioén puesto que los resultados se obtienen como en las

Secciones y

Con respecto al caso unimodular, observemos que como consecuencia del Teorema
se tiene Vi = V¢ = V4 para grupos de Lie Lorentzianos unimodulares de Tipo la. El
Teorema sigue siendo cierto en el caso Riemanniano, es decir, se tiene que cualquier
campo de vectores 1-armonico invariante a la izquierda es un campo de vectores de Killing
en el caso unimodular de Tipo Ia.

Los grupos de Lie no unimodulares de Tipo & no admiten ningiin campo de vectores
l-armoénico invariante a la izquierda no cero en el caso Riemanniano, a diferencia del caso
Lorentziano tratado en el Teorema [2.24] Finalmente, el comportamiento de los de Tipo
IV.2 es exactamente el mismo en el caso Riemanniano y en el Lorentziano, puesto que el
Teorema sigue siendo cierto en la clase Riemanniana.
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Campos de vectores afin Killing y homotéticos

Los grupos de Lie Lorentzianos de Tipo II (con « = 8 = 0) y de Tipo IV.3 (con
a=7=0%#00v=0%#0=2a) admiten campos de vectores afin Killing que no son de
Killing (véanse los Lemas y . Ademaés, mientras que los grupos de Lie de Tipo II
con « = 8 =0y los grupos de Tipo IV.3 con a = v = 0 son llanos, observemos que los
grupos de Lie correspondientes a las algebras de Lie de Tipo IV.3 con v = 0 # § = 2a no
lo son. Esto demuestra que, a diferencia de lo que ocurre en el caso Riemanniano (véase
[53]), existen variedades Lorentzianas admitiendo transformaciones afin Killing que no son
llanas. Ademas, observemos que esta familia de &lgebras de Lie se corresponde con el tnico
soliton de Yamabe invariante a la izquierda no trivial, como se vio en el Teorema [2.11}

Solitones de Ricci invariantes en grupos de Lie Lorentzianos

Recientemente, la propiedad de armonicidad ha sido relacionada con la existencia de
solitones de Ricci (véase [82]), demostrando que cualquier soliton de Ricci es un campo de
vectores 1-armonico.

Los solitones de Ricci invariantes a la izquierda en grupos de Lie Lorentzianos de dimen-
sion tres han sido estudiados en [13]|, donde se demuestra que cualquiera de estos grupos
ha de corresponderse con uno de los siguientes

(a) Un grupo de Lie unimodular de Tipo II con @ = 0 # § o con o = . Ademas, los
solitones de Ricci invariantes a la izquierda estan dados por £ = —fe; si a = 0 # (3,
y &= —%ﬁel + k(ez + e3) para cualquier kK € R si o = S.

(b) Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo III para cualquier valor de a.
En este caso, los solitones de Ricci invariantes a la izquierda estan dados por & =

e — \%(eg —e3).

(¢) Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.3 con v = 0. Si § = 2 # 0
168%\—5%

s €2t %63, mientras

entonce los solitones de Ricci estan dados por £ = —255—2)‘ e+
a(a—0)

26

que se reducen a £ = es sia=vy=0.

Como consecuencia de los resultados obtenidos en las Secciones y (méas precisa-
mente, de los Teoremas [2.20} [2.22| y [2.34)), se sigue que la clase de los campos de vectores
l-armoénicos invariantes a la izquierda es estrictamente mas grande que la clase de los
solitones de Ricci en cualquiera de los tres casos anteriores.

2.4. Colineaciones de Ricci

Las simetrias han sido ampliamente estudiadas por su gran interés desde el punto de
vista tanto matematico como fisico. Con el término “simetria” aqui se hace referencia a un
grupo l-paramétrico de difeomorfismos de la variedad pseudo-Riemanniana (M, g) conser-
vando ciertos objetos matematicos. De este modo, las simetrias pueden ser consideradas
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como campos de vectores £ conservando algtn tensor ® definido en toda la variedad, como
por ejemplo el tensor métrico. La conservacion de un objeto geométrico se entiende como
la anulacion de la derivada de Lie de dicho objeto geométrico en la direccion del campo de
vectores ¢, i.e., como la condiciéon L@ = 0. Los tipos de simetria mas conocidos incluyen
isometrias, homotecias y transformaciones conformes. No obstante, existe otro tipo de si-
metrias cuyo estudio es bastante reciente en la literatura, las conocidas como colineaciones
de Ricci. Dada una variedad pseudo-Riemanniana (M, g), se dice que un campo de vecto-
res £ en M es una colineacion de Ricci si Lep = 0. Nuestro proposito en esta seccion es
determinar todas las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda en los grupos de Lie
de dimension tres. Puesto que la conexion y el tensor de Ricci estdn construidos a partir
del tensor métrico, este hereda sus simetrias. Asi, todo campo de vectores de Killing es un
campo afin Killing y una colineacion de Ricci pero el reciproco puede no ser cierto; por
tanto, prestaremos especial atencién a la existencia de las colineaciones de Ricci no afin
Killing. Con este objetivo consideraremos los subespacios de campos de vectores de Killing
y afin Killing determinados en la Seccion [2.3] Ademas, observemos que cualquier campo
de vectores homotético es una colineacion de Ricci (y por tanto también lo es todo solitéon
de Yamabe con curvatura escalar constante como vimos en la Seccién . De este modo,
centraremos nuestra atenciéon en el caso propio, i.e., en las colineaciones de Ricci que no
son campos de vectores de Killing ni homotéticos.

Estructuramos el final de este capitulo del siguiente modo. En la Seccion [2.4.1] ana-
lizamos la existencia de colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda en grupos de Lie
Lorentzianos unimodulares, mientras que el caso Lorentziano no unimodular es considerado
en la Seccion [2.4.2] En cada caso determinamos el correspondiente subespacio vectorial de
las colineaciones de Ricci, y por tanto podemos compararlos con los subespacios generados
por los campos de vectores de Killing y afin Killing invariantes a la izquierda obtenidos en
la seccion anterior. Finalmente, también en la Seccion (Obsevacion , estudiamos
el caso Riemanniano; para el cual omitiremos los detalles puesto que los resultados se
obtienen esencialmente como en las Secciones y[2.4.2]

Al igual que en la seccién anterior, denotaremos por Vi v Vax los espacios vectoriales
de los campos de vectores de Killing y afin Killing invariantes a la izquierda y, ademaés,
denotaremos por Ver el espacio vectorial de las colineaciones de Ricci invariantes a la
izquierda en un grupo de Lie.

2.4.1. Caso unimodular

En esta secciéon consideramos la existencia de colineaciones de Ricci invariantes a la
izquierda en grupos de Lie Lorentzianos unimodulares de dimension tres cuyas dlgebras de
Lie correspondientes fueron introducidas en la Seccion [1.2.1]



2.4.1 Caso unimodular 93

i) Tipo Ia

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo Ia viene dada respecto a una base orto-
normal {ey, 9, e3} de signatura (+ + —) por

[e1, e2] = —7es, [e1, e3] = —PBea, [e2, €3] = aey.
En este primer caso el tensor de Ricci estda determinado por las componentes

pu=—5(a+8—7)(a—p+7) pr= zla+f—7)(a—p-7)

las cuales, para un campo de vectores invariante a la izquierda £ = ) &;e;, nos permiten
determinar los términos no nulos de la derivada de Lie del tensor de Ricci, L¢p, resultando
que

(B—a)a+B+7)(a+ B —7)&,
(=) (a+B+7)(a— B+ 7)&,
B=)(a+ B+ (a—B—7&

—

)
Ay
<

N—
[
no
I
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Como vimos en el Lema [2.15] un grupo de Lie Lorentziano de Tipo Ia admite campos de
vectores de Killing invariantes a la izquierda distintos de cero si y solo si se verifica alguna
de estas cuatro condiciones: (i) a = =1, (ii)a = # 7, (1ii) B = v # «, (iv)a =y # 5.
Ademas, se sigue del Teorema que todo campo de vectores invariante a la izquierda es
afin Killing si y s6lo si es de Killing. Haciendo uso de este resultado, determinamos ahora
las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda que no son afin Killing.

Teorema 2.35. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo la admite colineaciones
de Ricci invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y solo si se verifica alguna de
las siguiente condiciones:

(i) a=—-B—vyafy#0.

(i) a=0yB=ey#0,08=0yy=ca#0,0y7y=0y B =ca#0, siendoe* = 1.
(iti) o =B+, B# v yapy#0.

(iv) B=~+a,y#ayapy#0.

(v) y=a+B, a#pyaby#0.

Ademds, en estos casos, tenemos respectivamente que:

(i) Ver = (€1,€2,€3).

(ZZ) VCR = <€1,62,63>.
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(iii) Ver = (e1).
(Z"U) VC’R = <€2>.
(v) Ver = (es).

Demostracion. De la Ecuacion (2.28) se sigue que un campo de vectores invariante a la
izquierda £ es una colineacion de Ricci si y solo si

B-a)a+B+7)(a+B8-7)&=0, (a—y)(a+B+y)(a—B+7) =0,
B=7(a+B+y)(a—pB—-7)& =0.

Este sistema de ecuaciones lineales homogéneo en ({1, &, &3) tiene solucion no trivial si y
solo si

(2.29)

(a+B8+)(a=B=y)(a=B+y)(a+B—7)(a—=PB)(a-7)(8-7) =0.

A continuacién analizamos la anulacién de cada uno de estos factores por separado.

Primer caso: a = —f — 7.

Observemos que la Ecuacion ([2.29)) se verifica trivialmente en este caso, independientemente
del campo de vectores £ considerado, lo que demuestra (i) e (ii) para e = —1.

Segundo caso: o = 3+ 7.

Si suponemos a = 0 entonces este caso coincide con el primero. Por tanto podemos consi-
derar que a # 0. Ahora bien, si & = 5 4 v entonces la Ecuacion (2.29) se reduce a

Bv&a = BvEs = 0.

De donde 8 =0 0 v = 0, y en ambos casos resulta que L¢p = 0 para cualquier campo de
vectores . De este modo se obtienen los casos f =0,y =, 0y =0, =« en (it). Por
otra parte, si fy # 0 entonces £ es una colineaciéon de Ricci si y sélo si & = &5 = 0, lo
cual demuestra (i77); observemos que excluimos la situacion 5 = 7 puesto que en tal caso
el campo de vectores ¢ es de Killing (véase el Lema [2.15).

Tercer caso: =+ a.

Observemos que si § = 0 o 7 = 0, entonces este caso se incluye entre los anteriores. Asi,
podemos considerar que Sy # 0. Ahora bien, si § = v + « entonces la Ecuacion se
reduce a

agp = ags = 0.

Como consecuencia, si suponemos que o = 0 entonces resulta § = v y tenemos el caso que
restaba en (i7). Por otra parte, si consideramos « # 0, entonces el campo de vectores & es
una colineacion de Ricci si y solo si & = £ = 0, con lo que se obtiene (iv). Hemos excluido
la situacion v = a puesto que en tal caso & es de Killing (véase el Lema .

Cuarto caso: v = a + .
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Podemos suponer a8y # 0 con el fin de evitar las situaciones consideradas en los casos
previos. Por tanto, si v = a+f entonces la Ecuacion ([2.29)) implica que £ es una colineacion
de Ricci si y solo si & = & = 0. Excluyendo ahora los campos de vectores de Killing, que
aparecen para o = 3 (véase el Lema , se obtiene (v).

Quinto caso: a = (6 a=7,0 f =7).
Comenzamos suponiendo que o = (3. En este caso, la Ecuacion ([2.29)) se reduce a

V(2B 4+ 7)(B —7)& = v(28 +7)(B — )& = 0.

Ahora bien, si v = 0 entonces a = [+ y dicha situacion esta incluida en el segundo caso.
Si v = —20 entonces a = —f — 7y y nos encontramos en el primer caso. Si [ = -y, entonces
a = [ =~y el campo de vectores £ es de Killing (véase el Lema . Finalmente, si
v #0,v# =28y v # [ entonces el campo de vectores £ es una colineacion de Ricci si y
solo si & = & = 0, y por tanto £ es de Killing (véase el Lema .

Finalmente, si suponemos o = =y entonces la Ecuacion implica que

BB +27)(B—7)& = B(B+27)(B—7)& =0,
mientras que si § = v la Ecuacion se reduce a
ala+27)(a —7)& = ala+27)(a —7)& = 0.

Procediendo como en el caso o = (3, y eliminando las situaciones tratadas previamente, se
demuestra que cualquier colineaciéon de Ricci es necesariamente un campo de vectores de
Killing, lo que termina la demostracion. [

ii) Tipo Ib
Un &lgebra de Lie g de Tipo Ib esta determinada respecto a una base ortonormal
{e1, €2, e3} de signatura (+ + —) por

[617 62] = 662 — 7es, [61, 63] = —Y€2 — 5637 [62, 63] = aejq.
con 3 # 0. De este modo, el tensor de Ricci esta determinado por
pi1=—302 =202 py=—psz=z0(a—2y), ps=—Fa—2y),

y por un célculo directo se demuestra que la derivada de Lie del tensor de Ricci estéd dada
por

(55;0)22 = (550)33 = —5(042 - 472)517
(2.30) (Lephiz = 38(0? = 47%)& — (@ +27)(a® + 26 — ay)&,
(Lep)is = 3(a+27) (0 4267 — ay)& + 18(a? — 49%)&s.
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A continuacion determinamos las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda. Se
sigue del Teorema[2.17]que un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo Ib no admite
campos de vectores afin Killing invariantes a la izquierda distintos de cero. De este modo,
las colineaciones de Ricci distintas de cero no son campos de vectores afin Killing.

Teorema 2.36. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo Ib admite colineaciones
de Ricci invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y solo si se verifica alguna de
las siguientes condiciones

(1) a=—27, (i) a=2y#0.
Ademas, en estos casos, tenemos respectivamente que

(i) Ver = (€1, €2, €3). (17) Ver = (e1).

Demostracion. La Ecuacion ([2.30]) implica que el campo de vectores invariante a la izquier-
da & = (&,&,&3) es una colineacion de Ricci si y s6lo si

Bla? = 49%)& — (o +27)(a® + 262 — ay)& =0, (@® —49?)& =0,
(a+27)(a® +208% — ay)& + Bla? — 49%)& = 0.
Este sistema de ecuaciones lineales homogéneo en (&1, &y, &3) tiene solucion no trivial si
y solo si (a2 +46%)(8% + (a — 7)?)(a — 27)(a + 27) = 0, o equivalentemente, a = £2v
(puesto que 3 # 0). Ahora bien, si suponemos o = —27 se obtiene de la Ecuacion (2.30))
la anulacién de L¢p, independientemente de &, y por tanto obtenemos (7). Finalmente
supongamos que « = 2v. En dicho caso observemos que podemos suponer v # 0 puesto

que, en caso contrario, estariamos en la situacion previa. De este modo, para a = 2y # 0
las ecuaciones anteriores se reducen a

Y(B% + )6 = 1(8° +7%)& = 0,

y por tanto £ es una colineacion de Ricci si y solo si & = €3 = 0, de donde se sigue (i7). O

iii) Tipo IT

Un &lgebra de Lie g de Tipo II viene dada respecto a una base ortonormal {eq, e, e3}
de signatura (+ 4 —), por las siguientes constantes de estructura

le1, ea] = %62 — (8- %)63, le1,e3]) = — (B + %)62 - %63, [ea, e3] = aey.
En este caso, el tensor de Ricci estd determinado por
P11 = —%az, P22 = %(04‘1‘1)(04_25),
pss = —3(a —1)(a — 28), pas = —3 + f3,
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y la derivada de Lie del tensor de Ricci, L¢p, esta dada por

(Lep)az = (Lep)ss = —(Lep)as = —5(® — 45%)&y,
(2.31) (Lep)iz = 1(a® —462)6 — o+ 260){a(200 — 26 + 1) — 28}&3,
(Lep)is = 1(a+28){aa — 28 — 1) + 28}& + (o — 45%)&s.

Por los Lemas y tenemos que un grupo de Lie Lorentziano de Tipo IT admite
campos de vectores de Killing invariantes a la izquierda no cero si y s6lo si a« = 3, y admite
campos de vectores invariantes a la izquierda afin Killing y no Killing si y sélosi a = § = 0.
Usando estos resultados, determinamos las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda
que no son afin Killing.

Teorema 2.37. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo II admite colineaciones
de Ricci invariantes a la i1zquierda que no son afin Killing si y solo si se verifica una de
las siguientes condiciones

(i) o= 0.
(ii) o = +25 #0.
Ademds, en estos casos, tenemos respectivamente que
(i) Ver = (e1,€2,€e3) si =0, 0 Ver = (ea +e3) si §# 0.

(ii) Ver = (e1) sia =28, 0 Ver = (e1,€2,€3) si a = —23.

Demostracion. Por la Ecuacion (2.31) resulta que un campo de vectores invariante a la
izquierda, £ = (&1, &2, &3), es una colineacion de Ricci si y s6lo si

(0 —46%)& =0,
(2.32) (a® = 45%)& — (a+28){a(2a =28+ 1) — 28}&3 = 0,
(a+20){a(2a — 28 — 1) + 28} + (a? — 45%)&3 = 0.

Este sistema de ecuaciones lineales homogéneo en ({1, &2, &3) tiene solucion no trivial si y
sOlo si

ala — B)(a—28)(a+28) =0.
Analizamos ahora la anulaciéon de cada factor por separado.
Primer caso: a = 0.
Si a = 0, entonces la Ecuacion ([2.32) implica que £ es una colineaciéon de Ricci si y s6lo si
pé1 = (& — &3) = 0, con lo que se demuestra (i).
Sequndo caso: o = 3.

La situacion particular de que o = 8 = 0 se incluye en el primer caso, por tanto podemos
suponer que « = [ # 0. Ahora bien, de la Ecuacion (2.32) obtenemos que ¢ es una
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colineacion de Ricci siy solo si & = 0y & = &3. Resulta asi que € es de Killing (véase el

Lema [2.18]).

Tercer caso: o = 205.

Al igual que en el segundo caso, podemos suponer que a = 23 # 0. Con estas hipotesis la
Ecuacion (2.32)) implica que € es una colineacion de Ricci si y s6lo si & = &3 = 0, lo que
demuestra (i7) para o = 25 # 0.

Cuarto caso: o = —20.

En este caso, la Ecuacion (2.32)) se verifica para cualquier valor de &, & v &3, lo que
demuestra (i7) para o = =25 # 0. O

iv) Tipo III

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo III viene dada respecto a una base orto-
normal {eq, ey, e3} de signatura (+ + —), como

1 1 1 1
[617 62] = ——=61 — aes, [61, 63] = ——=€1 — ey, [62, 63] = e + —=ex — —=es.

V2 V2 V27T V2

En este ultimo caso unimodular, el tensor de Ricci esta determinado por
p11 = —%042; ,0222—%(042‘1'2)7 P33 = %(042—2)7
P12 = P13 = —\%04, paz = —1,

y, por tanto, la derivada de Lie del tensor de Ricci esta dada por

(Lep)nn = \% a?(& + &3),
(Lep)az = —3 (28 + V2agy),
(2.33) (Lep)ss = =2 a(26 — V2 &),
(Lep)ia = (Lep)rz = =32 a(V2a€ — 2(& + &),
(Lep)as = —3 (48 — V2a(& — &)).
Notese que, al igual que ocurre para los grupos de Tipo Ib, como consecuencia del Lema
[2.2]] ningan grupo de Lie Lorentziano de este tipo admite campos de vectores afin Killing

invariantes a la izquierda y, por tanto, las colineaciones de Ricci distintas de cero no son
campos de vectores afin Killing.

Teorema 2.38. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo III admite colineaciones
de Ricci invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y sélo si « = 0. Ademds, en
tal caso Ver = (e, g, €3).
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Demostracion. Observemos que si @ = 0 la Ecuacion implica la anulacion de L¢p
independientemente del campo de vectores £. Por otra parte, para o # 0 la expresion de
(Lep)11 en la Ecuacion implica que & = —& es una condicién necesaria para que
¢ sea una colineacion de Ricci. Ademas, bajo esta condicién, y de nuevo por la Ecuacion
(2.33)), se obtiene que & es una colineacion de Ricci si y sélo si

&1 =0, 26 —V2as = 0.

Obtenemos de este modo que ¢ ha de ser cero, con lo que terminamos la demostracion. [

Resumimos los resultados obtenidos en esta seccion en la siguiente tabla.

Grupos de Lie Lorentzianos unimodulares

Tipo No cero No Killing No afin Killing
Killing afin Killing Colineaciones de Ricci
a=L0=v X X
a=L0#xy X Siy=00v=—2«
Ia B=v#a X Sia=00a=-24
X X Teorema [2.35] (i) para a # 3, B # v,y # «
X X Teorema [2.35] (ii) para e = —1, (iii), (iv), (v)
b X X o= —2y
X X a=2y#0
a=p=0 v v
I a=0#0 X X
X X a=0,8#0
X X a=+28+#0
I X X a=0

2.4.2. Caso no unimodular

En esta seccidén consideramos la existencia de colineaciones de Riccl invariantes a la
izquierda en grupos de Lie Lorentzianos no unimodulares de dimension tres, cuyas algebras
de Lie fueron introducidas en la Seccion .21
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i) Tipo &

Las algebras de Lie g de Tipo & son algebras de Lie resolubles verificando que para
dos elementos arbitrarios x e y € g, su producto corchete [x,y] es una combinacion lineal
de ellos mismos. De este modo, el tensor de Ricci estd determinado por

pi1 = paz = —pss = —2(a” + 57 — %),
y por tanto la derivada de Lie del tensor de Ricci esta dada por

(Lep)in = 4(a? + 2 = ¥*)(BE +63),
(Leplao = A(® + B2 —7?) (a1 +7E3),
(2.34) (Lep)ss = —4(a® + 7 — 7°)(aby + BE2),
(Lep)iz = —2(a? + 2 = 7*)(B& + aby),
(Lep) ( ) )
(Lep) ( ) )

£§p13: 2& ‘|‘52_’72 '751_05637
Lep)os = —2(a + 52 — ¥*) (& — BE3).

A continuaciéon determinamos las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda en
este caso. Observemos que por el Teorema [2.23[se tiene que un grupo de Lie Lorentziano no
unimodular de Tipo & no admite campos de vectores afin Killing invariantes a la izquierda
distintos de cero. Por tanto, las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda tampoco
son en este caso campos de vectores afin Killing.

Teorema 2.39. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo & admite colinea-
ciones de Ricci invariantes a la izquierda que no son campos de vectores afin Killing si y
solo si vy = ey/a? + 32, siendo €2 = 1. Ademds, en tal caso la métrica es llana y Ver =
<617 €2, €3> .

Demostracion. Observemos que si a? 4+ 32 — 4% = 0 la ecuacion implica que L¢p se
anula para cualquier campo de vectores & = (£, &, &3). Por otra parte, si a? + 2 —~2% # 0,
se obtiene por un célculo directo haciendo uso de la Ecuacion que si el campo de
vectores £ es una colineacién de Ricci entonces es necesariamente el campo de vectores
cero. Ademas, puesto que la curvatura seccional de un grupo de Lie de Tipo & esta dada
por —a? — 32 4-~2, se sigue que si existen colineaciones de Ricci no cero entonces la métrica
es necesariamente llana, con lo que se termina la demostracion. O

ii) Tipo IV.1

Un algebra de Lie g de Tipo IV.1 viene dada respecto a una base ortonormal {e, e, e3}
verificando g(eq,e1) = —g(ea,ea) = —g(es,e3) = —1, por las siguientes constantes de
estructura

[61, 62] = 0, [61, 63] = ae; + /862, [62, 63] = Ye1 + (562,
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donde v+ 6 # 0 y ay — 80 = 0. En este caso, el tensor de Ricci esta determinado por

pi1 = 3(7* — %) + ala +9), ,022:%(72—52)—5(044‘5),

y asi la derivada de Lie del tensor de Ricci esta dada por

(Lep)n = (20° — af® + 2025 + B0)&,
(Lep)az = —0(8% — 7> +20(a + 0))&3,
(Lep)

1
2
__1(o.3 2 2
Lep)is = —5(2a° — af? + 2a%6 + Bv6)&
+35(8%y —7* = 285(a + 6))&,

(Lep)as = 35(6% — 72 + 26(c + 6))(BEL + 6&2).

Por los Lemas N tenemos que un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de
Tipo IV.1 admite campos de vectores de Killing invariantes a la izquierda distintos de cero
si y solo si se verifica alguna de las dos condiciones siguientes: (i)aa = =0y § # 0, o
(i) £ 0, v = %, §(a? — B*) =0y a+ 46 # 0. Ademas, cualquier campo de vectores afin
Killing invariante a la izquierda es necesariamente de Killing.

Considerando este resultado, determinamos ahora las colineaciones de Ricci invariantes

a la izquierda que no son campos de vectores afin Killing.

Teorema 2.40. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.1 admite coli-
neaciones de Ricct invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y solo si se verifica
una de las siguientes condiciones

. 5 )
(i) aé%o,é#ia,yz%yﬁzi 2o e R.

(i) ab # 0,8 # +a, v =2 yf=+,/32 €R.

Ademds, en estos casos, tenemos respectivamente que
(Z) VCR = <—%€1 + €2>.
(ZZ) VCR = <—§—g€1 + €2>.

Demostracion. Sea & = (£1,&2,&3) un campo de vectores invariante a la izquierda. Supon-
gamos en primer lugar que o = 0. Puesto que ay — 6 = 0y a + 9 # 0, entonces
necesariamente = 0 y de la Ecuacion ([2.35]) se sigue que £ es una colineacion de Ricci si
y s6lo si

V6o =763 = 0, §(7? —20%)& = 0(7* — 26%)&5 = 0.
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Como consecuencia obtenemos que & = &3 = 0, y por tanto & es un campo de vectores de
Killing (véase el Lema [2.25]).

Ahora bien, si a # 0 tenemos que v = %. Supongamos primero que a # 0y g = 0,
con lo que resulta v = 0. En este caso, la Ecuacion (2.35]) implica que £ es una colineacion
de Ricci si y so6lo si

Oé(Oé+5)€1 :CY(OC+5)§3 :O, 5(04‘{'5)52 :5<Oé+5)€3 :0,

o equivalentemente, si y solo si & = & = 0y 0 = 0. Por tanto, el Lema implica que &
es un campo de vectores de Killing.
Supongamos ahora que « # 0y 8 # 0. Puesto que v = %, la expresion de (L¢p)i2 en

la Ecuacion ([2.35]) se reduce a

(Leph = — 50+ 90 — D).

De este modo, si £ es una colineacion de Ricci entonces necesariamente o = 9 o £ = 0. Si
a = §(# 0) entonces v = [(# 0), y por un calculo directo a partir de la Ecuacion
se obtiene que £ es una colineacion de Ricci si y s6lo si &3 =0, a = e y & = —e&;, siendo
£2 = 1. Observemos que, en tal caso, a® — 2 = 0, y a partir del Lema resulta que &
es necesariamente un campo de vectores de Killing.

En este punto nos resta por analizar el caso a # 0, § # 0, v = %5 y a # 0, en cuyo
caso ha de ser &3 = 0. A partir de la Ecuacion , un campo de vectores & = (&1, £2,0)
es una colineaciéon de Ricci si y sélo si

(207 — (o = 6) %) (&1 + Bo&2) = 0, (2070 + (a = 0) %) (B&1 + 0&2) = 0.

Por un célculo directo a partir de estas ecuaciones se obtiene que si 203 — (a—§)3? = 0, i.e.,
sif= j:@/ji_:;, entonces 20%6 + (o — §)3? # 0 y por tanto 3¢ + 66 =0, ie., & = —%fg;
de donde se sigue (7). Observemos que en este caso § debe ser distinto de cero para que
¢ no sea un campo de vectores de Killing (véase el Lema [2.25)). Finalmente, supongamos

que o%&; + B6E = 0, ie., que & = —5—252. En este caso f& + 0&s # 0 puesto que, de otro
modo, §(a? — %) = 0 y el campo de vectores ¢ es de Killing (véase el Lema [2.25)). Por

tanto, 8 = + %"‘ng con lo que obtenemos (7). ]

iii) Tipo IV.2

Recordemos que un &lgebra de Lie g de Tipo IV.2 viene dada respecto a una base
ortonormal {eq, €9, e3} verificando g(ey,e1) = g(ea, €2) = —g(es, e3) = 1, por las siguientes
constantes de estructura

le1,e0] =0, le1, e3] = aey + Pea, le2, e3] = ye1 + dey;



2.4.2 Caso no unimodular 103

donde v + 6 # 0 y ay + 6 = 0. En este caso, el tensor de Ricci estda determinado por

p11 = 382 —2) + ala + ), pr2 = 5(7* = B%) + d(a +9),
ps3 = —5(B+7)* = (a® +0%).

Con lo que la derivada de Lie del tensor de Ricci esta dada por

Lep)n = (203 + afB? + 2025 + Bv6)&s,

= (8 — 4 — 26(a+ 8))s,

12 = —%(ﬁ — 7B+ )&,

Lep)is = —35(20° + af? + 2026 + 76)&;
(877 = = 280(a + 9))&,

(Lep)as = 3(8 —7° = 20(a + 0))(B&1 + &)

[\
(S}
|

(2.36)

Por los Lemas y tenemos que un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de
Tipo IV.2 admite campos de vectores Killing invariantes a la izquierda distintos de cero si
y solo si se verifica una de estas dos condiciones: (i)a==0y d#0,0 (ii)y=0=0y
a # 0. Ademés, al igual que en el caso anterior, cualquier campo de vectores afin Killing
invariante a la izquierda es de Killing. Haciendo uso de estos resultados determinamos las
colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda que no son afin Killing.

Teorema 2.41. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.2 admate coli-
neaciones de Ricci invariantes a la izquierda que no son afin Killing si y solo si se verifica
alguna de las siguientes condiciones:

(i) ad #0,0 #+a, y=-2Lyp=4+ %ER.

«

(i) a6 #0, 0 # +a, y= -2 yg=4,/222 cR.

a a—0

Ademads, en estos casos, tenemos respectivamente que:
: B
(Z) VCR = <—E€1 —+ 62>.

(ZZ) VC'R == <B—g€1 —f- 62>.

«

Demostracion. Sea & = (£1,&2,&3) un campo de vectores invariante a la izquierda. Supon-
gamos en primer lugar que o = 0. Puesto que ay + 36 = 0y a + & # 0, entonces
necesariamente § = 0 y la Ecuaciéon implica que & es una colineaciéon de Ricci si y
sOlo si

Y62 =783 =0, 6(7* +20%)& = 6(7* + 26%)&5 = 0.
Como consecuancia obtenemos que & = & = 0, y asi £ es un campo de vectores de Killing

(véase el Lema [2.29)).
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Supongamos ahora que « # 0, con lo que resulta v = —%5. Consideremos primero que
a# 0y f =0. Con estas hipotesis se tiene que v = 0 y la Ecuacion (2.36]) implica que &
es una colineaciéon de Ricci si y sélo si

Oé(CK‘F&)fl :OJ(OC+5)§3 :O, (5(a+5)£2 :(5<Oé+5)€3 :0,

o equivalentemente, si y sélo si & = & =0y d = 0. Asi pues, el Lema [2.29 implica que &
es un campo de vectores de Killing.
Sea ahora a # 0 y 8 # 0. Puesto que v = —%, la expresion de (L¢p)i2 en la Ecuacion

(2.36)) se reduce a
1

(Lep)ra = —27353(04 +6)*(a — 6)&s.

Por tanto, si £ es una colineacion de Ricci entonces necesariamente o = d o & = 0. Si
a = 6(# 0) entonces v = —f(# 0), y por un céalculo directo a partir de la Ecuacion ([2.36))
se sigue que ¢ es una colineacion de Ricci si y s6lo si &3 =0y a&y — BE = BE + aéy = 0,
de donde se obtiene que £ ha de ser cero.

En este punto nos resta por analizar la situacion a # 0, § # 0, v = —% y a # 0;
en cuyo caso &3 = 0. De la Ecuacion , el campo de vectores £ = (£1,&2,0) es una
colineacion de Ricci si y sélo si

(207 + (o = 0) %) (&1 — PO&3) = 0, (2070 — (a = 0)5%) (&1 + 062) = 0.

Observemos que 0 puede suponerse distinto de cero, ya que que en caso contrario el campo
de vectores £ es de Killing (véase el Lema [2.29)). Por un céalculo directo a partir de estas

. . . . 3
ecuaciones se demuestra que si 20 + (o — )32 =0, ie., si B =+ 52% entonces 2a?6 —

(a—0)3? # 0 y por tanto B&; + 6& = 0, ie., & = —%52; con lo que se obtiene (7). Ahora
bien, si o2&, — B0 = 0, ie., si & = %52, entonces & + 6& # 0, puesto que en caso

contrario § = 0. Por tanto, 200 — (o — 0)3% = 0, ie., § = + io‘fg; de donde se sigue

(i4). 0

iv) Tipo IV.3

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo IV.3 esta determinada respecto a una base
pseudo-ortonormal {eq, e, e3} con

por las siguientes constantes de estructura

le1,e0] =0, le1, e3] = aey + Pea, le2, e3] = ye1 + dey;
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donde av + 6 # 0 y ay = 0. Asi, el tensor de Ricci esta determinado por

P11 = P23 = —%727 p33 = a0 —a) — By.

Por tanto, la derivada de Lie del tensor de Ricci esta dada por

(Lep)ss = 7 (BEL + 0&2), (Lep)iz = —%7353,

(2.37)
(Lep)is = 572 (762 — B&s), (Lep)as = —3720Es.

Por el Lema tenemos que un grupo de Lie de Tipo IV.3 admite un campo de
vectores de Killing invariante a la izquierda distinto de cero si y s6lo si se verifica alguna
de las tres condiciones siguientes: (i) =0, 8 =0y §d # 0;0 (it)a =0, 5#0,vy=0y
6 # 050 (itt)a # 0, v = 0y § = 0. Mientras que, por el Lema [2.33] admite campos de
vectores afin Killing invariantes a la izquierda no Killing si y s6lo si se verifica alguna de
las dos condiciones siguientes: (i)a =0,y =0y d # 0;0 (ii)y =0y 0 = 2a # 0. Haciendo
uso de estos resultados determinamos las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda
que no son afin Killing.

Teorema 2.42. Un grupo de Lie Lorentziano no unimodular de Tipo IV.3 admite coli-
neactones de Ricci invariantes a la 1zquierda que no son afin Killing si y solo si v = 0.
Ademds, en tal caso Ver = (e1, €2, €3).

Demostracion. Por la Ecuacion (2.37)) un campo de vectores invariante a la izquierda & =
(&1,&2,&3) es una colineacion de Ricci si y solo si

V(B +66) =0, =0, Y(v&e — BE3) =0, 7€ = 0.

Como o + 6 # 0 y oy = 0 si suponemos v = 0 entonces claramente L¢p se anula para
cualquier campo de vectores &. Por otra parte, si v # 0 resulta que necesariamente o = 0.
Ademas, si £ es una colineaciéon de Ricci entonces &3 = & = 0y § = 0, y por tanto el
campo de vectores & resulta ser de Killing (ver Lema . ]

Resumimos los resultados de esta secciéon en la siguiente tabla.
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Grupos de Lie Lorentzianos no unimodulares

Tipo No cero No Killing No afin Killing
Killing afin Killing Colineaciones de Ricci
S X X v=2\a?+ 2
a=8=0,0#0 X X
V.1 alo+6) #0,y =522, X X
§(a? - B?) =0,
X X Teoremam (1), (ii)
a=08=0,6#0 X X
V.2 y=0=0,aa#0 X X
X X Teorema@ (1), (ii)
a=0,0=0,#0 Siy=0 v
a=0,#0,7v=0,#0 v v
a#0,v=0,0=0 X v
V.3 X v=0,0 =2a#0 v
[ X ] [ X } [ Cualquier otro caso ]
convy=20

Observacion 2.43. En el caso Riemanniano, las algebras de Lie unimodulares se corres-
ponden con las de Tipo la, mientras que las no unimodulares se corresponden con el Tipo
S y con el Tipo IV.2.

Con respecto al caso unimodular, el Teorema [2.35] contintia siendo cierto en el caso
Riemanniano y por tanto el comportamiento de los de Tipo Ia es exactamente igual que
en el caso Lorentziano.

Los grupos de Lie no unimodulares de Tipo &G no admiten colineaciones de Ricci inva-
riantes a la izquierda distintas de cero en el caso Riemanniano, a diferencia de lo que
ocurre en el caso Lorentziano tratado en el Teorema 2.39. Esta diferencia notable esta
relacionada con el hecho clave de que la curvatura seccional constante de un grupo de Lie
de Tipo & esta dada por —a? — 32 ++2 en el caso Lorentziano, y por tanto puede ser nula,
mientras que en el caso Riemanniano siempre es estrictamente negativa, ya que esta dada
por —a?— 32 —~2. Finalmente, el comportamiento de los de Tipo IV.2 es exactamente igual
en el caso Riemanniano y en el caso Lorentziano puesto que el Teorema [2.41] se verifica en
ambas situaciones.

Las demostraciones de estos resultados se obtienen de forma analoga a los de las Sec-

ciones A1)y 1)

Observacion 2.44. Por los resultados obtenidos en [13] (véase también [43]) los solitones
de Ricci invariantes a la izquierda definidos sobre los grupos de Lie Lorentzianos de di-
mension tres no simétricos estan caracterizados por el hecho de que su operador de Ricci
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tiene tres autovalores iguales. Por su parte, como vimos anteriormente, un grupo de Lie
Lorentziano de dimenison tres admitiendo solitones de Yamabe (tanto invariantes como
no invariantes) ha de tener operador de Ricci dos-pasos nilpotente. No obstante, en el ca-
so de las colineaciones de Ricci invariantes a la izquierda en grupos de Lie Lorentzianos
tres-dimensionales, su existencia no impone ninguna restriccion al operador de Ricci.






Capitulo 3

(Geometria del tensor de Cotton

Como vimos en la Seccion las variedades pseudo-Riemannianas de dimension tres
localmente conformemente llanas estan caracterizadas por el hecho de que su tensor de
Cotton, dado por

(3.1) CX,Y, Z) = (VxS)(Y, Z) — (VyS)(X, Z),

siendo S = n—i2 p— ﬁ g) el tensor de Schouten, es idénticamente nulo. Ademas, puesto
que dicho tensor es antisimétrico en las dos primeras componentes podemos definir a partir

de €l las tres 2-formas siguientes
1
C; = EC’nmidx" A dz™, 1=1,2,3;

donde (x!', 22 z%) es un sistema de coordenadas locales de M. Si ademés suponemos que
M tiene la orientacién dada por la forma de volumen v, = \/|g|dz' A dz? A da®, a partir de
estas 2-formas y del operador estrella de Hodge, *, podemos definir tres nuevas 1-formas
como
1 n m 1 n m 1 nml g0 :
*C; = *(aCan-dx Adz™) = §C'mm- * (dz™ N dx™) = 5 Cnmi€ dz®, i=1,2,3;

donde €% representa la paridad de la permutacion de los indices {a, b, c} con respecto a
{1, 2, 3}. Estas tres 1-formas nos permiten ahora definir el tensor de Cotton de tipo (1,1),

dado en componentes por

1
Cf = ionmienméa

el cual, bajando indices, tiene como tensor de tipo (0,2) asociado el dado por
1
Ci' - _Cnmienmegﬂj
2
Finalmente, realizando el siguiente reescalado siguiendo la construcciéon de York (véase
194])

~ 1
(32) Cij = —Onmienmegﬂju

N

109
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obtenemos un tensor de tipo (0,2) invariante por cambios conformes de métrica y que
también se conoce como tensor de Cotton (véanse [7] y [81]).

Los resultados presentados a lo largo de este capitulo se encuentran recogidos en [22],
23], [24] v [27).

3.1. Espacios conformemente simétricos de dimension
tres

Una variedad pseudo-Riemanniana de dimensién mayor o igual a cuatro se dice confor-
memente simétrica si su tensor de Weyl es paralelo (VW = 0). Es conocido que cualquier
variedad Riemanniana conformemente simétrica es localmente simétrica (VR = 0) o local-
mente conformemente llana (W = 0). En el caso no trivial (VW =0y VR # 0, W # 0),
la variedad (M, g) se dice esencialmente conformemente simétrica. La geometria local y
global de las variedades pseudo-Riemannianas esencialmente conformemente simétricas ha
sido investigada extensamente por Derdzinski y Roter en una serie de articulos (véanse [35]
y [36] y las referencias ahi senaladas para méas informacion). Cabe destacar aqui que puesto
que el tensor de Weyl se anula en dimension tres, las variedades conformemente simétricas
han sido estudiadas s6lo en dimensién mayor o igual a cuatro. El principal objetivo de
esta seccion es extender este estudio a las variedades de dimension tres, donde toda la
informacion conforme esta codificada por el tensor de Cotton.

En el caso particular de dimension tres, se dice que una variedad pseudo-Riemanniana es
esencialmente conformemente simétrica si el tensor de Cotton es paralelo pero la variedad
no es localmente conformemente llana, i.e. V.C = 0 con C # 0, (observemos que cualquier
variedad localmente simétrica de dimension tres es localmente conformemente llana). Cabe
destacar que mientras el caracter conformemente simétrico involucra derivadas de tercer
orden de la métrica en dimensiéon n > 4, en dimension tres resulta una condicion diferencial
de orden cuatro.

3.1.1. Descripcion local de las variedades esencialmente conforme-
mente simétricas de dimensiéon tres

Estudiamos en este apartado la descripcion local de cualquier variedad esencialmente
conformemente simétrica de dimensiéon tres. En primer lugar consideramos el caso en el
que la variedad (M, g) se descompone como un producto de variedades.

Lema 3.1. Si (M, g) es una variedad pseudo-Riemanniana producto (M = R x N, g =
+dtodt+ gy) de dimension tres con tensor de Cotton paralelo, V C = 0, entonces es local-
mente conformemente llana (C = 0), es decir, (M, g) no es esencialmente conformemente
simétrica.

Demostracion. Sean (a,z) y (b,y) campos de vectores sobre (M, g). El tensor de Schouten
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verifica

S((a,z), (b)) = pl(a,2),(b,y)) — T9((a, z), (b,y))
39(z,y) — (£ab + g(z,y))

= I(Fab+g(z,y))

= J(Fdtodt+gn)((a,z),(b,y)).

Observemos que g y h = Fdtodt+ gn son métricas en M induciendo la misma conexion de
Levi-Civita. Asi, por un calculo directo obtenemos que V.S = idT ® h. Como consecuencia,
el tensor de Cotton de tipo (0, 3) esta dado por

Caty = (VaS)sy = (VsS)ay = § (dr(@)h, — dr(B)hus),

de donde obtenemos que

1
V,.Capy = 1 ((HesT)W hgy — (Hes:) 5 ha7> :

siendo Hes, el Hessiano de la curvatura escalar, que esta dado por Hes, (X,Y) = X(Y'7) —
(VxY)7. De esto se sigue entonces que V; Cyjy = }1 (Hes,), ;> con lo que la variedad producto
es conformemente simétrica si y solo si Hes, se anula, i.e., si y s6lo si V7 es un campo de
vectores paralelo sobre N. De este modo tenemos dos posibilidades, si V7 # 0 entonces
N se descompone localmente como N = R x R, mientras que si V7 = 0 entonces N tiene
curvatura constante. En cualquiera de los dos casos tenemos que V C = 0 implica C = 0
demostrando que (M, g) es localmente conformemente llana. O

En el siguiente lema demostramos que cualquier variedad esencialmente conformemente
simétrica de dimension tres es localmente indescomponible pero no irreducible, i.e., admite
una distribucion 1-dimensional degenerada y paralela. Estas variedades han sido extensa-
mente estudiadas en la literatura y son conocidas, como vimos en la Seccion [1.4] como
ondas de Brinkmann o variedades Walker.

Lema 3.2. Cualquier variedad (M, g) esencialmente conformemente simétrica de dimen-
sion tres es una variedad de Walker

Demostracion. Puesto que M es una variedad de dimension tres podemos considerar el
tensor de Cotton de tipo (0,2) asociado al tensor de Cotton usual de tipo (0,3). A su
vez, asociado al tensor de Cotton de tipo (0,2) se define el operador de Cotton como
C(z,y) = g(a(:lr), y). Haciendo uso de que el tensor métrico y el operador estrella de Hodge,
*, son paralelos, el caracter conformemente simétrico de cualquier variedad de dimensiéon
tres se establece de forma equivalente en términos del tensor de Cotton de tipo (0, 2), C, o
del operador de Cotton C.

De ahora en adelante consideraremos que el operador de Cotton es paralelo y analizare-
mos las diferentes posibilidades para la forma de Jordan de C. En primer lugar supongamos

que el operador de Cotton es diagonalizable. Por ser el operador de Cotton paralelo se tiene
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que los autovalores de C son constantes y los autoespacios correspondientes generan distri-
buciones paralelas en M. Puesto que el tensor de Cotton tiene traza nula ha de tener por lo
menos dos autovalores diferentes, a menos que la variedad sea localmente conformemente
llana. En cualquier caso, C siempre tiene un autovalor distinguido de multiplicidad uno y
por tanto (M, g) admite localmente una descomposiciéon de DeRham como un producto
(R x N,+dtodt+ gy), donde N es una superficie. En tal caso, el Lema demuestra que
(M, g) es localmente conformemente llana.

Supongamos ahora que el operador de Cotton tiene un autovalor complejo. En tal caso,
respecto a una referencia local ortonormal {ej, es, €3} de signatura (+ + —) tenemos

R A0 O
C=10 o p
0 -8 «

Puesto que el operador de Cotton es paralelo, la distribucién definida por el autoespacio
correspondiente al autovalor A es paralela. Dicha distribucién es espacial y por tanto la
variedad se descompone localmente como un producto R x N, donde N es una superficie.
Entonces, el Lema implica que (M, g) es una variedad localmente conformemente llana.

Si el polinomio minimo del operador de Cotton C tiene una raiz de multiplicidad dos,
entonces existe una referencia local {ej, e, €3}, con g(e1,e1) = g(es,e3) = 1 tal que C se
expresa con respecto a dicha referencia como

6:

o O
o O O
S~ O

Supongamos primero que A # 0. En este caso, puesto que C es paralelo la distribucion
espacial definida por el autoespacio correspondiente al autovalor A\ es también paralela. De
este modo la variedad se descompone localmente como un producto y por el Lema [3.1] se
demuestra que (M, g) es localmente conformemente llana. Supongamos ahora que A = 0;

~2
puesto que el operador de Cotton tiene traza nula ha de ser 2-pasos nilpotente (i.e., C =0,
C # 0). Entonces, Im(C) = (C(e3)) = (e2). Ademaés, teniendo en cuenta que el operador
de Cotton es paralelo, resulta que

0= (Vx C)(es) = Vx(Cles)) — C(Vxes),

de donde C(Vyxes) = Vx(C(e3)) y por tanto Im(C) es una distribucién nula y paralela
1-dimensional en (M, g), con lo que concluimos que g es una métrica Walker.

Finalmente, consideremos el caso en el que el polinomio minimo del operador de Cotton
tiene una raiz de multiplicidad 3. Puesto que el operador de Cotton tiene traza nula ha
de ser 3-pasos nilpotente. Procediendo como en los casos anteriores y usando el hecho de
que el operador de Cotton es paralelo se demuestra que Ker(C) es una distrubuciéon nula
y paralela y por tanto (M, g) es una variedad Walker. ]
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Observacion 3.3. En el caso Riemanniano, como el operador de Cotton es diagonalizable,
se sigue de la demostracion del Lema la no existencia de variedades Riemannianas
esencialmente conformemente simétricas de dimension tres.

Ahora estamos ya en condiciones de enunciar el principal resultado de este apartado

Teorema 3.4. Una variedad pseudo-Riemanniana de dimension tres es esencialmente con-
formemente simétrica si y solo si es una variedad Walker estricta Lorentziana, localmente
isométrica a (R3, (t,z,y)) con métrica

(3.3) ga = 2dt o dy + dx o dx + (2* + a(y)x)dy o dy,

para una funcion derivable arbitraria a(y).

Demostracion. Sea (M, g) una variedad Lorentziana esencialmente conformemente simé-
trica de dimension tres. Entonces del Lema 3.2 se sigue que (M, g) es indescomponible pero
no irreducible, y por tanto es una variedad Walker.

Las variedades Walker de dimension tres admiten coordenadas locales (t, z,y) respecto
a las cuales, como vimos, la métrica admite la expresion

(3.4) gr =2dtody+dxodx+ f(t,z,y)dy o dy,

para alguna funcion diferenciable f(¢,x,y).
Asi pues, la conexion de Levi-Civita esta determinada por

(35) vat 2ftat; Vaz - Qfﬂcah vay = % (fy + fft) %f:}cax - %ftayv

y el tensor de Ricci estd dado por

(36) (at> ) - thta p(aza 831) = %ftxa P(aw ay) = % (fftt - fzx) .

Ademas, el tensor de Cotton de tipo (0,2) de una métrica Walker dada por la Ecuacion
(3.4) esté caracterizado por

é(atuax) - Allfttta é(ataay) - %fttwa G(a$7ax> = _%fttx7
(3.7) C(0y,0,) = T (2fuae + firy — [ fur) 5
i(f ftt Qfxa;a:_ftftx_2ftxy+2ffttx);
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y las componentes no nulas de su derivada covariante por

1
(Vat C) (3157 aa:) = _thtttv

(Va.0) (00 02) = ~2(75,0)(00,0,) = 2AV,0)(0002) = — 5 fue

(V5,C)(0y,0,) = % (4 fuwe — frfue + 2 fuy — 2f fun)

(Vatc) (aya ay) = }1 (fxfttt + fotttz‘ - 2ftrxx - 2ftt:cy) )

(V0,0)(0s. 02) = ~2(V5,0)(80:0,) = — fuer

(Vaxc)(am ay) = é (4fta:ac:5 + 2ftt:cy - f:cfttt - fottt;v) s

(Vﬁxc>(ay7 ay) - }l (fzwftt + 2fzftt:c + 2ffttw:v - 2f:v:v:c:c - ftzx
_ftft;tx - 2ftzxy) ’
(Vayé)(at, az) = é (ftfttt - 2fttty) 5

(Va,0)(000,) = 5 iy — Fufu).

(Vayc)(am @c) = i (fxfttt - 2fttxy) )

(Vo,C)(0x,0,) = £ (4fiaay + fr 2fras + fity) + 2f1yy — 3fofrta
—fyfie = 2f fury)

(Vo,C)(0y0y) = § (2f furwy = frof? = 2fuafi = BFuanfi + fufufi
+ 1 fieaft = 2feaay — JrySra — 2ftayy + 22 fran
+ fayfie + 2fafity + fyfiea — [ fufrut) -

Por un célculo largo pero directo se demuestra que una métrica de Walker dada por la
Ecuacion (3.4) tiene tensor de Cotton paralelo si y solo si la funcion f verifica el siguiente
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sistema de ecuaciones
( f tttt — f ttte — f ttex — f teaxr  —
fefur — 2fttty =

2fttmy - fxfttt —
(39) 4ftx$y + ft (2ftxw + ftty) + 2fttyy - 3fyfttx - fyfttt - fottty -

(ftw)Q + Qfxzx:v + ftfta:ac + thacacy - fwacftt - Qfmfttx =
ft:p (ft)2 + (2fx:r:p + 3ftmy) ft + 2fzx:py + ftyftw
\ +2fta:yy - f:vyftt - f:B (zftmx + ftftt + 2ftty) - (fy + fft) ftt:r = 0

De la primera ecuacion en (3.9) obtenemos

[t z,y) = ale,y) +t (By) + 2 &(y) + 2°6(y)) +°(u(y) + 2 ¢(y)) + *9(y).

Ahora bien, derivando la segunda ecuacion dos veces con respecto a t, se sigue que y(y) = 0.
Asi, la tercera ecuacion se reduce a ¢'(y) = 0 con lo que ¢(y) = K. Derivando ahora la
cuarta ecuacion dos veces con respecto a t obtenemos K = 0. A su vez, si la derivamos dos
veces con respecto a x obtenemos

o O 0o o o

(3.10) 6(y) (26(y) + 1’ (y)) =0,
y derivando una vez mas esta cuarta ecuacion, en este caso con respecto a t, obtenemos
(3.11) w(y) (20(y) + 1/ (y)) = 0.

Por tanto, las Ecuaciones (3.10) y (3.11) implican que d(y) = —%,u’(y). En este punto, la

tinica componente no nula del tensor de Cotton estd dada por

C(9y, 9y) = H{4ny) 0w (2,y) — A0pea(x, y) — 31/ (y)? + 322E(y) 1 (y)
—26(y) (€(y) — xp' (y)) — 22€(y)* + dap” (y) — 4€'(y) }-

Derivando ahora la tltima ecuacion en (3.9) con respecto a t y tras un célculo directo se
obtiene que

1(y) C(0y, 0y) = 0.

Entonces, puesto que el tensor de Cotton es paralelo, si @(6y, J,) = 0 en algin punto
entonces el tensor de Cotton se anula en todo punto y, por tanto, la variedad es localmente
conformemente llana. Es decir, podemos suponer que u(y) = 0. En tal caso, la quinta
ecuacion en se transforma en

2amx:ﬂaz($a y) + é(y) = 07

y asf a(z,y) = —52*¢(y)* + D(y)2® + C(y)2* + B(y)z + A(y). Nuevamente por un calculo
directo, se demuestra que la tnica componente no nula del tensor de Cotton de tipo (0, 2)
esta dada por

C(9y,0,) = =1 (12D(y) + B(y)&(y) + 26 (v)) .
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y derivando la tdltima ecuacion en (3.9)) con respecto a x obtenemos

8¢(y) C(9y,0,) = 0.
Como antes, si C(8,,d,) no es idénticamente nulo, entonces se tiene que {(y) = 0. Es
decir, el tensor de Cotton esta determinado por C(dy,0,) = —3D(y), lo que implica que
D(y) # 0 en todo punto excepto en el caso localmente conformemente llano. Ademas, la
ultima ecuacion en se reduce a D(y)5(y) + D'(y) = 0, de donde B(y) = —%.
En este punto, la métrica estda determinada por

Flt,0,9) = = 0+ D) + C)a? + Bl + AG).

y mediante un calculo directo se demuestra que el operador de Ricci asociado a esta métrica
es 2-pasos nilpotente. Ahora bien, una variedad Walker de dimensién tres tiene operador
de Ricci 2-pasos nilpotente si y solo si es estricta, es decir, si y s6lo si admite un campo
de vectores nulo y paralelo (véase [14]), con lo que existen coordenadas de Walker (¢, z,y),
posiblemente distintas a las consideradas hasta ahora, respecto a las cuales la métrica se
expresa como

(3.12) gr =2dt ody + dzx odx + f(z,y)dy o dy,

para una nueva funcion f(x,y) que no depende de la nueva coordenada t. De este modo,
la tinica componente no nula del tensor de Cotton es

C(ayaay) = _%fxmc;
y las componentes no nulas de V C estan dadas por

(Vaz é)(ayy ay) = _%f:mmza (Vay C) (aya 8y) = _%fxx:py-

A partir de estas expresiones, y después de un calculo directo, se obtiene que una métrica
de Walker estricta es esencialmente conformemente simétrica si y sélo si

(3.13) flz,y) = ke’ + 22 A(y) + By)z + C(y),

para funciones derivables arbitrarias A, B y C y una constante real no nula .

En lo que resta de la demostraciéon comprobaremos que cualquier métrica determinada
por la Ecuaciéon es localmente isométrica a alguna métrica dada por la Ecuacion
(3.3) para una funcion a(y) adecuada. Para ello seguiremos los pasos realizados en [40)].
Sea g una métrica Walker definida por la Ecuacion y consideremos la aplicacion

T(t,x,y) = (t—dyr + ¥, 2+ 9,y),

donde ¢ y 1 son funciones de y derivables. Entonces 7" define una isometria entre gy y otra
métrica Walker g7 dada por la Ecuacion (3.12) para alguna funcion
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Sea gy, una métrica Walker dada por gy, = 2dt o dy + dx o dz + (k2 + b(y)z)dy o dy
definida por alguna funcion derivable b(y) y alguna constante no nula . Entonces T define
una isometria entre gy, y la métrica Walker g; donde

flxy) = Kz +0)°+b(y)(x+ @) — 220y, + ¢; + 20,
= ka® + 3k¢x® + (b(y) + 3ko? — 2¢y,)x + b(y)d + KP® + O + 21h,.

Tomando A = 3k, B = b+3k¢* —2¢,, y escogiendo ¢ tal que C = b(y)¢+ ko> + ¢} + 21y,
tenemos que 7" define una isometria entre g ,, y una métrica de Walker g con f(x,y) dada
por la Ecuacion (3.13)).

Finalmente observemos que x no es relevante en la discusiéon previa puesto que

1
T(ta Z, y) = (V eRt, e, \/ﬁy)
es una isometria entre gy, y go = 2dt o dy + dx o dx + (2* + a(y)x)dy o dy, donde la
funcién a(y) esta dada por a(y) = (|&|)~'b(|k|~*?y) y ¢ = Sign(x). Lo que concluye la
demostracion. [

Observacion 3.5. Cualquier métrica esencialmente conformemente simétrica g, dada por
la Ecuacion estd determinada por una funciéon a(y). Por tanto, es natural pregun-
tarse si dos funciones diferentes a(y) y b(y) determinan la misma clase de isometria. Para
responder a esta cuestion, primero observemos que el nucleo y la imagen del operador de
Ricci, p, de cualquier métrica dada por la Ecuacion estdn generados por

Kerp = (0, 0.), Im p = (0).

Asi, cualquier isometria (local) debe preservar estos subespacios.

Sea ® = (1®(t, 2,9),2®(t, x,y),3®(t, z,y)) una isometria entre g, y gs, (i.e. ®*gp = ga).
Puesto que ® tiene que preservar Ker pe Im p, se tiene que 3® depende sélo de la coordenada
y v 2® es una funcién de las coordenadas x e y. Ademaés,

1= a(0s, 02) = g5(D,0,, ,0,) = (>®,)?

con lo que ?®(x,y) = e12 + ¢(y) siendo €2 = 1. A su vez, puesto que cualquier isometria
ha de preservar el tensor de Ricci (i.e., ®*py = p,, donde p, y pp son los tensores de Ricci
de g4 v gv, respectivamente), se tiene que en cualquier punto p = (¢, x,y)

=32 = pa(0),0y);, = pu(®.0y, 2.0y),,, = —3(e1z + 0(y)) (*D,)”,

de donde se sigue que ¢(y) =0, 3®(y) = ey +a y &1 = 1, siendo €2 = 1 y o una constante
arbitraria. Ahora bien,

0 = 9a(0z, 0y) = g6(P,0s, P,O,) = €2 19,
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de donde obtenemos que '® depende s6lo de las coordenadas t e y, i.e. '® (¢, z,y) = U(t,y).
Ademas,
1= ga<at7 ay) = gb(‘p*ata (I)*ay) = &2 \I]ta

y entonces, W (t,y) = eot + Y (y). Por tanto, para cualquier punto p tenemos
2’ + a(y)r = g9y, 9y)1, = 9o(Pu0y, PuOy) g, = 2 + b(eay + @)z + 26,7,

con lo que obtenemos Y(y) = 8. Finalmente resulta que ® es una isometria de g, a gy si y
solo si

= (ot + B,x,80y+0a),y aly)=beay+a), e5=1

Esto demuestra que:

“El espacio de las clases de isometria de las variedades esencialmente confor-
memente simétricas de dimension tres coincide con el espacio de funciones
diferenciables de una variable a(y), salvo parametrizacion de velocidad cons-
tante.”

Observacion 3.6. Cualquier variedad Lorentziana esencialmente conformemente simétri-
ca de dimension n > 4 tiene curvatura de Ricci recurrente (véase [34]). En dimension
n = 3 esta propiedad también se verifica puesto que cualquier métrica Walker dada por
la Ecuacion (3.3)) (de hecho, cualquier métrica Walker dada por la Ecuacion (3.12))) tiene
curvatura de Ricci recurrente.

Por otra parte, es conocido que cualquier variedad 2-simétrica (i.e., V2R = 0 pero
VR # 0) de dimension tres tiene tensor de Cotton paralelo. A su vez, por los resultados
obtenidos en [2] y en [§] se tiene que cualquier variedad 2-simétrica de dimension tres es lo-
calmente conformemente llana. Por tanto, a partir de estos hechos, resulta que una variedad
esencialmente conformemente simétrica de dimension tres no puede ser 2-simétrica.

Finalmente, se sigue del trabajo realizado en [40] que las variedades esencialmente
conformemente simétricas de dimension tres no son localmente homogéneas (es méas, no
pueden ser 1-curvatura homogéneas)

3.2. Otras condiciones de paralelismo

Motivado por el estudio del tensor de Ricci y con el objetivo de generalizar las métricas
Einstein, Alfred Gray traslado en [45] las simetrias de la derivada covariante del tensor de
Ricci (i.e., las procedentes de las simetrias de p y de la identidad de Bianchi divp = %dT) a
un contexto algebraico y considerd el espacio de los tensores de tipo (0, 3) con las simetrias
de Vp. Dicho espacio se descompone de forma natural bajo la acciéon del grupo ortogonal
en tres subespacios irreducibles. Puesto que el tensor de Cotton tiene traza y divergencia
nulas, siguiendo la terminologia introducida por Gray en [45], establecemos las siguientes
definiciones

» El tensor de Cotton es ciclico paralelo, o equivalentemente un tensor Killing, si

(VxC)(X,X)=0.
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= El tensor de Cotton es Codazzi si (VxC)(Y,Z) = (VyC)(X, Z).

» (M, g) es una C*-variedad si

(Vi)Y 2) = gy (nX (1 C)g(v. 2
+ %(n — [V (trC)g(X, Z) + Z(tr C)g(X,Y)]},

para todos los campos de vectores X, Y, Z en M.

Puesto que la clase C* se reduce a la clase de las variedades de dimensién tres confor-
memente simétricas, ya que trC = 0, el objetivo de esta seccion es estudiar las métricas
de Walker en dimension tres con tensor de Cotton ciclico paralelo y aquellas para las que
el tensor de Cotton es Codazzi. Ademés, particularizamos los resultados al caso de que la
variedad sea Walker estricta, obteniendo que en dicha situacion si el tensor de Cotton es ci-
clico paralelo ha de ser necesariamente paralelo. No obstante, este resultado no se mantiene
cuando el tensor de Cotton es Codazzi, es decir, una variedad Walker estricta con tensor
de Cotton Codazzi no es necesariamente conformemente simétrica o, equivalentemente, su
tensor de Cotton no es necesariamente paralelo. Este estudio permite poner de manifiesto
la existencia de ejemplos de variedades cuyo tensor de Cotton es Killing o Codazzi, pero
no paralelo y es el punto de partida para posteriores estudios en esta seccién.

3.2.1. Variedades Walker con tensor de Cotton ciclico paralelo

Analizamos en este apartado cuando una variedad Walker (M, g¢) con
(3.14) gf =2dtody+drodr+ f(t,x,y)dy o dy,

tiene tensor de Cotton ciclico paralelo. Como veremos, dicha condicién es muy rigida en el
contexto de la geometria Walker.

Teorema 3.7. El tensor de Cotton de una variedad Walker de dimension tres (M, gs) es
ciclico paralelo si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones

(i) existen funciones derivables A, B y C, dependiendo unicamente de la coordenada
y, con A(y) # 0, con constantes reales « y [3, tales que la funcion f se expresa
localmente como

ft,z,y) = AP+ (Br+C)t* + 35 (B 2? +2BCx+6 A +C*+3a)t
+ (B 2* +3B°Ca? +3(6 AB' +B(C* +3a))x

+18 AC'+3B%*+C?>+9aC + 273},
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(ii) existen funciones derivables D, €, G, H e L, dependiendo unicamente de la coorde-
nada y, con D(y) # 0, tales que la funcion f se expresa localmente como

ftz,y)=Dr+&)t—£D*a* —L 2D +DE)a*+ G + Ha + 1,

(11i) existen funciones derivables F, G, H e I, dependiendo tinicamente de la coordenada
y, con F(y) # 0, tal que la funcion f se expresa localmente como

ftooy) =—St+FaP +Ga2+Ha+T,

(iv) existen funciones derivables £, G, H e I, dependiendo inicamente de la coordenada
y, tales que la funcion f se expresa localmente como

flt,o,y)=Et+ G +Hax+ T,

(v) existen funciones derivables C, D, £, F, G y H, dependiendo tinicamente de la coor-
denada y, con C(y) # 0, tales que la funcion f se expresa localmente como

ft,z,y)=Ct* = (5C' x> —Dax - &)t
+ oz {C(C)2x* —4CDC 2 —4(2CC" = 3(C')* +CEC' — CD?) 2?
—8(3DC' —2CD —CDE)x+16C(CF+Z(z,y))},
donde
Gy) VW 4 1 (y) e VW, si C(y) >0,
G(y) cos(y/—C(y) x) + H(y) sin(y/—=C(y) x), siC(y) <0.

Demostracion. Por un céalculo largo pero directo usando la Ecuacion (3.8)) se demuestra
que el tensor de Cotton de una variedad Walker de dimension tres es ciclico paralelo si y
s6lo si

E(z,y) =

( ftttt = ftttm = fttww = ftmxm - 07
2fttty f - 2fttyy - 2ftmxy + 2fmxzx + fttt fy
(3-15) +fttxfac_fttyft_ftzzft_fttfxx+f1§21: = 0,

2ftt:r:yf_2ftxyy_2fa:mcy_ftttfxf+fttxftf+fttxfy+2fttyfx
\ +2ft:):xf:p_3ft:pyft_Qfxxxft+fttfxy+fttftfx_ftxfty_ftzft2 = 0.

Integrando en la primera ecuacion en (3.15)) obtenemos la existencia de funciones de-
rivables P, A, B, C, D y &, dependiendo unicamente de la coordenada y, y una funcién
diferenciable @), dependiendo de las coordenadas (x,y), tales que

(3.16)  f(t,z,y) = A(y)t* + (B(y) x +C(y)) > + (P(y) 2> + D(y) x + E(y)) t + Q(, y).
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Derivando ahora en la segunda ecuacion en (3.15)) respecto a t dos veces obtenemos
(3.17) 3 P(y) A(y) — B(y)* = 0,
y consideramos dos casos diferentes dependiendo de si A(y) se anula o no.

Primer _caso: A(y) # 0.

En este caso, la Ecuacion (3.17) implica que P(y) =
se transforma en

(3.18) f(t,z,y) = Aly) £’ + (By)z +C(y)) ¢* + (fﬁ@; v+ D(y)z + E(y)) t+Q(z,y).

B(y)?
3A(y)

y por tanto la Ecuacion (3.16

Derivando ahora en la segunda ecuacion de ([3.15]) respecto a ¢t una vez y respecto a = dos
veces resulta A(Y) Queue (7, y) = 0, y puesto que estamos suponiendo que A(y) # 0 se sigue
que

(3.19) Qz,y) = S(y)2® + T(y) 2> + U(y) z + V(y),

para ciertas funciones S, T', U y V que dependen tnicamente de la coordenada y. Con-
tinuamos derivando la ultima ecuacién de ([3.15]) respecto a t cuatro veces y obtenemos

A(y) (3 A(y) D(y) — 2B(y)C(y)) = 0, de donde se sigue que

(3.20) D(y) = 2oWEW) i <i/l)(§)<y).

Derivando ahora la segunda ecuacion en ([3.15) respecto a ¢t y x obtenemos la igualdad
27 A(y)* S(y) — B(y)® =0, y asi

(3.21) S(y) = %,

mientras que derivando en la ultima ecuacion en (3.15)) respecto a t tres veces y respecto
a x una vez resulta

9A(y)* T(y) - B(y)*C(y) =0,
y por tanto

B(y)*Cly)

(3.22) T(y) = 9 A(y)?

A continuacién, derivando la tdltima ecuacion en (3.15)) respecto a t tres veces obtenemos
3A®Y)* Uly) +2B(y) A'(y) — 2.A(y) B'(y) — Aly) B(y) E(y) = 0,
y asi

1

{2B(y) A'(y) =2 A(y) B'(y) — Aly) B(y) E(y)} -
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Derivando una vez mas la segunda ecuacion en ([3.15)) respecto a t resulta
B3A(y) E'(y) +3A(y) E(y) — 6 A"(y) —2C(y) C'(y) = 0,

de donde, integrando de forma directa, obtenemos

1
E(y) = 3AG)

(3.24) (6A4'(y) +C(y)* +3a),

siendo o un namero real. En este punto, la Ecuacion (3.15)) se reduce a

9A(y)* V' (y) + 18 Ay) A'(y) V(y) — 6 A(y) C"(y)
—6A'(y)C'(y) —2B(y) B'(y) — C(y)*C'(y) —3aC'(y) =0,

e integrando de forma directa se obtiene

(3.25) V(y)

= 7y 18AW) Cw) +3B()° +C0)" +9aCly) +275),

donde 5 es un ntamero real. Haciendo uso de las Ecuaciones (3.19)—(3.25)) en la Ecuacién
(3.18]) se obtiene el caso ().

Segundo caso: A(y) = 0.

En este caso, la Ecuacion (3.17)) implica que B(y) = 0 y derivando en la segunda ecuacion
en (3.15)) respecto a t obtenemos

(3.26) C(y) (C'(y) +2 P(y)) = 0.

Si en primer lugar suponemos C(y) = 0, entonces derivando la tltima ecuacion en ({3.15)
respecto a t y respecto a « implica que P(y) = 0 y la Ecuacién (3.16)) se transforma en

(3.27) ft,z,y) = (D(y)x+EWY))t+ Qz,y).

Ademés, la segunda ecuacion en (3.15) se reduce a 2 Quure(z,y) = —D(y)? y por tanto
existen funciones diferenciables F, G, H e Z, dependiendo tinicamente de la coordenada y,
tales que

(325) Qg =~ DR+ F() e+ Gy) a® + Hly) 2 + T(),

y la Ecuacion es equivalente a
D(y) 2D'(y) + D(y) E(y) + 12 F(y)) x + 2D"(y)
+3E(y)D'(y) + D(y) €'(y) + 12 F (y) + D(y) E(y)* + 12&(y) F(y) = 0.

Derivando respecto a & obtenemos D(y) (2D'(y) + D(y)E(y) + 12 F(y)) = 0. Ahora bien,
si D(y) # 0, entonces F(y) = —% (2D'(y) + D(y) E(y)) y considerando las Ecuaciones
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(3-27) v (3.28]) se obtiene el caso (ii). Por otra parte, si D(y) = 0 entonces las ecuaciones
anteriores se reducen a F'(y) + E(y) F(y) = 0 y considerando de nuevo las Ecuaciones
(3-27) v (3.28)) se obtienen de forma directa los casos (iii) e (iv), dependiendo de si F(y)

es idénticamente nula o no.

Finalmente, supongamos que C(y) # 0 en la Ecuacion (3.26)). En este caso resulta que
P(y)=—53C"(y) ¥

(3.29) flt.z,y) =Cy)t* + (Dy)z — 5C'(y) 2> + £(y)) t + Q. y).
A su vez, la segunda ecuacion en se reduce a
—4C"(y) = 6D(y)C'(y)x — 2&(y) C'(y) + 2D(y)* = 0,

e integrando de forma directa se obtiene la existencia de funciones derivables S, F, Gy H,
dependiendo tnicamente de la coordenada y, tales que

16C(y)* Q(z,y) = C(y) C'(y)*2* — 4C(y) D(y) C'(y) =
(3.30) —4(2C(y)C"(y) = 3C"(y)* +C(y) E(y) C'(y) — C(y) D(y)?) «?
+16C(y)* S(y) z + 16 C(y) (C(y) F(y) + E(=,y)),

donde
G(y) eVeWT 4 H(y) e~ VCW2, si C(y) > 0,
G(y) cos(n/—C(y) z) + H(y) sen(y/—C(y) x), siC(y) <DO0.

A continuacion, derivando en la tultima ecuaciéon en (3.15)) respecto a ¢ implica que

2C(y)* S(y) +3D(y)C'(y) — 2C(y) D'(y) — Cly) D(y) E(y) = O,
y por tanto,

1

(3.31) S(y) = “3C)e (3D(y)C'(y) —2C(y)D'(y) — Cy)D(y)E(y)) -

Es decir, la Ecuacion (3.15)) se verifica y haciendo uso de las Ecuaciones (3.30) y (3.31]) en

la Ecuacion (3.29)) se obtiene el caso (v). O

Corolario 3.8. Sea (M, gr) una variedad Walker estricta de dimension tres. Si (M, gy)
tiene tensor de Cotton ciclico paralelo entonces ha de ser necesariamente paralelo.
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Demostracion. Recordemos que, en virtud del Teorema [1.10 una variedad Walker estricta
admite un sistema local de coordenadas (t, z,y) respecto al cual el tensor métrico Loren-
tziano se expresa como

(3.32) gr =2dtody+ dxodr+ f(z,y)dy o dy.

Por la Ecuacion (3.7)) tenemos que el tinico término no nulo del tensor de Cotton esta dado
por

1
(333) C(ayyay) = _éf:c:r;asa

y por tanto, su derivada covariante esta determinada por las componentes no nulas

3.3) (V0.0)(040) =~ ferees (V5,0)0y:04) = —3 o

Con esto se sigue ya de forma directa que el tensor de Cotton de una variedad Walker
estricta dada por la Ecuacion (3.32)) es ciclico paralelo si y solo si es paralelo. ]

Observacion 3.9. Cabe destacar que el tnico caso no trivial en el Teorema (3.7} es decir,
tal que el tensor de Cotton sea ciclico paralelo pero no paralelo, VC # 0, es el caso ().

3.2.2. Variedades Walker con tensor de Cotton Codazzi

Los tensores Codazzi juegan un papel importante en muchos aspectos de la geometria
pseudo-Riemanniana. Por ejemplo, como ya hemos visto, el tensor de Schouten de cualquier
variedad localmente conformemente llana es un tensor Codazzi. Motivados por esto, y
como una generalizacion de las métricas obtenidas en el Teorema [3.4] determinamos en
este apartado todas las métricas Walker de dimension tres dadas por la Ecuacion
cuyo tensor de Cotton es Codazzi.

Teorema 3.10. El tensor de Cotton de una variedad Walker de dimension tres (M, gy) es
Codazzi si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones

(i) existen funciones derivables B, C, D, £, F, G y H, dependiendo inicamente de la
coordenada y, tales que la funcion f se expresa localmente como

ft,x,y) = (Ba®>+Ca+ D)t — g5 B2 — 55 BCa®
— = BB +4BD+C?)at* + €+ Fal+ G+ H,

(ii) existen funciones derivables A, C, D, £, F, G y H, dependiendo tnicamente de la
coordenada y, con A(y) # 0, tales que la funcion f se expresa localmente como
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flt,z,y)=At? — (3 A 2? —Cax — D)t
+ oo {AA) 2 —4ACA L —42AA" —3(A)* + ADA — AC?) z?
+16 A28 x4+ 16 A(AF +E(z,y))},

donde

G(y) eVADT 1 3 (y) e VAW®, si Aly) > 0,
G(y) cos(v/—A(y)z) + H(y) sen(\/—Aly)x), si Ay) <O0.

Demostracion. Por un calculo largo pero directo a partir de la Ecuacion (3.8]) se obtiene
que el tensor de Cotton de una variedad Walker de dimension tres es Codazzi si y solo si

E(z,y) =

( f tttt — f e = 0,
2futy + 2ftt2e — fre fr = 0,
(3'35) 6fttzy + 4ftm:c - 3fttt fa: = 07

thtty f + 4fttx:r; f - 2fttyy - 8fta:xy - 4fxxx:c
A+ fue fy + T w fo — Juy fr — Aftaa fo + 2fu fow — 22, = 0.

Integrando la primera ecuacion de (3.35)) se obtiene la existencia de una funcién deri-
vable P, dependiendo tnicamente de la coordenada y, y de funciones diferenciables @), S
y T, dependiendo de las coordenadas (x,y), tales que

flt.z,y) =Py)t* + Qz,y) t* + S(z,y) t + T(x,y).

Derivando ahora la segunda ecuacion respecto a t dos veces obtenemos que P(y) es idén-
ticamente nula. Asi, la segunda ecuaciéon se reduce a Q,, = 0, con lo que Q(z,y) =
U(y) z + A(y) para ciertas funciones derivables U y A dependiendo tinicamente de la coor-
denada y. Ademas, derivando la ultima ecuacion respecto a t dos veces obtenemos U (y) = 0,
y por tanto
f(t,z,y) = Ay)t* + S(z,y) t + Tz, y).

La tercera ecuacion se reduce de este modo a Sy..(z,y) = 0, lo que implica la existencia
de funciones derivables B, C y D, dependiendo tnicamente de la coordenada y, tales que

S(z,y) = Bly) x>+ Cy)x +D(y), y
(3.36) Flt,2,y) = Ay) £ + (Bly) 2 + Cly) = + D(y)) t + T(x,y).

En este punto, f(¢,x,y) verifica las tres primeras ecuaciones de (3.35)) y la ultima de ellas
se corresponde con

2 Toan(7,y) — 2 Tpa(2,y) A(y) + 2 A(y) (A'(y) +2B(y)) t
(3.37) +B(y) (A'(y) +8B(y)) z* +C(y) (A'(y) +8B(y)) x
+2A"(y) + D(y) A'(y) +8B'(y) + 4B(y) D(y) + C(y)* = 0.
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En lo que resta de la demostraciéon analizaremos la ecuaciéon anterior. Observemos que
derivandola respecto a t se obtiene

(3.38) A(y) (A'(y) +2B(y)) =0,

por lo que consideramos dos casos diferentes en funcion de si A(y) se anula o no.

Comencemos suponiendo que A(y) = 0. En este caso, la Ecuacion ([3.37) se reduce a
2 Tyzaa(2,y) + 8 B(y)* 2* + 8 B(y) Cy) = + 8 B'(y) + 4 B(y) D(y) + C(y)* =0,
e integrando de forma directa obtenemos

T(z,y) = —g55 B(y)*2® — 55 B(y) Cy) 2° — 55 (8 B'(y) + 4 B(y) D(y) + C(y)*) «*
+E(y)2* + Fly)a* + Gy) v + H(y).
De este modo, haciendo uso de la expresion dada en la Ecuacion (3.36)) se obtiene el caso
(2).
Supongamos ahora que A(y) # 0. La Ecuacion implica que B(y) = —1A'(y) v
por tanto la Ecuaciéon se reduce a

4 Topwn (2, y) — 4 A(Y) Tro(,y) + 3 A (y)? 22
—6C(y) A'(y)x — 4 A"(y) —2D(y) A'(y) +2C(y)* = 0.

Integrando de forma directa en esta ecuacién obtenemos dos posibilidades para la funcion
T(z,y), dependiendo del signo de A(y). De forma maés precisa,

16 A(y)? T(z,y) = A(y) A'(y)* z* — 4 A(y) C(y) A'(y) 2°
—42A@W)A"(y) =3 A (y)* + Aly) D(y) A'(y) — Aly) C(y)?) «*
+16 A(y)*E(y) = + 16 A(y) (A(y) F(y) + E(z,y)),
donde

G(y) eVAWT 4+ H(y) e VAW T, si A(y) > 0,

G(y) cos(v/—A(y) z) + H(y) sen(y/—A(y) x), si Ay) <O0.

E(z,y) =

Es decir, el caso (i7) se obtiene ahora de forma directa a partir de la Ecuacion (3.36). O

Observacion 3.11. Es posible obtener ejemplos no triviales en cada uno de los casos
enunciados en el Teorema [3.10] es decir, tal que el tensor de Cotton sea Codazzi pero no

paralelo. De este modo, para el caso (i) basta que B(y) # 0. Mientras que para el caso (i7)

A()C(y)D(y)=3C[) A (y)+2AY)C () ;
¥)C(y)D(y) 2}(‘?(4;)2 W) +H2AWIC' (W) G A(y) > 0.

es suficiente con que E(y) #
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Corolario 3.12. El tensor de Cotton de una variedad Walker estricta (M, g) de dimension
tres es Codazzi si y solo si la métrica estd dada por

(3.39) Gop = 2dt o dy + dz o dz + (b(y)x® + a(y)x)dy o dy,
donde a y b son funciones derivables arbitrarias dependiendo de la coordenada y.

Demostracion. Se sigue de la Ecuacion (3.34) que el tensor de Cotton de una variedad
Walker estricta de dimension tres es Codazzi pero no paralelo si y sélo si

Asi, la métrica Walker dada por la Ecuacion (3.32)) esta determinada por la funcion

(3.40) flz.y) = ay)z® + B(y)a® + y(y)x + 6(y),

donde «, 3, v y 0 son funciones derivables en la coordenada y.

En lo que resta de la demostracion comprobaremos que cualquier métrica dada por la
Ecuacion es localmente isométrica a alguna métrica dada por la Ecuacion
para funciones a(y) y b(y) adecuadas. Para ello procedemos como en la demostracion
del Teorema [3.4 Sea g; una métrica Walker y sea T : R® — R3 una aplicacién
diferenciable dada por

T(t,f,y) = (t — Py + ’g[),f + @,y),
donde ¢ y 9 son funciones derivables dependiendo tinicamente de la coordenada y. De este
modo 7" define una isometria entre gy y otra meétrica Walker g7 dada por la Ecuacion
para alguna funcién

f(%y) = flx+o,y) — 2x¢yy+@§+2¢y'
Consideremos ahora una métrica Walker dada por la Ecuacion (3.39)) definida por funciones

arbitrarias a(y) y b(y). Entonces T define una isometria entre dos métricas Walker g; y 97
donde

f@y) = b)(x+ e +aly)(z+p) — 2wpy, + @2 + 2,
= b(y)z® +3b(y)er” + (aly) + 3b(y)p* — 20y)x + a(y)e + b(y)e® + oy + 2.

Tomando a(y) = b(y), 8 definida por 8(y) = 3b(y)e, v definida por v(y) = a(y)+3b(y)p?—
20y, v escogiendo 9 tal que (y) = a(y)e + b(y)p* + ¢ + 21y, se tiene que T' define una
isometria entre la métrica Walker definida por la Ecuacion y una métrica Walker g
con f(x,y) dada por la Ecuacion ; lo que termina la demostracion. [

A partir de estos resultados obtenemos las siguientes consecuencias:

» Existen métricas Walker con tensor de Cotton Codazzi que no son conformemente
simétricas. Estas métricas no son homogéneas, incluso no son 1-curvatura homogéneas
[40].

» De forma similar a lo obtenido a partir del Teorema [3.4] resulta que el espacio de las
clases de isometria de las métricas de Walker estrictas de dimension tres con tensor de
Cotton Codazzi coincide con el espacio de las funciones diferenciables de una variable
(a(y), b(y)), salvo reparametrizaciones de velocidad constante.
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3.3. Solitones de Cotton homogéneos

Recordemos que un soliton de Cotton es una variedad pseudo-Riemanniana admitiendo
un campo de vectores X tal que

(3.41) Lxg+C=\g.

El problema de existencia de solitones de Cotton es en general un problema abierto; no
obstante, en [26] se demuestra que un soliton de Cotton Riemanniano compacto (M, g, X)
es necesariamente localmente conformemente llano y X es un campo de vectores de Killing,
por tanto, en tal caso no existen solitones de Cotton no triviales. Ademas, en el caso no
compacto, los autores dan ejemplos de existencia de solitones de Cotton contractivos no
triviales en el grupo de Heisenberg.

Estudiamos en esta seccion los solitones de Cotton en los grupos de Lie Lorentzianos de
dimension tres. De este modo, en la Seccion [3.3.1] estudiamos la existencia de solitones de
Cotton invariantes a la izquierda no triviales; mientras que en la Seccion [3.3.2]determinamos
los solitones de Cotton algebraicos, lo que nos permitira construir ejemplos de solitones de
Cotton Lorentzianos homogéneos contractivos y expansivos no invariantes y no triviales
en el grupo de Heisenberg (tanto en el caso Riemanniano como en el Lorentziano) y en el
grupo E(1,1), es decir, en el grupo de los movimientos rigidos del espacio de Minkowski
de dimensién dos, R?.

3.3.1. Solitones de Cotton invariantes a la izquierda en grupos de
Lie Lorentzianos

En esta seccion particularizamos el estudio de la existencia de solitones de Cotton al
caso de soluciones invariantes a la izquierda de la Ecuacion (3.41)) en las dlgebras de Lie
Lorentzianas clasificadas en la Seccion [I.2.1] De este modo, resolvemos las correspondien-
tes ecuaciones, obteniendo una descripcién completa de todos los solitones de Cotton no
triviales invariantes a la izquierda.

Puesto que el tensor de Cotton, dado por la Ecuaciéon , tiene traza nula, si un
campo de vectores de Killing X verifica la Ecuacion (3.41)) entonces C = 0 y (M, g) es
localmente conformemente llana. Reciprocamente, si (M, g) es localmente conformemente
llana y homogénea, entonces cualquier soliton de Cotton es un campo de vectores homo-
tético y por tanto es de Killing o el operador de Ricci es dos pasos nilpotente y (M, g, X)
resulta también un solitéon de Yamabe. Los grupos de Lie Lorentzianos localmente confor-
memente llanos de dimension tres han sido estudiados por Calvaruso en [18]. Trasladamos
su clasificaciéon a nuestro contexto, con el fin de unificar la notacién usada en el resto del
capitulo.

Lema 3.13. [I8] Un grupo de Lie Lorentziano de dimension tres (G,g) es localmente
conformemente llano si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(i) (G,g) es localmente simétrico y
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(i.a) de Tipo la con o = B = v o cualquier permutacion ciclica de « = 3, v =0 (en
cualquiera de estos casos (G, g) es de curvatura seccional constante),

(i.b) de Tipo II con « = =0, y por tanto llano,

(i.c) de Tipo IV.1 con curvatura seccional constante o, equivalentemente, si verifica
a=0=7=0y0#0,08=7=0=0ya#0,

(i.d) de Tipo IV.2 con curvatura seccional constante o, equivalentemente, si verifica
a=0=7=0yd#0,08=7=0=0ya#0,

(i.e) de Tipo IV.3 y llano, o de otra maneray =6 =0 y a # 0,

(i.f) de Tipo & y por tanto de curvatura seccional constante.

(i1) (G, g) es no localmente simétrico y

(ii.a) de Tipo Ib con a = —2v y B = +/37,
(i.b) de Tipo III con o = 0,
(ti.c) de Tipo IV.3 con v =0 y ad(a—3J) # 0.

En el resto de la seccidon centraremos nuestra atenciéon en el estudio de la existencia
de solitones de Cotton no triviales. Debido a esto, haremos uso del Lema [3.13] de forma
reiterada para excluir aquellos casos correspondientes a grupos de Lie localmente confor-
memente llanos. En particular, los resultados obtenidos en esta secciéon pueden resumirse
en la siguiente caracterizacion geométrica

Teorema 3.14. Un grupo de Lie Lorentziano (G, g) admite un solitén de Cotton no trivial
invariante a la izquierda si y solo si el operador de Cotton es nilpotente. De forma mds
precisa, el grupo de Lie Lorentziano (G, g) ha de ser alguno de los siguientes

(1) de Tipo II con o = 3 # 0 y localmente isométrico a O(1,2) o a SL(2,R),
(ii) de Tipo II con a =0 # B y localmente isométrico a E(1,1),
(7i) de tipo III con oo # 0 y localmente isométrico a O(1,2) o SL(2,R).

Observemos que este resultado pone de manifiesto la diferencia entre el caso Rieman-
niano y el caso Lorentziano, puesto que cualquier operador autoadjunto y nilpotente se
anula en el caso Riemanniano. Antes de demostrar este resultado haremos un estudio caso
por caso de lo que ocurre en las diferentes algebras de Lie.

Caso unimodular

En este apartado consideramos la existencia de solitones de Cotton invariantes a la
izquierda en los grupos de Lie Lorentzianos unimodulares cuyas correspondientes élgebras
de Lie fueron introducidas en la Seccion ((1.2.1]).
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i) Tipo Ia

Un é&lgebra de Lie g de Tipo la viene dada respecto a una base ortonormal {ey, s, e3}
de signatura (4+ + —) por

[61762] = —7e€s, [‘31763] = —[fey, [62; 63] = «eq.

Sea X = ) &e; un campo de vectores invariante a la izquierda. Los términos no nulos de
la derivada de Lie de la métrica, Lxg, estan dados por

(3.42) (Lx9)12 = (@ — B)&s, (Lxg)13 = (v — a)és, (Lxg)2s = (B—7)&1-

Asimismo, las componentes no nulas del tensor de Cotton vienen dadas por

Cii= 12 —a(B+7)—(B-7)2B+7)),
(3.43) Co= 3028 —B%a+7)—(a—7)*a+7)),
Cas = —5(27* =7 (a+B) — (a = B)*(a+B)).

Veamos que en este primer caso los solitones de Cotton invariantes a la izquierda son
necesariamente triviales.

Teorema 3.15. Si un grupo de Lie Lorentziano unimodular (G, g) de Tipo Ia es un soliton
de Cotton invariante a la izquierda entonces es necesariamente trivial.

Demostracion. De las Ecuaciones (3.42) y (3.43]) se sigue que un campo de vectores inva-
riante a la izquierda X = (&1, &2,&3) es un sohton de Cotton si y sélo si
(LB —7) =& —a)=&la— ) =0,
a(B+7)+ (B =78 +7) —20° + 21 =0,
(3.44)
BAa+7)+ (@ =7)*(a+7) =287 +2X =0,
| a4+ 8)+ (a—B)*(a+B) —29° +2X = 0.

Observemos que la primera ecuacién en implica que la existencia de solitones de
Cotton no nulos es posible sblo si @« = 5, 0 @ = v, 0 = 7. Supongamos que a = 3
(el estudio de los otros dos casos es completamente anélogo). Bajo esta consideracion, la
primera ecuacion en (3.44)) implica que 8 = v 0 & = & = 0. En el primer caso, si § = 7, el
grupo de Lie tiene curvatura seccional constante —%2. En el segundo caso, si & = & = 0,

la Ecuacion (3.44) se reduce a
72(5_7)_2>‘:O’ ’72<ﬂ_’7)+)‘207

con lo que se sigue que si 5 # v entonces necesariamente v = 0 y el grupo de Lie es llano.
Tenemos por tanto que, en cualquiera de los casos, el soliton de Cotton es trivial. O]
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ii) Tipo Ib
Recordemos que un éalgebra de Lie g de Tipo Ib esta determinada respecto a una base

ortonormal {ey, es, e3} de signatura (+ + —) por

e1, e2] = Bea — e, le1, e3] = —veq — fes, 2, €3] = avey;

siendo 3 # 0. Sea X = )" &;e; un campo de vectores invariante a la izquierda. Los términos
no nulos de la derivada de Lie de la métrica estan dados por

(Lxg)12 = &B + &la—), (Lxg)iz = &P+ &y — a),

(3.45)
(£X9)22 = (£X9)33 = —2p¢,

mientras que el tensor de Cotton esta determinado por

Cii = —2Cyy =2Cy3 = @ — a?y + 457,

(3.46) .
Coz = 38 (a® +45% — 87> +dar).

Veamos que, al igual que para el caso unimodular de Tipo Ia, no obtenemos solitones
de Cotton no triviales invariantes a la izquierda en este caso.

Teorema 3.16. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular (G,g) de Tipo Ib no admite
solitones de Cotton invariantes a la izquierda no nulos.

Demostracion. Para un campo de vectores invariante a la izquierda X = (&, &,&3), las
Ecuaciones (3.45)) y (3.46) implican que X es un solitén de Cotton si y sélo si

(o + &s(a—7) =0,

E6 + &y —a) =0,

B(a? + day + 4B — 892) =0,

a’d —a?y+46%y -\ =0,

ad — a2y +45%y + 2\ + 46, = 0,
o® — a?y +46%y + 2\ — 484 = 0.

(3.47)

\

Como [ # 0 se obtiene a partir de la primera ecuacion en (3.47)) que & = 53(7’%0‘) y, COMOo

consecuencia, la segunda ecuacion en (3.47) es equivalente a &3(5% + (v — a)?) = 0. De este
modo, tenemos que &3 = 0 y, por tanto también & = 0. Finalmente, de las dos tltimas
ecuaciones en (3.47) obtenemos &; = 0, lo cual finaliza la demostracion. [
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iii) Tipo II
Un &lgebra de Lie g de Tipo II viene dada respecto a una base ortonormal {ey, s, e3}
de signatura (+ + —) por las siguientes constantes de estructura

1 1 1

le1, €2] = 562 —(B- 5)63, le1,e3] = —(B + %)62 - 563, 2, €3] = aeq;

con lo que la derivada de Lie de la métrica estd dada por
(Lxg)12 = 5(&2 + (20 — 26 — 1)&3), (Lxg)z = 3(& — 2a — 26+ 1)&),
(Lxg)oe = (Lxg)ss = —(Lxg)2s = —&1.
Ademas, el tensor de Cotton estéd determinado por
Ci = ?(a—p), Cop = —1(20® =882 +4afB — (28— 1)),
Cos = 1(0® =857 +4ap), Cas = 1 (20% +86% —dap — *(26+1)).

(3.48)

(3.49)

Analizamos a continuacion los solitones de Cotton invariantes a la izquierda en este
caso.

Teorema 3.17. Un grupo de Lie Lorentziano (G, g) de Tipo II admite solitones de Cotton
mvaritantes a la izquierda no triviales si y solo si se verifica alguna de las condiciones
siguientes

(i) a = #0, yentonces G = O(1,2) o G = SL(2,R),
(ii)) o =0 # B, y entonces G = E(1,1).

Ademds, en ambos casos, los solitones de Cotton son siempre estables y estdin dados res-
pectivamente por:

(i) X =3p% + k(e2 + e3), donde k € R.
(i) X = 28%,.

Demostracion. Considerando las Ecuaciones (3.48)) v (3.49)), la condicién para ser un campo
de vectores soliton de Cotton invariante a la izquierda X = (&, &,, &3) puede ser expresada
como

(& +&(2a-28-1)=0,

&3 —&(2a—26+1) =0,

a? —83% +4aB + 4& =0,

a’(a—p) = A=0,

203 — 8% +4aff — a?(28 — 1) +4& + 4 =0,
202 +88% —4af — a?(2B + 1) —4& + 41 = 0.

(3.50)
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Sumando la primera y la segunda ecuacion obtenemos (a — 3)(&2 — &) = 0. De este modo
resulta que a = f o & = &3. Supongamos en primer lugar que a@ = (. En este caso,
la cuarta ecuacion implica que A = 0. Ahora bien, de la primera ecuacién se sigue que
&, = &5 y finalmente la ultima ecuacion implica que & = %62. Con estas condiciones la
Ecuacion (3.50) se verifica y el soliton de Cotton es no trivial siempre que o« = 5 # 0, lo
que demuestra (7).

Analizamos ahora el caso & = &3, con o # (. En este caso, la primera ecuacion
implica que (o — B) = 0y asi &3 = 0. Por otra parte, de la cuarta ecuacion tenemos
A = a?(a — B). Ademas, de las dos ultimas ecuaciones obtenemos o*(a — ) = 0, y por
tanto a = 0. Finalmente, la Ecuacion se reduce a & = 2%, lo que demuestra (i1).

Con estos resultados y a partir de la clasificacion de los grupos de Lie Lorentzianos
obtenida en [19)] se sigue que G es localmente isométrico a O(1,2) o a SL(2,R) en el caso
(1), y a E(1,1) en el caso (ii).

[

Observacion 3.18. Los solitones de Cotton invariantes a la izquierda en un grupo de Lie
Lorentziano unimodular de Tipo II son gradiente si y s6lo si &« = 0 # 5. Para demostrar
esto, analizamos los dos casos diferentes que obtuvimos en el Teorema [3.17 Primero, su-
pongamos que « = [3 #£ 0; en este caso, los solitones de Cotton invariantes a la izquierda
son de la forma X = %6261 + k(ey +e3), k € R, y asi la forma dual X° esta dada por

3
Xt = 15261 + K(e* —e?).
Por un célculo directo obtenemos que
b LA 2 1A .3\ 39323
dX" = —Pr(e Ne” —e Ne’) —1p%" Ne”,

y por tanto el soliton de Cotton nunca es gradiente. Si suponemos ahora que o = 0 # f3,
en este caso, el soliton de Cotton invariante a la izquierda esta dado por X = 23%e; y su
correspondiente 1-forma dual estda determinada por

Xb — 2/8261,

de donde se sigue que dX® = 0. Concluimos de este modo que existe una funcién diferen-
ciable ¢ tal que X = V.

iv) Tipo III

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo III viene dada respecto a una base orto-
normal {ej, ez, e3} de signatura (+ + —), como

€1, = ——=€1 — (eg, €1,63] = ———=€1 — (k€g, €9,€3] = e + —e — —=€3]
1, €2 1 3 1,€3 1 2 2,C3 1 2 \/53

V2 V2 V2
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y asi la derivada de Lie de la métrica esta dada por

(Lxghn = V26 +&),  (Lxghe=(Lxghs =5, (Lxg)n = V2&,

(3.51) B
(Lxg)23 = 53\/562, (Lx9)33 = —\/552;
mientras que el tensor de Cotton esta determinado por
(352) 612 = 613 = %, 622 = 623 = é33 = 3a.

Para este caso tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular (G, g) de Tipo III admite un
soliton de Cotton invariante a la izquierda no trivial si y solo si a # 0, con lo que G =
0(1,2) o G = SL(2,R). Ademds, en tal caso, el soliton de Cotton es estable y estd dado
por X = —%el + %(62 —e3).

Demostracion. Dado un campo de vectores invariante a la izquierda X = (&;,&,&3), las
Ecuaciones (3.51)) y (3.52)) implican que X es un solitén de Cotton si y sélo si

(26 4 3a% =0,
V2&+V286+ A =0,

(3.53) § 3V2a—6+&=0,
3a+v2& - A=0,

[ 3a —V2& A =0.

Si a = 0, se sigue de esta Ecuaciéon que el grupo de Lie no admite solitones de Cotton
invariantes a la izquierda no nulos. Supongamos entonces que « # 0. La primera ecuacion

implica que & = —% mientras que la segunda ecuacién implica que & = —&3 — %
Ahora bien, de las dos tltimas ecuaciones obtenemos A = 0y {3 = —32. Finalmente, de la

V2
clasificacion de los grupos de Lie Lorentzianos de dimension tres obtenidos en [19] se sigue

que G es localmente isométrico a O(1,2) o a SL(2,R).
]

Observacion 3.20. Un grupo de Lie Lorentziano unimodular de Tipo III no admite ningtn
soliton de Cotton gradiente invariante a la izquierda. De hecho, considerando el solitén de
Cotton determinado en el Teorema [3.19] su forma dual X estd dada por

y por un calculo directo se obtiene que

30 )
de—i(61A62+61A63+\/§a62/\e3>.

v

Asi, el solitén de Cotton X no es gradiente.
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Caso no unimodular

En este apartado estudiamos la existencia de solitones de Cotton invariantes a la iz-
quierda en grupos de Lie Lorentzianos no unimodulares de dimension tres; cuyas corres-
pondientes algebras de Lie fueron introducidas en la Seccién [1.2.1] Excluiremos el estudio
de los grupos de Tipo &, puesto que cualquier métrica invariante a la izquierda definida
en ellos tiene curvatura seccional constante (véanse [61] y [69]) y por tanto son localmente
conformemente llanos, con lo que no admiten solitones de Cotton no triviales. Ademés, los
triviales son necesariamente cero. Por otra parte, demostramos a continuacién que para el
resto de los casos no unimodulares los solitones de Cotton también son triviales.

i) Tipo IV.1
Un algebra de Lie g de Tipo IV.1 viene dada respecto a una base ortonormal {ey, €2, 3}
verificando g(ej,e1) = —g(e2,e2) = —g(es,e3) = —1, por las siguientes constantes de
estructura
[e1, e2] =0, le1, e3] = aey + Bey, ea, €3] = ve1 + dey,

donde a+ 6§ # 0y ary — B9 = 0. Asi, la derivada de Lie de la métrica esta determinada por

(Lxg)un = —2a&3,  (Lxg)iz = (B —7)E, (Lxg)13 = a1 + &2,

(3.54)
(£X9>22 = 2083, (£X9)23 = —f& — 06

y el tensor de Cotton por

Cii = —3 (8% = 29% — a?B + B2 + 296% — B6?),
Cra = d(a(a —08) = B(B —7)),

Cop = —3(28% — 7% — 2028 — By + 0% + a39)

Csz3=—2(B+N(a+B—7=08)(a—B+v—0).

(3.55)

Demostramos a continuacion la no existencia de solitones de Cotton invariantes a la
izquierda no triviales en este caso.

Teorema 3.21. Si un grupo de Lie Lorentziano no unimodular (G, g) de Tipo IV.1 es un
soliton de Cotton invariante a la izquierda entonces es necesariamente trivial.

Demostracion. Recordemos a lo largo de la demostracion que las &lgebras de Lie de este
tipo verifican las relaciones ay — 5 = 0y a + 6 # 0. Las Ecuaciones (3.54) y (3.55)
implican que un campo de vectores invariante a la izquierda X = (£, &2, &3) es un soliton
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de Cotton si y s6lo si

[ a& + & =0,
BE1 + 0§ =0,
B+N(a+B—v—8)(a—B+~v—68) +2X1=0,
§(ala—=0) = B(B—=7) +(B—7)& =0,
B2 —29° — B+ By* + 2%y — 8% + daks — 21 =0,
([ 20° —7° — 20’8 — B%y + 70> + affd — 4085+ 21 = 0.

(3.56)

Analizamos primero el caso a = 0. En esta situacion § = 0 y § # 0. De este modo,
la segunda ecuaciéon implica que & = 0. Por otra parte, la cuarta ecuaciéon se reduce a
v€3 = 0 y por tanto v = 0 0 & = 0. Si v = 0 resulta que el grupo de Lie es localmente
conformemente llano y, por tanto, el solitén de Cotton es trivial. Si 5 = 0y v # 0 entonces
de las dos ultimas ecuaciones se sigue que (y—9)(y+d) = 0, lo que implica que la curvatura
seccional es constante e igual a —%, por lo que el soliton de Cotton ha de ser trivial.

Supongamos ahora que a # 0. En este caso v = % y la primera ecuaciéon implica que
& = —%, mientras que la segunda ecuacion se reduce a
(3.57) (o = 5%) 6& = 0.

Si o — 32 = 0 entonces o = ¢ y v = &4, siendo €2 = 1. Bajo estas condiciones el grupo
de Lie es de curvatura seccional constante —1 (8 + €6)? con lo que el soliton de Cotton es
trivial.

Por otra parte, si ahora 6 = 0 en la Ecuacion se tiene que v = 0 y, por tanto,
la cuarta ecuacion en es equivalente a &3 = 0. Ahora bien, para 5 = 0 el grupo de
Lie es localmente conformemente llano, con lo que el soliton de Cotton es trivial. Por otra
parte, si &3 = 0y 8 # 0 entonces la Ecuacion (3.56|) se reduce a

[ —a?B -2\ =0, B —a?B+A=0.
Por tanto a? — 3% = 0, lo que demuestra que el grupo de Lie es de curvatura seccional
constante y el soliton es de nuevo trivial.
Finalmente estudiamos el caso & = 0 en la Ecuacion . Supongamos § # 0y
a? — 3% # 0 para evitar los casos previos. Observemos que, en este caso, £; = 0 y la cuarta
ecuacion en (3.56)) se transforma en

(a—6) (6 (a® = ) + B&) = 0.

Si a = ¢ entonces la Ecuacion (3.56|) se reduce a A = 0y 063 = 0; asi &3 = 0 y el
soliton de Cotton es cero. Supongamos, por tanto, que a # §. De este modo tenemos
§(a? — %) + B& = 0. A partir de esta expresion observemos que 3 es necesariamente
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diferente de cero ya que estamos suponiendo §(a?® — 3%) # 0. Es decir, & = 0] y

B
por la tercera ecuacion en (3.56|) tenemos

B(a? = B2) (@ = 0)*(a +9)

A=
2003 ’

y la Ecuacion (3.56|) se reduce a
a?B? — 36%5% + 20326 + 40t = 0,
3a23? — p25% — 203%5 — 4a26% = 0.

Se sigue ahora que (a2 + (%) (a? — §?) = 0, lo cual es una contradiccion, lo que termina la
demostracion. O

ii) Tipo IV.2

Recordemos que un élgebra de Lie g de Tipo IV.2 viene dada respecto a una base
ortonormal {eq, ey, €3} verificando g(e1, e1) = g(eq, 2) = —g(es,e3) = 1, por las siguientes
constantes de estructura

[e1, e2] =0, le1, e3] = ey + Bey, [ea, €3] = ve1 + dey,
donde o+ 9 # 0 y ay+ 80 = 0. Por tanto la derivada de Lie de la métrica viene dada por

(Lxg)n =20&s,  (Lxg)i2 = (B +7)&s, (Lx9)13 = —a& — v,
(ﬁxg)Qz = 2553, (£X9)23 = —551 - 552-

El tensor de Cotton esta dado por

(3.58)

Ciy = 5 (B2 +29° + 0?8+ 57 + 290° + 56°),
Cipa=10 -

(3.50) 12 =10 (a(a—0)+B(B+7)),
Cyp = —5 (26° +7° + 20°B + B2y +76° — af3d),
Caz = —5(8—7) ((a =8>+ (B+7)%).

Para este caso caso tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.22. Si un grupo de Lie Lorentziano no unimodular (G, g) de Tipo IV.2 es un
soliton de Cotton invariante a la izquierda entonces es necesariamente trivial.

Demostracion. Recordemos para la demostracion que las algebras de Lie de este tipo ve-
rifican las relaciones ay 4+ 0 = 0y a + 0 # 0. Para un campo de vectores invariante a la
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izquierda X = (&1, &2, &3), las Ecuaciones (3.58) y (3.59)) implican que X es un soliton de
Cotton si y s6lo si

(o +76 =0,

B&1 + & = 0,

(B =) (e =0)*+ (B+17)%) =21 =0,

o (afa=0)+B(B+7)+ (B+7)& =0,

B34+ 293 + 2B + By + 26%y + B6% + daks — 2\ = 0,
[ 28% + 9% + 2026 4 By + 76% — affd — 4685 + 22X\ = 0.

(3.60)

Supongamos primero que o = 0. En este caso, § =0y § # 0, y por la tercera y la quinta
ecuacion obtenemos que v (y2 + §2) = 0. Por tanto v = 0 y el grupo de Lie es localmente
conformemente llano, es decir, dicho soliton de Cotton invariante a la izquierda es trivial.

Supongamos ahora que a # 0. De este modo v = —%‘5 y la primera ecuacion implica
que & = %. Ahora, la segunda ecuacion es equivalente a

(3.61) (o® 4 %) 6& =0,

y por tanto § = 0 0 & = 0. Si § = 0 entonces la cuarta ecuacion en (3.60) se reduce a
B&3 = 0. En tal caso, si &g = 0 entonces la Ecuacion (3.60) se reduce a

B2+ a8+ X=0, B3+ a8 —2)1 =0,

lo que implica que § = 0. Por tanto necesariamente ha de ser 5 = 0 en cualquier caso, de
donde se sigue que el grupo de Lie es localmente conformemente llano. Es decir, el soliton
de Cotton es trivial.

Finalmente, analizamos el caso & = 0 en la Ecuaciéon . Supongamos que § # 0
para evitar el caso previo. Observemos que en esta situacion & = 0 y la cuarta ecuaciéon
en (3.60]) es equivalente a

(= 8)(5(a” + %) + B&) = 0.

Si a = § entonces la Ecuacion (3.60|) se reduce a A =0y 063 = 0; asi &3 = 0 y el soliton de

Cotton se anula. Ahora, si a # § entonces §(a? + 32) + &3 = 0. Observemos que 3 debe
F) a2 2

ser no nula ya que estamos suponiendo que ¢ # 0. Es decir, {3 = — ( ; 7) y la tercera

ecuacion en (3.60]) implica que

Bla®+ %) (a = 6)*(a +9)

203

A:

Ahora, dicha ecuacion se reduce a
4ot — ?B% — 205%5 + 3B3%6% = 0,
a? (382 + 46%) — 2ap8%5 — 25?2 =0,
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de donde se sigue que (o — f)(a+ f)(a — d)(a + 0) = 0. Puesto que estamos suponiendo
que a # 0 y, ademas, a + ¢ # 0, entonces tenemos o = £ y en tal caso el sistema de
ecuaciones mencionado anteriormente no tiene solucion (ya que § # 0). Esto termina la
demostracion. ]

iii) Tipo IV.3

Recordemos que un algebra de Lie g de Tipo IV.3 esta determinada respecto a una base
pseudo-ortonormal {eq, ez, e3} con

1 0 0
g(-,-)=10 0 -1 ],
0 -1 0
por las siguientes constantes de estructura
[ela 62] = 07 [617 63] = a6 + ﬁ€27 [627 63] = e + 5627

donde a +d # 0 y ay = 0. Asi, la derivada de Lie de la métrica y el tensor de Cotton en
la base {ej, €2, €3} vienen dados por

(Lxg)11 = 2a&s, (Lx9)12 = &3, (Lxg)1s = —a&1 — vE2 — BEs,

(3.62)
(Lxg)2s = —0&s,  (Lxg)s3 = 2(B8& + 6&2),
y por
(3.63) Ci = 7, Cas = % Cys = BTWQ

Demostramos ahora que en este caso los solitones de Cotton invariantes a la izquierda
son triviales.

Teorema 3.23. Si un grupo de Lie Lorentziano no unimodular (G, g) de Tipo IV.3 es un
soliton de Cotton invariante a la izquierda entonces es necesariamente trivial.

Demostracion. Haciendo uso de las Ecuaciones (3.62)) y (3.63)) se sigue que un campo de
vectores invariante a la izquierda X = (&1, &s,&3) es un soliton de Cotton si y solo si

( 753 = 07
aly + 6 + B3 = 0,
(3.64) 2063 +9% — A =0,

’73 — 2(553 —|— 2/\ = 07
| 7% + 4561 + 408 = 0.
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Recordemos que las algebras de Lie de este tipo verifican las ecuaciones ay =0y a+4d # 0.
En primer lugar, si suponemos o« = v = 0 entonces el grupo de Lie es llano, por lo que el
soliton de Cotton es trivial. Ahora bien, si &« = 0 y 7y # 0 entonces la primera ecuacion en
implica que &3 = 0, y por tanto de la tercera y la cuarta ecuacion en ((3.64]) obtenemos
v =0, lo que es una contradiccion. Finalmente, si v = 0 y a # 0 entonces el grupo de Lie
es localmente conformemente llano y por tanto el soliton de Cotton es trivial. ]

A partir de los resultados obtenidos hasta este momento en esta seccién estamos ya en
condiciones de demostrar la caracterizaciéon geométrica dada en el Teorema sobre la
existencia de solitones de Cotton invariantes a la izquierda en los grupos de Lie Lorentzianos
de dimension tres:

Demostraciéon del Teorema [3.14.

Si analizamos los diferentes casos obtenidos en los Teoremas N se obtiene
que el correspondiente operador de Cotton es dos pasos nilpotente para los grupos de Lie
Lorentzianos unimodulares de Tipo Il con a« = 8 # 0 o o« = 0 # 3, en particular

- 00 0
C=z-1l01 —1],
01 —1

donde = = % sia=83+#0,0Z=28%si a=0+# 3. Mientras que el grado de nilpotencia
es tres para los grupos de Lie Lorentzianos unimodulares de Tipo III con o # 0, ya que en
este caso resulta

_ 0 375 22
C =3« PN 1 1
—3z 1l

Reciprocamente, analizando caso por caso el operador de Cotton en los diferentes grupos
de Lie Lorentzianos tanto unimodulares como no unimodulares obtenemos, mediante un
calculo largo pero directo, que los casos con operador de Cotton nilpotente son precisamente

aquellos obtenidos los Teoremas y Il

Observacion 3.24. En el caso Riemanniano, los grupos de Lie unimodulares se corres-
ponden con los de Tipo Ia, mientras que el caso no unimodular se corresponde con el Tipo
S y con el Tipo IV.2 discutidos previamente.

Con respecto al Tipo Ia y al Tipo IV.2, el comportamiento es exactamente igual en los
casos Riemannino y Lorentziano, puesto que el Teorema [3.15|y el Teorema |[3.22 se verifican
en ambas situaciones. En consecuencia, puesto que los espacios localmente simétricos y los
grupo de Lie de Tipo & son localmente conformemente llanos, se tiene:

Las variedades Riemannianas homogéneas de dimension tres no admiten soli-
tones de Cotton invariantes a la izquierda no triviales.
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Asi, cualquier soliton de Cotton Riemanniano invariante a la izquierda es un soliton de
Yamabe, con lo que en el caso Riemanniano esto implica que la variedad es necesariamente
llana. No obstante, la situacion es diferente cuando se considera la existencia de solitones
de Cotton no triviales y no invariantes. En particular, siguiendo argumentos anélogos a
los que realizaremos en la ultima parte de la Subseccion [3.3.2] es posible demostrar que
el grupo de Heisenberg, Hs, dotado con la métrica invariante a la izquierda dada por
g=drodr+ (1+x*)dyody— 2xdyodz + dz o dz es un solitén de Cotton Riemanniano
no trivial, no invariante y contractivo.

3.3.2. Solitones de Cotton algebraicos Lorentzianos

Como hemos visto, los solitones de Cotton se corresponden con puntos fijos para el flujo
de Cotton salvo difeomorfismos y homotecias. No obstante, el comportamiento especifico
de las variedades homogéneas nos permite considerar condiciones més fuertes que la de ser
soliton de Cotton. Mas precisamente, podemos considerar soluciones soliton para el flujo
de Cotton salvo automorfismos en vez de difeomorfismos, en cuyo caso se dice que dicho
soliton es un soliton de Cotton algebraico. Sea (G, g) un grupo de Lie simplemente conexo
dotado con una métrica de Lorentz invariante g y sea g el algebra de Lie del grupo G.
Siguiendo las ideas del trabajo de Lauret (véase [57]), se dice que (G, g) es un soliton de
Cotton algebraico si verifica

(3.65) C = \id+D,

donde C' representa el operador de Cotton (¢(C(X),Y) = C(X,Y)), A es un niimero real
y D € Der(g) es una derivacion del algebra de Lie g, i.e.,

D[X,Y]=[DX,Y]+ [X,DY] paratodoX,Y € g.

A continuacion demostramos que la condicion de ser solitéon de Cotton algebraico es
més fuerte que la de ser soliton de Cotton.

Proposicion 3.25. Sea (G, g) un grupo de Lie simplemente conexo dotado con una métrica
Lorentziana invariante a la izquierda g. Si (G, g) es un soliton de Cotton algebraico, es

decir, si verifica la Ecuacion , entonces es un soliton de Cotton donde el campo de
vectores, X, verificando la Ecuacion estd dado por

d /
X = altzo%(p), con  dple = exp (§D) :

siendo e el elemento neutro de G.

Demostracion. Sea (G, g) un soliton de Cotton algebraico. Denotemos por {e;} una base
pseudo-ortonormal y definamos una familia 1-paramétrica de automorfismos ¢; dados por
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t d
dpile = exp <§D) Considerando los campos de vectores X dados por X = E|t:0g0t(p),

un célculo directo demuestra que la derivada de Lie en la direccion de X esta dada por

d . 1
(ﬁxg) (ei, €j) = %h:o%g(ei, ej) = 5 (9<D€ia €j) + 9(61'7 De]-)) )

para i,j € {1,2,3}. Entonces,

[\

Cleie)) = 5 (9(Cles)es) + gles, Cley)))
= $(g((\id+D)(e), ¢;) + glei, (Nid +D)(e,))

= Ag(eiej) + (Lxg) (e, e5),
lo que demuestra que (G, g, X) es un soliton de Cotton. O

En vista de esta proposicion, parece natural preguntarse si un solitéon de Cotton en
un grupo de Lie proviene de un solitén de Cotton algebraico o no. A continuacién damos
respuesta a esta pregunta determinando todos los solitones algebraicos en los grupos de
Lie Lorentzianos de dimension tres y construyendo a partir de ellos ejemplos de solitones
homogéneos no invariantes a la izquierda. Los grupos de Lie Lorentzianos correspondientes
se obtienen de la clasificacion realizada en [19].

Teorema 3.26. Un grupo de Lie (G, g) de dimension tres dotado con una métrica Lorentzia-
na invariante a la izquierda es un soliton de Cotton algebraico si y solo si se verifica alguna
de las siquientes condiciones:

(1) (G,g) es de Tipo Ia con o = =0 y~y #0, o cualquier permutacion ciclica de ellos.
En este caso, \ = —2v3 y G = Hj es el grupo de Heisenbery.

2
8\/2_5. En este caso, \ = 2ev/263% con €2 =1,

(i7) (G,g) es de Tipo Ib con a =0 y vy =
yG=E(11).
Demostracion. Estudiamos la existencia de solitones de Cotton algebraicos en algebras de

Lie Lorentzianas de dimension tres. Para ello, es suficiente con estudiar cuando un operador

D de la forma N
D=C-)Id

es una derivacion del algebra de Lie g.
Comenzamos dicho estudio con las algebras de Tipo la. De la Ecuacion (3.43]) se obtiene

que D = C — A1d es una derivacion si y s6lo si

V(@@ —a?B—a (B =)+ B+ =2 =) = 0,
(3.66) Blad—a?y—a(y?* =52 =263+ 8vy+3—-X) = 0,
a(20® =a?(B+7) =B+ + 87 =P +A) = 0
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Si todas las constantes de estructura se anulan entonces el algebra de Lie es conmutativa
con lo que el soliton de Cotton algebraico es trivial. Asi, supongamos que al menos una de
ellas no se anula, por ejemplo v # 0. En tal caso, de la primera ecuaciéon obtenemos que
A= a+B)+ (a—B)* (a+B) — 273 De este modo, la Ecuacion se transforma en

{6(5—7)(a2+2a(6+7)—352—257—372) = 0,

(3.67)
ala—7) (3a® +2a(y = B) = (B-7)(B+3y) = 0.

Una primera solucién no trivial se obtiene tomando o = 8 = 0 y A = —2~3. Por otra parte,
para a # 0y f = 0 un calculo directo demuestra que a = =, y en este caso la variedad
es localmente conformemente llana. La misma conclusiéon se obtiene para o = 0y [ # 0.
Finalmente, supongamos o« # 0 # 5. Sia =~ 0 f =~ o a = [ la Ecuacion implica
que a = [ = v y por tanto la curvatura seccional es constante, es decir, la variedad es
localmente conformemente llana. Si a # [ # v # « la Ecuacion se reduce a

{ a? 4+ 20(B+7)—332—28y—-3?% = 0,

(3.68)
3a” +2a(y = ) = (B—7)(B+3y) = 0.

De esta ultima ecuacion obtenemos (a — 3)? + 37 = 0, lo que es una contradicciéon. Pro-
cediendo de forma anéloga para a # 0 o 5 # 0 obtenemos (7).

Consideremos ahora el Tipo Ib. De la Ecuacion (3.46)), teniendo en cuenta que S # 0
se sigue que D = C' — A 1d es una derivacion si y so6lo si
a4 4ay? +88%y -8y — X = 0,
(3.69) a? +4day +48% -8y = 0,
ax = 0.

La ltima ecuacién en (3.69) implica que @ = 0 o A = 0. Supongamos primero que a = 0.
En este caso la Ecuacion (3.69)) se reduce a

{85%—8%’4 = 0,

(3.70)
52_272 = 07

con lo que se verifica (i7). Supongamos ahora que A = 0 y a # 0. Entonces, la Ecuaciéon

(3.69) se reduce a

83 — ad —4ay? —8B%y = 0,
(3.71)
o +4day +48% -8y = 0.
Por un célculo largo pero directo se demuestra que a = —2v v § = £1/37, v en este caso

la variedad es localmente conformemente llana.
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El resto de los diferentes tipos de algebras de Lie Lorentzianas de dimension tres no
definen solitones de Cotton no triviales. Para la demostraciéon de este hecho basta proceder
como en los casos anteriores.

~

Analicemos el Tipo II. Por la Ecuacién 1) tenemos que D = C — AId es una

derivacion si y solo si

a’ — 2028 —4afB? + 863 + 2\ =
(28 —1)+a?(1—26%) —4a(B—1)3+86% —8B2 + 4B\ — 2\ =
A28+ 1) +a?(1—28%) +4aB(B+1) —83% —8B* + 48X+ 2\ =

at—aPB—a\ =

(3.72)

o o o o

De nuevo por un calculo largo pero directo se tiene que a« = = A = 0, con lo que,
sustituyendo estos valores en la Ecuacion (3.49)), resulta que la variedad es localmente con-
formemente llana.

Analizamos ahora el Tipo III. Por la Ecuacion 1) tenemos que D = C — A1d es una

derivacion si y solo si

(303 4 60+ 2\ =

a? =

a(9a+4)) =
303 + 60— 2\ =
a(d\ —15a) =
a(Ba—2)\) =

(3.73)

o o o o o o

Con lo que, por la segunda ecuacion tenemos que o = 0y, por tanto, de la primera ecuacion
obtenemos que A = 0. Asi, sustituyendo estos valores en la Ecuacion (3.52)) tenemos que
la variedad es localmente conformemente llana.

Pasamos ahora a analizar el caso de las algebras de Lie no unimodulares. Empezamos
por el Tipo IV.1. Por la Ecuaciéon tenemos que D = C — A1d es una derivacion si y
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solo si
( (B +7) — (B =287 + B (62 = 57%) — 29° + 767 + 4))
—B0(36° + 4By +7%) = 0,
2038 — a? (482 + 387 — 372 + 46?) + ad (3% — 48~ — 372 + 26?)
(3.74) +8 (483 — 2%y + 5862 — 292 + 3762 +4)) = 0,
2030 + ad (=387 — 487 + 37* + 26%) + o (38 + 57?2 — 45?)

—20% +35°0% — B(27° + 378°) + 4y (¥ —78* +A) = 0,
a?6(B 4 y)ay (B2 + 467 + 37*) +
—5(23° + 587+ B (272 + %) — 7 + 782 —4)) = 0.

\

Para demostrar que todos los casos posibles dan lugar a variedades localmente conforme-
mente llanas establecemos la siguiente casuistica. En primer lugar supongamos que o = 0.
De este modo, la Ecuacion (3.74) se reduce a

{7(73—752+A) = 0,

(3.75)
=8 4N = 0,

y asi, por un céalculo largo pero directo, tenemos las siguientes posibilidades: o = =y =
A=0oa=0=A=0y0d=—y,0a=p=AN=0yd = 7. Sustituyendo estos
valores en la Ecuacion resulta que la variedad es localmente conformemente llana.
Para estudiar ahora el caso o # 0 consideramos dos situaciones: § =0y d # 0. Si 9 =0 la

Ecuacion (3.74) se reduce a

(3.76) L
-+ P+ A = 0,

{ a’f — (B +4N) = 0,

de donde, por un calculo largo pero directo, obtenemos las siguientes posibilidades: § =
y=0=A=0,07y=0=A=0yf=—a,07y=0=A=0y [ = a. Substituyendo estos
valores en la Ecuacion tenemos que la variedad es localmente conformemente llana.
Finalmente, si § # 0, multiplicando la primera Ecuacién en por o2, la cuarta por
a?/§ y restandolas obtenemos que A = 0. De este modo, la Ecuacion se reduce a

Bla? = %) (a—0d)(a+0) =

0

2 22 4 2 | 52\ .3 2 §2) 2 | 5253\ _
(3:77) (a® — %) (da* — 2 (8% + 6%) a® + 6 (B* + %) a* + 5267) 0
0
0

)

(@ = B?) (a—d) (a* — 0a® + B2a? + B*0a + 2(%5%) =
Ba® =) (@ = d)(a+0)* =

Y asi, a partir de estas igualdades, tenemos las siguientes posibilidades: f§ = —a 'y § = —7,
of=ayd=a 00=ayy=p. Sustituyendo estos valores en la Ecuacion (3.55) la

Y
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variedad resulta localmente conformemente llana.

Estudiamos ahora el Tipo IV.2. Por la Ecuacion 1) tenemos que D = C —\d es
una derivacion si y solo si

( a’(B =) +4a*é(y - B)
+a (62 +38 (7 +0%) —4y® = 3707 + 4N) — 50 (36° — 4By + )
2030 — o (432 — 53y + 37 + 45?)
(3.78) +ad (982 + 3y +20%) — B (48% + 2B%y + 362 + 292 + 462 +4)\) = 0,
—2a38 + a® (By + 72 + 46%) — ad (36% + 99* + 26?)
+233y + 38252 + B (293 — 5v6%) + 4y (V3 + 762 = \)
30%0(8 =) + a (B%y — 48 (v* +0%) + 37° + 470?)
+0 (4% — 38%y + 862 — 4® — 6% + 4N)

Si suponemos que a = 0, por tratarse de un algebra de Lie Tipo IV.2 tenemos que § # 0
y 8 = 0. Con estas consideraciones esta ecuaciéon se reduce a

(3.79) {v(v3+527—k) = 0,

402y —4N = 0,

y asi, por un calculo directo, tenemos que v = A = 0. Sustituyendo estos valores en la
Ecuacion (3.59) tenemos que la variedad es localmente conformemente llana. Por otra
parte, podemos estudiar el caso o # 0 en dos pasos, cuando § = 0y cuando § # 0. Sid =0

la Ecuacion (3.78]) se reduce a
B3+ a’?B+4N = 0,

(3.80)
BB +a’B+A) = 0,

y asi tenemos que § = A\ = 0. Sustituyendo estos valores en la Ecuacion resulta
que la variedad es localmente conformemente llana. Finalmente, si 6 # 0 multiplicando
la primera ecuacion de (3.78) por o?, la cuarta por a3/§ y restandolas obtenemos que
B(a—§) = 0. De este modo, tanto si 5 =0 como si @« — 4 = 0 tenemos que A = 0y, por la
Ecuacion , que la variedad es localmente conformemente llana.

Finalmente analizamos el Tipo IV.3. Por la Ecuacién 1) tenemos que D = C—\ld
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es una derivacion si y s6lo si

(

ay (3a? — ad + (B + 37))

v (8 (3a? — ad + B7) + 3ay0d)

a (3672 — % +4))
B(y3+2)) =

)

)

)

)

(3.81) 4
Y (=3a*(B =) +aBd — [y

v (3a?y — 3ayd + 493 — 4\
3afy?+0 (2 — 4\
| 7 (=3a%0 4+ a (37 4 6%) — B

o O 0 o0 o0 o o o

Ahora bien, por tratarse de un algebra de Lie Tipo IV.3 tenemos que a« = 0 o v = 0.
Si v = 0 tenemos de forma directa por la Ecuacion (3.63)) que la variedad es localmente
conformemente llana. Por otra parte, si a = 0 la Ecuacion (3.81]) se reduce a

( ﬁQ,YZ =0
B(v*+2XN) = 0
(3.82) dy(v3 =X = 0

0
0

Y

0(7* —4N) =
\ 6725 =

I

y puesto que ademas a+ d # 0, por ser de Tipo IV.3, por un célculo largo pero directo te-
nemos que v = A = 0. Sustituyendo en la Ecuacion (3.63) cualquiera de estas posibilidades
obtenemos que la variedad es localmente conformemente llana.

]

Observacion 3.27. El caso (i) en el Teorema se corresponde con el algebra de Lie
asociada al grupo de Heisenberg, mientras que el caso (i7) se corresponde con el algebra de
Lie asociada al grupo de Lie resoluble E(1,1). Un estudio analogo puede hacerse en el caso
Riemanniano para demostrar que iinicamente el grupo de Heisenberg Riemanniano admite
solitones de Cotton algebraicos. En este sentido, en [26] los autores obtienen la expresion
del soliton de Cotton asociado al solitén de Cotton algebraico Riemanniano en el grupo de
Heisenberg.

Observacion 3.28. El Teorema [3.26| pone de manifiesto que los solitones de Cotton inva-
riantes a la izquierda no provienen necesariamente de solitones de Cotton algebraicos.

En lo que resta de seccion demostramos la existencia de solitones de Cotton no inva-
riantes y no triviales en variedades de Lorentz homogéneas de dimension tres a partir de
la existencia de solitones de Cotton algebraicos obtenida en el Teorema [3.26] Observemos
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que el Teorema implica que cualquier grupo de Lie Lorentziano admitiendo un soliton
de Cotton invariante a la izquierda tiene necesariamente operador de Cotton nilpotente;
no obstante, dicha condicién no se verifica para los grupos de Lie obtenidos en el Teorema
3.26L Es decir, los grupos de Lie admitiendo solitones de Cotton algebraicos proporcionan
ejemplos de solitones de Cotton no invariantes.

Solitones de Cotton no invariantes en el grupo de Heisenberg

Comenzamos con el grupo de Heisenberg Lorentziano. En [75] se demuestra que es
posible dotar a este grupo de tres métricas Lorentzianas invariantes a la izquierda diferentes,
salvo isometria y reescalado, dadas por

g1 = —drodr+ (1+ 2*)dy o dy + 2xdy o dz + dz o dz,
go = dzxodr + (1 — 2?)dy o dy — 2xdy o dz — dz o dz,
g3 =dvodr+ (—1+ 3z — 2*)dy o dy + 2dz o dz.

La métrica g3 es llana (véase [69]) y por tanto un soliton de Cotton trivial, mientras que
las métricas g; y g2 son solitones de Ricci contractivos no gradientes (véanse [71] y [72]).
A continuacién analizamos las métricas g; y go por separado. Empezando con la métrica
g1, para un campo de vectores X = A(x,y, 2)0, + B(z,y, 2)0, +C(x,y, 2)0, su derivada de
Lie esta dada por

81‘7 ait

o
)
=
&
@Qv

(2+1)Bx+xcx,
—A. + 2B, +C,,
2(xzA+ (2 4+ 1) B, +2Cy) ,
A+aB,+ (2> +1)B, +C, + 2C,
2(xB,+C,),

(3.83)

( ) )
( )( )
(£x91)(0,0:)
(L£x91)(0y, 0y)
( ) )

)

L
>
2
&
2

(ﬁxgl) (5z, 0.

y el tensor de Cotton de tipo (0,2) esta determinado por
(3.84) (9,0, ) =-1 C0,0)=2%-2% C00,0.)=-x, C(0.0.)=—L

27

Las Ecuaciones (3.83)) y (3.84) implican que X es un soliton de Cotton si y sdlo si
((4A, +1 -2\ =0,

2eB,+2C, —1 -\ =0,

A, —z2B,—C, =0,

A, — (2 +1)B, — 2C, = 0,

A+aB,+ (a*+1)B,+C,+2C, —z — a2\ =0,

e A+ 4(2* + 1)B, + 42C) — 22 + 1 —2(2* + 1)A = 0.

(3.85)
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Integrando la primera y la segunda ecuacién obtenemos

A(z,y,2) = Ai(y,2) + 1(2A = 1)z,

Cz,y,2) = Ci(z,y) — B(z,y,2)z + 5(A + 1)z,
De este modo, la tercera ecuacion se transforma en

B(z,y,2) = (C1)u(2,y) — (A1):(y, 2),

y por tanto derivando la cuarta ecuacion con respecto a z y z obtenemos (A;)., = 0, y asi
Ai(y, z) = Aa(y)z + As(y).

Derivando ahora la quinta ecuacién con respecto a z obtenemos Ay(y) = 0 con lo que la
cuarta ecuacion se transforma en (Cy),.(z,y) — A5(y) = 0, de donde se sigue que

Ci(z,y) = 3A5(y)2® + Ca(y)z + Ca(y).
En este punto, la quinta ecuacion se reduce a
AA3(y) +A4C5(y) + (2A45(y)w + 4C5(y) — 3)z =0,
y por un calculo directo a partir de esta ecuacidon se demuestra que
As(y) = K1y + ko, Co(y) = 3y + ks, Cs(y) = —5y* — Koy + Ka,
donde k; € R, 7 =1,...,4. Es decir, la Ecuaciéon se reduce finalmente a A\ —2 = 0

con lo que se concluye que (Hj, g;) es un soliton de Cotton si y solo si es contractivo con
A =2y X esta dado por

X = (ky + 30 4 £2) 0, + (F1z + 3y + k3) 0y — (5 (2% + y?) + Koy — 32 — K4)O..

Observemos que como un caso especial de los solitones de Cotton obtenidos anteriormente,
se tiene que X = %xam + %yﬁy + %zaz define un soliton de Cotton completo en (Hs, g1).

Teniendo en cuenta esto, se puede ver que el operador de Cotton asociado, C', viene
dado con respecto a la base de campos coordenados por

C(0,) =10,  C©O,) =19, 3z0., C(3.) =-0..
Como consecuencia, dicho operador diagonaliza con autovalores {—1, %, %} y por tanto el
soliton de Cotton no puede ser invariante a la izquierda (véase el Teorema [3.14). Ademas,

el operador de Ricci, p, esté dado por

ﬁ(am) = %aﬂca ﬁ(@/) = %ay — 20, ﬁ(aZ> = _%827
y por tanto no tiene al cero como autovalor, lo que implica que dicho solitén no es gradiente
(véase [26]).

Observacion 3.29. Un estudio completamente analogo puede realizarse para la métrica
g2, obteniendo en dicho caso que (Hs, g2) es un solitéon de Cotton si y solo si es expansivo
con A\ = —2 y el campo de vectores soliton estéa dado por

X = (k1y — 32 4 52)0p — (k1 + 3y — k3)0y + (B (2 — 4?) — Koy — 32 4 K4)0.,

donde k; € R, 7 =1,...,4. De nuevo, el soliton de Cotton es no invariante a la izquierda
y no gradiente.
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Solitones de Cotton no invariantes en F(1,1)

El grupo de Lie E(1, 1) admite dos tipos de solitones de Cotton algebraicos (salvo signo
€ = +1, véase el Teorema y por tanto puede dotarse con una métrica invariante a
la izquierda con operador de Cotton no nilpotente admitiendo algtin soliton de Cotton.
Ademas, estos solitones de Cotton son necesariamente no invariantes (véase el Teorema
3.14).
Para nuestro proposito consideramos la referencia construida en [72]
Ey =0y, E, =

(‘”8 +ex82), Es = (3”8 —e‘””@)

l\DI»—t
l\DI»—t

y su correferencia asociada dada por
E' = dzx, E? = e %dy + e%dz, E3 = e ®dy — e%dz.

De ahora en adelante consideramos las métricas invariantes a la izquierda correspondientes
al Teorema [3.26}(ii). En primer lugar consideremos la métrica g; dada por

2
g1 = (B2 = (B°)? + 2V/6(B*E%) — 3(E%)?,
o en coordenadas locales
2
g1 = gda: odx + (2\/6 —4)e *dy o dy + 4dy o dz — (2v/6 + 4)e*dz o dz.

Asi, para un campo de vectores X = A(z,y,2)0, + B(z,y, 2)0, + C(x,y, 2)0, la derivada
de Lie de la métrica esta dada por

(Lx91)(0,0,) = %A
(Lx91)(02, 0y) = 2 (A, +3 (V6 —2) e 2B, +3C,) ,
3.55) (Lxg1)(0s,0.) = 2 (A, + 3B, — 3 (V6 +2) €2°C,)
(Lxg1)(0y,0,) =4C, —4 (V6 —2) e (A - B,),
(Lxg1)(8,,8,) =2 ((\/6 —2)e B, + B, +C, — (V6 +2) e¥C,),
(Lxg1)(0:,0.) = 4B, —4 (V6 +2) e (A+C.),

y por un calculo directo se demuestra que X = \?’/—%%—f— \?’/—%82 es un soliton de Cotton contrac-
tivo con A = 2v/2. Ademas, debido a la no existencia de campos de vectores homotéticos
en F(1,1) se sigue que este es el tnico soliton de Cotton modulo campos de Killing.

A continuacion consideramos la métrica Lorentziana g, en E(1,1) dada por

g2 = 5 (B 3(B%)? + 2VB(B* ) — (B,
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o en coordenadas locales

2
g2 = gdv o d + (2v6 — 4)e *"dy o dy — 4dy o dz — (2V/6 + 4)e*"dz o dz.

Procediendo como en el caso anterior obtenemos que X = —j—%ay — \3/—%82 es un soliton
de Cotton expansivo para A = —2v/2. Ademaés, es el tnico soliton de Cotton expansivo

moédulo campos de Killing.

Observacion 3.30. Como observacion final del capitulo cabe destacar una vez més que los
solitones de Cotton no invariantes construidos en esta secciéon provienen de los solitones de
Cotton algebraicos obtenidos en el Teorema Ademés, cabe destacar que los solitones
de Cotton algebraicos tienen un comportamiento opuesto con respecto a los solitones de
Cotton invariantes en los grupos de Lie puesto que los solitones de Cotton invariantes a la
izquierda no se obtienen de los algebraicos.






Capitulo 4

Formas de Killing en variedades nearly
Kahler

Un objeto de especial importancia en geometria diferencial son los campos de vectores
de Killing. Estos campos se caracterizan por inducir isometrias infinitesimales; es decir, un
campo de vectores de Killing es aquel cuyo flujo preserva una métrica dada. El conjunto
de todos estos campos genera el dlgebra de Lie del grupo de las isometrias de una variedad
de Riemann y el nimero de ellos linealmente independientes mide el grado de simetria
de la variedad. En variedades compactas este ntmero esti acotado superiormente por la
dimension del grupo de isometrias de la esfera estandar donde, ademas, la igualdad se
verifica si y s6lo si la variedad es isométrica a dicha esfera.

Existen diferentes definiciones generalizando el concepto de campo de vectores de Ki-
lling. Una de las més estudiadas en la literatura son los campos de vectores conformes,
definidos como aquellos campos de vectores cuyo flujo preserva la clase conforme de una
métrica dada. No obstante, existen otras generalizaciones también muy estudiadas en la
literatura. En particular, en la Secciéon hemos obtenido los campos de vectores afin Ki-
lling y 1-armonicos invariantes a la izquierda definidos sobre los grupos de Lie Lorentzianos
de dimension tres.

No obstante, mucho menos estudiada en la literatura es la generalizacion del concepto
de campo de vectores de Killing, y en general de campo de vectores conforme, al espacio
de las formas diferenciales. Dichos objetos son los conocidos como formas de Killing o, en
general, formas de Killing conformes o formas twistor. Una k-forma wu se llama k-forma de
Killing conforme o k-forma twistor si y s6lo si u verifica la ecuacion diferencial

1

1
4.1 =— X du— ——X"A$
(41) Vxu [P R I Ao,

para todo campo de vectores X en M, donde X’ es la 1-forma dual del campo de vectores X
y “17 representa el operador contracciéon de un campo de vectores con una forma. Cuando
la k-forma u es, ademas, cocerrada se dice que u es una k-forma de Killing. Observemos que
por la Ecuacion la condicion de ser forma de Killing es equivalente a que X oV xu = 0

para cualquier campo de vectores X en M. Por otra parte, en el caso de que la forma de

153
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Killing conforme u sea cerrada se dice que es una k-forma x-Killing. Cuando k = 1 las
formas de Killing y las formas de Killing conformes son duales de campos de vectores de
Killing y de campos de vectores conformes, respectivamente.

Las formas de Killing como generalizaciones de los campos de Killing fueron introduci-
das por K. Yano en [93]. Posteriormente S. Tachibana en [83], para el caso de 2-formas, y
de modo mas general S. Tachibana y T. Kashiwada en [50] y [84] introdujeron las formas
de Killing conformes generalizando los campos de vectores conformes. En particular, los
primeros ejemplos no triviales de formas twistor se obtuvieron en la esfera estandar. En
dicho caso es posible demostrar que cualquier k-forma twistor es una combinacion lineal
de autoformas para el autovalor mas pequeno del operador de Laplace sobre las k-formas
cerradas y cocerradas.

Recientemente A. Moroianu y U. Semmelmann entre otros profundizaron en el estu-
dio de las formas de Killing conformes en variedades de Riemann compactas dotadas de
determinadas estructuras geométricas, como por ejemplo variedades de Kahler, espacios
simétricos, G5 y Spin; variedades, etc. (véanse [63], [78], [79], [R0] y las referencias en ellos
senaladas para mas informacion); obteniendo resultados globales sobre la existencia y no
existencia de formas de Killing conformes sobre tales variedades. En el caso particular de
formas de Killing, ambos autores demuestran que en las variedades de Riemann con grupo
de holonomia G5 o Spin; dichas formas son necesariamente paralelas. Un resultado analogo
fue obtenido previamente por Yamaguchi en [92] para las variedades de Kéhler compac-
tas, i.e., toda forma de Killing sobre una variedad de Kéhler compacta es necesariamente
paralela.

Cuando se consideran variedades compactas, como se hace por ejemplo en los resultados
citados anteriormente, es posible caracterizar las formas de Killing conformes en términos
del Laplaciano. Esto es, dada una k-forma de Killing conforme u, aplicando la Ecuacion

(4.1]) dos veces se obtiene la formula de tipo Weitzenbock

1 1
4.2 *Vu=-——4dd —dd
(42) ViVu k+1 u+n—k—|—1 “
donde recordemos que V*V := =V V., + Vy_, representa el Laplaciano bruto. De este

modo, y puesto que A = dd + dé = V*V + ¢(R), con q(R) = > _e; A ejaR.,,, se obtiene
que una k-forma wu es una k-forma de Killing conforme si y solo si se verifica la siguiente
formula de tipo Weitzenbock (véase [78])

k n—k
4. _ R =R s
(4.3) q(R)u k+1(5du+ n—k—i—ld(m

Una propiedad importante del espacio generado por todas las formas de Killing confor-
mes es que permanece estable por la accion del operador estrella de Hodge, x. En particu-
lar, por ser * un operador paralelo, lleva k-formas de Killing en (n — k)-formas *-Killing.
Recordemos que para variedades Riemannianas el operador estrella de Hodge verifica las
siguientes igualdades: #2n = (—1)¥=Fp 6n = (—1)"* D xdsn y *(e;An) = (—1)ke; 1 *n,
donde n € A*M.
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Si restringimos este resultado a las formas de Killing se obtiene que en una variedad
compacta una k-forma u cocerrada es una forma de Killing si y sélo si verifica la ecuacion

k1

(4.4) Au ’

q(R)u.

Puesto que el operador g(R) actia sobre 1-formas como el operador de Ricci, este resultado
es una generalizacion directa de la caracterizacion de los campos de vectores de Killing
en variedades compactas como los campos de vectores en el nucleo de A — 2p y cuya
divergencia es nula. De forma analoga, se tiene que una k-forma cerrada u es x-Killing si
y s6lo si verifica la ecuacion

n—k+1
4.5 Au=——¢g(R
(4.5 u=""E L my,

donde n es la dimension de la variedad M.

Una vez hecha esta breve introduccion sobre formas de Killing conformes, nuestro ob-
jetivo en este capitulo es estudiar las formas de Killing en las variedades nearly Kéahler de
dimension seis.

Como vimos en el Capitulo[T] una variedad nearly Kihler es una variedad casi Hermitica
(M, g, J) tal que la estructura casi compleja J verifica la relacion

(4.6) (VxJ)X =0,

para todo campo de vectores X en M. Ademas, si para todo campo de vectores no nulo
X en M se tiene que (VxJ) # 0 entonces se dice que (M, g,.J) es una variedad nearly
Kahler estricta. Por tanto, una variedad nearly Kéahler estricta puede considerarse como el
opuesto de una variedad Kéahler. Debido a esto, para estudiar las propiedades geométricas
de tales variedades resulta tutil considerar la conexion Hermitica candnica, definida como

_ 1
(4.7) VxY = VY = SJ(VxJ)Y,

ya que verifica las propiedades Vg = VJ = 0. Esta conexién se extiende de forma natural
al fibrado de las formas como

(4.8) Vx = Vx — (Tx).,

donde (Tx). = %ei ATxe;a-, siendo TxY :=T(X,Y) = —J(VxJ)Y la torsién de V, que
ademés verifica la identidad VT = 0. Por otra parte, a partir de la estructura casi compleja
J se define su 2-forma de Kdihler, que denotaremos por w, como w(X,Y) := g(JX,Y). Es
importante destacar que, con el fin de simplificar las notaciones, a lo largo de este capitulo
identificaremos los vectores con sus 1-formas duales siempre que no suponga riesgo de
confusion.
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El tensor curvatura asociado a la conexion Hermitica canoénica, que denotaremos por
R, esta relacionado con el tensor curvatura Riemanniano por la siguiente expresion

_ 1
(4.9) RBwxvz— Rwxyz = 59((VWJ)X7 (VyJ)Z)

- %{g((VWJ)Y, (Vx))Z) = g(Vw)Z, (VxJ)Y)}.

A lo largo de este trabajo centraremos nuestra atencion en las variedades nearly Kéhler
de dimension seis. Una de las principales propiedades geométricas de estas variedades es
que son de tipo constante, esto es, verifican la relacion

(410) g((vU‘]>Xv (vYJ)Z) = 042{9((], Y)Q(‘X’ Z) - g(U’ Z)g(X7 Y)
—g(U, ']Y)Q(Xa JZ) +9(U7 JZ)g(X, JY)}a

para cualesquiera campos de vectores U, X,Y,Z en M, y para o una constante real. A
partir de esta propiedad podemos considerar la J-base adaptada {ey, Jeq, eq, Jeo, €3, Jes},
donde e; y ey son campos de vectores arbitrarios y e3 es el campo de vectores dado por
e3 := a(V,, J)ey. En lo sucesivo consideraremos la normalizacion de esta J-base tal que la
constante o tome el valor uno, y por tanto la curvatura escalar sea 7 = 30.

Haciendo uso de esta J-base podemos definir la siguiente base para el complexificado
del espacio tangente TCM = T"OM @ T M,

(4.11) 6 =1/V2(ej —iJe;) € TM y & = 1/V2(e; + iJe;) € T M.

De forma analoga, a partir de los isomorfismos musicales, definimos la siguiente base para
el complexificado del espacio de las 1-formas A'M = AYOM @ AT M,

(4.12) e =1/V2e +iJe?) e MM vy & = 1/V2(e? —iJe?) € A" M,
que, ademas, verifican las siguientes relaciones (&) = € y (&)’ = €.
Considerando estas bases de los complexificados, el término involucrando la torsion en

la Ecuacion (4.8]) se reduce a
1 . .
(413) (Tx)* = 5{6Z A TXGZ‘J -+ €N TxéiJ '},

resultando que si X € TH°M entonces el operador (Tx), lleva formas de tipo AP9M en
formas de tipo AP*1971M; mientras que si X € T%! M lleva formas de tipo AP?M en formas
de tipo AP~14FTIM . Ademaés, estas bases también permiten obtener la descomposicion de
Hodge de la diferencial exterior y de la codiferencial. De este modo, el operador d se
descompone en

(4.14) d=N+90+0d+N,
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donde
N : APIM — APP2a71 0 N = 2 Ned AT €50
O APIM — APYLa 9 =€ AV, ;
(4.15) _ - -
O APIM — APITL 9 = AV, ;
N : APIM — AP71at2 0 N = 18 A& A TE L

mientras que el operador § se descompone en
(4.16) §=N*+0"+ 0"+ N*,
donde
N*: APIM — Ap—27q+1’ N* = %(Tgigj)b A €561
O APAM — AP~H 9% = —; 0V ;
(4.17) _ _ _
O APIM — AP 0% = —€,UV,;
N*: APA)N — APFLO=2 N* .= %(Teres)" N € JEg - .

A partir de estas descomposiciones de Hodge y de las identidades d*> = 0 = 2 se
obtienen las relaciones
(4.18) *+{0,N} =9*+{0,N} ={0,0} +{N,N} = {0, N} = {N,0} = N> = N* = 0,
y
1) (07)2 + {0, N*} = (5*)_2 _i_i{a*’]\—/*} _ {8*,?*} +{N*,N*} = {9, N*}
= (N8} = (V) = (N =0,

Existen también relaciones entre los operadores dados en la Ecuacion (4.15)) y los dados
en la Ecuacion (4.17)). Dichas relaciones se conocen como las identidades de Kdahler y vienen
dadas por los operadores algebraicos A :=i¢€;ue; - y L:=1ie! A& A - del siguiente modo
(4.20) [A,0] =i0*, [N, 0] =—i0*, [A,N]=2iN*, [A,N]=-2iN*,

4.20 _ _ _ _
[L,0*] =40, [L,0*]=—i0, [L,N*]=2iN, [L, N*] = —2iN.

Ademas, los operadores A y L estéan relacionados con la aplicaciéon identidad del espacio
AP M mediante la expresion [A, L] = (n — p — q)idp.a.

Finalmente, haciendo uso también de las Ecuaciones y , el operador Lapla-
ciano, A = dd + dd, se descompone del siguiente modo

(421) A={N,0*} +{N,N*} + {N,N*} + {N, 0"}
+{0,0"} + {0, N*} + {0, N*} + {9,0"}
+{0,0"} + {0, N*} + {0, N*} + {0,0"}
+{N,0*} + {N,N*} + {N,N*} + {N, 0"},
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donde {A, B} = AB+ BA para cualquiera de estos sumandos. Ademaés, existen numerosas
relaciones entre estos términos (véase [88]), siendo algunas de las més relevantes

{0,N"} ={0", N} = {0, N"} = {N",0} = {N,N"} = {N,N"} = 0;
{6*73} = _{Nvé*} = —{N",0};

{5*78} = _{N*’g} = _{Na 8*}7

{0,0°}y = {0,0"} +2(p — q)(n — p — q)idpp.a.

(4.22)

Una vez recordadas estas propiedades de las variedades nearly Kéhler podemos co-
menzar a estudiar las formas de Killing sobre ellas. De este modo cabe destacar que, a
diferencia de lo realizado en el Capitulo [2] consideraremos esta generalizacion de campo
de vectores de Killing sobre variedades Riemannianas y no sobre variedades Lorentzianas.
Estructuramos este capitulo del siguiente modo. En la Seccion se estudian las formas
de Killing paralelas respecto a la conexiéon Hermitica canénica; mientras que las formas de
Killing de orden puro no necesariamente V-paralelas son estudiadas en la Seccion . Los
resultados de esta seccion aparecen recogidos en [68§].

4.1. Formas de Killing V-paralelas

No existen en la literatura muchos resultados relacionados con la existencia de formas
de Killing (ni en general de formas de Killing conformes) en variedades nearly Kahler. U.
Semmelmann obtiene en [78] que si (M™,g,J) es una variedad casi Hermitica entonces
su 2-forma de Kéhler w es una forma de Killing si y s6lo si se trata de una variedad
nearly Kéahler. A su vez, el autor también obtiene en dicho trabajo que para las variedades
nearly Kéhler de dimension seis estrictas la 3-forma xdw (que no es mas que un miltiplo
de la torsion de la conexion Hérmitica canonica) es también una forma de Killing. Cabe
destacar en este punto que tanto w (por ser V una conexion Hermitica) como xdw (véase
[5]) son V-paralelas. Estudiamos a continuacién la existencia o no de otras formas de
Killing V-paralelas sobre las variedades nearly Kihler de dimensién seis estrictas. En lo
sucesivo, cuando nos refiramos a las variedades nearly Kéhler de dimension seis estrictas
estaremos considerando todas aquellas variedades nearly Kéahler compactas de dimension
seis no isométricas a S con su métrica estandar.

Para realizar este estudio, tomaremos una seccién v del fibrado A*M paralela respecto
a la conexion Hermitica candnica y consideraremos caso por caso los posibles valores para
k:1,2,3,4 v 5; en el caso k = 6 la forma u resulta un multiplo de la forma de volumen
y por tanto es de forma directa una forma de Killing. Para el resto de los casos posibles
haremos uso de forma recurrente de la caracterizaciéon de ser una forma de Killing para
formas cocerradas dada por la Ecuacion (4.4). No obstante, puesto que A = V*V + ¢(R)
podemos reducir esta condicién a la ecuacion

1
(4.23) V*Vu = %q(R)u.
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Ademas, como la conexién de Levi-Civita esté relacionada con la conexién Hermitica cano-
nica mediante el tensor (T.),, y por tanto el tensor curvatura R con el tensor curvatura R,
es posible expresar la condiciéon dada por la Ecuacion en términos de la conexiéon V.
En particular, y puesto que estamos considerando variedades nearly Kéhler de dimension
seis estrictas, a partir de las Ecuaciones y (4.10]) se obtiene en [65] la relacion

(4.24) q(R) —q(R) = %{—(ei Nej)i(ei Nej)e+3(ei Nej)(Je; A Jej).
— (61' A\ Jei)*(ej A J€j>*},

donde (X AY).(Z) = g(X,Z2)Y — g(Y, Z) X para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z
en M.

Por otra parte, sea p € M un punto arbitrario y consideremos una referencia ortonormal
{ei} tal que en el punto p sea V-paralela, i.e. tal que (V,e;), =0, paratodoi,j =1,...,6.
Bajo estas consideraciones tenemos que en el punto p el Laplaciano bruto V*V se reduce
a V'V =-V.V. +Vy, . = —V,V,. Ademés, ya que

Veei=Vee; —1/2J(Ve J)e; = Ve,e; = 0,

se obtiene que el Laplaciano bruto asociado a la conexién V y definido como V*V :=
-V Ve, + Vg, ., se reduce de modo analogo a V*V = -V, V.. Ahora bien, por la
Ecuacion (4.8)) se tiene que ambos Laplacianos brutos estan relacionados por la expresion

(4'25) V'V = v*v - 2(T@i)*?ei - (Tei>*(T€i)*'

De este modo, y puesto que por ser u paralela respecto a la conexion Hermitica canonica
verifica que ¢(R)u = V*Vu = (T,,).V.,u = 0, la ecuacion diferencial dada por la expresion
(4.23) se reduce a la ecuacion algebraica

(4.26) — (T.)o(T..)ou = Sik{ (e Aey)ules Aey)e +3(en Aey).(Jes A ey,
— (e N Je;)(e; A Jej)*}u.

Como consecuencia del trabajo realizado en los siguientes apartados estaremos en con-
diciones de concluir el siguiente resultado

Teorema 4.1. Sea M una variedad nearly Kihler de dimension seis estricta. Las tunicas
formas de Killing (salvo multiplicacion por un escalar) paralelas respecto a la conexion
Hermitica candnica son la 2-forma de Kdhler y la 3-forma torsion.

Formas de Killing V-paralelas de orden uno

El estudio de las formas de Killing de orden uno permite un analisis especial ya que
sus duales consisten en campos de vectores de Killing y reciprocamente. Ademés, como la
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conexion Hermitica candnica es métrica, una 1-forma es V-paralela si y solo si su campo
de vectores dual es V-paralelo. Asi, el estudio de las 1-formas de Killing V-paralelas es
equivalente al estudio de los campos de vectores de Killing V-paralelos.

Sea ¢ un campo de vectores V-paralelo en M, entonces

1
Vx€ = 5 (Vi)
y, por tanto

XJVxE = (Va6 X) = 3 (J(Va)EX) = 5 (I (VxT)X) = 0

N —

De este modo, resulta que todo campo de vectores & paralelo respecto a la conexion Her-
mitica candnica es un campo de vectores de Killing. Ahora bien, en [62] se demuestra que
si £ es un campo de vectores de Killing entonces la derivada de Lie de la estructura casi
compleja J con respecto a § se anula, i.e., L¢J = 0. No obstante, dado £ un campo de
vectores V-paralelo y X un campo de vectores en M se verifica que

(L)X = Le(JX) = J(LeX)
= [ JX] - J[E X]
= VeJX =V x§ - JVeX +JVxE
= MJ(VeD)IX = J(VyxJ)E— JI(Ve)X + JI(VxJ)E}
= 2(VeJ)X.
De este modo, como X es un campo de vectores arbitrario y M es un variedad nearly

Kahler estricta, resulta que L¢J = 0 si y solo si £ es el campo de vectores cero. Por tanto,
no existen campos de vectores de Killing V-paralelos.

Formas de Killing V-paralelas de orden dos

El fibrado de las 2-formas, A2M, se descompone bajo la accién del grupo SU(3) en las
siguientes componentes irreducibles

(4.27) APM =~ ACOTOD N g AP M & Rw,

donde AGO+OANT — A200 @ A%2M y Ay'M denota el conjunto de las formas de tipo
(1,1) primitivas; es decir, aquellas formas de tipo (1,1) cuya contracciéon con la 2-forma
de Kéhler se anula.

Comenzamos estudiando el caso en el que la forma u es una seccién V-paralela de uno
solo de los subespacios dados en la Ecuacion . Como vimos anteriormente, la 2-forma
de Kéhler de una variedad nearly Kéahler, no necesariamente de dimension seis, es una
forma de Killing; por tanto, si u es una seccién cocerrada de Rw entonces es una forma de
Killing. Para estudiar el resto de posibilidades haremos uso del siguiente resultado previo
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Lema 4.2. Sea (M, g, J) una variedad nearly Kihler de dimension seis estricta. Entonces
se verifican:

(1)) 2X,0F = (Vo)X Aes,
(17) g(XaUT, Y UT) = 2¢(X,Y),

para cualesquiera campos de vectores X eY en M y donde U™ es la 3-forma definida como
Ut :=Vw = %dw:61/\62/\63—61/\J€2/\J€3—J€1/\62/\J€3—J61AJ€2A63, siendo
{e;} la J-base definida anteriormente.

Demostracion.

(1) Se sigue de forma directa a partir de la siguiente cadena de igualdades

3X,Ut = Xdw
= Xi> AV w
= S g(X )V — S A (V) (X, ),
= Vxw — > ;AN (V)X
= : Xadw — Y e A (Ve )X
— XLUF — e A (Vo)X

(77) Por el resultado anterior y por las Ecuaciones (4.6) y (4.10]) tenemos que

g( XUt Y, UT) = Zg(%( )X/\el,2(V )Y Aej)
= 13 9((Ve )X, (Ve J)Y)

—1 2 9((Ve )X, e))g((Ve, J)Y, e)
= 12 {9(Ve, DX, (Ve, )Y) = g(Viw., nxJ)Y, e:) }

= 1(X9(Ve X, (Ve, )Y)+ 3 g ((VYJ)WQJ)X,@-))
= (X 9(Ve, )X, (Ve )Y) = 3 g((Ve, )X, (VyJ)er))
= —139((Ve, ) (Ve
= 29(X,Y).

Y

DX,Y)

7

]

En general, si u es una forma V-paralela sobre una variedad nearly Kihler M de
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dimension seis estricta, por la Ecuacion (4.8) resulta que

2Vxu = 2(Tx).u
= Y e; ANTxejau
= —> e; Ng(J(VxJ)ej, e)eisu
= =Y ejNgle;, (VxJ)Je)eiau
= —>(VxJ)Je;Nejou
= > (VxJ)e; A Jeju,

y ya que § = —e;1V,, se tiene

—26(u) = > 2e;uVeu
(4.28) = Y e {(Ve,J)e; A Jejau}
= —Z(VejJ)ei/\ej_n J@iJU.

Ahora bien, si u es una 2-forma y aplicamos d(u) a un campo de vectores X arbitrario en
M obtenemos por el Lema [4.2] que

—20(u)(X) = =3 9((Ve,J)ei, X) u(Jes, e;)
= S glu, J(Ve, )X Aey)
- — Zg<u> (vej‘])JX A 6]')

= —2g(u, JXUT),

—
=

(4.29)

donde la igualdad (x) se obtiene como sigue

S g(u, J(Ve, )X Nej) = > gzuler, er)er Ae, J(Ve, )X Aej)
= 22 €k, €1 {g (Ve, J) X, ex)g(er €5)
—g(ex, e5)g(er, J(Ve, J)X) }
= (X uler,ej)g(J(Ve; )X, er)
= =2 ulej,e)g(er, J(Ve; J) X))
= — > ulen €)g((Vye, )X, e)
= ule, Je;)g((Ve, J) X, 1)
= — 2 ule, Jej)g(X, (Ve J)er),
donde substituyendo los indices de suma, el j por ¢ y el [ por j, y reordenando se deduce
ya la igualdad buscada.

En el caso particular en que u sea una seccion de A0+O02 V1 v puesto que la apliacion
X +— X _U* define un isomorfismo entre TM y AZO+O02 V[ es posible encontrar un campo
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de vectores £ tal que u = £2UT. De este modo la Ecuacion (4.29) se reduce aplicando el
Lema [4.2] a

S(u)(X) = g(EsWH, JX T = 29(¢, JX).

Como el campo de vectores X fue tomado de forma arbitraria se tiene que d(u) = 0 si y
s6lo si & = 0 o, equivalentemente, si y solo si v = 0. Se obtiene asi que no existen formas
cocerradas V-paralelas de tipo (2, 0) + (0, 2) y, por tanto, no existen formas de Killing que
sean secciones de AGO+HO2 N en M.

Por otra parte, se sigue de la Ecuacion que si una seccion u de AN M es paralela
respecto a la conexion Hermitica candnica entonces, como la descomposicion dada por
la Ecuacion (4.27)) estda formada por subespacios ortogonales entre si, es necesariamente
cocerrada. En particular, en [64] y en [65] se obtiene que si v € Ay'M es una 2-forma
V-paralela, verifica que (¢(R) — ¢(R))u = ¢(R)u = —u y (V*'V = V*V)u = V*Vu =
u + (Jou) Ut = wu. Ahora bien, como A = V*V + ¢(R) se sigue que u es armonica vy,
por ser M compacta, es cerrada y cocerrada. Si ademas suponemos que u es una forma
de Killing entonces por la Ecuacion ha de ser necesariamente paralela respecto a la
conexion de Levi-Civita, lo cual no es posible. En funcién de estos resultados se obtiene
que no existen formas de Killing de tipo (1, 1) primitivas.

Finalmente, en el caso en que u = v’ +u' +u}, donde u® es una seccion de ARO+02) pr
u' de Rw y u} de A(l)’lM; se tiene por la Ecuacion (4.29)) que para un campo de vectores
X en M arbitrario

—20(u)(X) = —2g(u®, JX J¥T)

y, por tanto, u es cocerrada si y solo si, u’ = 0. Ademas, puesto que en [62] se demuestran
las igualdades V*Vw = 4w y ¢(R)w = 8w por la Ecuacion se deduce que u es una
forma de Killing si y solo si lo son u!' y uj. Como por lo visto anteriormente u} no puede
ser una forma de Killing hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 4.3. Dada una variedad nearly Kdihler de dimension seis estricta, la inica forma de
Killing (salvo multiplicacion por un escalar) de orden dos paralela respecto a la conexion
Hermitica candnica es la 2-forma de Kdihler.

Formas de Killing V-paralelas de orden tres

El fibrado de las formas de orden tres, A3M, se descompone bajo la accién del grupo
SU(3) en los siguientes subespacios irreducibles

APM ~ AGOTOI N @ APDTD M @ (MM Aw),
donde las secciones de A81’2)+(2’1)M generan el conjunto de las formas primitvas de tipo
(1,2) 4+ (2,1); es decir, las combinaciones lineales de las formas de tipo (1,2) y de las

de tipo (2,1) que se anulan por la contraccion con la 2-forma de Kéhler; mientras que
ABO+O3) VT representa el espacio A°2M @ A3OM.
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El subespacio A®0+03)Vf tiene dimension dos y esta generado por las 3-formas V-
paralelas Ut := %dw y U™ = %(*dw) E| En particular la forma

*dw = —Jeir AN Jeag AN Jes+ Jeg Aeag Aes+ e AJes Nes+ e Aeg A Jes,

es la 3-forma asociada a la torsion de la conexién V y, por lo visto anteriormente, es una
forma de Killing. Por su parte, dw no es cocerrada ya que de serlo y por ser M compacta
resultaria

0 :/ g(0dw,w) :/ g(dw,dw) = 9/ g(Vw, Vw) = 9||Vw||?,
M M M
lo cual no puede ser por tratarse M de una variedad nearly Kéhler estricta. Asi pues, *dw
no es una forma de Killing ya que no es cocerrada.
Consideremos ahora una seccién u = X Aw de A'M Aw paralela respecto a la conexion
Hermitica canénica. Como la 2-forma de Kahler es V-paralela se tiene que u es V-paralela

si y solo si lo es el campo de vectores X. Ahora bien, por la Ecuaciéon (4.28) y el Lema
resulta que

—20(u) = -— e.J)e; Neiade; A w

) Ve, J jadJeia (X
= =2 (Ve D)eiNejo{g(Je, X)w — X A Jejaw}
= Y (Ve /)IX Nejaw+ > (VxJ)es AN Jejaw =3 (Ve J)es AX Nejadeaw
= (Ve J)IX Aejalen AJey) + D (Vxd)e A Je (e, A Jey))
= I35V, J)IX N Jex — (Ve J)IX Ay

—(ij)J€k/\J6k—(ij)ek/\ek}

= I3 (Vi NX AN Jep+ (Ve DX Ney + (Ve )X Aep + (Ve J)X Aer}
= 2(VejJ)X/\ej
= 4X,UT,

con lo que du = —2 X ¥T. De este modo, la forma u nunca es cocerrada y, por tanto, no
es una forma de Killing.

Por otra parte, sea ahora v una secciéon V-paralela de A(()I’Q)J’(Q’I)M . En [65] se demuestra
que (V*V —V*V)u = V*Vu = u y que (¢(R) —q(R))u = q(R)u = —u, con lo que u resulta
una forma armonica ya que A = V*V + ¢(R). Asi, si suponemos que u es una forma de
Killing, por la Ecuaciéon resulta que ha de ser paralela respecto a la conexion de
Levi-Civita, lo cual no es posible.

Finalmente, supongamos que u = u® + u' + u}, donde u° es una seccion del fibrado
AODFEO Nyl de A'M Aw y uf de A81’2)+(2’1)M; es una forma de Killing paralela respecto a
la conexion Hermitica canonica. En [65] también se demuestra que g(R)u® = 9u°, ¢(R)u' =
—u', g(R)uy = —ul y V*Vud = u}; mientras que por un calculo largo pero directo se obtiene

0

1Observemos que ¥* y ¥~ se corresponden con las defenidas en [65].
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que V*Vu® = 3u’ y V*Vu! = 3ul. Por tanto, a partir de la Ecuacion (4.23) tenemos que
la forma u es una forma de Killing si y solo si lo son u°; u} y u'; lo cual, como vimos, no
es posible. En funcién de estos resultados podemos enunciar el siguiente resultado.

Lema 4.4. Si (M, g,J) es una variedad nearly Kdhler estricta de dimensidn seis, la inica
forma de Killing (salvo multiplicacion por un escalar) de orden tres paralela respecto a la
conexion Hermitica candnica es la 3-forma torsion.

Cabe destacar en este punto, que el hecho de que la torsion de la conexiéon Hermitica
canodnica de una variedad nearly Kéahler de dimension seis estricta, pensada como una 3-
forma, sea una forma de Killing se puede extender a cualquier variedad nearly Kahler vy,
en general, a cualquier variedad verificando las condiciones del siguiente teorema.

Teorema 4.5. Sea (M, g) una variedad de Riemann dotada de una conexion métrica V
cuya torsion T es V-paralela y totalmente antisimétrica; es decir, tal que su torsion pen-
sada como el tensor de tipo (0,3) dado por T(X,Y,Z) = g(T(X,Y),Z) es totalmente
antisimétrica. Entonces T es una 3-forma de Killing.

Demostracion. La conexion V esta relacionada con la conexion de Levi-Civita, V, mediante
la expresion \V/ xY = VxY + %TXY por tratarse de una conexién métrica con torsion
totalmente antisimétrica. De este modo, ambas conexiones se levantan al fibrado de las
p-formas relacionadas por la formula Vy = Vy — %ei A (Txe;)s, donde {e;} es una base
ortonormal local de TM. Ahora bien, como VT = 0 resulta que VxT = %ei A (Txe;) T
con lo que la torsion es una forma de Killing si y sélo si X 1{e; A (T'xe;)aT} = 0. Por tanto

Xo{eiN (Txe,aT)} = (Xoe) AN(Txe;uT) —e; AN(X Txe; sT)
—e; NT(Txe;, X, -)
—T(Txe;, X, e;) e; Ne;
—g(Txe;, Txe;) e; Nej =0;

donde la ultima igualdad se tiene por ser el coeficiente simétrico en e; y €; y e; A ¢;
antisimétrico. [

Formas de Killing V-paralelas de orden cuatro

Consideremos una seccién 1 del fibrado A*M paralela respecto a la conexién Hermitica
candénica y supongamos que es una forma de Killing. Por lo visto anteriormente, la forma
u = %1 es una 2-forma *-Killing V-paralela y, por tanto, ha de verificar la ecuacion (4.5)).

Cuando la forma u es en particular una seccién de A9+O2 ) paralela respecto a la
conexion V, y puesto que las formas \%Tei = \%J e;2pT generan una base ortonormal del

espacio AZ0+02) 1 se puede expresar como
1 1 1 1
U = <u7 ETei>ﬁTei = <u7 T€i>§Tei = Zu(ej’ ek)Tei<6j7 ek‘)Tez"
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Ademas, por un calculo largo pero directo se obtiene que las formas 7T, verifican la igualdad
T., NT., = 2w? (véase [65]). De este modo, el Laplaciano bruto actuando sobre la 2-forma
u, V*Vu = —(T,)(T¢,)«u se reduce a

AT.,)e(Te)u = Tee; ANejo(Teex N egu)

= T.e; NT,,(ex,e;) N exu—u(eg, e;) Te,e; AT ex
= T, T.ep Negou—ulee;) Te,e; NTe, e — ulej, er) Te, (e, ex)Te, + 4u
= —deg Negau—eja{uleg, e;) Te, NTe e} +4u
= —8u—1/2¢e;1e,a{uley,e;) Te, NT¢,} + 4u
= —8u—e;jae,{ule, ej) wAw}l +4u
= —8u—uley,e;) ejo{(erw) Nw+w A (egow)} + 4u
= —8u —2ule,e;) ejo{(erw) ANw} + 4u
= —8u—2uley,e;) ejo{Jer ANw} +4u
= —8u—2(ejuler) ulek, e;) w+ 2uley, e;)Jex A (ejw) + 4u
= —8u —2ul(ey, Jeg) w+ 2u(eg, e;)Jex A Jej +4u
= —8u—2u(Jey, Je;) Jex A Je; + 4u
= —8u —2uley,ej) ex Ae; +4u
= —8u—4u+4u
= —8u,

con lo que V*Vu = —(T¢,) (T, ) u = 2u.

A su vez, como vimos anteriormente, el Laplaciano bruto aplicado a una seccién u de
A1 ' M paralela respecto a la conexion V se reduce a V*Vu = —(T%,)«(T¢,)«u = u; mientras

que V*Vw = —(T¢,)«(T¢,)«u = 4w. De este modo, podemos resumir estos resultados en la
siguiente expresion

2u, siue AR+ )
(4.30) VVu=V'Vu—-VVu=< u, siueAy'M
du, siu € Rw.

Por otra parte, podemos resumir los resultados vistos anteriormente para la accién del
operador ¢(R) sobre formas V-paralelas como

4u, siu € A20+0.2) pr
(4.31) q(R)—q(R)=1{ —u, siueAy'M
Su, si u € Rw.

Fmalmente a partir de las Ecuaciones (4.30]) y (4.31] - se obtiene de forma directa que la
Ecuacion no se verifica en ningtn caso, con lo que se concluye que no existen formas
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x-Killing de orden dos V paralelas y, por tanto, tampoco existen formas de Killing de orden
cuatro V-paralelas. Ademés, si la forma u fuera una combinacion lineal de secciones de
cada uno de los subespacios dados en la Ecuacion y verificara la propiedad de ser
Killing, por las Ecuaciones y deberia de serlo cada una de sus componentes, lo
que, como vimos, no es posible. A partir de estos resultados podemos enunciar el siguiente
lema.

Lema 4.6. En una variedad nearly Kdihler estricta de dimension seis no existen formas
de Killing de orden cuatro paralelas respecto a la conexion Hermitica candnica.

Formas de Killing V-paralelas de orden cinco

Anéalogamante al caso de las formas de orden cuatro, si suponemos ahora que 7 es una
forma de Killing de orden cinco paralela respecto a la conexiéon V, entonces u = *1 es
una l-forma *-Killing y, en particular, cerrada. Ahora bien, en [64] se demuestra que en
una variedad nearly Kéahler de dimension seis no isométrica a la esfera estandar y con
curvatura escalar normalizada tal que 7 = 30, cualquier 1-forma cerrada y V-paralela es
necesariamente armonica, con lo que, aplicando la Ecuaciéon , se tiene que también ha
de ser paralela respecto a la conexién de Levi-Civita, lo cual no es posible. Resumimos este
resultado en el siguiente lema.

Lema 4.7. En una variedad nearly Kdihler de dimension seis estricta no existen formas
de Killing de orden cinco paralelas respecto a la conexion Hermitica canonica.

4.2. Formas de Killing de tipo puro

En esta seccion estudiamos las formas de Killing de tipo puro, es decir, las formas de
Killing que son secciones de uno y sélo uno de los subespacios AP4M en los que se descom-
pone APT4)I. No obstante, a diferencia de lo realizado en la Seccion , consideraremos
formas no necesariamente V-paralelas. Para realizar este estudio haremos uso del comple-
xificado del espacio tangente y, por tanto, de las bases dadas en las Ecuaciones (4.11]) y
- Al igual que para las formas V-paralelas realizaremos este estudio en funcion de los
diferentes 6rdenes que pueden tomar las formas y los analizaremos caso por caso.

Formas de Killing de orden uno puras

Como vimos anteriormente, el fibrado de las formas de orden uno, A'M, se descompone
en los siguientes subespacios V-invariantes

AM = A% M @ AMOM,

con lo que cualquier 1-forma u se puede escribir como u = ug + u; donde 1y es una secciéon

de A®*M y uy de AYOM.
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Supongamos ahora que u es, ademés, una forma de Killing. Por tanto ha de verificar la
ecuacion

1
Vxu = EXJ du,

que en términos de la conexion Hermitica canonica y por la Ecuacion (4.14]) se reduce a
— 1 1 1 - 1 _
Vxu+ (Tx)u = éXJ Nu+ §XJ(9U + §X_Iau + §X_|Nu.

Ahora bien, si tomamos un campo de vectores X € TH°M y agrupamos los términos que
se obtienen de la ecuacion anterior en funcion de los tipos de las formas imagen obtenemos
las siguientes identidades

2Vxug = X0ug+ X 0uq,

(4.32) _
QVX’LLl = —2(TX)*u0 + XJNUO + XJa'LLl.

A partir de la primera de estas igualdades, de la Ecuacion (4.15) y puesto que los
operadores € A €;u-y & A &+ actian en el subespacio AP9M como pidyea ¥ qidra
respectivamente, tenemos que

20uy = 2€ AV ug
(4.33) = € Ae€aOug+ € N ey
= Ouy + Ouy,

de donde se sigue de forma directa la igualdad

Es posible realizar un analisis similar para la segunda igualdad de la Ecuaciéon ,
sin embargo, en tal caso se llega a una igualdad de tipo 0 = 0, con lo que no obtenemos
ninguna informacion nueva. Analogamente, se puede hacer un estudio similar considerando
un campo de vectores X € T%'M, no obstante, los resultados que se obtienen son los
mismos.

Por otra parte, por tratarse u de una forma de Killing ha de ser necesariamente coce-
rrada. De este modo, a partir de la Ecuacion obtenemos las siguientes igualdades

(435) {V*UO = 8*U0 = N*UO = N*Ul = 5*u1 = N*ul,
O*ug + 0*up = 0.

Supongamos ahora que u = wy, es decir, que u es una forma de tipo (0, 1). Bajo esta
consideracion se tiene por la Ecuacion (4.34) que duy = 0. De este modo, el operador
Laplaciano actuando sobre ug se reduce a

(4.36) Aug = 6dug = N*Nug + 0* Nug + 0*0ug + N*Ouy.
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Donde estos cuatro términos se pueden agrupar en dos sumandos segin sus diferentes
ordenes. Asi, N*Nuy + 0*0ug es una seccion de A®'M, mientras que 0*Nuy + N*Oug
es una seccion de AM°M. Analizando cada uno de estos sumandos por separado resulta,
utilizando las Ecuaciones (4.22)), (4.34)) y (4.35)), que

(a) para el subespacio A% M
N*NUO + 5*5’&0 = N*NUO + {5*, 5}“0
= N*NUO + {(9, 8*}u0 + 4UQ
= N*Nug+ 4uyg
= 2’21,0 + 4UO
= 6U0,
donde la igualdad (x) se obtiene del siguiente modo
N*Nug = L3(T:&) ANejoe {2 N AT, euug}
= ;11 S 9(Te€5,6) (T €1, 65) € Nejaeia{e” Net Nesaugh
= Y 9(Tre,6) 9(Toer e) & Aeja{e NEauo}
- Zg(TgiEj, E’r) g(Tekeiu Es) €N €5 {Ek N €5 U()}
4_11 { Zg<T€i€j7 ET) g<T€i€j7 68) € N €saug
— > 9(T€, &) g(Te,€i,€5) € N Esaug
= 22 9(TeE,6) 9(Te,65,€5) € NEsaug
= 3 2 9(Te6, T ) € NEgaug

—
*
~

{6965 — 6361} € A Euug
= {305 -8} Néaug
= 2 N€auyg

= 2uyg,

donde, en este caso, la igualdad (x) se obtiene renombrando los indices de suma y la
igualdad (%) se obtiene a partir de la Ecuacion (4.10)).

(b) Mientras que para el subespacio AM*M tenemos
8*Nuo + N*5U0 = {@*7 N}UO + {N*, g}uo
= —2{8*, 8}u0 =0
A partir de estas expresiones se deduce de forma directa que si u = wug es una 1-forma

de Killing entonces necesariamente es una autoforma del operador Laplaciano tal que
AUO = GUO.
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Ahora bien, por el Teorema de Lichnerowicz-Obata (véanse [60] y [70]) resulta que si
(M™, g) es una variedad de Riemann cerrada con p > (n — 1)k, siendo x una constante
positiva, entonces el primer autovalor positivo, A1, del operador Laplaciano verifica A\; >
nk. Donde, ademas, la igualdad se verifica si y solo si M es isométrica a la esfera estandar.
De este modo, si cosideramos que una forma u seccién de A'M es una 1-forma de Killing
tal que Au = pu, y tomamos la funcién f definida como f := g(u,u) = |u/* (en particular
supondremos que esta norma no es constante ya que dicha situacion fue estudiada en [62]),
resulta que para una base ortonormal paralela en el punto p se verifica en dicho punto que

Af = V*Vf
= =V, Ve f
Ve, {{eiadu,u)}

= —(&uVe,du,u) — 3{e;adu, e;adu)

= pf —|dul.
De este modo, si M es una variedad nearly Kéhler de dimension seis estricta y normalizada
tal que 7 = 30, entonces verifica las hipotesis citadas anteriormente para x = 1. Asi,

si consideramos una base ortonormal de funciones {f;} para el espacio de las funciones
diferenciables definidas en M tales que Af; = Af; resulta que Af; > 6f;. De este modo,
expresando la funcion f como una combinacion lineal de los elementos de la base {f;}
resulta que p > 6. Como estamos considerando variedades nearly Kéhler no isométricas a
la esfera estandar ha de ser u > 6 con lo que podemos concluir la no existencia de formas
de Killing de tipo (0,1).

Finalmente, si suponenmos una 1-forma de Killing u = wuq, es decir, tal que u sea
una seccion del fibrado AY°M, entonces mediante un analisis completamente analogo al
realizado anteriormente se obtiene que tampoco existen formas de Killing de dicho tipo.

Formas de Killing de orden dos puras

El fibrado de las dos formas A2M se descompone en los siguientes subespacios V-

invariantes
AN*M = A" M & AV M & A*OM,

con lo que toda seccion v de A2M se puede escribir como u = uy + u; 4+ us donde g es una
seccion de A%2M, uy de A M v uy de A20M.

Consideremos una 2-forma u que supondremos, ademas, una forma de Killing. Asi,
como vimos, ha de verificar la identidad

1
Vxu==X_ldu,
3
que en términos de la conexion Hermitica canénica y por la Ecuaciéon (4.14) se reduce a

- 1 1 1 - 1 _
Vxu+ (Tx)u = gXJ Nu + §XJ8U+§XJ8U+§XJNU.
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Tomando ahora X € T'°M y emparejando los términos en funcién de los tipos de las
formas imagen se obtienen estas tres identidades

S?Xu(] = X_IaUO—FXJg’UJl—i‘X_INUQ,
(437) 3?}(%1 = X NUO + X 8u1 + X 5/11/2 — 3(TX)*U(),

3?){1@ = XJNu1+X48uQ—3(TX)*u1.

A partir de las dos primeras igualdades de la Ecuacion (4.37), de la Ecuacion (4.15) y
puesto que los operadores € A€; -y & A€+ acttian en el subespacio AP2M como pidap.a
v qidapr.q respectivamente, tenemos que

3 8u0 = 3 Ei VAN vei’U,O
= € NegIOUy+ € Ne€;aNug + € A e;a0uy
= 8u0+NuQ+5u1,

y, por otro lado, que

30u; = 3 AV ,u
= éANeaNug+ e AeaOuy + € Aeadug —3é A (T, ug
= 2Nug+20u; + 20us — %Ei/\Ej/\TEiEjJUO
= 2Nug+20du; +2dus — 3 Nuy.

Asi pues, se obtienen las relaciones
(4.38) 20ug = Ouy + Nus, 20Uy = Ouy + Nuy.

En cuanto a la tercera de las igualdades dada en la Ecuaciéon , si trabajamos con ella
de un modo anélogo a lo hecho para las dos primeras llegamos a una identidad de tipo 0 = 0
y, por tanto, no obtenemos ninguna informacion nueva. A su vez, si ahora consideramos un
campo de vectores X € T%'M y seguimos un camino analogo con el operador 0 obtenemos
nuevamente las ecuaciones dadas en (|4.38]).

Por otra parte, como u es una forma de Killing ha de ser cocerrada por definicién. De
este modo, por la Ecuaciéon (4.16|) se obtiene que las proyecciones de du en cada uno de los
subespacios A%'M y AYYM verifican las relaciones

0= N*U():&*UO == N*UlzN*Ulzé*UQIN*Ug,
(4.39) 0 = 0" ug + 0 uy + N*uy,
0= N*Uo -+ g*ul + 8*u2.

Supongamos ahora que u = wuy. Bajo esta hipdtesis las Ecuaciones (4.38)) v (4.39) se
reducen a

(4.40) 0 =0uy = Nug =0, N*ug = 0*ug = 9*ug = N*ug = 0.
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Ahora bien, siguiendo pasos analogos a los realizados para el caso de campos de vectores
de tipo (0, 1) se tiene que para una forma arbitraria de tipo (0,2) se verifica la igualdad
N*Nug = 4uy, lo cual es una contradiccion con el hecho de que para una forma de Killing
Nug = 0. De este modo obtenemos la no existencia de formas de Killing de tipo (0, 2).

Si suponemos u = uy, las Ecuaciones (4.38) y (4.39) se reducen a
(441) 0= gul = aul = O, N*Ul = 8*u1 = 5*U1 = N*Ul =0.
Y asi, es posible expresar el Laplaciano de u; como

Aul = (5d+d5)u1:5du1
= (N*+0"4+ 0"+ N*)(N + N)uy
= N*NU1+N*NU1+8*NU1+5*NU1

Veamos que los términos no tensoriales de esta expresion 9*Nu; y 9*Nuy, secciones de
A2OM v A%2M respectivamente, se anulan. Como cada uno de estos operadores son sec-
ciones de subespacios diferentes podemos estudiarlos por separado. De este modo, por la

Ecuacion (4.22) tenemos que

(a) por una parte

8*Nu1 == {8*, N}Ul - Na*ul
= —{0",0}u; — No* =0,

(b) y por otro lado
5*NU1 = {5*, N}Ul — Ng*ul
_ 0" BYuy — NOu, =0,

Por tanto, se obtiene que el Laplaciano actuando sobre u; se reduce a

Ahora bien, a partir de las definiciones de los operadores N y N* dados en las Ecuaciones
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(4.15) y (4.17) obtenemos que

N*Nuy = I3(Th6) Nejue {iF N AT, eau}
= 1 LS g(ThE5,6) g(Te €1, €5) € N ejoeian{e Nt NEsaug }
= H{ Y 9(Te,6) 9(Toa,e) @ Aejo{e NEsaur}
=2 9156, &)
+ 3 9(T-65,€) g(Te e, €5) € Neja{e" Ne NejaEsaun}}
= H{X9(Teg.&) (T
-2 9(T58,&) 9(
=2 9(T&, &) 9
+ 22 9(Te€5,6) g(Te, €5, €5
+ 22 9(Te€5, &) g(1e 6, €
( 9(Te
( g(Te

(T €ir6s) & Neja{e” Nesauy}

.
€5, €5) € N Esuug
T €,€5)€ A€l N €j1€1Uq

)€

T, € €) € NEauy
€5)E NeEFNejuEsau
YENE N €uE Uy

— > 9(T: €, &) L€y €s) E NEFN€LE U
+ 2 9(T5¢5 &)

= 5 2 9(T.&,&) g

+> 9(T: €5, €) g(T, ei,es)?" A €PN €jaEauy

= 32 9(T:6, T es) € Nesauy

— 29T, Toes) €

W (55r — 5360} € Aegaun — 2{685E — 5K} @ A A eaE

= {305 - e Nesaus —2{E@ NEdNejueau — e NP Nejugjau}

jy €

=T

L€, €5) E NEF NN GjJEiJésJul}

Te.€j,€5) € NEwy

er, A €F N €j1€51Uy

= 2?"/\€TJu1—2€'”/\ej/\ejJETJul—|—2€k/\ek/\€j4€j4u1
= 2" NP NeuEou,

donde la igualdad (*) se obtiene renombrando los indices de suma y la igualdad (xx) se
obtiene a partir de la Ecuacién (4.10). Siguiendo pasos analogos para el segundo sumando
de la Ecuacion (4.42) tenemos también que N*Nu; = 2" Ae¥ A€;1€;0u;. Por tanto, dicha

Ecuacion (4.42) se reduce a
Aup =4€ N Neja€jauy.

Asi, si uq; es un multiplo de w entonces Au; = 12 u;, mientras que si u; es una seccién de
Aé’lM resulta que Au; = 0, i.e., uy es una forma armonica. Ahora bien, en tal caso, por ser
uy una forma de Killing armoénica ha de ser necesariamente paralela respecto a la conexiéon
de Levi-Civita, lo cual no es posible. De este modo, se concluye que no existen formas de
Killing de tipo (1,1) primitivas.
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Finalmente, si u = us podemos proceder de forma similar a lo hecho para formas de
tipo (0,2). Asi, las Ecuaciones (4.38) y (4.39), se reducen a

(443) 0= 5U2 = NUQ = 0, N*UQ = 8*U2 = 5*’&2 = N*Ug = 0.

Del mismo modo, siguiendo también los pasos anélogos al caso de las formas de ti-
po (0,2), se obtiene que para una forma cualquiera de tipo (2,0) se verifica la igualdad
N*Nuy = 4us, lo cual es una contradiccion con el hecho de que Nuy = 0 para las formas
de Killing. De este modo, se deduce la no existencia de formas de Killing de tipo (2,0).

Formas de Killing de orden tres puras

Para analizar las formas de Killing de orden tres puras seguimos pasos similares al caso
anterior. El fibrado de las 3-formas A>M se descompone en subespacios invariantes como

(4.44) ANM =AM @AM @AM o A M.

Asi, una 3-forma arbitraria u puede expresarse como la suma u = ug + uq + us + us, donde
up es una seccion de A% M, u; de AY2M, uy de A2 M y ug de A3PM . Si ademés suponemos
que se trata de una forma de Killing ha de verificar la ecuacion

1
Vxu = ZXJ du,

que en términos de la conexién V dada en la Ecuacion (4.8) y de la descomposicién de la
diferencial exterior dada por la Ecuacion (4.14]) se expresa como

= 1 1 1 - 1 _
(4.45) VXU—G—(TX)*UZZXJ Nu+ZX48u+ZX48u+ZXJNu.

En el caso particular de que X € T'PM se obtienen a partir de la Ecuacion las
igualdades

AVxuy = X10ug+ X10us + X1 Nus,

AVxu, = X10up+ X10uy+ X1 Nug+ X1 Nus — 4(Tx )sug,

4Vxuy = X10ug+ X10us + X iNup — 4(Tx),uq,

4Vxus = —4(Tx)us.

(4.46)

Mientras que si X € T%'M resultan

AVxug = —4(Tx).ua,

4Vxu; = X10ug+ X10up + X iNuy — 4(Tx)wus,

4Vxuy = X10uy + X10uy + X1 Nug+ X Nus — 4(Tx).us,
4V xus = Xi0us+ X10us+ X1 Nuy.

(4.47)
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Ahora bien, como 9 = € AV, y 0 = € A Vg, por un calculo andlogo al hecho para las
formas de orden dos se obtienen a partir de las Ecuaciones (4.46)) y (4.47) las relaciones

3811,0 = 5U1 + NUQ, 0U3 = —NUQ,
(448) 8U1 = 5712 - NUO + NU3, 5’&0 = —Nul,
35’&3 = 3uQ + Nul.

Ademas, por ser u una forma de Killing ha de ser cocerrada, i.e. du = 0; y asi por la
Ecuacion (4.16|) resultan las siguientes identidades

0= N*uyg= N*uy = 0*uy = 0*us = N*uy = N*us,

N*uy + 0*uy 4 0 ug = 0,

N*ug + 0*ug + 0*us + N*uy = 0,

0*us + 0*uy + N*uq = 0.

(4.49)

Si suponemos que v es una forma pura de cualquiera de los subespacios dados por la
Ecuacion (4.44) se tiene, aplicando de forma directa las Ecuaciones y , que la
forma u es armonica en cualquiera de los casos. Ahora bien, por ser una forma de Killing
armonica, por la ecuacion ha de ser paralela respecto a la conexion de Levi-Civita,
lo cual no es posible. Se concluye de este modo que no existen formas de Killing de orden
tres de tipo puro.

Formas de Killing de orden cuatro puras

El fibrado de las formas de orden cuatro A*M se descompone en tres subespacios
diferentes V-invariantes tal que

(4.50) AM =AM & A**M o A>' M.

Por tanto, cualquier secciéon u de A*M se puede expresar como una suma de formas de
tipo puro u = u; + us + us, donde u; es una seccion de A¥¥M, uy de A22M y us de A>T M.
Si suponemos que u es, ademas, una forma de Killing ha de verificar la ecuacion

1
Vxu= 5XJ du,

que en términos de la conexién V y de la descomposicion de la diferencial exterior dada
por la Ecuacion (4.14)) se expresa como

= 1 1 1 _ 1 _
Vxu+ (Tx)u = SX_I Nu + 5X48u+5X48u+5X4Nu.

De este modo, si tomamos X € TH°M se obtienen las siguientes identidades
5Vxuy = X0up 4+ X10us + X1 Nus,

(4.51) 5Vxus = XJiNuy+ X10uy + X 0us — 5(Tx).uy,
5Vxus = —5(Tx)sus.
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Mientras que si X € T%'M entonces
5Vxur = —5(Tx).uy

(4.52) 5Vxtuy = Xa10u;+ X10uy+ X1Nug — 5(Tx).us
5Vxus = XoNup+ X30us + X 10us.

Aphcando de forma anéloga al caso de las 2-formas, las identidades dadas en las Ecuaciones
- ) v ( a los operadores 0 = € A V., y 0 = € A Vg, resulta que

3(9u1 = 28"&2 + 2NU3, 8u3 = _NUQ’

(4.53) _ _ _
20us = —2Nwuy + 30us, Oou; = —Nus.

Ademas, como u es una forma cocerrada, se obtienen a partir de la descomposicion del
operador 0 dada por la Ecuacion (4.16)) las siguientes relaciones

0= N*U,l N*U,g, N*U,Z + 8*’&1 == 0,
(4.54) N*ug + 0*ug + 0*uq = 0, N*uy + 0*us = 0,
8*u3 + 5*U2 + N*Ul = 0.

Si consideramos ahora que u es una forma pura de cualquiera de los subespacios dados
por la Ecuacion (4.50) se tiene, aplicando de forma directa las Ecuaciones (4.53)) y (4.54)),
que la forma u es armoénica en cualquiera de los casos. Ahora bien, por ser una forma de
Killing arménica, por la Ecuacion (4.23)) ha de ser paralela respecto a la conexion de Levi-

Civita, lo cual no es posible. Se concluye de este modo que no existen formas de Killing de
orden cuatro de tipo puro.

Formas de Killing de orden cinco puras

El fibrado de las formas de orden cinco A°M se descompone en la suma de dos subes-
pacios disjuntos V-invariantes

(4.55) APM = A23M @ A3 M.

De este modo, cualquier seccién arbitraria de A°M puede expresarse como una suma u =
U + uz donde uy es una seccion de A23M v uz de A>2M.
Consideremos una seccion u de este fibrado que, ademas, supondremos que es una forma
de Killing. Por ser u una forma de Killing verifica la identidad
1
Vxu = EX adu

que en términos de la conexion V y de la descomposicion del operador d dada en la Ecuacion

(4.14]) se expresa como

- 1 1 1 - 1 _
Vxu+ (Tx)u = EXJ Nu + 6XJ8U+6XJ8U+EXJNU.
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Si tomamos X € THOM a partir de esta igualdad se obtienen las relaciones
(4.56) 6V xuy = X 1 0uy + X1 0us, 6V xus = —6(Tx )y us.
Mientras que si X € T%'M resultan las identidades

(4.57) 6V xug = —6(Tx).us, 6V xus = X 10uy + X1 0us.

Haciendo uso de las Ecuaciones (4.56) y (4.57) en las expresiones de los operadores
d=¢€ ANV, yd=¢e AV, se obtienen estas nuevas igualdades

(458) 6u3 = —NUQ = 0, 8u2 = 5U3, 5U2 = —NU3 =0.

Finalmente, puesto que u es cocerrada por ser una forma de Killing, de la descomposi-
cion del operador ¢ dada por la Ecuacion (4.16)) se deducen las siguientes relaciones

N*Ug = N*Ug = 07 8*U3 + 5*’LL2 = 0,

(4.59) _ _
N*U3 + 8*1@ = 07 8*U3 + N*UQ =0.

Si consideramos ahora que u es una forma pura de cualquiera de los subespacios dados
por la Ecuacion , a partir de las Ecuaciones y (4.54)) se tiene de forma directa
que en cualquiera de los casos la forma u es armoénica. Ahora bien, por ser una forma de
Killing armoénica por la Ecuacion ha de ser paralela respecto a la conexion de Levi-
Civita, lo cual no es posible. Se concluye de este modo que no existen formas de Killing de
orden cinco de tipo puro.

Finalmente, agrupando todos estos resultados, hemos demostrado el siguiente Teorema

Teorema 4.8. En una variedad nearly Kdhler estricta de dimension seis la unica forma
de Killing (salvo multiplicacion por un escalar) de tipo puro es la 2-forma de Kdhler.
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