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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es caracterizar las variedades homogéneas de di-
mension 3 utilizando el operador de Ricci de cada una de ellas, o equivalentemente, las
curvaturas de Ricci de cada variedad estudiada. Para realizar tal estudio, se introducirdn
las condiciones tipo Einstein, cada una de ellas determinada por un tensor de tipo (0,2)
asociado a la curvatura.

Resumo

O obxectivo principal deste traballo é caracterizar as variedades homoxéneas de dimen-
sion 3 facendo uso do operador de Ricci de cada unha delas, ou equivalentemente, das
curvaturas de Ricci de cada variedade estudada. Para levar a cabo tal estudo, introduci-
ranse as condicions tipo Einstein, cada una delas determinada por cadanseu tensor de tipo
(0,2) asociado & curvatura.

Abstract

The main purpose of this project is to describe the 3-dimensional homogeneous spaces
through the Ricci operator, or in an equivalent way, through the Ricci curvatures. To do
such an analysis, we will introduce the Einstein-like conditions, each of them determined
by a tensor associated with the curvature.



Introduccion

En este Trabajo de Fin de Méster se plantea el siguiente problema: ;podemos caracte-
rizar variedades de Riemann en términos de curvatura? En concreto, nos centramos en los
espacios homogéneos de dimension 3.

Antes de poder resolver la pregunta planteada, necesitamos introducirnos en el ambiente
de la Geometria de Riemann. Es por ello que iniciamos esta memoria con un capitulo de
preliminares, acercando al lector una serie de conceptos entre los que destacan los tensores
asociados a la curvatura. Gracias a estos podemos tratar las condiciones tipo Einstein, que
relacionan el tensor métrico de la variedad con los distintos tensores dados anteriormente,
y que nos ayudaran a caracterizar las variedades objeto de estudio. Ademas, se dard una
identidad en la que se ven reflejadas dichas condiciones.

En el siguiente capitulo estudiaremos los grupos de Lie. Estas variedades, que ademas
son grupos con la aplicacion producto, cumplen ciertas propiedades que seréan de utilidad
para el estudio de los espacios homogéneos, como la correspondencia biyectiva con las
algebras de Lie. Ademas, dado que nos centramos en variedades de dimension 3, contamos
con una herramienta para trabajar en las dlgebras de Lie que no existe en otras dimensiones:
el producto vectorial. Seguidamente, con el fin de facilitar el analisis de los grupos de Lie,
los clasificaremos en unimodulares y no unimodulares.

Una vez introducidos los conceptos necesarios de grupos de Lie, estamos en condiciones
de tratar los espacios homogéneos en el capitulo siguiente. Utilizando el grupo de isometrias
de una variedad, y su correspondiente algebra de Lie, dada por el conjunto de los campos de
Killing sobre la variedad, llegamos a que los espacios homogéneos son los espacios simétricos
y los grupos de Lie. Mientras que los espacios simétricos tienen grupo de isometrias de
dimension 6 (en el caso de curvatura seccional constante) o 4 (productos R x N(c)), existen
ciertos grupos de Lie admitiendo métricas invariantes a la izquierda para las que su grupo
de isometrias es también de dimension cuatro. Tal es el caso de las geometrias Nils, de las
esferas de Berger y de SL(2,R).

Finalmente, caracterizaremos los espacios homogéneos mencionados mediante su cur-
vatura, haciendo uso de las condiciones tipo Einstein presentadas en el Capitulo 1. De este
modo, obtenemos los siguientes resultados:

Teorema 4.2. Una variedad homogénea de dimension 3 es p-Einstein si y solo si es de
curvatura seccional constante o homotética al grupo de Heisenberg con una geometria Nils.

Teorema 4.4. Una variedad homogénea de dimension 3 es estrictamente R|[p]-Einstein
sty solo si es isométrica a una esfera de Berger determinada por el dlgebra de Lie dada

7



8 Introduccién

por
le1, 2] = %A&% [ea, €3] = Aer,  [es, e1] = Aes.

Teorema 4.4. Una variedad homogénea de dimension tres es estrictamente débilmente
Einstein si y solo si es isométrica a un grupo de Lie unimodular cuya dlgebra de Lie estd
determinada por los corchetes

le1, €a] = (A1 4+ Ao)es,  [e2,e3] = Mier,  [es, e1] = Aae,

con A\, Ay # 0, siendo {e;} una base ortonormal.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo plasmaremos, a modo de introducciéon, una serie de conceptos
y resultados que utilizaremos posteriormente a lo largo de este trabajo.

1.1. Meétricas de Riemann: tensor curvatura y curvatura
de Ricci. Curvatura seccional.

Una variedad de Riemann (M, g) de dimensiéon n es una variedad diferenciable M de
dimension n dotada de un campo de tensores de tipo (0,2), g, simétrico y definido positivo,
es decir, para todo X, Y € X(M),

9(X,Y) = g(Y, X),
9(X, X) >0,
g(X, X)=0< X =0.

Dicho campo de tensores g se denomina métrica de Riemann.

En coordenadas locales (z', ..., 2™), denotamos por g;; las componentes de la métrica,
y por g a las componentes de la inversa de la matriz de la métrica, (¢”) = (g;;) "

El caracter no degenerado de la métrica g permite identificar tensores tipo covariante
y contravariante, de modo que si T' es un tensor de tipo (0, k) de la forma

T = E17._.7ikd[lfi1 ®...Q dl‘i"',

podemos asociarlo a un tensor de tipo (1,k—1), T, levantando indices utilizando la métrica,
de modo que .
T= Ta:i27--~7ikgmlaxi1 ®dr”? ® ... dz"™

De forma general, podemos definir el producto escalar de dos tensores covariantes (es
decir, de tipo (0,k)) ® y ¥ como una extension del producto escalar de vectores, del

siguiente modo:
(@, ) 1= Dy, 5, U,

9



10 1 Preliminares

donde los indices son levantados mediante la métrica.
En particular, sea V' un espacio vectorial, sean S, T : V — V tensores de tipo (1,1), el
producto interior de dos tensores de tipo (1,1) viene dado por

1
(S,T) = §tr(ST+TS), (1.1)
de modo que si Sy T son simétricos, entonces
(S, T) = tr(ST). (1.2)

De esta forma, se verifican las propiedades de linealidad y simetria, y es definido positivo.

Notacion 1.1. Cuando nos refiramos a campos de vectores en la variedad, haremos uso de
letras maytsculas, mientras que para los vectores de un espacio vectorial, que asociaremos
con el espacio tangente a M en un punto 7,,M, utilizaremos letras mindsculas. Del mismo
modo, {E;} serd siempre una referencia ortonormal, y {e;} una base ortonormal.

Una conexidn en una variedad de Riemann (M, g) es un operador de la forma

D: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) —s DyY = (X(Y)),...,X(Y")),

que verifica las siguientes propiedades:
1. DxY eslineal en Y: Dx(aY; 4+ bYs) = aDxY) + bDxYs;
2. D satisface la regla de Leibniz: Dx(fY) = X(f)Y + fDxY;
3. DxY es tensorial en X: Dp, x,1h,x,Y = hiDx,Y + hoDx,Y;

para cualesquiera constantes a, b € R y funciones f, hy, hy € F(M).
Sea D una conexion en M, decimos que es simétrica o libre de torsion si verifica que

DxY — DyX =[X,Y].

Dada una variedad de Riemann (M, g), existe una tnica conexién, que denotaremos por
V, simétrica y de modo que la métrica es paralela respecto de ella, es decir, dados X, Y €
X(M), VxY —VyX — [X,Y] =0, Vg = 0. Esta conexién se denomina conexion de Levi-
Cwita o conexion de Riemann. Ademas, esta conexion estd determinada por la Féormula
de Koszul:

29(VxY, Z2) =Xg (Y, Z2) +Yg(Z,X) - Zg(X,)Y)
_Q(Ya [Xa Z]) —g(Z, [Y>X]> +9<X> [Z’ Y])a

para todo X, Y, Z € X(M).



1.1 Métricas de Riemann 11

De la formula de Koszul, y dado un sistema de coordenadas, podemos obtener los
simbolos de Christoffel asociados a la conexion de Levi-Civita, siendo estos las n® funciones
{T};} que verifican

VY = {X'0,Y*+ X' XTE} 0,
ijik
donde X = X0, e Y = Y?0,:. De este modo, estos simbolos de Christoffel vienen dados
por

/l

Una vez dada la conexion de Levi-Civita de una variedad de Riemann, estamos en
condiciones de introducir el concepto de curvatura.

Definicion 1.2. Sea (M, ¢g) una variedad de Riemann, y sea V la conexion de Levi-Civita
de dicha variedad, definimos el tensor de curvatura (de Riemann) de tipo (1,3) como

R(X,Y)Z = Vixy1Z = VxVy Z + VyVxZ = (Vixy - [Vx, Vy]) Z,  (1.3)

donde X, Y, Z € X(M). Asimismo, definimos el tensor de curvatura (de Riemann) de tipo
(0,4) como
R(X,Y. 2,U) = g(R(X,Y)Z,U), (14)

donde X, Y, Z, U € X(M).

Expresado en coordenadas, y utilizando el convenio de notaciéon de Einstein, el tensor
de curvatura (1,3) es de la forma

R =R dr' @dr’ @ da* @ O,

ijk
siendo

ijk i

Rip0pe = R(Oyi, 04 )0y = {005 Tfy, — Opi TSy + THTS, — TRTS L O,

Asimismo, el tensor de curvatura de tipo (0,4) expresado en coordenadas es de la forma
R = Rijk;gdxi ® da’ ® da* ® dmg,

siendo
I
Rijké = Rijkgrﬁ'

Teorema 1.3. [I1] Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n. El tensor R se
anula en todo punto de M si, y solamente si, (M, g) es localmente isométrica a R™. En ese
caso, diremos que dicha variedad es llana.

Proposicion 1.4 (Simetrias del tensor de curvatura). [10] Sean X, Y, Z, U campos de
vectores sobre la variedad de Riemann (M, g). Entonces, el tensor de curvatura R satisface
las siguientes simetrias:
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1. R(X,Y,Z,U)=-R(Y,X,Z,U) = —R(X,Y,U, Z),
2. R(X,)Y,Z,U)=R(Z,UX,Y),
3. R(X,)Y,Z,U)+R(Y,Z, X, U)+R(Z,X,Y,U) =0,
4. (VxR)Y, Z,UV)+ (VyR)(Z, X, U, V)+ (VR)(X,Y,U, V) = 0.
Observacion 1.5. Las igualdades [3] y [ se denominan Primera y Segunda identidades de

Bianchi, respectivamente. Asimismo, las igualdades [1], 2] y [3] son identidades algebraicas.

Si R € é)V* satisface las tres primeras condiciones de la Proposicion , se dice que
R es un tensor de curvatura algebraico. Todo tensor de curvatura algebraico es realizable
geométricamente, esto es, existe una variedad (M, g) de tal forma que la curvatura de la
variedad en un punto viene dada por el tensor curvatura algebraico prefijado (véase [3]).

Una herramienta de utilidad a la hora de trabajar con tensores y construir nuevos

tensores de curvatura a partir de tensores de tipo (0,2) es el producto de Kulkarni-Nomizu.

Definicién 1.6. Sea (V, <, >) un espacio vectorial con producto escalar y sean ® y ¥ dos
tensores de tipo (0,2) simétricos sobre V. Definimos el producto Kulkarni-Nomizu de ® y
U como

(PO V) (z,y,z,u) = P(x, 2)V(y,u) — P(y, 2)¥(x,u)
+ Oy, u)V(x, 2) — D(x,u)¥(y, 2),

con z,y, z,u € V, obteniendo un tensor de curvatura algebraico de tipo (0,4).

Ejemplo 1.7. Dados cuatro vectores x,y, z,u € V, definimos el tensor de curvatura es-
tandar como el tensor de tipo (0,4) dado por

R(z,y,2,u) = 5(9 © 9)(x,y, 2,u).

Definicion 1.8. Sea R € ®@*V* el tensor de curvatura de tipo (0,4), siendo V un espacio
vectorial que asociamos con el espacio tangente a la variedad en un punto. Definimos la
curvatura seccional de un 2-plano © = span{z,y} C V como

() = R(z,y,2,y) _ R(@y,2,9)
g(z,z)g(y,y) — gz, y)?  R(x,y,z,y)

De esta forma, una variedad tendra curvatura seccional constante si y solamente si el
tensor de curvatura R de tipo (0,4) es un multiplo del tensor de curvatura estandar R°, es
decir, si y solamente si

R =R,

para algin ¢ : M — R.
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Definicién 1.9. Sea (V, <,>) un espacio vectorial con producto escalar y R un tensor
curvatura algebraico sobre V. Se define el tensor de Ricci asociado a R como

plx,y) =tr(z = R(z, 2)y),
para todo x,y € V.

Dada una base ortonormal {e;}, el tensor de Ricci puede ser expresado como
p(r,y) =D g(R(w, ey, e:).
De las propiedades de simetria de R, se tiene que

p(l’,y) = ZR('xaeiayaei) = ZR(yaeiwxvei) - p(ya$)7

es decir, el tensor de Ricci es simétrico.

Definicién 1.10. Definimos el operador de Ricci como el tensor de tipo (1,1), Ric, verifi-
cando

g(Ric(z),y) = p(z,y).

Definicién 1.11. Sea (V, <,>) un espacio vectorial con producto escalar, definimos la
curvatura escalar de un tensor de curvatura algebraico como

Sc = trRic.

Sea (M, g) una variedad de Riemann y (z!,...,2") un sistema de coordenadas local.

Entonces el tensor de Ricci viene dado por
p = pijdr’ @ da’,

siendo
pii =R

it
Asimismo, el operador de Ricci expresado en coordenadas es de la forma
Ric = pldz' @ 0,4,
siendo
J 2

Pi = Pied -
Dado que el tensor de Ricci es simétrico, se tiene que el operador de Ricci es auto-adjunto y
por tanto es diagonalizable en una base ortonormal con autovalores reales, que llamaremos

curvaturas de Ricc.
Dada una base ortonormal {e;}, la curvatura escalar Sc viene dada por

Sc = Z plei,e;) = Z g(Ric(e;), e;).
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Definicién 1.12. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n. Decimos que (M, g)
es una variedad Einstein si verifica que el tensor de Ricci es un multiplo de la métrica, es
decir, si existe un A tal que

p=Ag.

Podemos calcular este A: al darse esta igualdad, se tiene que las trazas de ambos lados
de la igualdad coinciden; de esta forma, tenemos que

trp = tr(A\g) = Atrg.

La traza del tensor de Ricci es la curvatura escalar, Sc, y la traza de la métrica es igual a
la dimensiéon de la variedad, n, por lo que sustituyendo y despejando tenemos que

_se
e

A

Por lo tanto, una variedad de Riemann de dimensiéon n es Einstein si se verifica que

Sc
p="g.
n

Proposicion 1.13 (Identidad de Bianchi contracta). [10] Sea (M,g) una variedad de
Riemann, entonces se verifica

1
divp = Ed Se,

donde d Sc es la diferencial de la curvatura escalar y div es el operador divergencia dado
por (divp)(X) = (Vg,p)(E;, X) en cualquier referencia local ortonormal.

De esta proposicion deducimos que si la variedad es conexa de dimensiéon al menos 3,
entonces la curvatura escalar es constante.

Teorema 1.14. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n. Si la curvatura
seccional K, es constante en todo p € M, entonces M es una variedad Einstein.

Demostracion. Si la curvatura seccional es constante, entonces el tensor de curvatura de
tipo (0,4) R viene dado por R = ¢R. Por lo tanto, si calculamos el tensor de Ricci,
tenemos que

m%w=w§:n%a@wx»=c§jwwﬂmwmm—g@xwm%@»

= c(n —1)g(x,y).

Por lo tanto, el tensor de Ricci es un miltiplo de la métrica y por tanto la variedad es
Einstein. O]

Corolario 1.15. Sea (M,g) una variedad de Riemann de dimension n. Si la curvatura
seccional Kk, es constante en todo p € M, entonces la curvatura escalar Sc es constante.
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Demostracion. Dado que la curvatura escalar se define como la traza del tensor de Ricci,
bastaré hallar la traza del tensor de Ricci calculado en la demostracion del teorema anterior,
de modo que Sc = cn(n —1). O

Definicién 1.16. Definimos el tensor de Schouten de una variedad de Riemann (M, g) de
dimension n, que denotaremos por .S, como el tensor tipo (0,2) simétrico

Definicion 1.17. Sea (M, ¢g) una variedad de Riemann de dimension n. Se define el tensor
de Weyl de (M, g) como el tensor tipo (0,4) dado por

W=R-50g.

En dimension 3, el tensor de Weyl es siempre igual a 0 (véase [10]), por lo que se tiene
que el tensor de curvatura esta determinado por el tensor de Schouten y por la métrica, de
modo que

R=50g.

1.2. Accién de la curvatura en el espacio de tensores
simétricos de tipo (0,2)

Sea (V, <,>) un espacio vectorial con producto escalar y R un tensor curvatura alge-
braico sobre V. El tensor de curvatura actiia de forma natural sobre el espacio de tensores
simétricos de tipo (0,2) sobre V. Nuestro objetivo en esta seccion es indicar algunas de las
propiedades de esta accion con el fin de introducir un nuevo campo de tensores tipo (0,2)
sobre variedades de Riemann.

Notacion 1.18. Dado un tensor de tipo (0,2) s, denotaremos por Qs el tensor de tipo (1,1)
que verifica

s(z,y) = 9(Qsz,y).
De este modo, generalizamos el concepto de operador de Ricci, ya que @), = Ric.
Definiciéon 1.19. Sea (V, <, >) un espacio vectorial de dimension n > 2, y denotemos con

S%(V) el espacio de los campos de tensores tipo (0,2) simétricos. Sobre él acttia de forma
natural el tensor de curvatura como la aplicacion

R:S2(V) = S2(V),

definida como ]
R(s)(z,y) = tr{z = R(z, Qs(2))y},
donde s € S*}(V) y x,y € V.
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Dada una base ortonormal {e;}, tenemos que esta accion viene dada por

R(s)(@,y) = S Riw, e, ¢5)s(es e5).

]

A continuacion se estudian algunas propiedades algebraicas del operador R, que seran
utilizadas posteriormente.

Proposicion 1.20. El operador R verifica las siguientes propiedades:

1. R es autoadjunto y por tanto diagonalizable con autovalores reales en una base orto-
normal.

2. 7D€g = p.
3. tr(Rs) = (Rs, g) = (p, s).
4. tr(R) = -3¢,

5. R es un tensor de curvatura algebraico de Einstein si y solo st g es un autovector de

R.

Demostracion. Sea {e;} una base ortonormal de (V, <, >), y sea g el tensor métrico asociado
al producto escalar <, >.

1. Realizando calculos elementales, obtenemos
(Rs,r) :Z Rs(es, e;)r(e;, e;) :Z Z R(e;, e, e;,ee)s(ex, eo)r(e;, e;)
i\ ij Kt

Z7j
:Z Z R(ek, €i, e, ej)r(e, ej)s(ex, er) :Z Rr(ex, e0)s(ex, er)
kg

k.0

— (s, Rr).

2. Por la definicién de la accion del tensor curvatura, al hacerlo actuar sobre el tensor
producto escalar se tiene que

ﬁ<g)<$’y) = ZR(I7€i7y7€j)g(eiaej) = p(xay)

3. Por una parte, por ser R autoadjunto, se tiene la segunda igualdad. Por otra parte,

tr(Rs) = Z Z R(ek, €, er,e5)s(ei, e;)g(ex, e)

koo 1]

= Z(ﬁs)(ek,er)g(ek,er) = <7O€3’9>'

k,r
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4. En primer lugar, debemos dar una base ortonormal del espacio de tensores simétricos
de tipo (0,2). Para ello, tomaremos una base ortogonal y la normalizaremos. La base
mas sencilla para este calculo es

niti=t,m U5} =1,

Jj=1+1,...,n

siendo
ni:€2®ez7 5ijz€2®ej+ej®€z7

donde {e;} es una base ortonormal de (V, <, >) y €'(e;) = d;;.
Evaluando estos tensores en los vectores de la base se tiene que
ni(exs er) = Oindie,  &ijler, er) = dindje + diedi.
Dado que el producto interior en (1.1)) esta definido para tensores de tipo (1,1),
debemos reescribir los tensores de la base para poder calcular la norma de estos.

Para ello, tomemos

gnl-:e ®€Z’, gigjze ®€j+€]®€i.

Asi,
(mimy) = tr(Oniny) = > Omilen)ni(en) = D e'(er)es € (er)es = 8ij;
k k
(> i7) = tr(Pme 9€5) = > milee)?ij(er)
¢
= Z (eg)ex(e eg)e] + € (eg)e;) Z(Skg@k (0icej + dj0€;)
= 25ik5jk =0
ya que i # j;

(&ijs Ere) = tr(96i; 9pe) = Z 95 (er)?Ere(er)
= Z (er)ej + € (en)e) (e (en)er + ef(er)er)

= Z (5irej + 6jr6i)<5kref + (SgTek) = 2(5zk5]£ + (Slgdjk)

Por lo tanto,

mimi) =1, (&, &j) =2
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De esta forma, podemos tomar la base ortonormal de S?(V') dada por

{mitiza,.. nU{\/ngw} i=1,..,n °

‘7 l+? 7

Asi, la traza del tensor circulo viene dada por

(R) Z ana 771 + Z Z \[Sij: \/ngu>

7,1] i+1

Z Rigi, i) + 5 Z Z (R&ij, &ij)-

11] i+1

Para mayor comodidad, estudiaremos cada sumando de forma independiente. Por
una parte, si evaluamos R7; en dos vectores de la base tenemos que

Rnl 6k7€€ ZR €k, €r, €1, € )ni(eT7es> = ZR(elﬁeT’e@aeS)éir(sis

7,8

= 'R(ek, ei,€r,€;) = R(e;, e, €, €p).
De este modo, el tensor de tipo (1,1) asociado a 7’i’,m viene dado por
(Ras) () = Res, x)es.
Asi,

Rage ) = tr (") m) = > (9 (Rmi)(e), “mile))

J
— Z eZ7 ej €, 5Z]ej)) - g(R(ela 67;)61', ei)
- R<€i7 €i, €4, ei) - 0

Luego, el primer sumando se anula.

Por otra parte, si evaluamos R&;; en dos vectores arbitrarios de la base tenemos que
Ré}] €k, 63 § R ek‘y €r, €, € )5%] (67"7 68)

- Z R<€k7 €r, €y, es)((siréjs + 51’553'7")

TS

= R(ex, €i,€r,€j) + Rlex, e, e, €;).
De este modo, el tensor de tipo (1,1) asociado a 7025ij viene dado por

I(RES) (1) = Rles, x)ej + Riej, x)e;.
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Asi,
<7—é€ij7 §Zj> =1tr (g(,]égw fzy) Z g R&] ek gij (ek))
= Zg (i, ex)e; + R(ej, ex)ei, Oikej + 0;,e;)

- Z zkg el7€k‘ e] +R(€j>€k>ezae])

+ 5jkg(R(€i, ex)ej + R(ej, ex)es), e:))
= g(R(es; €i)e; + Riej, e:)ei, €;)
9(Rlei, ej)e; + Riej, e5)ei), €)
= R(ej, e, e, €e5) + R(ei, €5, €, €:)
= —2R(ei, e, €, €5)

De esta forma,

n n n n
E § <R€’L]7SZ]> = -2 § E R<eiaej76iaej)
=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n n
— E E 1
= -2 §R<ei7€j76i;€j)
i=1 j=1
n
=— E ple;,e;) = =Sc,
i=1
ya que
n n i—1
E R(eiaejaeiaej E E R 6176]76276] § R(eiaeiaeiaei)
1,7=1 i=1 j=1 =1
+ E E R(ei,ej,ei,ej)
=1 j=i+1
n 1—1
= g g R(ei,e;, e, €j) + g g R(ei, e, €, €5)
=1 j=1 =1 j=i+1
n n n n
= E E R(ej,ei,ej,ei)—i— E E R(6i76j76i,€j)
j=11i=j54+1 i=1 j=i+1

— 2271: Xn: R(ei, ej,€i,€5).

i=1 j=i+1
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Por lo tanto, se tiene que
Sc

2

5. Si R es un tensor de curvatura algebraico Einstein, entonces el tensor de Ricci es
un miltiplo de la métrica, es decir, existe un A € R tal que p = \g. Por la segunda
propiedad, sabemos que p = 7O€g, por lo que obtenemos que 7029 = Ag, por lo que g
es un autovector de R.

tr(R) =

Reciprocamente, si g es autovector de 703, existe un o € R tal que 7O€g = ag. Nueva-
mente, por la segunda propiedad, sabemos que Rg = p, por lo tanto p = ag y R es
Einstein.

]

1.3. Tensores simétricos tipo (0,2) asociados a la curva-
tura

En esta seccion introduciremos varios tensores simétricos de tipo (0,2) que se construiran
a partir del tensor de curvatura. Todos ellos daran lugar a condiciones geométricas, mas
débiles que la condicion de Einstein, que permitirdn caracterizar los espacios homogéneos
objetivo de este trabajo.

1.3.1. Condicion Einstein

Como hemos dicho anteriormente, una variedad de Riemann (M, g) es Einstein si veri-
fica que p = Ag, con A = Se¢/n.

En dimension 2, el hecho de que una variedad sea Einstein no aporta informacién a
mayores; para toda variedad de Riemann de dimension 2, el tensor de Ricci es miiltiplo de
la métrica (véase [10]).

En dimensién 3, podemos caracterizar las variedades Einstein por su operador de Ricci,
ya que tenemos que

Ag(z,y) = p(z,y) = g(Ric(z),y).

Luego, Ric(x) = Az, o equivalentemente, Ric = \ld.

1.3.2. Condiciéon p-Einstein

Dado el tensor de Ricci p, definimos el tensor p como el tensor de tipo (0,2) dado por
ﬁ(xv y) = Z p(l’7 el)p(ya ei)‘

La expresion en coordenadas de este tensor viene dada por

p = pydr’ @ dal,
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siendo
Pij = Pikﬁ?-

Con este nuevo tensor, diremos que una variedad de Riemann (M, g) de dimension n es
p-Einstein si el tensor p es proporcional a la métrica. Es decir, la variedad seré p-Einstein
si existe un A € R tal que

p=Ag.

Aplicando trazas, siguiendo un razonamiento analogo al empleado en la condicion Einstein,
tenemos que una variedad de Riemann sera p-Einstein si verifica que

_ llell?

pP=—"""g
n

Un problema abierto que surge a la hora de estudiar esta condiciéon es determinar si
verificar dicha condicién implica la constancia de la ||p||. En cualquier caso, nuestro analisis
se centrara en espacios homogéneos, por lo que no sera relevante.

De un modo analogo a la condiciéon de Einstein, podemos caracterizar las variedades
p-Einstein mediante el hecho de que el operador asociado a p, @5, sea un multiplo de la
identidad.

Por otro lado, tenemos que Q; = Ric?, ya que

Zp (z,e)ply, e;) ZQ Ric(x),e;)g(Ric(y), e;)
= Zg (Ric(z), g(Ric(y), e;)e;) = g(Ric(x), Ric(y))
= g(Rw (x),y).
De esta forma, Ric? = p2Id, y por lo tanto, el operador de Ricci en este caso es
Ric = €' uds’ ® 0,

con €2 = 1. En particular, el operador de Ricci en dimensién 3 es de la forma Ric =
diag(e1 1, eapt, €344), con €2 = 1. De este modo, obtenemos el siguiente Lema.

Lema 1.21. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension 3. Entonces es p-Einstein
sty solo si la variedad es Einstein o el operador de Ricci es de la forma

0

Ric = 0

I

o ox
o O

—p

para algun p € R, salvo reordenacion de los elementos de la diagonal.
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1.3.3. Condicion débilmente Einstein

Con un razonamiento similar al seguido para construir el tensor p, podemos definir el
tensor R a partir del tensor de curvatura R de tipo (0,4), de modo que este es el tensor de
tipo (0,2) resultante de contraer el tensor de curvatura respecto de sus 3 tltimos indices,
es decir,

7?’<X7 Y) = Z R(Xa Ei7 Ej7 Ek)R(Y7 Eia Eja Ek)
/[:7j7k

Expresado en coordenadas, este tensor viene dado por
7?, = ﬁwdﬁfl ® dl’j,

siendo
> abc
Rij = Rmbch .

Con este tensor ya construido, decimos que una variedad de Riemann (M, g) de dimen-
sion n es débilmente Einstein si existe un A € R de modo que

R = Ag.

Siguiendo el razonamiento usual en esta seccién, obtenemos que una variedad de Riemann
de dimensiéon n es débilmente Einstein si verifica que

~ 2
R = @ g.

Del mismo modo que en la subsecciéon anterior, al estudiar esta condicién surge un
problema abierto: determinar si ser débilmente Einstein implica que ||R|| es constante. Sin
embargo, y como en el caso anterior, este problema no seréd relevante en nuestro trabajo
ya que nuestro analisis se centrard en espacios homogéneos. Para un estudio méas detallado
de esta condicion, véase [7].

En dimension 3, podemos caracterizar las variedades débilmente Einstein mediante su
operador de Ricci.

Lema 1.22. [7] Sea (M,g) una variedad de Riemann de dimension 3. Entonces es dé-
bilmente Einstein si y solo si la variedad es Finstein o el operador de Ricci es de rango
uno.

Por lo tanto, siguiendo este Lema, tenemos que el operador de Ricci en dimension 3 es
de la forma

000
Ric=10 0 0], (1.5)
00 u

para algin g € R, o bien es un multiplo de la identidad.
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1.3.4. Condiciéon R[p|-Einstein

Dada una variedad de Riemann (M, g) de dimension n, definimos el tensor R|[p] como
Rlp)(z,y) = Rp(x,y) = tr{z — R(z, Ric(2))y}.

De esta forma, decimos que una variedad de Riemann es R[p]-Einstein si el tensor R[p] es
proporcional a la métrica, es decir, si existe un A € R tal que

Rlp] = Ag.
Estudiando de nuevo las trazas de ambos miembros de la igualdad, tenemos que
tr(Rp]) = An,

donde la traza del tensor R[p] viene dada por la Proposicion [1.20, de modo que

tr(Rlp]) = (Rlpl, 9) = (p.p) = llpII*-

Por lo tanto, la variedad sera R[p]-Einstein si se verifica que

2
Rlp] = Mg-
n
Del mismo modo que en subsecciones anteriores, no sabemos si la condicion R|[p]-Einstein
implica que ||p||* es constante. Sin embargo, en este trabajo vamos a analizar los espacios
homogéneos, por lo que este hecho es irrelevante.
Por otro lado, podemos caracterizar las variedades R[p]-Einstein de dimensiéon 3 me-
diante su operador de Ricci, que ha de ser un miltiplo de la identidad.
Ademas, sabemos que en dimension 3 el tensor de curvatura viene dado por

R = SGg—(ﬂ—%gmg
Asi, el tensor R[p| es de la forma
v,y) =Y Rz, ey, e;)plei ;)
ij
= S (0O )iy eilolenes) — S0 © ) (e e olenses)

i,J
= Sep(x,y) + |IplPg(x,y) - prej Py, e;) Zpez, plei,

- &(ch(w y) — p(z,y))

= —2p(z,y) + §Scp(x,y) + (Ilpll2 - STC) 9(z.y).
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Por tanto, el operador asociado a R[p] viene dado por

s 3 : , Sc?
Q’R[p] = —2Ric” + §SCRZC + ”p” - T [d,
que relaciona los operadores Qry y Ric. Si Qr[, es un multiplo de la identidad, entonces
las curvaturas de Ricci estan determinadas por una ecuaciéon de segundo grado, lo que
implica que al menos dos de ellas han de ser iguales.

Lema 1.23. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension 3. Entonces, la variedad
es R[p|-Finstein si y solo si la variedad es Einstein o el operador de Ricci es de la forma

uw 0 0
Ric=10 p 0],
0 0 2u

salvo reordenacion de los elementos de la diagonal.

Demostracion. Si la variedad es R|[p|-Einstein, el operador de Ricci tiene a lo sumo dos
autovalores distintos. Si tiene un tnico autovalor, la variedad es Einstein. Supongamos que
el operador tiene dos autovalores distintos, u y v, siendo p de multiplicidad 2. Dado que
el operador Y[, debe ser miltiplo de la identidad, se tiene que

3 2p + v)? 3 21+ v)?
—2u% + 5(2u+ )+ (2u +v?) — % =27+ 5(2u+ v+ (2u* +v%) — %
Realizando los célculos pertinentes se concluye que o bien ambos autovalores son iguales,
y por tanto la variedad es Einstein, o bien el autovalor de multiplicidad 1 es el doble del
otro, es decir, v = 2. O

Observacion 1.24. Esta condicién es esencialmente distinta de las condiciones de ser p-
Einstein y débilmente Einstein.

1.4. Identidades universales para la curvatura

La existencia de relaciones entre la curvatura y la topologia de una variedad permite
obtener identidades que se verifican universalmente para la curvatura. En esta secciéon
consideraremos las identidades basicas en dimension 2, 3 y 4 que constituyen la motivacion
para el estudio de las distintas condiciones tipo Einstein consideradas en la seccién anterior.

1.4.1. Identidad universal para la curvatura en dimension 2

El Teorema clésico de Gauss-Bonnet asegura que, sobre variedades compactas, la inte-
gral de la curvatura escalar determina la caracteristica de Euler, por lo que el funcional de
curvatura

S:g—S(g) = / Scgy dvol,

M
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es constante. En consecuencia para cualquier variacion g, = g+th, tenemos que la aplicacion
S(t) = f 1 S¢q, dvoly, es constante y, por tanto, su derivada en ¢ = 0 se anula. Este hecho
muestra que toda variedad 2-dimensional verifica la ecuacion de Einstein p — —S cg =0 (o
lo que es equivalente, M es Einstein).

Para el caso bidimensional, se tiene que R = %(g ® g). De esta forma, se tiene el
siguiente resultado.

Proposicion 1.25. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension 2. Entonces,
Ry = 2y, Rp = STCQQ, Rs = — 3¢,
para todo tensor s ortogonal a la métrica g.
Demostracion.
o s .
» Rg = %°g: Dados dos vectores arbitrarios z,y, tenemos que
_Sc
(Rg)(x,y) ZR veny,e) =7 D (90 9)(x ey, e)
= Scg(x,y) — 7 °N gl egleny)

Sec

Sc
= Scg(x,y) — —g(x,y) = 5

2

] 7%,,0 = STCQg: Por la Proposicion 1.20, sabemos que p = 7O€g, por lo que

. . . . Sc
Rp=TR(Rg) =R(—-

2 g)?

y por tanto se sigue que 7O€p = STCQg.

. Rs= —%s: Dados dos vectores arbitrarios z,y, se tiene
o Sc
RS<$7 y) = Z R<x7 €, Y, ej)s(eia ej) = I Z(g © g)(.ilt, €, Y, ej)s(eiv ej)
i,j i,j
Sc
=5 2 (9l y)glei ;) — gz, ei)glei y) s(eis ;)
,J
Sc
:79(37 y __Zgl' 61 ej7 ) (eiaej)
Sec
= _7 g<x76i)g<ej7y)5(ei7€j>
,J
Sc
= ——8(£L'7y)
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]

De este modo, para una base de S? de la forma {g, s, s2}, tenemos que R viene dado
por

o0 0
R=[0 -5 0
0 0 _Sc

1.4.2. Identidad universal para la curvatura en dimensién 4

En dimension 4 el integrando de Gauss-Bonnet viene dado por
IRII* = 4llp))* + Sc*

de tal manera que la caracteristica de Euler de una variedad compacta se obtiene como

1
oz [ AIRIE = 4l + 5¢2)av,

y un proceso analogo al desarrollado en dimension dos, aunque mas complejo, muestra que
el tensor de curvatura de toda variedad compacta 4-dimensional verifica (véase [6])

x[M] =

o 1
R —2p = 2R[p] = Scp = Z(IRI* = 4llpl* + S¢*)g = 0. (1.6)

Reordenando los términos de esta expresion, tenemos la siguiente igualdad:

(fz - @g) + Se <p — %g) —2 (p — @g) —2 (R[p] — @g) =0. (L.7)

Dado que todo tensor curvatura algebraico se puede realizar como la curvatura en un punto
de una variedad compacta, la identidad anterior se extiende a la curvatura de cualquier
4-variedad (compacta o no).

Como toda variedad (M, g) de dimension 3 se puede considerar de modo trivial como
una hipersuperficie totalmente geodésica en la variedad producto R x M, de la identidad
anterior se obtiene la siguiente para dimension 3:

35¢ Sc [zl [l
—\|p——=9)—-2(p——9)—|Rlp)]——=—9g ) =0.
5 <p 3 g) (p 59 o] = =59
No obstante, obtendremos esta igualdad trabajando directamente con los tensores.

1.4.3. Identidad universal para la curvatura‘en dimensiéon 3

En el caso tridimensional, el tensor de Weyl es nulo (véase [10]). De esta forma, el tensor
de curvatura viene dado por R = (p — % g) ® g. Dado que en la seccion anterior ya hemos
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tratado el tensor %g ® g, veamos qué ocurre para p ® ¢. Para ello utilizaremos una base
ortonormal {e;};,—1 , que diagonaliza p.
De este modo, tenemos

.....

(p© g)s(a,b) = Z(P ® g)(a, €, b, ej)s(ei, €;)
= Z [p(a,b)g(e;, ej) — p(a, ej)g(ei, b)

+p(ei,e5)g(a,b) — plei, b)g(a, e;)] s(e;, e5)

= Zp a,b)é;;s(e;, e;) Zp a,ej)g(e;, b)s(e;, e;)
+ Zp €i,e;)q s(e;, ;) Zp ei,b)g(a,e;j)s(ei, e))
= p(a, b)z s(e;, e;) Zp a,e;)s(g(e;, be;, e;)
g(a,b) Zp e;,ej)s(e;, e;) Zp ei,b)s(e;, gla, e;)e;)
= p(a,b)tr(s) + ( Zp a,e;j)s(b,ej)
—~ Zp e;,b)s(e;, a

Lema 1.26. Dado el tensor (p ® g), se tiene

(p©g)g=p+Scg, (p©g)p=pl°g+ Scp— 29(Ric(-), Ric(-)).
Demostracion.

= (p ® 9)g = p + Scg: Dados dos vectores arbitrarios a, b, tenemos que
(p ® g)g(a,b) = p(a,b)tr(g) + ( Zp a,e;)g(b, ¢;)
- Z 1Y 617 eza

= 3p(a,b) + Scg(a,b) —p( Zgbe] ej>

- p(b, Z g(e;,a) ei>

= p(a,b) + Scy(a,b)
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= (p ® 9)p = |lpll*g + Scp — 2g(Ric(-), Ric(-)): Dados dos vectores arbitrarios a, b, se
tiene

(p© g)p(a,b) = pla, b)tx(p) + Zp a,¢;)p(b, ;)

- g /) 61, 61,

= Scp(a, b) + [lpl*g(a, b) — Zpa e;)p(b, ¢;)

- E ,0 6“ 62,

Por otro lado, tenemos que

Zp(a,ej (b, e;) Zg (Ric(a p(b,ej) ( Zg (Ric(a), e, e]>
J

(b, Ric(a)) = g(Ric(a ),ch(b)).

De este modo, obtenemos
(0 © g)pla,b) = [|plIPg(a, b) + Sep(a, b) — 2g(Ric(a), Ric(b)).
O]

Por otro lado, tenemos que (g ® g)s = tr(s)g—s, ya que dados dos vectores arbitrarios
a7 b?

Lo gs(an) = %Z@@g)(a cisbyes)s(ere;)
= Z glei, e5) — gla,ej)g(ei, b)] s(ei, e5)

= ZS ei,ei)g(a,b) — S(Zg(b, 61')61‘,29(% ej)€j>
= tr(s)g(a,b) — s(a,b).

De ambos resultados tenemos que, dados dos vectores arbitrarios a, b,

Rota) = 3 (0= 2F0) 00) @enbeptene)

.3
Sc
= (p@g)(a,ei,b,e;)ples, e5) — T > (9@ 9)(a,ei,be)p(ei e5)
i, ,J
= |Ipll*9(a, b) + Scp(a, b) — 2g (Ric(a), Ric(b))
Sc

— 5 (tr(p)g(a,b) = pla,b))

= (10l = 55 ) sty + 25 ) - 2icta), o)
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es decir,
SCQ) ; 3Sc

Ro= (ol - 55 ) o+ 55029 (18)

Teorema 1.27. Sea R un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial con producto
escalar (V, <,>) de dimension tres. Entonces se verifica la identidad:

2 (0-20) -2 (o= 1250) - (i - 1284 o (19)

Demostracion. Se sigue reordenando los términos de la expresion (|1.8§]). O]

Ademas, cabe destacar que cada sumando estéa relacionado con alguna de las condiciones
tipo Einstein dadas a lo largo del capitulo:

= ¢l primer sumando se anula si la curvatura escalar es 0 o si el tensor de Ricci es un
miultiplo de la métrica, es decir, si la variedad es Einstein,

= ¢l segundo sumando se anula si el tensor p es un multiplo de la métrica, es decir, si
la variedad es p-Einstein,

= el tercer sumando se anula si el tensor R|[p| es proporcional a la métrica, es decir, si
la variedad es R[p]-Einstein.






Capitulo 2

Grupos de Lie

En este capitulo daremos una serie de conceptos y resultados tutiles para el estudio de
grupos y algebras de Lie. De este modo, podremos trabajar con ellos de una forma maés
sencilla en capitulos posteriores.

Decimos que G es un grupo de Lie si es una variedad diferenciable a la vez que es un
grupo en el sentido algebraico, de modo que la aplicacién producto y la aplicaciéon inversion
son diferenciables. Por otro lado, un dlgebra de Lie es un espacio vectorial dotado de una
operacion de producto antisimétrico en el espacio vectorial que verifica la identidad de
Jacobi [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0. Ademas, dado un grupo de Lie G, definimos su
algebra de Lie asociada como el conjunto de todos los campos invariantes a la izquierda
sobre (G. Todas estas definiciones, ademés de las demostraciones de los resultados siguientes,
pueden ser consultadas con mayor detenimiento en el libro [11].

De esta forma, todo grupo de Lie tiene asociada un algebra de Lie, que puede ser
identificada con el espacio tangente en el neutro con el producto corchete dado por el
producto corchete del algebra de los campos de vectores invariantes a la izquierda, ya que
los campos de vectores invariantes a la izquierda estdn en biyeccion con los vectores del
espacio tangente en el neutro. Reciprocamente, por el Tercer Teorema de Lie (véase [5]),
tenemos que dada un algebra de Lie, esta siempre sera el algebra de Lie asociada a algin
grupo de Lie simplemente conexo.

Dada un &lgebra de Lie g, cualquier producto escalar definido positivo

():gxg—R,

da lugar a una métrica de Riemann en G sin mas que trasladarlo a todo el grupo mediante
traslaciones a la izquierda. Asi (-,-) da lugar a una métrica de Riemann invariante a la
izquierda sobre G.

De esta forma, dado un grupo de Lie G dotado de una métrica de Riemann invariante
a la izquierda g, existe una unica algebra de Lie g, dotada de producto escalar (-,-) tal
que (g, (-, -)) es isomorfo al espacio tangente a G en el neutro e. De este modo, en lugar de
estudiar los grupos de Lie, podemos estudiar las algebras de Lie gracias a la existencia de
una biyeccién entre ambos.
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A priori, trabajar con algebras de Lie puede parecer igual de tedioso que hacer uso de los
grupos de Lie. Sin embargo, a la hora de estudiar las variedades de dimensién 3, podemos
contar con una herramienta que no existe en dimensiones superiores: la operacién producto
vectorial, que viene dado por el producto de los cuaternios imaginarios. Este producto es
bilineal y antisimétrico, y dados dos vectores u y v linealmente independientes, el producto
vectorial u X v es un vector ortogonal tanto a u como a v, cuya norma viene dada por
V(u,u)g(v,v) — g(u,v)?, y su sentido estd determinado por el hecho de verificar que
{u,v,uxv} estan orientados positivamente. Ademas, si u y v son linealmente dependientes,
su producto vectorial es 0.

Sea G un grupo de Lie conexo de dimension 3 dotado de una métrica invariante por
la izquierda ¢, y sea g el algebra de Lie asociada. Si escogemos una orientacién para el
algebra de Lie de GG, tenemos que el producto vectorial esta definido.

La operaciéon producto corchete en el algebra de Lie g asociada al grupo de Lie G esté
relacionado con la operacién producto vectorial mediante la formula

[u,v] = L(u x v),

donde L es una aplicacion lineal definida univocamente de g en si misma (véase [12]).

2.1. Grupos de Lie unimodulares

Antes de definir qué es un grupo de Lie unimodular, debemos dar una definicién de
medida de Haar, ya que esta tiene especial relevancia en la descripcion de la unimodularidad
de un grupo de Lie dado, aunque para trabajar de una forma més simple haremos uso de
una caracterizacion de estos grupos de Lie més sencilla.

Definicion 2.1. Una medida de Haar es una medida positiva no nula p en el g-anillo M
de subconjuntos F de un grupo localmente compacto GG generada por la familia de todos
los subconjuntos compactos, tomando valores finitos en todo subconjunto compacto de G,
y verificando la condicién de invarianza por la izquierda,

w(E) = u(gE), VYE € M,VgeG,
siendo gFE = {gz € G|z € E}, o la condicién de invarianza por la derecha,
u(E) = u(Eg), VYE € M,VgeG,

siendo Eg = {zg € G|z € E}. De esta forma, podemos hablar de medida de Haar invariante
por la izquierda o por la derecha.

Toda medida de Haar es u-regular, es decir,
pu(E) =sup{u(K) € [0,0) | K C F'y K es compacto}, VE € M.

Proposicion 2.2. Una medida de Haar invariante por la izquierda (respectivamente, por
la derecha) eziste y es unica.
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Definiciéon 2.3. Sea GG un grupo de Lie. Decimos que G es unimodular si su medida de
Haar invariante por la izquierda es también invariante por la derecha.

Para cada g € G, la aplicacion LgRg™! : G — G da lugar a una aplicaciéon g — g,

sin méas que considerar la aplicacién tangente en el neutro de LgRg~!. Ello da lugar a una
aplicacion

Ad, : G — End(g)

(que verifica la propiedad de representacion).
Asociada a dicha aplicacién podemos considerar de nuevo su aplicacion tangente en el
neutro
ad : g — End(g)

dada por ad(x) = [z, -].
Lema 2.4. [12] El grupo G es unimodular si y solamente si la transformacion lineal Ad(g)

tiene determinante +1 para todo g € G, o equivalentemente, si y solamente si la transfor-
macion lineal ad(x) tiene traza cero para todo x en el dlgebra de Lie asociada.

Observacion 2.5. Este Lema nos proporciona una caracterizacion para los grupos de Lie
unimodulares, que sera la que empleemos en adelante.

Un algebra de Lie que verifique la condicion de trad(z) = 0 se denomina dlgebra de Lie
unimodular.
Sea g un algebra de Lie arbitraria. Haciendo uso de la identidad de Jacobi,

ad[z, ] = ad(z) ad(y) — ad(y) ad(z),
vemos que ad[z, y| tiene traza cero. Por lo tanto, la aplicacion lineal
x +— trad(z)

de g en el algebra de Lie conmutativa R es un homomorfismo de &algebras de Lie. En
particular, su nucleo, dado por

u = {z € gltrad(z) = 0},
es un ideal, que contiene al ideal conmutador [g, g]. Denominamos a este ideal u como

niucleo unimodular de g.

Observacion 2.6. Si el grupo de Lie conexo G tiene una métrica invariante por la izquierda
con las curvaturas de Ricci no negativos, entonces G es unimodular.

La siguiente propiedad es la que utilizaremos en adelante para caracterizar los grupos
de Lie unimodulares. Ademés, nos permite describir todas las métricas invariantes a la
izquierda en grupos de Lie unimodulares tridimensionales.

Lema 2.7. El grupo de Lie G es unimodular si, y solamente si, la transformacion lineal
L es autoadjunta.
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Demostracion. Sea g un algebra de Lie de dimension 3 con métrica definida positiva y con
una orientacion fijada. Tomando una base ortonormal orientada {ey,eq,e3}, definimos la
transformacion lineal L : g — g por

L(e1) = [ea, €3], L(ez) = [es,e1], Ll(ez) = [e1, ea].

Entonces, la igualdad L(e; X e;) = [e;, e;] es cierta para todos los elementos de la base, por
lo que se verifica L(x X y) = [z, y] para todo x e y.

Fijando
Lie:) = ) aije;,
podemos ver que
trad(e;) = —aas + asg
trad(es) = —a3; + i3
trad(ez) = —oq2 + oo

Asi, g es unimodular si y solo si la matriz (o;;) es simétrica, o equivalentemente, si y solo
si la transformacion lineal L es autoadjunta. [

Si L es autoadjunta, entonces existe una base ortonormal {e;, €2, e3} formada por au-
tovectores de L, de modo que Le; = \;e;. Cambiando e; por su opuesto de ser necesario
para mantener o invertir la orientacion, podemos considerar la base {ej, e, €3} orientada
positivamente. Asi, la operacion producto corchete viene dada por

[62, 63] = L(ea X e3) = Ajeq, [63761] = L(es x e1) = Agea,
[61, 62] = L<€1 X 62) = )\363.

Los autovalores A\;, Ay, A3 se construyen y ordenan a partir de la orientacién tomada;
si cambiamos la orientacion de g, la operacion producto vectorial cambiard de signo y por
tanto los autovalores cambiaran de signo también.

Al ser las traslaciones a la izquierda isometrias del grupo G, han de preservar todos los
objetos geométricos construidos a partir de la métrica: conexiéon de Levi-Civita, tensor de
curvatura, tensor de Ricci, etc. Asi pues seré suficiente determinar dichos objetos a nivel
del algebra de Lie.

Dados los valores de los corchetes de Lie para los vectores de la base ortonormal orien-
tada positivamente, podemos calcular la conexion de Levi-Civita para la métrica invariante
a la izquierda mediante la férmula de Koszul. Asi, podemos calcular el tensor de curvatura
R de tipo (1,3), de modo que

PYEED VA S
R(el,eg): ( L+ 2) ——/\:25 es X,

2 4
A+ A5\ 3
R(62,€3) = ( 2 _g 3) - Z/\% e X,

A+ 3
R(€3,€1): (3+ 1) ——A% €y X .
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Una vez calculado el tensor de curvatura, podemos calcular el tensor de Ricci, obteniendo
de esta forma el siguiente resultado.

Lema 2.8. Sea {e1,e9,e3} una base ortonormal de autovectores del operador L. Entonces
el operador de Ricci diagonaliza en dicha base, segin la expresion

T = (M= A3)?) 0 0
Ric = 0 %()\% — ()\3 — )\1)2) 0
0 0 T3 = (M =AY

Observacion 2.9. De este modo, la curvatura escalar, definida como la traza del operador
de Ricci, viene dada por
Sc = 2)\1)\2 - %()\1 —+ )\2 — )\3)2.

Corolario 2.10. El determinante del operador de Ricci, dado por
, 1
det Ric = g()\% — (A2 = 23)) (A5 = (A3 = M)*) (A3 — (M — X)),

es siempre no negativo y, si el determinante es nulo, entonces al menos dos curvaturas de
Ricci son nulas.

Demostracion. Para ver que el determinante es no negativo, basta operar del siguiente
modo:

det Rie = (X — (% = A)2)04 — s = MP)8 = (A = Aa)?)
1

S(Al + A2 — A3)2 (A1 — Ao+ A3)2 (= AL + Ao+ A3)?,

por lo que obtenemos que el determinante es un producto de cuadrados, y por tanto es no
negativo.

Veamos ahora que si el determinante es 0, entonces al menos dos elementos de la
diagonal del tensor de Ricci son nulos. Por el Lema [2.8] el operador de Ricci es de la forma

T = (A= A3)?) 0 0
0 0 5N = (A = XA)?)

Supongamos que se anula el primer elemento de la diagonal. Entonces se tiene que A\ =
A2 — Az 0 bien \; = — XAy + A3. Si sustituimos el primer valor de A; en el tercer elemento de
la diagonal, tenemos que

MM =)= (A=A =)= - M=o

Del mismo modo, si sustituimos A\; = —Xy + A3 en el segundo elemento de la diagonal
también se anula. Razonando de forma analoga para el resto de casos obtenemos que si
uno de los elementos de la diagonal se anula, se anula al menos otro. O
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Modificando la métrica invariante a la izquierda mediante una homotecia el tensor de
Ricci no varfa, pero si lo hace el operador de Ricci de forma que las curvaturas de Ricci se
ven afectadas por una constante positiva.

Es por ello que el valor preciso de las curvaturas de Ricci no es relevante, pero si lo
es el signo que puedan tomar. Existen seis casos posibles que pueden darse dependiendo
del signo de estos autovalores, que estudiaremos brevemente a continuacion. Téngase en
cuenta que reordenando la base ortonormal tomada, podemos reordenar los autovalores de
L, o cambiarlos de signo en su totalidad, por lo que si nos referimos, por ejemplo, a que
A1, Ao > 0 > A3, seran equivalentes los caso Ay, A3 >0 > Ay v A, Ay < 0 < A3, entre otros.

A continuacion describiremos los grupos asociados a los distintos casos (véase [12]).

u )\1,)\2,)\3 > 0:

Si los tres autovalores de L son positivos, estamos en el caso del grupo de las matrices
unitarias 2 X 2 de determinante 1, SU(2), homeomorfo a la 3-esfera unitaria, y del
grupo de rotaciones de dimension 3, SO(3), isomorfo a SU(2)/{%I}. Estos grupos
de Lie son compactos y simples.

u )\1,)\2>0>)\31

Si dos autovalores son positivos y el tercero es negativo, se obtienen los grupos de Lie
SL(2,R), grupo de las matrices reales 2 x 2 de determinante 1, y O(1,2), grupo de
Lorentz formado por las transformaciones lineales que preservan la forma cuadratica
t2 — 2% — 2. Estos grupos de Lie son no compactos y simples.

u )\1,)\2>0:/\32

Si dos autovalores son positivos y el tercero es nulo, estamos en el caso del grupo de
Lie E(2), grupo de los movimientos rigidos del plano euclideo. Este grupo de Lie es
resoluble.

Con autovalores con estos signos, la variedad tendra una curvatura de Ricci positiva
y dos negativas, o serdn todas nulas.
u /\1>0>/\2,/\3:OI

Si un autovalor es positivo, otro negativo, y otro nulo, se obtiene el grupo de Lie
E(1,1), grupo de los movimientos rigidos en el plano de Minkowski. Este grupo es
el producto semidirecto de subgrupos isomorfos a R & R y a R, donde cada z € R
actia sobre R & R mediante la matriz

e 0
0 e*)"

Con autovalores con estos signos, la variedad tendra una curvatura de Ricci positiva
y dos negativas, o tendra una negativa y dos nulas.

Este grupo de Lie es resoluble.



2.2 Grupos de Lie no unimodulares 37

m A > 0= )Xy = A3:

Si un autovalor es positivo, y los dos restantes son nulos, estamos en el caso del
grupo de Heisenberg, grupo de las matrices 3 x 3 triangulares superiores con 1 como
elementos de la diagonal, es decir, matrices de la forma

1 b
0 c
0 1

O =

Este grupo de Lie es nilpotente.

Con autovalores con estos signos, la variedad tendra una curvatura de Ricci positiva
y dos negativas.

u )\1:)\2:)\3201

Si los autovalores son nulos, el grupo de Lie resultante es R & R & R, el cual es
conmutativo.

Las curvaturas de Ricci de esta variedad son siempre nulas.

2.2. Grupos de Lie no unimodulares

Recuperando la descripcion de los grupos de Lie de dimension 3 dada por Milnor (véase
[12]), tenemos el siguiente Lema.

Lema 2.11. Sea G un grupo de Lie conexo de dimension 3 no unimodular. Entonces su
dlgebra de Lie tiene una base {eq,es,e3} tal que

[ela 62] = aeg + /8637 [81, 63] = 7Ye€2 + 5637 [627 63] = 07

()

tiene traza o+ 6 = 2. Si excluimos el caso de que A sea la matriz identidad, entonces el
determinante D = ad — By es un tnvariante por isomorfismos para el dlgebra de Lie.

de modo que la matriz

Demostracion. Consideremos un élgebra de Lie g de dimension 3 no unimodular. Tomamos
e; en g tal que trad(e;) = 2. Dado que u = span{es, e3}, denominado nicleo unimodular,
es conmutativo, la transformacion lineal definida como

L(u) = [ex, u]

de u en si mismo, con traza 2, es independiente de la eleccion de e;.
Si L lleva cada vector en un multiplo del mismo, se tiene que L es diagonal y por tanto
simétrica, por lo que se tendria que el algebra es unimodular. En otro caso, el determinante
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de L, D, da lugar a un invariante mediante isomorfismos. Tomando e; tal que es; y su
imagen L(es) = e3 son linealmente independientes, las condiciones tr(L) = 2 y det(L) = D
implican que

L(es) = e3, L(es) = —Dey + 2es.

Asi, la operacion producto corchete esta univocamente determinada. O

Del mismo modo que en el caso unimodular, podemos calcular el tensor de Ricci, y
en consecuencia el operador de Ricci y las curvaturas de Ricci, para los grupos de Lie no
unimodulares. Utilizando los valores de los corchetes de Lie para los vectores de la base
{e1, €9, €3}, y mediante la formula de Koszul, podemos calcular la conexion de Levi-Civita
de la variedad dotada de una métrica invariante a la izquierda. Con ella, podemos calcular
el tensor de curvatura R de tipo (1,3), cuyas componentes no nulas vienen dadas por

R(er, e2)er = (—a® = 387 = 587 + §7%)ea + (a7 + Bd)es,
Rer,ex)es = (o + 352 187 — 3%)e,

R(e1,ez)es = (ay + Bd)eq,

Rerseaer = —(ay+ B)e + (1% = 07 = 2 = P,
Re1,e3)eq = (ocv - 55)61,

Rer, es)es = (=167 + 387 + 24 6%)ey,

R(eq, e3)es = (i 267 + 1 2 — aé)e?”

Rez, ez)es = (=167 — 507 — 177 + ad)es.

De este modo, podemos calcular el operador de Ricci, siendo este de la forma

—a? - %(ﬁ +7)? 0 0
Ric= 0 —ala+8) — 3(8% —+?) —ay — 36 .
0 —ay — 36 —0(a+8)+ 5(8° = %)

Ademas, las curvaturas de Ricci, es decir, los autovalores del tensor de Ricci, vienen
dadas por

pler,er) = —a® = 5(B+7)* = &7,
ples.e2) = =% ((a+ 67 + V(B+2+ (@ — 0 ((B— )2+ (@+0)).,
ples,es) = (—(a+8)* + V(B2 + (a— 0)((B— 1) + (a+0))) .

Si recordamos, en el Lema habiamos fijado o« + 6 = 2. Por lo tanto, el operador de
Ricci resultante sera

—2(a? — 20 +2) — 3(B+7)? 0 0
Ric:( 0 —2a —3(6% —7?) —ay —B(2 - a) )
0 —ay—=p2-a) —202-a)+ (8 -7
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y las curvaturas de Ricci vendran dadas por

pler,er) = 2(a _2()‘+2)——(5+’y),
plessez) = 2= 3/ (B+ 7P+ (2a = 2)((B— 77 + 4),
ples.es) = =2+ 5B+ 7P + @a = 27)((B =7 +4)

Un céalculo directo a partir de las expresiones anteriores muestra lo siguiente:

1. La curvatura de Ricci

ples, e2) = =2 — 2/ ((B+7)2+ (20— 2)2)((B —7)2 + 4)

es siempre distinta de cero.

2. Las curvaturas de Ricci p(eq,e2) = p(es,e3) siy solosi @« = 1, § = —~, esto es,
: 1 — :
la matriz A = ( : g ) = ( , 17 >, en cuyo caso la curvatura seccional es

constante y (G, (-, -)) es isométrico al espacio hiperbolico.

3. Las curvaturas de Ricci p(ej,e1) = p(eg,e2) siy solo si @« = 1+ +/1 — 7, en cuyo
caso det A = 0. Ademas, en este caso se tiene

pler,er) = plez,e2) = =4 —3(B—7)%  ples,es) = (8 —)>

4. Las curvaturas de Ricci p(eq,e;) = p(es,es) siy solosi f = —yy a =1, en cuyo
caso las tres curvaturas de Ricci son iguales, llegando asi al mismo resultado que en
el segundo caso.

Teniendo en cuenta las caracterizaciones de condiciones de tipo Einstein introducidas
en el Capitulo 1, las igualdades entre curvaturas de Ricci dan lugar al siguiente resultado.

Proposicion 2.12. Sea G un grupo de Lie no unimodular de dimension tres con una
métrica invariante a la 1zquierda. Entonces:

(a) G es p-Einstein si y solo si es Einstein.
(b) G es débilmente Einstein si y solo si es Finstein.

(¢c) G es Rp|-Finstein si y solo si es Einstein.






Capitulo 3

Espacios homogéneos de dimension 3

En este capitulo introduciremos nociones sobre homogeneidad y grupos de isometria,
para posteriormente describir una serie de geometrias con el objetivo final de caracterizarlas
mediante las condiciones tipo Einstein en el capitulo siguiente.

En primer lugar, veamos qué es una variedad homogénea.

Definiciéon 3.1. Sea (M, g) una variedad de Riemann. Decimos que es homogénea si para
todo p,q € M, existe una isometria ¢ de modo que

po: M — M

3.1. Grupo de isometrias

Sea (M, g) una variedad de Riemann. Definimos el grupo de isometrias de la variedad,
Iso(M), como el conjunto de todos los difeomorfismos que preservan el tensor métrico
(isometrias) con la composicion de aplicaciones como operacion del grupo. Si la variedad
M es de dimensién n, entonces la dimension del grupo de isometrias es a lo sumo n(n+1)/2
(véase [§]).

3.1.1. Campos de Killing

Sea (M, g) una variedad de Riemann, y sea X € X(M) un campo de vectores. Decimos
que X es un campo de vectores de Killing si la derivada de Lie del tensor métrico g respecto
de X es 0, es decir, Lxg = 0.

Sea R(M) = {X € X(M) : Lxg = 0} el conjunto de los campos de Killing sobre
la variedad de Riemann (M, g). Entonces, K(M) es un éalgebra de Lie con la operacion
corchete de Lie. En efecto, dados X,Y € &(M), tenemos que

Lixy)g=LxLyg—LyLxg=0.

41
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Dado un campo de vectores X € X(M), podemos definir la aplicacion del tangente a
M en un punto p en si mismo dada por

T: T,M —s T,M
£ — T(€) = VeX.

De esta forma, se tiene que X es un campo de Killing si y solo si g(T'(§),n) = —g(&§,T(n)).
Dado un sistema de coordenadas (z,...,2"), podemos evaluar Lyg en los campos de
vectores coordenados. De este modo,

0= (‘ng)(a’ﬂ? aﬂc]) = g(valev axJ) + g(ax’a VBIjX)
= (0, X" + X T gij + (0w X" + XTh,) gii-

Luego, tenemos una ecuacién diferencial cuyo espacio de soluciones se corresponde con el
conjunto de campos de Killing, por lo que todo campo de Killing esta determinado por sus
condiciones iniciales: el valor del campo en p, X,,, y el valor de VX = T en p. Por lo tanto,
dado que X, depende de n parametros, y T" es antisimétrico, se tiene que la dimension del
espacio de campos de Killing es a lo sumo

dim R(M) < in(n+1).

Teorema 3.2. [13] Una variedad de Riemann completa y simplemente conexa es homo-

génea si y solo si para cada punto existe una referencia local de campos de vectores de
Killing.

Por tanto, si una variedad es homogénea, entonces dim (M) > n.

Todo grupo de Lie con una métrica invariante a la izquierda es trivialmente un espacio
homogéneo (basta considerar las isometrias dadas por las traslaciones a la izquierda), por
lo que dim R(M) > dim G. De hecho cualquier vector del algebra de Lie del grupo da lugar
a un campo de vectores de Killing.

Lema 3.3. [I] Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante a la izquierda. Entonces,
todo campo de vectores invariante a la derecha sobre G es un campo de Killing.

La existencia de més campos de Killing sobre GG es una condicién restrictiva como
muestra el siguiente

Teorema 3.4. Un grupo de Lie G de dimension 3 admite un campo de Killing invariante

a la izquierda si y solo si es un espacio simétrico, o bien es uno de los siguientes grupos
de Le:

» (G con dlgebra de Lie asociada determinada por los corchetes

[617 62] = )\3637 [627 63] = [637 61] = Oa

» (G con dlgebra de Lie asociada determinada por los corchetes

[617 62] = )\3637 [€2a 63] = )\1617 [637 61] = )\162'
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Demostracion. Estudiemos por separado los grupos unimodulares y los no unimodulares.
Para el caso unimodular, consideremos un vector v = > v;e; en el dlgebra de Lie de forma
que su trasladado a la izquierda sea Killing. De este modo, la derivada de Lie del tensor
métrico respecto de este campo, dada por

0 ()\1 - >\2)’U3 (—)\1 + /\3)’(]2
ﬁvg = (/\1 — AQ)U3 0 (/\2 — /\3)’01 s
(—)\1 + /\3)’02 (/\2 - /\3)’01 0

ha de ser nula. Asi, tenemos los siguientes casos:
1. A =X = s,
2. M1 =X yu =wvy =0,
3. AN =X yuv =v3=0,
4. Mg =A3y vy =0v3=0,
5. v=0.

En el primer caso, la variedad es Einstein. En el altimo se tiene que el campo de vectores
obtenido es el campo de vectores nulo. Los tres casos restantes son analogos entre si, por
lo que analizaremos solo el primero de ellos.

Si A1 = A3, el operador de Ricci es de la forma Ric = diag(AA; — ’\2—3, Aoy — %g, /\2—3)
Por lo tanto, el algebra de Lie asociada al grupo de Lie esta determinada por los corchetes

[e1, €] = Azes, ez, e3] = Arer,  [es,e1] = Aie,
0, en el caso de que \; sea 0,
[e1,e2] = Azes, ez, e3] = [es,e1] = 0.

En ambos casos el campo de Killing viene dado por v = e3.

Para el caso no unimodular, consideramos nuevamente un vector v = > wve; en el
algebra de Lie de forma que su trasladado a la izquierda sea Killing. De este modo, la
derivada de Lie del tensor métrico respecto de este campo, dada por

0 avy +yvs s+ (2 — a)ug
Lyg = vy + Y3 0 —(B+v)n :
Bug+ (2 —a)vs —(B+ ) 0

ha de ser nula. Asi, tenemos los siguientes casos:
1. v=0,

2. a=0=0,vy=v3=0y vy #0,
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3.a=2 v=0,v1=v3=0y v3 #0,
4. v =0, —avy = yu3 y (o — 2)vz = Pug, con vy, vz # 0.

En el primer caso tenemos que el campo obtenido es el campo de vectores nulo.

En el segundo caso (el tercer caso es analogo), se tiene que el operador de Ricci es de la
2

forma Ric = diag(—4 — %, g, —4— 72—2) El campo que define el vector v = e, es invariante
a la izquierda, pero ademads es invariante a la derecha, ya que [v,e;] = 0 para k = 1,2, 3.
Por lo tanto, la existencia de este campo de Killing no aumenta la dimensiéon del algebra
de campos de Killing.

En el dltimo caso, el campo que define el vector v = wyey + v3e3 es invariante a la
izquierda y a la derecha, ya que [v, ex] = 0 para k = 1,2, 3. Asi, la existencia de este campo

no aumenta la dimensién del algebra de campos de Killing. ]

El tercer caso (y analogamente el segundo) se corresponde con la situacion en que es
R|p]-Einstein, porque det A = 0.

3.2. Espacios simétricos

A lo largo de esta seccidén supondremos que todas las variedades son conexas y com-
pletas. Ademés seran simplemente conexas o, en otro caso, los resultados se referiran a su
recubrimiento universal.

Definicién 3.5. Una variedad de Riemann se dice que es simétrica si su tensor de curvatura
R es paralelo, es decir, VR = 0.

Equivalentemente, una variedad de Riemann (M, g) es simétrica si para cada punto
p € M existe una isometria de M fijando p y actuando sobre el espacio tangente T, M
como opuesta a la identidad.

Lema 3.6. Un espacio simétrico de dimension 3 es de curvatura constante (y por tanto
serd isométrico a S*, R® o H?) o un producto donde uno de los factores es una superficie
con curvatura de Gauss constante (y por tanto serd isométrico a R x §* o R x H?).

Demostracion. Por definicion, una variedad de Riemann (M, g) de dimension 3 es local-
mente simétrica si y solo si el tensor R es paralelo, es decir, si y solo si VR = 0. Pero, si R
es paralelo, el tensor de Ricci p también seré paralelo. Por otro lado, tenemos el reciproco
al trabajar en dimension tres, ya que R = S® g donde S es el tensor de Schouten. Ademés,
esto es equivalente a decir que el operador de Ricci Ric es paralelo, es decir, V Ric = 0.

Por otro lado, dado un campo tensorial de tipo (1,1), si este es paralelo entonces verifica
que sus autovalores son constantes, y los autoespacios asociados a dichos autovalores son
paralelos. Es decir, dado un campo tensorial T" paralelo, y sean \; € R sus autovalores,
se tiene que si D = ker(T — \;Id), entonces VxD C D, para todo campo de vectores
X € X(M).
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De este modo, si consideramos una base ortonormal que diagonalice el operador de
Ricci, cuyos autovalores denotaremos por «, 5y 7, es decir, Ric = diag(«, 8,7) en dicha
base, entonces los autoespacios asociados a cada autovalor seran distribuciones paralelas,
cuyas dimensiones coinciden con las multiplicidades de dichos autovalores. Por ejemplo,
D, = ker(Ric — ald) es una distribucion paralela con dimension la multiplicidad de a.

De este modo, podemos reescribir la variedad de Riemann como M = M; x My y
g = g1 D g2, de modo que tanto (M, g;) como (M,, go) son variedades de Riemann. Asi, si
V Ric = 0, sus autovalores son constantes y tenemos, en principio, tres casos posibles:

= Un dnico autovalor con multiplicidad 3: Ric = AId. En este caso, el operador de
Ricci es un multiplo de la métrica, por lo tanto (M, ¢) es una variedad Einstein.

» Un autovalor con multiplicidad 2: Ric = diag(A, A, ). En este caso, podemos reescri-
bir la variedad como el producto de R por una variedad de dimension 2 (superficie).
De esta forma tenemos que M = R x N, con dim N = 2. Sin embargo, R es una
variedad R-llana, por lo que tiene curvatura 0. Por lo tanto, el autovalor p ha de ser
0, y el operador de Ricci seria Ric = diag(A, A, 0).

» Tres autovalores distintos: Ric = diag(\, i, ). En este caso, podemos reescribir la
variedad como producto de R por si mismo, de modo que M = RxR xR. Como hemos
mencionado anteriormente, R es una variedad R-llana, por lo que los autovalores
asociados a dichos espacios han de ser 0, por lo que el operador de Ricci se anula.
Por lo tanto, la variedad es Einstein.

Asi, ningiin espacio simétrico tendra un operador de Ricci de la forma Ric = diag(«, «, §),
con 3 # 0. Por otro lado, en el caso de tener un operador de Ricci de la forma Ric =
diag(a, ,0), con v # 0, y al ser  un autovalor constante, se tiene que la variedad puede
ser R xH?, si v < 0, o bien R x S?, si & > 0, siendo H? el espacio hiperbélico de dimensién
2, v S? la esfera de dimension 2. Es decir, los tinicos espacios simétricos proporcionales a
la métrica son R x H? y R x S%.

O

3.3. La geometria Nil;

Como ya se ha visto en el Capitulo 2, el grupo de Heisenberg es el grupo de las matrices
3 x 3 triangulares superiores con 1 como elementos de la diagonal. Por tanto, su algebra de
Lie viene determinada por el siguiente producto en un espacio vectorial de dimension tres:

[617 62] = )\3637 [627 63] = 07 [637 61] =0.
La geometria Nilz esta caracterizada por la métrica invariante a la izquierda en el grupo

de Heisenberg determinada por el hecho de que la base anterior {ey, es, €3} sea ortonormal.
Por lo tanto, el operador de Ricci para esta variedad es el siguiente:
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(-0 0
Rie=5| 0 =X 0
0 0 A2

La caracterizacion en el Lema [1.21] muestra que toda geometria Nils es p-Einstein.

3.4. Las esferas de Berger

Consideremos (x,y) — ¢(z,y) una parametrizacion conforme de un dominio D en S?
y sea A el factor conforme, es decir, la métrica de Riemann de la variedad D viene dada
por A?(dz? + dy?). Podemos dar una parametrizacion del fibrado tangente a D como

(z,y,0) — (p(z,y), %(COS 00, +sin60,)).
Sean p = gp( y) € D,veT,DyV € TypnT'D. Sea a(t) = (p(t),v(t)) una curva tal
que v(t) € T, D, p(0) = p, v(0) = v y &(0) = V. Entonces la norma de V' viene dada por

Dv
VIS0 = ldr (V)2 + HE(O)H;

siendo 7 : T'D — D la proyecciéon canénica.
Fijemos a(t) = (x(t),y(t),0(t)). Entonces el vector tangente a la curva viene dado por

v(t) = 5 (cos ()9, + sin6(t)d,),
y por tanto,

Dv

o (cos 00, + sin 60,) + i(— sin 60, + cos §0,)

+ 3(cos 0(2V 9,0, + §Vs,0,) +sin (Vs 0y + yVo,0,)),

>/I>—‘ >'I>f

siendo
A =i\ + 9Ny,
Vo,0r = 30, — 30,
Vo,0y = =30, + 320,
Vo,0y = Vo,0p = =30, — 220,

De esta forma tenemos que

D .
d_: = 55 (M + yA, — @A) (cos b O, —sin b I,),

y asi

V13,0 = AN(3° +57) + L+ gA, — A,)?
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Si consideramos z = 6, la métrica del recubrimiento universal de D viene dada por
g = N (da? + dy?) + (= 3tda + Yedy + dz)>.

Tomando D = S? \ {oo} con la métrica de curvatura constante 4 (es decir, la métrica
de la esfera de radio %) dada por la proyeccion estereografica, es decir, tomando

1
14 a4y
Asi obtenemos
g = \2(d2® + dy?) + 2\ (ydx — zdy) + dz)>.
Mas generalmente, R? con la métrica
g = \(d2* + dy?) + (TA\(ydx — xdy) + dz)?,
siendo
B 1
L5y
es el recubrimiento universal de una variedad homogénea E, con 7 como curvatura del

fibrado y k > 0 como curvatura de la variedad base.
La base canonica {ej, eq, €3} viene dada por

e1 = A\ cos(02)0, + sin(02)d,) + T(zsin(oz) — ycos(02))d.,
ea = A\ (= sin(02)0, + cos(02)d,) + T(z cos(oz) + ysin(0z))d.,

€3 = aza

con

o= —
27’

y verifica
[617 62] = 27—637 [627 63] = %617 [637 61] = %627

con k > 0y 7 # 0.Como ya se ha visto en el Capitulo 2, dado que 27 y 5= comparten signo
siempre, estamos en el caso de los grupos SU(2) o bien SO(3).

La geometria de las esferas de Berger esté caracterizada por la métrica invariante a la
izquierda en uno de los grupos de Lie an itados, determinada por el hecho de que la
base {e1, €9, e3} anterior sea ortonormal. Deesta forma, el operador de Ricci, que habiamos
calculado de un modo general en el Lema 2.8, es de la forma

Kk — 272 0 0
Ric = 0 k=212 0 |,
0 0 272

de modo que las dos primeras cuivaturas de Ricci pueden tomar valores de cualquier signo,
y la tercera es siempre positiva.
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Se sigue entonces que el operador de Ricci asociado a toda esfera de Berger tiene
exactamente dos autovalores iguales. Ademas, una esfera de Berger es R[p]-Einstein si y
solo si

272 = 2K — 472
por lo que k = 372.

Observacion 3.7. El operador de Ricci asociado a las esferas de Berger puede ser descom-
puesto como

k 0 O —272 0 0
Ric=10 x 0] + 0 272 0
0 0 O 0 0 272

3.5. La geometria SL(2,R)

Como hemos visto en el Capitulo 2, SL(2,R) consiste en el grupo de las matrices reales
2 x 2 de determinante 1. Por lo tanto su algebra de Lie viene determinada por el siguiente
producto en un espacio vectorial de dimension 3:

[61762] = Ases, [6’2, 63] = \eq, [63761] = A\aea,

con Ay, Ay >0 > As.

La geometria de SL(2,R) esta caracterizada por la métrica invariante a la izquierda en
el grupo SL(2,R), determinada por el hecho de que la base {e, €2, €3} sea ortonormal.

De un modo anélogo al de las esferas de Berger, podemos describir la geometria SL(2, R)
mediante las curvaturas de una variedad base, x, y del fibrado correspondiente, 7, siendo
en este caso k < 0y 7 # 0.

Del mismo modo que las esferas de Berger podian ser consideradas como fibrados de
una esfera de dimension dos, podemos considerar el grupo SL(2,R) como el recubrimiento
universal del fibrado unitario del hiperboloide H? con la métrica euclidea.

Sea (x,y) — ¢(z,y) una parametrizaciéon conforme de H? y sea A su factor conforme,
de modo que la métrica de H? viene dada por A?(dz?+dy?). Asi, la métrica correspondiente
a SL(2,R) viene dada por

A Ao 2
N (dx® + dy*) + (—Tydx + 5y + dz) :

Esta métrica determina una variedad homogénea con k = =1y 7 = —%.

Maés generalmente, podemos tomar el modelo del disco de Poincaré para el plano hiper-
bolico de curvatura constante £ < 0. La variedad dada por DQ(%) x R, siendo DQ(%)

—K —K

el disco abierto de radio \/%7’ dotada de la métrica

N (dz? + dy?®) + (T A\ (ydz — xdy) + dz)?,
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con
1

T 245 4y

A

es una variedad homogénea con curvatura del fibrado 7 y curvatura base k < 0. Dada la
base {ej, €2, €3}, con

e1 = A (cos(02)0, + sin(02)d,) + T(zsin(oz) — ycos(02))d,,

ea = A\ (—sin(02)0, + cos(02)d,) + 7(z cos(0z) + ysin(0z))d,,

€3 = 82;’
con
K
g = Z’
se verifica que []
K K
le1, €2] = 27es,  [ea, €3] = o7 b e, 1] = 5762

De esta forma, el operador de Ricci viene dado por

Kk — 272 0 0
Ric = 0 k=212 0 |,
0 0 272

de modo que las dos primeras curvaturas de Ricci son negativas y la tercera es positiva.

El operador de Ricci asociado a cada geometria SL(2,R) tiene dos autovalores iguales.
Sin embargo, esta geometria no es R[p]-Einstein dado que los autovalores tienen signos
opuestos.






Capitulo 4

Caracterizacion de geometrias
homogéneas mediante condiciones tipo
Einstein

En este capitulo realizaremos el objetivo de este trabajo: caracterizaremos las variedades
homogéneas de dimension 3 con grupo de isometrias de dimensién 4 mediante las condi-
ciones tipo Einstein dadas en los preliminares. No obstante, gracias al siguiente teorema,
veremos acotadas estas variedades considerablemente.

Teorema 4.1. [15] Una variedad de Riemann de dimension 3 completa y simplemente
conexa es homogénea si y solamente si es simétrica o un grupo de Lie.

De este modo, tenemos que estudiar las variedades simétricas y los grupos de Lie. Sin
embargo, ya hemos estudiado y caracterizado las variedades simétricas en la Seccion
por lo tanto resta analizar el caso de los grupos de Lie.

4.1. Caracterizacion del grupo de Heisenberg Nil

Teorema 4.2. Una variedad homogénea de dimension 3 es p-Einstein si y solo si es de
curvatura seccional constante o homotética al grupo de Heisenberg con una geometria Nils.

Demostracion. Ya hemos probado en la seccion que la geometria Nilz es p-Einstein.
Veremos a continuacién que esta es la tnica geometria homogénea no trivial que verifica
dicha condicion. Para ello comenzaremos analizando los grupos unimodulares para poste-
riormente estudiar los no unimodulares.

Queremos que el operador de Ricci sea de la forma dada en el Lema [1.21] por lo que
debemos estudiar en qué casos se tiene que dos de los elementos de la diagonal son iguales
y el tercero opuesto a ellos. Para ello, en el caso unimodular, vamos a suponer sin pérdida
de generalidad que los dos primeros elementos de la diagonal son iguales y el tercero de
ellos el opuesto. Por lo tanto, obtenemos las siguientes condiciones sobre los autovalores

)\i:

o1
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n Ricy; = Ricoy:
Ricyy = Ricyy & M\ — (Mo — X3)* = A3 — (A — A3)?
S A A2 A2 20005 = A2 - A2 - A2 200
20 — M)A+ A —A3) =0
A=A
& 0 ;
A3 =M+ Ao

s Ricyy = —Ricss:
Riciy = —Ricgs & A — (Mg — Ag)2 = =22+ (A — \p)?
S A=A = A3+ 20003 = = A3 F AT+ A - 200
& 20\ — A+ X3) =0
Ao =0
= o ;
Ao = A+ A3

u RiCQQ = —Ri0331

Ricgy = —Ricsy & A3 — (A — X3)* = = A2 4+ (M — Xo)?
S A=A A2 2 N = A2 F A2 A 2000
S 20 (A1 + A+ X3) =0
A =0
= o .
A=+ A3

Estudiemos ahora cada uno de estos casos, y veamos que el tinico grupo de Lie que puede
tener un operador de Ricci de la forma deseada es el grupo de Heisenberg.
" A=Ay

e )\, =0,y por lo tanto Ay = Ay = 0;

o A = 0. Es decir, A\; = Ay =0, A3 # 0, el grupo de Heisenberg. En este caso
el operador de Ricci es de la forma

L[~ 0 0
Rie=5| 0 =X 0,
0 0 A2

con A2 # 0, luego el grupo de Heisenberg verifica esta condicion.
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o A1 = Ay + A3. Entonces, \y = Ay = A3 = 0, y todos los elementos del
operador de Ricci son nulos; no es de la forma buscada.

e \y = )\ + A3, 0 equivalentemente, A\ = Ay y A3 = 0;

o A1 = 0, por lo que todos los autovalores son nulos y el operador de Ricci no
tiene elementos distintos de 0; no es de la forma buscada.

o A = Ay + A3, 0 equivalentemente \; = Ay y A3 # 0. De este modo, todos
los elementos del Ricci son nulos; no es de la forma buscada.

" A3 = A1+ Ay

e )\, =0, y por lo tanto \; = A3 = 0;

o Ay = 0. Es decir, Todos los autovalores son nulos, y por tanto todos los
elementos del operador de Ricci son nulos.

o A1 = Ao+ A3. Entonces, \; = A3, Ay = 0, y todos los elementos del operador
de Ricci son nulos; no es de la forma buscada.

e \y = )\ + A3, 0 equivalentemente, Ay = A3 y A\ = 0;

o A1 = 0, por lo que todos los autovalores son nulos y el operador de Ricci no
tiene elementos distintos de 0; no es de la forma buscada.

o A1 = Ay + A3z, 0 equivalentemente \; = Ay = A3 = 0. De este modo, todos
los elementos del Ricci son nulos; no es de la forma buscada.

Por lo tanto, de todos los posibles casos obtenidos de igualar dos elementos de la
diagonal del operador de Ricci entre si, y al opuesto del tercero, solo obtenemos que estos
son no nulos cuando el grupo de Lie tomado es el grupo de Heisenberg.

Veamos ahora el caso no unimodular. Para ello, debemos igualar dos de las curvaturas
de Ricci de todas las formas posibles, y comprobaremos qué ocurre con la tercera. Sin
embargo, como ya hemos visto en la Proposicion [2.TZ, en ningtn caso tendremos que la
tercer curvatura de Ricci es igual al opuesto de las otras dos. Por lo tanto, podemos concluir
que una variedad homogénea tridimensional es p-Einstein si y solo si es homotética al grupo
de Heisenberg con una geometria Nilz, o si es de curvatura seccional constante.

]

4.2. Caracterizacion de las esferas de Berger y SL(2,R)

Teorema 4.3. El operador de Ricci de una variedad homogénea de dimension tres tiene
exactamente dos autovalores iguales si y solo si es isométrica a una esfera de Berger, a
una geometria SL(2,R) o a un grupo de Lie no unimodular dado por el dlgebra de Lie

[61, 62] = (1 +41- 57)62 + Bes, [61, 63] =vyes + (1 F 1 — 57)63, [62, 63] =0,

donde {e1, €9, €3} es una base ortonormal.
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Demostracion. Como ya hemos visto en las seccioneq 3.t yf 35, el operador de Ricci de
las esferas de Berger y la geometria SL(2,R) tiene exactamente dos autovalores iguales.
Veamos a continuaciéon que son las tnicas geometrias homogéneas sobre grupos de Lie
unimodulares con esta propiedad.
Supongamos que el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie G esta determinada por los
corchetes
[61762] = Ases, [62, 63] = \eq, [63761] = A\gég,

siendo {e;} una base ortonormal. De esta forma, el operador de Ricci de G seré de la forma

L e ) 0 0
Ric = 5 0 )\% — ()\1 — )\3)2 0
0 0 A2 — (A — Mo)?

Por lo tanto, si el operador de Ricci de G tiene dos autovalores iguales, se tiene que
A= (A= A3)? =22 — (A — \3)
Esto equivale a
M+ A= A3) (A1 = Ao+ A3) = (M + Ao — A3) (= A1 + Ao+ A3),

por lo tanto, se daré la igualdad si A3 = A\; + A3 0si A\; = X\o. En el primer caso, el operador
de Ricci obtenido es de la forma

00 0
Ric=10 0 0 )
0 0 2X\ A
por lo que estamos ante una variedad débilmente Einstein. En el segundo caso, tenemos
que A\; = Ag. Si recordamos la descripcion de las esferas de Berger y de SL(2,R), teniamos
que Ay = Ay = 5=y A3 = 27, con 7 # 0y £ > 0 en el caso de las esferas de Berger y k < 0
en el caso de SL(2,R). De este modo, si \; y A3 tienen el mismo signo, G sera una esfera
de Berger, y si son de signo opuesto, G serd SL(2,R).
Considerando ahora los grupos de Lie no unimodulares, el resultado se sigue de la
Proposicion 2.12. O]

Teorema 4.4 Una variedad homogénea de dimension 3 es estrictamente R|[p|-Finstein si
y solo si es isométrica a una esfera de Berger determinada por el dlgebra de Lie dada por

[61) 62] :%63, [627 63] = )\617 [637 61] = >\62‘
Demostracion. Por el Lema 1.23, tenemos que los autovalores del operador de Ricci de
una variedad homogénea de dimension 3 R[p]-Einstein son de la forma (u, i, 2), por lo
que se trata de un caso particular del Teorema anterior. Ademads, se vio anteriormente
que SL(2,R) y los grupos no unimodulares no podian verifidar esta condiciéon para los



4.3 Variedades débilmente Einstein 55

autovalores, por lo que toda variedad homogénea de dimension 3 R[p|-Einstein es una
esfera de Berger.

Por otro lado, el algebra de Lie asociada a un grupo de Lie unimodular esta determinada
por los corchetes

[617 62] = )\3637 [627 63] = )\1617 [637 61] = )\262a

siendo {e;} una base ortonormal. De esta modo, el operador de Ricci sera de la forma

L Qe = )’ 0 0
Ric = 5 0 )\% - ()\1 - )\3)2 0
0 0 A2 — (A — )2

Por lo tanto, para que el operador de Ricci esté en las condiciones exigidas, se debe verificar
lo siguiente
A — (A= 23)2 =22 — (A — \3)%,
200 = (A2 = A3)%) = A3 — (A — X))

De la primera igualdad se obtiene que A; = \o; sustituyendo esta condicion en la segunda
igualdad, se obtiene que 4\; = 3\3, por lo que queda demostrado el Teorema. O]

Observacion 4.5. La caracterizacion de las geometrias correspondientes a las esferas de
Berger y SL(2,R) es todavia un problema abierto, esto es, decidir cuando los grupos no
unimodulares en el Teorema 4.3 pueden ser isométricos como variedades a las citadas
geometrias.

El problema de decidir el caracter isométrico a partir del hecho de tener la misma
curvatura es una cuestion més abordable en dimensiones superiores, pero la dimension tres
es especialmente compleja en este sentido (ver, por ejemplo [17]).

4.3. Variedades débilmente Einstein

Teorema 4.6. Una variedad homogénea de dimension tres es estrictamente débilmente
Einstein si y solo si es isométrica a un grupo de Lie unimodular cuya dlgebra de Lie estd
determinada por los corchetes

le1,e) = (A1 + Ao)es,  [ea,e3] = Arer,  [es, el] = Agen,
con A1, Ay # 0, siendo {e;} una base ortonormal.

Demostracion. Si G es un grupo de Lie no unimodular, el operador de Ricci nunca puede
tener rango uno (salvo que sea cero) como se muestra en la Proposicion 2.12, por lo que
nuestro estudio se reduce al caso unimodular.

La implicaciéon hacia la izquierda es sencilla. Si sustituimos A3 = A\; + A2 en el operador
de Ricci dado por 2[8; fenemos que efectivamente el operador de Ricci es de la forma
Ric = diag(0,0,2X1\s), por lo que es débilmente Einstein.
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Para probar la implicacion hacia la derecha, tenemos que igualar las dos primeras
curvaturas de Ricci a cero. De este modo, tenemos que

()\1 + )\2 - )\3)()\1 - )\2 + /\3) - 0,
()\1 + )\2 - )\3)(—)\1 + )\2 —|— )\3) — O

Si (A1 + Ay — A3) = 0, se anulan estas curvaturas de Ricci, y la tercera viene dada por
2A1Ao. Por lo tanto,rel algebra de Lie asociada viene dada por

le1, ea] = (M1 4+ Ao)es,  [ea,e3] = Aer,  [es, e1] = Aqen,

con A1, Ay # 0.
En el caso de anularse (A; — Ay + A3) 0 (=A1 + Ay + A3), tendriamos que también se
anula la tercer curvatura de Ricci, por lo que estariamos ante una variedad llana. O

Observacion 4.7. Teniendo en cuenta los signos de A\; y Ao, la variedad débilmente Einstein
se realizara sobre uno de los siguientes grupos de Lie:

= Si \; v Ay tienen el mismo signo, A\; + Ay compartira dicho signo, por lo que tenemos
una métrica invariante a la izquierda en el grupo de Lie SU(2) o bien SO(3).

= Si A\; y A tienen signos opuestos, contamos con dos casos distintos:

e Si A\ + Ay # 0, comparte signo con A\; o con Ay, por lo que tenemos una métrica
invariante a la izquierda en el grupo de Lie O(1,2) o SL(2,R).

e Si A\ + Ay = 0, tenemos una métrica invariante a la izquierda en el grupo de Lie
E(1,1).

Ademas, el Teorema 4.6 garantiza la existencia de métricas débilmente Einstein en cada
uno de los grupos anteriores.

Observacion 4.8. Las condiciones tipo Einstein consideradas a lo largo de este capitulo
permiten avanzar en la caracterizacion de las geometrias homogéneas con un alto grado de
simetrias de entre las variedades homogéneas. No obstante, la hipotesis de homogeneidad
es esencial en los resultados, ya que existen ejemplos de variedades R[p]-Einstein que no
son homogéneas a pesar de tener curvaturas de Ricci constantes (véase, por ejemplo |2,
Capitulo 12]) En particular es importante senalar la existencia de variedades R[p]-Einstein
con curvaturas de Ricci constantes \; = A9, A3 = 0 que no son realizables sobre ningtn
espacio homogéneo [9], [14].

Sin embargo, la condicién p-Einstein es mas restrictiva. De hecho, se sigue de forma
inmediata del trabajo de Yamato [16]

Teorema 4.9. Una variedad compacta de dimension 3 p-Einstein con curvaturas de Ricci
constantes es localmente homogénea y por tanto localmente isométrica a un espacio de
curvatura constante o a Nils.
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