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Resumen

Los espacios homogéneos conforman una familia de variedades diferenciables de especial
importancia tanto en Matemaéticas como en Fisica. En general, todo espacio homogéneo se
puede identificar con un espacio cociente de dos grupos de Lie, lo que permite que muchas
de sus propiedades geométricas se puedan estudiar a partir de las algebras de Lie de estos
dos grupos. A su vez, si el espacio homogéneo tiene dimensién cuatro y estda dotado de
una métrica Riemanniana es conocido que ha de ser necesariamente un grupo de Lie o un
espacio localmente simétrico.

En esta memoria haremos uso de la clasificaciéon obtenida por G. P. Ovando de las
algebras de Lie de dimension cuatro admitiendo una estructura Kahler, esto es, una es-
tructura casi compleja paralela respecto a la conexion de Levi Civita, para obtener una
caracterizacion de los espacios homogéneos Kéhler Riemannianos de dimension cuatro.

Abstract

Homogeneous spaces generate a family of manifolds of special importance both in Mat-
hematics and Physics. In general, the fact that homogeneous spaces can be identified with
the quotient of two Lie groups allows to study many of its geometrical properties from
the Lie algebra of those two groups. Moreover, if a homogeneous space has dimension four
and is equipped with a Riemannian metric then it is necessarily a Lie group or a locally
symmetric space.

In this memoir we will consider the classification of four dimensional Lie algebras ad-
mitting a Kéhler structure, that is, an almost complex structure which is parallel respect
to the Levi Civita connection, given by G. P. Ovando in order to get a characterization of
four-dimensional homogeneous Riemannian Kéhler spaces.



Introduccion

El estudio de la curvatura es un aspecto central en geometria. La curvatura constituye
el invariante algebraico méas simple de la estructura pseudo-Riemanniana y proporciona no
s6lo informacion geométrica sobre la misma, sind también informacion de indole topolo-
gica sobre la variedad subyacente. Por otra parte, la existencia de estructuras adicionales
sobre la variedad (estructura Kéhler, Sasakiana,...) también aporta gran informacion geo-
métrica y topoldgica sobre ella ya que esta influye de forma notable en las propiedades
del tensor curvatura. Aunque a lo largo de esta memoria se consideran variedades pseudo-
Riemannianas Kéhler (en particular Riemannianas y de signatura neutra), prestaremos
especial atencién al caso Riemanniano.

Las variedades pseudo-Riemannianas se pueden clasificar de multitud de maneras dife-
rentes dependiendo de las propiedades geométricas o topoldgicas en las que se esté intere-
sado. Una de estas clasificaciones, ampliamente estudiadas en la bibliografia y que tiene
un papel relevante a lo largo de esta memoria, es la relacionada con el caracter simétri-
co y sus generalizaciones. Los espacios simétricos fueron caracterizados geométricamente
por Cartan por el hecho de que sus simetrias geodésicas son isometrias. Este resultado
motivo el estudio de diversas condiciones sobre las simetrias geodésicas y otros tipos de
transformaciones locales en un intento de generalizar los espacios simétricos.

Centrandonos en las transformaciones locales alrededor de un punto fijo, el estudio se
ha basado en el analisis de aplicaciones locales no necesariamente involutivas (82 = id),
sin6 en la existencia e influencia geométrica de isometrias s, para las que s]; = 1d para
algin natural k. El estudio de los llamados espacios simétricos generalizados surge en este
contexto. Un ejemplo ilustrativo de estas transformaciones se construye asociado a una
estructura casi Hermitica (g, J). De este modo, considerando una raiz de orden tres de la

unidad S = %z’d + */7§J se tiene que las transformaciones
Ssp 1 exp,(ru) — exp,(rSu)

verifican S%JJ = id, siendo el germen de la teoria de espacios 3-simétricos (véase [11] para
més informacion).

Generalizando las construcciones anteriores, una s-estructura en una variedad pseudo-
Riemanniana (1, g) es una familia {s,,p € M} de isometrias de la variedad de modo que p
es un punto fijo aislado, las cuales se llaman simetrias en p. (M, g) es un espacio simétrico
si para cada punto p € M admite una simetria s, la cual es una reflexion geodésica en p (es
decir, 5;29 = idys para todo p € M). Una s-estructura se dice que es regular si la aplicacion
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6 Introduccién

(p,q) € M x M — s,(q) es diferenciable y ademaés, para cada par de puntos p,q € M se
tiene

$p 08, = 55058, donde P =s,(q).

Una s-estructura {s,} se dice que es de orden k (k > 2) si para todo p € M, s’; =idy, y
k es el minimo de todos los naturales que verifican dicha propiedad. Ademés se dice que
una s-estructura es de orden infinito si no existe ningin natural k£ para el que 5’; = idyy.

Un espacio simétrico generalizado es una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) con al
menos una s—estructura regular. Kowalski ha probado que los espacios simétricos genera-
lizados son necesariamente homogéneos y en [15] dio una clasificacion de los mismos en
dimensiones bajas.

Por su parte, los espacios homogéneos tienen un papel muy importante tanto en Mate-
maticas como en Fisica. Una variedad homogénea es una variedad diferenciable, M, sobre
la que actiia a la izquierda un grupo de Lie, (G, de forma transitiva; por tanto, una variedad
homogénea puede identificarse con el espacio cociente G/H, donde H = {g € G| go = o}
es el subgrupo de isotropia de un punto o € M, por ejemplo 0o = eH. En particular, la
clasificacion de estos espacios en dimensiones bajas ha sido un problema muy estudiado en
la literatura. En el caso Riemanniano, cuando la variedad (M, g) tiene dimension cuatro,
Bérard-Bergery demostro en [2] que si ademés la variedad es conexa, simplemente cone-
xa y completa entonces (M, g) es un espacio simétrico o es isométrica a un grupo de Lie
equipado con una métrica Riemanniana invariante a la izquierda.

Con estas consideraciones, el objetivo de este trabajo es demostrar el siguiente resultado:

Teorema El espacio 3-simétrico Riemanniano es el inico espacio (salvo homotecias)
homogéneo Riemanniano de dimension cuatro y no simétrico que admite una estrucutra
Kdhler invariante a la izquierda.

Motivados por este hecho, y puesto que nuestro objetivo consiste en obtener espacios
homogéneos no localmente simétricos, centraremos nuestro estudio en aquellos grupos de
Lie que no lo son. Ademaés, por los resultados obtenidos por Chu en [9], es conocido que si
un grupo de Lie admite una estructura Kéahleriana, y por tanto una estructura simpléctica,
este ha de ser necesariamente resoluble. Una clasificaciéon puramente algebraica para estos
grupos de Lie a partir de sus algebras de Lie fue obtenida por Ovando (véanse [20], [21], [22]
y [23]). En ellos, ademas, obtiene las algebras de Lie resolubles que admiten una estructura
simpléctica y construye una estructura casi compleja Kéhleriana invariante a la izquierda
compatible.

A lo largo de esta memoria recordaremos esta clasificacion adaptando las notaciones a
nuestro objetivo para, a continuaciéon, hacer un estudio caso por caso de las propiedades
de sus respectivos tensores curvatura. De este modo, obtenemos los siguientes resultados
en el caso Riemanniano:
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Caso Riemanniano

Algebra Llana Ricci  Localmente

de Lie llano  simétrica
T30 X X v
th g v v v
oty X X v
vy (1,2) X X v
042 (2) X X X
04172 (1) X X v
Dﬁu\ (1,2,3,4) X X v

Mientras que para el caso de signatura neutra obtenemos que:

Caso de signatura neutra

Algebra Llana  Operador de Ricci  Localmente

de Lie diagonalizable simétrica
ths v v v
T30 X v v
Ty v v v
Toly X v v
v, (1) X X v
th (2) X v (Ricci llana) X
t41 1 X v (Ricci llana) X
tion (1,2) X v v
04,1 X X v
042 (1) X v (Ricci llana) X
042 (2) X v X
04172 (2) X v v
Dﬁm (1,2,3,4) X v v
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Cabe destacar que los nimeros que aparecen entre paréntesis en cada una de las tablas
hacen referencia al orden de las estructuras Kéhler obtenidas por Ovando en sus trabajos.

Finalmente, a partir de la tabla obtenida para el caso Riemanniano, resulta que la
tnica algebra de Lie que no induce un espacio localmente simétrico es 949 equipada con
la segunda de las estructuras Kéahler dada en la clasificacion de Ovando. Dicha &lgebra de
Lie posee un tensor de Weyl de rango maximo que, a su vez, se descompone en un tensor
de Weyl autodual (W) y en un tensor de Weyl anti-autodual (W ™) que coinciden con los
respectivos WT y W~ del tinico espacio 3-simétrico Riemanniano. Asi, haciendo uso de los
resultados obtenidos por Hall en [13] se obtiene que dichos espacios han de ser localmente
isométricos salvo homotecias (véanse [I], [B], [6] y [10] para méas informacion).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos un resumen de los principales conceptos que utilizaremos
en esta memoria e introducimos las definiciones que motivan el estudio realizado en los
capitulos posteriores. En la primera secciéon recordamos herramientas y notaciones bésicas
en geometria pseudo-Riemanniana. En la Seccion [1.2]introducimos los grupos y las dlgebras
de Lie y, a partir de ellos, los espacios homogéneos. Finalmente recordamos en la Seccion
el concepto de variedad casi-Hermitica, prestando especial atencion a las variedades
Kahler.

En general omitiremos las demostraciones de los resultados presentados en este capitulo
ya que se encuentran detalladas en monografias tanto de geometria Riemanniana como
pseudo-Riemanniana (véanse por ejemplo [16], [17] y [19]).

1.1. Variedades pseudo-Riemannianas

El objeto principal de estudio en esta memoria son variedades Riemannianas de dimen-
sion cuatro. Debido a que estas son casos particulares de variedades pseudo-Riemannianas,
en este capitulo introducimos las herramientas béasicas y fijamos las notaciones de la me-
moria en su generalidad, particularizdndola en su momento a cada contexto.

Una variedad pseudo-Riemanniana es una variedad diferenciable de dimensiéon n dotada
de un tensor métrico g (i.e. un tensor de tipo (0,2) simétrico y no degenerado) de signatura
(v,n—v). En lo sucesivo denotaremos a estas variedades por el par (M, g). En particular, se
dice que una variedad pseudo-Riemanniana es Riemanniana si el tensor métrico es definido
positivo, Lorentziana si su signatura es (1,n — 1) y de signatura neutra si su signatura es
(m,m) siendo n = 2m.

En general, es posible dotar a las variedades pseudo-Riemannianas de diferentes cone-
xiones, que denotaremos de forma genérica por D. Asociado a cada una de estas conexiones
se define su tensor torsion, 7, como:

(1.1) T(X,Y) = DxY — Dy X — [X,Y].

Entre todas las conexiones existe una de especial interés, la llamada conexion de Levi-
Civita. Dicha conexiéon, que denotaremos por V, es la tnica conexion libre de torsion
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(T = 0) que paraleliza la métrica g; i.e., dados X, Y, Z € X(M) la conexion V verifica

(12) T(X,Y) = VXy—VyX—[X,Y] =0
y
(1.3) Vxg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ2).

Ademas, su expresion explicita viene dada por la formula de Koszul:
(14) 29(VxY,Z) = X(g(Y, 2)) + Y (9(X, Z)) — Z(9(X,Y))
+9(X, [Z,Y]) + 9(Y, [Z, X]) + 9(Z,[X, Y]),

donde X,Y, Z son campos de vectores en M.
Asociado a la conexiéon de Levi-Civita se define el tensor curvatura de tipo (1,3) como

(1.5) R(X,Y)Z =Vxyv)Z — [Vx,Vy]Z

y, a partir de este, el tensor curvatura de tipo (0,4) asociado como

(1.6) R(X,Y,Z)V) =g(R(X,Y)Z,V).

En general, el tensor curvatura verifica las siguientes simetrias algebraicas

R(X7 Y> Z> V) = _R<Y>X7 Z7 V)7
(1.7) R(X,Y,Z,V):R(Z,V,X,Y),
S R(X,Y,Z,V)=0,
Y,

b

Z

y la identidad diferencial

(1.8) & {(VxR)(Y,Z,U,V)} =0,

XY, Z

donde & representa la suma ciclica respecto a X, Y, Z. En particular, la ultima identidad
XY, Z

de la Ecuacion y la dada en la Ecuacion se conocen como primera y sequnda
1dentidad de Bianchi respectivamente.

Es bien conocido que el analisis de dicho tensor curvatura, R, es fundamental en el
estudio de las variedades pseudo-Riemannianas ya que constituye el invariante bésico que
codifica todas sus propiedades geométricas.

Diversas contracciones del tensor de curvatura permiten obtener nuevos tensores im-
portantes. El primero de ellos es el tensor de Ricci, p, definido como la traza del tensor
curvatura

p(X.Y) =tr{Z — R(X,Z)Y}.
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En capitulos posteriores trabajaremos también con el operador de Ricci, p, definido a partir
del tensor de Ricci como g(p(X),Y) = p(X,Y). Dado que el tensor de Ricci es simétrico,
el operador de Ricci es autoadjunto y por tanto diagonalizable en el caso Riemanniano.
No obstante, el caso pseudo-Riemanniano necesita un analisis mas detallado puesto que un
operador autoadjunto puede tener forma de Jordan no trivial.

En una base arbitraria {eq,...,e,} de T,M, denotando con g;; = g(e;, e;), el tensor de
Ricci y la curvatura escalar se expresan como

(19) p(x’y) = Z gUR('Ta €Y, 6j)7 T = Z QUP(eza ej)a

ij=1 i,j=1

donde (¢g*) denota la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica. Una variedad
pseudo-Riemanniana (M, g) se dice Einstein si su tensor de Ricci es un multiplo escalar de
la métrica, en cuyo caso se tiene que p = Tg.

Puesto que el operador curvatura, R, verifica la Ecuacion y la primera identi-
dad de Bianchi, podemos interpretarlo como un endomorfismo autoadjunto del espacio de
2-formas A?(M) y, por tanto, descomponerlo en componentes ortogonales respecto al pro-
ducto interior inducido por la métrica, g, en el espacio de las 2-formas, el cual esta dado
por la expresion:

({z Ny, z ANw)) = g(z,2)9(y, w) — g(y, 2)g(z, w).

De este modo, considerando el tensor de Schouten, S, que es el tensor de tipo (0, 2)
definido por:

(1.10) SzniQ(p—mQ»

se tiene la siguiente descomposiciéon ortogonal:

(1.11) R=U+3+W,
siendo:
2n(n—1)g ’
1 T
3 = n_2<p—ﬁg>®g,

W = R-U—-3=R—-S0yg,
donde ® representa el producto de Kulkarni-Nomizu definido como:
(B® D)(X,Y,Z,V) = BX, Z)D(Y,V) + B(Y,V)D(X, 7)

para dos formas bilineales simétricas B y D cualesquiera.
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La componente W es un tensor de tipo (0,4) conocido como tensor de Weyl. Su expre-
sion explicita es

W(X,Y,Z,V) = R(X,Y,Z,V) +

D3 I DY) = Y, 29X, V) |

- X, 290 V) = o, Z2)g(X, V)

+ (Y, V)g(X, Z) = p(X, V)g(Y, Z) },

para cualesquiera X, Y, Z,V campos de vectores en M.

La descomposicion del tensor curvatura establecida en la Ecuacion presenta sim-
plificaciones notables en dimensiones bajas. En dimension 2 el tensor curvatura es de la
forma R = g ©® g, donde 3 se corresponde con su curvatura de Gauss. En dimension
3, el tensor curvatura viene determinado por su tensor de Schouten como R = S ® g vy,
por tanto, estd determinado a su vez por el tensor de Ricci. En dimensién 4 la situacion
es mas compleja, pero las propiedades del operador estrella de Hodge permiten refinar la
descomposiciéon anterior de la curvatura.

En particular, sea (V, (-, -)) un espacio vectorial de dimension cuatro equipado de un
producto interior de signatura arbitraria. Sea {e1, es, e3,e4} una base ortonormal de V' y

sea {el, €2, e3 e*} su base dual asociada. Consideramos el espacio de 2-formas
AN (V)= {e' ne:i,je{1,2,3,4}, i< j}).
Se define el operador estrella de Hodge % actuando en A?(V') como
eNed Ax(eP Ael) = (6167 — Siol) eiciet Ae2 Aed el

donde ¢; = (e;,€e;) y 6;- representa la delta de Kronecker. Las propiedades del operador de
Hodge estan influenciadas por las distintas signaturas del producto escalar (-, -). Asi, %
define una estructura compleja (esto es x> = — Ida2(yy) en signatura Lorentziana, mientras
que * define una estructura producto (esto es x> = Id2(1)) en signatura Riemanniana o
neutra. En esta tltima situacion, el operador estrella de Hodge induce una descomposicion
del espacio de 2-formas A*(V) = AZ(V) ® A2(V), donde A2 (V) y A%(V) denotan los
espacios de 2-formas autoduales y anti-autoduales, respectivamente

A2 (V) ={a e A*(V) :xa = a}, A2 (V) ={a €A (V):xa = —a}.

En una base ortonormal {ey, es, €3, €4} los subespacios autodual y anti-autodual estan ge-
nerados por

AL = (B By B3,
donde
Eif = (e' Ne® £ezeqe® Net)/V2,
(1.12) Ef = (e' Ne® Fegeqe® Net)/V2,
Ef = (e' ANet £ ege5e? N e3)/V/2}.
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La métrica inducida en A?(V') a partir del producto escalar, dada por

({z Ay, z Aw)) = (z,2)(y, w) = (y, 2)(z, w)

es Riemanniana si (-, -) es definido positivo y de signatura (+ +— — ——) si (-, -) es un
producto escalar de signatura neutra (2,2). Ademaés, en este ultimo caso la restriccion de
la métrica a los subespacios A2 es de signatura (+ — —).

De este modo, interpretando el tensor curvatura como un endomorfismo de A?(M), en
dimension cuatro la O(4)-descomposicion (O(2, 2)-descomposicion en el caso en que (M, g)
tenga signatura neutra) establecida en la Ecuacion (1.11]) resulta:

(1.13) R= 17—2 Tdwz(ar) +po + W 1 A2(M) — A2(M),

donde W denota el tensor de Weyl y pg el tensor de Ricci sin traza,

po(z,y) = p(x,y) — 7 (T, ).

Denotando por W la restriccion del tensor de Weyl a los subespacios A% (M), se dice
que un tensor curvatura es autodual (respectivamente anti-autodual) st W~ = 0 (respec-
tivamente W = 0). Por lo tanto podemos extender la O(4)-descomposicion, o bien la
0(2, 2)-descomposicion en el caso en que la variedad tenga signatura neutra, dada en la

Ecuacion ((1.13) como

(1.14) R= 17—2 Tdpe () +po + W+ W™ A2 (M) — A2(M).

1.2. Grupos y algebras de Lie

Un grupo de Lie GG es una variedad diferenciable en la que esté definida una operacion
que lo dota de una estructura algebraica de grupo y para la cual son diferenciables las
aplicaciones producto, p, e inversa, ¢, definidas respectivamente por: pu(a,b) = ab; a,b € G
v t(a) = a™', a € G. Se dice que H C G es un subgrupo de Lie de G si es a la vez un
subgrupo y una subvariedad de GG. Asociadas a las aplicaciones producto e inversa existen
otras tres aplicaciones fundamentales en el estudio de los grupos de Lie, que para cada
g € G denotaremos por Ly, Ry, I, : G — G, y que estan dadas por

(1.15) Ly(a) = ga, Ry(a) = ay, Iy(a) = gag™".

Dichas aplicaciones se denominan traslacién a la izquierda, traslacién a la derecha y con-
jugacion por g respectivamente. En general, estas aplicaciones son difeomorfismos de G
mientras que la conjugacion I, es, ademéas, un homomorfismo de grupos de Lie; es de-
cir, un homomorfismo en el sentido abstracto de grupos, por lo que se dice que es un
automorfismo de G.

Una herramienta importante en el estudio de los grupos de Lie es su algebra de Lie
asociada. No obstante, a pesar de que la motivacion del estudio de las algebras de Lie
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proviene de la teoria de grupos de Lie, es posible definirla de forma abstracta. Asi pues,
un dlgebra de Lie sobre R es un espacio vectorial real V' dotado con una aplicacion [-, -] :
V xV — V llamada corchete de Lie, con las siguientes propiedades:

(i) Antisimétrica: [z, y] = —[y, z].
(¢7) Bilineal: [ax + by, 2] = a[z, 2] + by, z].
(24i) Verifica la identidad de Jacobi: [[z,vy], z] + [y, 2], ] + [[2, z],y] = 0.

Para cualesquiera z,y,2 € V y a,b € R.

Es conocido que sobre toda variedad los campos de vectores forman un algebra de Lie
de dimension infinita, pero en el caso particular en el que la variedad ademés sea un grupo
de Lie existe un algebra de Lie de dimensién finita intimamente asociada a él y en la que
se encuentran reflejadas las propiedades locales de dicho grupo. Para obtener dicha algebra
de Lie es necesario definir los campos de vectores invariantes a la izquierda. Un campo de
vectores x sobre un grupo de Lie G verificando

(Lg)sx = x,

para cualquier g € G se denomina campo de vectores invariante a la izquierda; mientras
que el espacio vectorial g := {z € X(G) : z es invariante a la izquierda} equipado con el
producto corchete de campos de vectores usual se conoce como el dlgebra de Lie de G.
Ademas, dicha algebra de Lie, g, se identifica de forma candnica con el espacio tangente a
G en el elemento neutro e, T,G.

El algebra de Lie, g, de un grupo de Lie, GG, estd directamente relacionada con él
mediante la aplicacion exp : g — G, llamada aplicacion exponencial, donde exp(x) no es
més que el valor para t = 1 del tnico subgrupo uniparamétrico de G; es decir, del tnico
homomorfismo exp, : R — G, cuyo vector tangente en ¢t = 0 es x.. El nombre de exp
viene motivado por el hecho de que para el grupo lineal general de un espacio vectorial
dicha aplicacion coincide con la exponencial de matrices usual.

Es bien conocido que si Gy H son dos grupos de Liey ¢ : G — H es un homomorfismo,
entonces la aplicaciéon exponencial hace el diagrama siguiente conmutativo

G—* - H

exp] Temp
de

g———=bh

A su vez, un homomorfismo entre dos algebras de Lie g y b es una aplicacion lineal ¢ : g — b
tal que ¥ ([z,y]) = [¥(x), ¥ (y)]. Cuando ¥ es un homomorfismo biyectivo de g en si mismo,
entonces 1) se dice que es un automorfismo de g. Cabe destacar que todo homomorfismo
de grupos de Lie, ¢, induce de forma natural el homomorfismo de algebras de Lie dado por
Pre-

Ahora bien, volviendo a las tres aplicaciones definidas anteriormente en la Ecuacion
, la conjugacion I, puede pensarse como una actuacién a la izquierda de un grupo
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de Lie sobre si mismo, por lo que induce la representacion Ad : G — Aut(g) dada por
Ad(g) = (1)« y que se denomina representacion adjunta. De este modo, el diagrama

Iy

G G

SCEPT ] EXTD
Ad,

g—9

es conmutativo. Ademas, si se denota la diferencial de dicha representacion en el elemento
neutro por ad, i.e. Ad,. = ad, se obtiene también el siguiente diagrama conmutativo

G A, Aut(g)

emp’ Tea:p

g “_ End(g)

Esta nueva aplicacion ad verifica la propiedad de que

ad(z)(y) = adyy = [, y],

para cualesquiera z,y € g.

Dependiendo de las diferentes naturalezas que puede presentar el dlgebra derivada de
g, es decir, el dlgebra [g, g, las algebras de Lie se pueden clasificar en diferentes familias.
Dos de estas familias que tendran un papel importante a lo largo de esta memoria son las
algebras de Lie resolubles y las algebras de Lie nilpotentes. El dlgebra de Lie g es resoluble
si la serie derivada:

g,0] = [[g, 9], [0, 0]] = [[lg. 0] [9,9]]. g, 0], [g.0]]]| > ...

finaliza en la subalgebra cero. Por otra parte, el dlgebra de Lie g es nilpotente si la serie
central:

lg,0] > [[g.0].0] = [[lo.9].0].0] > ...

finaliza en la subélgebra cero. Asi, no es dificil comprobar a partir de estas definiciones que
todo algebra de Lie nilpotente es necesariamente resoluble.

Por otra parte, desde un punto de vista puramente algebraico es posible considerar el
producto directo e incluso semidirecto de algebras de Lie. Para ello debemos introducir
primero el concepto de derivaciéon de un algebra de Lie. Dada un algebra de Lie g, una
derivacion de g es una aplicacion D : g — g verificando:

Dlx,y] = [Dz,y] + [z, Dy], Vx,y € g.

El conjunto de derivaciones del élgebra de Lie g se denota por Der(g).

Con estas consideraciones, si g; y g2 son dos algebras de Lie y 7 : gg — Der(gz) se
define su producto semidirecto, denotado como g; X, gs, como el dlgebra de Lie g; & go
dotado del producto corchete dado por:

(1, 22), (1, 92)] = ([x1, 1], (@2, Yo] + 7(21)y2 — 7 (Y1) 22).



16 1 Preliminares

1.2.1. Espacios homogéneos

Una variedad homogénea es una variedad M sobre la que actiia a la izquierda un grupo
de Lie, G, de forma transitiva, es decir, para cualesquiera p,q € M, existe un elemento
g € G tal que gp = ¢q. Por tanto, una variedad homogénea puede identificarse con el espacio
cociente G/H, donde H = {g € G|go = o} es el subgrupo de isotropia de un punto o € M,
por ejemplo o = eH. Se deduce de esta definicién que el subgrupo H es un subgrupo
cerrado pero no necesariamente conexo. Reciprocamente, cualquier subgrupo cerrado, H,
de un grupo de Lie, G, define una variedad homogénea M = G/H tal que la proyeccion
natural de G sobre G/H es diferenciable.

En funcién de las diferentes propiedades que tenga el cociente G/H se diferencian dis-
tintas clases de espacios homogéneos. Asi, se dice que M = G/H es un espacio homogéneo
reductivo si el algebra de Lie de GG, g, admite una descomposiciéon en subespacios vectoria-
les g =m @b, tal que Ad(H)m C m. A partir de esta ultima condicion es posible deducir
que adym = [h, m] C m donde b es el algebra de Lie de H; ademas, el reciproco es cierto si
H es un subgrupo conexo.

El espacio homogéneo G/ H se dice espacio homogéneo de Riemann si M es una variedad
de Riemann tal que la métrica g es invariante para la accién de G sobre G/H dada por
T.(sH) = rsH,¥r,s € G; es decir, para cada r € G el difeomorfismo T, es una isometria,
o equivalentemente, (x,,y,) = (T.(z,),T.(y,)) para cualesquiera x,,y, € T,(G/H). Una
métrica con esta propiedad se denomina métrica G-invariante.

Cuando G/ H, equipado con una métrica invariante por H, admite una descomposicién
Ad(H)-invariante g = m @ b verificando la igualdad

<[I7y]m7 Z> + <y7 [ZE, Z]m> =0,

se dice que es un espacio homogéneo de Riemann naturalmente reductivo.

Un espacio homogéneo naturalmente reductivo que ademas verifica la propiedad [m, m] C
b se conoce como espacio homogéneo simétrico o, simplemente, espacio simétrico. Los espa-
cios simétricos también se caracterizan por ser aquellos en los que las geodésicas generadas
por un campo de vectores X € X(M) son las mismas que las generadas por el campo —X.

En general, los espacios simétricos fueron generalizados por Kowalski en [I5] haciendo
uso de las s-estructuras. Una s-estructura en una variedad pseudo-Riemanniana (M, g)
es una familia {s,,p € M} de isometrias de la variedad (que se denominan simetrias
en p) tal que p es un punto fijo aislado. Ademas, una s-estructura se dice regular si la
aplicacion (p,q) € M x M — s,(q) es diferenciable y para cada par de puntos p,q € M
se tiene que s, 0 s, = S5 0 sp, donde P = s,(¢). Ademas, una s-estructura {s,} se dice de
orden k (k > 2) si, para todo p € M, s'; = Idy; v k es el minimo de todos los nimeros
naturales verificando esta propiedad. Una s-estrucutra se dice de orden infinito si no existe
un numero natural k tal que s’; = Idy. Asi, un espacio simétrico generalizado es una
variedad pseudo-Riemanniana (M, g) que admite al menos una s-estructura regular. En
particular, cuando k£ = 2 se obtienen los espacios simétricos y cuando k = 3 se obtienen
los espacios 3-simétricos. Para un estudio més detallado de las propiedades geométricas de
los espacios simétricos generalizados véase [15].
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Volviendo al caso general, la clasificacion de los espacios homogéneos pseudo-Rieman-
nianos en dimensiones bajas ha sido un problema muy estudiado en la bibliografia. En el
caso Riemanniano, Sekigawa demostro en [24] que toda variedad Riemanniana homogénea
(M, g) de dimension tres conexa, simplemente conexa y completa es un espacio simétrico
o es isométrica a un grupo de Lie equipado con una métrica invariante a la izquierda. El
resultado analogo en el caso Lorentziano fue demostrado posteriormente en [?|. Asi, con-
siderando estos dos resultados, se tiene que una variedad pseudo-Riemanniana homogénea
(M, g) de dimension tres conexa, simplemente conexa y completa es un espacio simétrico
o es isométrica a un grupo de Lie de dimension tres dotado de una métrica invariante a la
izquierda.

Cuando la variedad (M, g) tiene dimension cuatro la situacion es similar. En particular,
Bérard-Bergery demostré que en el caso Riemanniano una variedad homogénea conexa,
simplemente conexa y completa de dimensiéon cuatro es un espacio simétrico o es isométrica
a un grupo de Lie dotado de una métrica Riemanniana invariante a la izquierda (véase [2]).

1.3. Variedades Kahler

Una variedad de Riemann (M, g) de dimension n = 2m equipada con una estructura
casi-Hermitica compatible con la métrica, es decir, un endomorfismo J, llamado estructura
casi compleja, del espacio tangente tal que J*> = —id y g(JX,JY) = g(X,Y) para cuales-
quiera campos de vectores X, Y en M, se dice que es una variedad casi-Hermitica. A partir
de la estructura casi compleja, J, de cualquier variedad casi-Hermitica se define su 2-forma
de Kdhler, o 2-forma fundamental, que denotaremos por w, como w(X,Y) := ¢(JX,Y). En
funcién de las diferentes propiedades que puede tener la derivada covariante de la 2-forma
de Kéhler, Vw, A. Gray y L. M. Hervella clasificaron en [12] las variedades casi-Hermiticas
estableciendo la existencia de dieciséis clases primitivas diferentes, siendo una de las méas
relevantes la formada por las variedades Kéhler.

Un variedad Kéhler es una variedad casi-Hermitica tal que la conexion de Levi-Civita
paraleliza la estructura casi compleja, es decir, tal que V.J = 0. Asi, puesto que la conexién
de Levi-Civita es métrica resulta también que Vw = 0. De este modo se obtiene que las
variedades Kéhler también son un caso especial de variedades simplécticas. Recordemos
que una variedad simpléctica es una variedad diferenciable que admite una 2-forma cerrada
no degenerada, conocida como 2-forma simpléctica.

En general, las estructuras simplécticas resultan de gran utilidad en la descripcion y
estudio de diferentes propiedades geométricas. En particular, es conocido (véase [9]) que
si un grupo de Lie de dimensién cuatro admite una 2-forma simpléctica entonces ha de
ser necesariamente resoluble. De este modo, todo grupo de Lie de dimension cuatro Kéh-
leriano ha de ser necesariamente resoluble. Motivados por este hecho, cuando estudiemos
las 4lgebras de Lie de dimensién cuatro en esta memoria nos restringiremos a aquellas que
son resolubles.

Ademas, cuando se consideran grupos de Lie Kédhlerianos es deseable que la estructura
casi compleja J verifique ciertas propiedades de invarianza, en particular que verifique la
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igualdad:
Jg((Lg)*eXe) = (Lg)*e(JeXe)'

Cuando en un grupo de Lie Kéhleriano se satisface esta propiedad se dice que la estructura
casi compleja J es invariante a la izquierda. A lo largo de esta memoria, y aunque no se
haga referencia a ello, cuando hablemos de estructuras Kéahler sobre grupos de Lie estamos
considerando estructuras casi complejas invariantes a la izquierda.



Capitulo 2

Grupos de Lie resolubles de dimension
cuatro

De forma general, las algebras de Lie se pueden intentar clasificar desde un punto de
vista puramente algebraico en funcién de sus constantes de estructura o, equivalentemente,
en funcion de las diferentes expresiones que admite su aplicacion adjunta, ad : g — End(g).
En el caso particular de las algebras de Lie resolubles de dimension cuatro, la clasificacion
realizada en [22] sigue pasos analogos a los realizados en [I8] para la clasificacion de las
algebras de Lie de dimension tres. De este modo, la idea que se sigue es la de obtener las
algebras de Lie de dimensiéon cuatro resolubles como extensiones de las algebras de Lie
unimodulares de dimension tres.

En este capitulo presentamos los principales pasos dados para la obtencion de dicha
clasificacion (para mas detalle véanse [20], [21], [22] y [23]). Para comenzar, puesto que para
lograr nuestro objetivo es necesario trabajar con algebras de Lie resolubles de dimension
cuatro considerandolas como extensiones de ciertas algebras de Lie de dimension tres, y
puesto que toda subalgebra de Lie de un &lgebra de Lie resoluble es también resoluble,
recordamos en este capitulo la clasificacion de estas algebras de Lie de dimensiéon menor o
igual a tres.

2.1. Algebras de Lie resolubles

Como vimos en el Capitulo[I] un algebra de Lie, g, se dice resoluble si la serie derivada:

9,0] = [[g,9], [0, 0]] = [[lg,9],[9,0]], g, 0], (g, 0]]]| > ...

finaliza en la subalgebra cero. En el caso particular de que la dimension de dichas algebras
sea a lo sumo tres es posible clasificarlas del siguiente modo:

Proposicion 2.1. [22] Sea g un dlgebra de Lie real resoluble tal que dimg < 3. Entonces
g es isomorfa a una y sélo una de las siguientes dlgebras de Lie; R, R?, aff((R), R?, b3,
t3, t3n, A1 yrg,, A>0; donde:

19
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e aff(R) (o también denotada como soly) es el dlgebra de Lie de dimension dos no abe-
liana del grupo de los movimientos afines de la recta real. Sus constantes de estructura
no nulas estdn dadas por:

le1, €2] = es.

e D3 es el dlgebra de Heisenberg de dimension tres, cuyas constantes de estructura no
nulas estdn dadas por:

le1, €2] = es.
e v3 es el dlgebra de Lie cuyas constantes de estructura no nulas son:
[e1, €2] = e, le1, e3] = ea + €.
e t3, es el dlgebra de Lie con constantes de estructura no nulas
[61, 62] = €9, [61, 63] = )\63.
e v, es el dlgebra de Lie cuyas constantes de estructura no nulas estdn dadas por
[e1, €a] = Aeg — e3, [e1, €3] = ea + Aes.

Observacion 2.2. Entre las algebras de Lie que aparecen en la Proposicion [2.1] existen
cuatro que jugaran un papel relevante en lo sucesivo en esta memoria. Es por ello, por lo
que recordamos aqui los grupos de Lie matriciales de los cuales son sus algebras de Lie.

e Asociado a aff(R) tenemos el grupo afin de la recta real, Aff(R), que esta dado
explicitamente por el grupo matricial:

Aﬁ(R)z{(S ?)‘b,aeR,b;«éO}.

e Asociado a b3 tenemos el grupo de Heisenberg (Hj), que estd dado explicitamente
por el siguiente grupo matricial:

H3:

o O =
O~ Q2
_ SO

‘a,b,ceR

e Asociado a t3 _; (también denotado por ¢(1, 1)) tenemos el grupo de los movimientos
rigidos del plano de Minkowski (E(1,1)). Explicitamente esta dado por:

e 0 =
E(1,1) = 0 e* y x,y,z € R
0 0 1
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e Asociado a vy, (también denotado por ¢(2)) se tiene el grupo de Lie de los movimien-
tos rigidos del plano Euclideo. Explicitamente estd dado por:

cosae —sina x
E2) = sina  cosa y r,y€ER, acS
0 0 1

Retomando la clasificacion de las algebras de Lie resolubles de dimension cuatro, hemos
visto que la clasificacion realizada en [22] esta basada en la extension de las algebras de Lie
unimodulares de dimension tres. Recordemos que un algebra de Lie, g, se dice unimodular si
tr(ad(x)) = 0 para todo x € g. Ahora bien, puesto que tr(ad ) = tr(ad, ad, —ad, ad,) =
0 para todo z,y € g, la aplicacién y : g — R definida por:

(2.1) x(z) = tr(ad(z)),

resulta ser un homomorfismo de algebras de Lie. De este modo, el nucleo de la aplicacién
X, u = ker(x), es un ideal de g que contiene a su conmutador [g, g], que se conoce como
niucleo unimodular de g, y que, a su vez, es trivialmente una subalgebra unimodular de g.

Una clasificacion para las algebras de Lie de dimension tres fue dada en [I§], donde, en
el caso unimodular, se obtienen estas seis posibles dlgebras de Lie diferentes:

Algebra de Lie | Grupo de Lie asociado Descripcion
su(2) o so(3) SU(2) 0 SO(3) Compacto y simple
s[(2R) o so(1,2) SL(2,R) 0 O(1,2) Simple y no compacto
e(2) E(2) Resoluble
e(1,1) E(1,1) Resoluble
bs Grupo de Heisenberg Nilpotente

R3 ROROR Conmutativo

Observacion 2.3. Debido a esta clasificacion, las tnicas algebras de Lie unimodulares de
la Proposicion 2.1 son R, R?, R?, b3, v51 = e(1,1) y tho = ¢(2).

Por otra parte, de forma general, dado un ideal 1 de codimensiéon uno de un éalgebra de
Lie, g, y un elemento, eq, tal que ey € g \ u, entonces se tiene de forma directa que:

g = Rep X, u,

donde ¢ : Rey — Der(u) es una aplicacion lineal tal que p(eg) = ad(eg). Por tanto, la
sucesion exacta corta dada por:

0—-u—-g—-R—0,

se rompe debido al hecho de que R tiene dimensién uno.

Con estas consideraciones se tienen ya las herramientas suficientes para demostrar que
cualquier algebra de Lie real resoluble es un producto semidirecto de R y un ideal unimo-
dular de dimension tres, es decir:
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Proposicion 2.4. [22] Sea g un dlgebra de Lie real resoluble de dimension cuatro. Entonces
existe una sucesion evacta corta

0—-u—g—>R—0,

donde u es un ideal de g isomorfo a una y solo una de las siguientes dlgebras de Lie: R3,
b3, ¢(1,1) 0 e(2); de tal modo que g = Rey X, u.

Observacion 2.5. Para la demostracion de esta proposicion se diferencian dos casos. Uno
cuando el algebra de Lie g es no unimodular, en cuyo caso se toma como ideal u el niicleo
unimodular, que por la clasificacion de Milnor ha de ser una de las cuatro algebras de Lie
de la tabla anterior; o dos, cuando g es unimodular se hace un estudio caso por caso en
funcion de la dimension del algebra derivada, g’ = [g, g], de la aplicacion ad restringida a
ella.

Ahora bien, volviendo nuevamente a la clasificacion, a partir de estos productos semidi-
rectos es posible expresar las algebras de Lie resolubles de dimension cuatro como productos
directos de las diferentes algebras de Lie que intervienen en la Proposicion 2.1 Debido a
ello, y puesto que para los productos semidirectos necesitamos conocer las derivaciones de
las respectivas algebras de Lie las recordamos aqui.

Lema 2.6. [22] El dlgebra de las derivaciones de ¢(2), ¢(1,1) y b3 estin dadas respectiva-

mente por:
e Sea {e;} una base de ¢(2) tal que [e1, es] = e3, [e1, €3] = —eay. Entonces:
00 O
Der ¢(2) = c a —=b ‘ a,b,c,d € R
d b a
o Sea {e;} una base de ¢(1,1) tal que [e1, €3] = e, [e1, e3] = —es. Entonces:
0 00
Der ¢(1,1) = c a 0 a,b,c,d € R
d 0 b

o Sea {e;} una base de b3 tal que [eq, es] = es. Entonces:

A 0
Der b3 = 0 A€ gl(2,R);b,ceR
b ¢ tr(A)

A partir de estas derivaciones y de sus respectivas formas de Jordan posibles se obtiene
la siguiente clasificacion de las algebras de Lie resolubles de dimensién cuatro.
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Teorema 2.7. |21 Sea g un dlgebra de Lie real resoluble de dimension cuatro. Entonces g
es isomorfa a una y sélo una de las siguientes dlgebras de Lie: R?, t,v, := aff(R) x aff(R),
thy =R x b, vtz := R x t3, w3 =R x w3y, (A <1, vegy, ;=R xt5,, A> 1, 0auna de
las siguientes dlgebras de Lie con los corchetes respecto a una base {e;} dados por:

o ny: [eg,e1] = eq, [eq, ] = €3,

o aff(C) o t): [e1,e3] = e3, [e1, 4] = €4, [e2, €3] = €4, [e2,e4] = —e3,
o vy [eg,e1] = ey, [ea, €2 = €1 + e, [eq, €3] = €2 + €3,

o vy [es,e1] = €1, [eq, €3] = Nea, [eq, €3] = €2+ Aes, A € R,

® vy, es,€1] = €1, [es, €3] = pes, lege3] = Xes, pA #0, -1 < p < A< 1o
—1=p< <0,

o tl,w-’ leq, €1] = €1, [eq, ea] = pes — Nes, [eq, e3] = Aeg + pes, p € R, A >0,

® 04/ [61,62] = €3, [64,61] = e, [64,62] = —éy,

© 0y [es,e1] = Neq, [ea, €] = (1 — Nea, [es, €3] = €3, [e1,e0] = €3, A > 3,

e 0y [es,en] = Fer — e, [eq, e = €1+ Jes, [e4, €3] = Nes, [e1, 2] = €3, A > 0,
o by fes, e1] = %el, 4, €9] = €1 + %62, leq, €3] = €3, [e1, ea] = e3.

Ademds, entre estas dlgebras, las unimodulares son: R*, R x b3, R x t3_1, R X tgp, Ny,
t1/2, Capo1op con (1 <p < =1/2) v 0, 00y V).

Observacion 2.8. Ademés, los corchetes respecto a una base {e;} de las dlgebras de Lie
taty, thy, tes, T3, y try, estan dados por (véase [21]):

® oty [e1, €] = €, [e3,€4] = €4,
o thy: [e, €] = e,

o try: [e1, 0] = €9, [e1,e3] = €2+ e,

T3 A: [61762] = €2, [61763] = )‘637 AE [_17 1]7

[ ] ‘C'Cé’)\l [61, 62] = /\62 — €3, [61, 63] = e + )\83, A Z 0.






Capitulo 3

Grupos de Lie Kahlerianos de
dimensién cuatro

A lo largo de este capitulo expondremos los resultados obtenidos en esta memoria, es de-
cir, caracterizaremos el espacio 3-simétrico Riemanniano como el tinico espacio homogéneo
Riemanniano de dimension cuatro, conexo, simplemente conexo, completo y no localmente
simétrico que admite una estructura Kéhleriana invariante a la izquierda.

Como vimos en los capitulos precedentes, por los resultados de Bérard-Bergery (véase
[2]) podemos centrar nuestro estudio de los espacios homogéneos directamente en los grupos
de Lie. Ademas, puesto que admitir una estructura Kéhleriana implica necesariamente
admitir una estructura simpléctica, podemos centrarnos directamente en aquellos grupos
de Lie que son resolubles.

De este modo, en la Seccién recordamos la clasificaciéon dada por Ovando de las
algebras de Lie resolubles que se pueden dotar de una estructura simpléctica, adaptando
sus notaciones a nuestros intereses. A continuacion, en la Secciéon se hace un estudio
caso por caso de las propiedades del tensor curvatura de cada una de estas algebras de
Lie para, finalmente, obtener en la Seccion la caracterizacion del espacio 3-simétrico
Riemanniano buscada.

3.1. Estructuras Kahler

Como fue comentado en el capitulo anterior, una variedad Kéhler es una variedad casi-
Hermitica con la propiedad VJ = 0 o, andlogamente, Vw = 0. De este modo se obtiene
que las variedades Kéahler también son un caso especial de variedades simplécticas.

En el caso particular de que la variedad sea un grupo de Lie es conocido (véase [9]) que
si este admite una 2-forma simpléctica entonces ha de ser necesariamente resoluble. Como
nuestro objetivo en esta memoria es trabajar con grupos de Lie Kéahlerianos recordamos
aqui la clasificacion de las algebras de Lie resolubles que admiten una estructura Kéahler
invariante a la izquierda (véase [21]):

25
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Algebra de Lie

Estructura compleja

2-forma fundamental

0 c a b
th, Jei = eq, Jes = ey W= :Z 2 _Ob g c a2+ b2 40
b —a 0 0
0 a 0 O
T30 Jep = eq, Jes = ey w= Ba 8 8 2 ;ab#0
0 0 —=b O
0 0 0 a
tté,o Jer = ey, Jeg = e3 w= 8 Eb 8 8 . ab#0
—a 0 0 O
0 a 0 O
oty Jey = ey, Jes = ey w= _Oa 8 8 2 : ab#£0
0 0 —b O
0 0 a b
Jiey = e3, Jiea = €4 w= _Oa _Ob (b) _Oa e
t/2 b a 0 O
0 a b ¢
Jae1 = —€z, ez =e1 | w=| T} fc 0 Bb P be#£0
—c b 0 0
0 a b c
Ty 1,1 Jey = ey, Jeg = e3 w= :Z 8 8 _ab i a?+ b2 #0
—c b —a 0
Jieg = ey, Jieg = €3 0 0 0 a
ti;,o,,\ w= 8 _Ob 8 8 :ab#0
Joey = €1, Joes = —e3 —a 0 0 O
0 a 0 b
041 Jey = ey, Jey = e3 w=| 00 Dol ambo
b 0 a O
0 0 0 a
Jiey = —ey, Jieg = e3 w= 8 _Oa g 8 a#0
04 —a —b 0 0
0 0 0 a
Joey = —2e1, Joea =e3 | = 8 _Ob 8 8 : ab#£0
—a 0 0 O
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Algebra de Lie | Estructura compleja 2-forma fundamental
Jieg = €3, Jiey = e 0 a 00
[ 1/2 w = —a 0.0 0 a#0
’ 0 0 0 -—a ’
Joey = e3, Joey = —ey 0 0 a O
Jieq = e3, Jiep = ey
Joey = —e3, Joer = e 0 a0 0
. | a0 00 00
i A#D 0 0 0 —a) |
Jzey = —e3, Jzep = —ey 0 0 aX 0
Jueq = e3, Jyer = ey

Tabla 3.1: Clasificacion de las algebras de Lie Kéahlerianas de dimensién cuatro.

3.2. Propiedades de los tensores curvatura

En esta seccion consideramos las algebras de Lie resolubles de dimension cuatro admi-
tiendo una estructura simpléctica dadas en la Tabla y hacemos un estudio caso por
caso de las propiedades de sus respectivos tensores curvatura. Tanto a la hora de escri-
bir las componentes de dichos tensores como las constantes de estructura de las algebras
omitiremos las nulas y aquellas que se deduzcan de sus propias simetrias.

Tipo thy

Sea g el algebra de Lie thy y {e1, €9, €3,e4} una base para ella, respecto a la cual las
constantes de estructura no nulas estan dadas por:

(3.1) le1, €] = es.

Tomando la estructura Kéhleriana, J, y la 2-forma, w, dadas en la Tabla[3.1]y haciendo
uso de la relacion w(X,Y) = (JX,Y), se obtiene que el producto interior en thy esta dado
por la expresion matricial:

c 0 b —a
0 ¢c a b
—-a b 0 O

De este modo, la existencia de una caja 2 x 2 de ceros en esta expresion matricial hace
que la métrica asociada en el espacio homogéneo sea de signatura neutra. Por otra parte
ademas, a partir de la Ecuacion (3.2]) y de las constantes de estructura del dlgebra, dadas
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en la Ecuacion (3.1)), resulta que el tensor curvatura es idénticamente nulo y, por tanto, el
espacio homogéneo es llano. En definitiva, hemos obtenido el siguiente resultado:

Proposicion 3.1. FEl dlgebra de Lie thy dotada de la estructura Kdihler dada en la Tabla
ha de ser necesariamente de signatura neutra y, ademds, llana.

TipO T30

Sea g el algebra de Lie tr3 y sea {ey, €2, €3, €4} una base para ella respecto a la cual
las constantes de estructura no nulas estan dadas por:

(3.3) [e1, 2] = €.

Puesto que w(X,Y) = (JX,Y), donde J y w son respectivamente la estructura Kéhle-
riana y la 2-forma fundamental dadas en la Tabla [3.T] resulta que el producto interior en
tr3 o estd dado por la expresion:

> O O

(3.4) () =

o O O e
o O e O
O OO

0

con lo que la métrica inducida en el espacio homogéneo puede ser Riemanniana o de
signatura neutra.

A su vez, haciendo uso de las Ecuaciones y (3.4 resulta que la tnica componente
no nula del tensor curvatura (salvo las correspondientes dadas por sus simetrias) esta dada
por:

R(eq,ez)e; = —eo;

con lo que el tensor de Ricci se reduce a las componentes:
pler,e1) = —1 N ples, e2) = —1;

de donde, a partir de la Ecuacion (3.4]), se obtiene que su operador de Ricci asociado es
diagonalizable en la base {ej, 9, €3, 4} ya que esta dado por la expresion:

L 9 00
| o -0
P=1 0o o0 00

0 0 00

Por otra parte, por un calculo largo pero directo, se obtiene que la derivada covariante
del tensor curvatura es nula, con lo que el espacio homogéneo es localmente simétrico. De
este modo, y puesto que el tensor métrico es paralelo respecto a la conexién de Levi-Civita
resulta que el operador de Ricci también es paralelo, con lo que el espacio homogéneo ha
de ser necesariamente el producto de una superficie llana (plano Euclideo) y una superficie
con curvatura de Gauss constante. Recapitulando todos estos resultados hemos obtenido
lo siguiente:
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Teorema 3.2. El dlgebra de Lie vvsy dotada con la estructura Kdhler dada en la Tabla
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es localmente simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable; con
lo que la variedad resulta el producto del espacio Fuclideo con una superficie de curvatura
de Gauss constante.

: /
Tipo vry

Sea g el algebra de Lie vt} , y consideremos una base {ej, s, €3, €4} para ella respecto
a la cual las constantes de estructura no nulas se simplifican a:

(3:5) [e1, €2] = —es y [e1, €3] = €.

Haciendo uso de la estructura Kéahleriana, J, y de la 2-forma fundamental, w, dadas en
la Tabla resulta que el producto interior asociado en tr; ; viene dado por la expresion:

(3.6) ()=

o O O e
o O o O
o o OO
L O O O

resultando asi que la métrica inducida en el espacio homogéneo puede ser Riemanniana
o de signatura neutra. Asi, por un calculo largo pero directo a partir de las Ecuaciones
y , resulta que el tensor curvatura es idénticamente nulo y, por tanto, el espacio
homogéneo es llano. Resumiendo estos resultados hemos obtenido lo siguiente:

Teorema 3.3. El dlgebra de Lie vty dotada con la estructura Kdhler dada en la Tabla
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es llano.

TipO 1'1)

Sea {e1,es,e3,e4} una base de tote. Por lo visto en el Teorema las constantes de
estructura no nulas respecto a esta base son:

(3.7) le1, e2] = €9 y les, €4] = ey4.

Puesto que la estructura compleja y la 2-forma de Kéhler dadas en la Tabla estan
relacionadas por la expresion w(X,Y) = (JX,Y), se tiene que el producto interior en toty
esta dado por:

(3.8)

o~
<
I
oo oe
coga o
oo o
o oo
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con lo que la métrica inducida en el espacio homogéneo es Riemanniana o de signatura
neutra.

Por otra parte, a partir de las Ecuaciones (3.7) y (3.8) y tras un célculo largo pero
directo, se obtiene que las tnicas componentes no nulas del tensor curvatura (salvo las
dadas por sus simetrias) son:

(3.9) R(er, e2)er = —ey y R(es, eq)e3 = —ey.
Asi pues, las componentes no nulas del tensor de Ricci son:
pler,e1) = plea, e2) = ples, e3) = ples, e4) = —1,

de donde, a partir de la Ecuacion (3.8]), resulta que el operador de Ricci es diagonalizable
respecto a la base {e1, e, €3,e4} y esta dado por:

-0 0 o0

. 0 — 0 0

(3.10) p= 0 o ! 0
0 0 0 —

A su vez, a partir de las Ecuaciones , y (3.9) se obtiene que la derivada
covariante del tensor curvatura es idénticamente nula, con lo que el espacio homogéneo es
localmente simétrico. De este modo, por la Ecuacién y puesto que el tensor métrico
también es paralelo, resulta que el espacio homogéneo es el producto de dos superficies con
curvatura de Gauss constante. Por tanto, recapitulando todos estos resultados tenemos
que:

Teorema 3.4. El dlgebra de Lie v,¢, dotada con la estructura Kdahler dada en la Tabla[3.]]
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es localmente simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable; con
lo que la variedad resulta el producto de dos superficies de curvatura de Gauss constante.

Tipo

Sea g el algebra de Lie t, y {ej,e2,e3,e4} una base para ella respecto a la cual las
constantes de estructura no nulas estidn dadas por:

(3.11) le1,e3] =e3, [e1,eq) = €4, [ea,e3] =eq, [e2,e4] = —es.

Por lo dado en la Tabla se tiene que en este dlgebra de Lie existen dos posibles
estructuras complejas Kahler, analizaremos cada una de ellas por separado.
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Primer caso

Considerando la primera opciéon de la Tabla para la estructura Kéahleriana, J, y
para la 2-forma, w, y haciendo uso de la relacion w(X,Y) = (JX,Y), el producto interior
asociado en t}, esta dado por:

a b 0 0
b —a 0 O
0 0 b —a

con lo que el espacio homogéneo es necesariamente de signatura neutra. De este modo, a
partir de las Ecuaciones y y tras un calculo largo pero directo, se obtiene que
las tinicas componentes no nulas del tensor curvatura (salvo las correspondientes dadas por
sus simetrias) son:

(313) R(61763)61 = —6s R(617€3)62 = —€4, R(€1,€4)61 = —ey,

R(ey, eq)es = e3, R(ez, e3)es = €3, R(e, e4)eq = ey.
De este modo, haciendo uso de la Ecuacion (3.12]), resulta que el tensor de Ricci esta
determinado por:
pler,e1) = —p(ea, e2) = ples, e3) = —ples, e4) = —2;

de donde, nuevamente a partir de la Ecuacion (3.12) se obtiene que el operador de Ricci
toma la siguiente expresion matricial:

2a 2b
e 0 0
a
-~ _ a2+b2 (l2+b2 0 0
p= 0 0 2a 2b
a2+b2 a2 +b2
0 O 2b 2a
a2+b2 a2+b2

Por otra parte, a partir de las Ecuaciones (3.11)), (3.12)) y (3.13), resulta que la derivada
covariante del tensor curvatura es idénticamente nula, con lo que el espacio homogéneo es
localmente simétrico. Asi, hemos obtenido lo siguiente:

Proposicion 3.5. El dlgebra de Lie ¢ dotada de la estructura Kihler dada en la Tabla[3.]]
ha de ser necesariamente de signatura neutra. Ademds, el espacio homogéneo resultante es
localmente simétrico

Segundo caso

Para el segundo caso posible dado en la Tabla [3.1 y teniendo en cuenta la relacion
w(X,Y) = (JX,Y), resulta que el producto interior asociado en t, esta dado por:

—a 0 c —b
0 —a —-b —c

b —c 0 0



32 3 Grupos de Lie Kéahlerianos de dimensiéon cuatro

con lo que la métrica g es necesariamente de signatura neutra. Asi, a partir de las Ecuaciones
(3.11) y (3.14)) y por un célculo largo pero directo, se tiene que las componentes no nulas
del tensor curvatura estan dadas por:

—2a 2a

(3.15) R(eh 62)61 = (b€3 + 064) y R(el7e2)62 — m

2L o2 (bey — ce3).

De este modo, haciendo uso de la Ecuacion (3.14) se obtiene que el tensor de Ricci
es idénticamente nulo. Ademaés, a partir de las Ecuaciones (3.11]) y (3.15) resulta que las
componentes no nulas de la derivada covariante del tensor curvatura son:

—8a 8a

(Ve R)(e1,e2)e1 = m(bes +cey) vy (Ve R)(er,e2)es = i

(bey — ces),
con lo que el espacio homogéneo no es un espacio localmente simétrico. De este modo,
recapitulando todos los resultados que hemos obtenido que:

Proposicion 3.6. El dlgebra de Lie v, dotada de la estructura Kdihler dada en la Tabla
ha de ser necesariamente de signatura neutra. Ademds, el espacio homogéneo es Ricci
llano pero no localmente simétrico.

Tipo ty 1,1

Sea g el algebra de Lie ty ;1 y tomemos {ey, es, €3, €4} una base para ella respecto a
la cual las constantes de estructura no nulas estan dadas por:

(3.16) le1, e4] = —eq, e, e4] = €2 y [e3, €4] = e3.

A su vez, en términos de esta base la estructura compleja Kéhleriana y su 2-forma
fundamental asociada estan dadas respectivamente por las expresiones de la Tabla
Asi, de estas dos expresiones, resulta que el producto interior inducido en dicha algebra de
Lie esta dado por:

—c b —a 0
b 0 0 —a
(317) <7> - —a 0 0 —b )

0 —a —-b —c

con lo que el espacio homogéneo es necesariamente de signatura neutra.

Por otra parte, por un célculo largo pero directo a partir de las Ecuaciones (3.16) y
(3.17)), se obtiene que las unicas componentes del tensor curvatura que no se anulan (salvo
las correspondientes dadas por sus simetrias) son:

—3c 3¢
3.18 R(ey,eq)ey = ———=(aeq + be R(ey,eq)es = —=
(3.18) (e1,ea)er a2+62(2 3) y (e1,€4)es prR—r
de lo que se sigue, haciendo uso de la Ecuacion (3.17)), que el tensor de Ricci es idéntica-
mente nulo.

(ae3 — bey),
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Por otra parte, a partir de las Ecuaciones (3.16)) y (3.18)) se tiene que las tinicas com-
ponentes no nulas de la derivada covariante del tensor curvatura estan dadas por:

12¢ 12¢

<v64R) (617 62)61 = a2—_|—l)2<a62 -+ beg) y (ve4R) (61’ 62)64 = CLQ—_’_bQ

(bey — aes);

con lo que el espacio homogéneo no es localmente simétrico.

Proposicion 3.7. El dlgebra de Lie vy_1 1 dotada de la estructura Kdhler dada en la
Tabla[3.1) ha de ser necesariamente de signatura neutra. Ademds, el espacio homogéneo es
Ricci llano pero no localmente simétrico.

; /
Tipo vy )

Sea g el algebra de Lie tﬁ;,o,,\ y sea {eq, eq, €3, €4} una base para ella respecto a la cual
las constantes de estructura no nulas estan dadas por:

(3-19) [61, 64] = —€1, [62, 64] =des, Y [61763] = —des.

A partir de los resultados obtenidos en la Tabla se tiene que en dicha algebra de
Lie existen dos posibles estructuras complejas Kahlerianas distintas, estudiamos cada una
de ellas por separado.

Primer caso

En primer lugar consideremos la primera de las opciones dadas en la Tabla De este
modo, a partir de la relacion w(X,Y) = (JX,Y), resulta que el producto interior en v ; |
esta determinado por:

—a 0 0 O
0O b0 O
0 00 —a

con lo que el espacio homogéneo puede ser Riemanniano o de signatura neutra.

Por otra parte, por un célculo largo pero directo a partir de las Ecuaciones (3.19)) y
(3.20)), se tiene que la tnica componente no nula del tensor curvatura, salvo las dadas por
las simetrias correspondientes, es:

(3.21) R(e1, es)er = ey,

de donde, haciendo uso de la Ecuacion (3.20)), se obtiene que las componentes no nulas del
tensor de Ricci son:

p(ebel) = p(€4,64) =-1
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y, por tanto, el operador de Ricci esta dado por:

Lo o0

o000

(3.22) P=1 000 0
0001

Finalmente, a partir de las Ecuaciones y (3.21)), resulta que la derivada covariante
del tensor curvatura es idénticamente nulo, con lo que el espacio homogéneo es localmente
simétrico. Asi, por la expresion del operador de Ricci dada por la Ecuacion resulta
que el espacio homogéneo es el producto de un plano Euclideo y una superficie con curvatura
de Gauss constante. Recopilando todos estos calculos hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 3.8. El dlgebra de Lie v, \ dotada con la estructura Kdihler dada en la Tabla
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es localmente simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable, con
lo que la variedad resulta el producto del plano Fuclideo y una superficie de curvatura de
Gauss constante.

Segundo caso

Para la segunda de las opciones dadas en la Tabla [3.1] se tiene que el producto interior
en v s asociado estd dado por:

—a 0 0 0
0O —=b 0 O
0O 0 0 -—a

con lo que el espacio homogéneo puede ser Riemanniano o de signatura neutra. De este
modo, a partir de las Ecuaciones (3.19) y (83.23), se tiene que el tensor curvatura esta
determinado por la componente:

(324) R(617 64)61 = —€4,

y las correspondientes componentes dadas por sus simetrias. Asi pues, el tensor de Ricci
asociado esta determinado por:

pler,e1) = ples, eq) = —1

y, por tanto, el operador de Ricci se reduce a:

(3.25)

o O OO

)

I
oo osi-
oo oo
R = =)



3.2 Propiedades de los tensores curvatura 35

A su vez, a partir de las Ecuaciones y (3.24)), resulta que la derivada covariante
del tensor curvatura es idénticamente nula, con lo que el espacio homogéneo es localmente
simétrico. Asi, y a partir de la expresion del operador de Ricci dado por la Ecuacion ,
resulta que el espacio homogéneo es un producto del plano Euclideo y de una superficie
con curvatura de Gauss constante. De este modo, hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 3.9. El dlgebra de Lie v, \ dotada con la estructura Kdihler dada en la Tabla
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es localmente simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable, con
lo que la variedad resulta ser el producto del plano Fuclideo y de una superficie de curvatura
de Gauss constante.

TipO 04,1

Sea g el algebra de Lie 941 y sea {ey, e, €3, €4} una base para ella respecto a la cual las
constantes de estructura no nulas estdn dadas por:

(3.26) [e1, e2] = e3, 1, e4] = —ey, y [e3, 4] = —es.

Respecto a esta base la estructura Kéhleriana .J y la 2-forma w son las dadas en la Tabla
, de donde, a partir de la relacion w(X,Y) = (JX,Y) resulta que el producto interior
en 04 esta dado por:

b 0 —a O

0 0 0 a
(327) <7> - —a 0 0 0 s

0 a 0 b

por lo que el espacio homogéneo resultante es necesariamente de signatura neutra.
Por otra parte, y tras un célculo largo pero directo a partir de las Ecuaciones (3.26) y
(3.27)), se tiene que el tensor curvatura esta determinado por los valores:

(3.28) R(€1,€2)€1 = —ég, R(el, 62)64 = —é€g3,

R(el, 64)61 = —€y, R(el, 64)62 = —€3, R(es, 64)64 = €3

y las correspondientes componentes dadas por sus simetrias. Asi, haciendo uso de la Ecua-
cion (3.27)), el tensor de Ricci esta determinado por:

pler,er) = ples, e4) = =2,
con lo que el operador de Ricci asociado viene dado por la expresion:

00 O
_2

(3.29)

)
I
O O O

00
00 0
00 0
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resultando ser 2-pasos nilpotente. Ademés, a partir de las Ecuaciones y se
tiene que la derivada covariante del tensor curvatura es idénticamente nula, con lo que
el espacio homogéneo es localmente simétrico. Por tanto, en funcién de estos resultados
hemos obtenido que:

Proposicion 3.10. El dlgebra de Lie 041 dotada de la estructura Kdhler dada en la Ta-
bla ha de ser necesariamente de signatura neutra. Ademds, el espacio homogéneo es
localmente simétrico con operador de Ricci 2-pasos nilpotente.

TipO 04,2

Sea g el algebra de Lie 045 y tomemos {ey, eq, €3, €4} una base para ella respecto a la
cual las constantes de estructura no nulas son:

(3.30) 1, e2] = e3, 1, e4] = —2e, [ea, €4] = ea, e3, e4] = —es.

Por lo obtenido en la Tabla en este algebra de Lie es posible definir dos estructuras
complejas Kahlerianas, analizaremos cada una de ellas por separado.
Primer caso

Para la primera de las opciones de la Tabla [3.1] se tiene que el producto interior en 9y,
esta dado por la expresion:

a
b
0

Q@ O O

(3.31) («,-) =

o O e O
QO OO

0 b

con lo que el espacio homogéneo ha de ser necesariamente de signatura neutra. Por otro
lado, a partir de las Ecuaciones (3.30) y (3.31)) se tiene que las componentes no nulas del

tensor curvatura son:

3b 3b
(3.32) R(ey, e4)e9 = —Eeg y R(eq, e4)eq = ;el,

junto con las correspondientes obtenidas a partir de sus simetrias. De este modo, a partir
de las Ecuaciones y (3.32), se tiene en primer lugar que el tensor de Ricci es idénti-
camente nulo y en segundo lugar que las componentes no nulas de la derivada covariante
del tensor curvatura son:

12b 120
(VeiRR)(ea, ea)er = _763 y (Ve R)(e2, e4)eq = 761,

con lo que el espacio homogéneo no es localmente simétrico. De este modo, recapitulando
estos resultados hemos obtenido que:

Proposicién 3.11. El dlgebra de Lie 949 dotada de la estructura Kdhler dada en la Tabla
ha de ser necesariamente de signatura neutra. Ademds, el espacio homogéneo es Ricci
llano pero no localmente simétrico.
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Segundo caso

Para la segunda de las opciones de la Tabla @ el producto interior en 949 esta dado

por la expresion:

O Owle

(3.33) () =
0

por lo que el espacio homogéneo puede ser Riemanniano o de signatura neutra. De este
modo, a partir de las Ecuaciones (3.26]) y (3.48)), las componentes del tensor curvatura no

nulas estan dadas por:

Asi, a partir de estos valores, se obtiene que el tensor de Ricci estd determinado por las

R(el, 62)61 = %1627 R(Bl, 62)2 =
R(ey,ex)eqs = —3e3,  Rler,e3)e; =
(3.34) Rler, e3)es = Ley, R(eq,e3)eq =
R(eq,e4)es = —eg, R(ey,eq)e3 =
R(eg, e3)es = %63, R(eg,eq4)er =
expresiones:
3
pler, e1) = D) y
y, por tanto, su operador de Ricci asociado esta dado por:
-3.0 0
—~ 0 00
(3.35) p= 0 0 0
0 00

con lo que resulta diagonalizable en la base {ej, €2, €3, e4}. A su vez, a partir de las Ecuacio-
nes (3.30), (3.48)) v (3.34)), se sigue que las componentes no nulas de la derivada covariante

del tensor curvatura estan dadas por:

(Ve,R)(e1, €2)en = —3Le,

(Ves R) (€1, €3)
(Ve, R) (€2, €3)
(Ve R) (€2, €3)
(Ve,R)(e2, €3)
(Ve,R)(eg,€3)e3 = %64,
(Ve, ) (€2, €3)
(Ves R) (€2, €0)
(Ve,R)(es, €4)

o o O

0

O O

0

o O O
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de lo que se sigue que el espacio homogéneo no es localmente simétrico. Finalmente, reca-
pitulando todos estos resultados, se obtiene que:

Teorema 3.12. FEl dlgebra de Lie 042 dotada de la estructura Kdhler dada en la Tabla
admite métricas Riemannianas o de signatura neutra. En cualquiera de los casos el
operador de Ricci es diagonalizable pero el espacio homogéneo no es localmente simétrico.

TipO 0471/2

Sea g el dlgebra de Lie 94,/2 y tomemos {e1, eq, €3, €4} una base para ella respecto a la
cual las constantes de estructura no nulas estan dadas por:

1 1

(3.36) e1,e0] = €3, [e1, e = —561, le2, 4] = 562, les, e4] = —es.

Nuevamente por lo obtenido en la Tabla se tiene que para este caso particular
exiten dos posibles estructuras complejas Kéhlerianas. Analizamos cada una de ellas por
separado:

Primer caso

Para la primera de las opciones, a partir de la relacion w(X,Y) = (JX,Y') se tiene que
el producto interior en 04/, estd dado por:

(3.37) (-,) =

o O O e
S O e O
oS Q@ O O
Q O O O

con lo que el espacio homogéneo es necesariamente Riemanniano. Asi, a partir de las Ecua-
ciones (3.36) y (3.37) y tras un calculo largo pero directo, se obtiene que las componentes
del tensor curvatura estan dadas por:

R(eq, e2)er = —e, R(ey, ez)e3 = 5e4 R(ey, e3)e; = —zes,
(338> R(€1,€3)62 = i64 R(61,€4)61 = —;1183, R(GM 64)62 — _111637
R(ez, e3)es = —jes,  R(ey,es)es = —jes,  Rles,eq)es = —ey,

de donde se obtiene que el tensor de Ricci estd determinado por las expresiones:
3
pler, e1) = p(ez, e2) = p(es, e3) = plea, e4) = D)

y, por tanto, su operador de Ricci asociado esta dado por la expresion:

-2 0 0 0

)

2
. 0 -2 0 0
(3.39) D= 0 0 i o
0 0 0o -2



3.2 Propiedades de los tensores curvatura 39

Por otra parte, tras un célculo largo pero directo a partir de las Ecuaciones ,
y , resulta que la derivada covariante del tensor curvatura es idénticamente
nula, con lo que el espacio homogéneo resulta ser localmente simétrico. Finalmente, a partir
de estos calculos se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.13. El dlgebra de Lie 041 /2 dotada con la estructura Kdhler dada en la Tabla
admite unicamente métricas Riemannianas. Ademds el espacio homogéneo es localmen-
te simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable con un tinico autovalor no nulo.

Observacion 3.14. Un estudio méas detallado del tensor curvatura para este algebra de
Lie, en concreto de su operador de Jacobi asociado para cada vector z no nulo, el cual esta
dado por la aplicacion R(z,-)z : g — g, donde (R(z,-)z)x = R(z, )z, muestra que este es
diagonalizable actuando sobre vectores unitarios con autovalores constantes 0, —i y —ﬁ
(de multiplicidad dos). Asi, aplicando los resultados obtenidos en [§] se tiene que este caso
es localmente isométrico a un espacio de curvatura seccional holomorfa constante.

Segundo caso

Para la segunda de las opciones, el producto interior en 94/, estéd dado por la expresion:

—a 0 0 0
0O —a 0O
0 0 0 a

de lo que se sigue que el espacio homogéneo es necesariamente de signatura neutra. Asi,
haciendo uso de las Ecuaciones (3.42) y (3.43)) y tras un célculo largo pero directo, se
obtiene que el tensor curvatura esta determinado por las expresiones:

R(er, e2)er = ey, R(er,ea)es = teq,  Rler,e3)er = tes,
(3'41> R(ela 63)62 = i€4, R(€1,64)€1 = %L’ R(el7e4)ez — —1—1163,
R(ez, e3)es = je3,  Rlea,ea)es = jes,  Rles ea)es = —en.

De este modo, a partir de la Ecuacion (3.40) resulta que el tensor de Ricci esta dado por:
3

5

de donde se sigue que su operador de Ricci asociado estd determinado por la expresion:

-2 0 0 0

pler,er) = plea, e2) = —ples, e3) = —ples, e4) =

[ o =% 0 o0
P=1 o o -2 o
o 0 0 -2

Finalmente, a partir de las Ecuaciones (3.36) (3.40)), (3.41]) se obtiene que la derivada
covariante del tensor curvatura es idénticamente nula, por lo que el espacio homogéneo es
localmente simétrico. De este modo, se obtiene el siguiente resultado:
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Proposicién 3.15. El dlgebra de Lie 04,/2 dotada de la estructura Kdhler dada en la
Tabla[53.1) ha de ser necesariamente de signatura neutra. Ademds, el espacio homogéneo es
localmente simétrico con operador de Ricci diagonalizable con un inico autovalor no nulo.

Observacion 3.16. Un estudio mas detallado del tensor curvatura para este algebra de
Lie, en concreto de su operador de Jacobi asociado para cada vector z no nulo, muestra que
este es diagonalizable actuando sobre vectores unitarios con autovalores constantes 0, —% y
—ﬁ (de multiplicidad dos). Asi, aplicando los resultados obtenidos en [3] se tiene que este
caso es localmente isométrico a un espacio de curvatura seccional holomorfa constante.

Tipo )

Sea g el élgebra de Lie 0} , y {e1,e2,e3,e4} una base para ella respecto a la cual las
constantes de estructura son:

A A

(3.42) le1,e0] = €3,  [er,eq] = ex — 3 leg,e4] = —€1 — 562 3, eq] = —Aes.

Por lo obtenido en la Tabla|3.1|en este dlgebra de Lie existen cuatro posibles estructuras
complejas Kéahlerianas diferentes. Debido a la similitud de los célculos en cualquiera de los
casos estudiamos aqui dos de ellas, siendo los otros casos analogos.

Primer caso

Consideramos en primer lugar la primera de las opciones dadas en la Tabla[3.1] A partir
de la relacion w(X,Y) = (JX,Y), el producto interior en ?j , estd dado por:

a 0 0 O
0O a 0 O
0 0 0 aX

con lo que el espacio homogéneo puede ser Riemanniano o de signatura neutra. De es-
te modo, a partir de las Ecuaciones (3.42) y (3.43)) resulta que el tensor curvatura esta
determinado por:

R(61’62)61 = _A627 R(€1,€2)63 = %647 R(€17€3)61 - _2637
(3.44) Rer, e3)ex = %647 R(e1,eq)e; = —%64, R(ey,eq)es = —%63,
R(eg, 63)62 = —263, R(GQ, 64)62 = —264, R(€3, 64)63 = —>\2€4.

Asi, haciendo uso de la Ecuacion (3.43)), resulta que el tensor de Ricci esta dado por:

3\ 3\

P(Ghel) = 9(62762) = —7 y P(€3,€3) = 0(64764) = —7,
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de donde se sigue que el operador de Ricci asociado se reduce a:

=30 0 0

2a
. 0 -2 0 0
P = 3\
0 0 -2 90
0 0 0o -3

2a

Finalmente, tras un calculo largo pero directo a partir de las Ecuaciones ,
y (3.44), se tiene que la derivada covariante del tensor curvatura es idénticamente nula,
con lo que el espacio homogéneo es localmente simétrico. Asi, a partir de estos célculos se
obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.17. El dlgebra de Lie 0} , dotada con la estructura Kihler dada en la Tabla
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es localmente simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable con
un unico autovalor no nulo.

Observacion 3.18. Un estudio méas detallado del tensor curvatura para este algebra de
Lie, en concreto de su operador de Jacobi asociado para cada vector z no nulo, muestra
que este es diagonalizable actuando sobre vectores unitarios con autovalores constantes 0,
—2 y —2 (de multiplicidad dos). Asi, aplicando los resultados obtenidos en [3] y en [3] se
tiene que este caso es localemente isométrico a un espacio de curvatura seccional holomorfa
constante.

Segundo caso

Para la segunda de las opciones de la Tabla el producto interior en Dﬁl’)\ esta dado
por la expresion:

a 0 O 0
0 a O 0
00 0 —aX

con lo que el espacio homogéneo puede ser nuevamente Riemanniano o de signatura neutra.
Por otra parte, a partir de las Ecuaciones (3.42)) y (3.45) resulta que el tensor curvatura
estd determinado por:

R(€17 62)61 = )\627 R(ela 62)63 - 364, R(€17 63)61 = %637
(346) R(€17 63)62 = %64, R(e], 64)61 = %64’ R(€17 64)62 = —2637
R<€27 €3>€2 = 2637 R(QQ, 64)62 = %64, R(eg, 64)63 = —>\2e4’

con lo que, haciendo uso de la Ecuacion (3.45)), las componentes no nulas del tensor de
Ricci son:

3\ 3\

p(ela 61) = P(ez, 62) = 7 y P(es, 63) = P(64,€4) = _T’
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de donde se deduce que su operador de Ricci asociado es:

20 0 0
. 0 2 0 0
p= )N

0 0 2 0

0o 0 0 2

Finalmente, a partir de las Ecuaciones (3.42)), (3.45)) y (3.46)), se tiene que la derivada
covariante del tensor curvatura es idénticamente nula, con lo que el espacio homogéneo es
localmente simétrico. Asi, recopilando estos resultados se obtiene que:

Teorema 3.19. El dlgebra de Lie 0} , dotada con la estructura Kihler dada en la Ta,bla
admite métricas Riemannianas y de signatura neutra. Ademds, en cualquiera de los casos,
el espacio homogéneo es localmente simétrico y el operador de Ricci es diagonalizable con
un unico autovalor no nulo.

Observacion 3.20. Un estudio més detallado del tensor curvatura para este algebra de
Lie, en concreto de su curvatura seccional holomorfa, K(z, Jx) = R(z, Jz,z, Jz), © € g,
muestra que esta es constante. Por tanto, se trata de un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante.

Resumimos los resultados obtenidos en esta seccion en las siguientes tablas. En primer
lugar nos centramos en el caso Riemanniano:

Caso Riemanniano

Algebra Llana Ricci  Localmente

de Lie llano  simétrica
3,0 X X v
ty g v v v
1919 X X v
tﬁl,O)\ (1,2) X X v
042 (2) X X X
04172 (1) X X v
Dﬁu\ (1,2,3,4) X X v

Mientras que para el caso de signatura neutra tenemos que:
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Caso de signatura neutra

Algebra Llana  Operador de Ricci  Localmente

de Lie diagonalizable simétrica
ths v v v
T30 X v v
Ty v v v
T2t X v v
v (1) X X v
th (2) X v (Ricci llana) X
vy 1,1 X v (Ricci llana) X
o (1,2) X v v
04,1 X X v
042 (1) X v (Ricci llana) X
042 (2) X v X
04172 (2) X v v
05 (1,2,34) X v v

3.3. El espacio 3-simétrico Riemanniano

En esta seccion obtendremos finalmente la caracterizacion del espacio 3-simétrico bus-
cada. Para ello tendremos que hacer un estudio mas profundo del tensor curvatura del
algebra de Lie 042 (2), concretamente, de su tensor de Weyl asociado. El tensor de Weyl
de una variedad pseudo-Riemanniana s6lo depende de la clase conforme de la métrica. En
particular, si ¢ y § = €2?¢ son métricas conformemente equivalentes, entonces los tenso-
res de Weyl de tipo (1,3), W y W, coinciden (equivalentemente, los tensores de Weyl de
tipo (0,4) verifican la relacion W = e2?W). Un posible reciproco para este resultado fue
obtenido por Hall en [13]:

Teorema 3.21. [13] Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana cuyo tensor de Weyl es
de rango méximo. Entonces cualquier otra métrica g en M con el mismo tensor de Weyl
de tipo (1, 3) es localmente conformemente equivalente a la métrica g.

Ahora bien, para poder aplicar este resultado debemos conocer mejor quién es el espa-
cio 3-simétrico Riemannniano de dimension cuatro. Los espacios simétricos generalizados
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pseudo-Riemannianos de esta dimension fueron clasificados por éerny y Kowalski en [7],
donde obtienen cuatro tipos diferentes. Siguiendo su clasificacion, y puesto que los espacios
simétricos generalizados del Tipo II y III son necesariamente de signatura neutra y los de
tipo IV son espacios simétricos, centraremos nuestra atencion en los espacios simétricos
generalizados de Tipo I.

Los espacios simétricos generalizados de este Tipo son de orden tres y su espacio modelo
se corresponde con R* dotado con un tensor métrico, g, Riemanniano (signatura (4,0) o
(0,4)) o de signatura neutra cuya expresion en coordenadas locales (z,y,u,v) esta dada
por:

g= E[(V1+22+y?—2)duodu+ (\/1+2%2+y>+2)dvodv—2yduodv]
+A[(1 +y*)dr odr + (1 + 2%) dy o dy — 2xy dx o dy] /(1 + 22 + y?),

donde A es una constante no nula. Si centramos nuestra atencion en el caso Riemanniano
se tiene que una base ortonormal local estd dada por:

1 22 4y + 1
e = ————(—y0, + x0,), ey = | ——=— (20, +y0,),
1 /\(x2+y2)< Y y) 2 /\(x2+y2)< Y y)
2 2 1 _ 2 2 1
P e d,. =TV 1y,

/I2+y2
pe(z,y) = 5 - - - =, e=41.
ey? + (v — /22 + y? + 1) (we + /22 + y?)

Ahora bien, considerando la orientacion en el espacio inducida por la base {ej, s, €3, €4}
se tiene que el tensor de Weyl autodual y el tensor de Weyl anti-autodual se pueden escribir
respecto a la base ortonormal {F;*} de A*(M) respectivamente como:

(200 (200
wh=o 0 1o, W= 0o,
0 0 1 001

donde la curvatura escalar toma el valor 7 = —%.
Con estas consideraciones estamos ya en disposicion de enunciar el resultado perseguido

a lo largo de esta memoria:

Teorema 3.22. El espacio 3-simétrico Riemanniano es el iinico espacio (salvo homotecias)
homogéneo Riemanniano de dimension cuatro y no simétrico que admite una estructura
Kahler invariante a la izquierda.
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Demostracion. Como vimos en las secciones anteriores, si {ej, €z, €3, €4} es una base para
049 respecto a la cual las constantes de estructura no nulas (salvo las correspondientes
simetrias) son:

(3.47) [e1, €2] = €3, [e1, e4] = —2e1, [ea, e4] = e, [es, 4] = —es,

es posible construir una estructura Kéahler en ella donde el endomorfismo J y su 2-forma
fundamental asociada estan dadas respectivamente por las expresiones:

00 0 -2 0 0 0a
S_loo 10 L_| 0 0o
01 0 o0 | 0 b 00|
Lo 0 0 —a 0 0 0

con ab # 0. Esta estructura Kéhler induce en ella un producto interior Riemanniano o de
signatura neutra dado por la expresion:

a0 0 0
0 b0 O
0 0 0 2a

Tanto en el caso Riemanniano como en el caso de signatura neutra la variedad resulta
no localmente simétrica. Ahora bien, si centramos nuestra atencion en el caso Riemanniano
se tiene que sus tensores de Weyl autodual y anti-autodual se reducen a:

- -1 0 0 - 10 0
W+ — E 0 -1 0 5 W_ — E O 1 O 5
0o 0 2 00 —2
siendo 7 = —g. Ademas, el operador de Ricci resulta diagonalizable en dicha base redu-
ciéndose a:
1 000
-~ 171 00 00
(3.49) P=51 0000
0001

De este modo, haciendo uso de la descomposicion del tensor curvatura dada en la Ecuacion
, se obtiene que el tensor de Weyl es de rango méximo. Asi, por el Teorema m
(y después de un reorientacion adecuada de la basae {ej, €9, €3, e4}) resulta que el grupo
de Lie asociado al 4lgebra de Lie 949 es conformemente equivalente al espacio 3-simétrico
Riemanniano.

Finalmente, calculando la norma del tensor de Weyl de tipo (0, 4) del espacio 3-simétrico

. i T . .
se tiene que ||W|| = g g8 gkngVVijlea@Wg = ——, mientras que la correspondiente norma

A
para el algebra de Lie 049 es ——T; de donde se sigue que el factor conforme ha de ser
a

constante. ]



46 3 Grupos de Lie Kéahlerianos de dimensiéon cuatro

Observacién 3.23. De forma alternativa, los operadores W* asociados al élgebra de
Lie 04 tienen un autovalor distinguido, +¢%, cuyo autoespacio estd generado por E;f
De este modo, resulta que el Ker(W= F Zidy+) define una 2-forma autodual y una 2-
forma anti-autodual, 2, = \/§E§—L, globalmente en M. A su vez, estas 2-formas definen
una estructura almost Kéhler, J,, y una estructura opuesta Kéhler, J_, dadas por las
expresiones g(J1X,Y) = QL(X,Y) (véase [23] para més informacion sobre la estructura
almost Kéhler).

Asi, por los resultados obtenidos en [I], se deduce de forma directa que el espacio
homogéneo ha de ser necesariamente localmente isométrico al tinico espacio 3-simétrico

Riemanniano (véase también [6] para mas informacion).
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