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Prefacio

La teoria de juegos es la teoria matematica que se ocupa de los proble-
mas de decisién interactivos. Tales problemas pueden caracterizarse por los
tres hechos siguientes: (a) hay varios agentes que toman decisiones, (b) en
funcién de las decisiones de todos se produce un resultado, y (c) cada agente
tiene sus propias preferencias sobre el conjunto de posibles resultados.

Los primeros problemas de decisién interactivos que llamaron la aten-
ci6n de los matematicos fueron los juegos de estrategia. Quiza por ello, la
terminologia de tales juegos se usa normalmente para referirse a los dis-
tintos elementos involucrados en un problema de decisién interactivo. Asi
pues, llamamos juego a un problema de decisién interactivo, jugador a cada
agente que participa en el juego, estrategias a las posibles decisiones que
los jugadores pueden tomar, etc.

La teoria clasica de juegos es una teoria ideal normativa, en el sentido de
que prescribe qué debe hacer un grupo de jugadores racionales involucrados
en un juego; racionales en el sentido de que saben lo que quieren, actian
tratando de conseguir lo que quieren, y saben céomo deben actuar para
conseguir lo que quieren. Més recientemente se ha comenzado a desarrollar
una teoria de juegos normativa para jugadores con racionalidad limitada e
incluso una teoria de juegos descriptiva. De todos modos, en este libro nos
centraremos en la teoria de juegos ideal normativa.

Dentro de la teoria de juegos conviven en realidad dos teorias: la teoria
de juegos no cooperativa y la teoria de juegos cooperativa. La no coope-
rativa supone que todos los elementos del juego y todas las posibilidades
estratégicas de los jugadores pueden describirse con precision a través de
un modelo matematico. El enfoque no cooperativo consiste, pues, en anali-
zar el modelo que describe nuestro problema, buscando para cada jugador
sus mejores estrategias teniendo en cuenta que los demds también usaran
sus mejores estrategias. La teoria de juegos cooperativa supone en cambio
que los posibles modos de cooperar de los jugadores (de tomar acuerdos
vinculantes) son muy variados y complejos, de modo que resulta inviable
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viii Prefacio

describirlos a través de un modelo matematico sencillo. El enfoque coope-
rativo es, por tanto, asumir de entrada que los jugadores van a cooperar
y a actuar de un modo socialmente éptimo y centrarse méas bien en cémo
deben repartirse los jugadores los beneficios de su cooperacién.

A continuacién incluimos un breve repaso de los principales hitos en la
historia de la teoria de juegos. Probablemente, el primer precursor de la teo-
ria de juegos fue A. Cournot y su andlisis del duopolio, publicado en 1838,
en el que introduce un concepto muy proximo al equilibrio de Nash. Mas
tarde, en los inicios del siglo XX, algunos importantes matematicos, como
E. Zermelo y E. Borel, se interesan por los juegos de estrategia y por los jue-
gos bipersonales de suma nula. El primer teorema importante de la teoria
de juegos es el Teorema minimax, demostrado por el mateméatico hingaro
John von Neumann en 1928. John von Neumann volvié a la teoria de juegos
algunos afios méas tarde, cuando colaboré en Princeton con el economista
Oskar Morgenstern. En 1944 ambos publicaron la primera edicién de su fa-
moso libro “The Theory of Games and Economic Behavior”; ese momento
suele considerarse el del nacimiento de la teoria de juegos. Desde entonces
la teoria de juegos se ha desarrollado como resultado de la cooperacién
entre matemdaticos y economistas. En 1950 John Nash publicé su primer
articulo sobre el concepto de equilibrio. Hoy en dia, el equilibrio de Nash y
la teoria que nacié a raiz de él desempefian un papel muy importante en el
desarrollo de las ciencias sociales, especialmente de la economia. En 1994
John Nash recibi6 el Premio Nobel de Economia conjuntamente con J. Har-
sanyi y con R. Selten por sus contribuciones a la teoria del equilibrio en
juegos no cooperativos. Mas recientemente, otros investigadores en teoria
de juegos recibieron el Premio Nobel de Economia. En 2005 R. Aumann y
T. Schelling lo obtuvieron por sus contribuciones al andlisis de los conflictos
y la cooperacion a través de la teoria de juegos; en 2007 el premio fue para
L. Hurwicz, E. Maskin y R. Myerson por haber puesto los fundamentos de
la teoria del diseno de mecanismos. Todos estos premios muestran el impor-
tante papel desarrollado por la teoria de juegos como principal herramienta
matematica para analizar la interaccién social y el gran impacto que esta
teoria ha tenido en la economia. En 1999, se cre6 la Game Theory Society
(GTS) para promover la investigacion, la ensefianza y las aplicaciones de la
teoria de juegos. En su pagina web, la GTS proporciona recursos relativos
a la teoria de juegos tales como herramientas de software e informacién
sobre revistas y congresos. Periédicamente, la GTS organiza un congreso
mundial de teoria de juegos; el primero tuvo lugar en Bilbao en 2000.

Para terminar el prefacio ofrecemos unos comentarios generales sobre
este libro. Esta pensado para ser utilizado como texto principal de un curso
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de introduccion a la teoria de juegos de entre 45 y 60 horas (seis créditos
ECTS). Abarca tanto los contenidos bésicos de la teorfa no cooperativa
como los de la teoria cooperativa. Cuenta con numerosos ejemplos y ejer-
cicios. Estd escrito con un estilo riguroso, no informal, aunque pretende
introducir los contenidos matemaéticos de un modo asequible a todo tipo
de estudiantes universitarios siempre que tengan conocimientos elementales
de matematicas (los adquiridos, por ejemplo, en un curso introductorio que
contenga elementos de andlisis mateméatico y de algebra lineal). Nos gus-
tarfa senalar que los contenidos de este libro han evolucionado en paralelo
con los de Gonzdlez-Diaz y otros (2010), aunque este ultimo es un texto
mas exhaustivo que puede ser utilizado para profundizar en la teoria de
juegos.

Agradecimientos. Los autores agradecen los comentarios de dos evaluadores anéni-
mos y de los miembros de la Comisién Editorial Académica de la Universidad de Santiago
de Compostela. También agradecen el apoyo financiero del Gobierno de Espana a tra-
vés de los proyectos EC0O2008-03484-C02-02 y MTM2011-27731-C03, y de la Xunta de
Galicia a través del proyecto INCITE09-207-064-PR.
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2 Tema 1. Introducciéon a la Teoria de la Decisién

1.1. Preliminares

En este capitulo presentamos una breve introduccién a la teoria mate-
matica de la decisién para problemas con un decisor, a la que es habitual
referirse con el nombre de teoria de la decision. Con ello ponemos las bases
para desarrollar en los capitulos siguientes la teoria matematica de la deci-
sién para problemas en los que interaccionan varios decisores, es decir, las
bases para desarrollar la teoria de juegos.

Definicién 1.1.1. Un problema de decisién es un par (A, =), donde A
es el conjunto de alternativas y = C A X A es una relaciéon binaria sobre
AL completa (es decir, para cualesquiera a,b € A, a # b implica que b = a)
y transitiva (para cualesquiera a,b,c € A, a = by b = ¢ implica que a = ¢),
que recoge las preferencias débiles de un decisor sobre A. Para todo a,b € A,
a = b se interpreta como que “el decisor es indiferente entre a y b o prefiere
a sobre b”.

Es natural introducir dos nuevas relaciones binarias asociadas a cual-
quier problema de decision (A, »): la preferencia estricta > y la indiferencia
~. Tales relaciones se definen del siguiente modo: para cualesquiera a,b € A,

= a>bsiysolosib¥a.

ma~bsiysblosia=byb>a.

La siguiente proposiciéon resume las propiedades mas relevantes de la
preferencia estricta y la indiferencia en un problema de decisiéon. Su demos-
traciéon es muy sencilla y se deja como ejercicio para el lector.

Proposicién 1.1.1. Sea (A, >) un problema de decisién y sean a,b,c € A.
Entonces se cumple que:

1) a > b implica que b  a (es decir, = es irreflexiva).
2) = es transitiva.

3) a ~ a (es decir, ~ es reflexiva) y a ~ b implica que b ~ a (es decir,
~ es simétrica). Ademds, ~ es transitiva.’

4) a>=0byb~ cimplica que a - c.

YPara todo a,b € A denotamos (a,b) € > por a = b.
2Como ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, es lo que llamamos una relacion de
equivalencia.
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5) a~byb=cimplica que a = c.

6) Se tiene una y sélo una de las tres siguientes relaciones: a > b, b = a,
a~b.

Decimos que una relacién binaria = sobre A es antisimétrica si, para
cualesquiera a,b € A, se tiene que a = by b = a implican que a = b.
Podemos asociar con cada problema de decisién (A, >) uno nuevo cuya
preferencia débil sea antisimétrica. Para comprobar esto definimos, para
todo a € A, el conjunto I(a) ={b€ A : b~ a} y consideramos (A/~, =;),
donde A/~={I(a) : a € A} es la particién de A definida por ~, y =; estd
dada, para cada I,J € A/~ por: I =; J si y sélo si a > b para todo a € T
y b € J. Claramente (A/~,>;) es un problema de decisién bien definido
(ya que =; es completa y transitiva) y, ademds, >, es antisimétrica.

1.2. Utilidad Ordinal

En esta seccién introducimos y analizamos el concepto de funcién de
utilidad ordinal (a la que llamaremos, simplemente, funcién de utilidad).
En un problema de decisién, una funciéon de utilidad es aquella que asig-
na un numero real a cada alternativa conservando el orden dado por las
preferencias del decisor. A continuacién damos la definicién formal.

Definicién 1.2.1. Sea (A, =) un problema de decisién. Una funcién de
utilidad que representa > es una aplicacién v : A — IR que cumple que,
para cualesquiera a,b € A, a = b siy sélo si u(a) > u(b).

Es facil comprobar que u es una funcién de utilidad que representa >
si y solo si se tiene: para todo a,b € A, a > b siy sélo si u(a) > u(b).
Ademaés, si u es una funcién de utilidad que representa > se tiene: para
todo a,b € A, a ~ b siy sblo si u(a) = u(b).

A continuacién se discuten dos ejemplos en los que se analizan dos
problemas de decisién concretos, desde el punto de vista de la utilidad
ordinal.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el problema de decisién (A, =), dado por
A={a,bc,dje} yara,a=c,a=db=a,b>=bb>=c, b=d bre,
c-a,c=c,crd,d=d,e>=a,e>=b er=c e>d, e > e Notemos
que, para caracterizar un problema de decisién (A, =), es suficiente pro-
porcionar >, 0 A/~ y =;, 0 A/~ y =;. En este caso, por ejemplo, seria
suficiente decir que A/ ~= {{a,c},{b,e},{d}} y, ademds, {a,c} =; {d},
{b,e} =i {a,c}, {b,e} =i {d}. Observemos que existen infinitas funciones
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de utilidad representando . Por ejemplo, u : A — R dada por u(a) = 1,
u(b) = 2, u(c) =1, u(d) = 0y u(e) = 2 es una de tales funciones. Estd
claro que dar una funcién de utilidad es una manera simple de caracterizar
(A, »). O

Ejemplo 1.2.2. Sea el problema de decisién (R", =), donde >, es el
orden lexicografico; es decir, para cada z,y € R",

=y
TrLY S 0
existe t € N tal que x; = y; Vj <iy x; > y;.

En este caso, si n > 2, no existe una funcién de utilidad representando >7,.
Para probarlo supongamos que existe u representando > . Tomemos x € R
y f(z) € Q tal que u(z,...,z,1) > f(z) > u(x,...,z,0) (notemos que
(z,...,2,1),(x,...,2,0) € R" y que (z,...,2,1) >1 (z,...,2,0), por lo
cual u(z,...,z,1) > u(z,...,2,0)). Pero entonces f es obviamente una
aplicacién inyectiva de IR en Q, lo cual es imposible. &

De los ejemplos anteriores surge una pregunta de manera natural: ;bajo
qué condiciones la preferencia débil de un problema de decisién puede ser
representada por una funcién de utilidad? En lo que queda de esta seccién se
responde a esta pregunta. El siguiente resultado proporciona una respuesta
parcial.

Proposicién 1.2.1. Tomemos un problema de decision (A, =) y supon-
gamos que A es un conjunto numerable. Entonces, existe una funcion de
utilidad u que representa .

Demostracién. Como A es un conjunto numerable, A = {aq,aq,...,a;...}.
Para todo 4, j € IN, definimos

1 sia;aj € Ay a; > a;

hij =
0 en otro caso.
Ahora, para cada a; € A, definimos u(a;) = 3272, %hij. Notemos que u
estd bien definida, ya que la serie Z‘;’;l 2% es convergente. Ademas, esta
claro que u representa . ]

Ahora vamos a proporcionar una condiciéon necesaria y suficiente para
que en un problema de decisiéon exista una funcién de utilidad que repre-
sente las preferencias del decisor. Para hacerlo, necesitamos dar algunas
definiciones y resultados previos.



1.2. Utilidad Ordinal 5

Definicién 1.2.2. Sea (A,>) un problema de decisiéon. B C A se dice
denso en orden en A si, para cada aj,as € A con as > aq, existe b € B
conas = b > aj.

Definicién 1.2.3. Sea (A, >) un problema de decisién. Tomemos a1, ag €
A con ag = aj. (a1,a2) se denomina salto si, para cada b € A, se tiene que
b= ag 0ay = b. Si(a1,az) es un salto, a; y as se denominan extremos del
salto. Denotemos por A* el conjunto de extremos de saltos de A.

Lema 1.2.2. Sea (A, =) un problema de decisidn. Supongamos que = es
antisimétrica.

1) Si existe B C A numerable y denso en orden en A, entonces A* es
numerable.

2) Si existe una funcién de utilidad representando =, entonces A* es
numerable.

Demostracion. 1) Denotemos por A} y A% los conjuntos de extremos supe-
riores e inferiores, respectivamente, de los saltos y tomemos B C A denso
en orden en A. Si (a1,az2) es un salto, entonces existe b € B con a3 = b o
az = b (notemos que = es antisimétrica). Por tanto, existe una biyeccién de

7\ B en un subconjunto de B (emparejando cada extremo inferior de un
salto que no estd en B con el correspondiente extremo superior del salto,
que debe de estar en B). De esta forma, A}\B es un conjunto numerable.
Entonces

A" = (A7\B) U (43\B) U (A" N B)

es un conjunto numerable.

2) Supongamos que u es una funcién de utilidad representando > y
notemos que, para cada salto (aj,ag2), podemos encontrar ¢ € Q con
u(az) > q > u(ay). Por tanto, A* es un conjunto numerable. O

Teorema 1.2.3. Sea (A, *>) un problema de decision. Supongamos que >
es antisimétrica. Entonces = puede ser representada por una funcion de
utilidad si y solo si existe B C A numerable y denso en orden en A.

Demostracion. Tomemos B C A numerable y denso en orden en A. Deci-
mos que a es el primer (dltimo) elemento en A si no existe a € A, @ # a,
con @ = a (a = a). Notemos que el primer o el tltimo elemento de A pueden
no existir; ahora bien, si existen, son tnicos. Denotemos por B el conjunto
conteniendo B y el primer y tltimo elementos de A (si existen). Notemos
que B* = BU A* es un conjunto numerable y, entonces, existe una funcién
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de utilidad v representando > en B*. Ahora, para cada a € A, definimos
u(a) de la siguiente forma:

u(a) = sup{v(b) : b€ B*, a = b}.

Veamos que u esta bien definida. Si a € B*, claramente u(a) = v(a). Si
a ¢ B*, entonces existen ai,as € A con as = a > a;. Como B es denso en
orden en A, existen by,bs € B con

ags > by = a = by = a.

Entonces, el conjunto {v(b) : b € B*, a = b} es no vacio (v(b1) pertenece a
dicho conjunto) y acotado superiormente (por v(b2)). De esta forma tiene
supremo y u(a) esté bien definido para cada a € A. Vamos a comprobar que
u es una funcién de utilidad representando > en A. Tomemos ai,as € A
con as > a1. Vamos a ver que existen by, by € B* con as = by = by = a1. Si
ai,as € B*, entonces podemos tomar by = ai, by = as. Si a; € B*, como
B es denso en orden en A, existe by € B con ay = by = a1. Notemos que
(a1, b2) no puede ser un salto. Por tanto, debe existir @ € A con bg = @ > a3
y, de esta forma, debe existir by € B con a@ > by > a1. Si as € B* podemos
hacer un razonamiento andlogo. Asf podemos asegurar que u(az) > u(ay),
ya que se tiene
u(az) > v(b2) > v(b1) > ulay).

Notemos que esto también implica que as > aq para cada ai,a0 € A con
u(az) > u(ay) (teniendo en cuenta que = es antisimétrica). Reciprocamen-
te, supongamos que existe una funcién de utilidad u representando > en
A. Denotemos por Q? el subconjunto de Q2 dado por:

Q2 = {(ql,qz) = Q2 : existea € Acon gy > u(a) > q1}.

Para cada (q1,2) € Q? escojamos a € A con u(a) € (q1,q2) y denotemos
por B el conjunto de todos los a € A escogidos de esta forma. Claramente
B es un conjunto numerable y, por tanto, también lo es el conjunto B =
A* U B. Para finalizar la demostracién vamos a comprobar que B es denso
en orden en A. Tomemos aj,as € A con ay > a1 y supongamos que (a1, az)
no es un salto (de otra forma se puede tomar b = a3 0 b = as). Entonces,
existe a € A, con as > a = a1,y q1,q2 € Q con

u(az) > g2 > u(a) > q > ul(ay).

Asf q1,q2 € Q? y existe b € B con g2 > u(b) > qi. Por tanto, ag = b = a;.
]
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Corolario 1.2.4. Sea (A, >) un problema de decision. Entonces = puede
ser representada por una funcion de utilidad si y sélo si existe B C A
numerable denso en orden en A.

Demostracién. Consideremos el problema de decision (A/~,>;), que ve-
rifica que »=; es antisimétrica. Es facil comprobar que > puede ser repre-
sentada por una funcién de utilidad si y sélo si =; puede ser representada
por una funciéon de utilidad. Es también inmediato comprobar que existe
un subconjunto numerable de A denso en orden en A (con respecto a ) si
y sélo si existe un subconjunto numerable de A/~ denso en orden en A/~
(con respecto a ;). Entonces, el corolario se sigue del teorema. O

Para terminar esta seccién, se proporciona un resultado que muestra
que la funcién de utilidad que representa una preferencia débil es tnica
salvo transformaciones estrictamente crecientes. La demostracién es muy
sencilla y se deja como ejercicio para el lector.

Definicion 1.2.4. Una aplicacién f: S C R — R se dice estrictamente
creciente si se cumple alguna de las siguientes tres condiciones equivalentes
para todo z,y € S:

1) x >y implica f(z) > f(y).
2) x >ysiysolosi f(z)> f(y).

3) x>ysiysolosi f(z) > f(y).

Proposicién 1.2.5. Sea (A, >) un problema de decisidn y supongamos que
u es una funcion de utilidad que representa >=. Entonces, v es otra funcion
de utilidad que representa = si y solo si existe una funcion estrictamente
creciente f:u(A) C R = R tal que para todo a € A, v(a) = f(u(a)).

1.3. Utilidad Lineal

En esta seccién tratamos con problemas de decision convexos, que son
problemas de decisién (X, >) tales que X es un subconjunto convexo de un
espacio vectorial real. En este contexto estamos interesados en las llamadas
funciones de utilidad lineales, que introducimos a continuacion.

Definicién 1.3.1. Sea (X, >) un problema de decisién convexo. Una fun-
cion de utilidad lineal que representa > es una aplicacion u : X — R
que satisface las siguientes dos condiciones para todo z,y € X:
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» x> ysiysélosiu(z) > u(y).
» Para todo t € [0,1], u(tz + (1 —t)y) = tu(z) + (1 — t)u(y).

Veamos ahora algunas propiedades que pueden cumplir las preferencias
del decisor en un problema de decisién convexo.

Definicion 1.3.2. Se dice que > es independiente si para todos x,y, z €
X ytodot € (0,1], z =y siysolositer+ (1—t)z = ty+ (1—1)z.

Definiciéon 1.3.3. Se dice que > es continua si para todos z,y,z € X
tales que = > y > z existe t € (0,1) tal que y ~ tz + (1 —1t)z.

Ambas propiedades son claras y se explican por si mismas; al final de es-
ta seccién discutiremos brevemente su interés desde la perspectiva aplicada
de la teoria de la decision. Obsérvese que en la propiedad de independencia
t € (0,1], pues si t = 0 la equivalencia correspondiente no tendrfa sentido.

A continuaciéon demostramos que estas dos propiedades son una con-
dicién necesaria y suficiente para la existencia de una funcién de utilidad
lineal. De hecho, es inmediato comprobar que si en un problema de deci-
sién convexo (X, =) existe una funcién de utilidad lineal que representa =,
entonces > es independiente y continua. Sin embargo, la suficiencia no es
facil de probar; para hacerlo empezamos dando algunos resultados previos.

Proposicién 1.3.1. Sea (X, =) un problema de decision convezo. Supon-
gamos que > es independiente y supongamos que existen x1,xry € X con
xo > 1. Si s, t € [0,1] con s >t entonces sxa+ (1 —s)x1 = twg+ (1 —t)z1.

Demostracion. Notemos en primer lugar que en las condiciones de la pro-
posicién se tiene que t < 1. Teniendo en cuenta que > verifica la propiedad
de independencia

s—t 1—s >s—t 1—s
T T T T
T I T L

1= 1.

Es inmediato que

sxo + (1 —s)ay :tx2+(1—t)(i_txg+ 1_jw1).

Haciendo uso nuevamente de la propiedad de independencia de >,

s—t 1—s
T2
1-—¢ 1—t

tCCQ—f—(l*t)( .’El)}txg—l—(l*t)l‘l,

con lo que concluye la demostracién. O
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de esta proposi-
cion.

Corolario 1.3.2. Sea (X, *) un problema de decisién convexo y suponga-
mos que = es independiente y continua. Entonces, para todos x,y,z € X
tales que x = y = z, existe un unico t € (0,1) cony ~tx+ (1 —1)z.

Ahora podemos probar el resultado méas importante de esta seccién.

Teorema 1.3.3. Sea (X, =) un problema de decisién convero. Supongamos
que = es independiente y continua. Entonces:

1) Existe una funcién de utilidad lineal u que representa .

2) w es unica salvo transformaciones afines positivas; es decir, para toda
v: X = R, v es otra funcion de utilidad lineal que representa = si y
sélo si existen a,b € R con a > 0 tal que v(z) = au(x) + b para todo
rzeX.

Demostracion. El resultado se tiene inmediatamente si x ~ y para todos
xz,y € X (basta tomar u(z) = a para todo z € X, siendo a un nimero
real). En otro caso, existen zj,z9 € X tales que zg > x;. Denotamos
[x1,20] ={z € X : @9 = o = x1} y definimos u : [z1, 23] — R como:

0 six ~ 21
u(z) = 1 six~ o
t € (0,1) tal que z ~ tzg+ (1 —t)z1  en otro caso.

Por el corolario anterior u esté bien definida (¢ es tinico) y por la proposi-
cién anterior u es una funcién de utilidad que representa = sobre [z1, z3).
Vamos a ver que u es lineal. Sean x,y € [x1,22] y t € [0,1]. Como > es
independiente, entonces

tw+ (1= t)y ~ t(u(@)zs + (1 - u(z))z1) + (1 - t) (u(y)zz + (1 - u(y))z1)
que es igual a
(tu(x) + (1= t)u(y))ze + (t(1 —u(z)) + (1 =) (1 —u(y)))z1.

Por tanto, u(tx + (1 —t)y) = tu(z) + (1 —t)u(y). Veamos ahora la unicidad
de u sobre [z1,x2]. Es inmediato que cada transformacién afin positiva de
u es otra funcién de utilidad lineal que representa . Reciprocamente, sea
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v una funcién de utilidad lineal que representa >. Entonces otra funcién de
utilidad lineal que representa = es w, definida para cada x € [z1, 23] como:

v(we) —v(en)  w(z2) —v(a)

= V@) v(z1)

Se tiene que w(z2) =1y w(z1) = 0y por tanto
w

(u(z)zz + (1 —u(z))z1)
= u(x)w(z) + (1 —u(z))w(z) = u(x).

w(z)

De esta forma, para todo x € [x1, 23],
v(z) = (v(z2) —v(z1))u(z) + v(z7).

Para terminar la demostracién vamos a ver cémo extender u a todo X.
Para ello sea © € X\[z1,x2] y tomemos [y1,y2] C X tal que x € [y1,42] y
[21, 22] C [y1,y2]. Podemos construir una funcién de utilidad lineal & que
representa »= sobre [y, y2] como hicimos antes para [z, z2]. Entonces, si
para cada y € [y1,y2]| definimos v(y) como

v(y> _ 'L_)(y) - 77(371)

o(zg) — 0(x1)’

se tiene que v es una funcién de utilidad lineal representando = sobre
[y1,y2] y por tanto sobre [z, x2]. Notemos ademas que v(x2) = u(x2) =1
y v(z1) = u(x1) = 0 por lo que razonando como antes con w tenemos que
u y v coinciden sobre [x1,z3]. Observemos que si se hubiera escogido un
intervalo diferente [z1, 22| conteniendo a = y a [z1, 23], la extensién de u a
x habria sido la misma. En efecto, supongamos sin pérdida de generalidad
que z1 > z. En tal caso, v (la extension de u a [y1, y2]) y w (la extensién de
w a [21, 22]) serfan funciones de utilidades lineales sobre [z, x2| con valores
iguales en x1 y xo y, en consecuencia, serfan idénticas sobre [z, z5]. Por
tanto, definimos u(z) = v(z). Para comprobar que u es una funcién de
utilidad lineal sobre X basta tener en cuenta que, para todos x,y € X, u es
una funcién de utilidad lineal sobre [z, §] con z,y € [Z,§] y [z1,22] C [Z, 7).
Finalmente, la unicidad sobre X se puede comprobar de la misma forma
que la unicidad sobre [z1, z2]. Notemos que w(xz) = u(z) para = & [z1, 22
simplemente por definicién. O

La teoria de la utilidad lineal desempefia un papel relevante en la teoria
de juegos porque es la base teérica que hace posible algunos de sus mas
importantes modelos y conceptos. En concreto, a continuaciéon veremos
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que la utilidad lineal nos permite desarrollar una teoria de la decisién en
ambiente de riesgo, es decir, en situaciones en las que estd presente la
aleatoriedad. Tales situaciones tienen mucha importancia en la teoria de
juegos.

Sea. A un conjunto finito de alternativas. Una loteria sobre A es una
distribucién de probabilidad sobre sus elementos. Denotamos por L(A) el
conjunto de loterias sobre A, es decir,

L(A) ={z € [0,1]" : Y x(a) =1}

acA

Observemos que L(A) es un subconjunto convexo del espacio vectorial
real R4 y que es igual a la envoltura convexa de {e, : a € A}, donde
cada e, es la loterfa en L(A) dada por: e,(a) = 0, para todo a € A\{a} y
eq(a) = 1.

Definicién 1.3.4. Sea (L(A), =) un problema de decisién convexo. Una
aplicacién u : A — R es una funcién de utilidad de von Neumann y
Morgenstern que representa = si, para todos x,y € L(A), se tiene que:

vy Y u(a)r(a) = Y ula)y(a).

acA a€A

Notemos que las funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern
estan definidas en A y representan las preferencias de un decisor en L(A)
por lo que son una herramienta 1til para representar las preferencias de un
decisor en ambiente de riesgo. La conexion entre utilidad lineal y utilidad
de von Neumann y Morgenstern se muestra en el resultado siguiente.

Proposicién 1.3.4. Sea (L(A), =) un problema de decision convero. En-
tonces, existe una funcion de utilidad de von Neumann y Morgenstern re-
presentando > si y solo si existe una funcion de utilidad lineal represen-
tando >.

Demostracion. Supongamos que u es una funcién de utilidad de von Neu-
mann y Morgenstern representando >. Si definimos v : L(4) — R como
v(z) = Y scaula)z(a), para todo z € L(A), v es una funcién de utilidad
lineal que representa >=. Reciprocamente, si v es una funcién de utilidad
lineal que representa =, vamos a definir v : A — R como u(a) = v(e,),
para todo a € A. Vemos que u es una funcién de utilidad de von Neumann
y Morgenstern que representa > si notamos que cada x € L(A) se puede
escribir como >, 4 z(a)eq. O
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Las funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern se llaman
también funciones de utilidad cardinal, porque no se limitan a dar una
ordenacién de las alternativas y permiten representar preferencias sobre
loterfas (L(A)) calculando las correspondientes utilidades esperadas (sobre
A). Esta aproximacién es més general de lo que inicialmente podria parecer,
como ilustramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.3.1. Supongamos que un decisor tiene que escoger entre dos
opciones: a) 1 millén de euros con toda seguridad y b) 2 millones de euros
con probabilidad 1/2 y 0 euros con probabilidad 1/2. El concepto de utilidad
esperada no implica que el decisor serd necesariamente indiferente entre
las dos opciones; es decir, la utilidad cuando obtiene 2 millones de euros
no tiene por qué ser el doble de la utilidad cuando obtiene 1 millén. Un
decisor cuya utilidad por una cierta cantidad de dinero sea exactamente esa
cantidad (u(x) = ) es “neutral al riesgo” y serfa indiferente entre a) y b).
Un decisor con “aversion al riesgo” elegirfa a) (su funcién de utilidad seria
concava; por ejemplo u(z) = /) y un decisor con “propension al riesgo”
elegirfa b)(su funcién de utilidad serfa convexa; por ejemplo u(z) = 22).
<&

Como veremos en los proximos capitulos, las funciones de utilidad y,
mas concretamente, las funciones de utilidad de von Neumann y Morgens-
tern desempenan un importante papel en el desarrollo de la teoria de juegos.
En este capitulo simplemente hemos tratado de dar sus correspondientes
definiciones y de probar que bajo ciertas condiciones generales (y razona-
bles) existen funciones de utilidad e incluso funciones de utilidad de von
Neumann y Morgenstern que representan las preferencias de un decisor ra-
cional. Fishburn (1970), French (1986), Kreps (1988), y Mas-Colell y otros
(1995) incluyen discusiones acerca de si tales condiciones son realmente na-
turales y también contienen presentaciones mas exhaustivas de la teoria de
la utilidad. Aunque se recomienda al lector que consulte esos textos para un
estudio més profundo de la teoria de la decisién unipersonal, terminamos
este capitulo con dos ejemplos que, de algiin modo, critican las propiedades
de independencia y continuidad, respectivamente. En todo caso, creemos
que las criticas puestas sobre la mesa por estos ejemplos, que responden a
circunstancias muy singulares, son casi irrelevantes en el contexto de este
libro y no suponen un menoscabo de las firmes bases en las que se asienta
la teoria de la utilidad de von Neumann y Morgenstern.

Ejemplo 1.3.2. La paradoja de Allais (Allais, 1953) muestra una incon-
sistencia entre el comportamiento real observado y la propiedad de inde-
pendencia. Supongamos un decisor al que se le pide escoger entre la opcién
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01, ganar 1 millén de euros con toda seguridad, o la opcién P, ganar 5
millones de euros con probabilidad 0.1, 1 millén de euros con probabilidad
0.89 y nada con probabilidad 0.01. A continuacién el decisor debe escoger
entre Oy, ganar 1 milléon de euros con probabilidad 0.11 y nada con proba-
bilidad 0.89, y la opcién P», ganar 5 millones de euros con probabilidad 0.1
y nada con probabilidad 0.9. En la practica se observa que la mayoria de la
gente escoge O en la primera etapa y P» en la segunda. Sin embargo, es-
te proceder es inconsistente con la propiedad de independencia. En efecto,
supongamos que el decisor tiene preferencias sobre L(A) con A = {0,1,5},
donde 0, 1 y 5 significan 0, 1 y 5 millones de euros, respectivamente. Por
otro lado, utilizaremos que para todo a € A, e, denota la loteria que selec-
ciona a con probabilidad 1. De esta forma, las cuatro opciones se pueden
identificar con determinadas loterias.

Opcién Loteria
01 0. 1161 + 0. 8961
P ] 0.11(3%eo + gyres) +0.8%
02 0. 1161 + 0. 8960
Py | 0.11(F%e0 + es) 4 0.89¢

Tabla 1.3.1: Descomposiciones de las opciones del decisor para ilustrar la
paradoja de Allais.

A la vista de la Tabla 1.3.1, si la preferencia débil del decisor sobre
L(A) cumple la propiedad de independencia, entonces Op > P; implica
que Oy = P», lo cual es inconsistente con el comportamiento observado con
mayor frecuencia. Esta paradoja ha motivado el desarrollo de teorias de la
utilidad alternativas para los problemas de decisién en ambiente de riesgo.
Sin embargo, la teoria de la utilidad de von Neumann y Morgenstern sigue
siendo ampliamente utilizada hoy en dia; la paradoja de Allais se puede
interpretar como un ejemplo de aparicién de comportamientos irracionales
en una situacién singular cuando los decisores no son particularmente re-
flexivos. &

Ejemplo 1.3.3. Consideremos un problema de decisién (L(A),*>) donde
A es el conjunto {10,0, M} donde 10 significa ganar 10 euros, 0 significa
ganar 0 euros y M significa morir. Para un decisor estandar se tiene que
10 - 0 = M. Si > cumple la propiedad de continuidad, entonces existe
t € (0,1) tal que 0 ~ t10+ (1 —¢) M. Ahora bien, esto significa que el deci-
sor estaria dispuesto a arriesgar su vida sélo por la posibilidad de ganar 10
euros, lo cual incluso para ¢ muy préximo a 1 no parece muy creible a pri-
mera vista. Sin embargo, analizando el ejemplo con mas cuidado, hemos de
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reconocer que los seres humanos asumimos pequenios riesgos muchas veces
para obtener muy pequenas recompensas (por ejemplo al cruzar la calle
para comprar un periddico o conducir el coche para ir al cine). O

1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Considérese un problema de decisién (A,>) donde A =
{0,1,2,3,4} y = viene caracterizada por: 1 = 0,2 = 1,2 > 3,3 = 2,0 > 4,
0>1.

a) Encuéntrese una funcién de utilidad que represente >.

b) Encuéntrese un subconjunto minimal denso en orden en A indicando
todos los huecos de ».

Ejercicio 1.2. Considérese un problema de decisién (R, =). Indiquese ra-
zonadamente si es posible que tanto f(x) = 22 — 3z como g(z) = » —3
representen ~.

Ejercicio 1.3. Demuéstrese que el orden lexicogréfico sobre R? no cumple
la propiedad de continuidad.

Ejercicio 1.4. Supoéngase que la funcion f del Ejercicio 1.2. es una funcién
de utilidad de von Neumann y Morgenstern de un decisor en el conjunto de
loterias sobre IR. Considérese una loteria que selecciona -1 con probabilidad
1/2, 1 con probabilidad 2/10 y 2 con probabilidad 3/10.

a) Digase cudl es la utilidad de esa loterfa segin f.

b) Encuéntrese, si existe, otra funciéon de utilidad de von Neumann y
Morgenstern h que represente las mismas preferencias y de modo que
h(0) =1y h(l) =2

Ejercicio 1.5. Sea A el conjunto de los diez primeros niimeros naturales
positivos. Supéngase que un decisor tiene unas preferencias definidas sobre
las loterias sobre A que cumplen completitud, transitividad, independencia
y continuidad. Supéngase también que el decisor prefiere estrictamente 10 a
1 y que es indiferente entre n y la loteria que selecciona 1 con probabilidad
1/n 'y 10 con probabilidad 1-(1/n) para todo n € {2,...,9}. Proporciénese
una funcién de utilidad de von Neumann y Morgenstern de A en R que
represente esta preferencia.
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Ejercicio 1.6. Considérese el problema de decisién (A, =), donde =, es
el orden lexicogréaficoy A = {0, 1,2} x {0,1,2}. Si existe alguna funcién de
utilidad representando >j indiquese y proporcionese una; si no, razénese
por qué.

Ejercicio 1.7. Considérese un problema de decisién (A, =) tal que el con-
junto A es {0,1,2,3,4} y la preferencia estricta es: 1 > 0, 1 = 2, 1 > 3,
1>4,2>0,2%4,3>0, 3> 4. Encuéntrese una funcién de utilidad que
represente estas preferencias.

Ejercicio 1.8. Considérese el problema de decisién (A4, ») tal que > puede
representarse por la funcién de utilidad u(z) = (x — 2)?2, para todo = € A.
Encuéntrese un subconjunto de A minimal denso en orden indicando todos
los huecos de >.

Ejercicio 1.9. Supdngase que la funciéon u del Ejercicio 1.8 es una funcién
de utilidad de von Neumann y Morgenstern que representa las preferencias
de un decisor en el conjunto de loterias sobre IR. Considérese una loteria
que selecciona 0 con probabilidad 1/3, 1 con probabilidad 1/6 y 2 con
probabilidad 1/2.

a) Digase cudl es la utilidad de esa loterfa segin u.

b) Encuéntrese, si existe, otra funcién de utilidad de von Neumann y
Morgenstern % representando las mismas preferencias y de modo que
a(0)=3 y a(l)=2.

Ejercicio 1.10. Supéngase que u es una funcién de utilidad de von Neu-
mann y Morgenstern que representa las preferencias de un decisor en el
conjunto de loterias sobre R. Supdéngase también que u(0) =2, u(1) =1y
el decisor es indiferente entre 2 y la loteria que selecciona 0 con probabilidad
1/4 y 1 con probabilidad 3/4.

a) Calcilese u(2).

b) Supéngase ahora que v es una funcién de utilidad de von Neumann
y Morgenstern que representa las mismas preferencias. Si v(0) =1y
v(2) = 0, calctlese v(1).

Ejercicio 1.11. Sea (A, *) un problema de decisién tal que A = {1, 2, 3,4}
y » es independiente y continua. Supongamos que 4 >~ 3 >~ 2 > 1 y que:
(a) 3 es indiferente a la loteria que selecciona 4 con probabilidad 1/3 y
1 con probabilidad 2/3, y (b) 2 es indiferente a la loterfa que selecciona
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1 con probabilidad 1/10 y 3 con probabilidad 9/10. Proporciénese una
funcién de utilidad de von Neumann y Morgenstern en A que represente
estas preferencias y que asigne valor 0 a 1y 1 a 4.

Ejercicio 1.12. Considérese un problema de decisién (A, =) tal que el
conjunto A es {0,1,2,3,4,5} y = viene caracterizada por: 1 > 4, 2 > 3,
3-2.3-5 41,51

a) Encuéntrese una funcién de utilidad f : A — R que represente estas
preferencias.

b) Proporciénense todos los huecos de > que tengan a 5 como extremo
inferior.

¢) Encuéntrese un subconjunto minimal denso en orden en A.
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2.1. Introduccién a los Juegos en Forma Estraté-
gica

Un juego en forma estratégica es un modelo estatico que describe pro-
blemas de decision en los que interaccionan varios jugadores. De acuerdo a
este modelo, los jugadores toman sus decisiones simultanea e independien-
temente y, aunque los jugadores podrian comunicarse y tomar acuerdos
informales antes de que el juego comience, se supone que no disponen de
mecanismos que les permitan tomar acuerdos vinculantes. A lo largo de
este libro asumiremos que todos los jugadores son racionales en el sentido
de que intentan maximizar su propia utilidad. A continuaciéon damos la
definicién formal de juego en forma estratégica.

Definiciéon 2.1.1. Un juego en forma estratégica G con conjunto de
jugadores N = {1,...,n} es una 2n-tupla G = (X1,...,X,, H1,...,Hy)
donde, para todo i € N, X; es el conjunto de estrategias del jugador i y
H;: X =T1[Y; Xi; — R es su funcién de pago, que asigna a cada perfil de
estrategias x € X el pago que i obtiene si se juega de acuerdo a tal perfil.

En realidad, en un problema de decisién en el que interaccionan los
jugadores de N estan involucrados los siguientes elementos:

» {X;}ien, los conjuntos de estrategias de los jugadores.
= R, el conjunto de posibles resultados.

» Una aplicacién f : X = [[iL; X; — R que asigna a cada perfil de
estrategias x su correspondiente resultado f(z).

» {=;}ien, las preferencias de los jugadores sobre R (relaciones binarias
completas y transitivas).

La definicién de juego en forma estratégica asume que las preferencias de los
jugadores pueden representarse a través de funciones de utilidad. Si para
cada i € N denotamos por h; su funciéon de utilidad, la correspondiente
funciéon de pago H; viene dada, para todo perfil de estrategias x € X, por
H;(z) = hi(f(z)). Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.1. Dilema del prisionero. Dos sospechosos de un delito grave
y de un pequeno hurto son ubicados en celdas diferentes. Se sabe que son
culpables de ambos hechos, pero no hay pruebas de que hayan cometido el
delito. A ambos se les da la oportunidad de confesar. Si ambos confiesan
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el delito, cada uno de ellos pasard 10 afos en la carcel. Si s6lo uno confie-
sa, actuard como testigo contra el otro (que pasard 15 anos en la cércel)
y no recibird castigo. Finalmente, si ninguno confiesa, seran juzgados por
el hurto y cada uno de ellos pasard en la carcel 1 afo. Siguiendo la ter-
minologia comdn para este juego, nos vamos a referir a la confesiéon como
“delatar” (D) y a la no confesién como “no delatar” (N D). En tal caso, el
juego del dilema del prisionero se puede representar como el juego en forma
estratégica (X1, X, H1, H2) dado por:

« X; = X, = {ND,D};

« H(ND,ND) = —1, Hi(ND,D) = —15, Hi(D,ND) = 0 y, por
ultimo, Hy(D, D) = —10; y

« Hy(ND,ND) = —1, Hy(ND,D) = 0, Hy(D,ND) = —15 y, por
ultimo, Hy(D, D) = —10.

La Tabla 2.1.1 muestra una representacién mas conveniente de este
juego, que es la forma habitual de representar juegos en forma estratégica
bipersonales con conjuntos finitos de estrategias.

ND D
ND | —1,-1| —15,0
D | 0,—-15|—10,—-10

Tabla 2.1.1: El dilema del prisionero.

El dilema del prisionero es un clasico en teoria de juegos. Ha sido amplia-
mente utilizado en ambitos tedricos, aunque también para propdsitos mas
aplicados en sociologia o economia. El resultado “cooperativo”, (—1,—1), es
bastante bueno para ambos jugadores; es “casi” todo lo que pueden obtener
en el juego. Ahora bien, para cada jugador, la estrategia D conduce a un
pago estrictamente mas alto que N D, independientemente de la estrategia
elegida por el otro jugador. De esta forma, un decisor racional deberia jugar
siempre D. Asi, si ambos jugadores se comportan racionalmente, obtienen
pagos (—10,—10), que son mucho peores que los pagos en el resultado
“cooperativo”. Muchas situaciones de la vida real pueden ser vistas como
un juego del dilema del prisionero. Por ejemplo, en la carrera nuclear entre
los EEUU y la URSS durante la denominada Guerra Fria, ambos paises de-
bian decidir si producir o no armas nucleares; en esta situacién, los pagos
tendrian una estructura similar a los de la Tabla 2.1.1. <&
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Ejemplo 2.1.2. Oligopolio de Cournot (Cournot, 1838). Se considera un
conjunto N de empresas que producen un cierto producto. Cada empresa ¢
decide el nimero de unidades que va a producir, z; € [0, 00), siendo el coste
de produccién ¢;(w;). El precio de una unidad en el mercado es p(3_ ey ;)
(depende de la cantidad total producida). Esta situacién se modeliza me-
diante un juego en forma estratégica G = (X1, ..., Xy, Hy,..., H,) donde,
para cada empresa i € N, X; = [0,00) y Hi(x) = p(3 ey xj)wi — ci;)
(para todo = € X). &

Ejemplo 2.1.3. Subasta al primer precio. Se subasta un objeto y N es el
conjunto de potenciales compradores. La valoracién que hace el jugador 7
del objeto es v;. Supongamos que vy > ... > v, > 0. Las reglas de la
subasta son:

1) Los jugadores realizan sus pujas, {z; }icn, simultdnea e independien-
temente.

2) El objeto se asigna al jugador que puja més alto y, en caso de empate,
a aquel que mas valora el objeto entre los que han pujado maés alto.

3) El jugador que obtiene el objeto paga lo que ha pujado por él.

La subasta al primer precio se puede representar como el juego en forma
estratégica G = (Xq,..., Xy, Hy,..., H,) tal que, para cualquier i € N,
Xi = [0, OO) y

vi—x;  sii=i(x)
Hi(z) =
0 en otro caso,

donde i(z) = min{j € N : x; = maxjen 21} <&

Ejemplo 2.1.4. Subasta al sequndo precio. En una subasta al segundo
precio las reglas son las mismas que en una al primer precio con una tnica
excepcion: ahora el jugador que obtiene el objeto paga una cantidad igual
al maximo de las pujas de los otros jugadores. Por tanto, el juego en forma
estratégica correspondiente a esta situacion es el mismo que en el ejemplo
anterior salvo que ahora

Hi(3) (%) = vi(p) — méx{z; : j € N\{i(2)}}.
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Ejemplo 2.1.5. Una situacion interactiva multietdpica. Un juego en for-
ma estratégica es un modelo estatico, en el sentido de que asume que los
jugadores eligen sus estrategias simultdneamente. Sin embargo, las situacio-
nes interactivas multietapicas también pueden ser representadas mediante
juegos en forma estratégica. Esto tiene sentido cuando los jugadores invo-
lucrados en una situacion conflictiva multietapica quieren hacer un anélisis
estratégico de la situacion, de modo que antes de empezar el juego conside-
ran todas las posibles circunstancias en las que tienen que tomar decisiones
v las correspondientes consecuencias de cada posible decisién. Esto lo pue-
den hacer construyendo un juego en forma estratégica. Para ilustrar este
planteamiento consideremos una situacion con dos agentes y tres etapas:

Etapa 1. El jugador 1 elige entre arriba (u) y abajo (d).

Etapa 2. El jugador 2, tras observar la eleccién del jugador 1, elige entre
arriba (U) y abajo (D).

Etapa 3. Si en las dos primeras etapas se elige arriba, el jugador 1 elige
de nuevo entre techo (t) y base (b) y después el juego termina. En
otro caso no se realizan mas elecciones y el juego termina.

(8,0)

Figura 2.1.1: Situacién interactiva multietapica.

Los pagos para todos los posibles resultados se muestran en el arbol
de la Figura 2.1.1 (la primera y la segunda componente de los vectores de
pagos son los pagos al primer y al segundo jugador, respectivamente). El
jugador 1 tiene que tomar una decisién cuando el juego empieza y también
en la etapa 3. Una estrategia del jugador 1 es un plan para todas las circuns-
tancias en las que tiene que tomar una decisién. El conjunto de estrategias
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del jugador 1 es:
X1 = {ut,ub,dt,db},

donde, por ejemplo, ud quiere decir “mi plan es escoger u en la etapa 1y
escoger d en la etapa 3”. El jugador 2 tiene que tomar una decisién en la
etapa 2, tras observar la decisiéon del jugador 1 en la etapa 1. Su conjunto
de estrategias es:

X, = {UU,UD, DU, DD},

donde la primera etiqueta de la estrategia muestra el plan del jugador 2
si el jugador 1 ha elegido u y la segunda etiqueta de la estrategia muestra
el plan del jugador 2 si el jugador 1 ha elegido d. Por ejemplo, DU quiere
decir “mi plan es escoger D si el jugador 1 elige u y escoger U si el jugador 1
elige d”. De esta forma, el juego en forma estratégica asociado es el que se
describe en la Tabla 2.1.2. &

UU|UD | DU | DD
ut | 8,0 8,0 1,2 1,2
ub | 3,8 | 3,8 1,2 1,2
dt [2,110,4 2,104
db|2,1]0,4]2,1]0,4

Tabla 2.1.2: Una situacién interactiva multietapica.

2.2. El Equilibrio de Nash en Juegos en Forma
Estratégica

El concepto de solucién mas importante para juegos en forma estratégi-
ca es el equilibrio de Nash. Fue introducido en Nash (1950b) y Nash (1951);
por su impacto en la teoria econémica, John Nash recibi6 el Premio Nobel
de Economia en 1994. En Kohlberg (1990) se dice que la idea principal
del equilibrio de Nash es hacer una importante simplificaciéon y, en vez de
preocuparse de coémo se desarrollard la interaccién entre los jugadores, pre-
guntarse cudles seran los resultados estables de tal interaccién. De hecho,
un equilibrio de Nash de un juego en forma estratégica no es mas que un
perfil de estrategias tal que ningin jugador gana desviandose unilateral-
mente de él; en este sentido puede decirse que el concepto de equilibrio de
Nash busca resultados estables de la situacion interactiva descrita por el
juego en forma estratégica.
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Definicién 2.2.1. Sea G = (X1,...,X,, H1,...,H,) un juego en forma
estratégica. Un equilibrio de Nash de G es un perfil de estrategias x € X
que cumple que

Hi(z) = Hi(z—i, 27),

para todo 2 € X; y todo i € N, donde el perfil (z_;,2}) es:
/
(1U1, sy Li—1, Ty Tt 15 - - - 71:71)'

Busquemos ahora los equilibrios de Nash en los ejemplos considerados
en la seccién anterior.

Ejemplo 2.2.1. El tnico equilibrio de Nash del dilema del prisionero es
(D, D). De hecho, como ya hemos argumentado, (D, D) es el nico com-
portamiento racional en un contexto no cooperativo. &

Ejemplo 2.2.2. Vamos a considerar de nuevo el oligopolio de Cournot con
las siguientes hipotesis adicionales:

1) n =2, es decir, se trata de un duopolio.
2) ¢;(x;) = ca; para todo i € {1,2}, donde ¢ > 0.
3) La funcién precio estd dada por:
a—(x1+x2) sia>x1+ 29
p(r1 +x2) =

0 en otro caso,

donde a > c.
La funcién de pago resultante para cada i € {1,2} es:
zila—x1 —29—0C) sla>mz + a9
Hi(z) =

—x;C en otro caso.

Un equilibrio de Nash de este juego (también denominado equilibrio de
Cournot) es un par (Z1,72) € X1 x Xo tal que:

Hi(Z1,%2) > Hy(z1,Z2), Vo1 € X7,

Hy(Z1,72) > H2(Z1,%2), Y2 € Xo.



24 Tema 2. Juegos en Forma Estratégica

Consideremos las funciones fi(z) = z;(a —x1 —x2 —c¢) (i € {1,2}). Se
tiene que:

0
82(3@) = —2r14+a—x2 —c,
0
afo(x) = 2xr9+a—x —c
Y por tanto,
0f1 _ _a—mry—c
Txl(:n) —0<:>ZL'1 = 9 s
0fa _ _a—mr1—c
Se tiene ademas que
Pfr, . 0%f

8:6% () = 83}% () = -2

para todo x € X. Por tanto, si paracadaz_; € X_; y cadat € N denotamos
por B;(z_;) el conjunto de mejores respuestas del jugador i a z_; dado por

{.%'{L € X; = [0, OO) : H1($_Z,x;) > Hi(l'_i,.@i), V&; € Xi},

se tiene que

= sixzg <a-—c
Bl (xg) =
0 en otro caso
y
a—m—c¢ gigz;<a-—c
By(x1) =
0 en otro caso.

La tnica solucion del sistema, dada por

= a—To—c y X9 = a—:g—c’
es el punto z = (%3¢, %3°) y constituye el tnico equilibrio de Nash del
juego. Se tiene ademds que, para todo ¢ € {1,2},

2
_ a—c
Hi(z) = (9)

Obsérvese que, si en vez de dos duopolistas hubiera un tinico monopolista
en el mercado, su funcién de pago seria

zla—x—c) sia>ux
H(z) =

—xc en otro caso.
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Si f(z) = z(a— 2 — c) se tiene que f'(x) = 0 siy sélo si z = 45¢. Como

f"(z) = —2 para todo = € R, se tiene que el nivel 6ptimo de produccién y
el pago correspondiente para un monopolista son:
. a—c . (a—c)?
T = HZ) = ——
5 v H(#) 1

De lo anterior se deduce que, en equilibrio, el beneficio del monopolista
es mayor que la suma de los beneficios de los duopolistas. Ademads, como
I < X1+ T2, el precio de cada unidad en el mercado es menor en el caso
del duopolio. &

Ejemplo 2.2.3. Es facil comprobar que en la subasta al primer precio
descrita en el Ejemplo 2.1.3 el conjunto de equilibrios de Nash es el formado
por los perfiles de estrategias = € [0,00)™ que satisfacen las tres siguientes
condiciones:

1) x1 € [vg,v1],
2) x; < para todo j € N\{1} y
3) x; = a1 para algin j € N\{1}.

Obsérvese que en cualquier equilibrio de Nash el primer jugador obtiene el
objeto. &

Ejemplo 2.2.4. Es ficil comprobar que en la subasta al seqgundo precio
descrita en el Ejemplo 2.1.4 el perfil de estrategias v = (v1, ..., v,) satisface
la siguiente condicién: para cada ¢ € N, cada :):; € X;ycadaz_; € X_;
se tiene que H;(zr_;,v;) > H;(z_;,x}). Esta condicién implica que v es
un equilibrio de Nash de este juego. Nétese que, si se juega v, el jugador 1
obtiene el objeto; ahora bien, hay equilibrios de Nash en los que el jugador 1
no se lleva el objeto (véase, por ejemplo, z = (0,v; +1,0,...,0)). &

Ejemplo 2.2.5. En la situacion interactiva multietdpica descrita en el
Ejemplo 2.1.5 se ve claramente que el tinico equilibrio de Nash es (ut, DD).
Obsérvese que, para encontrar un equilibrio de Nash en un juego en el que
los jugadores tienen un conjunto finito de estrategias, basta encontrar una
celda de las correspondientes matrices para la cual el pago al primer juga-
dor es el maximo de su columna y el pago al segundo jugador es el maximo
de su fila. <&

Aunque los ejemplos anteriores podrian dar la impresién contraria, no
todos los juegos en forma estratégica tienen equilibrios de Nash. Compro-
bémoslo en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2.6. Pares o nones.' Los jugadores 1 y 2 tienen que escoger
simultdnea e independientemente un ntmero natural. Si la suma de los
nimeros escogidos es par, entonces gana el jugador 1 y si la suma es impar
entonces gana el jugador 2. Esencialmente, todo lo que importa para este
juego es si el niimero escogido es par (P) o impar (I) y, por tanto, el juego
en forma estratégica que describe esta situacién es el que se recoge en la

Tabla 2.2.1; claramente, este juego no tiene equilibrios de Nash. &
P I
P|1,-1|-1,1
I | -1,1|1,-1

Tabla 2.2.1: El juego de pares o nones.

A continuacién vamos a presentar el teorema de Nash, que da una con-
dicién suficiente para la existencia de equilibrios de Nash en un juego en
forma estratégica. Para enunciar y demostrar el teorema de Nash debemos
introducir algunos conceptos y resultados de analisis de correspondencias.
Una introduccién méas completa a este tema y la demostracion de los re-
sultados que aqui s6lo enunciamos pueden encontrarse en Ichiishi (1983) y
Gonzélez-Diaz y otros (2010).

Definicion 2.2.2. Sea X CR" e Y Cc R™.

1) Una correspondencia F de X en Y es una aplicacién de X en 2
(la clase de todos los subconjuntos de Y').

2) Se dice que una correspondencia F' es semicontinua superiormen-
te si para toda sucesién {2*} C X que converge a € X y todo
abierto G de Y que contiene a F(z), existe kg € N tal que F(2*) ¢ G
para todo k > k.2

3) Se dice que una correspondencia F' es no vacia, cerrada o convexa
si, para todo z € X, F(z) es un subconjunto de Y no vacio, cerrado
0 convexo, respectivamente.

4) Una aplicacién f : X — R es cuasi-cédncava si para todo r € R,
el conjunto {x € X : f(z) > r} es convexo o, equivalentemente, si

IEste es un juego que aparece frecuentemente en la literatura. En inglés se le conoce
como matching pennies. En espanol es comun llamarle como lo hacemos nosotros porque
es esencialmente idéntico al popular juego de pares o nones.

2La definicién de correspondencia semicontinua superiormente generaliza la de apli-
cacién continua.
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para cualesquiera x,# € X y para todo a € [0,1], f(az+ (1 —a)2) >
min{ f(x), f(£)}. Claramente la concavidad implica cuasi-concavidad
ya que la concavidad requiere que f(ax + (1 —a)2) > af(z) + (1 —
a)f(2) y af(z) + (1 —a)f(2) =z min{f(z), f(2)}.

Teorema 2.2.1 (Teorema del punto fijo de Kakutani). Sea X un subcon-
junto de R™ mo vacio, convero y compacto y sea F' una correspondencia
de X en X no vacia, semicontinua superiormente, cerrada y convexra. FEn-
tonces, F' tiene al menos un punto fijo, es decir, existe x € X tal que
z € F(x).

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema
de Nash.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Nash). Sea G = (X1,...,Xpn, H1,..., Hy)
un juego en forma estratégica que cumple las siguientes condiciones para
todoi € N:

1) X; es un subconjunto de R™i no vacio, convexo y compacto.
2) H; es continua.

3) Para todo T_;, la funcion de x; dada por H;(T_;, x;) es cuasi-concava
en X;.

Entonces, G tiene al menos un equilibrio de Nash.

Demostracion. Tomemos la correspondencia B : X — X definida por
B(z) = [Tien Bi(z—;) donde, para todo i € N,

BZ(QS_Z) = {IL'; : Hl(CL‘_l,QSD > Hi(SL‘_i,i‘i), \V/C&Z (S Xl},

es decir, es el conjunto de mejores respuestas de i a x_;. Veamos que, para
cada i € N, B; cumple las hipétesis del teorema del punto fijo de Kakutani.

= No vacia. Es inmediato ya que toda funcién continua definida en un
compacto alcanza su maximo.

s Cerrada. Es también inmediato por la continuidad de las funciones
de pago y la compacidad del conjunto de estrategias.

= Convera. Sean z_; € X_; y #; € Bij(x_;). Sea r = H;(x_;,%;). En-
tonces se puede escribir Bi(z—;) = {z; € X; : Hi(x_;,2;) > r}.
Aplicando la cuasi-concavidad de H; se tiene que B; es convexa.
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s Semicontinua superiormente. Procederemos por reduccion al absurdo
y para ello supongamos que B; no es semicontinua superiormente.
Entonces existe una sucesién {:U’i z} C X_; que converge a _; € X_;
y un abierto B* C X; con B;(Z_;) C B* y cumpliendo que para
todo kg € N existe k > ko tal que B;(z*,) ¢ B*. Esto implica
que existe una sucesion {2#"} C X; tal que, para todo m € NN,
2™ € B;(a™;)\B*. Ahora, como X; es compacto, {£/"} tiene una
subsucesién convergente. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que {2} converge y sea ) € X; su limite. Ya que B* es un abierto,
X;\B* es un cerrado y por tanto 29 € X;\B*, con lo que 2¥ & B;(Z_;)
(puesto que B;(Z_;) C B*). Ahora, para todo m € N y todo z; € X;,
H;(x™,2") > H;(z™;,x;) pues 2" € B;(2™;). Tomando limites
y usando la continuidad de H; se tiene que, para todo z; € Xj,
Hi(z_;,29) > H;j(Z_;,2;). Por tanto ¥ € B;(Z_;), con lo que se
llega a una contradiccién.

Se tiene entonces que B satisface las hipotesis del teorema del punto
fijo de Kakutani y que, por tanto, tiene un punto fijo. Ahora bien, si x es
un punto fijo de B, entonces = es un equilibrio de Nash del juego G. O

Obsérvese que ninguno de los juegos de los ejemplos tratados hasta
ahora estd en las condiciones del teorema de Nash. Sin embargo, la condicién
suficiente que nos da este resultado se puede aplicar a una importante clase
de juegos, como veremos en las secciones siguientes.

2.3. Juegos Bipersonales de Suma Nula

Muchos de los primeros trabajos de teoria de juegos se concentraron en
una clase particular de juegos en forma estratégica: los juegos bipersonales
de suma nula. Tales juegos tienen la particularidad de que los dos jugadores
involucrados tienen intereses totalmente contrapuestos.

Definicion 2.3.1. Un juego bipersonal de suma nula es un juego en
forma estratégica G = (X,Y, Hy, Hs) tal que para todo perfil de estrategias
(z,y) € X xY, Hy(z,y) + Ha(z,y) = 0.

Para caracterizar un juego bipersonal de suma nula es suficiente dar
la funcién de pago de uno de los jugadores; habitualmente se da la del
jugador 1 y se denota por H. De esta forma y para simplificar se suele decir
que G es la terna (X,Y, H). En esta seccién supondremos también que H
estd acotada en X x Y.
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Los juegos bipersonales de suma nula representan situaciones en las que
los jugadores tienen intereses totalmente contrapuestos de forma que si el
jugador 1 prefiere (z,y) a (2, y’), entonces el otro jugador prefiere (z,y') a
(z,y). John von Neumann fue quien primero analiz los juegos bipersonales
de suma nula y quien introdujo los siguientes conceptos.

Definicién 2.3.2. Sea G = (X,Y, H) un juego bipersonal de suma nula.

» Paracadaz € X, A(x) = infyey H(z,y). A(z) es la minima ganancia
que puede obtener el jugador 1 si utiliza x.

» El valor inferior de G, denotado por A, estd dado por:

A = sup A(z),
reX
y representa el pago que el jugador 1 puede garantizarse por si mismo
en el juego G.

» Paracaday €Y, I'(y) = sup,cx H(z,y). I'(y) es la mdxima pérdida
que puede tener el jugador 2 si utiliza y.

» El valor superior de GG, denotado por ~, esta dado por:
= inf I
7= nfI'(y),

y representa la pérdida que como mucho tendra el jugador 2 en el
juego G, es decir, el pago que el jugador 1 obtendrad como mucho en
el juego G.

Las interpretaciones que acabamos de hacer sugieren que el valor inferior
de un juego bipersonal de suma nula es menor o igual que su valor superior.
Efectivamente, para todo z € X y todo y € Y, A(z) = inf ey H(z,y) <
supgex H(z,y) =T'(y). Por lo tanto, A < ~.

Definicion 2.3.3. Sea G = (X,Y, H) un juego bipersonal de suma nula.
Decimos que G esta estrictamente determinado (o que tiene valor)
si sus valores inferior y superior coinciden, es decir, A = . En ese caso,
decimos que V' = A = « es el valor del juego.

El valor es el pago que el jugador 1 se puede garantizar por si mismo y
el opuesto del pago que el jugador 2 se puede garantizar por si mismo. En
aquellos juegos bipersonales de suma nula que no tienen valor, el problema
no esta estrictamente determinado en el sentido de que no esté claro cémo
se va a repartir v — A.
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Definicién 2.3.4. Sea G = (X,Y, H) un juego bipersonal de suma nula
con valor V.

» Se dice que z € X es una estrategia dptima del jugador 1si V = A(x).
» Se dice que y € Y es una estrategia dptima del jugador 2 si V = T'(y).

Los siguientes ejemplos ilustran las diversas posibilidades que pueden
darse en relacién con el valor y las estrategias 6ptimas de un juego biper-
sonal de suma nula.

Ejemplo 2.3.1. Un juego bipersonal de suma nula finito con valor y estra-
tegias optimas de los jugadores. Consideremos el juego bipersonal de suma
nula dado por la siguiente tabla.

L|R
U|2]2
D|1]3

Claramente, A(U) = 2 y A(D) = 1, por lo que A = 2. Por otro lado,
I['(L) =2y T(R) =3, por lo que v = 2. En consecuencia, el valor de este
juego es 2 y, ademas, U y L son estrategias éptimas de los jugadores uno
y dos, respectivamente. Notemos que si un juego finito bipersonal de suma
nula tiene valor, entonces ambos jugadores tienen estrategias 6ptimas. <

Ejemplo 2.3.2. Un juego bipersonal de suma nula infinito con valor y
estrategias optimas de los jugadores. Consideremos el juego bipersonal de
suma nula infinito ([0, 1], [0, 1], H) donde, para todo (z,y) € [0,1] x [0, 1],
H(x,y) = 4zvy — 2z — 2y + 1.2 Por tanto,

20 —1 six<1/2

A(z) = inf [(4x—2)y—2z+1] = 0 siz=1/2
y€(0,1]

1-22x sixz>1/2
y, en consecuencia, A = 0. De forma andaloga,

1—-2y siy<1/2

[(y) = sup [(4y —2)x —2y+1] = 0 siy=1/2
z€[0,1]

2y—1 siy>1/2

3Este juego es la extensién mixta del juego de pares o nones (ver Seccién 2.4).
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y, por tanto, ¥ = 0. De esta forma el valor del juego es cero, y z =y = 1/2
son las Unicas estrategias 6ptimas de los jugadores uno y dos, respectiva-
mente. <&

Ejemplo 2.3.3. Un juego bipersonal de suma nula infinito que no tiene
valor. Consideremos el juego bipersonal de suma nula

([0,1],[0,1], H)
tal que, para todo (z,y) € [0,1] x [0,1], H(z,y) = ———. Entonces,
1+(z—y)
A(z) = inf — 5 =
96[071} 1 + (JI - y) 1_:,_1%,2 six Z 1/2

y por tanto A = A(1/2) = 4/5. Por otro lado, para todo y € [0, 1],

1
T Y) = Sup ————5 = 1.
) z€[0,1] 1+ (v —y)?

Asi, A < vy el juego no estd estrictamente determinado. &

Ejemplo 2.3.4. Un juego bipersonal de suma nula infinito con wvalor y
estrategias optimas para el jugador 1. Consideremos el juego bipersonal
de suma nula ((0,1),(0,1), H) tal que para todo (z,y) € (0,1) x (0,1),
H(z,y) = xy. Es facil ver que A(z) = 0 para todo z € (0,1) y, entonces,
A = 0. Ademés, T'(y) = y para todo y € (0,1) y v = 0. Por tanto, el juego
esté estrictamente determinado, su valor es cero, el conjunto de estrategias
6ptimas del jugador 1 es (0,1) y el jugador 2 no tiene estrategias 6ptimas.

O

Ejemplo 2.3.5. Un juego bipersonal de suma nula infinito con valor y sin
estrategias optimas para los jugadores. Consideremos el juego bipersonal
de suma nula ((0,1),(1,2), H) tal que, para todo (z,y) € (0,1) x (1,2),
H(z,y) = zy. Es facil ver que A(z) = x para todo x € (0,1) y, entonces,
A = 1. Ademés, T'(y) = y para todo y € (1,2) y v = 1. Por tanto, el juego
estd estrictamente determinado, su valor es uno, y los jugadores no tienen
estrategias 6ptimas. &

Hasta ahora no hemos hablado de equilibrios de Nash en el ambito
de los juegos bipersonales de suma nula, a pesar de que éstos son juegos
en forma estratégica. Podriamos, pues, preguntarnos cudl es la relaciéon
entre las aproximaciones de Nash y de von Neumann en este contexto. A
continuacién tratamos esta cuestion.
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Sea G = (X,Y,H) un juego bipersonal de suma nula. Un equilibrio
de Nash de G es un par (z,y) € X x Y tal que, para todo #’ € X y todo
y ey,

H(z,y) > H(2',y),

—H(IL’7 y) > _H(xa y/)7
0, equivalentemente,
H(x',y) < H(x,y) < H(z,y').

Un punto (z,y) € X x Y que satisface la condicién anterior se denomina
punto de silla de la funcién H. Queda, pues, claro que en juegos bipersonales
de suma nula, un equilibrio de Nash y un punto de silla de la funcién de
pago del jugador 1 son lo mismo. Los dos resultados siguientes muestran
que la teoria de Nash para juegos en forma estratégica es una generalizacién
de la teorfa de von Neumann para juegos bipersonales de suma nula.

Proposicién 2.3.1. Sea G = (X,Y, H) un juego bipersonal de suma nula
y supongamos que (z,y) € X XY es un equilibrio de Nash de G. Entonces
se cumple:

1) G estd estrictamente determinado.

2) x es una estrategia optima del jugador 1 ey es una estrategia dptima
del jugador 2.

3) V =H(z,y).
Demostracion. En las hipdtesis de la proposicién se tiene que:
= A =supyey A) > Az) = infyey H(z,y') = H(z,y).
= H(z,y) 2 supyex H(z',y) =T(y) = infyey I'(y) 2 7.

Como A <+, entonces todas las desigualdades anteriores son igualdades y
se tiene la demostracion. O

Proposicién 2.3.2. Sea G = (X,Y, H) un juego bipersonal de suma nula.
Supongamos que G estd estrictamente determinado y que x € X ey €
Y son estrategias optimas de los jugadores uno y dos, respectivamente.
Entonces (z,y) es un equilibrio de Nash de G yV = H(z,y).
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Demostracién. En las hipétesis de la proposicién, para todo 2’ € X y todo
/
yey,

H(z',y) < sup H(z",y) =T(y) =V =A(z) = int H(z,y") < H(z,y').
ylle

z'"eX
Tomando ' = x e y = y se obtiene que V. = H(x,y) y concluye la
demostracion. O

Observacién 2.3.1. Por las proposiciones anteriores, si (z,y) y (2/,') son
equilibrios de Nash del juego bipersonal de suma nula G, entonces (z,y’) y
(z',y) son también equilibrios de Nash de G y, ademés,

H(z,y) = H(2',y') = H(2',y) = H(z,y).

Sin embargo, esto no es cierto para cualquier juego bipersonal como vere-
mos, por ejemplo, al estudiar los juegos bimatriciales.

Observacion 2.3.2. Un juego bipersonal de suma constante es un
juego en forma estratégica G = (X,Y, Hy, Hs) tal que, para todo perfil de
estrategias (z,y) € X xY, Hy(z,y) + H2(z,y) = k, siendo k una constante
real. Obviamente, un juego de suma nula es un juego de suma constante
con k = 0. Sin embargo, desde el punto de vista estratégico, analizar el
juego G es lo mismo que analizar el juego de suma nula G! = (X,Y, Hy)
va que (z,y) € X XY es un equilibrio de Nash de G si y s6lo si es un
equilibrio de Nash de G'.

2.4. Estrategias Mixtas en Juegos Finitos

En lo que queda de este capitulo nos centraremos en la clase de los
juegos finitos, que definimos a continuacion.

Definicién 2.4.1. Un juego finito es un juego en forma estratégica
G=(X1,...,Xpn, Hy,...,Hy)

cuyos jugadores tienen conjuntos de estrategias finitos, es decir, tal que
| X;| = m; para todo i € N (siendo cada m; un niimero natural).

El teorema de Nash visto anteriormente no se puede aplicar a los juegos
finitos, ya que los conjuntos de estrategias no son convexos. Por otro lado,
ya hemos visto un juego finito sin equilibrios de Nash: el juego de pares o
nones. Sin embargo, hay un “ingenio tedrico” que nos permite extender el
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juego y garantizar la existencia de equilibrios de Nash en la versién exten-
dida de todo juego finito: tal ingenio consiste en aumentar las posibilidades
estratégicas de los jugadores y considerar que no sélo tienen sus estrategias
iniciales (que pasaremos a denominar estrategias puras), sino que también
pueden escoger loterias sobre sus conjuntos finitos de estrategias puras. Es-
ta extension del juego original se llama extension mizrta y las estrategias de
los jugadores en la extensién mixta se llaman estrategias miztas.

Aunque nos hemos referido a la extensién mixta de un juego como un
“ingenio tedrico”, las estrategias mixtas surgen de modo natural en muchas
situaciones en la préactica. Vamos a discutir brevemente esta cuestiéon en
el ejemplo siguiente (y, mas tarde, en otras partes de este libro), en el
que introducimos informalmente la extensién mixta de un juego en forma
estratégica. Después del ejemplo daremos una definicién formal. Para una
discusion mas detallada de la importancia, interpretaciones y relevancia de
las estrategias mixtas se puede consultar Osborne y Rubinstein (1994).

Ejemplo 2.4.1. Consideremos de nuevo el juego de pares o monesy supon-
gamos ahora que los jugadores, ademéas de escoger P o I, pueden escoger
también una loteria L que selecciona P con probabilidad 1/2 e I con pro-
babilidad 1/2. Supongamos también que los jugadores tienen funciones de
utilidad de von Neumann y Morgenstern y, por tanto, sus funciones de pago
se pueden extender al conjunto de perfiles de estrategias mixtas calculan-
do sus correspondientes esperanzas matematicas. El juego resultante viene
dado por la Tabla 2.4.1.

P I L
Pl1,-1|-1,1]0,0
I |—-1,1|1,-1]0,0
L] 0,0] 0,000

Tabla 2.4.1: El juego de pares o nones modificado.

Para calcular las funciones de pago del juego extendido hemos tenido
en cuenta que, dado que estamos en un juego en forma estratégica, los
jugadores eligen sus loterias independientemente. Asi por ejemplo:

1 1 1 1
H\(L, L) = JH\(P,P)+ L H\(P.I) + {Hi(I,P) + {Hi(I.T) = 0.

Observemos que este juego tiene un equilibrio de Nash: (L, L). La extension
mixta del juego de partida es un nuevo juego en forma estratégica en el
que los jugadores pueden escoger cualquier loteria sobre {P,I}. Es facil
comprobar que el tnico equilibrio de Nash de este juego es (L, L). Una
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posible interpretacién de esto es la siguiente. En el juego de pares o nones
es muy importante para cada uno de los jugadores que el otro no tenga
ninguna informacién sobre si elegira finalmente P o I. Para ello, lo mejor
es que ni él mismo lo sepa, lo cual puede llevarse a efecto seleccionando la
estrategia L. &

Definicién 2.4.2. Sea G = (Xy,...,X,, H1,...,H,) un juego finito. La
extensiéon mixta de G es el juego en forma estratégica

E(G) = (S1,...,Sn, Hy,... Hy)
donde, para cada jugador ¢ € N,
1) SZ = {Si S IRXi : sz(acl) >0 sz- S XZ', ZmieXi SZ(Z'Z) = 1} y

2) Hi(s) = > ,cx Hi(z)s(z), para todo s € S, donde S = [[;cn Si ¥
s(z) denota el producto s1(x1) X ... X sp(xy).

Observacion 2.4.1. La extensién mixta de un juego finito sélo tiene sen-
tido cuando los jugadores tienen preferencias sobre el conjunto de loterias
definidas sobre el conjunto de posibles resultados y sus funciones de utilidad
son funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern (ver la definicion
de juego en forma estratégica y la discusién posterior).

Observacién 2.4.2. F(G) es una extensién de G en el sentido de que,
para todo jugador i, cada elemento de X;, o estrategia pura, puede ser
identificado con un elemento de S;, o estrategia mixta, por lo que podemos
escribir X; C S;. Por otro lado, las funciones de pago de los jugadores en
E(G) son extensiones de las funciones de pago de los jugadores en G.

Observacion 2.4.3. El conjunto de estrategias del jugador i lo vamos a
identificar en ocasiones con el simplex de IR™ dado por:

m;
{s; e R™ : sP>0Vke{1,...,m}, Z‘S?:l}-
k=1

Observacion 2.4.4. La extension mixta de un juego finito cumple las
hipétesis del teorema de Nash y, por lo tanto, un corolario de tal teorema
es que la extensiéon mixta de un juego finito tiene siempre, al menos, un
equilibrio de Nash. De hecho, éste fue el resultado probado por John Nash
en su articulo original.

Para terminar esta seccién daremos algunas definiciones y resultados
bésicos en relacion con los juegos finitos.
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Definicién 2.4.3. Sea F(G) la extensién mixta de un juego finito y sean
s; € S, una estrategia del jugador ¢, y s € S un perfil de estrategias.

1) El soporte de s; es el conjunto C(s;) dado por:

{in e X; : Sz(.%) > 0}.

2) El soporte de s es el conjunto C(s) dado por:

[[C(si) ={z e X : s(z) >0}

iEN
3) Se dice que s; es completamente mixta si C(s;) = X;. Se dice que
s es completamente mixta si C(s) = X o, equivalentemente, si s; es

completamente mixta para todo i € N.

4) El conjunto de mejores respuestas puras del jugador i a s_; es
el conjunto

PBZ'(S_Z') = {xl e X;: Hi(s_i,xi) > Hi(s_i,mg) Vl‘; S Xz}
Usaremos la notacion PB(s) = [[;cy PBi(s—i).

Proposicién 2.4.1. En la extension mizta de un juego finito, para todo
1€N, s €85;ys€eS, se cumple:

1) s; € Bi(s—;) siy sdlo si C(s;) C PB;(s—;).
2) s es un equilibrio de Nash de E(G) siy sélo si C(s) C PB(s).

3) s es un equilibrio de Nash de E(G) si y sdlo si Hi(s) > H;(s—;, ;)
para todo x; € X; y todo i € N.

Demostracion. Es facil ver que H;(s) = >, cx, Hi(s—i,7i)si(x;), con lo
que la proposicién se sigue inmediatamente. ]

Obsérvese que el apartado 3) de la proposicién anterior implica que si un
perfil de estrategias es un equilibrio de Nash de un juego finito G también
lo es de E(G).
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2.5. Juegos Bimatriciales

Definicién 2.5.1. Un juego bimatricial es la extensiéon mixta de un juego
bipersonal finito (M, N, Hy, Hs), donde M = {1,...,m} y N ={1,...,n}.
Por tanto, un juego bimatricial es una 4-tupla (S, Sn, H1, H2) tal que:

1) Sp={zeR":2; >0Vie M, Y ,cpyxi =1}
2) Sn={yeR":y; 20Vj €N, Yjcny; =1}
3) Para todo (z,y) € Sy, X Sy,

Hi(z,y) =Y Y Hi(i,j)ziy; = 2Ay',
i€M jEN

donde A = (H1(i,7))iem, jen €s una matriz m x n.

4) Para todo (z,y) € Sy, X Sy,

HQ(ZL’,Z/) = Z Z HQ(Z7])xzyj = J}Byt,
€M jeN

donde B = (H2(i,j))ieM, jen €s una matriz m X n.

Notese que para caracterizar un juego bimatricial es suficiente conocer el
par de matrices (A, B).

La clase de los juegos bimatriciales ha sido muy estudiada. Hay muchos
resultados disponibles en relaciéon al concepto de equilibrio de Nash en jue-
gos bimatriciales, e incluso hay algoritmos para buscar equilibrios de Nash
en un juego bimatricial. E1 més conocido de tales algoritmos es el introdu-
cido en Lemke y Howson (1964). Parthasarathy y Raghavan (1971) es un
excelente texto sobre juegos bipersonales que, a pesar de ser relativamente
antiguo, sigue siendo una importante referencia en este tema.

En el caso de los juegos bimatriciales 2 x 2 resulta especialmente sencillo
determinar todos sus equilibrios de Nash. Dado (A, B), un juego bimatricial
m X n, podemos considerar los siguientes conjuntos:

By = {(z,y) € Sy x Sy : Hi(x,y) > Hi(2',y) V2’ € S},
By = {(x,y) € Sm x Sy : Hy(x,y) > Ha(x,y') Vy € Sp}.

El conjunto de equilibrios de Nash del juego es By N By. Cuando tenemos
m = n = 2, podemos identificar las estrategias de los jugadores con sus
primeras componentes. En tal caso, B; y By son subconjuntos de R? y su
interseccion se puede obtener geométricamente. A continuaciéon vamos a
ilustrar este procedimiento con un par de ejemplos.
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Ejemplo 2.5.1. La batalla de los sexos. Una pareja debe decidir el espec-
taculo al que ird después de cenar. El (el primer jugador) prefiere ir al cine,
mientras que ella (el segundo jugador) prefiere ir al teatro. Ambos prefie-
ren, en cualquier caso, ir juntos al especticulo menos preferido que solos
a su primera opcion. El juego en forma estratégica correspondiente a esta
situacién aparece en la Tabla 2.5.1.

Cine | Teatro
Cine 2,1 0,0
Teatro | —1,—1 1,2

Tabla 2.5.1: La batalla de los sexos.

La batalla de los sexos es un problema de coordinacién: hay dos equili-
brios de Nash en estrategias puras (C,C) y (T,T), pero el primer jugador
prefiere (C, C') mientras que el segundo prefiere (7', T). Para ilustrar el pro-
cedimiento que describimos arriba vamos a calcular a continuacién todos
los equilibrios de Nash de la extensién mixta de la batalla de los sexos.
Observemos que los conjuntos de estrategias mixtas de los jugadores 1 y 2
se pueden identificar con el intervalo [0,1], con lo que una estrategia del ju-
gador 1 serd x € [0, 1] y una estrategia del jugador 2 serd y € [0, 1] (aunque
realmente = representa la estrategia (z,1 —z) e y representa la estrategia
(y,1—y)). Vamos a calcular las funciones de pago en la extensién mixta
del juego:

Hi(z,y) =z Ay’ = (2,1 —2)A(y,1 —y)" = z(dy — 1) + (1 - 2y),
Hy(x,y) = 2By' = (z,1—2)B(y,1 —y)"! = y(4x — 3) + (2 — 27).
Consideremos primero Hi(z,y) y obtengamos Bj:

1) Siy < 1/4, la funcién es decreciente en = porque su pendiente es
negativa; por tanto, el mejor pago se obtiene con x = 0.

2) Siy = 1/4, la funcidn es constante en = porque su pendiente es nula;
por tanto, el mejor pago se obtiene para cualquier = € [0, 1].

3) Siy > 1/4, la funcién es creciente en x porque su pendiente es posi-
tiva; por tanto, el mejor pago se obtiene con x = 1.

En definitiva:
By ={(0,y):y€1[0,1/4)}U{(x,1/4) : 2 € [0,1]}U{(1,y) : y € (1/4,1]}.

Andlogamente consideremos H(x,y) y obtengamos Bs:
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1) Si & < 3/4, la funcién es decreciente en y porque su pendiente es
negativa; por tanto, el mejor pago se obtiene con y = 0.

2) Si z = 3/4, la funcién es constante en y porque su pendiente es nula;
por tanto, el mejor pago se obtiene para cualquier y € [0, 1].

3) Six > 3/4, la funcién es creciente en y porque su pendiente es posi-
tiva; por tanto, el mejor pago se obtiene con y = 1.

En consecuencia:

By ={(z,0) : z €[0,3/4)}U{(3/4,y) : y € [0,1]} U{(z,1) : x € (3/4,1]}.

Yy
By
]jk \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
By
1/4
0 3/4 1 x

Figura 2.5.1: B1 y Bs en la batalla de los sexos.

En la Figura 2.5.1 vemos la representacién de By y Bsy. En vista de tal
representacion, es claro que By N By = {(0,0)} U{(3/4,1/4)} u{(1,1)}
y que el conjunto de equilibrios de Nash del juego es {((0,1),(0,1)) =
<T7T)} U {(<3/4’ 1/4), (1/473/4>)} U {<(17 0>’ (L, O)) = (Ca C)} <

Ejemplo 2.5.2. FEl juego de la instigacion. Un ladrén debe decidir si robar
o no en un almacén durante la noche. El vigilante que trabaja para el
propietario del almacén debe decidir si dormir o no mientras se supone que
debe estar vigilando el almacén. Si el ladron intenta robar y el vigilante se
encuentra durmiendo, el ladrén conseguird una joya de mucho valor (J) y
el vigilante serd castigado (—F'). Si el ladrén intenta robar y el vigilante no
estd durmiendo, el ladrén serd enviado a prisiéon (—P) y el vigilante serd
recompensado (M). Si el ladrén no intenta robar y el vigilante duerme,
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éste habra descansado (R). Supongamos que J, F';, P, M y R son nimeros
reales positivos. El juego en forma estratégica asociado con esta situacién
es el dado por la Tabla 2.5.2. Identificaremos una estrategia del ladrén

Dormir | No dormir
Robar J,—F —-P,M
No robar 0,R 0,0

Tabla 2.5.2: El juego de la instigacién.

(jugador 1) como la probabilidad de que vaya a robar (x € [0,1]) y una
estrategia del vigilante (jugador 2) con la probabilidad de que duerma (y €
[0,1]). Vamos a calcular las funciones de pago de la extensiéon mixta del
juego:

» Hi(z,y) = zAy" = (2,1 —2)A(y,1 —y)' = z[(J + P)y — P],

» Ho(x,y) = zBy' = (2,1 —12)B(y,1 —y)* que, en este caso, se reduce
ay|[(—F —M — R)x+ R] + Mz.

Consideremos primero Hi(z,y) y obtengamos Bj:

1) Siy < P/(J+ P), la funcién es decreciente en = porque su pendiente
es negativa; por tanto, el mejor pago se obtiene con z = 0.

2) Siy= P/(J+ P), la funcién es constante en = porque su pendiente
es nula; por tanto, el mejor pago se obtiene para cualquier z € [0, 1].

3) Siy > P/(J+ P), la funcién es creciente en z porque su pendiente
es positiva; por tanto, el mejor pago se obtiene con = = 1.

Consideremos ahora Hy(x,y) y obtengamos Bs:

1) Siz > R/(F+ M+ R), la funcién es decreciente en y porque su
pendiente es negativa; por tanto, el mejor pago se obtiene con y = 0.

2) Siz = R/(F+ M + R), la funcién es constante en y porque su
pendiente es nula; por tanto, el mejor pago se obtiene para cualquier
y € 1[0,1].

3) Siz < R/(F+ M + R), la funcién es creciente en y porque su pen-
diente es positiva; por tanto, el mejor pago se obtiene con y = 1.
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En definitiva, By y B2 vienen dados por:

Bi = {(0):y € 0.5 )bl ) iw € [0,1])
{09 iy e (51l
R R
By = {(:c,l):xe[O,m)}u{(m,y):ye[&l]}
U{(x,())::z:e(liw}:]w,l]}.

En la Figura 2.5.2 hemos representado B; y By. Claramente, el conjunto

y
Bo
o
By
P
P
0 R 1 =z
R+F+M

Figura 2.5.2: B; y Bs en el juego de la instigacién.

B1 N By viene dado por {(ﬁ, PL;J)} y, por lo tanto, el conjunto de
los equilibrios de Nash del juego es

(= PAM P Ty
R+F+M R+F+M"*P+J P+J '

Un hecho que llama la atencién en este ejemplo es que la estrategia en
equilibrio del ladrén no depende de la recompensa o del castigo que podria
llegar a tener (J o P) sino de las recompensas o castigos del vigilante (M, R
o F). Por lo tanto, si un regulador externo que desee disminuir la probabi-
lidad de que un ladrén robe debe escoger entre aumentar el castigo para el
ladrén (P) o aumentar los incentivos y/o castigos para el vigilante (M y/o
F) deberia tener en cuenta los resultados que recoge la Tabla 2.5.3. Este
ejemplo también nos permite presentar una nueva interpretacion de las es-
trategias mixtas. Obsérvese que el juego de la instigaciéon es un problema
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INSTIGACION CONSECUENCIAS
Aumentar P, El ladrén roba lo mismo
el castigo para el ladrén El vigilante duerme mas
Aumentar M y/o F, el incentivo El ladrén roba menos
y/o el castigo para el vigilante | El vigilante duerme lo mismo

Tabla 2.5.3: Resultados del juego de instigacion.

de los denominados de “inspecciéon”. El “ladrén” se puede ver como alguien
que decide si actuar o no de acuerdo con la ley (por ejemplo una persona
que tiene que pagar impuestos), y el “vigilante” como un inspector. Incluso
podemos ir mas alla y ver al jugador 1 como una poblacién de contribu-
yentes y al jugador 2 como una poblaciéon de inspectores. De esta forma,
una estrategia mixta del jugador 1 se puede pensar como la proporcién
de contribuyentes que no actiian dentro de la ley y una estrategia mixta
del jugador 2 como la proporcién de inspectores que no realizan adecuada-
mente su trabajo. En este contexto, si el regulador es el Gobierno de una
nacién, su objetivo es conseguir que los contribuyentes no defrauden en el
pago de impuestos. Para ello, de acuerdo al andlisis anterior, el Gobierno
deberia acentuar las medidas encaminadas a que los inspectores hagan bien
su trabajo, mas que las dirigidas a castigar a los infractores. <&

A pesar de que la clase de los juegos bimatriciales 2 x 2 es un subconjun-
to muy pequeno del conjunto de los juegos en forma estratégica, lo cierto es
que puede ser usada para describir y analizar una amplia variedad de situa-
ciones reales surgidas en la politica, la economia, la biologia, la literatura,
la sociologia, la antropologia, etc. En este sentido, el dilema del prisionero
es un juego especialmente emblematico y ha sido utilizado con profusién
por los investigadores en ciencias sociales. A continuacién mostramos un
ejemplo para ilustrar la afirmacién anterior.

Ejemplo 2.5.3. Este ejemplo, que muestra una aplicacién del dilema del
prisionero en el campo de la psicologia experimental, estd tomado de Deu-
tsch (1958, 1960) y de Straffin (1993). En los anos 50 un grupo de psicélogos
creb el test F-escala para cuantificar la tendencia de una persona a adhe-
rirse a sistemas ideolégicos autoritarios. En los dos trabajos mencionados,
Deutsch estudié la conexién entre la F-escala y los conceptos habituales
de confianza, suspicacia y fiabilidad (ya que las personas muy suspicaces
o muy poco fidedignas podrian tal vez tender con mas fuerza a adherirse
a sistemas ideoldgicos autoritarios). Para ello, pidié a 55 alumnos de un
curso introductorio de psicologia que jugaran la siguiente versién modifica-
da del dilema del prisionero. El jugador 1 elige entre ND y D. Entonces,
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el jugador 2 escoge entre ND y D tras observar la elecciéon del jugador 1.
Los pagos a los jugadores son los dados en la Tabla 2.5.4. Cada estudiante

ND D
ND | 9,9 |-10,10
D [10,-10 | —9,—9

Tabla 2.5.4: Descripcién de los pagos.

debia jugar el juego dos veces, una como jugador 1 y otra como jugador 2.
Los estudiantes no sabian en ningin caso quién era el otro jugador. De
hecho, cuando un estudiante era el jugador 2, el jugador 1 era “ficticio”
(era el propio experimentador) y siempre escogia ND. Deutsch utilizé las
siguientes definiciones para su analisis:

Confiado: es escoger ND cuando se actiia como jugador 1.

Suspicaz: es escoger D cuando se actiia como jugador 1.

Fidedigno: es escoger N D cuando se actiia como jugador 2 y el jugador 1
eligi6 ND.

No fidedigno: es escoger D cuando se actiia como jugador 2 y el jugador 1
eligi6 ND.

Para realizar un andlisis estadistico de los resultados, Deutsch dividié las
puntuaciones obtenidas en la F-escala en tres categorias: baja, media y alta.
Las correspondientes tablas de contingencia se muestran en las Tablas 2.5.5
y 2.5.6. Si se utiliza un test x? se puede rechazar con niveles de significa-

Fidedigno | No fidedigno
Confiado 24 5
Suspicaz 4 22

Tabla 2.5.5: F-scala. Primera tabla de resultados.

Baja | Media | Alta
Confiado y fidedigno 12 10 2
Suspicaz o no fidedigno 2 7 0
Suspicaz y no fidedigno 0 13 9

Tabla 2.5.6: F-scala. Segunda tabla de resultados.

cién razonables la hipdtesis de independencia de las variables cualitativas
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consideradas en ambos casos. Por todo lo dicho, algunas conclusiones del
experimento son las siguientes:

= Cada estudiante tiende a pensar que los otros se comportaran como
él mismo se comporta.

» Los estudiantes méas suspicaces y menos fidedignos tienden a obtener
puntuaciones altas en la F-escala.

Hay un par de observaciones que se deben hacer en relacién a este ejemplo.
La primera es que, estrictamente hablando, como sélo trata con estrategias
puras, el experimento no se enmarca en el contexto de los juegos bimatri-
ciales, sino en el de los juegos bipersonales finitos (recuérdese que un juego
bimatricial es la extensién mixta de un juego bipersonal finito). Por otro
lado, con los pagos dados en la Tabla 2.5.4, es claro que un jugador racional
debe ser suspicaz y no fidedigno. De hecho, las definiciones de confiado, sus-
picaz, fidedigno y no fidedigno sélo son aceptables desde el punto de vista
de la teoria de juegos si los niimeros de la Tabla 2.5.4 describen tinicamen-
te ganancias monetarias, pero las verdaderas funciones de utilidad de los
jugadores incorporan también consideraciones éticas y psicolégicas. <&

2.6. Juegos Matriciales y Algoritmos

Definicién 2.6.1. Un juego matricial es la extensién mixta de un juego
bipersonal de suma nula finito (M, N, H), donde M = {1,...,m} y N =
{1,...,n}. Por tanto, un juego matricial es una terna (Sy,, S,, H) tal que:

1) Sm={z € R™ : 2; 20Vie M, cpz; =1}
) §i—(y €R" 13y 2 0% €N, Tyenyy — 1)
3) Para todo (z,y) € Sy X Sy,

H(z,y) =Y > H(i,j)miy; = vAy',
iEM jEN

donde A = (H(i,7))iem, jen es la matriz m x n que contiene los
pagos del jugador 1.

Obsérvese que para caracterizar un juego matricial es suficiente dar la ma-
triz A.
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Obviamente, todo juego matricial puede verse como un juego bimatri-
cial, aunque el reciproco no es cierto. Por tanto, el teorema de Nash implica
que todo juego matricial tiene un equilibrio de Nash. Por la Proposicién
2.3.1, se tiene entonces que todo juego matricial estd estrictamente deter-
minado. Este es el resultado conocido como teorema minimax, que fue
probado por John von Neumann en 1928. Aunque nosotros lo estamos pre-
sentando como un corolario del teorema de Nash, existen diferentes pruebas
directas del teorema minimax, algunas de ellas muy elegantes: una basada
en un teorema de separacion para conjuntos convexos, una basada en un
lema de alternativas para matrices, una basada en un teorema de punto fijo
de Brower; incluso hay una que utiliza tnicamente el principio de induc-
cién. El lector interesado puede encontrar algunas de estas demostraciones
en Owen (1995) y Gonzalez-Diaz y otros (2010).

Vamos a ver a continuaciéon dos métodos para resolver juegos matricia-
les (por “resolver un juego matricial” entendemos encontrar su valor y los
conjuntos de estrategias 6ptimas de los jugadores). Comenzamos por un
método geométrico para juegos matriciales 2 X n. Para describirlo necesi-
tamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.6.1. Consideremos un juego matricial m X n dado por la
matriz A. Entonces, para todo x € Sy, y todo y € Sy,

A = min zP;
(:L') ]Hél]{]ll‘ s

I'(y) = méx Q;y’

(y) = mix Q'

donde P; y Q; denotan la columna j-ésima vy la fila i-ésima de A, respecti-
vamente.

Demostracion. S6lo vamos a probar la primera de las igualdades (la segun-
da se probaria andlogamente). Sea z € S,,,. Claramente,

Az) = ylenéf TAy' < %1]{[1 zPj.

Por otro lado, dado y € S,

T Ayt = z P > min z P; = minxP;.
y k%:v( k)yk_kgv(jEN 5 )Yk min oF

Por tanto, A(z) = infyes, Ay’ > minjen zP;, con lo que se tiene el
resultado. O
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Consideramos ahora un juego matricial 2 x n dado por la siguiente ma-

triz:
al 1 o« o e al] o« o e aln
a21 e CLQJ ... azn

Podemos identificar una estrategia del jugador 1, x € S5, con su primera
componente, y utilizando la proposicién anterior se tiene que:

_ ( s ; . aij
V= mi e = im0 (1)

= i minfay; + (a1 — az;)z]-
Por lo tanto, para calcular el valor del juego y el conjunto de estrategias
6ptimas del jugador 1, serd suficiente representar, para cada j € N, los seg-
mentos {(z, ag; + (a1; — agj)z) : « € [0,1]}, obtener su envoltura inferior
y buscar el conjunto de puntos T € S5, que maximiza esa envoltura. La
Figura 2.6.1 ilustra este procedimiento.

Figura 2.6.1: Resolucién grafica de un juego 2 X n.

Ahora, para calcular el conjunto de estrategias 6ptimas del jugador 2,
debemos tener en cuenta que y € S, es una de tales estrategias si y sélo si:

V=TI = m@ﬁﬁ]H(w,y)

— 1 Ayt = 4 ) S e .
A = iy gl (o = awlelul

En consecuencia, una estrategia éptima del jugador 2 vendra dada por un
elemento de S,, que proporciona una combinacién convexa de los segmentos
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{(z,a2; + (a1; — azj)z) : = € [0,1]} que se encuentra bajo el segmento
{(z,V) : 2 €[0,1]}. A continuacién vamos a ilustrar este método con un
par de ejemplos.

Ejemplo 2.6.1. Resolvamos el juego matricial dado por la matriz

2 2 3
A_<1 4 3>'

En la Figura 2.6.2 estan representados los segmentos correspondientes
a las columnas de A, {(z,1+=z) : = € [0,1]}, {(z,4—2z) : = € [0,1]},
{(z,3) : = € [0,1]}, y su envoltura inferior. Claramente, el valor de este
juego es V = 2, el conjunto de estrategias del jugador 1 es O1(A4) = {(1,0)}
y el conjunto de estrategias 6ptimas del jugador 2 es la envoltura convexa de
(1,0,0) y (2/3,1/3,0), esto es O2(A) = conv({(1,0,0),(2/3,1/3,0)}). Para
obtener O3(A), la forma més sencilla serd combinar una recta creciente y
otra decreciente de entre las que cortan a la recta y = V (y = 2) y conseguir
que la pendiente de esa combinacién sea nula. La recta sera paralela al
eje de abscisas y pasa por los puntos (0,V) y (1,V). Si ahora tomamos
una combinacién convexa de las expresiones 1+ x y 4 — 2z de la forma
a(l+z)+(1—a)(4—2z) = (3a—2)x +4 — 3a, con «a € [0,1], entonces,

por la condicién de pendiente nula, o = 2/3. &
4
3 3
2
1
0 1 .

Figura 2.6.2: Resolucién grafica del juego del Ejemplo 2.6.1.

Ejemplo 2.6.2. Resolvamos el juego matricial dado por la matriz

A=

w N O
O N W
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Este es un juego matricial m x 2 y se puede resolver con el método visto
para juegos matriciales 2 x n intercambiando los nombres de los jugadores.
El juego matricial resultante es el dado por la matriz siguiente.

0 -2 -3
B_<—3 -2 0 )

En la Figura 2.6.3 estan representados los segmentos correspondientes a

T
0 1

LN

Figura 2.6.3: Resolucién grafica del juego del ejemplo 2.6.2.

las columnas de B, {(z,—3+3z) : = € [0,1]}, {(z,-2) : = € [0,1]},
{(z,-3z) : = € [0,1]}, y su envoltura inferior. Claramente, Vg = —2,
O1(B) = conv({(1/3,2/3),(2/3,1/3)}) y O2(B) = {(0,1,0)}. Por tanto,
en el juego matricial dado por A tenemos V4 = 2, O1(A) = {(0,1,0)} y
O2(A) = conv({(1/3,2/3),(2/3,1/3)}). <&

A continuacién vamos a describir el denominado método de las sub-
matrices, que es un algoritmo para resolver cualquier juego matricial
m X n. Se basa en la caracterizacién de los puntos extremos de los con-
juntos de estrategias 6ptimas de los jugadores.

Proposicién 2.6.2. Sea A un juego matricial m X n y tomemos x € S, e
Yy € Sp. Entonces:

1) © € O1(A) siy solo si xP; >V, para todo j € N.
2) y € O2(A) siy sdlo si Qy* <V, para todo i € M.

Demostracién. Probamos sélo la primera equivalencia (la segunda se pro-
baria andlogamente).

“=7” Supongamos que z € O1(A). Entonces, por la Proposicién 2.6.1,
V = A(z) = minjey 2 P;. Consecuentemente, V' < xP; para todo j € N.



2.6. Juegos Matriciales y Algoritmos 49

“<=" Supongamos que xP; > V paratodo j € N. Aplicando nuevamente
la Proposicién 2.6.1:

V = méx A(2') > A(z) =minzP; >V

' ESm JEN

con lo que concluye la demostracion. O

Proposicion 2.6.3. Sea A un juego matricial m x n. Entonces, los conjun-
tos de estrategias dptimas de los jugadores, O1(A) y O2(A), son conjuntos
converos y compactos.

Demostracion. En virtud de la Proposicién 2.6.2, los conjuntos son cla-
ramente convexos. También esta claro que son acotados. Son cerrados ya
que las funciones A y T son continuas y O1(4) = A71({V}) y O2(A) =
r=1({v}). O

Proposicion 2.6.4. Sea A un juego matricial m X n, y tomemos © € Sy,
y € Sp. Entonces, x € O1(A) ey € O2(A) siy sélo si P; > Q;y' para
todoi € M y todo j € N.

Demostracion. “=" Esta implicacién es una consecuencia de la Proposi-
cién 2.6.2.
“<” Si xP; > Q;y' para todo i € M y todo j € N, entonces

=~ < = méx Oyt < mi g <AN=V.
V=~<T(y) %%(sz_?élj{%xﬂ Alx) < A=V

Por lo tanto, todas las desigualdades anteriores son igualdades y con esto
termina la demostracion. O

Proposicién 2.6.5. Sean A y A’ dos juegos matriciales m x n tales que
a;j = aj; + k, para todo i € M y todo j € N (siendo a;;j y aéj los elementos
de A y A, respectivamente). Entonces, Var = Va+k, O1(A) = O1(A") y
O2(A) = O4(4A').

Demostracion. Basta tener en cuenta que, para todo x € S, y todo y € .Sy,
AA/(l’)—AA(i’)ZFA/(y)—FA(y):]{I. O

Definicion 2.6.2. Sea A un juego matricial m x n y consideremos z € Sy, e
y € Sp. El par (z,y) se denomina una solucién simple de A si 2P = Q;y’
para todo i € M y todo j € N.



50 Tema 2. Juegos en Forma Estratégica

Obsérvese que si (z,y) es una solucién simple de A, entonces es también
un equilibrio de Nash de A, aunque el reciproco no es cierto en general.

A continuaciéon enunciamos los tres teoremas principales en los que se
basa el método de las submatrices. Sus demostraciones son bastante largas
y pueden encontrarse, por ejemplo, en Parthasarathy y Raghavan (1971) o
Gonzélez-Diaz y otros (2010). El primero de tales teoremas es un resultado
clasico de anélisis convexo y los otros dos son debidos a Shapley y Snow

(1950).

Teorema 2.6.6 (Teorema de Krein-Milman). Todo subconjunto no vacio,
convexo y compacto S C R™ tiene al menos un punto extremo (esto es, un
punto x € S tal que S\{x} es convero). Ademds, si S. es el conjunto de
puntos extremos de S, entonces S = conv(S,).

Teorema 2.6.7. Sea A un juego matricial n X n con |A| # 0. Enton-
ces, el juego A tiene una solucion simple si y solo si todos los nimeros
Ri,....R,,Cq,...,C, son no positivos o todos son no negativos donde,
para todo i,j € N,

1) Ry = ZjeN a;'kja
2) Cj = ZiEN a;ﬁjv

siendo A* = (aj;) la matriz adjunta de A, es decir, A* = |A|(A™")". Ade-
mds, si A tiene una solucion simple, entonces tiene una Unica solucion
simple dada por:

( 1 1

—(R1,.. ., Rp)y =——
ZiEN R; ZjeN Cj

Teorema 2.6.8. Sea A un juego matricial m x n con valor distinto de cero.
Entonces:

(C1,...,Ch)).

1) Los conjuntos de puntos extremos de O1(A) y O2(A) son finitos.

2) Tomemos z € O1(A) ey € Oz(A). Entonces x es un punto extremo
de O1(A) ey es un punto extremo de O2(A) si y sélo si existe B,
una submatriz cuadrada y no singular de A, tal que (xp,yp) es una
solucion simple de B (xp denota el vector obtenido de x tras borrar
las componentes correspondientes a las filas de A que no estdn en B
e yp se define andlogamente).

Ahora podemos dar el método de las submatrices. Consiste simple-
mente en encontrar todos los puntos extremos de los conjuntos de estrate-
gias 6ptimas de los jugadores (ya sabemos que hay un nimero finito de tales



2.6. Juegos Matriciales y Algoritmos 51

puntos) buscando soluciones simples en todas las submatrices cuadradas y
no singulares de la matriz del juego. Por la Proposicién 2.6.3 y el teorema
de Krein-Milman, los conjuntos de estrategias éptimas de los jugadores son
las envolturas convexas de sus puntos extremos. A continuacién describi-
mos el método para un juego matricial m x n caracterizado por la matriz

A.

Paso 1. El algoritmo sélo se puede aplicar si V4 # 0. Si V4 = 0 o si no
tenemos seguridad de que V4 # 0, aplicaremos el algoritmo al juego
matricial A, donde A es una matriz con todos sus elementos positivos
que se obtiene sumando a todos los elementos de A una constante
adecuada. Claramente, V; > 0y, por la Proposicién 2.6.5, resolver
A es lo mismo que resolver A. Por tanto, sin pérdida de generalidad,
suponemos que V4 # 0.

Paso 2. Se buscan los equilibrios de Nash puros de A (un equilibrio de
Nash puro de A es un elemento de tal matriz que sea el méaximo
de su columna y el minimo de su fila). Si (z,y) es un equilibrio de
Nash puro de A, entonces x es un punto extremo de O1(A) e y es un
punto extremo de Oz(A) (teniendo en cuenta el segundo apartado del
Teorema 2.6.8, siendo B una matriz 1 x 1).

Paso 3. (Se repite para i € {2,...,min{m,n}}). Para cada submatriz
1 x i de A que sea no singular, se estudian si tiene una solucién simple
haciendo uso del Teorema 2.6.7. Si la tiene, se completa con ceros
(en las filas y columnas borradas de A para obtener la submatriz en
consideracién) hasta tener un par (x,y) € Sy, X Sp. Siz € O1(A) e
y € O2(A) (usar la Proposicién 2.6.4 para comprobarlo), entonces x
es un punto extremo de O1(A4) e y es un punto extremo de Oy(A)
(teniendo en cuenta el Teorema 2.6.8).

El siguiente ejemplo ilustra el uso del método de las submatrices para
resolver un juego matricial.

Ejemplo 2.6.3. Resolvamos el juego matricial del Ejemplo 2.6.1 haciendo
uso del método de las submatrices.

Paso 1. Observemos que todos los elementos de A son positivos; por tanto
su valor es positivo.

Paso 2. ((1,0),(1,0,0)) es un equilibrio de Nash puro de A. En conse-
cuencia, (1,0) es un punto extremo de O1(A4) y (1,0,0) es un punto
extremo de Oz(A).
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Paso 3.1. Consideramos Aj, la submatriz de A de dimension 2x2 dada

por:
2 2
- (27)

Obsérvese que |A1| # 0. A7 esta dada por:

. 4 -1

Ry =3, R =0,Cy =2y Cy =1, por lo que ((1,0
es una solucién simple de A;. Tomemos ahora ((1,0)
y notemos que, para todo j € {1,2} y todo i € {1,2,3

):(2/3,1/3))
(2/3,1/3,0))

h
(1,0)P; > 2 =Q;(2/3,1/3,0)".

En consecuencia, ((1,0),(2/3,1/3,0)) € O1(A4) x O2(A), (1,0) es
un punto extremo de O1(A) y (2/3,1/3,0) es un punto extremo de
O3 (4).

Paso 3.2. Consideramos ahora As, la submatriz de A de dimensién 2x2

dada por:
2 3
A2_<1 3>.

Obsérvese que |As| # 0. A% estd dada por:

X 3 -1

Ry =2 Ry=-1,C; =0y Cy =1, por lo que A no tiene soluciones
simples.

Paso 3.3. Consideramos ahora As, la submatriz de A de dimensiéon 2x2

dada por:
2 3
A3z = ( 4 3 ) .

Obsérvese que |Az| # 0. A3 estda dada por:

. 3 —4
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Ri=-1,Ry=-1,C1 =0y Cy = =2, por lo que ((1/2,1/2),(0,1))
es una solucién simple de As. Tomemos ahora, ((1/2,1/2),(0,0,1))
y notemos que,

(1/2,1/2)P, = 3/2 <3 = Q1(0,0,1)".
Por lo tanto, ((1/2,1/2),(0,0,1)) € O1(A) x O2(A).

)
En conclusién, O1(A) = {(1,0)} y O2(A) = conv({(1,0,0),(2/3,1/3,0)}).
El valor del juego es V = H((1,0),(1,0,0)) = 2. <&

Terminamos esta seccién con una aplicacion de los juegos matriciales
en antropologia.

Ejemplo 2.6.4. Este ejemplo estd tomado de Davenport (1960) y Straffin
(1993). En su articulo, Davenport ilustra con un ejemplo que los patro-
nes de comportamiento social a veces pueden ser respuestas funcionales
a problemas que la sociedad debe resolver. Davenport estudié una aldea
de Jamaica, donde alrededor de doscientos habitantes se ganaban la vida
gracias a la pesca. Los caladeros se podian clasificar en bancos interiores
(entre 5 y 15 millas de la costa) y bancos exteriores (entre 15 y 22 millas de
la costa). Veintiséis tripulaciones de pescadores pescaban en canoas utili-
zando una clase de nasas que se vaciaban tres dias por semana. Debido a las
especiales caracteristicas del fondo submarino, de vez en cuando se produ-
cian corrientes muy fuertes que afectaban a los bancos exteriores y que eran
muy dificiles de prever. Los capitanes de las tripulaciones debian tomar una
de las tres estrategias siguientes: pescar en los bancos interiores (I), pescar
en los bancos exteriores (O), pescar en ambos bancos (I-O). Pescar en los
bancos interiores es mas seguro (en el sentido de que, cuando se producen
las corrientes, el pescado de los bancos exteriores se pierde) y mas facil
(en el sentido de que estdn més préximos a la costa). Sin embargo, en los
bancos exteriores se puede obtener mejor pescado. La Tabla 2.6.1 muestra
la estimacion realizada por Davenport de los beneficios medios mensuales,
en libras esterlinas, para los capitanes de las canoas, dependiendo de la es-
trategia de pesca utilizada y del hecho de que se produjeran corrientes (R)
o no (N). El destaca que hizo estas estimaciones antes de planear hacer un
analisis de los datos por medio de la teoria de juegos. Los capitanes de las
canoas se enfrentaban a un problema de decisién en un entorno de riesgo
que se podia tratar como un juego matricial 3 x 2. Si se resuelve utilizando
alguno de los dos métodos explicados, el resultado es que el primer juga-
dor tiene una tnica estrategia 6ptima (0.67,0,0.33). Sorprendentemente,
el comportamiento real de los capitanes es muy proximo a esta estrate-
gia 6ptima. Davenport observé que el 69 % de ellos escogia la estrategia I,
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R N
1 17.3 | 11.5
O | —4.4 1 20.6

1-O0 | 52 17

Tabla 2.6.1: Juego de Davenport de los pescadores jamaicanos.

el 31 % seguia la estrategia I-O y ningun capitdn usaba la estrategia O.
También observé que las corrientes se producian un 25% del tiempo, lo
cual es también bastante proximo a la tnica estrategia 6ptima del juga-
dor 2: (0.31,0.69). La critica que se puede hacer a este andlisis es que esta
situacién no es realmente un juego, porque si bien los pescadores buscan
maximizar sus objetivos, no ocurre lo mismo con el jugador 2 que no esta
escogiendo su “estrategia” Por lo tanto, un comportamiento racional para
el jugador 1 seria observar las corrientes y responder de manera éptima.
Ahora bien, la estrategia del jugador 1 que maximiza su pago esperado,
asumiendo que las corrientes se producen un 25 % del tiempo, es (0,1,0).
Contra este ultimo punto de vista se puede argumentar que las corrientes
son impredecibles y que el porcentaje de tiempo que se producen, visto co-
mo una variable aleatoria, tiene mucha varianza. Esto puede explicar que
la sociedad prefiera la estrategia maxmin que, con independencia de las
corrientes, garantiza un resultado razonable (en realidad, muy préximo al
6ptimo) que asegura la supervivencia de la aldea. <&

2.7. Juegos Matriciales y Programacion Lineal

En esta seccién comprobaremos que resolver un juego matricial es, en
cierto sentido, equivalente a resolver un par de problemas de programa-
cién lineal duales y obtendremos un nuevo algoritmo para resolver juegos
matriciales. La programacion lineal es un campo muy importante de la in-
vestigacion operativa desde que George B. Dantzig introdujo en 1947 el
método simplex. Para los lectores no familiarizados con la programacién
lineal presentamos a continuacién una breve introducciéon a dicho campo.
Bazaraa y otros (1990) es, entre otras muchas, una buena referencia para
profundizar en la programacién lineal. El libro de Owen (1995), aunque es
un libro de teoria de juegos, incluye un capitulo sobre programacion lineal
en el que se desarrolla el método simplex y la teoria de la dualidad.

Definicion 2.7.1. Un problema de programacién lineal es un proble-
ma, de optimizacién con restricciones en el que tanto la funcién a optimizar,



2.7. Juegos Matriciales y Programacién Lineal 55

también llamada funcién objetivo, como las restricciones son lineales. Todo
problema de programacion lineal se puede expresar como:

minimizar cxt

sujeto a xA > b,
x>0,

donde A es una matriz m X n, ¢ es un vector 1 x m y b es un vector 1 X n.
Queremos encontrar una solucién factible para el problema (es decir, un
vector z € R™ que satisfaga las desigualdades) de modo que minimice
la funcién objetivo cx! dentro del conjunto de soluciones factibles; de tal
solucién decimos que es éptima para este problema.

Definicién 2.7.2. El dual del problema de la definicién anterior es el
siguiente problema de programacion:

maximizar by’
sujeto a Ayt < cf,
y = 0.

Ahora queremos encontrar una solucién factible para el problema (es decir,
un vector y € R™ que satisfaga las desigualdades) de modo que maximice
la, funcién objetivo by! dentro del conjunto de soluciones factibles; de tal
soluciéon decimos que es Optima para este problema.

Si tenemos un par de problemas como los de las dos definiciones ante-
riores, nos referimos al primero como el problema primal (P) y al segundo
como el problema dual (D). A continuacién enunciamos un importante re-
sultado de programacién lineal: el teorema de dualidad.

Teorema 2.7.1 (Teorema de dualidad). Sean (P) y (D) un par de proble-
mas de programacion lineal duales. Entonces,

1) (P) tiene una solucion dptima si y sélo si (D) tiene una solucion
optima.

2) Supongamos que x ey son soluciones factibles de los problemas (P)
y (D), respectivamente. Entonces, x es una solucion dptima de (P) e
y es una solucién optima de (D) si y sélo si cxt = byt.

A continuacién vamos a probar que para resolver un juego matricial
es suficiente resolver un par de problemas de programacion lineal duales.
Consideremos un juego matricial A con un valor positivo (en vista de la
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proposicién 2.6.5 podemos hacer esta suposicion sin pérdida de generali-
dad). Para encontrar el valor del juego y el conjunto de estrategias éptimas
del jugador 1 basta resolver el siguiente problema de programacién lineal:

maximizar A
sujetoa xP; > A, Vj €N,

zJl =1,
x>0,
donde J,,, = (1,...,1) € R™. Claramente, este problema es equivalente al

siguiente:

e 1
minimizar

sujeto a A > AJ,,

2Tt =1, (2.7.1)
A>0, z>0.
Consideremos ahora el problema que describimos a continuacion:
minimizar uJf,
sujeto a  uA > Jp, (2.7.2)

u > 0.
Es un ejercicio sencillo probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.7.2. a) Si el par (x,\) es una solucién dptima del proble-
ma (2.7.1), entonces u es una solucion éptima del problema (2.7.2) donde,
para todo i € M,

b) Siu es una solucién dptima del problema (2.7.2), entonces (z, A) es una
solucion dptima del problema (2.7.1) donde, para todo i € M,

1 1
e w Y A= ——
wgt oY uJt,

m

Ty =

Ahora podemos proceder de modo analogo desde el punto de vista del
jugador 2. Para encontrar el valor del juego y el conjunto de estrategias
6ptimas del jugador 2 basta resolver el siguiente problema de programacién
lineal:

minimizar T
sujeto a Quyf <T, Vi€ M,
yJ;L =1,
y > 0.
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Claramente, este problema es equivalente al siguiente:

maximizar %
sujeto a Ayt <TJL |
ertL =1,
y > 0.

(2.7.3)

Consideremos ahora el problema que describimos a continuacién (que es
dual del problema (2.7.2):

maximizar wJ}
sujeto a  Aw' < JL | (2.7.4)
w > 0.

De nuevo, es un ejercicio sencillo probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.7.3. a) Si el par (y,T') es una solucién éptima del proble-
ma (2.7.3), entonces w es una solucion éptima del problema (2.7.4) donde,
para todo j € N,

U)j = fyj.

b) Siw es una solucion dptima del problema (2.7.4), entonces (y,T') es una
solucion dptima del problema (2.7.3) donde, para todo j € N,

1 1
Y1 = gt yI'= wJt’

n n

Como conclusién podemos decir que, para resolver un juego matricial
A, es suficiente resolver los problemas (2.7.2) y (2.7.4) que son un par de
problemas de programacién lineal duales. Nétese que este resultado impli-
ca que el algoritmo del simplex puede ser usado para resolver un juego
matricial.

Vamos a ver ahora que, para resolver un par de problemas de pro-
gramacién lineal, es suficiente resolver un cierto juego matricial. Para ello
precisamos unas definiciones y resultados bésicos.

Definiciéon 2.7.3. Un juego matricial n x n caracterizado por la matriz A
se dice simétrico si los jugadores son intercambiables, esto es, si A = — A",

Proposicion 2.7.4. Sea A un juego matricial n X n simétrico. Entonces,
su valor V es cero y, ademds, O1(A) = Oz(A).
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Demostracidn. Tomemos x,y € S, tales que z € O1(A) e y € Oz(A).
Entonces, para cualesquiera 2/, € Sy,

o Ayt < x Ayt < 2 Ay,
o0, equivalentemente, tomando transpuestas y multiplicando por —1,
—yAla’t > —yAlat > —y/ Alal.
Teniendo en cuenta que A = —A?,
yAz'"" > yAaxt >y Aa?,

lo que quiere decir que y € O1(A) y € O3(A). Por tanto, efectivamente,
O1(A) = O2(A). Ademés,

V=ady =a(-A"y' = y(-A)2' = -V,
por lo que V = 0. O

Definicion 2.7.4. Sea A un juego matricial m x n. Una fila Q; se denomina
relevante si existe z € O1(A) tal que z; > 0. Una columna P; se denomina
relevante si existe y € O2(A) tal que y; > 0.

Proposiciéon 2.7.5. Sea A un juego matricial m X n.

1) Si P; es una columna relevante, entonces se tiene que xP; =V para
todo x € O1(A).

2) Si Q; es una fila relevante, entonces se tiene que Q;yt =V para todo
Yy e OQ(A).

Demostracién. Probamos sélo la primera afirmacién (la segunda se proba-
rfa andlogamente). Sea P; una columna relevante y supongamos que existe
z € 01(A) tal que zP; # V. Como = € 0;(A), utilizando la Proposi-
cién 2.6.4 sabemos que P, > V para todo k € N. Entonces zP; > V.
Como P; es relevante, podemos tomar y € O(A) tal que y; > 0. En tal
€aso,

V=xAy' =3 (zP)y= Y (zP)yr+ (@P)y; >V,
kEN kEN\{j}

lo cual es una contradiccién. O
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Consideremos ahora un par de problemas de programacion lineal duales
(P) y (D) segtun las definiciones 2.7.1 y 2.7.2. Consideremos el siguiente
juego matricial B:

0 A =
B=| -At 0
c -b 0

Obsérvese que se trata de un juego matricial simétrico, por lo que su valor
es cero y ademds O1(B) = O2(B). A partir de ahora en juegos matriciales
simétricos, al referirnos a una estrategia 6ptima de los jugadores diremos
sencillamente una estrategia optima del juego.

Teorema 2.7.6. Los problemas (P) y (D) tienen soluciones dptimas si y
solo si el juego matricial B tiene una estrategia optima cuya ultima com-
ponente es positiva.

Demostracion. Sea (xz,y,a) € Spint1 (x € R™ y € R", a € R, a > 0)
una estrategia éptima de B. Entonces,

0 A = xt

At 0 b yt | <o.
c —=b 0 «
Por tanto,
Ayt —ca <0,
—Alz' +bla <0,
cxt —by' = 0.

La ltima igualdad se tiene al aplicar la Proposicion 2.7.5, porque la tltima
fila de B es relevante ya que o > 0. Tomemos z* = (1/a)z e y* = (1/a)y.
Claramente x* es una solucion factible de (P) e y* es una solucion factible
de (D). Dado que cz! — by! = 0, aplicando el teorema de dualidad, z* es
una solucién 6ptima de (P) e y* es una solucién 6ptima de (D).
Reciprocamente, supongamos que z* es una solucién éptima de (P) e y*
es una solucién 6ptima de (D). Tomemos entonces (z,y, «), donde z = az*,

y=ay*y
1

A Siem T YNy
Obsérvese que o > 0y (z,y,@) € Spint1. Ademas
0 A - xt
At 0 yt | <o,
c —=b 0 «

a

lo cual concluye la demostracion. O
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2.8. Refinamientos del Equilibrio de Nash en Jue-
gos Finitos

La idea principal que subyace en el concepto de equilibrio de Nash es la
de buscar perfiles de estrategias que se sustenten por si mismos o, en otras
palabras, que se autoimpongan. Por autoimponerse entendemos que si a
los jugadores se les propone (o ellos mismos informalmente acuerdan) jugar
segiin uno de tales perfiles, ningin jugador tiene incentivos para desviarse
unilateralmente de él. Esta claro que para que un perfil de estrategias se
autoimponga debe ser un equilibrio de Nash; sin embargo, ésta no es una
condicién suficiente. Lo vamos a ilustrar con un par de ejemplos.

Ejemplo 2.8.1. Consideremos la extensién mixta del juego bipersonal fi-
nito que recoge la siguiente tabla.

L | R
L[1,1]0,0
R10,0]0,0

Este juego tiene dos equilibrios de Nash puros: (L,L) y (R, R). Sin em-
bargo, (R, R) no se autoimpone realmente. Supongamos que los jugadores
han acordado informalmente jugar (R, R) y consideremos, por ejemplo, el
jugador 1. Este no pierde si juega L en lugar de R e, incluso, puede llegar a
ganar si el jugador 2 también se desvia de R. Por tanto, el jugador 1 jugara
L, lo que quiere decir que (R, R) no se autoimpone realmente. El jugador 2
puede hacer un razonamiento andlogo de modo que, incluso aunque los ju-
gadores hubiesen acordado jugar (R, R), finalmente jugaran (L, L). N6tese
que (L, L), en cambio, es un equilibrio de Nash que si se autoimpone. <

Ejemplo 2.8.2. Consideremos la extensién mixta del juego bipersonal fi-
nito que recoge la siguiente tabla.

L R
L 1,1 10,0
R 0,10 | 10,10

Este juego tiene también dos equilibrios de Nash puros: (L,L) y (R, R).
Ahora bien, (R, R) no se autoimpone y el razonamiento es andlogo al del
ejemplo anterior. Supongamos que los jugadores han acordado informal-
mente jugar (R, R) y consideremos, por ejemplo, el jugador 1. Este no
pierde si juega L en lugar de R e, incluso, puede salir beneficiado si el ju-
gador 2 también se desvia de R (beneficiado con respecto a lo que ganaria
de haber elegido R). Por tanto, el jugador 1 jugara L, lo que quiere decir
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que (R, R) no se autoimpone realmente. El jugador 2 puede hacer un ra-
zonamiento andlogo de modo que, incluso aunque los jugadores hubiesen
acordado jugar (R, R), finalmente jugaran (L, L). Nétese que (L, L), en
cambio, es un equilibrio de Nash que si se autoimpone. Este ejemplo pone
de manifiesto una vez mas que la teoria de juegos no cooperativos no busca
resultados socialmente 6ptimos, sino resultados socialmente estables. Aqui
(R, R) es socialmente més deseable que (L, L), pero sélo (L, L) es realmen-
te posible en un contexto no cooperativo. &

Estos ejemplos pueden ayudarnos a entender que si en un juego en
forma estratégica queremos encontrar un perfil de estrategias que se auto-
imponga, debemos buscarlo dentro del conjunto de sus equilibrios de Nash
pero, en ocasiones, debemos requerir condiciones adicionales. En definitiva
estos ejemplos ilustran la necesidad de refinar el concepto de equilibrio de
Nash. En esta seccién unicamente presentaremos una breve introduccién a
este campo de los refinamientos del equilibrio de Nash y lo haremos en el
contexto de los juegos finitos (aunque algunos de los conceptos que vamos
a introducir se pueden extender de modo inmediato a la clase de todos los
juegos en forma estratégica). Para un estudio en profundidad de este tema
se puede consultar el libro van Damme (1991).

Considéremos un juego finito G = (X1, ..., X, Hy,..., Hy,) y su exten-
sién mixta F(G) = (S1,...,Sn, H1,..., H,). A continuacién definiremos el
concepto de equilibrio perfecto, uno de los més importantes refinamientos
del equilibrio de Nash. Fue introducido en Selten (1975) y su idea princi-
pal consiste en seleccionar aquellos equilibrios de Nash que siguen siendo
equilibrios incluso en el caso de que los jugadores puedan cometer pequenios
errores cuando escogen sus estrategias. Por esta razén el equilibrio perfecto
se denomina también equilibrio de la mano temblorosa.

Definicién 2.8.1. Una perturbacién de G es un vector n = (n1,...,m,)
tal que, para todo ¢ € N, 7; es una aplicacién de X; en IR que satisface:

1) mi(xz;) > 0, para todo x; € X;.
Denotaremos por P(G) el conjunto de perturbaciones de G.

Definiciéon 2.8.2. La n-perturbacion de G es el juego en forma estra-
tégica (G, n) dado por:

(Gﬂ]) = (51(771)7 . ‘7Sn(77n)7H17 cee 7Hn)a

donde, para todo i € N,
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1) Sz(m) = {SZ' S SZ : 81(1’1) > 77@(1'1) Vz,; € Xz}

2) H; es la restricciéon de la funcién de pago del jugador i en E(G) a
S(n) = e Si(m)-

Una n-perturbacién de G es simplemente una versiéon modificada de
E(G) en la que todos los jugadores juegan todas sus estrategias puras con
una probabilidad positiva (mayor o igual que la cota inferior dada por la
perturbacién). Por otra parte, observemos que (G,7) estd en las condiciones
del teorema de Nash, por lo que podemos asegurar que tiene al menos un
equilibrio de Nash.

Definicion 2.8.3. Un perfil de estrategias s € S se denomina equilibrio
perfecto de E(G) si existen dos sucesiones {n*} C P(G), con {n*} =0,y

{s*} c S, con {s*} — s de modo que, para todo k € IN, s* es un equilibrio
de Nash de (G,n*).*

A continuacién presentamos un resultado que sera de utilidad para ana-
lizar el concepto de equilibrio perfecto.

Proposicién 2.8.1. Sea (G,n) = (S1(m),...,Sn(m), H1,...,Hy) la -
perturbacion del juego finito G = (X1,...,Xn, H1,...,Hy). Entonces s €
S(n) es un equilibrio de Nash de (G,n) si y sélo si, para todo i € N y todo
x; € X;, se cumple la siguiente condicion:

Demostracién. Para cada s € S(n) y cada i € N,
HZ(S) = Z Hi(s,i,xi)si(mi).
T, €X;

A la vista de tal expresion, es facil comprobar que el enunciado de la pro-
posicién es cierto. O

El siguiente ejemplo muestra que (L, L) es el tnico equilibrio perfecto
en el juego del Ejemplo 2.8.1; andlogamente se puede comprobar que (L, L)
es el tinico equilibrio perfecto en el juego del Ejemplo 2.8.2.

Ejemplo 2.8.3. Consideremos el juego E(G) del Ejemplo 2.8.1. Sea ahora
{n*} C P(G) una sucesién de perturbaciones de G que converge a cero, y
tomemos k € N y s € S(n¥). Obsérvese que

Hl(L, 82) = SQ(L) >0= Hl(R, 82),

4Dada una sucesién {z*} escribimos {z*} — a si limj,_, o0 2* = a.
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HQ(Sl,L) = Sl(L) > 0= Hg(Sl,R).

En consecuencia, la Proposicion 2.8.1 implica que el Unico equilibrio de
Nash de (G, 7n*) es s* € S(n) dado por:

si(L) =1-nf(R), sf(R) =nf(R), i€ {1,2}. (2.8.1)

De este modo, para cualquier sucesién de perturbaciones {nk } C P(G) que
converge a cero, podemos asociar una tinica sucesion {s*} C S de equilibrios
de Nash de los juegos (G,7") asociados. Dicha sucesién es la definida, para
todo k € IN, por (2.8.1). Obsérvese que, como {n*} — 0, entonces {s*} —
(L, L). En consecuencia, (L, L) es el tinico equilibrio perfecto de este juego.

<&

Los dos resultados siguientes muestran que todo equilibrio perfecto es
un equilibrio de Nash y que la extension mixta de un juego finito posee, al
menos, un equilibrio perfecto.

Teorema 2.8.2. Si s € S es un equilibrio perfecto de E(G), entonces es
un equilibrio de Nash de E(G).

Demostracion. Como s es un equilibrio perfecto existen dos sucesiones {1*}
y {s*} en las condiciones de la Definicién 2.8.3. En vista de la Proposi-
cién 2.8.1, s¥ es un equilibrio de Nash de (G,7"*) si y sélo si, para todo
1 € N y todo z; € X;, se cumple la siguiente condicién:

xi & PBi(s";) = s} (i) = nf (w3).

Supongamos ahora que s no es un equilibrio de Nash de F(G). Entonces,
teniendo en cuenta la Proposicién 2.4.1, existen ¢ € N y x; € X; tal que
z; € PB;i(s_;) vy si(x;) > 0. Pero en tal caso, como {n*} — 0y {s*} — s,
tomando k suficientemente grande, z; € PB;(s*,) y s¥(x;) > n¥(x;), 1o que
contradice el hecho de que s* es un equilibrio de Nash de (G,7"). O

Teorema 2.8.3. La extension mixta de un juego finito G tiene, al menos,
un equilibrio perfecto.

Demostracion. Consideremos una sucesién de perturbaciones {n*} ¢ P(G)
con {n*} — 0. Para cada k € IN escojamos s*, un equilibrio de Nash del
juego (G,7"*). Como S es un conjunto compacto, la sucesién {s*} C S tiene
una subsucesion convergente que converge a un 5§ € S. Claramente, 5 es un
equilibrio perfecto de E(G). O
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El concepto de equilibrio perfecto estda muy relacionado con la idea de
dominancia que formalizamos en las definiciones siguientes. Informalmente,
una estrategia s; de un jugador ¢ se dice no dominada si no existe otra
estrategia que nunca es peor y que algunas veces es mejor que ;.

Definicién 2.8.4. Sean s;, s, € S; dos estrategias del jugador i en E(G).
Decimos que s; domina a s; si:

1) H;(5_i,8;) > H;(5_;,s;), para todo 5_; € S_;, y

2) H;(8_;,8;) > H;(8_;,s;), para algin §_; € S_,.

i
Equivalentemente, s; domina a s; si:
1) Hi(z_i,s}) > Hi(Z_;,s;), para todo T_; € X_;, y

2) Hi<i_i, S;) > Hi(.ff?_i,si), para algin £_; € X_,.

Definicién 2.8.5. Sea s; € S; una estrategia del jugador i en E(G). Se
dice que s; es no dominada si no existe s; € S; que la domina. Diremos
que s € S es un perfil de estrategias no dominado si, para todo 7 € N,
s; es no dominada. Finalmente, un equilibrio de Nash no dominado
de E(G) es un perfil de estrategias no dominado s € S que, ademés, es un
equilibrio de Nash de E(G).°

Obsérvese que los juegos de los Ejemplos 2.8.1 y 2.8.2 tienen un 1ni-
co equilibrio perfecto, (L, L), que también es el tnico equilibrio de Nash
no dominado. Esto no es una coincidencia, tal como muestra el siguiente
resultado.

Teorema 2.8.4. Sea E(G) la extension mizta de un juego finito. Entonces:

1) Todo equilibrio perfecto de E(G) es un equilibrio no dominado de
Nash del juego E(G).

2) Si E(G) es un juego bimatricial, entonces un perfil de estrategias es
un equilibrio perfecto de E(G) si y sdlo si es un equilibrio de Nash

no dominado de E(G).

La demostracion de este resultado se puede encontrar en van Damme
(1991) y Gonzalez-Diaz y otros (2010). Notemos que si n > 2 puede haber
equilibrios de Nash no dominados que no sean perfectos, tal como muestra
el siguiente ejemplo.

5Obsérvese que este concepto se puede extender de modo directo a cualquier juego
en forma estratégica.
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Ejemplo 2.8.4. (van Damme, 1991) Consideremos la extensiéon mixta del
juego finito de tres personas de la Tabla 2.8.1, en la que el jugador 1 elige
fila, el jugador 2 elige columna y el jugador 3 elige matriz. Es un sencillo
ejercicio comprobar que (R, L, L) es un equilibrio de Nash no dominado

que no es perfecto. &
L R L R
L|1,1,1/1,0,1 L|1,1,0]0,0,0
R|1,1,1]0,0,1 R 10,1,0|1,0,0
L R

Tabla 2.8.1: Representacion de un juego de tres jugadores.

El equilibrio perfecto es uno de los refinamientos mas importantes del
concepto de equilibrio de Nash. Sin embargo, existen otros muchos refi-
namientos en la literatura ya que no es tarea facil dar una condicién que
siempre seleccione perfiles de estrategias que se autoimpongan y que, al
mismo tiempo, dé lugar a un resultado de existencia en la extensién mixta
de cualquier juego finito. El siguiente ejemplo muestra que puede haber
equilibrios perfectos que no se autoimponen.

Ejemplo 2.8.5. Consideremos la extension mixta del juego bipersonal fi-
nito que recoge la siguiente tabla.

L | R
L[7,710,0
C0,0][1,2
R|5,5]5,5

Este juego tiene dos equilibrios de Nash puros: (L, L) y (R, R). Sin em-
bargo (R, R) no se autoimpone realmente. Efectivamente, supongamos que
los jugadores han acordado informalmente jugar (R, R) y consideremos el
jugador 2. Si el jugador 1 juega segtn lo acordado, el jugador 2 es completa-
mente indiferente entre jugar L o R. Ahora bien, al desviarse, el jugador 2
podria ganar (si el jugador 1 también se desvia y elige L) o perder (si el
jugador 1 también se desvia y elige C'). De todas formas, el jugador 1 nun-
ca va a escoger C, que siempre es peor para él que R; si el jugador 1 se
desvia, debe escoger L. Por tanto, el jugador 2, que conoce este hecho, se
desviara y escogera L. Finalmente, el jugador 1, que es capaz de anticipar
que el jugador 2 puede hacer este razonamiento, también se va a desviar y
escogerd L. &
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Vamos a ver ahora otros dos refinamientos del equilibrio de Nash: el
primero estd inspirado en la definiciéon del equilibrio de Nash y el segundo
estd basado en la definicién del equilibrio perfecto.

Definicién 2.8.6. Sea E(G) la extensién mixta de un juego finito. Un
equilibrio estricto de E(G) es un perfil de estrategias s € S que satisface
que H;(s) > H;(s_;,s}), para todo s: € S;\{s;} y para todo i € N.6

A la vista de esta definicién es obvio que todo equilibrio estricto es un
equilibrio de Nash. Ademads, es facil comprender que un equilibrio estricto
de E(G) es siempre un perfil de estrategias puras.

Definicion 2.8.7. Un perfil de estrategias s € S se denomina equilibrio
estrictamente perfecto de E(G) si para toda sucesién {n*} C P(G), con
{n*} — 0, existe una sucesiéon {s¥} C S, con {s*} — s, tal que, para todo
k € N, s* es un equilibrio de Nash de (G, n¥).

Claramente, todo equilibrio estrictamente perfecto es un equilibrio per-
fecto ya que siempre existe una sucesién {n*} C P(G), con {n*} — 0. Para
terminar esta seccién vamos a estudiar la relacion entre el equilibrio es-
tricto y el equilibrio estrictamente perfecto, asi como la existencia de tales
equilibrios en la extension mixta de un juego finito.

Proposicién 2.8.5. Sea E(G) la extension mizta de un juego finito y sea
s € S un equilibrio estricto de E(G). Entonces, s es también estrictamente
perfecto.

Demostracion. Como s debe ser un perfil de estrategias puras (pues es
estricto), se puede escribir s = z. Tomemos una sucesién {n*} C P(G) con
{n*} — 0. Para todo k € N y todo i € N definimos la estrategia mixta s¥
como:

1) Sf(l‘@) =1- Zx;EXl\{xb} 775(5”;), y

2) sk(x;) = nf(w;), para todo 2} € X;\{z;}.

(2

Claramente, {s*} — z. Ademds, si k es suficientemente grande se tiene que

s* es un equilibrio de Nash del juego perturbado (G,7"). O

El reciproco de este resultado no es cierto, como se puede ver con el
siguiente ejemplo.

6Obsérvese que este concepto se puede extender de modo directo a cualquier juego
en forma estratégica.
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Ejemplo 2.8.6. Consideremos la extension mixta del juego de pares o
nones (Ejemplos 2.2.6 y 2.3.2). Ya hemos razonado que el tnico equilibrio
de Nashes ((1/2,1/2),(1/2,1/2)). Claramente, no es un equilibrio estricto
ya que no es un perfil de estrategias puras. Por otro lado, es facil comprobar
que un equilibrio de Nash completamente mixto (ver Definicién 2.4.3) es
siempre estrictamente perfecto. Por tanto, ((1/2,1/2),(1/2,1/2)) es un
equilibrio estrictamente perfecto que no es estricto. &

El siguiente ejemplo muestra que la extension mixta de un juego biper-
sonal finito puede no tener equilibrios estrictamente perfectos.

Ejemplo 2.8.7. Consideremos la extension mixta del juego bipersonal fi-
nito que recoge la Tabla 2.8.2. Es un ejercicio sencillo comprobar que este

juego no tiene equilibrios estrictamente perfectos. <&
L | C | R
L|1,1]1,0]0,0
R|1,110,0]1,0

Tabla 2.8.2: Juego bipersonal del Ejemplo 2.8.7.

A continuacién mostramos la relacién entre los conceptos que hemos
considerado en esta seccién. Aquellos conceptos que aparecen subrayados
no cumplen un teorema general de existencia para la extensién mixta de
un juego finito.

Estricto = Estrictamente = Perfecto = Nash no = Nash
Perfecto Dominado

2.9. Ejercicios

Ejercicio 2.1 (Las tres ciudades (Carreras y otros, 2001)). Dos empresas
competidoras que denotaremos por E1 y E2, respectivamente, venden cierto
tipo de material informético en un mercado constituido por tres ciudades,
Orense, Pontevedra y Vigo. Ambas empresas han decidido incrementar su
actividad en una de las tres ciudades, por medio de promociones, publi-
cidad, méas puntos de venta, etc. Un sondeo ha revelado que, segtin las
decisiones que tomen ambas, la cuota total de mercado que controlara la
empresa 1 queda descrita, en porcentaje, por la siguiente tabla.
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E1/E2 Orense | Pontevedra | Vigo
Orense 40 % 50 % 90 %
Pontevedra | 70% 55% 55%
Vigo 5% 55% | 40%

La diferencia hasta el 100 % es la cuota de mercado que controlara la
empresa 2. No hay mas informaciéon que considerar, salvo que ambas em-
presas conocen el sondeo reflejado en la tabla, que tomaran sus decisiones
en secreto y al mismo tiempo y que, légicamente, cada una de ellas quie-
re optimizar su cuota de mercado. Determinese cudl de las tres ciudades
deberia escoger cada una de las dos empresas.

Ejercicio 2.2 (El empresario arriesgado (Carreras y otros, 2001)). Dos
empresarios de maquinaria agricola controlan el mercado de la provincia de
Lugo, con cuotas del 40 % y 60 %, respectivamente. Cada uno esté consi-
derando la posibilidad de efectuar una inversiéon para mejorar su cuota. El
empresario 1 tiene dos opciones:

s Invertir la cantidad prevista. Esto incrementara su cuota de mercado
hasta el 50 % o hasta el 60 % segtn el empresario 2 invierta también
0 no.

» Invertir previamente en bolsa la cantidad prevista. Existe una proba-
bilidad p estimada de que la inversién le produzca unos rendimientos
considerables, y una probabilidad 1 — p de que la operacion salga mal
y resulten muy mermados sus recursos financieros. En el caso de que
la inversién en bolsa salga bien, la inversion de los rendimientos pro-
porcionard al empresario 1 una cuota de mercado del 70 % o del 80 %
dependiendo de si el empresario 2 invierta también o no. Si la in-
versién previa resulta un fracaso, la inversién de los pocos recursos
restantes conducirad al empresario 1 a una cuota del 35 % o del 45 %,
dependiendo como en los casos anteriores de la decisién del empresa-
rio 2.

La diferencia hasta el 100 % es la cuota de mercado que controlara la empre-
sa 2. Modelicese esta situacion por medio de un juego en forma estratégica
suponiendo que la cuota de mercado de cada jugador es una funcién de
utilidad de von Neumann y Morgenstern para cada jugador.

Ejercicio 2.3. Encuéntrense los equilibrios de Nash del juego bimatricial
de la siguiente tabla.

1,3 2,4
L5 4,1
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Ejercicio 2.4 (El modelo de duopolio de Bertrand). En 1883, J. Ber-
trand propuso una modificacién del modelo de duopolio de Cournot. En su
propuesta, las empresas no compiten en produccién sino en el precio, que
entonces debe ser la variable estratégica a tener en cuenta. Considérese un
mercado con dos compaiifas que venden un mismo producto. Supongamos
que no hay ningun coste fijo de produccién y que los costes unitarios de
produccién son idénticos para ambas companias y dados por ¢ > 0. Cada
compaifia decide el precio al que vende el producto. Dado el precio mas
bajo, p, la cantidad vendida es ¢ = max{0,d — p}, para un cierto d > 0 con
0 < ¢ < d. Si las companias eligen precios distintos, la que haya elegido
el precio mas bajo se hace con todo el mercado. Si ambas han elegido el
mismo precio, se reparten las ventas a partes iguales. Escribase la forma
estratégica que describe esta situacion. Obténgase el conjunto de equilibrios
de Nash y los pagos obtenidos por cada uno de los jugadores.

Ejercicio 2.5. Considérese la siguiente variacion del modelo de Bertrand
descrito en el ejercicio anterior. Ahora las dos companias venden productos
diferenciados. Nuevamente, suponemos que no hay ningtn coste fijo de pro-
duccién y que los costes unitarios de produccién son idénticos para ambas
compaiias y dados por ¢ > 0. Una vez que los precios han sido elegidos,
p1 Y p2, la cantidad vendida por cada compaiiia i € {1,2} viene dada por
¢;i = max{0,d —p; +rp_;},con 0 < c < dy 0 <r <2 (rindica el grado de
diferenciacién de los productos). Escribase la forma estratégica que descri-
be esta situacién. Obténgase el conjunto de equilibrios de Nash y los pagos
obtenidos por cada uno de los jugadores.

Ejercicio 2.6. Calcilense los equilibrios de Nash en la extensiéon mixta del
juego de pares o nones.

Ejercicio 2.7 (Piedra, papel, tijera). Dos jugadores participan en un juego
en el que tienen que escoger simultinea e independientemente uno de los
siguientes objetos: piedra, papel o tijera. La piedra gana a la tijera rom-
piéndola, la tijera gana al papel cortdndolo y el papel gana a la piedra
envolviéndola. El jugador que escoge el objeto vencedor obtiene una uni-
dad del otro jugador y cuando ambos jugadores escogen el mismo objeto
ninguno gana. Describase el juego y encuéntrense las estrategias éptimas
de los jugadores.

Ejercicio 2.8. Supdéngase que S es el simplex de R™. Considérese el juego
G=(X1,...,Xpn, Hi,...,Hp)

tal que, para todo i € N, X; = [0,00), Hi(z) = 2;six € Sy Hi(x) =0
si x € S. Obténgase un equilibrio de Nash y de G tal que H;(y) = 0, para
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todo i € N, y un equilibrio de Nash z de G tal que H;(z) > 0, para todo
¢ € N. Indiquese si alguno de estos equilibrios es estricto.

Ejercicio 2.9. En el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, dibu-
jense By y Bs. Obténganse también los equilibrios de Nash y proporcidnese
también una estrategia completamente mixta del segundo jugador que do-
mine a (1/2,1/2).

2,010,0
0,1]1,3

Ejercicio 2.10. Calcilese el valor inferior del juego bipersonal de suma
nula ([0,2],[0,2],H) con H(z,y) = 3zy — x — 5y + 8 para cualesquiera
z,y € [0,2].

Ejercicio 2.11. Indiquese razonadamente si la siguiente afirmacion es ver-
dadera o falsa: “Si E(G) es la extensién mixta de un juego finito, s es
un equilibrio de Nash de F(G) y § domina a s;, entonces (s—_;, 5;) es un
equilibrio de Nash de E(G)".

Ejercicio 2.12. Digase si el siguiente juego bipersonal de suma nula,
([0,1],[2,3],H) con H(z,y) = 2zy — 5x —y — 2 para cualesquiera x,y €
[0,1] x [2, 3], esté estrictamente determinado.

Ejercicio 2.13. En el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, en-
cuéntrese una estrategia pura de un jugador que esté dominada por una
completamente mixta.

1,1]0,3]1,0
0,1]2,0/0,3

Ejercicio 2.14. Calcilense el valor y las estrategias 6ptimas de los jugado-
res en el siguiente juego matricial. Obténganse también todas las soluciones
simples de la submatriz resultante de eliminar la segunda columna.

3 1 -1
01 5

Ejercicio 2.15. En el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, obtén-
ganse los equilibrios estrictos, perfectos y estrictamente perfectos.

2,010,0
0,11,3
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Ejercicio 2.16. En el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, obtén-
gase los equilibrios estrictos, perfectos y estrictamente perfectos.

1,2]3,3
5,1]0,0

Ejercicio 2.17. Resuélvase el siguiente juego matricial. Escribanse tam-
bién los problemas de programacién lineal duales a los que da lugar el juego
matricial anterior y, después, el juego matricial simétrico al que dan lugar

tales problemas.
0 1 -1
2 1 5

Ejercicio 2.18. Resuélvase el siguiente juego matricial utilizando el méto-
do geométrico y encuéntrese una solucion simple de la submatriz resultante
de eliminar la tercera columna en la matriz. Escribanse ademas los pro-
blemas de programacién lineal duales a los que da lugar el juego matricial
anterior y, después, el juego matricial simétrico al que dan lugar tales pro-

blemas.
3 1 1
020

Ejercicio 2.19. Indiquese razonadamente si la siguiente afirmacion es ver-
dadera o falsa: “Si en un juego matricial eliminamos una estrategia pura
de un jugador que domina a todas las demas, el valor del nuevo juego
necesariamente cambia”.

Ejercicio 2.20. Indiquese razonadamente si la siguiente afirmacion es ver-
dadera o falsa: “Si un juego bimatricial tiene un tnico equilibrio perfecto,
entonces tal equilibrio es estricto”.

Ejercicio 2.21. En el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, obtén-
ganse los equilibrios de Nash, estrictos, perfectos y estrictamente perfectos.

1,0]2 —1
0,0 2,1

Ejercicio 2.22. En el juego matricial dado por la matriz A, calcilese el
valor y las estrategias 6ptimas del jugador 1 y del jugador 2.

=3 3)
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Ejercicio 2.23. En el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, obtén-
ganse los equilibrios de Nash. Digase ademas, cuales de esos equilibrios son
estrictos, y cudles son perfectos.

—900, -900 | 200,0
0,200 100,100

Ejercicio 2.24. Considérese la siguiente modificacién de la subasta al pri-
mer precio. Dos agentes pujan por un articulo al que valoran en 5 y 3
unidades monetarias, respectivamente. Si ambos pujan la misma cantidad
se lanza una moneda, de manera que si sale cara se adjudica el articulo al
primer agente y si sale cruz se adjudica al segundo. Escribanse las funciones
de pago de los agentes que resultan en esta subasta. Proporcionese ademas
un equilibrio de Nash del correspondiente juego.

Ejercicio 2.25. Obténgase el valor y las estrategias 6ptimas de los jugado-
res en el siguiente juego matricial utilizando el procedimiento geométrico.
Ademas, obténganse las soluciones simples del juego matricial resultante de
eliminar la tercera columna.
3 -1 0
-2 1 -1

Ejercicio 2.26. En el siguiente juego matricial plantéense los dos proble-
mas de programacioén lineal duales asociados.

4 5 7 3
31 0 5

Ejercicio 2.27. Calcilese el valor inferior del juego bipersonal de suma
nula ([0,2], [1,3], H) donde H(z,y) = 6zy + 3z — 8y + 9 para todo (z,y) €
[0,2] x [1,3]. Digase, ademas, si este juego esta estrictamente determinado.

Ejercicio 2.28. Razonese si la siguiente afirmacion es cierta o no: “En un
juego bimatricial 2 x 2, si un perfil de estrategias no es equilibrio de Nash,
no puede ser no dominado”.

Ejercicio 2.29. Para el juego bimatricial dado por la siguiente tabla, en-
cuéntrense dos estrategias completamente mixtas del jugador 2, s; y so, tal
que s no domina a s7.

3,111,4]2,0
1,4(2,1]0,2
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3.1. Introduccién a los Juegos en Forma Extensi-
va

Vamos a considerar ahora modelos no estaticos para analizar situaciones
de decisién interactivas y multietapicas. Como ya comentamos en el Ejem-
plo 2.1.5, tales situaciones también se pueden representar por medio de un
juego en forma estratégica. De todos modos, al hacerlo asi, prescindimos de
cierta informacién sobre su estructura que puede ser relevante en algunas
circunstancias. Por esta razén el modelo de juego en forma extensiva, que
pretende describir extensivamente la situacion multietapica y su estructura,
aunque es mas complejo puede ser el mas adecuado en muchas ocasiones.
En este capitulo seguimos, basicamente, la notacién de Selten para juegos
en forma extensiva (Selten, 1975). Por otro lado, sélo trataremos de manera
formal los juegos en forma extensiva finitos, aunque al final del capitulo se
incluyen algunos comentarios sobre juegos en forma extensiva infinitos.

Definiciéon 3.1.1. Un juego en forma extensiva I' es una 7-tupla
(A7M7P7U’C’p?h)
cuyos integrantes se describen a continuacién.

El arbol del juego. (A, M) es un drbol finito, esto es, A es un conjunto
finito de nodos y M C A x A es un conjunto finito de arcos orientados
que satisfacen: i) existe un tnico nodo distinguido d (d es distinguido
si (a,d) ¢ M para todo a € A), y ii) para todo a € A\{d} existe un
tnico camino conectando d y a (un camino es una secuencia de arcos
consecutivos; dos arcos (a,a) y (a’,a’) se dice que son consecutivos si
a =da'). Un nodo a € A se dice terminal si no existen arcos que salen
de él, es decir, si no existe @ € A con (a,a) € M. Se denotard por Z
el conjunto de nodos terminales. El arbol finito describe la estructura
de la situaciéon multietdpica: los nodos que no son terminales repre-
sentan puntos de decision de los jugadores; los arcos que salen de cada
nodo representan las alternativas disponibles para el correspondiente
jugador en ese punto de decision; los nodos terminales representan los
posibles puntos finales del juego.

La particién de los jugadores. P = {Py, P1,...,P,} es una particién
de A\Z (en la que alguna de las clases puede ser vacia), que propor-
ciona una indicacion del jugador que toma decisiones en cada nodo
que no es terminal. Los mecanismos responsables de los movimientos
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aleatorios en el juego son denominados “jugador cero”. Se denota-
ra por N = {1,...,n} el conjunto de jugadores “personales” en T.
Noétese que 0 € V.

La particién de informacién. U denota la colecciéon {Uy,...,U,} don-
de, para cada i € N, U; proporciona una particién de P;. Cada u € U;
contiene los nodos del jugador ¢ en los que tiene la misma informacién
acerca de lo que ha pasado en el juego hasta ese punto. Por tanto, si
un nodo en u es alcanzado durante el juego, su poseedor Unicamente
conoce que tiene que tomar una decisiéon en u, pero no es capaz de
saber qué nodo de u ha sido alcanzado realmente. De esta forma, cada
u € U; debe cumplir:

s Cada partida interseca u a lo sumo una vez, siendo una partida
un camino desde el nodo distinguido hasta un nodo terminal.

= Kl ntimero de arcos que empiezan en a y @ debe ser el mismo si
a,a € u. De lo contrario, i seria capaz de distinguir entre a y a.

Los conjuntos u € U; se denominan conjuntos de informaciéon del
jugador 1.

La particién de elecciones. Cada jugador tiene que seleccionar una al-
ternativa en cada uno de sus nodos de decisién pero, debido a la
particién de informacién, sélo puede seleccionar una eleccion en cada
conjunto de informacion. Formalmente, una elecciéon para el jugador
i € N en el conjunto de informacién v € U; es un conjunto que
contiene, para cada a € u, una alternativa en a (es decir, un arco
(a,a) € M), de modo que cada alternativa pertenece a una y sélo a
una eleccién. La particion de elecciones C' es el conjunto de todas las
posibles elecciones de los jugadores en sus conjuntos de informacion.
Notese que, asi definida, C' es una particién del conjunto de arcos que
salen de nodos que no estan en Py. Para cada u € U;, C, denota el
conjunto de todas las elecciones en u.

La asignacion de probabilidad. Es una aplicacién que asigna, a cada
a € Py, una distribucién de probabilidad p, definida sobre el conjunto
{(a,a) : a € A, (a,a) € M}. La asignacién de probabilidad, pues,
proporciona una descripcién de los movimientos aleatorios en el juego.

Las funciones de utilidad. h = (hy,...,h;,) proporciona las funciones
de utilidad de los jugadores, definidas sobre Z. Suponemos que cada
jugador i € N tiene preferencias sobre Z (el conjunto de posibles



76 Tema 3. Juegos en Forma Extensiva

puntos finales del juego) y que sus preferencias se pueden representar
por medio de una funcién de utilidad h;. En general, suponemos que
esas funciones de utilidad son de von Neumann y Morgenstern.

Notese que el juego del Ejemplo 2.1.5 era un juego en forma extensiva.
A continuacién vamos a presentar otros dos ejemplos.

Ejemplo 3.1.1. Un juego de mercado. Dos empresas han desarrollado un
nuevo producto y planean lanzarlo al mercado. Desconocen si el mercado
para tal producto serd pequeno (con beneficios estimados de 80 millones
de euros al ano) o grande (con beneficios estimados de 200 millones de
euros al afio). Ya que no hay informacién disponible sobre la naturaleza
del mercado, al ser un producto que no se ha vendido con anterioridad, se
asumira que serd pequeio (S) con probabilidad 1/2 y grande (L) con pro-
babilidad 1/2. Las empresas tienen que decidir si fabrican un producto de
alta calidad (H), que se vendera mejor si el mercado es pequeiio, o de cali-
dad media (M), que se vendera mejor si el mercado es grande. La empresa
uno es lider en el sector, mientras que la dos es una pequena compania
que dirige sus productos a un publico méas especializado y exigente. Los
analistas de las empresas han estimado las siguientes cuotas de mercado
de ambas empresas; al estar basadas en datos ampliamente conocidos, se
pueden considerar como de conocimiento publico en el sector.

S M H L M H
M | 60,20 | 20,60 M | 160,40 | 140,60
H | 70,10 | 50,30 H | 70,130 | 130,70

uz Mg (60,20)
(20, 60)
(70, 10)
(50, 30)
)
)

(160, 40
(140, 60
(70, 130)
(130, 70)

u%H

Figura 3.1.1: Juego de mercado en forma extensiva.
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Otro hecho relevante es que, como la empresa dos es mas pequena y
flexible, necesita menos tiempo para el lanzamiento del producto, por lo
que puede observar la decisiéon de la primera empresa antes de tomar su
propia decision acerca de la calidad del producto. Esta situacién interactiva
multietapica puede ser representada mediante el juego en forma extensiva
I" de la Figura 3.1.1. &

Ejemplo 3.1.2. Un juego de cartas (Kuhn, 1953). Tres personas A, B y
C juegan el siguiente juego de cartas, en el que A y B forman un equipo y
reparten todos sus beneficios y costes:

1) Se reparten aleatoriamente dos cartas a A y a C, una marcada con
un 10 y otra marcada con un 5.

2) La persona con la carta mas alta recibe un euro de la otra persona y,
ademds, decide si terminar (S) o continuar el juego (M).

3) Si el juego continia, B, sin saber quién obtuvo la carta més alta en la
etapa anterior, decide si A y C' intercambian (E) o no () sus cartas.

4) De nuevo, la persona con la carta més alta recibe un euro de la otra
persona y el juego termina.

Esta situacién interactiva se puede representar como un juego en forma
extensiva de dos maneras diferentes. Podemos considerar que es un juego
bipersonal (siendo A-B el jugador 1y C' el jugador 2). En este caso, el juego
en forma extensiva correspondiente a esta situacion es I';, mostrado en la
Figura 3.1.2(a). Ahora bien, esta situacién también se puede analizar como
un juego de tres personas (con A como jugador 1, C' como jugador 2 y B
como jugador 3). En este caso, el correspondiente juego en forma extensiva
es I'y, en la Figura 3.1.2(b).! <&

A continuacién vamos a definir algunos tipos de juegos en forma exten-
siva.

Definiciéon 3.1.2. Se dice que un juego en forma extensiva I' es un juego
de informacién perfecta si, para cada ¢ € N y cada u € U;, u contiene
exactamente un nodo de A\Z. Intuitivamente, en un juego de informacién
perfecta cada jugador estd perfectamente informado, en cada uno de sus
puntos de decisién, acerca de lo que ha ocurrido en el juego hasta ese punto.
Si el juego no es de informacién perfecta, se dice que es de informacion
imperfecta.

IEsta es realmente la forma mds adecuada de representar esta situacién. La discusion
en la pagina 27 de Selten (1975) puede ayudar a entender esta afirmacion.
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(a) Juego I'y.

(1/2,-1,1/2)

1,-2,1)

0,0,0)
2,—1)

0,0,0)

)

(
(
(
(

(b) Juego I's.

Figura 3.1.2: Dos representaciones distintas del juego del Ejemplo 3.1.2.
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Definicion 3.1.3. Se dice que un juego en forma extensiva I' es un juego
de memoria perfecta si, para cada jugador ¢ € N y cada par de conjuntos
de informacién u, v € U;, se tiene la siguiente condicién: si un nodo a € v va
después de una eleccién ¢ € C,,% entonces cada nodo @ € v va después de
c. Intuitivamente, en un juego de memoria perfecta cada jugador recuerda
en cada uno de sus conjuntos de informacién todo lo que supo e hizo en
todos sus conjuntos de informacion anteriores. Cuando un juego no es de
memoria perfecta se dice que es un juego de memoria imperfecta.

De las definiciones se deduce de modo inmediato que todo juego de
informacién perfecta es también de memoria perfecta. El juego del Ejem-
plo 2.1.5 es de informacién perfecta. El juego de mercado (Ejemplo 3.1.1)
es un juego de informacién imperfecta pero de memoria perfecta. En cuan-
to al juego de cartas (Ejemplo 3.1.2) es de memoria imperfecta cuando lo
representamos como un juego de dos jugadores, pero es de memoria perfec-
ta (aunque de informacién imperfecta) cuando lo representamos como un
juego de tres jugadores.

3.2. El Equilibrio de Nash en Juegos en Forma
Extensiva

A continuacién vamos a proponer y analizar diversos conceptos de estra-
tegias en juegos en forma extensiva. Como hicimos en el capitulo de juegos
en forma estratégica, queremos introducir un concepto de equilibrio para el
que se pueda probar un resultado de existencia. Obsérvese que estamos tra-
tando con juegos finitos, de modo que para que tal resultado de existencia
sea posible, parece claro que los jugadores deben ser capaces de tomar de-
cisiones aleatorizadas. A continuacion definiremos las estrategias puras de
los jugadores y, después, las llamadas estrategias de comportamiento (que
involucran loterias).

Definiciéon 3.2.1. Sea I' un juego en forma extensiva y sea ¢ € N. Una
estrategia pura del jugador 7 es una aplicacién que asigna, a cada u € U,
una elecciéon z;(u) € Cy. Un perfil de estrategias puras del juego T es
un vector z = (x1,...,x,) tal que z; es una estrategia pura del jugador i
para todo ¢ € N. Se denotard por X; el conjunto de estrategias puras del
jugador 7 en I' y por X el conjunto de perfiles de estrategias puras en I

2Decimos que un nodo a € v va después de una eleccién ¢ si uno de los arcos de ¢
estd en el camino que conecta d, el nodo distinguido, y a.
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Definicion 3.2.2. Sea I un juego en forma extensiva y sea ¢ € N. Una es-
trategia de comportamiento del jugador ¢ es una aplicaciéon que asigna,
a cada u € U;, una loterfa sobre C,,. Para cada u € U; y cada ¢ € Cy, b;(c)
es la probabilidad que el jugador i asigna a ¢ cuando estd en el conjunto
de informacién u. Las loterias para los distintos conjuntos de informacién
de un jugador son independientes. Un perfil de estrategias de compor-
tamiento de I' es un vector b = (b,...,b,) tal que b; es una estrategia
de comportamiento del jugador i para todo ¢ € N. Denotamos por B; el
conjunto de estrategias de comportamiento del jugador 7 en I' y por B el
conjunto de perfiles de estrategias de comportamiento en I'. Observemos
que cada estrategia pura de un jugador se puede ver como una estrategia
de comportamiento. En este sentido se puede escribir que X; C B;, para
todoi € N,y que X C B.

Consideremos un juego en forma extensiva I' y notemos que, para cada
b€ Bycadaa € A, se puede calcular p(a,b), la probabilidad de que el nodo
a sea alcanzado si los jugadores juegan b. Obsérvese que {p(z,b) : z € Z}
es una distribucién de probabilidad sobre Z. Por lo tanto, si los jugadores
tienen funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern, la funcién
de pago de cada jugador i € N es la funcién H; : B — R dada, para cada

b€ B, por
Hi(b) = p(z,b)hi(z),
z2€Z
En consecuencia, podemos asociar con T el juego en forma estratégica G(T')

dado por
GT) = (X1,...,Xn, Hy,..., Hy).

Este hecho se ilustré de manera informal al considerar el Ejemplo 2.1.5 de
la situacion interactiva multietapica al principio del Capitulo 2. En esta
seccidon veremos otros ejemplos del paso de la forma extensiva a la forma
estratégica de un juego. Ahora vamos a introducir el concepto de equilibrio
de Nash en juegos en forma extensiva.

Definicion 3.2.3. Sea I' un juego en forma extensiva. Un equilibrio de
Nash de T es un perfil de estrategias de comportamiento b € B que satisface
que H;(b) > H;(b_;,b}) para todo b, € B; y para todo i € N.

Proposicion 3.2.1. Sea I un juego en forma extensiva y sea x un perfil
de estrategias puras de I'. Entonces, x es un equilibrio de Nash de I' si y

sélo si
Hz(a:) > Hz(a:_z,a:;) (3.2.1)

para todo x, € X; y para todo i € N.
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Demostracion. Tengamos en cuenta que X C B y, entonces, si x es un equi-
librio de Nash de I' la condicién (3.2.1) debe cumplirse. Reciprocamente,
sea z € X cumpliendo (3.2.1). Notemos que cada estrategia de comporta-
miento b; del jugador ¢ define una loteria si-’ sobre su conjunto de estrategias
puras X; (es decir, una estrategia del jugador i en la extensién mixta de
G(T)). Por tanto, para cada i € N y cada b; € B;,
Hi(z—i,bi) = Y Hi(x—i,})s](z}) < Hi(x).
zieX;

O

Corolario 3.2.2. Sea T’ un juego en forma extensiva y sea x € X, un perfil
de estrategias puras de I'. Entonces x es un equilibrio de Nash de T’ si y
sélo si x es un equilibrio de Nash de G(T).

A continuacién examinamos la cuestién de la existencia de equilibrios
de Nash en juegos en forma extensiva. En virtud del teorema de Nash, para
cada juego en forma extensiva I, la extensién mixta de G(T') (que denota-
mos por E(G(T))) tiene al menos un equilibrio de Nash. Hay que tener en
cuenta que cada estrategia de comportamiento de un jugador en I' da lugar
a una loteria sobre su conjunto de estrategias puras. Por lo tanto, cada
b; € B; se puede ver como un elemento de 5j, el conjunto de estrategias
del jugador i en E(G(T')). Sin embargo, el reciproco de esto no es cierto en
general, ya que si un jugador usa estrategias mixtas puede hacer elecciones
correladas en sus diferentes conjuntos de informacién. Por tanto, la cues-
tién de la existencia de equilibrios de Nash tal como se introdujeron en la
Definicién 3.2.3 (en términos de perfiles de estrategias de comportamien-
to) permanece abierta con lo que hemos comentado hasta ahora. Para dar
una respuesta a esta cuestion, vamos a utilizar el teorema de Kuhn, cuya
demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en Gonzélez-Diaz y otros
(2010).

Antes de enunciar el teorema debemos resaltar que, para cada nodo
a€ Aycadas € S (S es el conjunto de perfiles de estrategias en E(G(T))),
se puede calcular la probabilidad p(a, s) de que el nodo a sea alcanzado si
los jugadores juegan s.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Kuhn). Sea I' un juego en forma extensiva
con memoria perfecta y sea s; € S; una estrategia mixta del jugador i (o
sea, una estrategia del jugadori en E(G(T')). Entonces existe una estrategia
de comportamiento b; € B; tal que, para todo nodo a € A y todo perfil de
estrategias mixtas del resto de los jugadores 5_;,

pla, (54, 8)) = p(a, (5_i,b;))- (3.2.2)
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Como consecuencia del teorema de Kuhn, en juegos en forma extensiva
con memoria perfecta, para cada estrategia mixta s; € .5; del jugador ¢ exis-
te una estrategia de comportamiento b; € B; de ese jugador que es equiva-
lente en términos de las probabilidades consideradas en (3.2.2). Esto implica
que, para cada perfil de estrategias mixtas § € S, H;(3_;,8;) = H;(5-4, ;).
Este hecho nos permite obtener el siguiente resultado de existencia para
juegos con memoria perfecta.

Teorema 3.2.4. Todo juego en forma extensiva con memoria perfecta T
tiene al menos un equilibrio de Nash.

Demostracidn. Por el teorema de Nash, E(G(T')) tiene al menos un equili-
brio de Nash. Sea s € S uno de tales equilibrios. Por el teorema de Kuhn,
existe un perfil de estrategias de comportamiento b € B tal que

p(a, (E*iv 51)) = p(a, (§*i7 bi))’ (3-2'3)

para todo nodo a € A, para todo perfil 5_; y para todo i € N. Veamos que
ese perfil de estrategias de comportamiento b es un equilibrio de Nash de
I'. Si no fuese asi, existirfan i € N y b} € B; tales que

Pero entonces, es facil comprobar que (3.2.3) implica que
HZ(S) < Hl(S,Z,b;)

Esto conlleva que s no es un equilibrio de Nash de E(G(T')) porque, como
se ha dicho, B; puede ser visto como un subconjunto de S;. O

Una consecuencia del teorema de Kuhn es que, para cada juego en forma
extensiva con memoria perfecta I', si s es un perfil de estrategias mixtas y,
ademds, un equilibrio de Nash de E(G(T)), se puede encontrar un perfil
de estrategias de comportamiento b esencialmente idéntico a s que es un
equilibrio de Nash del juego I'. El siguiente resultado reciproco es también
una consecuencia del teorema de Kuhn.

Teorema 3.2.5. Sea I' un juego en forma extensiva con memoria perfecta.
Si b es un equilibrio de Nash de T', entonces induce un equilibrio de Nash
de E(G(T)).

Demostracion. Notemos una vez mas que B se puede ver como un sub-
conjunto de S. Si b no es equilibrio de Nash de F(G(T)), entonces existen
i€ Ny s,ebS; tales que

Hz(b) < Hi(b_i,s;). (3.2.4)
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Ahora, en virtud del teorema de Kuhn, existe b} que es equivalente a s, en
el sentido de tal teorema y, por lo tanto,

Pero esto quiere decir que b no es un equilibrio de Nash de T'. O

No es cierto que todo juego en forma extensiva tenga equilibrios de
Nash (o sea, que no podemos eliminar la hipétesis de memoria perfecta en
el Teorema 3.2.4), como el siguiente ejemplo nos muestra.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos otra vez la situacién interactiva descrita en
el Ejemplo 3.1.2 y el correspondiente juego en forma extensiva I';. El juego
en forma estratégica asociado es el juego bipersonal de suma nula G(T';)
que describe la siguiente tabla.

S M
SN 0 -1/2
SE 0 1/2
MN | 1/2 0
ME | —1/2 0

Es fécil ver que ((0,1/2,1/2,0),(1/2,1/2)) es el tnico equilibrio de Nash
del juego matricial correspondiente. Notemos que la estrategia mixta del
primer jugador (0,1/2,1/2,0) no es una estrategia de comportamiento.
El juego en forma estratégica jugado por los jugadores de I'y cuando uti-

lizan estrategias de comportamiento es el juego bipersonal de suma nula
(B1, By, H) dado por:

1) By ={b1 = (af,a(l=p),(L-a)B, (L —a)(1=B)) : a, 8 €[0,1]}.
2) By = {bg = ((5,1*5) 1€ [0,1]}

3) Para todo (b1,b2) € By X Ba,

0 —-1/2
H(b1,by) = by 192 V2= 6 a)(5-1/2)
—-1/2 0

Notemos que, en este juego,

A(br) = ,nf H(b1,b2) = infsejoq)(6 —a)(B—1/2) <0,
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para todo by € Bj. Entonces, A = A(by) = 0, si by es, por ejemplo,
(1/4,1/4,1/4,1/4). Vamos ahora a calcular el valor superior del juego
7. Se tiene que I'(ba) = supy, ¢, H(b1,b2) y, por tanto,

(1-46)/2 side€0,1/2]
I'(by) = sup (0—a)(p—-1/2) =
(e,8)€[0,1]x([0,1] 5/2 sidell/2,1].

En consecuencia v = T((1/2,1/2)) = 1/4. Por tanto (By, B2, H) no es
estrictamente determinado y, por lo tanto, I'; no tiene equilibrios de Nash.
O

Vamos a ver a continuacién tres ejemplos méas que tratan con equilibrios
de Nash en juegos en forma extensiva.

Ejemplo 3.2.2. Consideremos de nuevo el Ejemplo 3.1.2 pero esta vez
modelizado como un juego de tres personas. El correspondiente juego en
forma extensiva es I'y y su juego en forma estratégica es G(I'z) representado
en la siguiente tabla.

S M S M
S 0,0,0 —1/4,1/2,-1/4 S 0,0,0 1/4,-1/2,1/4
M [ 1/4,—1/2,1/4 0,0,0 M| —1/4,1/2,—1/4 0,0,0
N E

Es facil ver que este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras:
(M,M,N)y(S,S,E). &

Ejemplo 3.2.3. Vamos a considerar el juego en forma extensiva I' del
Ejemplo 3.1.1. Su correspondiente juego en forma estratégica G(T') estd
dado en la siguiente tabla.

MM | MH | HM | HH
M | 110,30 | 110,30 | 80,60 | 80,60
H | 70,70 | 90,50 | 70,70 | 90,50

Las estrategias del jugador 2 en este juego se interpretan del siguiente modo.

1) MM: el jugador 2 jugard M haga lo que haga el jugador 1.
2) MH: el jugador 2 jugara siempre lo mismo que el jugador 1.
3) HM: el jugador 2 nunca jugara lo mismo que el jugador 1.
4)

HH: el jugador 2 jugard H haga lo que haga el jugador 1.
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Notemos que éste es un juego bipersonal de suma constante y, en conse-
cuencia, su analisis es similar al del juego de suma nula correspondiente a
la funcién de pago del jugador 1. Es un ejercicio sencillo comprobar que en
juegos de suma constante, de manera similar al caso de los juegos de suma
nula, el pago a un jugador es el mismo en todos los equilibrios de Nash
del juego. Por tanto, podemos llamar valor del juego al pago al jugador 1
en cualquier equilibrio de Nash. Se tiene que (M, HM) es un equilibrio de
Nash en estrategias puras de G(I') y, entonces, un equilibrio de Nash de T
(ver Corolario 3.2.2). Por tanto, el valor del juego es 80.

En este mismo ejemplo, si el jugador 2 no puede observar la estrate-
gia del jugador 1 antes de realizar su eleccién, entonces el juego en forma
extensiva que realmente juegan es I', recogido en la Figura 3.2.1.

(60, 20)
20, 60)

Figura 3.2.1: Primera modificacion del juego de mercado.

El juego en forma estratégica asociado G(T') se recoge en la siguiente
tabla.

M H
M | 110,30 | 80,60
H | 70,70 | 90,50

Notemos que G(T') no tiene equilibrios de Nash y que E(G(T)) tiene un
unico equilibrio de Nash ((2/5,3/5),(1/5,4/5)). Notemos también que las
estrategias de comportamiento de I’ son lo mismo que las estrategias de la
extension mixta de G(T'), ya que los dos jugadores tienen un tinico conjunto
de informacién. Por tanto, ((2/5,3/5),(1/5,4/5)) es el tinico equilibrio de
Nash de T'. El valor de este juego es 86. Eso quiere decir que, si el jugador 2
puede observar la estrategia del jugador 1 antes de escoger la suya, obtiene
un beneficio extra de 6 millones de euros. O
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Ejemplo 3.2.4. Vamos a considerar de nuevo el Ejemplo 3.1.1 pero supo-
niendo ahora que el jugador 1 ha realizado un estudio de mercado que le
permite conocer de antemano si dicho mercado serda grande o pequetio. El
jugador 2 sabe que el 1 ha realizado el estudio, pero no conoce el resultado
de tal estudio. En este caso, el juego en forma extensiva que se juega es I,
recogido en la Figura 3.2.2.

uz Mg (60,20)
(20, 60)
(70,10)
(50, 30)
(160, 40)
(140, 60)

| (70,130)
2 e (130,70)

Figura 3.2.2: Segunda modificacién del juego de mercado.

La siguiente tabla muestra el juego en forma estratégica asociado G(f).

MM MH HM | HH
MM | 110,30 | 110,30 | 80,60 | 80,60
MH | 65,75 | 95,45 | 45,95 | 75,65
HM | 115,25 | 105,35 | 105,35 | 95,45
HH | 70,70 | 90,50 | 70,70 | 90,50

Las estrategias del jugador 2 se interpretan como en el ejemplo anterior.
Las estrategias del jugador 1 se interpretan del siguiente modo.

1) MM: el jugador 1 jugard M en cualquier caso.

2) MH: el jugador 1 jugard M si el mercado es pequeno y H si el
mercado es grande.

3) HM: el jugador 1 jugard H si el mercado es pequeno y M si el
mercado es grande.

4) HH: el jugador 1 jugard H en cualquier caso.

El perfil de estrategias (HM, HH) es un equilibrio de Nash de G(T) y,
por tanto, de T'. El valor de este juego es 95 en lugar de 80 (que era el
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valor de T'). En consecuencia, el jugador 1 deberd realizar el estudio de
mercado sélo si su coste es menor de 15 millones de euros. Notese que,
si el jugador 1 es capaz de mantener en secreto la realizacién del estudio,
entonces el jugador 2 creerd que el juego realmente jugado es I'; en tal caso,
el jugador 2 elegirda HM y el jugador 1 tendra un beneficio extra de 10
millones de euros. &

Para terminar esta seccién presentaremos un ejemplo mas, que ilustra
como los juegos en forma extensiva son una herramienta adecuada para
analizar los llamados juegos de informacion incompleta. En general, se dice
que un juego es de informacién incompleta cuando algunos jugadores no
conocen con precision algunos de los elementos del juego. La teoria de juegos
de informacién incompleta se inicia en los articulos de Harsanyi (1967-68).
Desde entonces, ha generado una amplia literatura y ha demostrado su
relevancia como herramienta para el analisis econémico. En Gonzalez-Diaz
y otros (2010) se dedica un capitulo a introducir formalmente y estudiar
dicha teoria.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos que la empresa uno es el tinico vendedor de
un cierto producto en una cierta ciudad. La empresa dos estd considerando
la posibilidad de vender también ese producto en esa ciudad. La empresa
dos sabe que si entra en ese mercado, la empresa uno puede reaccionar
mejorando sus canales de distribucion. Ahora bien, la empresa dos no sabe
si la inversion que la empresa uno debe realizar para ejecutar esa mejora es
grande o pequena. La empresa dos cree que la probabilidad de que la em-
presa uno deba hacer una inversién grande es p € (0,1). Esta creencia esté
basada en hechos objetivos que son conocidos publicamente y, por tanto,
p es conocida también por la empresa uno. También son de conocimiento
publico los beneficios en millones de euros en todos los posibles escenarios,
que estan recogidos en las dos tablas siguientes.

Grande (L) | Entra (E) | No (N) Pequena (S) | Entra (E) | No (N)
Invierte (I) 0,-1 2,0 Invierte (I) 3,—1 5,0
No (N) 2.1 3,0 No (N) 2.1 3,0

Esta situacion es un juego de informacion incompleta porque la empresa
dos no conoce con precisiéon la funcion de pago de la empresa uno. Supon-
gamos que los beneficios de las empresas son funciones de utilidad de von
Neumann y Morgenstern. En tal caso, este juego es en realidad muy sencillo
y se podria analizar directamente, sin hacer uso de la teoria de juegos. Estéa
claro que la empresa uno debe escoger N si la inversion necesaria es L, y
debe escoger [ si la inversion necesaria es S. De esta forma, la empresa dos
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va a obtener p — (1 —p) = 2p — 1 cuando escoja F, y 0 cuando escoja N.
Por tanto, la empresa dos puede escoger cualquier opcién si p = 1/2, y
debe escoger E sip > 1/2 0 N si p < 1/2. Veamos ahora cémo podemos
analizar esta situacion utilizando los juegos en forma extensiva. Si represen-
tamos las creencias de la empresa dos a través de un movimiento aleatorio,
el juego en forma extensiva I de la Figura 3.2.3(a) modeliza esta situacion,
y su forma estratégica asociada G(T') es la dada en la Figura 3.2.3(b).

E N
11 3—3p,—1 5—3p,0
IN | 2—-2p1—2p | 3—p,0
NI | 3—p2p—1 | 5—2p,0
NN 2,1 3,0

(a) La forma extensiva I'. (b) Forma estratégica asociada G(T').

Figura 3.2.3: Juego con informacién incompleta.

En E(G(T)), NI es una estrategia estrictamente dominante de la em-
presa uno, en el sentido de que Hy(NI,s2) > Hi(s1,s2) para todo s1 € S;
y todo s € Sy (recuérdese que p € (0,1)). Por lo tanto, si s es un equi-
librio de E(G(T)), entonces s; = NI. En consecuencia, el conjunto de los
equilibrios de Nash de E(G(I')) esta formado por todos los s € S tales que
s1 = NI y, ademas,

N sip<1/2
S9 = SQESQ Sip:1/2
FE sip>1/2.

Es facil comprobar que, en este caso, los conjuntos de equilibrios de Nash
deT'y E(G(T)) son idénticos. Obsérvese, por otro lado, que tales conjuntos
coinciden con el resultado del estudio directo de esta situacién realizado en
la primera parte de este ejemplo. &

Este ejemplo ilustra como puede analizarse un juego de informacion
incompleta haciendo uso de un juego en forma extensiva de informacién
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imperfecta. Aunque la situacion tratada aqui es muy sencilla, los juegos
en forma extensiva pueden usarse para analizar situaciones de informacién
incompleta mas complejas.

3.3. El Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Cuando tratamos los juegos en forma estratégica vimos que, si queremos
seleccionar perfiles de estrategias que realmente se autoimpongan, es nece-
sario refinar el concepto de equilibrio de Nash. Esto es cierto también en el
contexto de los juegos en forma extensiva, tal como se pone de manifiesto
en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el juego en forma extensiva I' de la Figu-
ra 3.3.1. Notese que (L, 1) es un equilibrio de Nash de T'. Sin embargo (L, )
realmente no se autoimpone, en el sentido de que, aunque ambos jugadores
hubieran acordado informalmente jugar segin tal perfil, ambos deberian
desviarse. Veamos por qué. El jugador 2 no gana si planea r en lugar de [
ya que su conjunto de informacién no se alcanza si el jugador 1 juega L; sin
embargo, si su conjunto de informacién se alcanzara, el jugador 2 jugaria
r. Como el jugador 1 se da cuenta de este hecho, se desviard y jugard R.
El tinico equilibrio de Nash razonable en este juego es (R, 7).

(0,2)

(fl’ *1)

(1,1)

Figura 3.3.1: El equibrio de Nash (L,[) no se autoimpone.

<

El ejemplo anterior ilustra el principal problema del concepto de equi-
librio de Nash en juegos en forma extensiva: un equilibrio de Nash puede
estar basado en planes irracionales en algunos conjuntos de informacién
de algunos jugadores que no son alcanzados si se juega dicho equilibrio.
Para evitar este problema, se han definido algunos refinamientos del equili-
brio de Nash en juegos en forma extensiva. El mas importante es, quiza, el
equilibrio perfecto en subjuegos, introducido en Selten (1965) y estudiado
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en Selten (1975). También son especialmente destacables los conceptos de
equilibrio perfecto (Selten, 1975) y equilibrio secuencial (Kreps y Wilson,
1982); van Damme (1991) es una buena referencia para profundizar en el
estudio de los refinamientos en juegos en forma extensiva. En esta seccién
trataremos el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos.

Definicion 3.3.1. Sea I' un juego en forma extensiva y sea un nodo
a € A\Z. Se dird que I' puede ser descompuesto en a si no hay conjun-
tos de informacién conteniendo simultdneamente nodos del conjunto F'(a),

consistente en todos los nodos que van después de a,® y nodos del conjunto
A\F(a).

Definicion 3.3.2. Sea I' un juego en forma extensiva que puede ser des-
compuesto en a € A\Z. Se denotard por I'; el juego que I' induce en el
arbol cuyo nodo distinguido es a, y se dird que I', es un subjuego de I'. Si
b es un perfil de estrategias de comportamiento en I', se denotara por b, el
perfil de estrategias de comportamiento inducido por b en I',.

Definicion 3.3.3. Sea I' un juego en forma extensiva. Se dird que b € B es
un equilibrio perfecto en subjuegos de I’ si b, es un equilibrio de Nash
de I', para cada subjuego I'; de T'.

A continuacién ilustraremos estas definiciones en el juego del Ejemplo
3.3.1. Este ejemplo, como veremos, también demuestra que pueden existir
equilibrios de Nash que no son perfectos en subjuegos. Por otra parte, es
evidente que todo equilibrio perfecto en subjuegos es también un equilibrio
de Nash, ya que todo juego en forma extensiva es un subjuego de si mismo.

Ejemplo 3.3.2. Considérese el juego I' del Ejemplo 3.3.1. Aparte de si
mismo, el Gnico subjuego de T es el juego dado en la Figura 3.3.2.* El tinico
equilibrio de Nash de este juego es r, por lo que el tnico equilibrio perfecto
en subjuegos de T es (R, 7). <&

A continuacién enunciamos un resultado de gran utilidad cuya demos-
tracién es sencilla (y se deja al lector).

Proposicién 3.3.1. Sea I' un juego en forma extensiva y supongamos que
I' se puede descomponer en los nodos aq,...,anm, que son tales que a; no
va después de ay para todo j, k € {1,...,m}. Consideremos un perfil de es-

JIEEEEE) am

trategias de comportamiento b € B y denotemos por I'If(al ) el juego en

3Se dirs que el nodo o’ va después del nodo a si a pertenece a uno de los arcos en el
camino que conecta d, el nodo distinguido, y a’. Nétese que el nodo a va después de s
mismo.

4Nétese que, en este juego, P; = (.
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(*1’ *1)

(1,1)

Figura 3.3.2: El subjuego del Ejemplo 3.3.1.

forma extensiva resultante de I después de borrar los subjuegos I'y,, ..., [y
y de definir, para cada i € N y cada j € {1,...,m},

m

T
h',(al ,,,,, am)(aj) — H’L J(baj).

Siba; es un equilibrio de Nash de To; para todo j € {1,...,m}, yb_(q,  a.)

1 am

(o am),5 entonces b es un equilibrio de Nash

es un equilibrio de Nash de Flf
deT.

Para ilustrar la proposiciéon anterior veamos sus implicaciones en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3.3. Sea I el juego en forma extensiva de la Figura 3.3.3 (a).
Si, procediendo de arriba a abajo, llamamos a; y as a los dos nodos de

I que no son terminales ni distinguidos, es claro que L y [ son los tnicos
(L)1)
—(a1,a2

dado en la Figura 3.3.3 (b). Obsérvese que R es el tinico equilibrio de Nash
de 7LV

—(a1,a2
de Nash de T'. Noétese ademds que, por construccién, (R, Ll) también es
perfecto en subjuegos. Este ejemplo ilustra el llamado procedimiento de
induccion hacia atras para identificar equilibrios perfectos en subjuegos
en un juego en forma extensiva. Tal procedimiento consiste en descomponer
el juego original en otros menos complejos y, empezando por los mas simples
(al final del juego), proceder hacia atras identificando los equilibrios de Nash
de los subjuegos y sustituyendo tales subjuegos por los vectores de pago de
sus equilibrios de Nash. &

equilibrios de Nash de I'y, y I'y,, respectivamente. El juego I ) €8 el

) Por tanto, por la proposicién anterior, (R, Ll) es un equilibrio

La induccion hacia atras es también la idea principal de la demostracién
de los dos resultados siguientes.

ot .z . bal ,,,,, am
—(a1,...,ar) denota la restriccion de b al juego Fi(al .... o)’

5p
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(0,3)
(0,3)
L
(4,1)
1
(1,2)
R
(1,2)
(2,0)
(a) Un juego en forma extensiva. (b) El juego 1“(}(;2 v’

Figura 3.3.3: Ilustrando el proceso de induccién hacia atrés.

Teorema 3.3.2. Todo juego en forma extensiva de memoria perfecta T
tiene al menos un equilibrio perfecto en subjuegos.

Demostracion. Hacemos la demostraciéon por induccién en ¢, la longitud
del juego I' (siendo la longitud de un juego el niimero de arcos del camino
més largo contenido en su drbol). Si la longitud de I' es uno, el resultado es
obviamente cierto. Supongamos que el resultado es cierto para todo juego
de longitud menor o igual que t — 1 y probémoslo para un juego I' de longi-
tud . Si T es su tnico subjuego, entonces todos sus equilibrios de Nash son
perfectos en subjuegos y el resultado es cierto. En otro caso, se descompone

I' en un conjunto de nodos a, ..., a,, tales que a; no va después de a; para
- ba e, . . .
todo j,k € {1,...,m} y de tal forma que F_(lél "_.”;m) no tiene subjuegos di-

ferentes de él mismo (para un b cualquiera; el b elegido es irrelevante). Por la
hipétesis de induccion, podemos encontrar un equilibrio perfecto en subjue-
gos l_)aj de T'y; para cada j € {1,...,m}. Ahora, tomemos un equilibrio de

Nash de Flfl """ e I_)_(

(@1,eeesam)” a1,..,am)
es un equilibrio perfecto en subjuegos de I'. O

. Claramente, b = (b_(4,..._a,)» Pars- - -+ Day,)

Teorema 3.3.3. Todo juego en forma extensiva de informacion perfecta T
tiene al menos un perfil de estrategias puras que es un equilibrio perfecto
en subjuegos.

Demostracion. Hacemos la demostracién por induccién en t, la longitud
del juego T'. Si la longitud de I' es uno, el resultado es obviamente cierto.
Supongamos que el resultado es cierto para todo juego de longitud menor o
igual que t — 1 y probémoslo para un juego I' de longitud ¢. Descomponga-
mos I' en un conjunto de nodos az, ..., a,, tales que a; no va después de ay,
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para todo j,k € {1,...,m} y de tal forma que rPereemtene longitud

7(0«17-“704771)
uno (para un b cualquiera; el b elegido es irrelevante). Por la hipdtesis de
induccién, podemos encontrar un perfil de estrategias puras Z,; que es un
equilibrio perfecto en subjuegos de I'y,, para cada j € {1,...,m}. Aho-

ra, témese un perfil de estrategias puras que sea un equilibrio de Nash de

Laq,..., am .= - — — —
—(1a1,...,am)’ T_(ay,. am)- Claramente, 7 = (m,(ah.._,am),xal, iy Ta,,) € X
es un equilibrio perfecto en subjuegos de I'. O

Los dos ejemplos siguientes muestran que no hay relacién entre los equi-
librios perfectos en subjuegos de un juego en forma extensiva I' y los equi-
librios perfectos de la extensién mixta del correspondiente juego en forma
estratégica G(T).

Ejemplo 3.3.4. Consideremos el juego en forma extensiva I' de la Fi-
gura 3.3.4 (a). En la Figura 3.3.4 (b) podemos ver la forma estratégica
asociada.

(3,1)

(1,0)
(0,0) LB
Ll 13,1]1,0
1 Lr |0,0]0,1
(0’ 1) Rl 2, 2 2, 2
Rr|2,212,2

(2,2)
(a) Juego en forma extensiva. (b) Forma estratégica asociada.

Figura 3.3.4: Un juego en forma extensiva y su forma estratégica asociada.

El tnico subjuego de T' diferente de él mismo estd dado en la Figu-
ra 3.3.5. Claramente, (I, L) es el tinico equilibrio de Nash de este subjuego.
Por tanto, (LI, L) es el tinico equilibrio perfecto en subjuegos de I'. Nétese
que la extension mixta de G(T') tiene tres equilibrios perfectos en estrate-
gias puras: (LI, L), (Rl,R) y (Rr,R). En consecuencia, (Rl,R) y (Rr,R)
son equilibrios perfectos de F(G(T)) que no son equilibrios perfectos en
subjuegos de I'. &

Ejemplo 3.3.5. Considérese el juego en forma extensiva I' de la Figu-
ra 3.3.6 (a). Este juego tiene dos perfiles de estrategias puras que son equi-
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(3,1)

(0,1)

Figura 3.3.5: Subjuego asociado con el juego de la Figura 3.3.4 (a).

librios perfectos en subjuegos: (LI, L) y (Rl, L). La Figura 3.3.6 (b) muestra
el juego en forma estratégica asociado G(T).

(1,1)

(0,0) TR
ol | 1,1 1,1
(1,1) Lr [0,0]0,0
Rl [1,1]0,0
Rr|1,110,0
(0,0)
(a) Juego en forma extensiva. (b) Forma estratégica asociada.

Figura 3.3.6: Un juego en forma extensiva y su forma estratégica asociada.

Es facil comprobar que el inico equilibrio perfecto de la extensién mixta
de G(T') es (LI, L). Por tanto, (R, L) es un equilibrio perfecto en subjuegos
del juego en forma extensiva que no es equilibrio perfecto de la extensién
mixta del juego en forma estratégica asociado. &

Los siguientes ejemplos muestran que también hay equilibrios perfectos
en subjuegos que no se autoimponen. Por ello, también se han introducido y
estudiado refinamientos del equilibrio perfecto en subjuegos. En este texto
no trataremos ninguno de tales refinamientos. El lector interesado puede
consultar, por ejemplo, van Damme (1991).

Ejemplo 3.3.6. Considérese el siguiente juego en forma extensiva I
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(3,1)

(2,3)

Como I' no tiene subjuegos diferentes de si mismo, todos sus equilibrios
de Nash son perfectos en subjuegos. Por lo tanto, (R,r) es un equilibrio
perfecto en subjuegos de I'. Sin embargo, (R, ) no se autoimpone porque,
si el conjunto de informacion del jugador 2 es alcanzado, el jugador 2 jugara
[; como el jugador 1 es capaz de darse cuenta de esto, jugara L. <&

A continuacién presentamos un nuevo ejemplo que, aun siendo similar
al que acabamos de ver, requiere un tipo de razonamiento distinto para
identificar aquellos equilibrios que no se autoimponen. Por contraposicién
con la induccién hacia atras, esta linea de razonamiento se conoce como
induccién hacia delante.

Ejemplo 3.3.7. Considérese el juego en forma extensiva I' de la siguiente
figura.

(3,1)

(2,2)

Como T no tiene subjuegos diferentes de si mismo, todos sus equilibrios
de Nash son perfectos en subjuegos. Por lo tanto, (R,r) es un equilibrio
perfecto en subjuegos de T'. Sin embargo, (R,7) no se autoimpone porque,
si el conjunto de informacién del jugador 2 es alcanzado, él sabe que el
jugador 1 sélo puede haber jugado L (en otro caso obtendria un pago peor
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que el que obtiene jugando R); por lo tanto, el jugador 2 jugard [ y, como
el jugador 1 es capaz de darse cuenta de esto, jugard L. &

Para acabar esta seccidon presentamos el modelo de duopolio de Stac-
kelberg. Tal modelo proporciona una aplicacién interesante del equilibrio
perfecto en subjuegos y, a la vez, muestra que los modelos y algunos con-
ceptos de juegos en forma extensiva que se han presentado en el caso finito
se pueden extender de modo natural al caso infinito.

Ejemplo 3.3.8. Duopolio de Stackelberg. Un duopolio de Stackelberg sélo
difiere de un duopolio de Cournot en el hecho de que las dos empresas
no eligen simultaneamente la cantidad que producen. Por el contrario, una
de las empresas (la lider) hace su eleccién en primer lugar. La segunda
empresa (la seguidora), después de observar la eleccién de la primera, hace
su eleccion. Esta situacién puede ser modelizada como un juego en forma
extensiva infinito de informacion perfecta. Emplearemos la misma notacién
que en los Ejemplos 2.1.2 y 2.2.2 en los que presentamos el oligopolio de
Cournot y determinamos sus equilibrios de Nash.

Un equilibrio perfecto en subjuegos de este juego es un par (%1, g), con
T1e€X1yg9€ XQXl, que satisface:

1) g(z1) € Ba(x1), para todo 21 € X1,y
2) Hi(Z1,9(%1)) > Hi(z1,9(21)), para todo 21 € X;.

Un equilibrio de Stackelberg es un par (71, Z2) tal que o = g(Z1) para
un equilibrio perfecto en subjuegos (Z1,g). En el Ejemplo 2.2.2 se obtuvo
que, para todo x1 € X1,

a—x1—¢C .
— 5 sizy <a-—ec,
By(z1) =
0 en otro caso.

En consecuencia, para obtener un equilibrio de Stackelberg es suficiente
encontrar un maximo de la siguiente funcién:
a—1x1—cC

2

a—x|—c

—c¢)=m 5

f(z1) = z1(a— 21 —

Noétese que
, _a-m—c m
fla) =— 2
¥, por lo tanto, el méximo de f es “5<. Consecuentemente, el inico equilibrio
de Stackelberg es ((a —c¢)/2,(a—c¢)/4) y los pagos correspondientes a los
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jugadores son, respectivamente, (a —c)?/8 y (a — ¢)?/16. La Tabla 3.3.1
resume los resultados para las empresas en un monopolio, un duopolio de
Cournot y un duopolio de Stackelberg.

Ty | T2 | 1+ T2 | Hi(Z1,%2) | Ha(Z1,%2) | Hi + Ha
Monopolio ac %
Cournot acc | acc 2(‘13_0) (a—90)2 (a—QC)2 2(agc)2
Stackelberg | 25¢ | 43¢ 3(“4—6) (a—SC)2 % 3(a1—c)2

Tabla 3.3.1: Resultados para el caso de monopolio y duopolio (Cournot y
Stackelberg).

Noétese que, en este ejemplo, es mejor para una empresa ser lider y
revelar su estrategia al otro jugador. Esto es lo contrario de lo que ocurria en
el juego de mercado (Ejemplo 3.1.1). Podemos, por tanto, concluir que tener
informacién sobre el comportamiento del otro en un juego bipersonal no
siempre es bueno. Desde el punto de vista de los consumidores, observemos
que los precios descienden al pasar de un monopolio a un duopolio de
Cournot y también descienden al pasar de un duopolio de Cournot a un
duopolio de Stackelberg. &

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1 (El viaje de Sherlock Holmes (Carreras y otros, 2001)). El
conocido detective Sherlock Holmes se ve obligado a abandonar temporal-
mente Londres y refugiarse en Suiza como consecuencia de las amenazas de
su eterno enemigo, el profesor Moriarty. Holmes debe elegir entre efectuar
el viaje en tren o hacerlo en coche y Moriarty, que conocera la decision de
Holmes gracias a sus espias, debe decidir en cada caso si le persigue en el
mismo medio de transporte que ha empleado Holmes o toma un avién para
llegar antes a Suiza. Las probabilidades de supervivencia de Holmes son las
siguientes: el 60 % si ambos viajan en tren, el 70 % si viajan en coche, el
40 % si Holmes va en tren y Moriarty en avién y el 10% si Holmes va en
coche y Moriarty en avién. Represéntese este problema por medio de un
juego en forma extensiva.

Ejercicio 3.2. Considérese el siguiente juego en forma extensiva de suma
nula en tres etapas:

» Aeligex € {—1,1}.

» B, sin conocer z, elige y € {—1,1}.
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» C, sin conocer x e y, elige z € {0, 2}.

El pago a A es xyz y B y C se reparten equitativamente —zyz. Escribase la
forma extensiva y estratégica de este juego considerando que A, B y C son
tres jugadores diferentes. Busquense todos los perfiles de estrategias puras
que sean equilibrios de Nash del juego en forma extensiva.

Ejercicio 3.3. Escribanse las formas extensiva y estratégica del juego an-
terior considerando que A es el jugador 1y {B,C} es el jugador 2. Héllese
un equilibrio de Nash del juego en forma extensiva. Ademés, indiquese ra-
zonadamente si es un juego de memoria perfecta.

Ejercicio 3.4. Considérese el siguiente juego en forma extensiva en tres
etapas y de memoria imperfecta:

» El jugador 1 elige z € {—1, 2}.
» El jugador 2, conociendo z, elige y € {0, 1}.

» El jugador 1, desconociendo z e y, elige z € {—1,1}.

El pago al jugador 1 es zy y el pago al jugador 2 es xz. Escribanse las
formas extensiva y estratégica de este juego. Busquense todos los perfiles
de estrategias puras que sean equilibrio de Nash de este juego en forma
extensiva (si existe alguno).

Ejercicio 3.5. Considérese ahora el mismo juego que en el ejercicio an-
terior salvo que en la primera etapa se selecciona z € {—1,2} mediante
un mecanismo aleatorio que da la misma probabilidad a —1 y 2. Escriban-
se las formas extensiva y estratégica de este juego y calciilense todos sus
equilibrios de Nash.

Ejercicio 3.6. Péngase un ejemplo de un juego de informacién perfecta de
tres jugadores con un equilibrio de Nash que no sea perfecto en subjuegos.

Ejercicio 3.7. Considérese el siguiente juego bipersonal infinito. El juga-
dor 1 elige z € [0,1]. Si # < 1/2 el juego termina y el pago a ambos
jugadores es x. Si > 1/2 el jugador 2 elige y € {—1,1}, el pago al juga-
dor 1 es zy y el pago al jugador 2 es zy/10. Proporciénese un equilibrio
perfecto en subjuegos de este juego y un equilibrio de Nash que no sea
perfecto en subjuegos.

Ejercicio 3.8. Considérese el siguiente juego en forma extensiva en tres
etapas:
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» Se selecciona aleatoria y equiprobablemente x € {—1,2}.
= El jugador 1, desconociendo z elige y € {0,1}.

» El jugador 2, desconociendo y pero conociendo z, elige z € {—1,1}.

El pago al jugador 1 es xzz y el pago al jugador 2 es y — xz. Escribanse las
formas extensiva y estratégica de este juego. Biisquense todos los perfiles de
estrategias puras que sean equilibrios de Nash. Indiquese razonadamente si
existe un equilibrio de Nash de este juego que no sea perfecto en subjuegos.

Ejercicio 3.9. Considérese el siguiente juego de suma nula con informacién
perfecta en cinco etapas. Si ¢ es una etapa impar, el jugador 1 elige entre
C; v T;. Si i es una etapa par, el jugador 2 elige entre C; y T;. El juego
termina si algiin jugador elige T; o en la etapa 5. Si el juego termina en
la etapa i e i es impar el pago al jugador 1 es i. Si el juego termina en la
etapa 7 e i es par el pago al jugador 1 es —i. Escribase la forma extensiva
de este juego y hallese un equilibrio perfecto en subjuegos.

Ejercicio 3.10. Dos empresas competidoras, 1 y 2, que fabrican coches de
lujo, controlan cierto mercado, con cuotas del 40 % y del 60 %, respectiva-
mente. La empresa 1 se plantea dos alternativas: llevar a cabo una promo-
cién revolucionaria y muy rapida o hacer una promociéon mas clasica y de
mayor duracién. En el primer caso, la empresa 1 conseguird una cuota de
mercado del 70 % con probabilidad p y una cuota del 20 % con probabilidad
1 — p, dependiendo de la respuesta positiva de los consumidores a su pro-
mocién. En el segundo caso, la empresa 2 puede reaccionar de tres formas
posibles: con una contrapromocién agresiva, con una promocion clasica o
sin hacer nada especial. La cuota de mercado que conseguira la empresa 2
en cada caso serd, respectivamente, del 70 %, el 60 % o el 50 %. Se supone
que el 100 % del mercado se reparte tinicamente entre estas dos empresas.
Se pide:

a) Describase el conflicto como un juego en forma extensiva y digase si
es de informacién perfecta.

b) Obténgase la forma estratégica asociada.

c¢) Para cada valor de p € [0, 1], obténgase un equilibrio perfecto en
subjuegos.

d) Témese p = 1/2y obténgase un equilibrio de Nash que no sea perfecto
en subjuegos.
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Ejercicio 3.11. Demuéstrese que el juego de memoria imperfecta de la
Figura 3.4.1 no tiene equilibrios de Nash.°

(_L 1)

(_L 1)

Figura 3.4.1: El juego del Ejercicio 3.11.

Ejercicio 3.12 (El problema de los stocks (Carreras y otros, 2001)). Dos
empresas competidoras deben suministrar a un mercado un determinado
producto cuya demanda puede ser, con igual probabilidad, de 1, 2 o 3
unidades. Sin conocer el valor concreto de la demanda, cada empresa debe
decidir qué cantidad de unidades, entre 1 y 3, ofrece a la venta. El beneficio
por cada unidad vendida es de 18. La pérdida por cada unidad no vendida
es de 3. Haremos las siguientes suposiciones relativas a las preferencias del
mercado sobre los articulos ofrecidos por ambas empresas:

= Si la demanda es de un articulo, lo vende la empresa cuya oferta es
mayor. En caso de empate, lo vende la empresa 1, que tiene un mayor
prestigio.

= Si la demanda es de dos articulos, cada empresa vende uno.

= Si la demanda es de tres articulos, cada empresa vende al menos uno.
El tercer articulo lo vende la empresa cuya oferta es mayor o, en
caso de empate, la empresa 1. Si la oferta no cubre la demanda, cada
empresa vende un articulo y queda un consumidor sin satisfacer.

La Tabla 3.4.1 describe las ventas realizadas por cada empresa segin la
demanda del mercado y las ofertas de ambas.

a) Complétese la Tabla 3.4.2 que describe el problema como un juego en
forma estratégica.

5Este juego ha sido tomado de Myerson (1991).
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Demandas 1 2 3
Ofertas Ventas | Ventas | Ventas
1-1 1-0 1-1 1-1
1-2 0-1 1-1 1-2
1-3 0-1 1-1 1-2
2-1 1-0 1-1 2-1
2-2 1-0 1-1 2-1
2-3 0-1 1-1 1-2
3-1 1-0 1-1 2-1
3-2 1-0 1-1 2-1
3-3 1-0 1-1 2-1

Tabla 3.4.1: Ventas en el problema de los stocks.

b) Eliminese, para cada una de las empresas, las estrategias dominadas.
¢) Digase si existe algin equilibrio de Nash del juego.

d) En la extensién mixta del juego bipersonal 2 x 2 obtenido en el apar-
tado b), calctlense todos los equilibrios de Nash.

El/E2| 1 2 3
1 [18,11|—,— 11,19
2 — — [22,8] 8,19
3 [19,11 ] —,— | 19,5

Tabla 3.4.2: Juego en forma estratégica para el problema de los stocks.

Ejercicio 3.13. Considérese el siguiente juego en forma extensiva en tres
etapas.

» El primer jugador elige L o R.

» Se selecciona aleatoriamente L con probabilidad 1/3 o R con proba-
bilidad 2/3.

= Kl segundo jugador, conociendo la elecciéon del primer jugador y des-
conociendo el resultado de la segunda etapa, elige L o R.

Si en las tres etapas la alternativa elegida es la misma, ambos jugadores
ganan uno. En otro caso: si algtin jugador selecciona lo mismo que el meca-
nismo aleatorio gana tres; el jugador o los jugadores que eligen algo distinto
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que el azar ganan cero. Escribanse las formas extensiva y estratégica de es-
te juego. Hallense sus equilibrios de Nash y sus equilibrios perfectos en
subjuegos en estrategias puras.

Ejercicio 3.14. Considérese el siguiente juego en forma extensiva de suma
nula en tres etapas.

= Se selecciona aleatoriamente A con probabilidad 1/2 o B con proba-
bilidad 1/2.

= El primer jugador, desconociendo el resultado de la primera etapa,
elige x € {1,2}.

» Fl segundo jugador, conociendo x y desconociendo el resultado de la
primera etapa, elige y € {—1,1}.

El pago al primer jugador es z¥ si se eligié A en la primera etapa y z7¥
si se eligié6 B. Escribanse las formas extensiva y estratégica de este juego.
Obténgase un equilibrio perfecto en subjuegos.

Ejercicio 3.15. Considérese el siguiente juego en forma extensiva en tres
etapas:

» El primer jugador elige L; o R;.
= Si el jugador 1 elige R, el segundo jugador elige Lo 0 Rs.

= Si el jugador 1 elige Ly o el jugador 2 elige Lo, el tercer jugador, sin
conocer lo que ha ocurrido con anterioridad, elige L3 o Rs.

Si el jugador 1 escoge L1, los pagos son (0,0,0) o (3,2,2) segin el jugador
3 escoja Lz o Rs, respectivamente. Si el jugador 1 escoge R; y el jugador
2 escoge Lo, los pagos son (0,0,1) o (4,4,0) segun el jugador 3 escoja Ls
o Rj, respectivamente. Si el jugador 1 escoge R; y el jugador 2 escoge
Ry, el pago es (1,1,1). Describase el problema como un juego en forma
extensiva y digase si es de informacion perfecta y si es de memoria perfecta.
Ademaés, escribase la forma estratégica asociada y obténganse los perfiles
de estrategias puras que son equilibrios de Nash y los que son equilibrios
perfectos en subjuegos.

Ejercicio 3.16. Considérese el juego en forma extensiva de la Figura 3.4.2
y el perfil de estrategias b = (Ry, L2, R3). Digase si b es un equilibrio de
Nash y, en caso afirmativo, si se trata de un equilibrio perfecto en subjuegos.
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(3,1,1)

(0,1,0)

(0,0,0)

(0,0,2)

(0,0,2)

Figura 3.4.2: El juego del Ejercicio 3.16.

Ejercicio 3.17. Considérese el juego en forma extensiva representado en la
Figura 3.4.3. Digase si los perfiles de estrategias puras (L1l1, La) y (Ril1,1l2)
son equilibrios perfectos en subjuegos. Considérese también el juego en for-
ma estratégica asociado y estudiese si (L1l1, La) y (Ril1, L2) son equilibrios
perfectos de la extensiéon mixta de ese juego en forma estratégica.

(1,1)

(0,0)

Figura 3.4.3: El juego del Ejercicio 3.17.
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4.1. Introduccion a los Juegos de Negociacion

En este capitulo estudiamos un modelo cooperativo para analizar pro-
blemas de negociacién simple. En un problema de negociacién simple un
grupo de jugadores trata de repartirse los beneficios de su cooperacién de
modo que, para que un reparto sea finalmente adoptado, es necesario el
acuerdo unanime de todos los jugadores. En el capitulo siguiente, estudia-
remos un modelo para analizar los problemas de negociaciéon coalicionales,
en los que la unanimidad no es necesaria. A partir de ahora, cuando hable-
mos de negociacion, entenderemos que nos referimos a negociacion simple.
Notese que este capitulo y el siguiente se enmarcan dentro de la teoria de
juegos cooperativa. Como ya comentamos en la introduccién el enfoque es
muy distinto al de la teoria de juegos no cooperativa.

A continuacién presentamos el modelo principal de este capitulo, que
fue introducido y analizado en Nash (1950a).

Definicién 4.1.1. Un juego de negociacién con conjunto (finito) de
jugadores N es un par (S,d) tal que:

1) S ¢ RY es no vacio, cerrado, convexo y comprehensivo.!

2) d € Sy existe z € S tal que x > d.
3) S¢g={x €S : x>d} esun conjunto compacto.

Denotaremos por B la clase de los juegos de negociaciéon con conjunto de
jugadores N.

A continuacién vamos a hacer algunos comentarios sobre la interpreta-
cién de esta definicion. El conjunto S, al que a veces se llama conjunto
factible, contiene las utilidades de los jugadores asociadas a los acuerdos
posibles. El punto de desacuerdo d nos da las utilidades de los jugadores
asociadas al resultado de la falta de acuerdo. Las suposiciones sobre Sy d
son convenientes para el tratamiento matematico del modelo y, al mismo
tiempo, naturales y no demasiado restrictivas. En particular, la suposiciéon
de convexidad es adecuada si las funciones de utilidad de los jugadores son
de von Neumann y Morgenstern y, ademaés, éstos tienen la capacidad de
elegir loterias sobre los posibles acuerdos (aunque también puede ser ade-
cuada en otras condiciones; véase el Ejemplo 4.1.1). La comprehensividad
de S es perfectamente aceptable siempre que los jugadores puedan rebajar

g c RY es comprehensivo si, para cualesquiera z,y € IRN, se cumple: si z € S e
y < x, entonces y € S.
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voluntariamente sus niveles de utilidad (por ejemplo, haciendo donacio-
nes econdmicas). La segunda condicién implica que el punto de desacuerdo
es factible y que los jugadores tienen incentivos para cooperar. La terce-
ra condicién estd relacionada con el caracter cerrado de S, que pedimos
por conveniencia matematica, y con el hecho de que las aspiraciones de los
jugadores deben estar acotadas.

Ejemplo 4.1.1. Un problema de bancarrota. Consideremos una situacién
en la que una empresa quiebra y su capital es insuficiente para pagar las
deudas contraidas. La regulacion del pais establece que el capital se reparta
entre los acreedores, sin que ninguno de ellos reciba mas de lo que se le
adeuda, y de un modo que sea aceptado por todos. Supongamos que N es
el conjunto de acreedores, E > 0 es el capital de la empresa en quiebra,
v a = (a;)ien € RY es el vector de adeudamientos de la empresa con los
acreedores (debe ocurrir que E < ;- a;). En tal caso, esta situacion se
puede representar como el juego de negociacién (S, d) dado por:

s S={zcR" :z<aq, Yienti < EY,
» d = (d;)ien, con d; = 0 para todo i € N.
Notese que Sy d estan en las condiciones de la Definicién 4.1.1. &

El planteamiento adoptado inicialmente por Nash para tratar los pro-
blemas de negociacion es axiomatico. Su objetivo principal es encontrar
una solucién para juegos de negociacion, es decir, una aplicacién f
que asigne a cada (S,d) € BY un vector f(S,d) € Sy que suponga un
reparto aceptable para todos los jugadores. Como hay muchas posibles so-
luciones, Nash da una coleccién de propiedades deseables (axiomas) para
una solucién y demuestra que tal coleccién caracteriza una tinica solucién,
a la que actualmente llamamos solucién de Nash para juegos de negocia-
ciéon. Otro modo de interpretar este planteamiento es considerar que las
propiedades caracterizan un esquema formal de arbitraje; nétese que, en
la préctica, muchos problemas de negociacién se resuelven acudiendo a un
arbitro. En las dos secciones siguientes estudiaremos las dos soluciones mas
utilizadas para juegos de negociacién.

4.2. La Solucion de Nash

En esta seccién vamos a presentar la solucién de Nash y las propie-
dades que la caracterizan. Para ello, comenzamos por introducir algunas
notaciones y definiciones.



108 Tema 4. Juegos de Negociacién

SiTCRYN, P(T)={x €T : noexisteyc T cony>x, y#z}esla
frontera de Pareto de T'.

Sea 7 una permutacién de N. Para cada x € RY, definimos 2™ € RV
por x7 = Z.(;), para todo i € N. Se dice que el juego de negociacion
(S,d) € BY es simétrico si, para toda permutacién 7 de N, se tiene que
(a) d™ =d, y (b) para todo x € S, ™ € S.

Dados dos vectores x,y € RY y un conjunto T C R”, entonces defini-
mos zy = (1y1,...,Tnyn), 2T = Tz = {z € RN : 2z = xy donde y € T}
yr+T =T+z={2€R" : 2 =2+ydonde y € T}. Para a € R,
ar = (axy,...,ax,) y T =Ta={azx : x € T}.

Presentamos a continuacién las propiedades que caracterizan la solu-
cién de Nash. A partir de ahora f representa una soluciéon para juegos de
negociacion, es decir, una aplicacién que asigna a cada (S,d) € BN un
vector f(S,d) € Sy.

Simetria. Para todo (S,d) € B, si el juego de negociacién (S,d) es
simétrico entonces f1(S,d) = ... = fn(S,d).

Una motivacién para esta propiedad es que si la descripcion del juego
de negociacién no contiene informacion que establezca diferencias en-
tre los jugadores, entonces la propuesta de la soluciéon tampoco debe
establecer diferencias entre ellos.

Eficiencia de Pareto. Para todo (S,d) € BY, f(S,d) € P(S).

Los jugadores no deben de ser capaces de mejorar colectivamente la
propuesta de la solucién.

Covariancia ante transformaciones afines positivas. Para todo jue-
go de negociaciéon (S,d) € BY y todo a,b € RN con a > 0V,
f(aS+b,ad+b) = af(S,d) +0.

Las funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern son tni-
cas salvo transformaciones afines positivas. Por ello, parece razonable
pedir esta propiedad.

Independencia de alternativas irrelevantes. Para todo par de juegos
de negociacién (S, d), (T,d) € BN con S C T, si f(T,d) € S entonces
f(S’d) = f(T7d)'

Esta propiedad es la que més controversias ha suscitado. Su interpre-
tacion es clara y parece razonable en muchas situaciones: si el conjunto
factible se reduce pero la propuesta de la solucién en el juego original
sigue siendo factible en el nuevo, la propuesta de la solucién para el
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nuevo juego no cambia. La principal critica a esta propiedad radica en
que hace a la solucién insensible ante posibles cambios importantes
del conjunto factible.

Veamos ahora la definicién de la soluciéon de Nash. Para ello, necesita-
mos probar el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.1. Sea (S,d) € BY. Entonces eriste un tnico z € S que
mazimiza la funcion g(z) = [Ten(zi — d;) sobre el conjunto Sy.

Demostracion. Como g es continua y Sy es compacto, g tiene un méaximo

sobre Sy. Supongamos que existen z, 2’ € Sy, con z # 2/, tales que

méx g(z) = g(2) = 9(=").

Claramente, z > d y 2/ > d. Como Sy es convexo, entonces Z = z/2 +
2'/2 € S4. A continuacién probaremos que ¢g(Z) > ¢(z), lo cual es una
contradiccion. Nétese que

1 1
In(g(z)) = Z In(z —d;) = Z 111(5(21‘ —d;) + 5(22 —d;)).
ieN iEN
Entonces, como la funcién logaritmo neperiano es estrictamente concava,
se tiene que

m(g(z) > > %m(zz- —di)+ ) %m(zé —d;)

iEN 1EN
= SI(g(=) + 3 In(e(=)) = In(g(=).
En consecuencia, g(z) > g(2). O

Definiciéon 4.2.1. La solucién de Nash es la aplicaciéon que asigna a
cada (S,d) € BY el tinico punto NA(S,d) € Sq que maximiza la funcién
g(z) = Tl;en (2 — d;) sobre el conjunto Sg.

La solucién de Nash asigna a cada juego de negociacién el punto del con-
junto factible que maximiza el producto de las diferencias entre lo obtenido
por cada jugador y su utilidad en el punto de desacuerdo. Geométricamente,
la solucion de Nash asigna a cada juego de negociacién el punto de intersec-
cién de Sy con la tnica hipérbola de la familia {[[,c y(z; —d;) = ¢ : c € R}
que es tangente a Sy. En el Ejercicio 4.2.1 ilustraremos esta interpretacion
geométrica. A continuacion veremos que la solucién de Nash se caracteriza
con las cuatro propiedades anteriormente descritas. Antes de ello, necesita-
mos probar el siguiente lema.
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Lema 4.2.2. Sea (S,d) € BY y denotemos = = NA(S,d). Para cada
r € RV sea
h(z) = [1(z — dj)ai.
iEN j#i
Entonces, para todo x € S, h(z) < h(z).
Demostracidn. Supongamos que existe z € S con h(z) > h(z). Para cada
e € (0,1) definamos z° = ez + (1 — €)z. Puesto que S es convexo, entonces

2 € §. Como z € S35y z > d entonces, para ¢ suficientemente pequeno,
¢ € Sy. Ademés,

9(2%) = T[(zi—di+e(wi—z))

iEN

= J[Gi—d)+ed> JI(z —dj)(wi—z) + zn:esiﬂi(m, z,d)
ieN iEN j#i i=2

= g(z)+e(h(z)—h(2))+ Zazﬂi(w, 2,d),

=2

donde cada ;(x, z,d) es una funcién que depende tinicamente de z, z y d.
Entonces, como h(z) > h(z), se tiene que g(xf) > g(2) si € es suficiente-
mente pequenio. Esto contradice que z = méxzeg, g(x). ]

Teorema 4.2.3. La solucion de Nash es la iunica solucion para juegos de
negociacion que cumple las propiedades de simetria, eficiencia de Pareto,
covarianza ante transformaciones afines positivas e independencia de alter-
nativas irrelevantes.

Demostracion. Es facil comprobar que la solucion de Nash satisface las
cuatro propiedades del enunciado. Para probar la unicidad, consideremos
otra solucién para juegos de negociacién f que satisface esas mismas pro-
piedades y sea (S,d) € BY. De nuevo usaremos la notaciéon z = NA(S, d).
Tenemos que demostrar que z = f(.9, d). Consideremos el conjunto U dado
por:

U={zecRY : h(z) <h(2)}.

Por el lema anterior, tenemos que S C U. Teniendo en cuenta que z > d,
consideremos la transformacién afin positiva A que asocia a cada x € RV
el vector (A;(x))ien tal que, para cada i € N,

T d
Zi—dz‘ Zi—di.
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Entonces,
A(U) ={z eRY : A Y(z) e U}
={z eRY : h(A7Y(z)) < h(2)}
={z e RY : h((z1 —d1)z1 4+ dy, ..., (20 — dp)zn +dn) < h(2)}

:{xEIRN:ZH(zj—dj)((zi— Jai +di) <> [[(z —dj)zi)-

1EN j#i 1EN j#i

Después de algunos célculos se obtiene

AU) = {2 eRY: D[] G—dpzi <> ] (25—

1EN jJEN iEN jEN
= {zecRV: H(zjfdj)zxi < H(Zj*dj)zl}
JEN iEN JEN iEN
= {zeRY:) i <n}
iEN

Noétese que A(d) = (0,...,0). Como f cumple simetria y eficiencia de Pare-
to, tenemos f(A(U), A(d)) = (1,...,1). Como f también cumple covarian-

za ante transformaciones afines positivas, f(U,d) = A7Y((1,...,1)) = 2.
Finalmente, teniendo en cuenta que z € S, S C U y f satisface indepen-
dencia de alternativas irrelevantes, f(S,d) = . O

Para terminar esta seccién vamos a ver un ejemplo del cédlculo de la
propuesta de la solucién de Nash para un juego de negociacién.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos el problema de bancarrota descrito en el
Ejemplo 4.1.1, tomando N = {1,2}, F = 2 y a1 = a2 = 2. El juego de
negociacién asociado es (S, d), siendo d = (0,0) y

S ={(z1,12) ER? : 21 < 2,19 < 2,21 + x5 < 2}.

Como la solucién de Nash cumple simetria y eficiencia de Pareto es claro que
NA(S,d) = (1,1). De todos modos, para ilustrar cémo se podria calcular
en juegos mas complejos, vamos a obtenerla de otro modo. La frontera de
Pareto de S; puede describirse en este caso como:

P(Sd) = {x = (xl,wg) € Sd DTy = 2—%1}.

Teniendo en cuenta que NA(S,d) = méxzeg,(x1 — di)(x2 — d2), podemos
hallar ay, el méximo de la funciéon a(z1) = z1(2 — z1), y luego comprobar
si (01,2 — ) estd en Sy. En este caso g =1y (aq,2—ay) = (1,1) € Sy,
luego NA(S,d) = (1,1) (como ya sabfamos). La Figura 4.2.1 ilustra la
interpretaciéon geométrica de la solucién de Nash en este ejemplo.

&
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Figura 4.2.1: Interpretaciéon geométrica de la solucién de Nash.

4.3. La Solucion de Kalai-Smorodinsky

Como ya hemos comentado, la méas controvertida de las propiedades
de Nash es la independencia de alternativas irrelevantes. Aunque es una
propiedad muy razonable, provoca que la solucién de Nash no tenga muy en
cuenta en algunos casos las aspiraciones mdzimas de los jugadores. Vamos
a ilustrar esto analizando una variante del juego de negociacién tratado en
el Ejemplo 4.2.1.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos de nuevo el problema de bancarrota descrito
en el Ejemplo 4.1.1, tomando ahora £ = 2, a; = 2 y as = 1. El juego de
negociacion asociado es (S, d), siendo d = (0,0) y

S ={(z1,29) ER? : 11 < 2,29 < 1,27 + 29 <2}

Este problema tinicamente se distingue del tratado en el Ejemplo 4.2.1 en
que la maxima aspiracién del segundo jugador ha disminuido de 2 a 1. En
este ejemplo habiamos obtenido que NA(S,d) = (1,1). Ademéas, S C Sy
(1,1) € S. Entonces, como N A cumple independencia de alternativas irre-
levantes, se obtiene que NA(S,d) = (1,1). Se podria considerar que, como
la méaxima aspiracién del segundo jugador ha disminuido, deberia disminuir
también la asignacién de la solucién a tal jugador. Sin embargo, como N A
cumple independencia de alternativas irrelevantes no tiene en cuenta tal
consideracion. La Figura 4.3.1 ilustra la obtencién de la propuesta de la
solucién de Nash en este ejemplo. <&

Kalai y Smorodinsky (1975) proponen una solucién alternativa para
juegos de negociacién que tiene mas en cuenta las aspiraciones maximas de
los jugadores. Tales aspiraciones dan lugar al llamado punto de utopia de
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NA(S,d) = (1,1)

Figura 4.3.1: Obtencién de NA(S,d).

un juego de negociacion. A continuaciéon damos las definiciones formales de
punto de utopia y de la solucién de Kalai-Smorodinski.

Definicién 4.3.1. Sea el juego de negociacién (S,d) € BY. El punto de
utopia de este juego es u(S,d) = (u;(S,d));en definido, para todo i € N,
por:

u;i(S,d) = méx{a € R : existe z € Sy con x; = a}.

Definicién 4.3.2. La solucién de Kalai-Smorodinsky? es la aplicacién
que asigna a cada (S,d) € BY el punto

KS(S,d) =d+to(u(S,d) —d),
donde t) = max{t € R:d+t(u(S,d) —d) € S4}.

La solucién de Kalai-Smorodinsky asigna, pues, a cada juego de nego-
ciacién (S, d) el punto de corte de la frontera de Pareto de Sy con la recta
que une d con u(S,d). En el ejemplo siguiente obtenemos la propuesta de la
solucién de Kalai-Smorodinsky para los problemas de bancarrota tratados
en el Ejemplo 4.3.1.

Ejemplo 4.3.2. Consideremos de nuevo los juegos de negociacién asocia-
dos a los problemas de bancarrota tratados en el Ejemplo 4.3.1. Es facil
comprobar que u(S,d) = (2,2), KS(S,d) = (1,1), u(S,d) = (2,1) y
KS(S,d) =(4/3,2/3). Por lo tanto, la solucién de Kalai-Smorodinski tie-
ne en cuenta la situacién menos favorable del segundo jugador en (S,d).
El célculo de la propuesta de la solucion de Kalai-Smorodinski en estos
problemas se ilustra en la Figura 4.3.2. &

2Esta solucién ya habia sido discutida en Raiffa (1953). Por ello, algunos autores se
refieren a ella como la solucién de Raiffa-Kalai-Smorodinsky.
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u(S,d) = (2,1)

S(S,d) — (4/3,2/3)

Figura 4.3.2: Obtencién de KS(S,d) y de KS(S,d).

En Kalai y Smorodinsky (1975) también se introduce la siguiente pro-
piedad para una soluciéon f para juegos de negociacion.

Monotonia individual. Para todo par de juegos de negociacién (S,d) y
(T,d) € BN yparaj € N, sisecumple Sy C Tyy u;(S,d) = u;(T,d),
para todo i € N\{j}, entonces f;(S,d) < f;(T,d).

Si en un juego de negociacién aparecen nuevas alternativas, de manera
que los niveles maximos de aspiraciéon de los jugadores distintos de j
continien siendo los mismos, entonces la propuesta de f para j en el
nuevo juego no debe empeorar.

En Roth (1979) se prueba que no existen soluciones para juegos de
negociacion que cumplan eficiencia de Pareto, simetria y monotonia in-
dividual. Sin embargo, el siguiente resultado muestra que la solucién de
Kalai-Smorodinski se puede caracterizar usando la propiedad de monotonia
individual si nos restringimos a la clase de juegos de negociacién biperso-
nales.

Teorema 4.3.1. Si N es un conjunto de dos elementos, existe una unica
aplicacion f que asigna a cada (S,d) € BN un punto f(S,d) € Sy y que sa-
tisface eficiencia de Pareto, covarianza ante transformaciones afines positi-
vas, simetria y monotonia individual para N. Ademds, f(S,d) = KS(S,d)
para todo (S,d) € BN.

Demostracion. Es sencillo comprobar que KS cumple las propiedades del
enunciado para N. Veamos ahora la unicidad. Sea (S,d) € BY y deno-
temos k = KS(S,d). Consideremos la transformacién afin positiva L tal
que L(d) = (0,0) y L(u(S,d)) = (1,1). Como KS cumple covarianza
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ante transformaciones afines positivas para N, L(k) = KS(L(S),L(d)) y
entonces, por la definicién de K S, Ly (k) = La(k). Sea ahora

T ={recR? : existe y € conv{(0,0),(0,1),(1,0), L(k)} con = < y}.

Como f cumple eficiencia de Pareto y simetria para N, f(T, L(d)) = L(k).
Por otro lado, como T' C L(S), u(T,L(d)) = u(L(S ) L(d)) y f cumple
monotonia individual para N, se tiene que f(T,L(d)) < f(L(S),L(d)).
Teniendo en cuenta que f(T,L(d)) = L(k) = KS(L(S),L(d)) y que KS
cumple eficiencia de Pareto para N, f(T,L(d)) = L(k) = f(L(S), L(d)).
Aplicando ahora que f cumple covarianza ante transformaciones afines po-
sitivas, f(S,d) = KS(S,d). O

Las dos soluciones que hemos presentado en este capitulo son las que
han sido més ampliamente estudiadas en la literatura. Aquellos lectores que
deseen conocer otras soluciones para juegos de negociacion pueden consultar
Peters (1992).

4.4. Introduccién a la Implementacién

En este apartado presentamos una breve introduccién a la teoria de la
implementacién en el contexto de los juegos de negociacién. En general,
implementar una solucién cooperativa consiste en presentar un juego no
cooperativo cuyos pagos en equilibrio se correspondan con la propuesta de
la solucién a implementar. En cierto modo, este juego no cooperativo pre-
tende describir el proceso de negociacién que conduce a la solucién escogida.
Esta linea de investigacion fue iniciada por John Nash. Segiin van Damme
(1991), la necesidad de este enfoque como complemento al enfoque axio-
matico surge de la falta de consenso acerca de cudles son los axiomas apro-
piados a imponer en los distintos contextos cooperativos. En esta seccién
simplemente pretendemos presentar un par de sencillas implementaciones
a modo de contacto con este campo.

Para empezar, presentamos esquemdticamente la implementacion de la
solucién de Nash (descrita en Nash (1953)). Tomemos (S, d) un juego de
negociaciéon bipersonal y consideremos el siguiente juego no cooperativo de
demandas.

1) Cada jugador i realiza una demanda z; € [d;, o). Los jugadores rea-
lizan sus demandas simultanea e independientemente.

2) Si @ = (w1,x2) pertenece a S, esto es, es factible, entonces x es
aceptado y los jugadores reciben sus demandas. En otro caso, los
jugadores reciben sus utilidades en el punto de desacuerdo.
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El juego en forma estratégica que describe este problema de demandas
viene dado por Gya = ([d1,0),[d2,0), H1, Hy) donde, para cualquier
x = (x1,22) € [d1,00) X [da,0) y todo i € {1,2},

r; sizelS
di sizéglsS.

Proposicién 4.4.1. Los vectores de pagos correspondientes a los equilibrios
de Nash de G a son los elementos del conjunto P(Sq)U{d}, donde P(Sg)
denota la frontera de Pareto de Sy.

Demostracion. Si z > u(S,d), entonces claramente x es un equilibrio de
Nash de Gy 4 y ademés H(x) = d. Siz € P(Sy), = es también un equilibrio
de Nash de Gna y H(z) = 2. Si z € S\P(Sy), entonces x no es equilibrio
de Nash de Gy 4. L]

Este resultado proporciona una implementacién en equilibrios de Nash
del conjunto P(Sy) U {d}. Sin embargo, la solucién de negociacién de Nash
es el Unico vector de pagos asociado a un cierto refinamiento del equili-
brio de Nash del juego Gy 4. No reproduciremos aqui ese resultado, que
se puede encontrar en van Damme (1991) y Gonzélez-Diaz y otros (2010).
A continuacién presentamos una implementacién de la solucién de Kalai-
Smorodinsky. Asociamos un juego de demandas no cooperativo Gxg a cada
juego de negociacién bipersonal (S, d).

1) Cada jugador i realizan una demanda z; € [d;, u;(S,d)]. Los jugado-
res realizan estas demandas de manera simultdnea e independiente.

2) Las funciones de pago de los jugadores estdn dadas por:

. 1 —dp x9 —do

(@1, f2(z1)) S u (S,d) —d; < ua (S, d) — do
. 1 —d1 2 _d2

H(z) = (f1(z2),22) St w (S, d) —d; > ua(S,d) — do
(@1, fo@)) | (hlwa)os) § m—di | wm—dy

2 2 ur(S,d) —di  uz(S,d) —ds

donde f;(z;) = max{z; € [d;,u;(S,d)] : € S}, para todo i,j € {1,2},
i # j.
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Proposicion 4.4.2. FEl juego de demandas Gxg tiene un unico equilibrio
de Nash. Ademds, el vector de pago que corresponde a este equilibrio es

KS(S,d).

Demostracién. Consideremos un juego de negociaciéon bipersonal (S,d).
Por simplicidad, vamos a denotar u = u(S,d) y k = KS(S5,d). Conside-
remos 4,j € {1,2} con i # j. Supongamos que z es un equilibrio de Nash
de Gkg, vamos a probar que x = k. La cantidad que el jugador ¢ puede
demandar y obtener si el jugador j ha elegido x; es, como mucho,

Lj — dj (ul — dl) + dZ

T
Notemos que a; € [d;, u;]. Si a; < fi(x;), entonces x; > a;. En tal caso, el
jugador j gana demandando mds que z; y = no es un equilibrio de Nash.
Si a; > fi(xj), entonces x no es un equilibrio de Nash ya que, tanto si
x; < a;, T; = a;, 0 x; > a;, el jugador ¢ gana demandando algo diferente de
z;. Por tanto, a; = fi(x;) y ®i = a;, ya que si x; < a;, €l jugador ¢ gana
demandando mas y si z; > a4, el jugador j gana demandando mas.
Por tanto, si x es un equilibrio de Nash de G g, entonces:

r1—di w2 —dp

= , 1 = fi(x2), v x2 = fa(x1),
e fi(x2), ¥y 22 = fa(21)
lo que implica que x = k, con H(z) = k. Finalmente, estd claro que k es
un equilibrio de Nash de G g con lo que concluye la demostracion. O

A pesar del resultado que acabamos de ver, la implementacién de la
soluciéon de Kalai-Smorodinsky a través del juego Ggg no es enteramente
satisfactoria. La razén es la siguiente. Idealmente, ambos jugadores debe-
rian jugar el juego Gk bajo la supervision del implementador y éste, a la
vista de las estrategias de los jugadores, deberia asegurarse que el reparto
final se hace de acuerdo a las reglas del juego. Sin embargo, las reglas del
juego G kg dependen crucialmente de pardmetros que podrian ser descono-
cidos para el implementador, como los puntos de utopia de los jugadores.
Sin ir mas lejos, el implementador podria no saber siquiera cudles son los
conjuntos de estrategias de los jugadores.?

Un estudio méas detallado del enfoque mediante implementacién de los
juegos de negociacién se puede hacer consultando, por ejemplo, van Damme
(1991) o Gonzélez-Diaz y otros (2010).

3Una critica parecida se podria hacer de la implementacién de la solucién de Nash
mediante Gy 4, ya que ésta requiere que el implementador conozca el punto de desacuer-
do.
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4.5. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sea (S, d) un juego de negociacion tal que
Sy = conv{(4,0), (1,2), (—1,0), (—1,2)}

y d = (—1,0). Calctilese NA(S,d) y KS(S,d).

Ejercicio 4.2. Haciendo uso de las propiedades que caracterizan la solucién
de Nash, obténgase NA(S,d) para S = {(z,y) € R? : 40 +2y < 2}y
d = (0,0).

Ejercicio 4.3. Sea (59,d) tal que d = (1,0) y
Sq={(z,y) eR?:y<—22+44, 0<y<3,1 < z}.
Calctlese NA(S,d) y KS(S,d).

Ejercicio 4.4. Una empresa quiebra. En ese momento cuenta con un ca-
pital de F = 10 y tiene dos acreedores con demandas a = (9, 8). Repdrtase
el capital entre los acreedores utilizando la solucién de Nash y la solu-
cién de Kalai-Smorodinsky del juego de negociacién asociado (.S, d), donde
S={(r,y) €eR? : x4+y < 10,2 <9, y <8 yd= (0,0). (Obsérvese
que la solucién de Nash proporciona una solucién de tipo igualitario y la
de Kalai-Smorodinsky una solucién de tipo proporcional). Higase lo mis-
mo considerando £ = 10 y a = (2,12) (nuevamente el reparto de Kalai-
Smorodinsky es de tipo proporcional y el de Nash es igualitario aunque
pagando en su totalidad la deuda menor).

Ejercicio 4.5. Considérese el juego de negociacién con tres jugadores (S, d)
con S = {(z,y,2) € R® : 3o +2y+42<6,x <1, y<2 2<1}y
d = (0,0,0). Calcilense las propuestas de la solucién de Nash utilizando
las propiedades que la caracterizan y de la solucién de Kalai-Smorodinsky
utilizando la definicién.

Ejercicio 4.6. En 1994, la Unién Europea establecié para Espaifia e Ingla-
terra una cuota pesquera de 12 miles de toneladas sobre una cierta especie
de pescado. Sin embargo, estos paises demandaban poder pescar, respec-
tivamente, hasta 10 y 8 miles de toneladas. El problema de racionamiento
de recursos se puede modelar como el juego de negociaciéon (S, d) donde:

2
S = {(z1, 1) € R? : ZZL‘Z <12, 21 <10, 22 <8}, d=(0,0).
=1
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a) Propdngase un reparto de la cuota usando la solucién de Nash del
juego de negociacion.

b) Contéstese razonadamente, sin hacer cdlculos, cémo se modificaria la
propuesta de la soluciéon de Nash si la demanda de Inglaterra fuese
s6lo de 5 miles de toneladas.

¢) Calctlese la propuesta de la soluciéon de Kalai-Smorodinsky del juego
de negociacion.

Ejercicio 4.7. Dos individuos negocian sobre el reparto de 2 unidades de
un producto perfectamente divisible.* En caso de no llegar a un acuerdo
ambos individuos obtienen 0 unidades. Supongamos que la funcién de uti-
lidad del jugador 1 estd dada por uj(z) = x para 0 < z < 2 y la funcién de
utilidad del jugador 2 est4 definida por us(y) = 8 — (2 —y)3 para 0 < y < 2.

a) Represéntese esta situacién como un juego de negociacion.

b) Obténgase el reparto que propone la solucién de Nash, tanto en tér-
minos de utilidad como en términos de la distribucion fisica del pro-
ducto.

c) Obténgase el reparto que propone la solucién de Kalai-Smorodinsky,
tanto en términos de utilidad como en términos de la distribucién
fisica del producto.

d) Si la utilidad del jugador 2 cambia a us(y) = min{8 — (2 —y)3,7},
resuélvanse de nuevo los apartados b) y c).

e) Si la utilidad del jugador 2 cambia a us(y) = min{8 — (2 — y)3, 4},
resuélvanse de nuevo los apartados b) y c).

Ejercicio 4.8. Pruébese que las propiedades usadas en la caracterizacién
de la solucién de Nash de un problema de negociaciéon (Teorema 4.2.3) son
independientes, es decir, que para cada una de tales propiedades existe una
soluciéon distinta de la de Nash que cumple las restantes propiedades.

Ejercicio 4.9. Pruébese que las propiedades usadas en la caracterizacién
de la solucién de Kalai-Smorodinsky de un problema de negociacién (Teo-
rema 4.3.1) son independientes, es decir, que para cada una de tales propie-
dades existe una solucién distinta de la de Kalai-Smorodinsky que cumple
las restantes propiedades.

4Un producto es perfectamente divisible si puede ser fraccionado indefinidamente.
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5.1. Introduccién a los Juegos Cooperativos con
Utilidad Transferible

En este capitulo estudiamos problemas de negociacién coalicional. En
uno de tales problemas, un conjunto de jugadores, que dispone de meca-
nismos para tomar acuerdos vinculantes, debe decidir como repartirse los
beneficios de su cooperacién. A diferencia de lo que ocurria en los proble-
mas de negociacién simple, ahora no es necesaria la unanimidad para que
un reparto sea adoptado, sino que puede haber algunos grupos de jugadores
capaces de forzar determinados repartos.

También supondremos que los beneficios generados por los grupos de ju-
gadores (a los que denominaremos coaliciones) pueden repartirse libremente
entre ellos. Por eso, en realidad, trataremos con problemas de negociacién
coalicional con wutilidad transferible. Para caracterizar uno de tales proble-
mas usaremos los llamados juegos cooperativos con utilidad transferible
(abreviadamente juegos TU) que definimos formalmente a continuacion.

Definicién 5.1.1. Un juego TU es un par (N,v) donde N es el conjunto
finito de jugadores y v : 2V — R es una funcién que cumple que v () = 0.!

La funcién v se denomina funcién caracteristica del juego. Dada una
coalicién S C N, v(.S) representa los beneficios que se pueden asegurar los
jugadores de S, independientemente de cémo actiie el resto de los jugadores.
Denotaremos por G(N) el conjunto de todos los juegos TU con conjunto
de jugadores N. Por simplicidad, en general identificaremos (N, v) con su
funcién caracteristica v.

Ejemplo 5.1.1. (Reparto de un millon). Una persona deja una herencia
de un millén de euros a tres herederos, con la condiciéon de que al menos
dos de ellos lleguen a un acuerdo sobre cémo efectuar el reparto; si tal
acuerdo no es alcanzado, el millén se donaré a una institucién benéfica. Esta
situacién se puede representar como el juego (N, v) tal que N = {1,2,3},
v(1) =v(2) =v(3) =0y v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) = v(N) = 1.2 <&

Ejemplo 5.1.2. (El juego del guante). Tres jugadores estdn dispuestos a
repartirse los beneficios derivados de la venta de un par de guantes. El
jugador uno tiene un guante izquierdo y los jugadores dos y tres tienen
un guante derecho cada uno. Un par de guantes se puede vender por una
centena de euros. Esta situacién se puede representar como el juego (N, v)

19N denota al conjunto de todos los subconjuntos del conjunto V.
2Para evitar una notacién demasiado prolija escribiremos v(1) en lugar de v({1}),

v(12) en lugar de v({1,2}), etc.
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con N = {1,2,3}, v(1) = v(2) = v(3) = v(23) =0y v(12) = v(13) =
o(N) = 1. o

Ejemplo 5.1.3. (El Parlamento de Aragén, 1991). Este ejemplo muestra
que los juegos TU pueden ser utilizados para describir problemas de nego-
ciacién coalicional en los que los jugadores negocian con algo mas abstracto
que el dinero. Consideramos el Parlamento de Aragdn surgido de las elec-
ciones de mayo de 1991, cuya composicién era: PSOE (Partido Socialista
Obrero Espanol) 30 diputados, PP (Partido Popular) 17 diputados, PAR
(Partido Aragonés Regionalista) 17 diputados, e IU (Izquierda Unida) 3
diputados. Medir el poder de los diferentes partidos en un Parlamento es
una cuestiéon de gran interés. Obsérvese que, en cierto sentido, medir el
poder es lo mismo que asignar de modo razonable una fraccién del poder
total. Asi pues, un Parlamento puede representarse como un juego TU en
el que un grupo de jugadores (los partidos) tratan de repartirse el poder.
Como las decisiones mas relevantes en un Parlamento se toman usando la
regla de la mayoria simple, diremos que una coaliciéon tiene todo el po-
der si dispone de mas de la mitad de los votos, 34 en este ejemplo. Por
tanto, este Parlamento se puede representar como el juego (N, v) tal que
N = {1,2,3,4} (1=PSOE, 2=PP, 3=PAR, 4=IU), v(S) = 1 si existe
T € {{1,2},{1,3},{2,3}} con T'C S y v(S) = 0 en otro caso. Nétese que
para indicar que S tiene todo el poder hacemos v(S) = 1. &

Ejemplo 5.1.4. (La profesora visitante). Tres grupos de investigacién per-
tenecientes a las universidades de Amsterdam (grupo uno), Tilburg (grupo
dos) y Santiago de Compostela (grupo tres) planean invitar a una profe-
sora de la Universidad de Oregon a impartir un curso de teoria de juegos.
Para minimizar el coste, coordinan los cursos de forma que la profesora
visitard Amsterdam, Tilburg y Santiago de Compostela en el mismo viaje.
Los grupos quieren repartir el coste de tal viaje. Con ese propdsito, se ha
estimado el coste en euros de los viajes correspondientes a las visitas a las
posibles coaliciones de grupos: ¢(1) = 1500, ¢(2) = 1600, ¢(3) = 1900,
¢(12) = 1600, ¢(13) = 2900, ¢(23) = 3000 y ¢(N) = 3000 (para cada S,
¢(S) indica el coste del viaje para visitar a los grupos de S). Tomando
N = {1,2,3}, obtenemos el juego (NN, c). Obsérvese que (N, c) es un juego
TU de los denominados juegos de coste, en el sentido de que, para cada
S, ¢(S) representa los costes asociados a esa coalicién y no los beneficios
que genera. El juego de ahorro asociado a esta situacién, que nos da los
beneficios que genera cada coalicién, es (N,v) donde, para cada S C N,

v(8) = e(i) —c(S).

€S
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Por lo tanto, v(1) = v(2) = v(3) =0, v(12) = 1500, v(13) = 500, v(23) =
500 y v(N) = 2000. <&

Los ejemplos anteriores muestran que un amplio espectro de situaciones
se pueden describir usando juegos TU. Veamos ahora una clase de juegos
TU especialmente importante.

Definicién 5.1.2. Sea un juego v € G(N). Diremos que v es superaditivo
si, para cualquier par de coaliciones S, C N con SNT = (), se tiene que
v(SUT) > v(S) 4+ v(T). Se denotard por SG(N) el conjunto de los juegos
TU de G(N) que son superaditivos.

Obsérvese que en un juego superaditivo los jugadores tienen auténticos
incentivos para la cooperacién, en el sentido de que la unién de dos grupos
disjuntos cualesquiera no provoca una disminucién de los beneficios. De
hecho, la teoria de los juegos TU se ha desarrollado principalmente para
los juegos superaditivos, aunque por simplicidad se presente para la clase
completa G(N). Notemos que los juegos de los ejemplos anteriores son
todos superaditivos con excepcién del juego ¢ del Ejemplo 5.1.4.3

El objetivo principal de la teoria de los juegos TU es proponer, para ca-
da juego TU, una asignacién o un conjunto de asignaciones que pueda ser
aceptado por todos los jugadores involucrados en el problema. Un primer
enfoque para alcanzar este objetivo estd basado en la idea de estabilidad:
se trata de encontrar un conjunto de asignaciones que sea estable, en el
sentido de que cabe esperar que el acuerdo finalmente adoptado por los
jugadores sea un elemento de dicho conjunto. Este es el enfoque subya-
cente, por ejemplo, en el nicleo (Gillies, 1953), los conjuntos estables (von
Neumann y Morgenstern, 1944) y el conjunto de negociacion (Aumann y
Maschler, 1964). El segundo enfoque estéd basado en la idea de ecuanimi-
dad: trata de proponer para cada juego TU un reparto ecudnime que sea
aceptable para los jugadores. Este es el enfoque subyacente, por ejemplo,
en el valor de Shapley (Shapley, 1953), el nucleolo (Schmeidler, 1969) y el
T-value (Tijs, 1981). En este capitulo sélo trataremos los mas importantes
de los conceptos mencionados: el nicleo y el valor de Shapley.

5.2. El Nicleo y Conceptos Relacionados

En esta seccién estudiamos el més importante de los conceptos relacio-
nados con la idea de estabilidad: el nicleo. Para un juego v € G(N), el

3Téngase en cuenta que c es un juego de coste y cumple que —c es superaditivo; esta
propiedad es analoga a la superaditividad en el contexto de los juegos de coste.
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nicleo es un subconjunto del conjunto de imputaciones, donde una impu-
tacién es una division de v(N) entre todos los jugadores de forma que
ningun jugador i reciba menos que v(i), la cantidad que puede garantizarse
por si mismo.

Definicién 5.2.1. Sea v € G(N). Una imputacién de v es un vector
x € RV que satisface las dos condiciones siguientes:

1) x; > v(i), para todo i € N.
2) Yienxi = v(N).

Dado un juego v € G(N), se denotard por I(v) el conjunto de imputaciones
de dicho juego.

Noétese que, para cada v € SG(N), I(v) # 0. Las imputaciones de un
juego (N,v) son asignaciones de v(NN) entre los jugadores que satisfacen
una condicién de racionalidad individual. El nicleo es el conjunto de las
imputaciones que satisfacen, ademas, una condicién de racionalidad coali-
ctonal.

Definicién 5.2.2. Sea v € G(N). El nicleo de v, que denotaremos por
C(v),* es el siguiente subconjunto de I(v)

Cw)={xzelI(v) : sz >w(S) VS € 2V},

i€S

Obsérvese que los elementos de C'(v) asignan a cada coalicién unos
beneficios mayores o iguales que los que tal coalicién puede garantizarse
por si misma. En ese sentido, los elementos de C(v) son estables, porque
no dejan insatisfecha a ninguna coalicién. A continuacién presentamos una
definicion y un resultado que nos ofrecen otro modo de ver la conexién entre
el nicleo y la estabilidad.

Definicién 5.2.3. Sea v € G(N) un juego TU y sean S € 2N\ y z,y €
I(v). Se dice que z domina a y a través de S si se cumple:

1) x; > y;, para todo i € S.
2) Yiesxi <v(9).

Se dice que z domina a y si existe una coalicién T € 2V \0 tal que x
domina a y a través de 1. Se dice que  es no dominada si no existe
z € I(v) tal que z domina a z.

La palabra inglesa para nicleo en este contexto es core. De ahi la notacién C(v).
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Obsérvese que = domina a y a través de S cuando todos los jugadores
de S prefieren z a y y, ademaés, x es alcanzable para S, en el sentido de que
la cantidad total propuesta por x para los jugadores de S no es superior a
la cantidad que los jugadores de S pueden garantizarse por si mismos. Por
tanto, si x domina a y, existe alguna coalicién con interés y capacidad de
vetar y. En definitiva, para que una imputacién sea realmente estable debe
ser no dominada. Esto es lo que le ocurre a las imputaciones del ntcleo, tal
como se muestra en el resultado siguiente.

Proposicién 5.2.1. Sea v € G(N) un juego TU.
1) Sixz € C(v), entonces x es no dominada.

2) Si, ademds, v € SG(N), entonces se tiene que C(v) = {xz € I(v) :
x es no dominada}.

Demostracidn. Probemos la primera afirmacién. Supongamos que z € C(v)
y que existen y € I(v) y una coalicién no vacfa S C N tales que y domina
a x a través de S. Entonces

v(S) > Zyi > sz > v(S),
€S €S
lo cual es una contradiccién. Veamos ahora 2). Sea x una imputacién no

dominada de v y supongamos que no pertenece a C(v). En tal caso existe
S C N tal que Y ;cq2; < v(S5). Definamos y € RY del siguiente modo:

v(S) — ZjeS Lj

4 iies.
i+ S| si g
" (V) = u(5) )
o(N) =v(S) =X jems vl
(i) + ] sii € N\S.
| N\S |
Como v es superaditivo, y € I(v). Ademads, y domina a x a través de S, lo
cual es una contradiccién. O

A continuacién veremos varios ejemplos para ilustrar el concepto de
nucleo. El primero muestra un juego TU que no es superaditivo y que
tiene una imputacién no dominada que, sin embargo, no pertenece a su
nucleo. Los demas estudian los niicleos de los ejemplos tratados en la seccién
anterior.

Ejemplo 5.2.1. Sea el juego (N,v) tal que N = {1,2,3}, v(1) = v(2) =0,
v(3) = 1, v(12) = 2, v(13) = v(23) = 1, v(N) = 2. Obsérvese que
v(N) <v(12) +v(3) y que, por tanto, v no es superaditivo. Por otro lado,
C(v) =0y (1,0,1) es una imputacién no dominada. O



5.2. El Ntcleo y Conceptos Relacionados 127

Ejemplo 5.2.2. Es facil ver que el niicleo del juego del reparto de un millén

es vacio, a pesar de que es un juego superaditivo. Esto quiere decir que la

situacién de negociacion descrita por este juego es fuertemente inestable.
O

Ejemplo 5.2.3. El nucleo del juego del guante es el conjunto unitario
{(1,0,0)}. Puede parecer extrafio que el tinico elemento del nicleo de este
juego asigne todos los beneficios al poseedor del guante singular. Sin embar-
go, (1,0,0) es la tnica imputacién del juego no dominada, es decir, estable.
La interpretacion que se puede hacer de este resultado es que el precio de
los guantes derechos en el mercado se hace cero ya que hay un exceso de
oferta de tales guantes. <&

Ejemplo 5.2.4. Esta claro que el ntcleo del juego de ahorro v asociado al
problema de la profesora visitante estd dado por

C(v) ={xz € I(v) : x1 +x2 > 1500, x1 + x5 > 500, x2 + x5 > 500},

que es un conjunto no vacio. En la Figura 5.2.1 (a) representamos los hi-
perplanos que delimitan I(v) y C'(v). A la vista de esto es facil comprobar
que

C(v) = conv{(1500,0,500), (1500, 500, 0), (500, 1500, 0), (0, 1500, 500) }.

En la Figura 5.2.1 (b) representamos C(v) y sus puntos extremos. De
hecho, lo que esta representado en los dos dibujos de la Figura 5.2.1 son
I(v) y C(v) como subconjuntos del hiperplano eficiente, que estd dado por
{z eRN: Y, cyz =v(N)} O

Antes de analizar el juego asociado al Parlamento de Aragén vamos a
introducir algunos conceptos y resultados.

Definicién 5.2.4. Un juego v € G(N) se denomina simple si:
1) Para toda S C N, v(S) =00 v(S) =1.
2) v(N)=1.

3) v es un juego mondtono, esto es, v(S) < v(T) para cualesquiera
S,TCNconScT.

Se denotard por S(N) el conjunto de los juegos simples con conjunto
de jugadores N. Para un juego simple (N,v) y una coalicién S C N, se
dice que S es ganadora si v(S) = 1; en caso contrario, se dice que S
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x2 +x3 = v(23)", xl + z3 = v(13)

x1 +x2 = 1}(12)“\

x3 = v(3) 1' ‘ '
@2 =v(2) e =v(1)

(a) Hiperplanos asociados a I(v) y C(v).

(1500,0,500) /* C(v) (0,1500,500)

YANNVAY

(1500,500,0) (500,1500,0)

(b) El conjunto C(v) y sus puntos extremos.

Figura 5.2.1: El nicleo del juego del profesor visitante.



5.2. El Ntcleo y Conceptos Relacionados 129

es perdedora. Se denotard por W el conjunto de todas las coaliciones
ganadoras, es decir, W = {S C N : v(S) = 1}. Es evidente que N es un
elemento de W y quesi S € Wy S C T, entonces T' € W. Una coalicién
ganadora es minimal si no contiene a ninguna otra coalicién ganadora. Se
denotard por W™ el conjunto de todas las coaliciones ganadoras minimales,
es decir,

W ={SeW : v(T)=0,VTCSconT#S}.

Notese que un juego simple puede caracterizarse dando el conjunto de coa-
liciones ganadoras, o también, dando el conjunto de coaliciones ganadoras
minimales.

Definicién 5.2.5. Sea v € S(N) un juego simple. Se dice que i € N es un
jugador veto de v si v(N\{i}) = 0.

Proposicién 5.2.2. Sea v € S(N) un juego simple. Entonces C(v) # ()
sty solo si el conjunto V de jugadores veto de v es mo vacio. Ademds, si
C(v) # 0 entonces

Clw)={xel(v):2;,=0Vie N\V}

Demostracién. Supongamos que C(v) # () y que V = (. Tomemos x €
C(v). Entonces, para todo i € N, 2; = 0 puesto que

0=v(N)—o(N\{i}) > > a;— Y x;=x;>0.

JEN JEN\{i}

Esto es obviamente imposible. Reciprocamente, supongamos que V' es un
conjunto no vacio y consideremos el conjunto no vacio

{relI(v):z;,=0Vie N\V}.
Es inmediato comprobar que este conjunto es C'(v). O

Ejemplo 5.2.5. En virtud de los resultados anteriores y teniendo en cuenta
que el juego asociado al Parlamento de Aragdn es un juego simple con un
conjunto vacio de jugadores veto, esta claro que su niicleo es vacio. &

Hemos visto que hay situaciones de negociacién coalicional que son alta-
mente inestables y, por ello, tienen un nicleo vacio. A continuacién propor-
cionamos una condicién necesaria y suficiente para el cardcter no vacio del
nicleo de un juego. El correspondiente resultado fue probado independien-
temente (aunque no de forma simultdnea) por Bondareva (1963) y Shapley
(1967), por lo que es conocido como teorema de Bondareva-Shapley.



130 Tema 5. Juegos Cooperativos con Utilidad Transferible

Definicién 5.2.6. Una familia de coaliciones F C 2V\{()} se denomina
equilibrada si existe una familia asociada de niimeros reales positivos (de-
nominados coeficientes equilibrantes) {ys : S € F'} tal que, para todo

1 €N,
Z ys = 1.
SEF,ieS

Definicién 5.2.7. Un juego v € G(N) se denomina equilibrado si, para
cualquier familia de coaliciones equilibrada F' con coeficientes equilibrantes
{ys : S € F'}, se tiene que

> ysv(S) < u(N).

SeF

El hecho de que (N, v) sea equilibrado viene a significar que las coalicio-
nes “intermedias” no tienen demasiado poder. Por ello, el caricter equili-
brado de un juego parece estar relacionado con la estabilidad de la situacion
de negociacién coalicional descrita por dicho juego. Esto es precisamente lo
que afirma el teorema de Bondareva-Shapley.

Teorema 5.2.3 (Teorema de Bondareva-Shapley). Sea v € G(N) un juego
TU. Entonces C(v) # 0 si y sélo si v es equilibrado.

Demostracion. La demostracién del resultado hace uso de nociones basi-
cas de dualidad en programacion lineal. Supongamos que C'(v) # (). Sean
x € C(v) y F una familia de coaliciones equilibrada con coeficientes equi-
librantes {ys : S € F'}. Entonces,

Doysv(S) <D yswi=> (z Y ys) =Y, xi=v(N).

SeF SeFiesS 1EN SeF,ieS iEN

Reciprocamente, supongamos que v es equilibrado y consideremos el si-
guiente problema de programacién lineal (P):

minimizar g T;
iEN

sujeto a ¥ _xz; > v(S) VS € 2NM\{0}.
€S

Noétese que C(v) # 0 si y s6lo si existe Z una solucién 6ptima de (P) con
>ien Ti = v(N). El dual de (P) es el siguiente problema de programacion
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lineal (D):
maximizar > ysv(S)
Se2N\{0}
sujeto a Z ys =1 Vi e N,
Se2N\{0},ieS
ys >0 VS € 2N\ {0}.

Claramente, (D) tiene, al menos, una solucién 6ptima g, ya que el conjunto
de soluciones factibles es no vacio y compacto, y su funcién objetivo es
continua. Definamos ahora

F:{SCN:§5>O}.

Obviamente F' es una familia equilibrada con coeficientes equilibrantes
{gjs : S € F'}. Como (D) tiene una solucién éptima entonces, por el teore-
ma de dualidad, (P) tiene también una solucién 6ptima Z y, ademaés,

dozi= > gsv(S).

1EN Se2N\{0}

Como v es equilibrado y Z es una solucién éptima de (P)

v(N) <> 3= > gsv(8) <v(N)

ieN SeaN\{0}
por lo que v(N) = ¥ ,cn Ti- O

Como sugerencia practica podemos indicar que para probar que el ni-
cleo de un juego es no vacio lo mas sencillo suele ser encontrar un elemento
de su ntucleo; sin embargo, para probar que un juego tiene ntcleo vacio, lo
mas sencillo suele ser demostrar que no es equilibrado.

5.3. El Valor de Shapley

En esta seccion estudiamos el mas importante de los conceptos rela-
cionados con la idea de ecuanimidad: el valor de Shapley (Shapley, 1953).
La aproximacion de Shapley es axiomatica; su intencién es proponer, para
cada juego TU, una asignacién que sea un compromiso aceptable para los
jugadores. Para ello llamé valor a cualquier aplicacién f : G(N) — RY
y enuncié algunas propiedades que un valor deberia cumplir. Finalmente,
probé que estas propiedades caracterizaban un tnico valor y encontrd una
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expresion explicita para el mismo. Este valor se conoce hoy en dia como el
valor de Shapley. A continuacién presentamos una coleccién de propiedades
que caracterizan el valor de Shapley; para ello, debemos dar una definicién
previa.

Definicién 5.3.1. Sea v € G(N) un juego TU.

1) Decimos que i € N es un jugador nulo de v si, para cada S C N,
v(SU{i}) = v(9).

2) Dos jugadores i,j € N se denominan simétricos en v si, para cada
coalicion S C N\{i,j}, se tiene que v(SU{i}) = v(SU{j}).

Sea f un valor y considérense las siguientes propiedades.

Eficiencia: f satisface eficiencia si, para todo v € G(N),

Z fi(v) = v(N).

1EN

Propiedad de Jugador Nulo: f satisface la propiedad de jugador nulo
si, para todo v € G(N) y para todo i € N jugador nulo de v, se tiene

que fi(v) = 0.

Simetria: f satisface simetria si, para todo v € G(N) y para todo par de
jugadores i,j € N simétricos en v, se tiene que f;(v) = f;(v).

Aditividad: f satisface aditividad si, para todo par de juegos v,w €

G(N), fv+w) = f(v) + f(w).

La eficiencia indica que f debe repartir v(IN) entre los jugadores. La
propiedad de jugador nulo quiere decir que los jugadores que no generan
beneficios no deben recibir nada. La simetria requiere tratar idénticamente
a jugadores idénticos. La aditividad es basicamente un requerimiento téc-
nico que, aunque no esta conectado con la idea de ecuanimidad, tampoco
parece ir en contra de tal idea. A continuacién probamos que estas cuatro
propiedades caracterizan el valor de Shapley.

Teorema 5.3.1. Eriste un tnico valor ® : G(N) — RY que satisface
eficiencia, propiedad de jugador nulo, simetria y aditividad. Este valor,
denominado valor de Shapley, estd dado por

)= Y P50 ) - os)
SCN\{:} ’

para todo v € G(N) y todo i € N, donde s yn denotan los cardinales de S
y N, respectivamente.
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Demostracion. Es inmediato probar que ® satisface las propiedades de ju-
gador nulo y aditividad. Para comprobar que satisface eficiencia considere-
mos v € G(N) y notemos que

Yow=y > =0 -us)

1eEN iEN SCN\{Z}
1)! sl(n—s—1)!

:Z Z n— v(SU{i}) Z Z TU(S)

1EN SCN\{@} 1€EN SCN\{i}

— — g)! | —s—1)!
:ZSS 1)! ('n s)! o) - 3 (n_s)s.(n ('9 1>'U(S)
n! n!
SCN SCN,S#N

= v(N).

Para comprobar que ® satisface simetria consideremos v € G(N) ei,j € N
simétricos en v y notemos que

Si(v) -0y = Y DN gy - ()

scvay
-y HmDsug) - us)
SCN\{j} '

=y A D u ) ()

SCN\{i},jes

-y et D su ) - u(s))

SCN\{j},i€8

=y RO s =D 1) - u(su )

|
SCN\{i.j} "
=0.
Por tanto, ® satisface las propiedades requeridas. Veamos ahora que es el

unico valor que las satisface. Para cada coalicién no vacia S C N, definimos
el juego u® € G(N) por®

1 siScCT,
u?(T) =
0 en otro caso.

Tengamos ahora en cuenta que cada v € G(N) se puede ver como un vector
2n—
(v(5))seam\qoy € R

SUn juego definido de esta forma se denomina usualmente juego de unanimidad
de la coalicién S.
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con lo que G(N) se puede ver como un espacio vectorial de dimensién 2" — 1.
Veamos que U(N) = {u® : S € 2M\{0}} es una base de dicho espacio
vectorial. Para demostrarlo, es suficiente probar que U(N) es un conjunto
de vectores linealmente independientes. En efecto, sea > Se2N\ {0} asu® =0
(s € R para todo S € 2V\{()}) y supongamos que existe 7' € 2V\ {0} con
ar # 0. Asumamos sin pérdida de generalidad que no existe T C T, con
T # T, tal que ap # 0. Pero entonces 3 geon gy asu®(T) = ar, lo cual no
es posible. Esto prueba que U(N) es una base. Tomemos ahora un valor f
que cumpla eficiencia, la propiedad de jugador nulo y simetria. Claramente,
para cada i € N, cada coalicién no vacia S C N y cada ag € R se tiene
que

%S siie s,
filagu®) =
0 en otro caso.

Para acabar, basta tener en cuenta que, como f también cumple aditividad,
[ estd univocamente determinado ya que U(N) es una base de G(N). [

Observacion 5.3.1. El valor de Shapley tiene una conocida interpretacién
heuristica, segiin la cual se puede ver como el vector de ganancias esperadas
correspondiente a la siguiente situacién: a) los jugadores acuerdan acudir a
cierto lugar, b) todos los posibles 6rdenes de llegadas son igualmente pro-
bables, y ¢) a su llegada, cada jugador recibe su contribucién a la coalicién
formada por los jugadores que llegaron antes que él. En otras palabras,
la propuesta del valor de Shapley para el juego v € G(N) puede también
escribirse como

Pi(v) = — > (BT UL} —v(B"(i)),

" well(N)

para todo i € N, donde IT(N) es el conjunto de permutaciones de N y B™ ()
es el conjunto {j € N : 7(j) < m(i)}, es decir, el conjunto de jugadores
que llegan antes que i cuando el orden de llegada viene especificado por
la permutacién 7. Esta expresion coincide con la que hemos proporcionado
anteriormente ya que cada sumando es de la forma v(SU{i}) —v(S), donde
S es un subconjunto de N que no contiene a 4, con lo que basta tener en
cuenta que s!(n —s—1)! es el ndmero de 6rdenes para los que S es igual a
B™(4).

Observacién 5.3.2. Para todo v € SG(N), ®(v) € I(v). En efecto, ten-
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gamos en cuenta que, para todo i € N,

3 sl(n—s—1)! :"_1 <n;1>s!(n—s—1)! 1

! ]
SNV n! = n!

Entonces, como v es superaditivo,

o) = i) -us)

SCN\{}

> Z Sl(n_s_l)!v(i):v(i),

SCN\{i} n!

para todo i € N. Finalmente, teniendo en cuenta que @ es eficiente, (v) €
I(v).

A continuacién calcularemos la propuesta del valor de Shapley en los
ejemplos tratados en este capitulo.

Ejemplo 5.3.1. En el juego del reparto de un millén no hay jugadores
nulos y, ademés, todos los jugadores son simétricos. Por lo tanto, su valor
de Shapley es (1/3,1/3,1/3). El ntcleo de este juego es vacio, con lo que su
valor de Shapley no pertenece al nicleo. &

Ejemplo 5.3.2. La tabla siguiente recoge los calculos para la obtencién
del valor de Shapley del juego del guante.

T 1 2 3
123 | 0 1 0
132 0 0 1
213 | 1 0 0
231 | 1 0 0
312 | 1 0 0
321 | 1 0 0
 2/3 1/6 1/6

En la tabla se calculan los vectores de contribuciones marginales para los
distintos o6rdenes de llegada de los jugadores y, al promediar, se obtiene
el valor de Shapley del juego (véase la Observacién 5.3.1), que resulta
ser (2/3,1/6,1/6). Nétese que el tnico punto del niicleo de este juego era
(1,0,0). O

6 Aunque es més apropiado referirse a ®(v) como la propuesta del valor de Shapley
para v, es comun llamarle simplemente valor de Shapley de v. Asi lo haremos a partir de
ahora.
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Este ejemplo muestra que el valor de Shapley de un juego puede estar
fuera del nicleo, atun cuando éste sea no vacio. Shapley (1971) presenta
una clase de juegos para los cuales el valor de Shapley siempre pertenece
al nucleo. Es la clase de juegos convexos, que definimos a continuacién.

Definicién 5.3.2. Sea v € G(N) un juego TU. Se dice que v es convexo
si, para cualesquiera i € N, S,T C N\{i} con S C T,

v(TU{i}) —o(T) > v(SU{i}) —v(S).

Se puede comprobar que todo juego convexo es superaditivo. Ademaés,
Shapley demostré el siguiente resultado.

Teorema 5.3.2. Sea v € G(N) un juego convexo. Entonces ®(v) € C(v).

Ejemplo 5.3.3. En el juego asociado al Parlamento de Aragén, IU es un
jugador nulo y los demés partidos son jugadores simétricos. Por tanto, su
valor de Shapley es (1/3,1/3,1/3,0). O

Ejemplo 5.3.4. Las dos tablas siguientes recogen los calculos para la ob-
tencion del valor de Shapley del juego de ahorro y del juego de coste aso-
ciados al problema de la profesora visitante.

- 1 2 3 p 1 2 3
1231 0 1500 500 123 1500 100 1400
132 0 1500 500 132 | 1500 100 1400
213 | 1500 0 500 213 | 0 1600 1400
231 | 1500 0 500 231 0 1600 1400
312 | 500 1500 0 312 | 1000 100 1900
321 | 1500 500 0 321 0 1100 1900
® | 5000/6 5000/6 2000/6 ® | 4000/6 4600/6 9400/6

El valor de Shapley del primero de estos juegos, el de ahorro, viene dado
por ®(v) = (5000/6,5000/6,2000/6). De acuerdo con esta asignacién de
ahorros, los jugadores deben pagar (4000/6,4600/6,9400/6). Este tltimo
vector es precisamente ®(c). Para explicar este resultado, notemos que

)= 250 —u(s)
SCN\{i} )
= > D) oS U ) + eli) = eli) — @ile).
SCN\{i} )

Finalmente, es claro que ®(v) € C(v). De hecho, v es un juego convexo.
<O
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5.4. Algunas Aplicaciones de los Juegos Coopera-
tivos con Utilidad Transferible

En esta seccién presentamos dos aplicaciones de los juegos TU, una en
el contexto de los problemas de asignacién de costes y la otra en el de los
modelos de la investigacion operativa. Tales aplicaciones dan lugar a dos
clases relevantes de juegos TU: los juegos del aeropuerto y los juegos de
produccion lineal.

5.4.1. Juegos del aeropuerto

Littlechild y Owen (1973) propusieron este modelo como un ejemplo
donde el valor de Shapley es facil de calcular y tiene una interpretacién
sencilla. Su idea surgi6 de los trabajos de Baker (1965) y Thompson (1971)
sobre el precio que tienen que pagar las operaciones de distintos tipos de
aviones, donde por operacién se entiende un despegue o un aterrizaje. A
continuacién formalizamos el modelo.

Supongamos que hay m tipos diferentes de aviones. Para cada tipo [,
conocemos el nimero de operaciones, n;, y los costes totales de construcciéon
de una pista, ¢;, asociados a ese tipo de aviones. Dado que queremos conocer
lo que tiene que pagar cada operacién, consideramos que cada una de ellas
es un jugador; por lo tanto, IV; es el conjunto de jugadores asociados con
operaciones de aviones de tipo [. Supongamos que los tipos de aviones estan
ordenados con respecto a los costes, es decir, 0 < ¢; < cg < ... < ¢p. Sea
N = U, N; el conjunto de todas las operaciones. El juego del aeropuerto
asociado a este problema de reparto de costes esta definido por el conjunto
de jugadores N y la funcién caracteristica v dada por

v(S) = —méax{¢; : SNN; # 0},

para cada S C N, S # (). Esta definicién se basa en la consideracién de que
los aviones méas grandes necesitan pistas mas largas. El coste imputable a
una coalicion S es el coste de una pista adecuada para que puedan realizarse
todas las operaciones de S. Dicho coste es claramente max{¢; : SNN; # 0},
es decir, el coste de una pista adecuada para que puedan operar en ella los
aviones mas grandes asociados a operaciones de S. Finalmente, cambiamos
el signo para mantener la interpretacion de la funcién caracteristica en
términos de beneficios y no de costes.

En los trabajos de Baker (1965) y Thompson (1971) aparece una asigna-
cién de costes que se define secuencialmente del siguiente modo. En primer
lugar, el coste de construccién de una pista para operaciones de los avio-
nes mas pequenos (tipo 1) se divide igualitariamente entre el niimero total
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1 T =-2=-2
10
10
L | — 10 15 __
3t 25 1 $3——§_?—_7
¢ | — 10 15 __
41 95 1 174——?—?——7
51 s =2 -0 -10=-17

35

Figura 5.4.1: Esquema de asignacién secuencial.

de operaciones correspondientes a todos los tipos de aviones. La idea que
subyace en esta asignacién es que todas las operaciones utilizan esta parte
de la pista. A continuacién, se divide igualitariamente el incremento que
supone construir la pista para las operaciones del segundo tipo de avio-
nes mas pequenos entre el ntimero total de operaciones correspondientes
a aviones de tipo mayor o igual que 2. El procedimiento contintia de este
modo hasta que alcanzamos el incremento que supone construir una pista
adecuada para las operaciones del tipo de avién mas grande. En este caso,
este incremento se divide igualitariamente entre este nimero de operacio-
nes. Obsérvese que este procedimiento utiliza la informacién del problema
del aeropuerto y no del juego del aeropuerto definido. En el ejemplo 5.4.1
ilustramos este procedimiento.

Ejemplo 5.4.1. Consideremos que m = 3, Ny = {1,2}, Ny = {3,4},
N3 = {5} y los costes estan dados por ¢; = 10, ¢ = 25, y ¢3 = 35, para las
operaciones de aviones de tipo 1, para las operaciones de aviones de tipo 2,
y para las operaciones de aviones de tipo 3, respectivamente. Entonces, la
funcién caracteristica del juego del aeropuerto asociado estd dada por

—10 siSc{1,2}, S#0
v(8)={ —25 siSNNa#0, 5¢8
-35 sibe S

En la Figura 5.4.1, aparece representado el esquema secuencial de asigna-
cién. <&

Littlechild y Owen (1973) prueban que el esquema secuencial de asig-
nacion descrito anteriormente coincide con el valor de Shapley del juego del
aeropuerto asociado.
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Teorema 5.4.1. Sea (N,v) un juego del aeropuerto. Si denotamos por
co =0 y para cada i € N, el tipo de avion de la operacion i es l;, entonces
el valor de Shapley del juego (N,v) puede obtenerse como

l;

®;(v) = Z _(Cl;lcl1)7

=1

siendo r; el numero total de operaciones correspondientes a tipos de avion
L , . —m ‘
con tamano igual o superior al, es decir, 1 = 377" |Nj|.

5.4.2. Juegos de produccién lineal

Los juegos de produccién lineal fueron introducidos en Owen (1975).
Denotemos por N un conjunto de fabricantes. Cada fabricante i € N dis-
pone de cierta cantidad de [ materias primas, representada por el vector
con componentes no negativas ¢ = (c"i, .. .,cf) e RLA partir de estas
materias primas, se pueden obtener m productos diferentes mediante un
proceso de produccién lineal dado por una matriz A de dimensién [ x m,
con elementos no negativos y al menos un elemento no nulo en cada fila;
el elemento aj; indica el nimero de unidades de la materia prima j-ésima
que son necesarias para producir una unidad del producto k-ésimo. Cada
materia prima carece de valor por si misma. El beneficio de cada fabricante
se consigue mediante la venta de los productos finales. El precio de merca-
do de cada producto estd dado por el vector con componentes no negativas
b = (b1,...,bm) € R™. El objetivo de cada fabricante es maximizar su
beneficio. Asi pues, cada fabricante ¢ € N se enfrenta a un problema de
optimizacion que puede formularse mediante el problema de programaciéon
lineal

maximizar by’
sujeto a Ayt < (ct)?,
y=>0.

El proceso conjunto de produccion puede caracterizarse por la cuater-
na (N, A,b,c). Supongamos que un grupo de fabricantes deciden cooperar
uniendo sus materias primas y fabricando los productos en un tnico centro
de produccién. En ese caso la cantidad total de materias primas disponi-
bles para los fabricantes de S C N estd dado por ¢ € R!, donde para
cada materia prima j, cf = Y ies cz En consecuencia, el beneficio que la
coalicién S puede conseguir estd dado por el valor éptimo del problema de
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programacién lineal P° definido como

maximizar by’
sujeto a Ayt < (¢%),
y > 0.

Esta aproximacién sugiere un modo natural de asociar un juego TU a cada
proceso de produccién (N, A, b, ¢). En este juego el conjunto de jugadores
es N y la funcién caracteristica asigna, a cada coalicién S C N, la ga-
nancia v(.S) dada por el valor éptimo del problema de programacion lineal
P57 Nos referiremos a este juego con el nombre de juego de produc-
cion lineal. Claramente, los juegos de produccion lineal son superaditivos.
Ademads, tienen ntucleo no vacio tal como se prueba a continuacion.

Teorema 5.4.2. Para cualquier proceso de produccion lineal (N, A,b, c),
el juego de produccion lineal asociado tiene nicleo no vacio.

Demostracion. Sea (N, A, b, ¢) un proceso de produccion lineal y sea (N, v)
el juego de produccién lineal asociado. Vamos a encontrar un elemento
de C(v). Para ello utilizaremos las soluciones 6ptimas del problema de
programacion lineal dual de PV, denotado por DY, que estd dado por

minimizar ¢zt
sujeto a zA > b,
z > 0.

Por el teorema de dualidad, el conjunto de soluciones éptimas es no vacio
y el valor 6ptimo es v(N). Sea Z una solucién 6ptima de DV. Para cada
i € N, sea Z; = c'z'. Vamos a probar que Z € C(v). Sea S C N y sea
D? el problema de programacién lineal dual de PS. Utilizando de nuevo el
teorema de dualidad, tenemos que el valor 6ptimo de D es v(.S). Como z
es factible en el problema D?, se cumple que Y ;cg i = Y ;eg ¢ 28 > v(S),
Y Yien Ti = Yien €28 = v(N). Por tanto, 7 € C(v). O

El conjunto de asignaciones del nticleo obtenidas del modo descrito ante-
riormente se denomina conjunto de Owen del juego de produccién lineal.
Este conjunto ha sido caracterizado en van Gellekom y otros (2000). En
general, es un subconjunto propio del ntcleo tal como vemos en el siguiente
ejemplo.

"Nétese que, para toda coaliciéon no vacia S C N, P¥ tiene soluciones Optimas porque
su conjunto de soluciones factibles es no vacio y compacto.
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Ejemplo 5.4.2. Consideremos el proceso de produccién lineal (N, A, b, ¢)
donde

A= ( 1 (1) g )7 b= (37178>, C1 = (1,0), 62: (2,2) y03: (072)

El problema de programacién lineal DY esta dado por

minimizar 3z1 + 429
sujeto a 21 + 29 > 3,
29 > 1,
22’1 + 32’2 > 8,
Z1, 22 Z 0.

El valor 6ptimo de este problema es 11 y el conjunto de soluciones 6ptimas
estd dado por {(1,2)}. Por tanto, v(N) = 11. La funcién caracteristica
completa de este proceso de produccién lineal estd dada por

v(l) =0, v(2) =06, v(3) =2,
v(12) =6, 0(13)=9/2, v(23) =9, y
v(N) = 11.

El conjunto de Owen tiene T = (%1, T2, Z3) como Unico elemento, donde
71 = (1,0)(1,2)! =1, 22 = (2,2)(1,2)! =6, y 3 = (0,2)(1,2)! = 4. Sin
embargo, el nicleo del juego de produccion lineal esta dado por

C(v) = conv{(2,6,3), (0,6,5), (0,13/2,9/2), (2,13/2,5/2)}.

Este juego no es convexo. Por ejemplo, considerando S = {3}, T'= {2,3}
e i =1 tenemos que v(TU{1}) —v(T) =2 <v(SU{1}) —v(S) =9/2. El
valor de Shapley estd dado por ®(v) = (13/12,19/3,43/12) y esté en el

nucleo. o

5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Considérese el juego (N,v) definido por N = {1,2,3},
v(l) =v(2) =v(3) =0, v(12) =4, v(13) =8, v(23) = 10 y v(N) = 10.

a) Hallese su valor de Shapley.
b) Obténgase una imputacién de v que domine a (2,4,4).

¢) Utilicese el teorema de Bondareva-Shapley para probar que C(v) = 0.
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d) Siw(13) = w(23) =4y w(S) = v(S) para las demés coaliciones S,
dibtjese C'(w) y hallense sus puntos extremos.

Ejercicio 5.2. Considérese el juego (N,v) definido por N = {1,2,3},
v(l) =v(2) =v(3) =0, v(12) = v(13) =4, v(23) =2 y v(N) = 8.

a) Hallese su valor de Shapley.

)
b) Obténgase una imputacién de v que domine a (1,2,5).
c¢) Dibtjese C(v) y héllense sus puntos extremos.

)

d) Razonese si el conjunto {{1,2},{1},{2},{3}} es una coleccién equili-
brada de {1,2,3}.

Ejercicio 5.3. Hallese el valor de Shapley del juego (N, v) definido por
N ={1,2,3}, v(1) = v(2) = v(3) =0, v(12) = v(23) = 1, v(13) = 2,
v(N) = 4. Dibijese el niicleo de v y héllense sus puntos extremos. Indiquese
razonadamente si el valor de Shapley de v pertenece al niicleo.

Ejercicio 5.4. Tres empresas de un poligono industrial quieren conectarse
a una linea de alta tensién. Se plantean cooperar al conectarse para po-
der ahorrar costes. La tabla recoge el juego de coste y el juego de ahorro
asociados:

S [0 {13 {23 {3 {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}
o(S)y 0 10 14 13 15 13 15 15
v(S)|0 0 0 0 9 10 12 22

a) Calctlese el valor de Shapley del juego de coste e indiquese el ahorro
que consigue cada empresa segin ese reparto.

b) Dibujese el nicleo del juego de ahorro indicando sus puntos extremos.

¢) Proporciénese una familia equilibrada formada por cuatro coaliciones,
especificando los coeficientes equilibrantes.

Ejercicio 5.5. Considérese un juego (N,v) tal que Y ,cnv(i) < v(N).
Para cada jugador i € N, definimos el vector 2 € RV como
= {v(j) st j # i

Pruébese que el conjunto de imputaciones del juego (N, v) coincide con la
envoltura convexa de los vectores z* con i € N.
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Ejercicio 5.6. Pruébese que las propiedades que caracterizan el valor de
Shapley son independientes (Teorema 5.3.1), es decir, que para cada pro-
piedad de la caracterizacion existe otro valor distinto del de Shapley que
verifica las restantes.

Ejercicio 5.7. Dado un conjunto finito N y teniendo en cuenta que la
familia de juegos de unanimidad {u® : S C N, S # 0} es una base de
G(N), pruébese que para cualquier juego TU (N,v) se verifica que

v = Z agu’, con ag = Z (=1)SI=ITly(T), para cada S € N, S # 0.
SCN TCS
SH#0D
Ejercicio 5.8. Pruébese que cualquier juego del aeropuerto es un juego
convexo.

Ejercicio 5.9 (Problema de bancarrota). Una empresa quiebra y sus bienes
se valoran en 400 unidades monetarias. Hay tres acreedores que demandan
100, 200 y 300 unidades, respectivamente.

a) Asumiendo un planteamiento pesimista segin el cual cada coalicién
de acreedores obtiene el valor méximo entre cero y lo que queda tras
asignar al resto de los acreedores sus demandas, represéntese esta
situaciéon mediante un juego TU.

b) Calcilese el valor de Shapley y los puntos extremos del nucleo para
el juego obtenido en el apartado a).

¢) Astmase ahora un planteamiento optimista segun el cual cada coali-
ciéon de acreedores obtiene el minimo entre el valor total de sus de-
mandas y 400. Represéntese esta situacién mediante un juego TU.

d) Calctlese el valor de Shapley y los puntos extremos del niicleo del
juego TU definido en el apartado c).

e) Comparense los resultados de los apartados b) y d). Esttidiese en cada
caso si el valor de Shapley pertenece al ntcleo.

f) ¢Son convexos ambos juegos?

Ejercicio 5.10. Plantéense las formulaciones pesimista y optimista de las
situaciones recogidas en los ejercicios 4.4 y 4.6. Calcilese el valor de Shapley
en las distintas situaciones. Compéarense los resultados con los obtenidos
mediante la utilizacién de un modelo de negociacién y las soluciones de
Nash y de Kalai-Smorodinsky.
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Ejercicio 5.11. La Figura 5.5.1 representa una red de distribucion. El
objetivo es determinar la maxima cantidad de flujo que puede circular por la
red saliendo del nodo fuente (f) y llegando al nodo sumidero (s). Asociados
a cada arco aparecen dos niimeros: el primero indica el nombre del jugador
que controla el arco y el segundo indica la capacidad maxima del arco.
Suponemos que la ganancia por unidad de flujo es la misma y constante en
cada arco. Podemos asociar a esta situacion un juego TU donde la ganancia
de una coalicién S estd dada por el flujo maximo que puede circular entre
la fuente y el sumidero utilizando solamente los arcos controlados por los
jugadores de la coalicién S.

a) Obténgase la funcién caracteristica.
b) Obténganse los puntos extremos del ntcleo.

c) Calctlese el valor de Shapley. ;Es una asignacién del nticleo?

2, 7

1, 8

Figura 5.5.1: Red de distribucion.

Ejercicio 5.12. Considérese un sistema de produccion lineal (N, A, b, ¢)
cuyos parametros estan dados por

AZ(i ? (1’>,b=<3,4,1), ¢t =(11), =12y =(02).

a) Obténgase el conjunto de Owen del juego de produccién lineal aso-
ciado.

b) (Es un juego convexo?
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¢) Calctlese el valor de Shapley.

Ejercicio 5.13 (Problema de asignacién). Supongamos que los jugadores
1, 2 y 3 poseen una vivienda cada uno y que las ponen a la venta. Los
valores de su respectivas viviendas son 1, 1.4 y 2. Supongamos que hay dos
posibles compradores, los jugadores 4 y 5, y que cada uno adquiere a lo
sumo una vivienda. Cada entrada de la siguiente tabla representa el valor
que el jugador ¢ asigna a la vivienda del jugador j, con i = 4,5, 5 =1,2,3.

C\WW|[1 2 3

4 09 16 23
) 1.2 1.2 2.0

Una coalicién S obtiene el beneficio asociado a la operacién de compra-
venta mas ventajosa dentro de la propia coalicion; en otro caso obtiene cero.
Obténgase la funcién caracteristica y calcilese el valor de Shapley.

Ejercicio 5.14. Un juego simple (N, v) es un juego de mayoria ponderada
si existen ¢ > 0 y una familia de ponderaciones {w* : i € N, w' > 0} de
modo que
1 osi Yequw' >
’U(S) — { ZzGS =4

0 en el resto

Represéntese mediante un juego de mayoria ponderada el juego del reparto
de un millén (Ejemplo 5.1.1) y el juego del guante (Ejemplo 5.1.2).
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Notacion

No pretendemos dar una lista exhaustiva de las notaciones usadas en
este manual. Simplemente aportamos una pequena lista de referencia con-
teniendo aquellas notaciones que podrian no ser claras para algun lector y
aquellas convenciones que no son completamente estandar.

IN
BcCA
|A|

conv(A)

2A
BA
AA

At
{a*}

{zF} — 2

Sean a,b € R™:

a>b
a>b
a_;

(a—i, bi)

El conjunto de los ntimeros naturales {1,2,...}

El conjunto B es un subconjunto de A (posiblemente igual)
Numero de elementos del conjunto A, salvo que A sea una
matriz, en cuyo caso |A| es el determinante de la matriz A
La envoltura convexa del conjunto A, es decir,

conv(A) := {Zle arickeN,z; € A a; € R, >0,

y Zf:l o; =1}

El conjunto de todos los subconjuntos del conjunto A
Aplicaciones del conjunto A en el conjunto B
{re[0,1]":{a€ A:2(a) >0} <0y

ZaeA x(a) = 1}

La traspuesta de la matriz A

Abreviacion de {2} ren

Abreviacion de limy_,oo{2F} = 2

Para cada i € {1,...,n}, a; > b;
Para cada i € {1,...,n}, a; > b;
El vector (a1, ...,ai—1,@i41,---,a,) € R?71
El vector (al, ey O, by, A1, ,an) € R"
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La teoria de juegos es un campo de las matemadticas cuyo nacimiento suele situarse en 1944, afio de
la publicacién de Theory of Games and Economic Behavior del matemético John von Neumann y el
economista Oskar Morgenstern. Su objeto de estudio son los problemas de decisién en los que inte-
raccionan varios agentes, que compiten o cooperan para conseguir sus objetivos. Desde su aparicién
en el panorama cientifico, la teorfa de juegos se ha convertido en un importante instrumento en las
ciencias sociales, especialmente en la economia, y se ha aplicado con éxito en disciplinas que tratan de
la interaccién entre individuos. Este libro esta pensado para ser utilizado como texto principal de un
curso de introduccion a la teoria de juegos de seis créditos ECTS. Abarca tanto los contenidos bésicos
de la teorfa no cooperativa como los de la teorfa cooperativa. Cuenta con numerosos ejemplos y con
ejercicios, algunos resueltos. Estd escrito con un estilo riguroso, no informal, aunque pretende in-
troducir los contenidos mateméticos de un modo asequible a todo tipo de estudiantes universitarios
siempre que tengan conocimientos elementales de matematicas.
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