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Resumo

Unha hipersuperficie nunha variedade de Riemann ten curvaturas principais constantes
se os autovalores do seu operador forma non dependen do punto. O problema de clasificar
as hipersuperficies con curvaturas principais constantes no espazo proxectivo e hiperbdlico
complexo é un problema aberto. O campo de Hopf dunha hipersuperficie nunha variedade
case complexa é o resultado de aplicar a estrutura case complexa da variedade sobre o
campo normal da hipersuperficie. Neste traballo clasificamos as hipersuperficies con catro
curvaturas principais no espazo proxectivo e hiperbodlico complexo cuxo campo de Hopf
proxecta de xeito non trivial sobre tres espazos de curvatura con dimensién un.

Abstract

A hypersurface in a Riemannian manifold has constant principal curvatures if the ei-
genvalues of its shape operator do not depend on the point. The problem of classifying
hypersurfaces with constant principal curvatures in the complex projective and hyperbolic
spaces remains open. The Hopf vector field of a hypersurface in an almost complex mani-
fold is obtained by applying the almost complex structure of the manifold to the normal
vector field of the hypersurface. In this work we classify hypersurfaces with four principal
curvatures in the complex projective and hyperbolic spaces whose Hopf vector field has
non-trivial projection onto three curvature spaces of dimension one.






Introducion

“Todo o que é bo é belo, e a beleza
non se da sen unhas relaciéns ou
proporciéns regulares.”

Platén, Timeo, 87c.

Na Grecia antiga a idea de beleza estaba vinculada 4 medida (uéTpov) e & proporcién
(cvppetpia). De feito, a arte clasica pretende imitar a orde e a harmonia da natureza.
Os obxectos xeométricos que as persoas podemos percibir cos nosos sentidos son as curvas
e as superficies, cuxo estudo ten fascinado a moreas de matematicos 6 longo da historia.
Daquela, as superficies mais fermosas quizais sexan as que posten un exquisito grao de
medida e proporcion.

As transformaciéns dunha superficie que conservan a medida, as isometrias, tefien es-
trutura de grupo, e cando a accién deste grupo sobre a superficie é transitiva, a superficie
dise homoxénea. Por outro lado, as curvaturas principais nun punto miden canto se separa
o plano tanxente & superficie nunha determinada direccién. Certamente, no espazo eucli-
diano o feito de que as curvaturas principais non dependan de cada punto, é dicir, que as
curvaturas principais sexan constantes, equivale a que a superficie sexa homoxénea. Enton,
ten sentido considerar o problema de atopar as superficies méais “fermosas” de R3.

A resposta a este problema non chegaria ata o ano 1937 da man de Tullio Levi-Civita,
que acadou unha clasificacion completa das superficies con curvaturas principais constan-
tes en [41]. Por outra banda, grazas 4 xeometria de Riemann, podemos considerar novos
habitats mais complexos para as nosas superficies. O primeiro paso neste sentido foi in-
tentar acadar a clasificacion das hipersuperficies con curvaturas principais constantes en
variedades con curvatura seccional constante, é dicir, no espazo euclidiano, na esfera ou
no espazo hiperbolico. Neste caso as hipersuperficies con curvaturas principais constantes
chamanse isoparamétricas. En 1938, Beniamino Segre logrou clasificar todas as hipersuper-
ficies con curvaturas principais constantes en R”™ en [51], e no mesmo ano Elie Cartan fixo
o propio no espazo hiperbélico en [I5]. Porén, como veremos en o problema é moito
mais complicado nas esferas e ainda permanece aberto.

A principios da década de 1970, comezan a aparecer os primeiros resultados no anélo-
go complexo das variedades de curvatura seccional constante, as variedades de Kéahler de
curvatura seccional holomorfa constante, que agas isometria, son o espazo euclidiano de
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8 Introducién
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Figura 1: As hipersuperficies homoxéneas en R3 son o plano, a esfera e o cilindro.

dimensién par, o espazo proxectivo complexo e o espazo hiperbolico complexo. Nestas varie-
dades a situacién é, como veremos en §3.3] moito mais complicada, xa que a relacién entre
os conceptos de isoparametricidade, homoxeneidade e constancia das curvaturas principais
¢ moi diferente 6 caso real.

En 1973, Ryoichi Takagi conseguiu a clasificacién completa das hipersuperficies ho-
moxéneas no espazo proxectivo complexo CP" en [53]. Non obstante, a clasificacién das
hipersuperficies homoxéneas no espazo hiperbélico complexo CH™ non chegaria ata o ano
2007 da man de Jurgen Berndt e Hiroshi Tamaru en [§]. Porén, ainda non se logrou solu-
cionar o problema de atopar todas as hipersuperficies con curvaturas principais constantes
neses ambientes. Neste traballo preténdese botar algo de luz sobre este problema.

Como veremos en §3.3| os resultados conseguidos ata agora consisten en engadir a
hipétese de que o campo de Hopf tena proxecciéon non trivial sobre un niimero determinado
de espazos de curvatura principal. No ano 1986, Makoto Kimura logrou atopar todas as
hipersuperficies do espazo proxectivo complexo cuxo campo de Hopf proxecta sobre un
unico espazo de curvatura en [34]. Tres anos mais tarde, Jiirgen Berndt resolveu o mesmo
problema no espazo hiperbélico complexo en [3]. Por tltimo, en 2011 José Carlos Diaz
Ramos e Miguel Dominguez Vazquez conseguiron clasificar as hipersuperficies cuxo campo
de Hopf proxecta exactamente sobre dous espazos de curvatura tanto no espazo proxectivo
complexo coma no espazo hiperbdlico complexo en [20]. A aportacion orixinal deste traballo
consistira en probar o seguinte resultado.

Teorema Principal. Sexa M unha hipersuperficie real conexa de CH™ ou de CP™, n >
3, con catro curvaturas principais constantes distintas e multiplicidades de Hopf simples.
Enton:

w Se M C CP", o campo de Hopf non pode ter proxeccion non trivial sobre exactamente
tres espazos de curvatura.

s Se M C CH™ e o campo de Hopf ten proxeccion non trivial sobre exactamente tres
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espazos de curvatura, M é holomorficamente congruente a unha parte aberta dun tubo
6 redor da subvariedade minimal regrada Wj”_Q para algin ¢ € (0,7/2).

O obxectivo deste traballo é dar unha introducién as ferramentas que seran necesarias
para levar a cabo a proba, e introducir o contexto no que se desenvolve o noso problema.
Imos estruturar este traballo do seguinte xeito.

No Capitulo [T} introduciremos as nociéns bésicas e necesarias para entender o noso
problema. En concreto, ofreceremos unha breve introducion a4 xeometria de Riemann, &
teoria de alxebras de Lie e & teoria de espazos simétricos.

No Capitulo [ imos introducir as propiedades e describir as variedades ambiente nas
que discorre o noso problema, isto é, os espazos proxectivo e hiperbélico complexos.

No Capitulo [3, presentaremos as relaciéns entre os criterios xeométricos expostos na
introducion: ser isoparamétrica, ter curvaturas principais constantes e ser homoxénea. Ade-
mais, faremos un pequeno resumo dos avances mais destacados para asi entender mellor a
situacién do noso problema.

No Capitulo [4, demostraremos o resultado orixinal que anunciabamos anteriormente.
Para iso empregaremos as ecuaciéns de Gauss e Codazzi como en [20], mais haberd un
elemento novidoso que consistird no uso dun resultado de sistemas de ecuaciéns polinémicas
que aparece en [19, pax. 234].

Ademais, este traballo conta con dous apéndices. Por unha banda, o Apéndice [A] trata
sobre campos de Jacobi, que como veremos en §3.2] constitien unha das técnicas clésicas
que se tenen empregado para acadar resultados de clasificacion.

Por outra banda, no Apéndice [B] expofiemos de xeito moi breve un resultado da teoria
de bases de Grobner que foi imprescindible para poder levar a cabo a demostracion do
Teorema Principal.






Capitulo 1

Preliminares

O obxectivo deste capitulo é doble. Por unha parte, preténdense resumir algiins aspectos
basicos dalgiins temas que son esenciais neste traballo e por outra, fixar a notacién que
empregaremos ¢ longo do mesmo.

Dividiremos este capitulo en catro secciéns. Na primeira secciéon introduciremos algins
conceptos sobre alxebras e grupos de Lie. A continuacién, ofreceremos un resumo sobre
algiins conceptos e resultados basicos da xeometria de Riemann. Por ultimo, introducire-
mos a nocién de espazo simétrico combinando unha perspectiva xeométrica e outra mais
alxébrica.

1.1. Alxebras e grupos de Lie

A teoria de alxebras e grupos de Lie foi introducida polo matematico noruego Sophus Lie
a finais do século XIX. A motivacion orixinal desta era o estudo do grupo de permutacions
‘continuas’ dun espazo como un analogo a teoria dos grupos de permutacions dos conxuntos
finitos. Dacordo co propio Lie, a stia teoria nace no inverno de 1873-1874, mais non seria ata
a publicacion dos tres volumes do seu tratado Theorie der Transformationsgruppen, entre
os anos 1888 e 1893, cando o seu traballo espertou o interese da comunidade cientifica. A
teoria de Lie creou lazos entre diversas ramas da mateméatica como a teoria de grupos, a
topoloxia, a alxebra linear ou a xeometria diferencial.

1.1.1. Alxebras de Lie

Comecemos introducindo algins aspectos basicos da teoria de alxebras de Lie. Para
unha introducién mais detallada, pddese consultar [35, Capitulo 1].

Unha dlzebra de Lie sobre un corpo K, é un K-espazo vectorial g xunto cunha operacion
interna [-,-]: g X g — @, que recibe o nome de corchete de Lie e satisfai

w \X +uY, Z] = M\[X, Y] + ulY, Z] (Bilinearidade)

» [ X, Y] = —[Y, X] (Antisimetria)

11



12 1 Preliminares

(XY Z)) (2, [X, Y]]+ Y, [Z, X]] = 0 (Identidade de Jacobi)

para cada X,Y,Z € g e A, u € K. Unha alxebra de Lie g dise abeliana se [g,g] = 0. Unha
subdlzebra de Lie b de g é unha dlxebra de Lie contida en g, tal que [h, ] C b.

Sexa g unha alxebra de Lie. Dado s un subconxunto calquera de g, definese o centraliza-
dor de s como a subélxebra de Lie de g definida por {X € g: [X,Y] = 0 para cada Y € s}.
Un ideal a de g é un subespazo linear de g que satisfai [a, g] C a. Chamamos centro de g
6 ideal de g definido como Z(g) = {X € g : [X,Y] = Opara cada Y € g}. Dados a e b,
ideais de g, tense que: a+ b, anN b, [a, b] son ideais de g.

Sexan g e h daas alxebras de Lie. Un homomorfismo de dlrebras de Lie é unha aplicacion
linear f: g — b, tal que f([X,Y]) = [f(X), f(Y)], para cada X,Y € g. Neste caso, é
doado comprobar que Im f é unha subalxebra de g e que Ker f é un ideal de g. Diremos que
D: g — g, un homomorfismo de alxebras de Lie, ¢ unha derivacion se satisfai a regra de
Leibniz, isto é, D([X,Y]) = [D(X),Y]+[X, D(Y)], para cada X,Y € g. Denotaremos por
Der(g) o conxunto de derivaciéns sobre g, que ten estrutura de dlxebra de Lie. Definimos
a representacion adrunta de g como a aplicacién ad: g — Endg(g) tal que, X € g —
adx = [X, -] € Endk(g), onde Endk(g) denota o conxunto de homomorfismos de dlxebras
de Lie de g en g. Para cada X € g, tense que pola identidade de Jacobi ady € Der(g).

Sexa g unha &dlxebra de Lie de dimensién finita. Para cada j > 0, definimos a serie
central inferior de g como a sucesion de ideais de g, {g;}72,, onde g;11 = [g;,0] e g0 = .
Para cada j > 0, definimos a serie conmutadora de g como a sucesiéon de ideais de g,
{87152, onde g’*! = [¢/, ¢] e g° = g. Unha dlxebra de Lie g dise nilpotente se g; = 0, para
certo j > 0 e é resoluble se g/ = 0, para certo j > 0. Tense que g’ C g;, para cada j > 0.
Polo tanto, nilpotente implica resoluble. Usando o segundo teorema de isomorfia, tense
que o ideal xerado pola suma de todos os ideais resolubles de g ¢é resoluble. Deste xeito,
podemos definir o radical de g, que denotaremos por rad(g), como o tinico ideal resoluble
de g que contén a todos os ideais resolubles de g. Diremos que g é simple se é non abeliana
e o seu unico ideal propio é trivial, e diremos que é semisimple se rad(g) = 0. Definimos a
forma de Killing de g como a seguinte forma bilinear simétrica

B: gxg — K
(X,Y) — B(X,Y) =tr(adx ocady),

onde tr denota a traza dun endomorfismo linear.

1.1.2. Grupos de Lie

A continuacién exponemos algunhas definiciéns de grupos de Lie e a relacion destes
coas alxebras de Lie. Para unha introducién méis detallada, pédese consultar [56, §15],
[35, Capitulo 1.10] ou [40, Capitulo 15]. Un grupo de Lie é unha variedade diferenciable
que tamén ten estrutura de grupo de xeito que a aplicaciéon G x G — G, (g, h) — gh™*
é diferenciable. Denotaremos o elemento neutro de G por e. Sexa gl(n,K) o conxunto das
matrices cadradas de tamano n con coeficientes en K, onde K = R ou C. Un homomor-
fismo de grupos de Lie é unha aplicacion diferenciable entre grupos de Lie que tamén é
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homomorfismo de grupos. Algins exemplos de grupos de Lie son os seguintes:

{A € gl(n,K) : det(A) # 0},
{A € GL(n,K) : det(A) = 1},
{Ae GL(n,R): AAT =1},
{A € 0O(n):det(A) =1},

{A e GL(n,C): AA* =1},
={A e U(n):det(A) =1},

GL(n,K
SL(n,K

O(n
SO(
(
(

n
U(n
SU(n

):
):
E
):
):
E

onde det(A) denota o determinante de A, AT a matriz trasposta de A, A* é a matriz
adxunta de A e I,, é a matriz identidade de orde n.

Sexan G e H grupos de Lie e consideremos un homomorfismo ®: G — Aut H, on-
de Aut H denota o grupo de automorfismos de Lie de H. Chamaremos produto semi-
directo, e denotarémolo por G X¢ H, & variedade produto G x H dotada da operaciéon
((g1,h1), (g2, h2)) — (9192, h1P(g1)h2). Sexa G un grupo de Lie, un subgrupo de Lie H é un
subgrupo de G que esta dotado dunha topoloxia e dunha estrutura diferenciable que o con-
virten nunha subvariedade inmersa de G. O teorema do subgrupo pechado, [40, Teorema
15.29], establece que se H é un subgrupo de G que é un conxunto pechado de G, entén H
¢ un subgrupo de Lie de G mergullado en G. Se g € GG, definimos a traslacion pola dereita
por g como a aplicacion Ry: G — G, x — xg. Analogamente, definimos a traslacion pola
esquerda por g como a aplicaciéon Ly: G — G, x — gux.

Sexa G un grupo de Lie. Dicimos que X € I['(T'G) é un campo de vectores invariante pola
esquerda se Ly, X, = Xgp,, onde Ly, ¢ a diferencial de Ly en h. Denotaremos os campos de
vectores invariantes pola esquerda de G mediante g. O conxunto g ten estrutura de élxebra
de Lie co corchete de campos de vectores, [X,Y] = XY — Y X, onde X,Y € g. Ademais,
existe un isomorfismo de espazos vectoriais entre g e T.G. Polo tanto, dado un grupo de Lie
G existe unha alxebra de Lie asociada a G que denotaremos pola letra mintuscula gética
correspondente. Diremos que un grupo de Lie é resoluble, nilpotente, simple, semisimple se
a alxebra de Lie asociada g ¢ resoluble, nilpotente, simple, semisimple, respectivamente.

Definimos a aplicacién exponencial de G como Exp: g — G, X — 7(1), onde v é a
curva integral de X que comeza en e € G. Sexa f: G — H un homomorfismo de grupos
de Lie. Entén, a exponencial de grupos de Lie satisfai o seguinte diagrama de naturalidade

g b

G H

Fy
—
F
—

Sexa g € G, definese a adzuncidn por g en G como a aplicacién I,: G — G, x — gzg™'.

Definese a representacion adzunta de G como a aplicacion Ad: G — Aut(g), tal que
Ad(g)(X) = 1,,X, para cada g € G e X € g. As representaciéns adxuntas dun grupo de
Lie e da sua alxebra de Lie estan relacionadas pola identidade Ad,. = ad.
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Por tultimo, introducimos algunhas definiciéons basicas de teoria de representacions que
seran necesarias posteriormente. Sexa G un grupo e V un espazo vectorial sobre un cor-
po K. Dicimos que unha representacion de G é un par (V,p) tal que p: G — GL(V)
¢ un homomorfismo de grupos, onde GL(V) denota os automorfismos lineais de V. En
particular, se (-,-) é un produto interno en V' e p toma valores en O(V'), o conxunto das
transformacions ortogonais de V', dicimos que (V, p) é unha representacion ortogonal. Un
subespazo linear W C V' dise G-invariante se p(g)w € W para cada w € W e para cada
g € G. Diremos que unha subrepresentacion de (V,p) é un par (W, pw), onde W é un
subespazo linear G-invariante de V' e pyw(g) := p(g)w, para cada g € G. Se (V, p) ten sé
duias subrepresentacions, o espazo trivial {0} e o total V', dicimos que (V, p) é irreducible.
Noutro caso, diremos que é reducible.

1.1.3. Descomposicion de Iwasawa

A descomposicion de Iwasawa é un método que foi desenvolvido por Kenkichi Iwasawa
en [32], que consiste na xeneralizacién da factorizacién QR a grupos de Lie semisimples.
Para unha exposicién méis detallada, podese consultar [35, Capitulo 6]. Sexa G un grupo de
Lie semisimple e conexo e g a sua alxebra de Lie asociada. Dicimos que un homomorfismo
de alxebras de Lie #: g — g é unha involucion de Cartan se satisfai:

= A forma bilinear dada por By(X,Y) := —B(X,0Y), onde X, Y € g, é definida posi-
tiva.

» 0: g — g é unha involucion. Isto é, 6% = 1d.

Por [35 Proposicién 6.18], toda alxebra de Lie semisimple ten unha involucién de Cartan.
Se g ¢ a dlxebra de Lie de certo grupo de Lie G, unha involucién de Cartan en g é inica agés
conxugacion de elementos da forma Ad(g) con g € G. A proba disto ultimo pode consultarse
en [35, Corolario 6.19]. A involucién de Cartan ten dous autovalores +1. Denotemos por
t e p os autoespazos asociados 6s autovalores 1 e —1, respectivamente. Entén, g = € & p,
onde £ é a alxebra de Lie dun subgrupo compacto maximal de G e p é o seu complemento
ortogonal con respecto de B. Satisfanse duas propiedades:

= BB ¢ definida negativa en £ e definida positiva en p.
» Os subespazos p e € satisfan: [, € C € [&,p] Cpe[p,p] Cp.

Unha descomposicion de g = €@ p que satisfai as diias anteriores condicions recibe o nome
de descomposicion de Cartan de g inducida por 6. Reciprocamente, unha descomposicion
de Cartan determina unha involucién de Cartan.

Sexa a un subespazo abeliano maximal de p e denotemos por a* o seu dual. O subespazo
a existe por ser g de dimensién finita. E ficil ver que a familia {ad(H) : H € a} é
un conxunto de operadores autoadxuntos que conmutan. Para cada elemento o € a*,
consideramos o espazo

o :={X €g:ad(H)X = a(H)X,para cada H € a}.
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Dicimos que A é unha raiz (restrinzida) e que gy é un subespazo raiz (restrinzida) de g se
A # 0 e gy # 0. Ademais, por [35, Proposicién 6.40] tense o seguinte:

(1) 9 =00D Byex 9, onde go = & @ a, sendo ¢, o centralizador de a en ¢.

(11) [gx, 8u) C Grtp-

(1) fg, = g_». Polo tanto, se A € ¥, tense que —\ € X, onde ¥ denota o conxunto de
raices.

A descomposicién dada en () chdmase descomposicion en espazos de raices (restrinzidas)
de g . Se seleccionamos un hiperplano que non contefia ningunha raiz, chamaremos raices
positivas a aquelas que estean dun lado do hiperplano. Denotaremos por ¥ o conxunto
das raices positivas. Consideremos o subespazo de g definido mediante n = @,cx+ g». Por
(), n é unha subdlxebra de Lie nilpotente de g. Coa notacién anterior, temos o seguinte
teorema cuxa demostracién se pode encontrar en [35, Proposicién 6.43].

Teorema 1.1.1 (Descomposicion de Iwasawa dunha alxebra de Lie). Seza g unha dlzebra
de Lie semisimple. Enton, hai unha descomposicion de g como suma directa de espazos
vectoriais

g=t@adn,

onde a é abeliana, n nilpotente, a ®n € resoluble e [a B n,a ® n| = n.

A descomposicion anterior chamarémola descomposicion de Twasawa de g. A descompo-
sicién de Iwasawa dunha alxebra de Lie ten o seu reflexo nos grupos de Lie correspondentes.
O seguinte teorema ilustra tal descomposicion. A stia proba pode ser atopada en [35, Teo-
rema 6.46].

Teorema 1.1.2 (Descomposiciéon de Iwasawa dun grupo de Lie). Seza G un grupo de Lie
semisimple, sexa g = €D a ® n a descomposicion de Iwasawa da dlrebra de Lie g de G
e sexan A e N os subgrupos de Lie conexos de G con dlrebras de Lie a e n. Enton, a
aplicacion K x A x N — G, dada por (k,a,n) — kan é un difeomorfismo. Ademais, os
grupos A e N son simplemente conexos.

1.2. Xeometria de Riemann

A xeometria de Riemann é unha das ramas mais importantes da xeometria diferencial.
E comin sinalar como feito fundacional da mesma a leccién inaugural dada por Bernhard
Riemann en 1854, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, que po-
de ser lida en inglés en [52] pax. 135-153]. A xeometria riemanniana consiste, a grandes
rasgos, na xeneralizacién da xeometria de superficies en R? a dimensiéns superiores. Esta
contribuiu 6 avance de diversas areas das matematicas como a teoria de grupos, a dnalise
e a topoloxia alxébrica e diferencial. Mais al6 das matematicas, a xeometria de Riemann é
conecida por ser o marco matematico sobre o que se construiu a teoria da relatividade de
Einstein.
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Para unha visién global sobre os temas tratados e problemas abertos no eido da xeo-
metria de Riemann, pédese consultar [2]. Para unha introducién maéis detallada pédense
consultar [39], [22], [48] ou [18]. Sexa M unha variedade diferenciable de dimension m.
Denotaremos por F(M) as funciéns diferenciables sobre M e por T'M o fibrado tanxente
de M. Para cada p € M expresaremos mediante T,M o espazo tanxente a M en p, e
por F,M as funciéns diferenciables de M nunha vecifanza de p. Se D ¢ unha distribu-
cién diferenciable 6 longo de M, denotamos por I'(D) o F(M)-mddulo das seccions de tal
distribucién.

Unha variedade semi-riemanniana é un par (M, (-,-)) ou (M,g), onde M ¢é unha va-
riedade diferenciable e (-,-) ou g é un campo de tensores non dexenerado, simétrico, de
tipo (0,2) e signatura constante. Se o tensor g ten signatura (r,s), diremos que M ten
signatura (r,s). Ademais, diremos que s € {1,...,dim(M)} é o indice de M. As varie-
dades semi-riemannianas con signatura (n,0) chamanse variedades de Riemann, mentres
que as variedades con signatura (n — 1,1) chamanse variedades de Lorentz. Se M ¢é unha
variedade de Riemann e X un campo de vectores, denotamos por || X|| a stia norma, é dicir,

X = /1{X, XD 1.

Dada unha métrica de Riemann g, existe unha tnica conexion afin, cofiecida como
conexion de Levi—Clivita, sen torsion e compatible coa métrica, é dicir, que satisfai as
relacions VxY — Vy X = [X,Y] e Vg = 0, respectivamente. Analogamente, se V é unha
conexiéon afin sen torsion, existe unha métrica g tal que Vg = 0 dada pola férmula de
Koszul

20(VxY,Z2)=Xg(Y,Z)+Yg(X,Z) — Zg(X,Y)
—}—g([X, Y]’Z) - g([X7 ZLY) - g([Y> Z],X),

para cada XY, Z € I'(TM).

Consideremos (M, g) e (M',¢") dias variedades semi-riemannianas. Diremos que un
difeomorfismo global ou local f: M — M’ é unha isometria global ou unha isometria
local, respectivamente, se ¢ = f*¢/, onde f* denota o pullback por f. Denotaremos o
conxunto das isometrias globais dunha variedade M en si mesma mediante Iso(M). Un
feito moi importante deste conxunto é que ten estrutura de grupo de Lie. A proba orixinal
deste resultado pddese consultar en [42]. Dicimos que X € T'(T'M) é un campo de vectores
de Killing se o seu fluxo local vén dado por isometrias locais. Ademais, X é de Killing se
e sé se VX que é un campo de tensores de tipo (1, 1), é antisimétrico.

Dada unha curva diferenciable y: (—¢,¢) C R — M, dicimos que un campo de vectores
0 longo de ~ é unha aplicacion diferenciable V': (—¢,e) — T'M, tal que V(t) € T, yM,
para cada t € (—¢,¢). O conxunto dos campos de vectores 6 longo de 7 ten estrutura de
F(M)-mébdulo e denotarémolo por X(). Diremos que V' € X(v) é extendible se existe un
campo de vectores V' definido nunha vecinanza da imaxe de 7 tal que V(v(t)) = V (t) para
cadat € (—¢,¢). Dada unha conexiéon V en T'M, podemos definir Dy, a derivada covariante
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6 longo de vy, como o tnico endomorfismo R-linear en X(7) que satisfai
Dy(fV) = fV + fD,(V), para f € F(—¢,e);
D,(V(t)) = ViV (7(t)), para calquera extensién V de V,

onde 4 é o vector tanxente a v en v(t) e f(t) é a derivada de f en t € (—¢,¢).

Definimos a aceleracion de v mediante D;7. Diremos que unha curva é zeodésica se a
sta aceleracién é nula en todo punto. Ademais, é ben conecido que dado un punto p € M
e un vector tanxente v € 1), M, existe unha tnica xeodésica v de dominio maximal, tal que
7(0) =p e ¥(0) = v.

Un campo de vectores V' dise paralelo 6 longo dunha curva v se D,V = 0, e dise
paralelo se o é 6 longo de calquera curva. E ben conecido que dada unha curva v e un
vector Vg € T'0)M, existe un tnico vector V (t) tal que V € X(v) e V(0) = V4, que recibe
o nome de transporte paralelo de Vi ¢ longo de 7.

Definimos a aplicacion exponencial de M en p € M mediante exp,: U C T,M — M,
tal que

exp,(v) = 75(1), sev € U,
onde ¥ denota a xeodésica maximal con condiciéns iniciais p € M e v € T,M e U é certa
vecilanza da orixe de 7, M. Unha propiedade moi remarcable da aplicacién exponencial ¢
a sta naturalidade. Consideremos unha isometria ¢: M — M. Entén, para cada p € M
o seguinte diagrama ¢ conmutativo

Pxp "

TpM —_— T¢(p)M

eprJ leXpw (p)

M—2 M

E ben cofiecido que a aplicacién exponencial en p € M é un difeomorfismo local en 0 € T » M.
Toda vecinianza aberta de p que sexa difeomorfa a un aberto estrelado de 7, M mediante a
aplicacion exponencial recibe o nome de vecinanza normal en p € M. Deste xeito, se U é
unha vecinanza normal de p € M, podemos obter unha carta centrada en p, (U, x'), e estas
coordenadas reciben o nome de coordenadas normais. Se € > (0 é suficientemente pequeno
para que exp, sexa un difeomorfismo da béla aberta B.(0) na sta imaxe, exp,(B:(0))
chdmase bdla zeodésica e exp,(0B.(0)) chamase esfera weodésica. Ademais, se U é unha
vecinanza normal de p e v é unha xeodésica que permanece dentro de U, diremos que v ¢é
unha zeodésica radial.

Sexa M unha variedade de Riemann. Diremos que M é zeodesicamente completa se
cada xeodésica maximal esta definida en todo R. Pddese probar que M é un espazo métrico
definindo como distancia entre dous puntos o infimo das lonxitudes das curvas que os unen.
O Teorema de Hopf—Rinow afirma que M é xeodesicamente completa se e s6 se M é un
espazo métrico completo coa distancia definida anteriormente.

Por outra banda, definimos o tensor de curvatura de tipo (1,3) dunha variedade semi-
riemanniana (M, g) mediante

R(X, Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — V[X’y]Z, XY, Z e F(TM),
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onde por V denotamos a conexion de Levi-Civita de M. Tamén escribiremos
R(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W),

para cada X,Y,Z, W € I'(TM). Diremos que unha variedade é chd se R = 0. O tensor de
curvatura satisfai as seguintes identidades:

R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W),
R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W, 2),
R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y),
RIX,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) =0,

para cada XY, Z, W € T'(T'M). Sexa V un espazo vectorial real; diremos que un tensor

4
de curvatura alrébrico é unha aplicacion 4-linear F': V' x 2 x V. — R que satisfai as

anteriores identidades. Dado ¢ un 2-plano non dexenerado de 7T,,M definimos a curvatura
seccional de o como

(R(X, Y)Y, X)
(X, X)(V,Y) — (X, Y)?’

K(o) = K(X,Y)=

onde {X,Y} é certa base de o. Consideremos un tensor de curvatura alxébrico F' que

satisfai a igualdade K(X,Y) = = gg%&?y)% para cada X,Y € T,M que xeren un

2-plano non dexenerado. Enton,

(R(X,Y)Z,W)=F(X,Y,Z, W),

para cada X,Y, Z, W € T,,M.

Dicimos que unha variedade semi-riemanniana M ten curvatura constante se para cada
p € M a curvatura seccional de todos os 2-planos é a mesma. Nese caso, pdédese probar
que o tensor de curvatura vén dado por

R(X,Y)Z = c({(X,Y)Z — (X, 2)Y),

para cada X,Y,Z € T'(TM) e certa constante ¢ € R. A continuacién introduciremos
algunhas variedades semi-riemannianas con curvatura constante.
O espazo euclidiano R™ co produto escalar usual

n
(u,v) := Zuivi, para u,v € R™,
i=1

ten estrutura de variedade de Riemann. Entén, Iso(R") = O(n) x4 R", onde ®(A)(v) = Awv,
para cada A € O(n) e v € R". Ademais, R" ten curvatura nula, polo tanto, constante.
Definimos a esfera de dimension n e radio r > 0 como

Sn(r> = {(xla s 7xn+1> € RnJrl : Zm? = 7,,2}.

i=1
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Este conxunto é simplemente conexo para n > 2. A métrica inducida en S™(r) pola métrica
euclidiana en R™™! chdmase métrica redonda. Pédese comprobar que Iso(S™) = O(n + 1).
Ademais, S™(r) ten curvatura constante -5. Escribiremos S™ cando r = 1.

Se dotamos a R™ co produto escalar

n—1
(u,v) := Z U;V; — UpUy,, para u,v € R,
i=1

obtemos o espazo de Minkowski RY, que ten estrutura de variedade lorentziana con curva-
tura nula.
Definimos o espazo hiperbolico real de dimensiéon n e radio » > 0 como

n
RH"(r) :={(z1,...,xp41) ER"™ > 2 —a? | = 1% 2,41 > 0}.
i=1
Este conxunto é difeomorfo &4 bola aberta unidade de R™, polo tanto é simplemente conexo.
Se dotamos a RH™(r) da métrica inducida por R}™!, obtemos unha métrica de Riemann
sobre RH"(r). Sexa O(1,n) o grupo formado polas transformaciéns ortogonais de R} ',
Pédese comprobar que Iso(RH™) = O*(1,n), onde O (1,n) son as transformaciéns or-
togonais de R} que deixan RH™ invariante. Ademais, RH™(r) ten curvatura constante
—5. Escribiremos RH™ cando r = 1.
A continuacién presentamos os analogos lorentzianos és esferas e 6s espazos hiperbéli-
COS.
Consideremos o conxunto

n
Str) ={(z1,...,xnp1) ER™ D> a7 — 22| =1}
i=1
Tense que S7(r) é difeomorfo a R x S"~!(r). Polo tanto, Sj'(r) é simplemente conexo para
n > 3. Se dotamos a S} (r) da métrica inducida polo espazo de Minkowski de dimensién
n+1, S7(r) recibe o nome de espazo de De Sitter. Con estd métrica S7'(r) é unha variedade
lorentziana con curvatura constante . Escribiremos Sj cando r = 1.
Consideremos o conxunto

n—1
HY(r) ={(z1,... . Tpp1) ER™ 0> a? — ) — 22, = -1}
i=1

Tense que H}'(r) é difeomorfo a S x R"!. Polo tanto, H}(r) non é simplemente conexo
para ningin n > 0. Se dotamos a H{(r) da métrica inducida pola métrica en R"™! dada
por

n—1

(u,v) := Z UV — UpUp — Upy1Uni1, para u,v € R

i=1
este espazo recibe o nome de espazo de anti De Sitter. H'(r) ten curvatura constante —T%.
Escribiremos H}' cando r = 1. Por outra banda, o Teorema de Killing-Hopf caracteri-
za as variedades riemannianas, completas, simplemente conexas con curvatura seccional
constante.
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Teorema 1.2.1 (Teorema de Killing-Hopf). Sexa M unha variedade de Riemann de di-
mension n, completa, simplemente conexa e de curvatura constante ¢ € R. Enton M é
isométrica a unha das sequintes:

= A esfera de radio r, S™(r), se ¢ = .

= O espazo euclidiano, R™, se ¢ = 0.

» O espazo hiperbolico de radio r, RH"(r), se ¢ = —%2.

1.2.1. Xeometria de subvariedades

Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana e M unha subvariedade mergullada de
M. Isto significa que existe certa f: M — M, aplicaciéon diferenciable, inxectiva, con
diferencial inxectiva en cada punto e tal que f(M) é difeomorfa a M. A restriccion de g
a M induce un tensor de tipo (0,2) simétrico en M que pode ser dexenerado. Se resulta
que tal restriccion non é dexenerada, enton M é unha variedade semi-riemanniana por
dereito propio e M dise subvariedade semi-riemanniana de M. No caso de que M sexa unha
variedade de Riemann, entén calquera subvariedade de M é unha subvariedade de Riemann.
No que segue os conceptos expostos son locais. Polo tanto, satisfanse para variedades
inmersas, xa que toda variedade inmersa é localmente mergullada. Falaremos de inmersions
isométricas cando consideremos na nosa variedade inmersa a métrica dada pola restriccion
da métrica da variedade ambiente. Dende o punto de vista da xeometria de subvariedades
non ten sentido distinguir entre dias inmersiéns isométricas (M, g) e (M’,g') en M que
difiran nunha isometria do espazo ambiente M. Dicimos que dias inmersiéns isométricas
f: M — Me f': M' — M son congruentes se hai unha isometria o € Iso(M), tal que
f'=¢o f. Nese caso

g=1g=rwag=rg=gy

Sexa M unha variedade de Riemann e M unha subvariedade de Riemann de M. Cada
espazo tanxente T,M estd dotado cunha métrica g,. Polo tanto, podemos considerar o
fibrado dos vectores que son ortogonais 6 espazo tanxente. Chamaremos a tal conxunto
fibrado normal a M e denotarémolo por vM. En cada punto p € M, teremos a descom-
posicién T,M = T,M ® v,M, onde & denota a suma directa. Dado un campo de vectores
X € I(TM) denotaremos por X ' a proxecciéon ortogonal de X en T'M e por X+ a pro-
xeccion ortogonal en v M. Se V' é un espazo vectorial cunha forma bilinear simétrica (-, ) e
W C V é un espazo vectorial, denotaremos por VoW :={v eV : (v,w) =0 Yw € W}.
Se (-, -) é definida positiva, entén V& W é o complemento ortogonal de W en V. Usaremos
esta notaciéon para distribuciéns en M e subfibrados de M restrinxidos a M.

E cofiecido que o tensor de curvatura R dunha variedade de Riemann (M, g) depende
unicamente da métrica g. Denotemos por R e R os tensores de curvatura de M e M,
respectivamente. Podemos descompoiier VxY na stia compoiiente tanxencial (VxY)' e
normal (VxY)1, para cada X,Y € ['(TM). Entén, a conexién de Levi-Civita de M vén
dada por VxY = (VxY)T. Ademais, podemos definir a sequnda forma fundamental, que é
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bilinear e simétrica, mediante II(X,Y) = (VxY)L. Polo tanto, temos unha descomposicién
ortogonal cofiecida como formula de Gauss dada por

VyY = VxY + II(X,Y),

para cada X,Y € ['(T'M). Ademais, existe &, un campo de vectores unitario e normal
a M. Definimos o operador forma de M asociado a £ como o operador autoadxunto S¢
que satisfai a relacion (S¢X,Y) = (II(X,Y),€), onde X, Y € I'(T'M). Os autovalores e
autoespazos de S¢ chamanse curvaturas principais e espazos principais de curvatura de M
con respecto a &, respectivamente. Ademais, denotamos por V* a conezién normal de M,
que se define mediante V¢ = (Vx&)*, para cada X € T'(TM) e £ € T'(vM). Entén, temos
unha descomposicién ortogonal dada por

Vxé = —8:X + V¢,

que chamamos formula de Weingarten. Estas dias férmulas conécense como ecuacions
fundamentais de primeira orde.

Tomemos agora X,Y,Z € I'(T'M). Empregando a definicién de derivada covariante
podemos ver que

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + (VxID(Y, Z) — (VyI) (X, Z) + Sux.2)Y — Suv.znX.
Se consideramos a parte tanxente, teremos a ecuacion de Gauss
(R(X,Y)2)" = R(X,Y)Z — Suv.n X + Sux.z)Y-
No caso de curvatura constante ¢ € R teremos
c((Y,2)X — (X, 2)Y) = R(X,Y)Z - Suy,5X + Sux,2)Y.
Se consideramos a parte normal, teremos a ecuacion de Codazzi
(RX,Y)2)" = (VxID(Y,Z) - (V¥ I)(X, Z).
No caso de curvatura constante,
(VIN(Y, Z) = (VHI(X, 2).

Empregando as relaciéns entre a segunda forma fundamental e o operador forma, podemos
reescribir a anterior ecuacién como

(VxS&)Y, Z) = (VySe) X, Z),

para cada € TI'(vM). Consideremos agora { € I'(wM) e X,Y € I'(T'M). Entén, empre-
gando a definicion de derivada covariante dun campo de tensores podemos ver que

R(X,Y){ = RA(X,Y)E+ (VyS)eX — (VxS)eY + H(Y,8:X) — 1I(X,S:Y),
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onde R* denota o tensor de curvatura asociado 4 conexién normal. Se agora tomamos a
parte tanxente, obtemos de novo a ecuacion de Codazzi

(R(X,Y))E" = (VyS)eX — (VxS)eY.
Pero se tomamos a parte normal, obtemos a ecuacion de Ricci.
(RIX, V)6 = RHX,Y)E+ (Y, S X) — II(X,S:Y).
No caso de curvatura constante,
R X, V)¢ =I1(X,8:Y) — H(Y,S:X).

Estas tres ecuaciéns constitien as ecuacions fundamentais de sequnda orde. Elas deter-
minan por completo a xeometria das inmersiéns isométricas en variedades de curvatura
constante, no sentido que recolle o seguinte teorema. A demostracién do mesmo pode ser
atopada en [9, pax. 6].

Teorema 1.2.2 (Teorema fundamental da xeometria de subvariedades). Sexa M unha
variedade riemanniana m-dimensional, v un fibrado vectorial de rango r sobre M equipado
cunha métrica riemanniana, V' unha conexion métrica en v e a un campo 2-tensorial
covariante simétrico en M que toma valores en v. Definimos

A: v — End(TM)
f — Ag,

mediante (A:X,Y) = (a(X,Y),§), para cada X,Y € I'(TM) e & € T'(v). Suporiamos
que o, A e V' satisfan as ecuacions de Gauss, Codazzi e Ricci, para certo ¢ € R. Enton,
para cada p € M existe unha vecinanza aberta de p en M e unha inmersion isométrica
f:U— Wn(c) de U nun espazo de curvatura seccional constante c € R en =m+r, tal
que A e a son o operador forma e a sequnda forma fundamental de f respectivamente, e v
¢ isomorfo ¢ fibrado normal de f. A inmersion f € unica agds unha isometria de M (c).
Ademais, se duas inmersions isométricas tenen a mesma sequnda forma fundamental e
conexion normal, coinciden localmente agds unha isometria do espazo ambiente.

Diremos que unha subvariedade de Riemann M en (M,g) é totalmente zeodésica se
II = 0. Isto é equivalente a que toda xeodésica en M sexa unha xeodésica en M. Diremos
que & € T'(vM) é un campo de vectores normal paralelo a M se V+¢ = 0. Cando para
cada p € M e para cada vector normal §, € v,M ¢ posible estender { a un campo de
vectores paralelo nunha vecinanza de p en M, diremos que M ten fibrado normal chan.
Unha subvariedade ten fibrado normal chan se e s6 se R+ = 0. Definimos o vector curvatura
media H dunha subvariedade de Riemann M como a traza da segunda forma fundamental.
Polo tanto, con respecto a unha referencia local ortonormal {FE;} de M, podemos escribir
H =YY" II(E,E;). Se £ € I'(vM), entén a curvatura media de M con respecto a &
¢ a traza do operador forma S¢. Diremos que M ten curvatura media paralela se H ¢é
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paralelo con respecto & conexién normal. A funcion curvatura media h de M é a norma
do vector curvatura media, é dicir, h = ||H||. Diremos que unha subvariedade é minimal
se h = 0. Dicimos que unha subvariedade M ¢é wumbilica na direccion £ se o operador
forma S¢ ¢ un multiplo da identidade. Unha subvariedade M dise totalmente umbilica se
0 € en toda direcciéon normal. Nese caso existird un campo de vectores normal & de xeito
que II(X,Y) = (X,Y)¢{ para cada X,Y € ['(T'M) e ademais H = m¢. Claramente, toda
subvariedade totalmente xeodésica ¢ totalmente umbilica, mais o reciproco non é certo.

Un caso particular de inmersions isométricas son as hipersuperficies. Diremos que M
¢ unha hipersuperficie en M se é unha subvariedade de Riemann de codimensién 1. Po-
lo tanto, agas o signo, existirda localmente un tnico campo de vectores normal unitario
¢ € I'(vM). Denotaremos por S o operador forma con respecto a . Podemos escribir as
férmulas de Gauss e Weingarten como

VxY = VyY + (SX, V)¢,
Vxé=—8X.

Neste caso, as ecuacions de Gauss e Codazzi redtcense a
(RIX,Y)Z, W) ={((VxS)Y — (VyS)X, Z).

A ecuacién de Ricci non aporta informacion para subvariedades de codimensién un.

1.2.2. Submersions semi-riemannianas

Nesta parte seguiremos a exposicion dada no artigo [49]. Sexan (M, g) e (M,q) duas
variedades semi-riemannianas e denotemos as stias conexiéns de Levi-Civita por V e V,
respectivamente. Sexa 7: M — M unha submersién sobrexectiva. Para cada ¢ € M as
subvariedades 7(q) chdmanse fibras. Diremos que un campo de vectores X € I'(TM) é
vertical se ¢ tanxente as fibras, e horizontal se é perpendicular a elas. Diremos que unha
submersién sobrexectiva m: M — M é unha submersién semi-riemanniana se satisfai
duas condicions:

(1) 7=*(g) é unha subvariedade semi-riemanniana.
(11) m, preserva a lonxitude dos campos de vectores horizontais.
Deste xeito, temos unha descomposicién ortogonal de T,M dada por
T,M = Kerm,, ® Imm,,,

onde Ker f,, é o subespazo tanxente as fibras, por tanto vertical, e Im f,, ¢ o espazo
horizontal. Referirémonos & distribucién vertical inducida por 7 sobre M como V e &
horizontal como H. Deste xeito, obtemos a descomposicion do fibrado tanxente a M

TM =YV ®H.
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Por ser 7 unha submersion, temos que 7, é un isomorfismo linear entre H, e T,r(p)ﬂ. Polo
tanto, podemos definir o levantamento horizontal de X € T(TM), que denotaremos por
XY eT(TM), como o tinico campo de vectores horizontal en M tal que m,,(X)) = Xz,
para cada p € M. Do mesmo xeito que nunha inmersién definiamos un tensor (0, 2) sobre
TM chamado segunda forma fundamental, aqui definimos dous: o tensor T e o tensor A.

Sexan X,Y € I'(T'M), entén

TXy = (VXVYV)H + (VXVYH)V7
AXy = (VXHYV)H + (VXHYH)va

onde ()%, (-)Y denotan a compofiente horizontal e vertical, respectivamente. Os tensores T
e A son tensores de tipo (1,2). En cada punto de M son operadores lineais antisimétricos
sobre o espazo tanxente que revirten os espazos horizontais e verticais. Ademais, T cumpre
que Tz = Tyv, mentres que A satisfai que Ay = Azw para cada Z € I'(T'M). Por outra
banda, TyW = Ty V, para V.W € T'(V) e AxY = Ay X, para X,Y € I'(H). Pédese
probar que AxY = %[X , Y]V, para cada X,Y € I'(H). Disto tltimo, concluimos que A
mide esencialmente a integrabilidade da distribucién H.

Ademais, existen relaciéns entre T e A coa conexién de Levi-Civita en M, que venen a
desempenar un papel similar 6 das ecuaciéns fundamenais de primeira orde das inmersiéns

VyW =Ty W + VyW,

VX = (VX)) + Ty X,
VxV =AxV + (VxV)Y,
VxY = (VxY)" + AxY,

onde X,Y € T(H) e V,IWW € T(V) e V denota a conexién de Levi-Civita das fibras. Do

anterior, dediicese a importante relacién entre as conexiéns de Levi-Civita de M e M

— 1
VYl = (VxY)l + 5[XL, Y. (1.1)

Sexa R o tensor de curvatura de M, R o tensor de curvatura de M e R o tensor de
curvatura dunha fibra. Definimos o levantamento horizontal do tensor de curvatura de R,
como o tensor de tipo (0,4) establecido mediante a seguinte relacién

(RM(X1, X)X, Xu) o= (R(XY, X3) X5, X5),

con X; € I'(H) para cada i = 1,...,4. O seguinte corolario relaciona as curvaturas seccio-
nais de M, M e as fibras.

Corolario 1.2.3. Sexa m: M — M wunha submersion semi-riemanniana. Sexan K, K e
K as curvaturas seccionais de M, M e as fibras respectivamente. Se X,Y son vectores



1.3 Espazos simétricos 25

horizontais e V, W werticais tense que
5 (TyV, Tw W) — | TV ||?
KWV, W)=KV,W
VW)= RV v vy wwy — v
KX, VIIXIPIVIE = 1Tv X [P = [Ax VP = (VxT)v V., X),

o 3|l AxY |
K(X,Y)=K(X,Y)+ (X, X){(Y,Y) — (X,Y)?’

onde X =m,X eY =Y.
Da tltima ecuacién deducimos que

3<[XL, YL]V, [XL, YL]V>

KT = KO+ S Xy v vy — (ke vy,

(1.2)

onde X, Y € I'(H).

1.3. Espazos simétricos

A nocién de espazo simétrico foi introducida no ano 1926, por Elie Cartan en [I3]. Os
espazos euclidianos, as esferas, os espazos proxectivos reais e complexos ou as grassman-
nianas son tan s6 algins exemplos de espazos simétricos.

En [13, pax. 218], Cartan propén o problema de determinar todas aquelas variedades
de Riemann coa propiedade de que o tensor de curvatura sexa conservado polo transporte
paralelo 6 longo dunha curva calquera. Analiticamente, veremos que esta propiedade se
pode escribir como

VR =0.

Este problema seria resolto por el mesmo en [I4]. Neste artigo, Cartan conseguiu unha
clasificacion completa dos espazos simétricos.

Dende unha perspectiva alxébrica, podemos afirmar que os espazos simétricos son un
certo tipo de variedades semi-riemannianas, cun grupo de isometrias suficientemente grande
e que satisfai boas propiedades. Nesta seccion intentaremos ofrecer unha introducién basica
& teoria de espazos simétricos combinando unha perspectiva xeométrica e alxébrica.

1.3.1. Espazos simétricos dende un punto de vista riemanniano

A continuacion falaremos dos espazos simétricos dende o punto de vista da xeometria
riemanniana. Seguiremos as referencias [48] e [29]. Comecemos introducindo a definicién
de espazo simétrico.

Definicién 1.3.1. Unha variedade riemanniana M é un espazo simétrico se é conexa e
para cada p € M existe unha isometria ¢, € Iso(M) tal que a sta diferencial en p é —1Id
en T,M.
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A isometria (, chdmase simetria global de M en p, xa que revirte as xeodésicas que
pasan por p. Amosamos a continuacion algins exemplos de espazos simétricos.

Exemplos 1.3.2.

1) Os espazos euclideos R".
Para cada punto p a aplicacion

Gp: R* — R"
r — —x+ 2p,

é claramente unha isometria pois é composiciéon dunha rotacion cunha traslacion e ademais
a sta diferencial en p é —Id. Polo tanto, ¢, ¢ unha simetria global de R" en p.

2) As esferas S™.
Para cada punto p € S™ C R"*! consideremos

G: ST — S
r > —x+2(x,p)p,

onde (-,-) denota o produto escalar usual en R"*!. Polo tanto, é unha isometria xa que
¢ € O(n+1). Ademais, a diferencial de ¢, en p é —Id en T,5™. Polo tanto, (, é unha
simetria global de S™ en p.

3) Os espazos hiperbolicos RH".
Para cada punto p € RH"™ C R consideremos

¢: RH" —s RH"
r  — —x—2(z,p)p,

onde (-,-) denota o produto escalar en R}*!. A aplicacién (p ¢ unha isometria xa que
¢ € O(1,n+1). Ademais, a diferencial de (, en p ¢ —Id en T,RH™. Polo tanto, ¢, ¢ unha
simetria global de RA™ en p.

4) Os grupos de Lie compactos.

Sexa GG un grupo de Lie compacto. E cofiecido que todo grupo de Lie compacto admite
unha métrica biinvariante. Equipemos a G cunha métrica biinvariante, é dicir, para cada
g € G tense que Ly, R, € Iso(G). Entén a aplicacién (.(g) = g7, g € G, é unha simetria
global no elemento neutro e, pois é un difeomorfismo cuxa diferencial en e é —1Id en T,G.
Dado g € G, consideremos a aplicacién

Cg:=Rgo(.0Lg.

Por unha banda, ¢, ¢ unha isometria pois é composicién de isometrias. Por outro lado,
(,(g9) = g e a diferencial de (, en g é —Id en T,G. Polo tanto, (, ¢ unha simetria global de
Geng.

O seguinte teorema amosa unha propiedade moi relevante dos espazos simétricos: a sua
completitude.
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Teorema 1.3.3. Todo espazo simétrico M ¢é completo.

Demostracion. Sexa M un espazo simétrico e supofiamos que non é completo. Enton,
existen p € M e v € T,M tal que 42: [0,b) — M ¢é unha xeodésica maximal para certo
b € R. Sexa ¢ = 7(2b), combinando J(t) = {, 0 4%(t) con 72(t), obtemos unha xeodésica
que extende a 7P, contradicindo a sia maximalidade. O

Outra propiedade remarcable dos espazos simétricos é que son espazos homoxéneos.
Teorema 1.3.4. Todo espazo simétrico M ¢é un espazo homozxéneo.

Demostracion. Sexan p,q € M. Por ser M simétrico é completo, existe un segmento xeo-
désico que conecta p con q. Sexa o € M o punto medio do segmento. Tense que (, € Iso(M)
e leva p en ¢. Polo tanto, M é un espazo homoxéneo. ]

Introduzamos a continuacién a nocién de espazo localmente simétrico.

Definicién 1.3.5. Sexa M unha variedade semi-riemanniana e R o seu tensor de curvatura.
Dicimos que M é un espazo localmente simétrico se

VR =0.

Unha familia de exemplos de espazos localmente simétricos son os espazos de cur-
vatura constante. Sexa M unha variedade riemanniana con curvatura c e consideremos
X,Y, Z, V € I'(TM). Usando a compatibilidade da conexién de Levi-Civita e a expresién
do tensor de curvatura para variedades riemannianas con curvatura constante, tense que

(VyR)(X,Y)Z =VyR(X,Y)Z — R(VvX,Y)Z — R(X,VyY)Z — R(X,Y)VyY
=c(Vv((Y,2)X = (X, 2)Y) = (Y, Z)Vy X — (Vv X, Z)Y)
(VY. )X — (X, Z)VyY + (Y. Ty D)X — (X, Ty Z)Y) = 0.
Observacion 1.3.6. Cabe destacar que existen espazos localmente simétricos que non son

simétricos. Por exemplo, R? \ {0} non é simétrico pois non é completo pero é localmente
simétrico porque ten curvatura constante.

A seguinte proposicién ofrécenos unha caracterizacion dos espazos localmente simétricos
a través do transporte paralelo 6 longo dunha curva.

Proposicién 1.3.7. Sexa a: (—e,e) — M unha curva regular. Os sequintes enunciados
son equivalentes

(1) M € localmente simétrico.

() Se X,Y,Z € X(«) son paralelos ¢ longo de o, enton R(X,Y)Z € X(a) é un campo
paralelo.

(1) A curvatura seccional € invariante baizo transporte paralelo.
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Demostracion. Probemos que () implica . Sexan X,Y,Z € X(«a) campos paralelos.
Podemos suponer que os campos de vectores ¢, X,Y, Z son extendibles nunha vecinanza
de p = a(0) por ser « regular. E dicir, existen V, XY Z tales que

V(a(t)) = a(t), X(a(t)) = X(t), Y(a(t)) =Y (1), Z(a(t) = Z(t).
Como VR = 0, tense que
0= (VvR)(X,Y)Z = Vy(R(X,Y)Z) — R(VvX,Y)Z — R(X,VyY)Z — R(X,Y)Vy Z.
Avaliando en 0, por ser X, Y, Z paralelos 6 longo de « tense que
Vao)R(X,Y)Z = 0.

Probemos agora que implica . Sexa 7(0) un 2-plano tanxente non dexenerado en
T,M e sexan X,Y campos de vectores paralelos 6 longo de « tales que X (0),Y(0) son base
para m(0). Entén, X (¢), Y (¢) é unha base para o 2-plano 7 (t) transportado paralelamente 6
longo de . O produto escalar de campos de vectores paralelos 6 longo dunha mesma curva
é constante. Polo tanto, tense que a curvatura seccional de m(t) permanece constante para
cada t € (—e,¢), pois estd definida mediante produtos escalares nos que sé intervenene
campos de vectores paralelos.

Probemos agora que implica . Sexan X,Y, Z, W campos de vectores 6 longo de
a e vexamos que (R(X,Y)Z, W) é constante. Para cada t € (—¢,¢) definimos a aplicacién

A T,Mx-xT,M — R
(2,9, 2,w) — (R(X,Y)Z,W)(t),

onde X,Y, Z, W extenden z,y, z, w. Enton,

K(X(1),Y (1) = @5{55){2 7 = K@),

para cada z,y € T),M xeradores dun 2-plano non dexenerado. Pédese comprobar que A, é
un tensor de curvatura alxébrico, logo

Alz,y, z,w) = (R(z,y)z, w).
Polo tanto, (R(X,Y)Z, W) é constante. Entén,

0= Dt<R(X7 Y)Z7 W> = <(va(0)R)(X7 Y)Za W> + <R(X7 Y)Za Voz((]))VV
= <(Va(0)R)(X, Y)Za W>
Por ser W un campo paralelo ¢ longo de a calquera, tense que VR = 0. O]

O seguinte teorema, cuxa proba pode ser atopada en [48, pax. 223] explica o por que
do nome dos espazos localmente simétricos.
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Teorema 1.3.8. As sequintes condicions nunha variedade semi-riemanniana son equiva-
lentes:

= M ¢€ localmente simétrica.
» En cada punto p € M a simetria zeodésica local ¢, € unha isometria local de M.

A aplicacién ¢, definida no Teorema recibe o nome de simetria zeodésica local de
M en p. En vista do anterior todo espazo simétrico é localmente simétrico.

1.3.2. Espazos simétricos dende un punto de vista alxébrico

Comezaremos esta parte introducindo algunhas definiciéns basicas da teoria de accions
isométricas e das d6rbitas de ditas acciéns. Posteriormente, presentaremos os espazos simé-
tricos como unha importante clase de espazos homoxéneos e usaremos a teoria de alxebras
e grupos de Lie para dar unha descriciéon dos mesmos.

Espazos homoxéneos

Os espazos homoxéneos xorden da accién de grupos de Lie sobre unha variedade. A
miido a accién do grupo preserva certa propiedade da variedade. Deste xeito, o feito
de que a accién sexa transitiva significa que a variedade ‘semella igual’ en todo punto
dende o punto de vista de dita propiedade. Por esta razon, os espazos homoxéneos serven
como espazos modelo para diversos tipos de estruturas xeométricas. En particular, o noso
interese reside naqueles espazos homoxéneos que xorden das acciéns isométricas, é dicir,
que preservan a meétrica.

Nesta parte seguiremos a exposicién dada en [9, Capitulo 2]. Sexa M unha variedade
diferenciable e G un grupo de Lie, con elemento neutro e € G. Ademais, supofiamos que
G acttia diferenciablemente sobre M. E dicir, G define unha accién diferenciable sobre M.
Isto significa que existe unha aplicacion diferenciable

d: GxM — M
(9.p) > gp,

que satisfai as seguintes condicions:
» Para cada g,h € Gepe M, g(hp) = (gh)p.
» Para cada p € M, ep = p.

Para cada g € G, a aplicacién ®,: M — M, dada por ®,(p) = gp, ¢ un difeomorfismo
de M. Deste xeito, temos un homomorfismo de grupos dado por p: G — Diff (M), onde
p(g) = @,. Unha accién é efectiva se a a aplicacion p é inxectiva. Isto implica que G

é isomorfo a certo subgrupo de Diff(M). Cando para certo p € M e cada g,h € G, a
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igualdade gp = hp implica que g = h, a accién dise libre. Para cada p € M, definimos a
orbita de p mediante a accion de G como o conxunto

G-p={gp:9€G}

e o grupo de isotropia ou estabilizador de p como

Gp={9€G:gp=np}
Diremos que a accién é transitiva se G - p = M para certo p € M.

Definicién 1.3.9. Sexa M unha variedade diferenciable e G un grupo de Lie que acttia
transitivamente en M. Entén, diremos que M é un G-espazo homoxéneo.

Sexa M /G o conxunto das 6rbitas da acciéon de G en M e dotemos a M /G da topoloxia
cociente. En xeral, M /G non é Hausdorff. Para solucionar isto, debemos pedirlle & nosa
accion unha propiedade extra. Diremos que unha accién de G en M é propia se para cada
p,q € M, hai vecinanzas abertas U, e U, de p e g, respectivamente, tales que o conxunto
{9 € G:gU,NU, # 0} é relativamente compacto en G. Isto equivale a que a seguinte
aplicacion sexa propia:

GxM — MxM
(9,p)  — (p,gp)-
Teorema 1.3.10. [40, Teorema 7.10] Sexa G un grupo de Lie que actia propia e libre-
mente sobre M. Entén, M /G é unha variedade topoldzica de dimensién dim(M) — dim(G)
que admite unha unica estrutura diferenciable que convirte a proxeccion candnica nunha
submersion.

Sexa M unha variedade de Riemann e G un grupo de Lie, con elemento neutro e.
Ademais, suponamos que G actua diferenciablemente sobre M por isometrias. E dicir,

tense que @, € Iso(M), para cada g € G. Neste caso, diremos que G define unha accion
isométrica sobre M.

Dado un grupo que actie por isometrias, cada vector da subdlxebra de Lie asociada
induce un campo de vectores de Killing. Sexa H < Iso(M), entén podemos considerar a
aplicacion que a cada X € b lle asigna tX, para certo t € (—e,¢e). Sexa ®x tal que a
cada p € M lle asigna unha curva a,(t) dada por a,(t) = Exp(tX)(p) € M, para cada
t € (—¢,¢). Deste xeito o campo X* € I'(T'M) que lle asigna a cada p € M o vector
a;,(0) € T,M é un campo de Killing, pois o seu fluxo local vén dado por isometrias locais.

Pédese probar que dado un subgrupo G de Iso(M), a accién de G sobre M é propia
se e 86 se G ¢ pechado en Iso(M). Ademais, se accién de G en M ¢é propia, as érbitas son
subvariedades mergulladas en M. Pédense distinguir tres tipos de drbitas dunha accién
isométrica propia: as principais, as excepcionais e as singulares.

Unha érbita G - p dise érbita principal se para cada ¢ € M o grupo de isotropia en
p é conxugado en GG a algin subgrupo do grupo de isotropia en g. Cada érbita principal
¢ unha orbita de dimension maximal. Diremos que a codimension dunha érbita principal
é a cohomozeneidade da accion. Unha orbita de dimension maximal, que non é principal,
dise drbita excepcional. Finalmente, unha drbita singular é unha 6rbita cuxa codimension
¢ maior cad cohomoxeneidade da accion.
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Descricion alxébrica dun espazo simétrico

Os espazos simétricos constitiien unha clase importante de espazos homoxéneos. Nesta
parte daremos unha breve descricién dos espazos simétricos en termos alxébricos. Segui-
remos [24, Apéndice C]. Sexa (M, g) un espazo simétrico e G = Iso(M)° a compoiiente
conexa de Iso(M) que contén 6 elemento neutro. Tense que G é un subgrupo de Lie de
Iso(M). Sexa p € M e (, € Iso(M), a simetria xeodésica de M en p. Sexa K o grupo
de isotropia de G en p, que é compacto. O conxunto G/K é difeomorfo a M mediante a
aplicacion

¢: G/K — M
gK  — g(p).

Entén, se consideramos a métrica h = ®*g en G/K, ® é unha isometria e a métrica h
é G-invariante, isto é, a aplicacion gK — hgK é unha isometria, para cada h € G. A
representacion de isotropia de M = G/K en p é a representacién ortogonal definida por
K xT,M — T,M, tal que (k,v) — k.,v. Un espazo simétrico M = G/ K é irreducible se a
stia representacion de isotropia restrinxida a K°, a compoilente conexa de K que contén 6
neutro, é unha representacion irreducible. Noutro caso, un espazo simétrico dise reducible.
Tense que M é irreducible se e s6 se M, o revestemento universal de M, o é.

A aplicacién o: G — G, tal que g — (,9(, ¢ un automorfismo involutivo de G.
Ademais, GY C K C G,, onde G, = {g € G : 0(g) = g} e G° é a compoiiente conexa que
contén 6 elemento neutro de G,. Se G é un grupo de Lie conexo, K un subgrupo compacto
e existe un automorfismo involutivo o de G tal que GY C K C G,, o par (G, K) dise par
simétrico. Ademais, diremos que o par simétrico (G, K) é un par simétrico efectivo se a
acciéon de G en M = G/K é efectiva.

Sexa # a diferencial de o en e € G. A alxebra de Lie de K vén dada por

t={Xeg:0X)=X}

e definimos

p={Xe€g:0(X)=—-X}.

Resulta que 6 é unha involucién de Cartan de g e que g = £ @ p é a descomposicion de
Cartan de g con respecto a 6. Dise que o rango de M é a maxima dimensién dun subespazo
abeliano de p. Dada unha élxebra de Lie g e unha subalxebra ¢ de g, diremos que (g, €) é
un par ortogonal simétrico se € é o conxunto de puntos fixos dun automorfismo involutivo
6 de g. O par (g,¢) dise efectivo se €N Z(g) = 0, onde Z(g) ¢ o centro de g. Todo par
simétrico efectivo (G, K') determina un par simétrico efectivo ortogonal (g, €).

Sexa M = G/K un espazo simétrico. A sucesién exacta longa de homotopia aplicada
6 fibrado K — G — G/K implica que K é conexo se M é simplemente conexo e G é
conexo. Reciprocamente, se G é simplemente conexo e K conexo, entén M ¢é simplemente
conexo. Sexa M un espazo simétrico e M o seu revestemento universal. Entén, o Teorema
de De-Rham, [10, §10.44], garantiza que M pode ser descomposto como

M:MQXM1X"'XMk,
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onde M, dise factor euclidiano, por ser My localmente isométrico a un espazo euclidiano,
e cada M; é un espazo simétrico, simplemente conexo e irreducible para i = 1, ..., k. Ade-
mais, M é irreducible se e s6 se M é irreducible. Un espazo simétrico semisimple é un
espazo simétrico tal que o factor euclidiano do seu revestemento universal ten dimensiéon
cero. Neste caso, a dlxebra de Lie do grupo de isometrias de M é semisimple. Un espazo
simétrico semisimple dise de tipo compacto ou de tipo non compacto se todos os factores na
descomposicion do seu revestemento universal son compactos ou non compactos, respecti-
vamente. A alxebra de Lie g do grupo de isometrias dun espazo simétrico dise compacta
ou non compacta se o espazo simétrico é de tipo compacto ou non compacto, respectiva-
mente. Por definicién, un espazo simétrico irreducible pode ser un dos seguintes: de tipo
euclidiano, é dicir, chan; de tipo compacto, ou de tipo non compacto. Se B é a forma de
Killing de g, entén G//K ¢é de tipo compacto se e s6 se Bj, é negativa definida, ¢ de tipo
non compacto se e s6 se B, ¢ positiva definida e ¢ de tipo euclidiano se e s6 se Bj, = 0.



Capitulo 2

Variedades de Kahler

Neste capitulo introduciremos os espazos ambientes nos que se desenvolve o noso pro-
blema: as variedades de Kéhler con curvatura seccional holomorfa constante.

As variedades de Kéhler, cuxo estudo comeza na década dos anos 30 do século pasado,
definense como variedades diferenciables con tres estruturas que se relacionan mutuamente:
a riemanniana, a complexa e a simpléctica.

Asi pois, iniciaremos este apartado explicando algunhas nociéns de espazos vectoriais
complexos, como a complexificacion dun espazo vectorial real ou a estrutura complexa.

A continuacién, introduciremos algunhas definicions basicas da teoria de varias variables
complexas e a nocién de variedade complexa. Observaremos que toda variedade complexa
ten asociada de xeito candnico unha estrutura complexa en cada espazo tanxente; porén,
o reciproco non se ten. Polo cal terd sentido introducir a definiciéon de variedade case
complexa.

Por tltimo, presentaremos as variedades de Kahler xunto con algunha das stas propie-
dades mais bésicas e describiremos a xeometria das variedades de Kéahler con curvatura
seccional holomorfa constante.

2.1. A complexificacién dun espazo vectorial real

Cando traballamos nunha variedade diferenciable real definimos sobre cada punto da
mesma un espazo vectorial real de igual dimensién & variedade, chamado espazo tanxen-
te. Agora interesarianos definir sobre cada punto da nosa variedade un espazo vectorial
complexo. Para isto precisaremos introducir un concepto novo no eido da alxebra linear, a
complexificacién dun espazo vectorial real. O longo desta parte seguiremos as referencias
[58] e [36].

Definicién 2.1.1. Sexa V un R-espazo vectorial de dimension finita. Definimos a comple-
zificacion de V como

Ve .=V g C.

33
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O anterior é un exemplo de extensién de escalares. De feito, a complexificacién é un
funtor da categoria Vectg en Vectc. Outra propiedade remarcable deste funtor é que é
adxunto pola esquerda do funtor que esquece a estrutura de espazo vectorial complexo.

A natureza do produto tensor permite pensar a complexificacién de V' do seguinte xeito.
Sexan v, w € V, entén os elementos de V'© son os simbolos v+ iw cocientados pola relacién
vtiw=0v+iw <= v=vew=uw.

A suma en VC de v + 4w e v/ + iw’ vén dada do seguinte xeito
(v+iw) + (V' + ') =v+0 +i(w+w).
O produto dun escalar z = a + ib € C por un vector v + iw € VC vén dado por

(a+ib)(v+ 1w) = av — bw + i(bv + aw).

Estas operaciéns determinan a estrutura de espazo vectorial complexo de VC. Se agora
identificamos os elementos v +i-0 de VC con V, podemos considerar a inclusiéon V «— V.
Por outra banda, podemos considerar a aplicacién conxugaciéon complexa, que é unha
aplicacién R-linear en VC definida do seguinte xeito

V(C V(C
v4iw — v4iw=v—iw.

Supofiamos agora que V' é un espazo vectorial real tal que dimg V' = n e vexamos que
dimc VE = n. Sexa {ej,...,e,} unha base de V como R-espazo vectorial. Para cada par
de vectores v, w € V podemos escribir

n n
v:Zajej, w:ijej.
i=1 i=1

Entén N .
vtiw =Y dej+ibe;=> Nej,
=1 j=1
onde M :=a’ +ib’ con j € {1,...,n}. Polo tanto, {ey,...,e,} ¢ un conxunto de xeradores
para VC. Vexamos a continuacién que {ej, ..., e,} son linearmente independentes sobre C.
Suponamos que 3.7 Me; = 0, entén 37, a’e; = 0e X7 be; = 0. Polo tanto, o/ = b/ = 0
para cada j € {1,...,n}, por ser {ey,...,e,} linearmente independentes sobre R.

Definicién 2.1.2. Un endomorfismo R-linear J: V — V que satisfai J2 = —1d, dise
estrutura complexa de V.

Observacion 2.1.3. Para que V tefia unha estrutura complexa é necesario que dimg V' sexa
par, pois se V' ten dimension n € N,

det(J)? = det(J?) = det(—1d) = (—1)".

Pero det(J)? > 0, logo n é par.
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Sexa V' un espazo vectorial real de dimensiéon 2n con estrutura complexa J. Podemos
dotar a V' de estrutura de espazo vectorial complexo, onde o produto por A = a +1ib € C
vén dado por

v = (a+ib)v = av + bJv.

Deste xeito, V' é un espazo vectorial complexo de dimensién complexa n.

Reciprocamente, dado un espazo vectorial complexo V' de dimensiéon complexa n, pode-
mos definir unha estrutura complexa J mediante Jv = iv, para cada v € V. Se considera-
mos V' como un espazo vectorial real de dimension 2n, tense que J é a estrutura complexa
de V.

Sexa agora V' un espazo vectorial real con estrutura complexa J. Entéon podemos es-
tender J a un endomorfismo C-linear en V®, que denotaremos tamén mediante J e estd
dado por

J(v+iw) = Jv +iJw.

Claramente J? = —Id.

Consideremos sobre V' un produto escalar tal que J é unha transformacién ortogonal
e W C V un subespazo vectorial real. Dicimos que W ¢é totalmente real se W 1L JW.
Por outra banda, W é complexo se e s6 se W = JW. Sexa w € W non nulo, definimos
o dngulo de Kdhler de W con respecto de w como o dngulo p(w) € [0, §] comprendido
entre Jw e a proxeccion de Jw en W. Dicimos que W ten dngulo de Kdhler constante c se
¢(w) = c € [0, 7] para cada w € W non nulo. Deste xeito, o dngulo de Kéhler mide ‘canto
lle falta’ a un subespazo para ser complexo. Pois se ¢(w) = 0 para cada w € W, tense que
W ¢é complexo e se p(w) = § para cada w € W, tense que W ¢é totalmente real. En [4,
Prop. 7], hai unha clasificacién dos subespazos con angulo de Kéhler constante.

Nun espazo vectorial real de dimensién 2n con estrutura complexa J se tomamos un-

ha base de V' como espazo vectorial complexo {vy,...,v,}, é facil ver que o conxunto
{v1,...,0n,Jv1,..., Ju,} é unha base de V' como espazo vectorial real. Definimos, para
cada k € {1,...,n} en VC, os vectores z; e %) do seguinte xeito
1 . _ ‘
2 1= 5(% —iJug), Z = §(vk +iJug).
E doado comprobar que o conxunto {z1, ..., 2z, Z1, ..., Z, } ¢ unha base de V¢ como espazo
vectorial complexo, pois {vy,...,v,, Juy,...,Ju,} o é. Ademais, tense que Jz, = iz e
Jzy, = —iz, para cada k = 1,...,n. Polo tanto, a base {21,...,2n,21,...,2,} de V©

diagonaliza J sobre C e se denotamos
VI =1y e VE gz =iz} e V0= {2 e VC: Jz = —iz},
temos unha descomposicién de V¢ como suma directa
v(C — Vl,O D VO,l

Por outra banda, como Jz, = iz, e JZ, = —iZ}, a imaxe de V1 pola aplicacién conxuga-
cién complexa é precisamente V%!, Para cada Z € VC, tense a igualdade

1 1
Z = §(Z —iJZ)+ E(Z +iJZ).
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O primeiro sumando pertence a V1% e o segundo pertence a V%!'. Polo tanto, podemos
escribir V1° e V%! como

VO =y —iJv:v eV} e VOl =lv+iJv:iv eV},
Observemos ademais que existe un isomorfismo linear entre V e V1 dado por

v —1iJu

e o
2

veV —

do que se deduce que

VE=veV.

2.2. Variedades complexas

Nesta seccién intentaremos ofrecer unha introduciéon sinxela as variedades complexas.
Consideremos a seguinte funcién diferenciable

fi UCR? — R?
(z,y) — flx,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Baixo a identificacién usual de R? con C esta aplicacion serd holomorfa se e s6 se satisfai
as chamadas ecuaciéns de Cauchy-Riemann

ou  Ou ou v
or Oy’ oy Oz’
Por outra banda, podemos introducir os operadores de Wirtinger que se definen do
seguinte xeito

0 1(0 .0
2 ‘:2<axf‘layf>’
0 1(0 .0
7z = 2<amf+zayf)’

para cada f: U C R? — R? diferenciable. Deste xeito, é doado ver que f é holomorfa se
e sb se
0

—(f)=0.

Esta rixidez extra sera a que dotara a teoria de variedades complexas dun sabor total-
mente distinto & teoria de variedades diferenciables. Comecemos introducindo certa termi-
noloxia da analise complexa en varias variables.

O longo desta seccién empregaremos de xeito continuado a identificacién usual de C”
e R?", é dicir, (21,...,20) € C" = (T1,Y1,- -, Tn,Yn) € R?", onde z; = z; + iy; e tamén
consideraremos a estrutura complexa definida en R?" dada por

J(xbyla cee 7xn7yn) = <_y1ax17 HR _ynaxn)
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Diremos que unha aplicaciéon diferenciable

f: uccrm — C
(T1, Y15y Ty Ym) > W1,y Ym) T 00(T1, -2, Ym)

é holomorfa se o é en cada variable, isto é

ou ov ou ov
67@(])) = 87%(17)’ aiyj(P) = —aTsj(p)

para cada j = 1,...,n e para cada p € U.

Unha aplicacion F' = (Fy,...,F,): V. C C™ — C" dise holomorfa se cada F; é
holomorfa, onde 7 =1,...,n.

De xeito andlogo & matriz jacobiana para funciéns diferenciables entre abertos de R",
podemos definir a matriz jacobiana complera. Sexa U C C™ un aberto e consideremos

F=(F,...,F,): UcCC"™— C" Definimos a matriz jacobiana complexa de F' como
or .. OFnm
021 Ozm aF
OFm .. OFn 2k ) i ket m)
Oz1 Ozm

Se definimos F; = G;+iH; con G;, H;: U C C™ — R, podemos definir a matriz jacobiana

real de F' mediante
et

JRF = 8%

oxy,

G,
Oy
OH;
Wk / jke{l,..,m}

Observemos que F': U C C™ — C" é holomorfa se e s6 se

oG; _oH; - 0G; _ OH,
Oxy, B ayk7 Y B Oxy,’
para cada j = 1,...,n e para cada k = 1, ..., m. Isto significa que
A|—-B
JRF —- 5
B| A
onde A = (gf;) e B = (%). Ademais, é sinxelo comprobar que se F' é holomorfa,
JcF' = A+iB, tendo en conta que 5_- = %(8—% —ig,-), POIS
0 0 1( 0 0 0 0
—ZF=— |G +iH:)=-—G —-i—G: +i—H: + —H.
8zk J (?zk< ]_’_l j) 2<8wk J Z@yk ]+18$k ]+ 6yk ]>

— % +Z'6Hj
- 8xk ka
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Por outra banda, operando por bloques, é doado comprobar que
det(JgF) = |det(JcF)[?.

Polo tanto, o jacobiano real dunha funcién holomorfa é non negativo.
Definamos entén o concepto de atlas holomorfo que nos permitird introducir o concepto
de variedade complexa. Seguiremos nesta parte a referencia [IJ.

Definicién 2.2.1. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensiéon 2m. Dicimos que
un atlas diferenciable A de M é un atlas holomorfo se para cada duas cartas coordenadas
con interseccién non baleira, z: U — 2(U) C C™ e w: V. — w(V) C C™, a aplicacién
de cambio de coordenadas z o w=! é holomorfa.

Do mesmo xeito que nas variedades diferenciables, podemos probar que todo atlas holo-
morfo determina de xeito tinico un atlas holomorfo maximal. Diremos que unha variedade
diferenciable M de dimension 2m é unha variedade complexa de dimension complexa m se
M vén equipada cun atlas holomorfo. Por outro lado, chamaremos as cartas coordenadas
pertencentes a tal atlas cartas coordenadas holomorfas de M.

Unha primeira proba da riqueza desta estrutura extra vén dada polo seguinte teorema.

Teorema 2.2.2. Sexa M unha variedade complexa, enton M ¢é orientable.

Demostracion. Sexan (U,, z,) € (Ug, 23) cartas do atlas holomorfo maximal e comprobemos
que o jacobiano da aplicaciéon cambio de cartas é positivo. A aplicacién

zgo 2.t 2,(UyNUs) C C™ — 25(U, NU) C C™

¢é holomorfa. Polo tanto, a siia jacobiana real como vimos anteriormente tera determinante
non negativo. Pero este determinante é non nulo, pois os cambios de cartas son difeomor-
fismos. Polo tanto, M é orientable. O

A continuacién, mencionamos unha serie de conceptos que se definen de xeito analogo
0 caso das variedades diferenciables. Diremos que unha aplicacion f: M — N entre
variedades complexas é unha aplicacion holomorfa se para toda carta coordenada holomorfa
2:U — 2(U)de M ew: V — 2(V) de N, a aplicacién w o f o z=! é holomorfa no seu
dominio de definicion.

Diremos que f é biholomorfa se f é bixectiva e tanto f como f~! son holomorfas.

Para un aberto U dunha variedade complexa, denotaremos por O(U) o conxunto das
funciéns holomorfas f: U — C. Pddese comprobar que O(U) ten estrutura de anel baixo a
multiplicacion e a suma punto a punto. O teorema da funciéon inversa e da funciéon implicita
tamén son certos no caso complexo.

Do mesmo xeito que sucedia coas variedades diferenciables os abertos das variedades
complexas son variedades complexas que chamaremos subvariedades abertas.

Tamén terd sentido falar de inmersions, submersions e mergullos, nos mesmos termos
que ocorria nas variedades diferenciables.

A continuacién, amosaremos algiins exemplos de variedades complexas.
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Exemplos 2.2.3.

1) Os abertos de C™.
Sexa U C C™ un aberto. Enton U, co atlas formado pola carta coordenada Id: U — U,
¢ unha variedade complexa. En particular, C* é unha variedade complexa.

2) A esfera de Riemann, S%.

Consideremos 5% = {(w,h) € C x R: ww + h* = 1}. Sexan N = (0,1) e S = (0,—1) o
polo norte e o polo sur de S?, respectivamente. As proxeccions estereogréificas vefien dadas
polas expresions

my((w,h)) = 7 para cada (w,h) € 5\ {N},

w
ns((w,h)) = ——, para cada (w,h) € S*\ {S}.
1+h

Porén, a aplicacién cambio de cartas é Tsomy'(z) = 1, para cada z € C\ {0}. Esta ¢ unha
aplicacion diferenciable, pero non holomorfa. O truco para conseguir un atlas holomorfo,
consiste en cambiar mg pola stia conxugada 7s. Deste xeito, g o mx'(2) = % para cada
z € C\ {0}, é unha aplicacién holomorfa.

3) O espazo proxectivo complexo, CP™.

Definimos CP™ como o espazo das rectas complexas que pasan pola orixe en C"*!,
Doutro xeito, consideremos en C"*1\ {0} a relaciéon de equivalencia dada por z ~ 2’ se
2=\, conz, 2z € C"e) e Couequivalentemente z ~ 2’ se 2 = A2/, con z, 2’ € S*+1(r)
e A € St. Entén, CP" é o conxunto cociente de dita relacién de equivalencia.

A construcién dun atlas holomorfo para CP™ é analoga & construciéon dun atlas para
RP™. Para cada z = (2°,...,2") € C""!, denotamos por [z] a recta complexa xerada por z
e chamamos a (z° : ... : 2") as coordenadas homoxéneas de [z]. Para cada j € {0,...,n},
definimos

U; :=={[z] € CP": 27 #0}.
Cada [z] en U; interseca o hiperplano afin {(v?,...,z") € C"*' : w/ = 1} exactamente
nun punto. Polo tanto, podemos asignar a cada [z] un punto nese hiperplano afin que

identificamos con C™. Asi, construimos a carta holomorfa
p: UjeCP™ — C™
2] — o(z) =220 20, 2™,

onde 2 indica que eliminamos tal componente. Por construcién, ¢; ¢ bixectiva e a sta
inversa vén dada por insertar un 1 no lugar j, polo tanto serda holomorfa. Agora, se j < k,
a aplicacion cambio de cartas ¢; o ¢ ", definida nos w € C™ tales que w? # 0, vén dada
por (z1,...,2m) — (W) 21, ., 25y oy 1, 2k, . ., 2m). Esta aplicacién é holomorfa, polo
que o atlas holomorfo descrito convirte a CP™ nunha variedade complexa.

Un feito a destacar é que S? é biholomorfa a CP! mediante a aplicaciéon
f: S? — CP!
[ﬂ-N<p>? 1]7 sep 7A N
p — flp)= { )

[1,7s(p)], sep # S.
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4) Variedades de Hopf, S?"~! x S*.

Consideremos a accién de Z sobre C" \ {0} definida mediante a seguinte aplicacion
(k,v) € Z x C"\ {0} — e*v. E doado comprobar que Z acttia libre e de xeito propiamente
discontinuo sobre C" \ {0}. Entén, podemos considerar o conxunto cociente da relacién
de equivalencia anterior, ¢ dicir, M = (C" \ {0})/Z. Como a multiplicacién por e* ¢ un
biholomorfismo, M herda de C" \ {0} a estrutura de variedade complexa. Consideremos
o conxunto S*7 ! := {z = (z1,...,2,) € C" : |z| = 1}. Por outra banda, a aplicacién
(21,520, t) = (€'21,...,€'2,) define un difeomorfismo entre S**~1 x R e C" \ {0} con
inversa dada por (vi, ..., vn) = (3, ..., 1%, log|v]). Polo tanto, a accién de Z sobre C™\ {0}
induce a través do difeomorfismo anterior unha accién de Z sobre S 'xR, (21, ..., 2,,t) —
(21,...,2n,t + k). Polo que o conxunto cociente de dita relaciéon é S**~1 x ST,

5) Grupos de Lie complexos.

Un grupo de Lie complero é unha variedade complexa G que tamén é un grupo no
sentido alxébrico e tal que a multiplicaciéon (g,h) € G X G — gh € G e a inversién
g € G— g~ ! € G son aplicaciéns holomorfas.

Tense que GL(n,C) é unha subvariedade aberta de C"*" de dimensién complexa n?,
onde a multiplicaciéon e a inversiéon son aplicaciéns holomorfas. O grupo linear especial,
SL(n,C), é un subgrupo pechado de GL(n,C) de codimensién complexa 1. O grupo uni-
tario U(n) non é un grupo de Lie complexo, pois na sia definicion intervén a conxugacion.

A alxebra de Lie g dun grupo de Lie complexo G é un espazo vectorial complexo e a
representacion adrunta Ad de G é unha aplicacion holomorfa que toma valores no espazo
dos endomorfismos C-lineais de g, que é un espazo vectorial complexo.

Para un grupo de Lie G, a complexificacion de G consiste nun grupo de Lie complexo
G¢ xunto cunha inclusiéon i: G — G satisfacendo a seguinte propiedade universal: para
cada homomorfismo diferenciable f: G — H, onde H é un grupo de Lie complexo, existe
unha tnica extensién de f a un homomorfismo holomorfo f: Ge — H, tal que o seguinte
diagrama ¢ conmutativo:

G 4Z> G(C
| 2
LA

H
Por estar definida mediante unha propiedade universal, de existir a complexificacion, sera
Unica agéds isomorfismo. Hai un teorema cuxa proba pode ser atopada en [12, pax. 207],
que nos di que todo grupo de Lie compacto ten unha complexifiacion. Por exemplo, as
complexificaciéns de SL(n,R), SO(n,R),SU(n) e U(n) son SL(n,C),SO(n,C),SL(n,C)

e GL(n,C), respectivamente.

2.3. Variedades case complexas

Comecemos esta seccién definindo o concepto de variedade case complexa, que foi in-
troducido por Ehresmann nos anos 40. Aqui seguiremos a referencia [58].
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Definicién 2.3.1. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién real 2m. Diremos
que un (1, 1)-campo tensorial diferenciable J, tal que .J, € T,M ¢ unha estrutura complexa
en T,M para cada p € M, é unha estrutura case compleza de M. Diremos que M ¢é unha
variedade case complexa se estd dotada dunha estrutura case complexa J.

A continuacion veremos que unha variedade complexa admite de xeito canénico unha
estrutura case complexa.

Teorema 2.3.2. Sexa M unha variedade complexa de dimension complexa m. Enton M
admite unha estrutura case complexa J.

Demostracion. Sexa (U, (z',...,2™)) unha carta coordenada holomorfa de M en p € M.
Escribamos 2/ = 27 + iy’ para cada j = 1,...,m. Definimos un endomorfismo .J en T,,M
mediante

0 0 0 0 .
J(@a’j>_8yj e J(@yj>__3:rj’ para cada j =1,...,m.

Se conseguimos probar que esta definiciéon é independente da eleccion da carta xa teriamos
acabado, porque evidentemente J2 = — Id e claramente .J ¢ diferenciable restrinxido a cada
aberto por ser as funciéns coeficientes constantes. Sexa T, M® a complexificacién de T, M.
Estendamos J a T),M C. Deste xeito, temos

0\_,09 9 0 |
J(E)zﬂ) ~You © J(W>__Za§j7 para cada j = 1,...,m,

£-1(2)-(2)
)G

Polo tanto, se un elemento v € T,M® é unha combinacién linear de 5.7 exclusivamente,
terase que Jv = iv. Noutras palabras, {% : 7 =1,...,m} é unha base de T,M'°. Se
v e T,M € ¢ combinacién linear de % exclusivamente, terase que Jv = —iv, é dicir,
{;% :j=1,...,m} forman unha base de T,M**,

Consideremos agora (V, (w!,...,w™)) outra carta de coordenadas holomorfa tal que

p € VNU, e escribamos w* = u* +iv* con k = 1,...,m. Entén definimos un endomorfismo
J' de T,M mediante

(DN 0 p(2)__ 2 -
J(W)@W e J(@W) EIE para cada j =1,...,m.

Estendendo J' a T,M C obtemos

(9 \_,; 0 (0N .0 .
J(@W>_Zﬁw © J<M>——@awj, para cada j =1,...,m.

onde
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Por outro lado, en p € M tense que as distintas bases de T,M"? e T,M"! estdn
relacionadas mediante

0 o ow ), 9 0 TO(zowi ),
owk ]z:l owk Qﬁ@ ¢ ok~ ]z:l owk Qﬁ@’
para cada k = 1,...,m. Polo tanto, a%k e aﬁk son combinacions lineais de 8—] azj, de

forma exclusiva, respectivamente. Entén temos que

0 9 9 0 |
J(&yﬂ) Z% © ‘]<5wj>——lawj, para cada j =1,...,m.

Polo tanto, a definiciéon de J non depende da carta escollida, e queda rematada a proba. [

Observacion 2.3.3. Cabe destacar que toda variedade real de dimensién par admite local-
mente unha estrutura case complexa definida a través da carta coordenada correspondente.
O que sucede é que esta estrutura case complexa ‘local’ quizais non poida ser definida glo-
balmente.

Cando nos refiramos a estrutura case complexa canénica dunha variedade complexa M,
chamarémola estrutura complexa.

Por outra banda, é posible caracterizar as aplicacions holomorfas entre variedades com-
plexas cunha féormula que involucra a estrutura complexa e substitie as ecuaciéns de
Cauchy—Riemann.

Proposicién 2.3.4. Sexa f: U C C™ — C" unha aplicacion diferenciable. Enton f é
holomorfa se e so se f,oJ = Jo f,.

Demostracién. Sexa (w',...,w") con w* = u* +iv* e k = 1,...,n. Se expresamos f en

termos dos sistemas coordenados de C™ e C", temos que para cada k =1,...n
k__ ks 1 1 n .n
u =z Yy, 2 y")
k_ k(1,1 n o, mn
vt =0 (Y, 2 YT,

Entén, f é holomorfa se e s6 se satisfai as ecuacions de Cauchy—Riemann

ouk B ok ouk B ok
a$j N (9yj’ (93/2 N (9:1:/
paracada j=1,...mecada k=1,...,n.
Por outro lado, temos para cada j = 1,...,m, independentemente de que f sexa ou

non holomorfa,

0 " ouk 0 " ovk 0
f<W>:Zax98uk+§:16 7 00k

0 " ouF 0 "ok
fe <8y3> N kz::l Oyl Quk Z oyl avk

Desta féormula e da definicion de J en C™ e C" vemos que f,oJ = Jo f, se e s6 se f
satisfai as ecuaciéns de Cauchy—Riemann. ]
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Corolario 2.3.5. Sexan M e M’ dias variedades complexas. Enton, unha aplicacion
f: M — M’ ¢é holomorfa se e so se f,oJ = J o f,, onde J e J son as estruturas
complexas de M e M’ respectivamente.

A vista do teorema anterior cabe preguntarse se dada unha variedade M, toda estrutura
case complexa procede da estrutura de variedade complexa de M. De ser asi, toda variedade
case complexa serfa automaticamente complexa. A resposta a esta pregunta, tal e como
suxiren as definicions introducidas, é negativa.

Para responder a nosa pregunta, introduciremos un (1, 2)-tensor diferenciable cofiecido
como tensor de Nijenhuis asociado a unha estrutura case complexa J que se define do
seguinte xeito

Ny(X,Y)=[JX,JY] - [X,Y] - J[X,Y] - JJX,Y],

para cada X,Y € I'(T'M).

Observacion 2.3.6. E facil ver que se consideramos unha conexién sen torsién V
Ny(X,Y)=(Vyx)Y = (Viy HX + (VxJ)JY — (VyJ)JX,

X,Y € I'(T'M). Desta igualdade concluimos que se V.J = 0 entén N; = 0.

O seguinte teorema, cuxa demostracion omitiremos, pode ser atopada en [46] e responde
a nosa pregunta.

Teorema 2.3.7 (Teorema de Newlander-Niremberg). Sexa M unha variedade case com-
plexa cunha estrutura case complexa J. Enton J é unha estrutura complexa se e so se

Ny =0.

Podemos ver en [I, Exemplo 2.7] que S® ten unha estrutura case complexa cuxo tensor
de Nijenhuis asociado non é identicamente nulo. O problema de determinar que esferas
postien estruturas complexas ou case complexas tivo gran relevancia no eido da xeometria
diferencial durante o século pasado e contintia sendo asi. No ano 1947, Ehresmann intro-
duciu en 26, pax. 3] a nocién de estrutura case complexa. O ano seguinte, Hopf probou
en [30, pdx. 170] que S* e S® non admiten estruturas case complexas e Kirchoff construiu
en [33] a estrutura case complexa en S°. Por outra banda, Borel e Serre probaron no ano
1953 en [11] que S?" admite unha estrutura case complexa se e s6 se n = 1,3 . Como xa
vimos, S? ten unha estrutura complexa pois é unha variedade complexa, pero continia a
ser un problema aberto se S® admite ou non unha estrutura complexa.

2.4. Variedades de Kahler

Nesta seccién seguiremos as referencias [45] e [58]. Comecemos definindo o concepto de
variedade hermitiana.



44 2  Variedades de Kéahler

Definicién 2.4.1. Dicimos que h é unha métrica hermitiana nunha variedade case com-
plexa (M, J) se h é unha métrica de Riemann e ademais satisfai a seguinte ecuaciéon de
compatibilidade con J

h(X,Y)=h(JX,JY) para todo X,Y € ['(T'M).

Diremos que unha variedade complexa M é unha variedade hermitiana se esta equipada
cunha métrica hermitiana h. Ademais, diremos que unha métrica é pseudo-hermitiana se
é unha métrica semi-riemanniana e satisfai a igualdade anterior.

Nunha variedade case complexa cunha métrica hermitiana (M, J, h), podemos definir
sempre a forma de Kdhler w, que é unha 2-forma, tal que

w(X,Y) = h(X,JY),

para cada X,Y € TI'(TM). Reciprocamente, podemos recuperar a métrica hermitiana a
partir da forma de Kahler mediante A(X,Y) = —w(X, JY).

Observacion 2.4.2. Reparemos en que toda variedade case complexa (M, J) admite unha
métrica hermitiana. Pois por ser M paracompacta admite unha métrica de Riemann g, e
enton podemos definir
MX,Y)=g(X,Y)+g(JX,JY).
Introducimos agora a definiciéon de variedade de Kéhler.

Definicién 2.4.3. Sexa M unha variedade complexa cunha estrutura complexa J e unha
métrica pseudo-hermitiana g. Diremos, que g é unha métrica de Kdhler se a forma de
Kéhler asociada w é pechada, isto é, dw = 0. Nese caso diremos que (M, g) é unha variedade

pseudo-Kdahler. No caso en que g sexa riemanniana diremos que (M, g) é unha variedade
de Kihler.

Observacion 2.4.4. Deste xeito, as variedades de Kahler son un caso particular de varieda-
des simplécticas, pois a forma de Kéahler é pechada e non dexenerada.

Consideremos en C" as coordenadas globais (2!, ..., 2") e a métrica hermitiana definida
como

n
g= Z dz! @ dz’.
j=1
Entén, a forma de Kéhler vén dada por
n . .
w=—iy dz) NdZ.
j=1
Claramente, w é pechada pois
n n
dw=—iY d(dZ NdZ) = —i>_ d*2 NdZF — d NdPF = 0.
j=1 j=1
Polo tanto, a métrica g define unha métrica de Kéahler. O seguinte teorema amosa que

nunha variedade de Kéhler as derivadas da estrutura complexa J e da forma de Kéahler w
gardan unha estreita relacion. A sua proba pode ser lida en [58, pax. 128]
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Teorema 2.4.5. Sexa M unha variedade case complexa con estrutura case complexa J e
métrica hermitiana g. As sequintes igualdades son equivalentes:

(1) Vw =0.
(1) VJ =0.
(1) Ny =dw = 0.

Polo tanto, (M, J, g), unha variedade case complexa cunha métrica hermitiana, serd de
Kahler en calquera das tres situacions anteriores.

Observacion 2.4.6. Toda variedade complexa cunha métrica hermitiana de dimensién real
2 é de Kéhler, pois toda 2-forma nunha variedade de dimensién 2 é pechada.

2.5. Espazos de curvatura holomorfa constante

Nesta seccién seguiremos as referencias [23] e [58]. E conecido que as variedades de
Riemann completas e simplemente conexas con curvatura seccional constante son os espazos
euclidianos R", as esferas S™ e os espazos hiperbdlicos RH". Cabe preguntarse se existe
unha clasificacion das variedades de Kéhler con curvatura seccional constante. A reposta
a este interrogante estd no seguinte resultado, cuxa proba pode ser atopada en [58, péx.
131].

Teorema 2.5.1. Sexa M unha variedade de Kdihler de dimension real 2n. Se M ten cur-
vatura seccional constante e n > 1, entén M ¢é chd.

Por mor deste teorema tera interese considerar unha ‘nova definicion’ de curvatura
seccional.

Definicién 2.5.2. Sexa M unha variedade de Kihler con estrutura complexa J e tensor
de curvatura R. Diremos que a curvatura seccional holomorfa de M, que denotaremos por
Ky o; € a restriccion da curvatura seccional K 6s 2-planos J-invariantes.

Posto que os espazos J-invariantes venien xerados por pares {v, Jv}, pédese pensar Kyl
como unha funcién que asigna un nimero real K} ,j(v) a cada vector tanxente v € TM

K}o1(v) = K(v, Jv) = R(v, Juv, Ju,v).

Diremos que unha variedade de Kéhler M ten curvatura seccional holomorfa constante se
K}, € constante para todo v unitario tanxente a M. Isto equivale a que exista ¢ € R tal
que Ky (v) = ¢||v||*, para todo v € TM. O seguinte resultado ddnos unha expresién para
o tensor de curvatura R dunha variedade de Kahler con curvatura seccional holomorfa
constante. A stia demostracién pédese atopar en [58, pax. 135].
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Proposicién 2.5.3. Unha variedade de Kihler M é de curvatura seccional holomorfa
constante c se e s6 se

R(X,Y)Z = %(Y, VX — (X, 2)Y + (JY, Z)JX — (JX, Z)JY — 2(JX,Y)JZ).

Ademais, nos espazos de curvatura seccional holomorfa constante hai unha clasificacién
andloga & que habia nos espazos de curvatura seccional constante. A demostracion deste
resultado pédese atopar en [58, pax. 144].

Teorema 2.5.4. Sexa M unha variedade de Kdihler completa e simplemente conera de
curvatura seccional holomorfa constante. Enton, M € isométrica a un dos sequintes espazos:

» C"sec=0.
= CP™, o espazo prozectivo complexo, se ¢ > 0.
= CH", o espazo hiperbdlico complexo, se ¢ < 0.

Ademais, toda variedade con curvatura seccional holomorfa constante é localmente isomé-
trica a un destes espazos.

Por outra banda, é facil comprobar que unha variedade de Kéhler de curvatura seccional
holomorfa constante é localmente simétrica. De feito, veremos en que CP" e CH"
son espazos simétricos.

Denotaremos por CP™(¢) o espazo proxectivo complexo de curvatura seccional holomor-
fa ¢ > 0 e por CH"(c) o espazo hiperbélico complexo con ¢ < 0. Denotaremos por M (c)

0 unico espazo forma complexo de curvatura seccional holomorfa c. E dicir, referirémonos
aC"sec=0,CP"(c)sec>0eCH"(c)sec<D0.

2.5.1. O espazo proxectivo complexo

Consideremos S*"*1(r) C C""! unha esfera de dimensién impar de radio r > 0. A
continuacién imos describir a métrica e a conexién que induce a métrica habitual de C"*!
en S?"t1(r). Dotemos primeiro da métrica de Riemann usual a C™!

n
(z,w) := Re Y _ 2y, onde z,w € C".
k=0
Entén S*"*(r) = {z € C""! : (z,2) = r?}. Identifiquemos C"™! con R***? do xeito
habitual. Deste xeito, poderemos considerar u,v € R?"*2 tales que

2 = U + Ugkt1 € Wy = Vg, + 1Vhy1-

E dicir, denotaremos por (ug, . . ., Us,;1) as coordenadas cartesianas de R*"*2. Deste xeito,

é doado comprobar que (z,w) = (u,v) = St upvy. Denotaremos por J a estrutura
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complexa de C"*! isto ¢, a aplicaciéon C-linear que consiste en multiplicar cada compoiiente
por i. Para cada z € S*"*1(r) o espazo tanxente & esfera é

T.S*" 1 (r) = {w € C""' : (z,w) = 0}.

Consideraremos sobre S?"™!(r) a métrica de Riemann inducida pola restriccién de (-, -), e
o campo normal unitario dado por £, = %z.

Denotemos por D a conexién de Levi-Civita de R?"*2. Se S é o operador forma respecto
de £ e X un vector tanxente a S*"*1(r) entén

1 2n+1 a 1 2n+1 a
SX=-Dx(=—-D i— | = —— X(u;)—
x¢ r X(;) u@ui> r ; <u)8ul
[ 2ntl2ndl 9. 5 124l 9 X
B
(e Ou,; Ou; o= Oy r

Agora pola férmula de Gauss temos que a conexién de Levi-Civita V de S2**!(r) vén dada
por

- XY
ViV = Dyy 4 0 Y)

3 (2.1)

para X,Y campos tanxentes a S?"(r). )
Mediante a ecuacién de Gauss, obtense o tensor de curvatura R de S?"(r)

RX,Y)Z = :2(@/, DX — (X, Z)Y).

Como variedade diferenciable, o espazo proxectivo complexo de dimension n definese
como o espazo das rectas complexas que pasan pola orixe en C**! e denétase por CP™.
Consideremos en C"™! \ {0} a relacién de equivalencia dada por z ~ 2’ se z = A2/, onde
2,72 € C" e )\ € Cou equivalentemente z ~ 2’ se z = A2/, con 2,2’ € S?"TL(r)e X € SL.
Denotaremos por 7 a proxeccién canénica de S?**! sobre o espazo proxectivo complexo,
que ¢é o conxunto cociente por dita relacién,

I e —— g S

A anterior aplicaciéon recibe o nome de aplicacion de Hopf e é mais ou menos doado
comprobar que é unha submersion sobrexectiva.

2.5.2. O espazo hiperbdlico complexo

A construcién do espazo hiperbélico complexo é andloga & de CP™, ainda que con
diferenzas significativas. Nesta ocasién dotaremos a C"*! dunha métrica semi-riemanniana
de signatura (2,2n) definida do seguinte xeito

(z,w) = Re(—zowy + Z 2 Wy ).
k=1
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Denotaremos a C**! con esta métrica mediante C7™!. Usando a mesma identificacién ca

antes temos que
2n+1

(z,w) = (u,v) = —ugvg — wv1 + Y UV
k=2

Consideremos agora o espazo de anti De Sitter de radio » en C"*!, que se define como
H (r) ={z€ C" : (2,2) = —r}.

O espazo tanxente a H;" ™ (r) en z vén dado por
T.H" P (r) = {w € C"" : (2,w) = 0}.

Se agora restrinximos (-,-) a H{""'(r), obtemos unha métrica de Lorentz cuxa conexién
de Levi-Civita V vén dada por

. XY
VxY =DxY — X, >§
A xustificacion disto é idéntica 6 caso proxectivo coa unica diferenza de que neste caso
(€,€) = —1. Coa ecuacién de Gauss podemos obter o tensor de curvatura R de Hy"
- 1
R(X,Y)Z = —ﬁ(<Y, HX —(X,2)Y).

Definimos a variedade diferenciable CH™ como a imaxe de H?"*! mediante a proxeccion

canénica 7: C*"*1\ {0} — CP" do espazo proxectivo complexo. Equivalentemente, CH™
¢ 0 espazo das rectas complexas negativas de C"™!| respecto da métrica (-, -) de signatura
(2,2n). O hiperplano complexo de C"*! definido por 2y = 0 non corta a H;y"*!(r). Polo
tanto, o hiperplano proxectivo complexo de CP™ de ecuacién zy = 0 non corta a CH", co
cal CH™ esta contido na carta zy # 0 de CP". Por tanto,

CH" ={m(1,21,-. ., 20) : =1+ |z[* + ... 4 ]2a]? < 0}.

Noutras palabras CH™ = 7({1} x B(0, 1)). Por ser = unha submersién é aberta, polo tanto
CH™ ¢é unha subvariedade aberta de CP". Enton, CH™ ¢é unha variedade complexa de
dimension complexa n. Non obstante, non dotaremos a CH™ da métrica inducida por CP"
senén doutra distinta.

2.5.3. As estrutura kahlerianas de CP" e CH"

Nesta secciéon probaremos que tanto CP"™ como CH™ son variedades de Kahler e des-
cribiremos os elementos que caracterizan a stia xeometria de Riemann. Explotaremos as
semellanzas de CP" e CH™ traballando simultaneamente coas dias variedades. Asi, intro-
duciremos o simbolo € que valera 1 no caso proxectivo e —1 no caso hiperbodlico. Deste
xeito, o tensor de curvatura vird dado por

RX,Y)Z = T%((Y, 2)X — (X, Z)Y).
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Escribiremos M por CP" ou CH™ e M en vez de S***'(r) ou H?"*'(r). Denotaremos
por 7 a proxeccién m: M — M. E cofiecido que C" e C7*! son pseudo-Kahler; polo
tanto DJ = 0. Sexa V o campo definido como V = J¢. Evidentemente é unitario pois
(V,V) = (&,€&) = e. Ademais ¢ tanxente xa que (V&) = 0. Introducimos a aplicacién

gOt: Cn+1 — Cn+1
2 o p(z) =€z

Observemos en primeiro lugar que ¢; preserva fibras, isto é, 7 o ¢, = w. Evidentemente é
unha isometria linear de C"*! e de C'*'. Ademais, é facil comprobar que got(]\7[ )= M e que
¢ € unha isometria de M. Polo tanto, {¢1}iter € un grupo uniparamétrico de isometrias
de M. Cabe mencionar que ¢z ¢ a estrutura complexa de C"*!. Podemos descompoiier

ortogonalmente o espazo tanxente a M nas chamadas compofientes horizontal e vertical
T.M =RV, ® V>+.

Vexamos que RV, é xusto o nicleo de 7,,. Para isto, tomemos a curva @, (t) = ¢irz. Esta
curva sae de z e ten velocidade inicial ¢,(0) = iZ = JZ = V,. Ademais, como 7(e') = m(z),
todos os puntos de dita curva proxéctanse sobre un tinico punto en M. Noutras palabras,
7 o p, é constante. Polo tanto, derivando con respecto a t, tense que

d

N z) — *z‘/z =0.
dt|t:0(7T090 J=m

Por outro lado, m é unha submersion e argumentando coa dimensién podemos comprobar
que Kerm,., = RV, e que V! é levado isomorficamente en TW(Z)W. Isto ultimo permite,
como vimos en , definir para cada vector X € Ty ;)M o levantamento horizontal X*
de X a z, como o tinico vector en V1 que proxecta a X, isto é, X é tal que m,.XF = X.
Analogamente, podemos definir o levantamento dun campo de vectores. Como ¢; é isome-

tria tense que @ XL € V;(Z), e por preservar fibras tense que

W*Wt(z)(gpt*zXzL) = W*w(z)XZL = X.

Logo ¢y, . XE = Xétw, pola unicidade do levantado.

Neste intre podemos xa definir unha estrutura case complexa .J de M mediante
JX = (JX5).

Esta aplicacion esta ben definida pois non depende do punto da fibra que escollamos para
facer o levantamento, pois

UEHED jXét(z) = 7T*30t(Z)j(Q0t*zXzL) = W*Wt(z)((pt*z szL) = Ty (2) szL7

onde na segunda igualdade temos usado que ¢; ¢ pz conmutan e ¢; preserva fibras. Evi-
dentemente, J é linear e ademais J? = —Id.
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A continuacién dotaremos a M dunha métrica hermitiana. O método que seguiremos
consistira en dotar a M dunha métrica que convirte a m: M — M nunha submersion
semi-riemanniana. Dados X, Y dous vectores en 77 ()M definimos o produto interior de X
e Y como

_ /vL vL
(X,Y) = (X2, V7).

Esta métrica é independente do punto 6 que levantemos o vector, pois

L L\ _ L L\ _ /vl L
<Xz 7}/2 > - <90t*ZXz 7§0t*23/z > - <X<ptzﬂyiptz>'

Polo tanto, xa temos unha métrica semi-riemanniana sobre M, pero ademais esta ¢ hermi-

tiana, pois

(JX,JY) = (m(JX"), m(JYE)) = (JXI, JYE) = (X2 V) = (X.Y).

Agora vexamos como construir a conexién de Levi-Civita en M. As férmulas vistas en
§1.2.2| permitennos obter a conexién de Levi-Civita V de M que vén dada por

VxY =71, (VY1)

A continuacién vexamos que a métrica definida en M é de Kéhler. Consideremos X, Y €
['(T'M). Denotemos por (-)" e (-)* a proxeccién sobre o tanxente a M e o normal a M,
respectivamente. Tense que

(Vx )Y =VxJY — JVxY = 1. (Vxe (JYE)) = J(7,Vx.YE)
= W*(@XLJYL - j(@xLYL)VL)
= 1. ((Dxe JY®) i + (Dxe JY )y — (JDx2YE)y1) =0,

onde se tivo en conta que V- é unha distribucién invariante por J, que Kerm, = RV e
que V.J = 0. Polo tanto, M é unha variedade de Kahler, xa que V.J = 0. A métrica que se
definiu no espazo proxectivo complexo CP"™ denominase métrica de Fubini—Study, mentres
que a definida no espazo hiperbdlico é a métrica de Bergman. Xustifiquemos por tiltimo o
caracter simplemente conexo e completo de CP™ e CH™.

O espazo hiperbélico complexo CH™ ¢é simplemente conexo por ser homeomorfo a unha
béla aberta de C". Para deducir que CP" é simplemente conexo debemos botar man da
sucesion exacta longa de homotopia aplicada 6 fibrado m: S?"*1(r) — CP" con fibra S*.
Entén

o= (SPH(r)) — 7 (CP™) — mo(S) — mo (S (r)).

Como 1 (S?"T1(r)) e mo(S?"T1(r)) son triviais tense que 7 (CP") ~ mo(S?), que é trivial.

A completitude de CP™ dedicese da stia compacidade pois é imaxe dun compacto por
unha aplicacién continua. A completitude de CH™ séguese da completitude do espazo de
anti De Sitter e de ser 7: Hy"*!(r) — CH"™ unha submersién semi-riemanniana. De todos
xeitos, como veremos mais adiante, CP™ e CH" son espazos simétricos, logo son completos.
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Probemos tamén que M ten curvatura seccional holomorfa constante. Para isto, bo-
temos man dun par de ecuaciéns da teoria de submersions semi-riemannianas vistas en

§L.2.2)

VYt = (VxY)E + ;[XL, YRy, (2.2)
K(X,Y) = Rt vhy + 3 0 Y ey X0V o) (2.3)

4 <XL, XL><YL7 YL> - <XL7 YL>27

onde X,Y € (TM),e K e K denotan as curvaturas seccionais de M e M respectivamente.
Enton

(XE YL V) =2V YE = (VxY)E V) =2V YE V) = 2(DyYE)T, JE)
= —2J(Dx YT, &) = —2(DxrJYE &) = 2(JY" Dx1€)

. 2 . 2
= 2(JYF SX1) = ;(JYL,XL) = ;(JY,X>,

onde temos aplicado a ecuacién (2.2), o cardcter hermitiano da métrica, que VJ = 0, a
compatibilidade da conexiéon de Levi-Civita coa métrica e a ecuaciéon de Weingarten. Polo
tanto, a curvatura seccional de M asociada & distribucién xerada polo sistema ortonormal

(X, JX} 6

K(X,JX) = 7% + X)X = S(1 4 3(X, X)) =

72

Asi pois, concluimos que M é un espazo de curvatura seccional holomorfa constante ¢ = %.

2.5.4. CP" e CH" como espazos simétricos

CP™ e CH™ son unha clase especial de espazos simétricos: son espazos simétricos her-
mitianos. Un espazo simétrico M dise hermitiano se M é unha variedade hermitiana e a
reflexién global en p é unha aplicacién holomorfa para cada p € M. Ademais, pédese ver
en [29, pax. 372] que os espazos simétricos hermitianos son variedades Kéahler. Nesta sec-
cién presentaremos a estrutura de CP™ e CH™ como espazos simétricos e posteriormente
centrarémonos na de CH™, pois serd de vital importancia para describir o exemplo que
aparece no Teorema Principal. Nesta parte seguiremos a notacién presentada en §I.1.3

O grupo de matrices U(n + 1) preserva o produto escalar de C**! definido como

n
(z,w) :=Re Y 20y, onde z,w € crr,
k=0
Ademais, este grupo preserva as rectas complexas que pasan pola orixe e acttia transi-
tivamente nelas. Polo tanto, U(n + 1) actia transitivamente sobre CP™ mediante a accién
isométrica de U(n + 1) dada por

Un+1)xCP* — CP"
(A, p) —  Alp) = n(Az),
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onde 7(z) = p, para certo z € C""!. Porén, as matrices do tipo A\l,,;1, con A € S' C C,
actuan trivialmente sobre CP". Deste xeito, podemos restrinxir a accién anterior 6 sub-
grupo SU(n+1) que segue actuando transitivamente, pero esta vez as matrices que actian
trivialmente son as do tipo Al,,1, con A € C tal que \»™ = 1. O grupo de Lie que actta
transitiva e efectivamente por isometrias sobre CP™ é PSU(n+1) que consiste en cocientar
SU(n+1) por todas aquelas matrices do tipo Al,;1, con A € C tal que |A| = 1. Polo tanto,
CP™ é un espazo homoxéneo.

No estudo dos espazos simétricos ¢ habitual considerar como grupo que actta transiti-
vamente a un subgrupo do grupo de isometrias, que pese a non actuar efectivamente, ten
tan s6 un nimero finito de elementos que acttan trivialmente. Deste xeito, serd suficiente
traballar con SU(n + 1).

Calculemos o subgrupo de isotropia nun punto. Sexa p € CP™, tal que 7(z) = p, para
certo 2 € C"*1. As matrices A € SU(n + 1) tales que A(p) = p son as que verifican que
Az = Az, para certo A € S*. Polo tanto, o subgrupo de isotropia de p é

SUMU(n)),

onde S(U(1)U(n)) denota as matrices de U(1) x U(n) con determinante 1. Polo tanto, CP"
ten a seguinte descricién como espazo homoxéneo:

CP" = SU(n + 1)/S(U1)U(n)).

Para cada p € CP", sexa z € C"™! tal que 7(z) = p. Entén, podemos considerar a
reflexién o: C**' — C™*! tal que oy, = Id e 67,1 = —1Id, onde L ¢ a recta complexa que
pasa pola orixe con vector director z € C"*!. Polo tanto, o induce unha isometria ¢, de
CP" tal que (p,, = —Id: T,CP" — T,CP".

Por ultimo, CP™ = SU(n + 1)/S(U(1)U(n)) é un espazo simétrico hermitiano. En
efecto, para cada ¢ € SU(n + 1) tense que

jogo*:gp*oj.

Pero entén pola Proposicion [2.3.4] ¢ é holomorfa. Polo tanto, CP™ é un espazo simétrico
hermitiano.

O caso hiperbdlico é andlogo. Sexa U(1,n) :={A € GL(n,C): A, ,A* = I, ,,}, onde

—-1]0
)

O grupo U(1,n) preserva o produto escalar

(z,w) = Re(—20Wo + »_ W) , onde z,w € C*.
k=1

Ademais, podemos definir unha accién isométrica e transitiva sobre CH™ do mesmo xeito
que no caso proxectivo.



2.5.4 CP™ e CH™ como espazos simétricos 53

De novo restrinxiremos a accién de U(1l,n) a SU(1,n), o subgrupo das matrices de
U(1,n) con determinante un, pois os elementos que actiian trivialmente sobre CH™ son
un numero finito. Polo tanto, CH™ é un espazo homoxéneo. O subgrupo de isotropia de
p € CH™ é S(U(1)U(n)), polo que de CH™ admite a seguinte descricién como espazo
homoxéneo

CH" = SU(1,n)/S(UMU(n)).

De xeito analogo que no caso de CP™ podemos ver que CH™ ¢é un espazo simétrico
hermitiano.

Concluimos que CP" =
de tipo compacto sendo (SU(n
lado, CH™ = SU(1,n)/S(U(1)U
(SU(n+1),S(U(1)U(n))) un pa

SU(n + 1)/S(U(1)U(n)) é un espazo simétrico hermitiano
+1),S(U(1)U(n)) un par simétrico de CP™. Por outro
(n)) é un espazo simétrico de tipo non compacto, sendo
r simétrico.

A Alxebra de Lie su(1,n)

Nesta parte imos profundizar no estudo de CH™ como espazo simétrico hermitiano. Para
iso analizaremos a alxebra de Lie de SU(1,n), é dicir, su(1,n). Consideremos (G, K) un
par simétrico de CH" con G = SU(1,n) e K = S(U(1)U(n)). No que segue estableceremos

a seguinte notacion
A | v
I—/\vvaX—l T (T‘T) )

onde A € R, v € C" e X € gl(n,C). A continuacién imos analizar as alxebras de Lie que
intervenien na descricién de CH™ como espazo simétrico. A élxebra de Lie de U(n) é a das
matrices anti-hermitianas.

u(n) ={X € gl(n,C) : X + X* =0}.
En particular, u(1) = iR. Deste xeito, a alxebra de Lie de K é
t=su(l)dun) ={[N0,X]: AeR, X €u(n),ir+tr X =0}.
Por outra banda, a dlxebra de Lie de G é
g=su(l,n)={Y eglin+1,C): YL, +I1,Y" =0,trY = 0}.

Sexan \,u € R, v,w € C" e X,Y € u(n). Entén, temos que

o Xl - (g )

v + Xw ‘ vw* + XY
Polo tanto, o corchete de su(1,n) é

([0, X, [pw, Y]] = [2Im o w, i(pv — Aw) + Xw — Y, [X, Y] + vw™ —wo™].
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A continuacién calculemos a forma de Killing de su(1,n). E cofiecido que a forma de
Killing de gl(n + 1,C) vén dada por B(M,N) =2(n+ 1)tr MN — 2tr M tr N. Posto que
a alxebra de Lie das matrices de traza cero sl(n + 1,C) forma un ideal de gl(n + 1,C),
a forma de Killing de sl(n + 1,C) é B(M,N) = 2(n + 1)tr MN. Pero sl(n + 1,C) é a
complexificacién de su(1,n). Polo tanto, a forma de Killing B de su(1,n) vén dada por

B(M,N)=2(n+1)tr MN,

para cada M, N € su(1,n). Consideremos agora o homomorfismo de dlxebras de Lie dado
por
6: su(l,n) — su(l,n)
(Ao, X — [\ —v, X*].

E claro que 62 = Id. Ademais, pode ser comprobado que a forma bilinear By, tal que
Bo(X,Y) = —B(X,0Y) é definida positiva. Polo tanto, By é un produto escalar definido
positivo en su(1,n), e # é unha involucién de Cartan para a alxebra semisimple su(1,n).
Podemos considerar a descomposicién de Cartan de su(1,n) asociada a 6 dada por

su(l,n) =t@p,
onde

t={[\v,X]: A€R X €u(n),i\+tr X =0},
p={[0,0,0]:veC"} ~C".

A descomposicién de su(l,n) en espazos de raices

Consideremos o subespazo abeliano de p:
a=RJ[0,e;,0] = {[0,ze1,0] : x € R},

onde e; é o primeiro vector da base canénica de C". E ficil ver que todos os subespazos
abelianos non triviais de p tefien dimension un. Polo tanto, a é maximal e CH™ é un espazo
simétrico de rango un. Denotemos o espazo dual de a mediante a*. Definamos o € a* tal
que «([0,zeq,0]) = x, para cada z € R. Sexa H, € a tal que By(H, H,) = a(H), para
cada H € a. Neste caso,

1

Ho=10 vy

€1, O—I .
Deste xeito, para cada A € a*, temos os espazos de raices

gy ={X €su(l,n):ad(H)X = \N(H)X para todo H € a}.
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Neste caso temos:

o = (10.00.0) (L5 10 e e,

0 = {10.0.-0), (g )1 v e e,

g2 = { [ (in, 0), (%)1 € R},

o= (T (.00 (44 )1 e )

g0 = {1, zen, (Z('I; 3)] € RYY eu(n —1)2ip+ trY = 0}.

En particular,
Gor -0 = C"7H,
92a; 8—2a = R.

Polo tanto, a descomposicion de g = su(1,n) en espazos de raices é
g=0-20Dg-aDgoDga D g2a-

A descomposicion de Iwasawa de su(1,n) e SU(1,n)

Comecemos coa descomposicion de Iwasawa de su(1,n). Escollamos unha orde en 3 tal
que « e 2« son raices positivas e definamos

. —ip | v* .
n= 8,0 80 = (), (2P )] n e R e o)

que ¢ unha subélxebra nilpotente, pois [gg, §a] C ga+ps Para cada par de raices a, 3.

A subélxebra a é abeliana e a @& n é unha subdlxebra de Lie de g resoluble. Ademais,
[a®n, a®n] =n. Deste xeito, a descomposicién de Iwasawa da dlxebra de Lie g = su(1,n)
vén dada por su(l,n) =€ ® a @ n, onde

t={[\v,X]: AeR, X €u(n),ir+tr X =0},
a={[0,ze1,0] : z € R},

—ip | v*

= {0, (225 )1 n e R ),

A descomposicion anterior é unha descomposiciéon en suma directa de subespazos vec-
toriais. Non é ortogonal, pois £ / n, nin é suma semidirecta de alxebras de Lie pois
[tadn Zadn.
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Consideremos agora A e N, os subgrupos conexos de G = SU(1,n) con alxebras de
Lie a e n, respectivamente. Entén, é doado ver que AN = {an € G : a € A,n € N}
é un subgrupo de G. O subgrupo AN é un subgrupo conexo de (. Ademais, podemos
comprobar que a alxebra de Lie de AN é a @ n. Polo tanto, o Teorema [I.1.2] indicanos que

KxAxN — G
(k,a,n) +— kan

¢ un difeomorfismo e que A e N son nilpotentes e simplemente conexos. Ademais, por
[35, Teorema 1.127] como A e N son nilpotentes e simplemente conexos as aplicaciéns
exponenciais Exp,: a — A e Expj,: n — N son difeomorfismos. Pero por [50, Teorema
6.4] a aplicacién exponencial do subgrupo AN, EXpjgen: a®n — AN, é un difeomorfismo.

Por outra banda, sexa h € AN e h(o) = o, onde 0 € CH™ é un punto con grupo de
isotropia K. Entén, h € K, polo que é o neutro xa que estd en K N AN. Polo tanto, AN
actua de xeito simple e transitivo sobre CH". Definamos

6. G — CH"
h — ¢(h) = h(o).

A restriccion de ¢ a AN é un difeomorfismo entre AN e CH". O pullback da métrica de
Bergmann en CH™ a través de ¢ resulta ser unha métrica invariante pola esquerda en AN
que convirte a AN nunha variedade de Riemann isométrica a CH™.



Capitulo 3

Xeometria de hipersuperficies

Unha hipersuperficie é unha subvariedade M de codimensién un en certa variedade
ambiente M. Dada unha variedade de Riemann (M, g), a restriccion da métrica de M a M é
unha métrica de Riemann para M. Neste caso diremos que M estd inmersa isométricamente
en M. Fundamentalmente hai tres criterios xeométricos que capturan a boa simetria dunha
hipersuperficie nunha variedade de Riemann: ser isoparamétrica, ter curvaturas principais
constantes e ser homoxénea. Neste capitulo introduciremos algunhas propiedades destes
tipos de hipersuperficies asi como a relacién que existe entre elas.

3.1. Algtns criterios xeométricos

Sexa M unha variedade de Riemann e M unha hipersuperficie de M. Neste traballo
falaremos de espazos forma reais para referirnos a variedades de Riemann simplemente
conexas, completas e con curvatura seccional constante. Polo Teorema [I.2.1], os tnicos
espazos forma reais salvo isometrias son: R, S™(r) e RH™(r), parar > 0 e n € N. Por outra
banda, diremos que os espazos forma complexos son as variedades de Kéhler simplemente
conexas, completas e con curvatura seccional holomorfa constante. Polo Teorema [2.5.4] os
tnicos espazos forma complexos salvo isometrias son: C*, CP"(¢) e CH"(c), para c € R e
n € N.

3.1.1. Hipersuperficies isoparamétricas

Comezaremos esta secciéon coa nocién de aplicacién isoparamétrica que foi probable-
mente introducida por Levi-Civita no ano 1937 en [41].

Definicién 3.1.1. Unha funcién diferenciable real f: M — R nunha variedade rieman-
niana M é unha aplicacion isoparamétrica se existen funciéns reais dunha variable real
® € C*(R) e ¥ continua tales que

IVf|?=®0f e Af=Wof

o7
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onde Vf é o gradiente de f e Af é o laplaciano de f. Ademais, diremos que unha familia
isoparamétrica de hipersuperficies é a coleccion {f~!(c) : ¢ € R} de conxuntos de nivel

de f.

Noutras palabras, tanto a norma do gradiente como o laplaciano de f son funcién de f.

Consideremos unha hipersuperficie inmersa M en M e p € M. Entén, hai unha veci-
nanza U de p en M tal que U é unha hipersuperficie mergullada cun campo de vectores
normal unitario £ e para r > 0 suficientemente pequeno as hipersuperficies equidistantes
U" = {exp,(r&) : ¢ € U} estan mergulladas en M.

Definicién 3.1.2. Unha hipersuperficie M inmersa nunha variedade de Riemann M dise
isoparameétrica se para cada p € M hai unha vecinanza aberta U de p € M tal que U e as
hipersuperficies equidistantes préoximas a U tefien curvatura media constante.

A hessiana de f: M — R en M vén dada pola expresién
Hessp(X,Y) = X(Yf) = (VxY)(f) = (VxV/},Y),

onde X,Y € ['(T'M).
O seguinte teorema establece a relacion existente entre as hipersuperficies isoparamé-
tricas e as aplicacions isoparamétricas.

Teorema 3.1.3. Sexza M unha variedade de Riemann. Tense que:

(1) Se f: M — R ¢ unha aplicacién isoparamétrica e ¢ € R é un valor regular de f,
entén M = f~1(c) é unha hipersuperficie isoparamétrica.

(11) Reciprocamente, se M é unha hipersuperficie isoparamétrica de M, entén para cada
p € M hai unha vecinanza aberta U de p en M tal que localmente € o conzunto de
niwvel de certa aplicacion isoparamétrica f: V — R de certo aberto V de M.

Demostracion. Sexa c un valor regular de f arbitrariamente escollido. Entén, o conxunto
M = f~!(c) é unha hipersuperficie mergullada pechada e £ = ”V% é un campo de vectores
unitario normal a M. O operador forma S de M con respecto a £ vén dado por
- (VxVfY) Hess¢(X,Y)
(SX,)Y) = —(Vx{Y)=— = — , (3.1)
IVf]] IVf]]
onde X, Y € T'(TM). A continuacién, probemos que para cada p € M existe unha vecinan-

za U que ten curvatura media constante. Sexa {Ej, ..., E,_1} unha referencia ortonormal
de certa vecinanza U de p en M. Entén, a curvatura media de U vén dada por

n—1 n—1

H=trS = Z (SE;, E;) = vaH ZHGSSf E;, E;) = <Af Hess¢(&, 5))

HVfH

HVfH( U T E > ||Vf||( f =g VUV >)- (3.2)
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Por ser f isoparamétrica tense que ||V f|| e Af son constantes 6 longo dos conxuntos de
nivel de f, polo que H é constante 6 longo de M = f~(c). Entén, os conxuntos de nivel
regulares de f tefien curvatura media constante. Se conseguimos ver que os conxuntos de
nivel asociados a valores regulares proximos a ¢ son hipersuperficies equidistantes, teremos
probada a primeira parte. Para probar isto abonda con ver que as curvas integrais ¢ longo
do vector unitario ¢ definido sobre os puntos regulares de f son xeodésicas en M. Sexa
a: (—e,e) C R — M a curva integral de { comezando en p. Polo tanto &(t) = &a).
Vexamos que D;é(t) = 0. Primeiro, como & é unitario, temos que (V¢€,£) = 0. Sexa X un
campo de vectores nun aberto de M tanxente 6s conxuntos de nivel regulares de f. Sabemos
que £(f) é constante 6 longo dos conxuntos regulares de nivel de f, pois se ¢ € f71(c) e
q € f71(c), temos que

§NQ) = dfg(&) = (Vf(0), &) = (VI(d), &) = dfy (&) = £(F) ().

Polo tanto, X (£(f)) = 0. Ademais, por ser X tanxente ¢s conxuntos de nivel regulares de
f, temos que X (f) =0 e polo tanto £(X(f)) = 0. Enton,

!
IVl

Concliese que o é unha xeodésica e asi temos probado ([).

Reciprocamente, sexa M unha hipersuperficie isoparamétrica en M. Consideremos
p € M e U unha vecifianza de p en M tal que U esta mergullada con campo de vectores
normal . Entén, hai un ¢ > 0 e r € (—¢,¢) de xeito que as hipersuperficies equidistantes
Ur = {exp,(r§,) : ¢ € U} estan mergulladas e tefien curvatura media constante. Con-

0 [Xvé](f) = <§> [X7§]> = <vX§7£> - <v€Xa£> = _<v€Xa§> = <v§£7X>

sideremos o conxunto aberto V' = U,¢_.)U" de M. Obviamente, os conxuntos U” son
disxuntos. Polo tanto, podemos definir unha aplicaciéon f: V — (—¢,¢) que envia ¢ € U"
ar € R. Vexamos que f é isoparamétrica. Por unha banda, para cada ¢ € V', ||V f||(¢) = 1.
Por outro lado, como U” = f~!(r) ten curvatura constante media, pola ecuacién (3.2)), te-
mos que Af é constante 6 longo de cada conxunto de nivel f~1(r). Isto proba que f é unha
aplicacion isoparamétrica e conclie a proba. O

3.1.2. Hipersuperficies con curvaturas principais constantes

Sexa & un campo de vectores normal unitario definido nun aberto U da hipersuperficie
M. Diremos que A\: U C M — R é unha curvatura principal de M asociada a & se hai
un campo de vectores X € I'(TU) tal que SX = AX. Se A é unha curvatura principal,
denotamos por Ty(p) o autoespazo de A(p) e chamamoslle espazo de curvatura principal
asociado a \(p). Se X € Ty(p),X # 0, diremos que X é unha direccion principal de A
en p € M. Definimos a multiplicidade de A en p como dim Ker(S, — A(p) Id). En xeral, a
dimensién dos espazos de curvatura principais asociados cunha curvatura principal A non
coinciden en puntos distintos.

Definicién 3.1.4. Unha hipersuperficie M ten curvaturas principais constantes se para
cada aberto U de M con campo de vectores normal unitario ¢ en U os autovalores do
operador forma de U con respecto a £ son constantes en U.
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Ezemplo 3.1.5 (Horoesferas). Consideremos o modelo da béla aberta de Poincaré de RH™.
Neste modelo as xeodésicas son os circulos que intersecan JRH" ortogonalmente ou os
segmentos que pasan a través da orixe.

Sexa 0 € ORH", entén definimos a funcion de Busemann respecto de o mediante

bo(p) = lim d(p, (1)) ¢,

onde d denota a distancia inducida pola métrica de RH™ e v é unha xeodésica tal que
limy 00 ¥(t) = 0 € ORH™. Entén, definimos H,,, a horoesfera que pasa por p centrada en
0, como o conxunto de nivel da funcién b,, é dicir,

HP,O = {q € RH": bo(Q) = bo(p)}

No modelo da bdla de Poincaré as horoesferas en RH"™ centradas en o son as esferas
tanxentes a o € JRH". Mais as esferas na boéla equipada coa métrica euclidiana son
totalmente umbilicas e non totalmente xeodésicas. Como a béla equipada coa métrica
euclidiana é conforme & bédla equipada coa métrica de Poincaré, as horoesferas de RH"
tamén son umbilicas e non totalmente xeodésicas. Entén, polo Teorema [3.2.7] tense que as
horoesferas en RH" tefien curvaturas principais constantes.

(O

Figura 3.1: Na esquerda estan representadas algunhas xeodésicas en RH? e na dereita estan
representadas algunhas horoesferas centradas en o € ORH?.

Observacion 3.1.6. A construcién das horoesferas en CH™ é analoga 4 do Exemplo [3.1.5]

3.1.3. Hipersuperficies homoxéneas

Definicién 3.1.7. Unha hipersuperficie extrinsecamente homoxénea dunha variedade de
Riemann M ¢é unha érbita de codimensién un da accién dun subgrupo pechado de Lie H

do grupo Iso(M).
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De aqui en diante diremos simplemente hipersuperficie homozéna en vez de hipersuper-
ficie extrinsecamente homoxénea. As acciéns isométricas H x M — M que admiten unha
hipersuperficie como érbita son chamadas accions de cohomoxeneidade un. Polo tanto, as
hipersuperficies homoxéneas son precisamente as érbitas de dimensiéon méaxima das acciéns
de cohomoxeneidade un.

Exemplo 3.1.8. Consideremos a accién natural do grupo SO(n) sobre a esfera unitaria S™.
Existen dous tipos de 6rbitas para esta accion: as orbitas singulares, que son os polos norte e
sur e as Orbitas principais que son os paralelos. Deste xeito, os paralelos son hipersuperficies
homoxéneas na esfera S™.

=, e (e}

Figura 3.2: As érbitas e os grupos de isotropia da accién de SO(2) sobre S2.

Teorema 3.1.9. Unha hipersuperficie homoxénea ten curvaturas principais constantes.

Demostracion. Sexa M unha hipersuperficie homoxénea e U un aberto de M onde es-
ta definido un campo normal unitario . Sexan p,q € U. Por ser M homoxénea existe

p € Iso(M), tal que p(p) = q e p(M) = M. Entén, para cada X, € T,M, tense que

Pup(SpXp) = _W*p(vngp) = _vw*po@O*po = SqpupXp-
Polo tanto,
Sy = (@*p)_l 0 Sy O Pup.

Deste xeito S, e §, tefien os mesmos autovalores e consecuentemente A é unha hipersu-
perficie con curvaturas principais constantes. O]
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Teorema 3.1.10. Unha hipersuperficie homozénea € isoparamétrica.

Demostracion. Sexa M unha hipersuperficie homoxénea. Polo teorema anterior, tense que
M ten curvaturas principais constantes e entén ten curvatura media constante. Se agora
probamos que as Orbitas proximas a M son equidistantes teremos que polo Teorema [3.1.9
tefien curvatura media constante e polo tanto M é isoparamétrica.

Sexa ~ a xeodésica que sae dun punto p € M en direcciéon normal a M. Consideremos
H < Iso(M) un subgrupo pechado e un campo de Killing X xerado pola accién de H en
M. Polo tanto, VX é antisimétrico e entén (Vs X,5) = 0, polo que (X,¥) é constante 6
longo de 4. Como (X, %) se anula en p € M e X arbitrario, temos que v é perpendicular
as oOrbitas que interseca. Polo tanto, as orbitas proximas a M son equidistantes. O]

Deste xeito, cabe preguntarse se se ten o reciproco. E dicir, serd toda hipersuperficie
isoparamétrica ou con curvaturas principais constantes unha hipersuperficie homoxénea?
No resto deste capitulo trataremos de respostar a anterior pregunta e de explicar as rela-
cions que existen entre estes tres conceptos en dous tipos distintos de variedades ambiente:
os espazos forma reais e os espazos forma complexos.

3.2. Hipersuperficies en espazos forma reais

Sexa M () un espazo forma real de curvatura constante £ € R. Comecemos calculando
a xeometria extrinseca da hipersuperficie equidistante a unha dada en M (k). Nesta parte
¢ importante ter presente o exposto en §A.2] Sexa M unha hipersuperficie mergullada
en M(r). Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, tense que M’ := {exp,r&, : p € M}
define localmente unha hipersuperficie para r € (—e¢,¢). Denotemos por S o operador
forma de M con respecto a £ e por 8" o operador forma de M" con respecto a ", onde
Texp, (rey) = (expy,)sre, (7€), con p € M. Lembremos que podemos calcular o endomorfismo

D € End(y1) tal que 8" = —D'(r)D(r)~1, resolvendo a ecuacién diferencial
D" +R; oD =0, D(0)=1dgu, D'(0)= -8,
Por ser M (k) un espazo forma real o endomorfismo de curvatura vird dado por
R(X,Y)Z = k({Y, 2)X — (X, Z)Y).

Polo tanto, calculemos Ei = R(-,%)%*. Dado un campo de vectores en M

Ry (X) = ROXCAT" = k(34X = (X A7) = kX

E dicir, Rf/ = k. Entén a ecuacién anterior redicese a D” + kD = 0. Observemos que
D"(0) = —xD(0) = —&I, onde I denota a matriz identidade, e D" (0) = —xD'(0) = kS, .
Recursivamente temos que

)
©
S

~~
=)
~—

I

(—1)"k"1,
(—1)n+1/in55p .

©
3
+
=
—~
(e
=
I
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Polo tanto, desenvolvendo en series de potencias nunha vecifianza de 0 suficientemente
pequena temos que

© DM & DEM)r & DR ()2t
D=3 F P = (272)? ty (2n—<i—)1)!

nO n=0 n=0

n!
n nth )n-{—l nt2n+1

- Z ) Z (2n+1)! Sep-

Distingamos agora tres casos:

= Se k=0,
[e'¢) (_1>n/€nt2n o0 (_1)n+1ﬁnt2n+1
D(r) = — 7T =1 - )
) =2 gy Tt Ty % 5%,
= Se k>0,
00 n nth 00 )n+1 nt2n+1
Z:: z:% 2n+ 1)! t
[e'e} \/_t) 00 )n+1(\/_t)2n+1
z_: ! Z (2n +1)! S,
Sln(\/_t)
= cos(v/kt)] — ——==8,
(Vi) NS
= Se k <0,

0 _ )n nt2n )n+1 nt2n+1
2_: Z @nrDl
00 \/__/it)2n 1 \/_t)2'n+1
- e s

(2n+1)1 %

= cosh(v/—rt)I — Sth(\/\Z_;_t)Sgp.

Polo tanto, podemos resumir a informacién escribindo D(r) do seguinte xeito:

D(r) = cu(r)] — 5.(1)Ss,,

onde
cu(r) = qcos(ry/k) k>0 sp(r) = % s 0
cosh(ty/k) k<0 % k<0

Sexa A un autovalor de §. Escollendo unha base respecto a cal S, sexa diagonal, deducimos
que os autovalores de 8" son os seguintes
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= Se k=0,
M) =1 - M
= Se k>0,
A(r) = ksin(ry/k) + \/E§08(r\/E)A _ mtan(ry/k) + v/EA
Vicos(ry/r) —sin(ry/m)A VK — tan(ry/m)A
= Se k<0,

A(r) = —ksinh(ry/—k) + v/—r cosh(rv/—k)\ _ —rtanh(ry/—r) + V—=FA
V=rcosh(ry/=r) — sinh(ry/=r)\ V/—# — tanh(rv/—r)A

Polo tanto, se A ¢ unha curvatura principal de M e escribimos tan := 2=, tense que as
K
L , -
curvaturas principais de M" en exp,(r¢,) vefien dadas por

sign(k)k tan,(r) + A
Alr) = 1 — tan,(r)A

O seguinte obxectivo sera probar a seguinte caracterizacién de hipersuperficies isoparamé-
tricas en espazos forma reais.

Teorema 3.2.1. Sexa M (k) un espazo forma real e M unha hipersuperficie mergullada
en M(k). Entén, son equivalentes:

s M € isoparamétrica.
» M ten curvaturas principais constantes.

Demostracion. Suponamos que M ten g curvaturas principais constantes distintas. Enton,
pola discusién anterior as curvaturas principais dunha hipersuperficie equidistante M" a
distancia r de M son

sign(k)k tan, (r) + A;
1 —tan.(r)\;

)\z(r): :17"'797
que son funciéns constantes en M". Polo tanto, para r pequeno, M" ten curvaturas prin-
cipais constantes e polo tanto curvatura media constante. En conclusiéon, M é unha hiper-
superficie isoparamétrica.

Reciprocamente, suponamos que M ¢é unha hipersuperficie isoparamétrica de M e

A, ..., Am_1 son as curvaturas principais de M. Por simplicidade probemos unicamente
o caso en que k = 0. Se k = 0, as curvaturas principais de M" en expp(rfp) con p € M son
\s
() = i(p)

1 —rX(p)’
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onde i =1,...,m — 1. Para un p dado isto define unha funcién

= Nlp)
HO = 2 7=y

que por ser M isoparamétrica non depende de p. Derivando, tense que

m—1

m—1 m
HO0)= > N(p), H'(0) == > A}(p),.... H"2(0) = (-1)™(m —2)! Y_A\""'(p),
=1 =1

i=1

non dependen de p. Pero sabemos que os coeficientes do polinomio caracteristico dunha
matriz estan determinados polas sumas das potencias dos autovalores segundo as féormulas
de Newton. Polo tanto, os autovalores de M, \;(p), non dependen de p € M para cada
1=1,...,m — 1, polo que M ten curvaturas principais constantes. O]

Observacion 3.2.2. En [37], afirmase que o teorema anterior tamén é certo se M é unha
variedade semi-riemanniana de curvatura constante.

A férmula fundamental de Cartan

A continuacién probaremos a férmula fundamental de Cartan, que serd 1util para obter
resultados de clasificacion nos espazos forma reais.

Proposiciéon 3.2.3. Sexa M unha hipersuperficie con curvaturas principais constantes
nun espazo forma real M (k). Se X\ é curvatura principal de M, enton T, a distribucion
correspondente d curvatura principal A\, € autoparalela, é dicir:

VTA T\ CT,.

En particular, cada distribucion asociada a unha curvatura principal é integrable, e cada
folla de tal distribucion € totalmente xeodésica en M.

Demostracion. Sexan j e A dias curvaturas principais distintas de M. Entén, a ecuacion
de Codazzi, xunto co feito de que os campos de vectores propios asociados a curvaturas
principais distintas son ortogonais, implican que se X,Y € I'(T)) e Z € I'(T),)

0

(VxS)Z,Y) — ((Vz8)X,Y)
= (VxSZ,Y) = (VxZ,SY) — (VzSX,Y) + (VzX,SY)
(VX Z,Y) = MVXZ,Y) = MVzX,Y) + MVzX,Y) = (u— \)(VxZ,Y).

Do teorema de Frobenius e a compatibilidade da conexion de Levi—-Civita séguese que T)
é integrable. As follas de T) son totalmente xeodésicas, pois por ser T autoparalela para
cada X,Y € I'(Th), tense que VxY € I'(T)), polo que a segunda forma fundamental de
cada folla é nula pola ecuacion de Gauss. ]
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Teorema 3.2.4 (Férmula de Cartan). Sexa M unha hipersuperficie isoparamétrica nun

espazo forma real M (k). Sexzan i, ..., \, curvaturas principais constantes distintas de M
con multiplicidades mq, ..., mg,. Enton, para cada i € {1,..., g}, temos
zg: K+ N _0
37 .
it M TN
Demostracion. Sexan Ai,...,\,_1 as curvaturas principais de M e consideremos unha

referencia ortonormal local de M, {Ey, ..., E,,_1}, talque SE; = \jE;,coni =1,...,m— 1.
A ecuacién de Gauss aplicada a E; e a F; con A\; # \;, implica o seguinte

R(E;, E;, E;, E;) :F(Ei,Ej,Ej,Ei) — (SE;, Ej)(SE;, Ej)
+ <SE1,E1><SE],E]> =K+ )\1)\]

Por unha banda,

R(X,Y,Y,X) =(VxVyY — VxVyY — Vixy Y, X)
=(VxVyY, X) = (VxVyY, X) = (VixyY, X)
—X(VyY, X) — (VyY, Vi X) — Y(VyY, X)
+(VxY,VyX) — <V[X7y}y, X)
=—Y(X(Y,X) = (Y, Vx X)) +(VxV,VyX) — (Vix Y, X)
—(VxY, VyX) — (Vixy Y, X).

Por outra banda,

<(V[Ei,Ej]S>EjaEi> = <V[Ei,Ej]SEjaEi> - <SV[E1-,EJ-]E]', Ez>
= Ni{(Vig,.g) Ejs Ei) — NilV (g, 5, Ej, Ei)
(A = M) Vie,. B, By i)

Pero empregando a ecuacion de Codazzi tense que

((Vig:,,)9)E;), Ei) = (VE,)S|Ei, Ejl, Ei) = ((VE,S)Es, [E;, Ej])

<( )Equ E; > <(VE’ S)EUVEjEi>

= (Vg SEs - SV, Ei, Vi E;) — (Vi SE; — SV, B, Vi, Er)
Ai(VEEj, Vi Ei) + (SVEE;j, Vi Ei) = (Ai = \)(VE Ej, Vi, Ei).

Por outro lado tense que

(VES)E, Ej)® = (Ve )Ek, 1) = ((VES)E;, By)?

(VES)E), Ex)(VE;S)Ei, E)

<(VE SE; — SVE Ej, Ex)(V i, SE; — SV, Ei, Ey)
= (A

i = M) (N — M) (Ve Ej, Ex)(VE B, Ey).
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Baixo estas consideraciéons e tendo en conta que 7}, é unha distribuciéon autoparalela para
cada \; concluimos que

m—1
/€+/\i/\j =2<VE7E],VEJEI> =2 Z <inEj,Ek><Ek,ijEi>
k=
Ek€F(T/\i1€aT>\j)
mf (Ve S)Ei, E;)?

(A= M) (N = Ag)
@ij)

=2

k=1
E gl (Ty,

i

Se agora dividimos por A; — A; e sumamos en j # ¢, obtemos que:

m—1 BW m—1 m—1 E. E. 2

Z H‘i‘)\z)\] :2 Z Z <(VEKS) 73 ]> :O’

i )‘i - )‘j j#i k=1 (>‘j - )‘k’)()‘i - )\k)
Epgl(Tx; &T,)

onde a ltima igualdade é certa por ser o sumando (k, j)-ésimo igual 6 oposto do sumando
(4, k)-ésimo. O

Hipersuperficies en espazos forma reais de curvatura non positiva

Nos espazos de curvatura constante non positiva, acadouse a clasificacién completa das
hipersuperficies con curvaturas principais constantes. En 1937, T. Levi-Civita clasificou as
superficies con curvaturas principais constantes en R3 en [41]. Posteriormente, no ano 1938,
B. Segre xeneralizou a anterior clasificacién a R” en [51], e nese mesmo ano, E. Cartan lo-
grou a clasificacién no caso hiperbélico en [I5]. Comezaremos exponendo alguns resultados
de clasificacién de subvariedades totalmente xeodésicas e totalmente umbilicas en espazos
forma reais que seran tutiles para caracterizar os nosos exemplos.

Lema 3.2.5. Unha subvariedade completa, conexa e totalmente xeodésica M dunha varie-
dade de Riemann M estd completamente determinada por T,M para cada p € M.

Demostracion. Polo teorema de Hopf-Rinow, M é xeodesicamente completa. Por ser M
totalmente xeodésica, toda xeodésica de M é xeodésica de M. Polo tanto, para cada p € M

ﬁp(TpM) = M7
onde exp,, denota a aplicacion exponencial de M en p. O
Como consecuencia, temos o seguinte resultado de clasificacion.

Teorema 3.2.6 (Clasificacion das subvariedades totalmente xeodésicas en espazos forma
reais). Sexa M (k) un espazo forma real de curvatura constante k € R. As subvariedades
conezxas, completas e totalmente reodésicas de M (k) son:

s Se k =0, os subespazos afins de R™.
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s Se k>0, as interseccions de S™ con subespazos lineais de R™1.
» Se k <0, as interseccion de RH™ con subespazos lineais de R7™.

Por outra banda, as subvariedades umbilicas que non son totalmente xeodésicas nos
espazos forma reais estan clasificadas no seguinte teorema cuxa proba pode ser atopada en
[28, pax. 144].

Teorema 3.2.7 (Clasificacion das subvariedades totalmente umbilicas en espazos forma
reais). Sexa M (k) un espazo forma real de curvatura constante k € R. As subvariedades
conexas, completas, non totalmente xeodésicas e totalmente umbilicas de M (k) son

s Se k=0, as esferas de R™.

» Se k > 0, as interseccions de S™ con subespazos afins de R"™1 que non pasan pola
orize.

n Se k <0, as interseccion de RH™ con subespazos afins de R} ! ue non pasan pola
’ 1
orixe.

Teorema 3.2.8 (Clasificacién de hipersuperficies isoparamétricas en R™). Unha hipersu-
perficie isoparamétrica nun espazo euclidiano R™ ten g € {1,2} curvaturas principais e é
unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) un hiperplano afin R"1,
(11) unha esfera S™1,
(111) un cilindro zeneralizado S* x R =1 para k =1,...,n — 2.

Demostracion. Sexa M unha hipersuperficie isoparamétrica de R". Supofiamos que g > 2.
Ponendo ¢ = 0 na férmula de Cartan, temos que

g Aidj
Z mj = O,
J=1,5# A — Ay

para cada curvatura principal \; de M. Invertindo a orientaciéon de M se fose necesario,
podemos tomar )\; como a menor curvatura principal positiva. Entén, se A; > 0, tense que
/\A_)‘/(J < 0ese \; <0, tamén. Polo tanto, g <2ese g =2, \; = 0.

Se g =1e A\ =0, temos que M ¢é unha hipersuperficie totalmente xeodésica. Polo
Teorema [3.2.6], M é unha parte aberta dun hiperplano afin.

Se g=1¢e A\ # 0, temos que M é unha hipersuperficie totalmente umbilica que non é
totalmente xeodésica. Polo Teorema [3.2.7] M é unha parte aberta dunha esfera.

Se g = 1, usando teoria de campos de Jacobi podemos concluir que temos unha parte
aberta dun tubo 6 redor dunha subvariedade totalmente xeodésica de codimensién polo
menos 2. Tomemos unha xeodésica 7 que sae de p € M e é perpendicular a M. Sexa
A unha curvatura principal de M e sexa v unha direccién principal calquera asociada a
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A. Consideremos (, o campo de Jacobi 6 longo de 7 con condiciéns iniciais ((0) = v e
¢'(0) = —Av. Entén, ¢ é un M-campo de Jacobi. Ensaiemos unha solucién da ecuacion de
Jacobi da forma J(t) = a(t)P,(t), para certa funcién diferenciable a e onde P,(t) denota
o transporte paralelo de v 6 longo de 7. Entén, como R = 0, tense que d(t) = 0, polo que
a(t) = =Xt +1, logo ((t) = (1 — At)P,(t). Consecuentemente, se A # 0, tense que ((5) =0
ese A =0, ((t) = P,(t). Entén, a distancia r = §, T;M" = {uP,(r) : p € R}. Ademais,
como 7 é unha xeodésica, ('(r) = 0, polo que §" = 0. Entén, M" é totalmente xeodésica,
polo que é un subespazo afin. Deste xeito, M é un tubo 6 redor dun subespazo afin, polo
que é unha parte aberta dun cilindro xeneralizado S* x R"*~! parak=1,...,n—2. O

Usando ideas similares, podemos obter a clasificacion das hipersuperficies isoparamé-
tricas no espazo hiperbdlico real.

Teorema 3.2.9 (Clasificacion de hipersuperficies isoparamétricas en RH™). Unha hipersu-
perficie isoparamétrica nun espazo hiperbolico real RH™ ten g € {1,2} curvaturas principais
e ¢ unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) un RH™™! totalmente zeodésico,

(11) un tubo 6 redor dun RH* totalmente xeodésico, para certo k € {1,...,n— 1},
(1) wunha esfera xeodésica en RH™,
(1v) unha horoesfera en RH™.

Unha consecuencia importante desta clasificacién é o feito de que todas as hipersuperfi-
cies isoparamétricas en M(c) con ¢ < 0 son homoxéneas. Polo tanto, os anteriores teoremas
aportan a clasificaciéon das hipersuperficies homoxéneas nestes espazos.

Deste xeito a relacién entre os tres criterios xeométricos presentados é a seguinte:

Homoxénea

[soparamétrica Curvaturas ppais. ctes.

Figura 3.3: Hipersuperficies en R™ e RH™.

Hipersuperficies en espazos forma reais de curvatura positiva

O problema nas esferas resulta moito mais complicado. Para empezar, a féormula de
Cartan non aporta informacion que nos permita establecer unha cota para o ntimero de
curvaturas principais. Cartan clasificou as hipersuperficies con g € {1,2,3} curvaturas
principais constantes e con ¢ = 4 no caso de que as multiplicidades son todas simples,
pero non foi capaz de resolver o caso xeral. As hipersuperficies homoxéneas en S™ estan
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clasificadas por W. Y. Hsiang e B. Lawson Jr. en [38]. Deste resultado séguese que toda
hipersuperficie homoxénea en S™ ten g € {1, 2, 3,4, 6}. Posteriormente, Miinzner desenvol-
veu a teoria de Cartan e probou en [47] que o nimero de curvaturas principais distintas
dunha hipersuperficie isoparamétrica debe ser g € {1,2,3,4,6}. Porén, hai unha dificultade
fundamental na clasificaciéon de hipersuperficies isoparamétricas en S™: non toda hipersu-
perficie isoparamétrica e homoxénea. Sorprendentemente, en [27] atoparonse exemplos de
hipersuperficies con g = 4 que non son homoxéneos. Na década pasada, Cecil, Chi e Jensen
[17] e Immervoll [31] probaron que, cunhas poucas excepciéns, as hipersuperficies con g = 4
curvaturas principais constantes se atopan entre os exemplos conecidos. Nos tltimos anos
tamén se ten progresado no caso g = 6, pero o problema de clasificar as hipersuperficies
isoparamétricas nas esferas continia aberto.

//Homoxénea\\\

Isoparamétrica Curvaturas ppais. ctes.

Figura 3.4: Hipersuperficies en S™.

3.3. Hipersuperficies en espazos forma complexos

Sexa Mn(c) o espazo forma complexo de dimension complexa n con curvatura seccional
holomorfa constante ¢ € R, e M unha hipersuperficie real de Mn(c), é dicir, con codimen-
si6n real un. Dado que C" é isométrico a R*" e este xa foi estudado na seccién anterior,
restrinxirémonos 6 caso non chan, isto é ¢ # 0. Ademais, paran = 1 e ¢ # 0, M(c) é
isométrico a SQ(%) sec>0 ]RHZ(\/%) se ¢ < 0. Deste xeito, queddmonos co caso ¢ # 0

e n > 2. Denotaremos por J a estrutura complexa de W”(c) Entéon, o campo J¢ é un
campo tanxente a M pois

por ser (-, -) hermitiana. O campo J¢ € I'(T'M) recibe o nome de campo de Hopf. A partir
do campo de Hopf é posible introducir as seguintes definicions:

Definicién 3.3.1. Sexa M unha hipersuperficie real de M (c), dicimos que M é Hopf se
J&, € uha direccion principal de M para cada p € M.

Definicién 3.3.2. Sexa M unha hipersuperficie real de Mn(c), dicimos que M é regrada se
a distribucién complexa maximal (J&)* de M ¢é integrable e as stias subvariedades integrais
son hipersuperficies totalmente xeodésicas de M (c).
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O problema en CP"

En 1973, R. Takagi clasificou as hipersuperficies reais homoxéneas no espazo proxec-
tivo complexo CP™ en [53] apoidndose no resultado de clasificacion de hipersuperficies
homoxéneas feito por Hsiang e Lawson.

Teorema 3.3.3. Unha hipersuperficie real en CP™, n > 2, é homoxénea se e so se é
holomorficamente congruente a unha das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo 6 redor dun CP* totalmente zeodésico en CP", para algin k € {0,...,n—1},
(11) un tubo 6 redor da cuddrica compleza Q"' :={[z] € CP™: 23 + ...+ 22 = 0},
(111) un tubo 6 redor do mergullo de Segre de CP* x CP* en CP?**! para certo k > 2,
)

(1v) un tubo 6 redor do mergullo de Plicker en CP™ da Grassmanniana Go(C®) formada
polos 2-planos complezos en C°.

(V) un tubo 6 redor do mergulo “half spin” en CP'Y do espazo simétrico hermitiano

SO(10)/U(5).
O mergullo de Segre de CP™ x CP™ en CP"+Dm+1)=1 yén dado por
([20s - -+, 2nl, [Wo, - . .y wy]) — [2owo, 20W1, - - .y Z0Win, 21, Wo, -« -, Zi W), - . ., ZnWh),

onde se tenien tomado todos os produtos da forma zw;, 0 <i <n, 0 < j < m, en orde
lexicografica. O mergullo de Pliicker da Grasmanniana Gy (C™) en CP", con r = (,;i),

vén dado por
(U1, ...,v) — [det Ag, ..., det A,],

onde Ay, Ai, ..., A, son todos os menores de orde k da matriz de orde k x m cuxas filas son
as componentes dos vectores vy, ..., v,. Finalmente, para consultar a definicién do mergu-
llo “half spin” en CP' de SO(10)/U(5), pédese consultar [16, §7.5]. Unha consecuencia
relevante do resultado de Takagi é que toda hipersuperficie homoxénea en CP™ é Hopf.
Outra consecuencia remarcable é que g € {2,3,5} para toda hipersuperficie homoxénea de
CP™. Dous anos mais tarde Takagi clasificou as hipersuperficies reais con 2 e 3 curvaturas
principais en [54] (g = 2) e [B5] (¢ = 3, n > 3). Posteriormente, o caso g = 3, n = 2 foi
resolto por Q. M. Wang en [57].

Teorema 3.3.4. Sexa M unha hipersuperficie real en CP", n > 2, con dias curvaturas

principais constantes distintas. Enton, M ¢é unha parte aberta dunha esfera xeodésica en
cpr.

Teorema 3.3.5. Sexa M unha hipersuperficie real en CP™, n > 2, con tres curvaturas
principais constantes distintas. Enton, M é unha parte aberta dunha das sequintes hiper-
superficies:

(1) un tubo 6 redor dun CP* totalmente xeodésico en CP™, para certo k € {1,...,n—2},
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(11) un tubo 6 redor da cuddrica compleza Q"' := {[z] € CP™: 22 + ...+ 22 = 0}.

Do Teorema e do Teorema [3.3.5|séguese que as hipersuperficies reais con g < 3 en
CP™ son partes abertas de hipersuperficies homoxéneas. No ano 1986, Kimura clasificou
en [34] as hipersuperficies reais Hopf con curvaturas principais constantes en CP™, sendo
todas elas partes abertas de hipersuperficies homoxéneas. Como vimos anteriormente, nun
espazo forma real, ter curvaturas principais constantes equivale a ser isoparamétrico. En
espazos forma complexos isto non ¢ asi. En 1983, Wang [57] construiu unha hipersuperficie
isoparamétrica que non ten curvaturas principais constantes. Deste xeito, Wang probou o
seguinte resultado

Teorema 3.3.6. Sexa M unha hipersuperficie real isoparamétrica en CP™. Enton as se-
guintes afirmacions equivalen:

s M ten unha subvariedade focal complexa.
= M é Hopf.
s M ten curvaturas principais constantes.

Combinando o resultado anterior coa clasificaciéon das hipersuperficies Hopf con curva-
turas principais constantes obtemos o seguinte.

Corolario 3.3.7. Sexa M wunha hipersuperficie real en CP"™. Enton, calquera dias das
sequintes condicions implican a terceira:

= M ¢é Hopf.
» M ¢ isoparamétrica.
s M ten curvaturas principais constantes.

Por tltimo, no ano 2016 M. Dominguez Vazquez clasificou as hipersuperficies isopara-
métricas en CP™ para n # 15 en [25]. Ata o dia de hoxe non hai exemplos cofiecidos de
hipersuperficies reais con curvaturas principais constantes en CP™ que non sexan Hopf ou
homoxéneas. Ademais, coniecer unha cota para g nesas hipersuperficies contintia sendo un
problema aberto.

O problema en CH"

En 1985, S. Montiel probou en [44] o seguinte teorema que non fai uso da hipétese de
ter curvaturas principais constantes.

Teorema 3.3.8. Sexa M unha hipersuperficie real no espazo hiperbolico complexo CH™,
n > 3, con 6 sumo duas curvaturas principais en cada punto. Enton M é unha parte aberta
dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) unha horoesfera en CH",
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(1) unha esfera xeodésica en CH™,
(111) un tubo 6 redor dun CH™™! totalmente zeodésico en CH™,

(1v) un tubo de radio r = log(2 + v/3) 6 redor dun espazo hiperbslico RH™ totalmente
zeodésico en CH".

Deste resultado, séguese que non existen hipersuperficies totalmente umbilicas en CH™.
Ademais, todos os exemplos anteriores tenen curvaturas principais constantes.

As hipersuperficies Hopf con curvaturas principais constantes en CH" foron clasificadas
en 1989 por J. Berndt en [3]:

Teorema 3.3.9. Sexa M unha hipersuperficie real Hopf en CH™, n > 2, con curvaturas
principais constantes. Enton, M é unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) unha horoesfera en CH",
(11) un tubo 6 redor dun CH* totalmente zeodésico en CH™, para algin k € {0,...,n—1},
(1) un tubo ¢ redor dun espazo hiperbélico real RH™ totalmente xeodésico en CH™.

Porén, a clasificaciéon das hipersuperficies homoxéneas tardaria tres décadas en chegar
pois ainda non eran conecidos todos os exemplos. En 1998, M. Lohnherr atopou en [43]
unha hipersuperficie real homoxénea regrada non Hopf en CH™: a hipersuperficie W?2"~1,
Mais tarde, Berndt e Briick xeneralizaron esta construccion en [4] ds subvariedades Wi“’k.
Debido a estes descubrimentos, Berndt e Tamaru acadaron no ano 2007 en [§] a clasificacién
das hipersuperficies reais homoxéneas en CH".

Teorema 3.3.10. Sexa M wunha hipersuperficie real homozénea en CH"™, n > 2. Enton,
M € holomorficamente congruente a unha parte aberta das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo 6 redor dun CH* totalmente zeodésico, para algin k € {0,...,n — 1},
(11) un tubo 6 redor dun RH™ totalmente zeodésico,
(111) unha horoesfera en CH™,
(1v) a hipersuperficie real regrada W1 ou unha das sias hipersuperficies equidistantes,

(V) un tubo ¢ redor da subvariedade minimal regrada W2"* para certo ¢ € (0,7/2] e
ke{2,...,n—1}, onde k € para se ¢ # /2.

O ntmero de curvaturas principais dos exemplos homoxéneos é g € {2,3,4,5}. Mais,
non todos son Hopf. A hipersuperficie W?2"~! e a subvariedade Wg”*k seran presentadas

en . O campo de Hopf das hipersuperficies W2~ e os tubos 6 redor da subvariedade
minimal regrada Wﬁ?{k tenen proxeccién non trivial sobre exactamente dous espazos de
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curvatura distintos. Por outra banda, os tubos ¢ redor da subvariedade minimal regra-
da Wj”_k, con ¢ # /2 tenen proxeccién non trivial sobre exactamente tres espazos de
curvatura distintos.

No ano 2017, J. C. Diaz Ramos, M. Dominguez Vazquez e V. Sanmartin Lépez conse-
guiron clasificar as hipersuperficies isoparamétricas en CH™ en [21].

Teorema 3.3.11. Sexa M unha hipersuperficie real isoparamétrica en CH™, n > 2. Enton,
M € holomorficamente congruente a unha parte aberta das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo 6 redor dun CH* totalmente zeodésico, para algin k € {0,...,n — 1},

un tubo o redor dun RH™ totalmente xeodésico,

)

(111) unha horoesfera en CH™,
) a hipersuperficie real regrada W?"~' ou unha das sias hipersuperficies equidistantes,
)

un tubo ¢ redor da subvariedade minimal regrada W2"* para certo ¢ € (0,7/2] e
ke{2,...,n—1}, onde k € par se ¢ # 7/2,

(V1) un tubo 6 redor dunha subvariedade homozénea, minimal e regrada Wy, para certo
subespazo totalmente real vo de g, ~ C"! tal que v, o complemento ortogonal de
1 en g, ten dngulo de Kdhler non constante.

Deste xeito, non toda hipersuperficie isoparamétrica en CH"™ é homoxénea, pois os
tubos 6 redor de Wy, non tefien curvaturas principais constantes. Para maéis informacién
sobre a subvariedade Wy, constltese [21], §2.4.2].

Polo tanto, a relacion entre os tres criterios xeométricos presentados ¢é a seguinte:

//Homoxénea\\

Isoparamétrica : Curvaturas ppais. ctes.

?

Figura 3.5: Hipersuperficies en CP™ e CH™.

As hipersuperficies non Hopf

A clasificacién das hipersuperficies non Hopf con curvaturas principais constantes tanto
en CP" como en CH™ contintia a ser un problema aberto. En CP™ toda hipersuperficie
homoxénea é Hopf. Por outra banda, en CH™ existen exemplos de hipersuperficies homoxé-
neas que non son Hopf. No caso hiperbdlico, se ¢ < 2 e n > 3 non hai exemplos, dacordo co
resultado de Montiel [44]. En [6] clasificironse as hipersuperficies con curvaturas principais
constantes no caso g = 3 atopando exemplos non Hopf. Posteriormente, probouse en [7]
que toda hipersuperficie con curvaturas principais constantes con ¢ = 2 en CH? é Hopf.
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Teorema 3.3.12. Sexa M wunha hipersuperficie real conexa en CH™, n > 2, con erac-
tamente tres curvaturas principais distintas. Enton, M ¢é holomorficamente congruente a
unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo de radio r > 0 6 redor dun CH* totalmente zeodésico en CH™ para certo
ke{l,...,n—2},

(11) un tubo de radio v # log(2 +/3) 6 redor dun RH™ totalmente weodésico en CH™,
(111) a hipersuperficie minimal regrada W**~1 C CH™ ou unha equidistante d mesma,

(1v) un tubo de radio r = log(2 + \/3) 6 redor dunha subvariedade minimal regrada
W=k c CH™ para certo k € {1,...,n — 1}.

Nos ultimos anos houbo certos avances na clasificacion das hipersuperficies non Hopf
con curvaturas principais constantes. Diaz Ramos e Dominguez Vazquez clasificaron en
[20] aquelas hipersuperficies con curvaturas principais que proxectan de xeito non trivial
sobre exactamente sobre dous espazos de curvatura.

Teorema 3.3.13. Sexa M wunha hipersuperficie real conexa de CH™ ou de CP™, n > 2,
con curvaturas principais constantes. Enton:

s Se M C CP"™, enton J& non pode ter proxeccion non trivial sobre exactamente dous
espazos de curvatura.

» Se M C CH™ e J¢ ten prozeccion non trivial sobre exactamente dous espazos de
curvatura, enton g € {3,4} e M é holomorficamente congruente a unha parte aberta

de:

e (se g = 3) a hipersuperficie regrada minimal W2~ C CH", ou a unha das sias
hipersuperficies equidistantes, ou a un tubo de radio r = log(2 4+ \/3) 6 redor
dunha subvariedade minimal regrada W?"=% C CH™ para certo
ke{2,....,n—1}.

e (se g =4) un tubo de radio v # log(2 + \/3) 6 redor da subvariedade minimal
regrada W% C CH™ para algin k € {2,...,n — 1}.

No caso proxectivo, a clasificacion das hipersuperficies con curvaturas principais cons-
tantes e con g > 4 continda a ser un problema aberto. O seguinte paso natural no estudo
das hipersuperficies non Hopf con curvaturas principais constantes semella ser o estudo do
caso no que as hipersuperficies proxectan exactamente sobre tres espazos de curvatura. A
nosa aportacion orixinal neste traballo pretende contribuir a avanzar nesta direccién, asi
como axudar a probar que unha hipersuperficie con curvaturas principais constantes nun
espazo forma complexo ¢é isoparamétrica.






Capitulo 4

Hipersuperficies non Hopf en espazos
forma complexos

Neste capitulo desenvolvemos a demostracion do resultado orixinal deste traballo. De-
notaremos por Mn(c) o espazo forma complexo de curvatura seccional holomorfa constante
¢ # 0 e de dimensién real 2n, con n > 2. E dicir, se ¢ > 0 entén, M (¢) = CP™(c) é o
espazo proxectivo complexo con curvatura seccional holomorfa constante ¢, e se ¢ < 0 en-
tén M (c) = CH™(c) é o espazo hiperbélico complexo con curvatura seccional holomorfa
constante c. A estrutura complexa de M"(c) serd denotada por J.

Sexa M unha hipersuperficie real conexa de Mn(c) con campo normal unitario &, defini-
do en principio tan s6 localmente. Suponamos que M ten g curvaturas principais constantes

distintas, que denotaremos por Ay, ..., A,. Estudaremos o caso no que o vector J§, ten pro-
xeccion non trivial sobre exactamente tres espazos de curvatura principais T, (), Th,(p) ©
Ty, para todo punto p € M. Adicionalmente, supofieremos que dim(7},,)) = 1 para

1 = 1,2,3. Diremos nese caso que M ten multiplicidades de Hopf simples. Posto que M é
conexa e ten curvaturas principais constantes, e as funciéns \;: M — R son continuas,
séguese que \; é constante, para cada ¢ = 1,2, 3. Suponiamos que J& = b Uy + boUs + b3Us,
onde U; € I'(T),) son campos unitarios para cada i = 1,2, 3 e b; son funciéns diferenciables
sobre M estrictamente positivas, tales que b + b2 + b2 = 1. O noso obxectivo serd probar
0 seguinte:

Teorema Principal. Sexa M unha hipersuperficie real conexa de CH™ ou de CP™, n > 3,
con g = 4 curvaturas principais constantes distintas e multiplicidades de Hopf simples.
Enton:

» Se M C CP", J¢ non pode ter prozeccion non trivial sobre eractamente tres espazos
de curvatura.

= Se M C CH"™ e J¢ ten prozeccion mon trivial sobre exactamente tres espazos de
curvatura, M é holomorficamente congruente a unha parte aberta dun tubo 6 redor

da subvariedade minimal regrada Wj”_Q para algin ¢ € (0,7/2).

77
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Noétese que o caso n = 2 xa fora estudiado en [7], polo tanto restrinxirémonos 6 caso
xeral, é dicir, n > 3.

Imos estruturar este capitulo do seguinte modo. En ofreceremos unha breve descri-
cion do exemplo que aparece no Teorema Principal. Mais tarde, en deduciremos certas
ecuacions que son validas para calquera hipersuperficie con curvaturas principais constan-
tes nun espazo forma complexo. A continuacién, en recolleremos certa informacion do
espazo tanxente & nosa hipersuperficie traballando exclusivamente a nivel alxébrico. Pos-
teriormente, en §4.4] probaremos que as proxecciéons de Hopf son constantes. Por ltimo,
en concluiremos a demostracion do Teorema Principal empregando o Teorema
e o Corolario 3.3.7

4.1. As subvariedades W?2" % ¢ Wg%”_’f

En 1998, M. Lohnherr e Reckziegel [43] construiron un exemplo de hipersuperficie ho-
moxénea en CH" que non era Hopf: a hipersuperficie minimal regrada W?"~! en CH™".
Mais tarde, en 2001 J. Berndt e M. Briick xeneralizaron dita construcion as subvariedades
minimais regradas W2 e Wj”_"“’ en [4]. Posteriormente, J. Berndt e H. Tamaru proba-
ron en [8] que os tubos e hipersuperficies equidistantes en torno &s subvariedades W2~ e
Wg”_k son os unicos exemplos non clésicos de hipersuperficie homoxéneas no espazo hiper-
bélico complexo. Nesta seccién imos construir as subvariedades minimais regradas W2n=*
e W2* de CH™,

Para unha descricién méis detallada, pédese consultar [5] ou [23]. Seguiremos a notacién
empregada en . Sexa m un subespazo vectorial de g, tal que m* = g, ©m ten dngulo
de Kahler constante ¢ € [0,7/2]. Entén, s = a®m® gs, ¢ unha subélxebra de Lie de a®n.
Sexa S o subgrupo conexo de AN con dlxebra de Lie 5. Como Exp|,g,: a®n — AN ¢é
un difeomorfismo, tense que S é simplemente conexo e pechado en AN.

Definimos Wj”_k = S5- 0, que é unha subvariedade (2n — k)-dimensional de CH", onde
k = dimm* e o € CH" ten grupo de isotropia S(U(1)U(n)) baixo a accién de SU(1,n).

Se ¢ = 0, isto é, m* é un subespazo complexo de g,, entén WZ"* é un subespazo
hiperbélico complexo totalmente xeodésico CH" ', onde k = 2k'. Neste caso estamos ante
un exemplo clasico.

Se ¢ = /2, entén m* é un subespazo k-dimensional real de g,. Se k = 1, a hipersuper-

ficie correspondente Wﬁ%’l denotarémola por W?2"~! e coincide coa atopada por Lohnherr

n [43]. Se k > 1, entén Wf}‘{k ¢ unha subvariedade de dimensién 2n — k con fibrado

normal totalmente real e de rango k. Escribiremos nese caso W2 %,

Se 0 < ¢ < m/2, tense que k é par (ver [4]) e W2"~* é unha subvariedade de dimensién
2n — k de CH™ tal que o seu fibrado normal ten rango k e angulo de Kéahler constante
. Pbdese comprobar que a construcion destas subvariedades non depende da escolla da
descomposicion de Iwasawa de G, é dicir, todas as posibles escollas producen subvariedades
holomorficamente congruentes entre si.

En [4] probouse que as subvariedades W?2"=% ¢ Wg”*k son 6rbitas de acciéns de coho-
moxeneidade un en CH", polo cal estas accions dan lugar a hipersuperficies homoxéneas
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en CH". A idea da demostracién é a seguinte. Sexa N%(S) a compoiiente conexa da iden-
tidade do normalizador de S en K, Ng(S) = {k € K : kSk™ C S}, que estd formada por
elementos de K que fixan S - 0. Polo tanto, S - 0 é unha drbita da accién de Ni-(S)S sobre
CH™. Ademais, Ny (S) deixa invariante 4 esfera unidade de cada espazo normal a S - o.

Por ultimo, resulta que a accién de Ny (S)S sobre CH™ ¢ de cohomoxeneidade un, pois
NY.(S) actiia transitivamente na esfera unidade de v,(S - 0). Isto ultimo p6dese consultar
en [].

Ademais, Wj"‘k é unha subvariedade regrada e minimal de CH". Unha proba deste
feito pode ser atopada en [5].

4.2. Ecuacions dunha hipersuperficie nun espazo for-
ma complexo

Nesta seccién incluiremos unha serie de resultados que xa foran probados en [20] e que
se basean en observacions de casos particulares da ecuacién de Gauss e de Codazzi para
hipersuperficies con curvaturas principais constantes en espazos forma complexos.

Lema 4.2.1. Para todo X € I'(T\,M),Y € I'(T\,M) e Z € T'(T\, M) temos que
Rxyze = (A — M)(VxY, Z) — (\i — M)(Vyv X, Z).
Demostracion. Lembremos que pola ecuacion de Codazzi, temos que
Rxyze = (VxS)Y — (VyS)X,Z) = (VxSY — SVxY — VySX + SVy X, Z).
Pero por ser X € I'(T),),Y € I'(Ty,) e Z € I'(T}, ) e ter M curvaturas principais constantes,

Exyzg = ()\J — )\k><VXY, Z> — ()\1 — )\k)<VyX, Z> ]
Corolario 4.2.2. Se X,Y € I'(Ty;) e Z € I'(Ty;) con \; # );, tense que
c

(VxY, Z) = (JY. Z)(X, JE) + (JX,Y)(Z. J€) +2(J X, Z){Y, JE)).

Demostracion. Usando o Lema [£.2.1] tense que
Rxyze = (N — X)) (VxY, Z).
Empregando a Proposicién [2.5.3] tense que

(VxY,Z) = (Y, Z)(X, JE) + (JX,Y)(Z, J§) + 2(JX, Z)(Y, J§)). [

c
4N — Aj)
Lema 4.2.3. Sexan \; # \; e X € ['(T),) e Y € I'(T,) unitarios. Enton,
0= (N — N)(—c—4\\; —2¢(JX, V)’ + 8(VxY,VyX) — 4Vx X, VyY))
—Ae(JX, Y)Y XY, JE) + Y (X, JE))
— (X, JOBY(JX,)Y)+(VyX,JY) —2(VxY,JY))
—c(Y, JOBX(JX,Y) +(VxY, JX) +2(Vy X, JX)).
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Demostracion. Da ecuacién de Gauss obtemos que:
3c
R(X,Y,Y, X) = N, +4+ 4(JXY)

Pero pola propia definiciéon do tensor de curvatura de M temos que

R(X7 Ya Y7 X) :X<VYY7 X> o <VXX7 vYYv> - Y<VXY7 X>
+ VY, VyX) — (Vixy Vs X).

Agora polo Lema [4.2.2

X(VyY, X) = (Y, JOX(JX,Y) + (JX,Y)X(Y, JE)),

4N — Aj)
3¢

VAVRY.X) = s

X, JOY(JX,)Y)+ (JX, Y)Y (X, JE)).
A ecuacion de Codazzi, o cardcter autoadxunto do operador forma e a identidade alxébrica
de Bianchi, permitennos escribir:
(A = 2 )(VixyY. X) = (hi = 3)(VxY, VyX) + R(VxY,Y, X, £) + R(X,Vy X,Y,§).
Agora a Proposicion xunto coa ecuacion de Weingarten implican:
R(VxY,Y, X, &) + R(X,VyX,Y,£) = g( A — A)(JX,Y)?2

(

(JX,Y)(X(Y, JE) + Y(X, JE))

(X, JO(Vy X, JY) = 2(VxY, JY))
— (Y, JE)((VxY, JX) — 2(Vy X, JX))).

+
+
Poniendo todo xunto concluimos a demostracion do lema. O]

4.3. Lema alxébrico

O feito de que para cada p € M o vector J§, tefia proxecciéns non triviais sobre
exactamente tres espazos de curvatura principais permite deducir certa informacién sobre
0 1noso problema traballando exclusivamente a nivel alxébrico en T,M" (c). Imos supoier
que M ten g = 4 curvaturas principais e multiplicidades de Hopf simples.

Lema 4.3.1. Sexa p € M tal que J&, = biuy + baug + byuz para certos vectores unitarios
u; € Ty,p) e certos nimeros reais by > 0, ¢ = 1,2,3. Entdn, existen ay,az, a3 € Ty, )
unitarios e r; > 0 e s € R tales que

Ju; = $biyouiy1 — Sbiy1uira + 1ria; — b,
onde temos tomado indices modulo tres. Ademais, se s # +1, enton

= (1= )1 -1)
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(1= s*)bibisa (1 = s*)bibi2 sbitaTit1
Ja; = —rju; + ————"u g + Uit — ait1
Ti T T T

8bip1Ti42
+ ———aiy2,

onde temos tomado indices maodulo tres. Ademais, se © # j

b;b;
; N — 2_1 1Y)
<Cl ’a’]> (S )7"1'7"]'7

onde i,j = 1,2,3. En particular, o subespazo de T,M"(c)

¢ complezo, onde V' denota o subespazo de dimension dous de T, que estd R-zerado por
ap, g € as.
Por outra banda, se s = +1, tense que

Ju; = sbiyotiy1 — sbiy1Uiya — b€,
para cada t = 1,2,3. En particular, o subespazo de Tpﬁn(c)
R¢, ® Ruy @ Ruy @ Rus
¢ complexo.

Demostracion. Dacordo coas nosas hipdteses podemos asumir sen perda de xeneralidade
que existen a; € T\,(p) unitarios tales que

Ju; = (Jug, wip1)wipr + (Jwi, Uigo)uigo + ria; — bi&p,

onde r; > 0 para 1= 1,2, 3.
Usando que J é a estrutura complexa de Mn(c), tense que

3
_gp = J(Z bzul> = b1<JU1, UQ)UQ + b1<JU17 U3>U3 —f- blrlal — b%fp
i=1
-+ bQ<Ju2, U1>U1 + b2<JU2, U3>U3 —+ bg?"gag — bgfp

+ bg<JU3, U1>U1 + b3<JU3, UQ>U2 + b3T36L3 - b%fp

Deste xeito, temos o seguinte sistema de ecuaciéns lineais nas variables (Ju;, u;) con ¢ # j
ei,j=1,2,3

—bg(JUl,U2> + b3<JU3,U1> =0
—b3<JU,2,U3> —+ b1<JU1,U2> =0
—bi(Jus, ur) + ba{Juy, uz) = 0

Definindo s = Uu%;u)’ tense que (Juy, ug) = sbs e (Jug, usz) = sby. Agora aproveitando as

relacions de ortonormalidade entre Ju; e Ju; con i, j = 1,2, 3, temos que

1= (Ju;, Ju;) = °b7, 1 + s*b7 o + 17 + b2,
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para cada i = 1,2, 3. Polo tanto, 72 = (1 — b?)(1 — s*). Notemos que r; = 0, para cada
1=1,2,3, se e s6 se s = £1. Polo tanto, no caso de que s = +1,

Jui = (Jui, wip1)uipr + (Jui, ip2)uipo — bip,
Supofiamos que s # £1. Se i # j, tense que
0= (Ju;, Ju;) = —s%bbj + rirj{a;, aj) + bib;.
Deste xeito,
(ai, a5) = —W

Por 1ltimo, tense que
—u; = J(Ju;) = sbiyoJuiyr — sbip1Juipe +riJa; — b JE,

Polo tanto, empregando que J(§) = 2% biu; e as expresiéns obtidas para J(u;), temos
que para i =1,2,3
(82 — 1)bzb1+1 (82 - 1)bibi+2u

8biyorit
Ja; = —riu; — ———————Uj41 — i+2 — Qg1+
Ti Ti Ti Ti

sz’+17"i+2
R

onde temos tomado indices modulo tres. Ademais, grazas as relaciéns obtidas podemos ver
que a; pode ser expresado como combinacién lineal de a;11 e a;12 pero non é un miltiplo
escalar de ningtin deles. Polo tanto, o espazo R-xerado por ay, as, az ten dimension real 2.
Deste xeito, tense que o subespazo

RE, @& Ruy @ Ruy & Rug & (Ray + Rag + Ras)
é complexo. [

A partir de aqui grazas 6 Lema deixaremos de traballar de xeito puntual para
traballar localmente. No que segue denotaremos con maitisculas os campo de vectores
asociados s vectores tanxentes involucrados no Lema [4.3.1] Ademais, denotaremos por V'
a distribucién xerada por A;, Ay e As.

4.4. A constancia das proxecciéns do campo de Hopf

O seguinte paso na demostracion sera probar que as funciéns b;: M — R son constan-
tes para cada ¢ = 1,2, 3. Para isto, comecemos probando dous lemas que nos seran tutiles
en calculos posteriores.

Lema 4.4.1. Para i € {1,2,3} satisfanse as sequintes relacions

Us(b) = 3¢s(Aig1 — Aig2)bibiy1bigo
o AN = A1) (N = Aig2)

onde temos tomado indices modulo tres.
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Demostracion. Usando que VJ = 0, xa que Mn(c) ¢ unha variedade de Kéhler, e que
(Vy,U;, U;) =0, por ser U; unitario, tense que
Ui(bi) = Ui(JE, Us) = (Vu, JE Us) + (JE, Vi, Us)
= (JVu,&,Us) + bi(Ui, Vo, Ui) + bis1(Uig1, Vo, Us) + biy2(Uigo, Vo, Uira)
= (SUi, JU;) + bi(Us, Vi, Us) + biy1(Uir1, Vo, Us) + biva(Uir2, Vi, Uiya).
Calculando as expresions do tipo (U;i1, Vi, U;) mediante o Lema e tendo en conta
que U; é unitario e polo tanto (U;, Vi, U;) = 0, obtemos
3¢cs(Nix1 — Niw2)bibii1b;
Ui(b;) = cs(Aiga +2)bibit +2
200 = i) i — M)

Lema 4.4.2. Para i,j,k € {1,2,3} satisfanse as sequintes relacions

3csb?
Ui(bj) = b | dijshi + (Uk, Vi, Uj) + Cbi,jm ’
i T A

onde i, j, k son distintos e

bii = 1, sei—j=1 mdd3
Y] —1, sei—j=2 mbd 3.

Demostracion. Fagamos a demostracion para o caso ¢ = 1 e j = 2, pois o resto dos calculos
son analogos.

Ui (ba) = Ur(JE, Uz) = (JV 1€, Ua) + (JE, Vi, Uz) = (SUL, JUa) + (JE, Vi, Ua)
= )\1<U1, JUQ) + b1<U1,VU1U2> + b2<U2,vU1U2> + b3<U3,VU1U2>.

Agora usando o Lema[d.3.1] para calcular (U;, JUs) e 0 Lema para calcular (Uy, Vi, Us)
e tendo en conta que (U, Vi, Usz) é nulo por ser U, unitario, obtemos que

3csb?
Ul(bg) :bg(—S)\1+<U3,vU1UQ> —4()\1)\)) D
1 — A2

Imos dividir a proba da constancia das funciéns b;: M — R en tres casos distintos:
s==41,s=0es # +1,0. Comecemos polo caso s = +1.

4.4.1. Caso s = *+1

Observemos que se n > 3, a dimensién real de M é polo menos 5. Polo Lema [£.3.1] se
s = %1, JU; non ten proxeccion en T}, (). Polo tanto, para cada n > 3 podemos escoller
un espazo complexo de dimension real dous xerado por certo vector unitario z € T, ).

Lema 4.4.3. As funcions b;: M — R, con i = 1,2, 3, satisfan a sequinte ecuacion
b b3 b3 A4

=422
)\4—)\1+/\4—/\2+>\4—)\3 C
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Demostracion. Sexa Z € Ty,, tal que JZ € Ty,. Tense que (J¢, Z) = 0. Usando que M " (c)
¢ unha variedade de Kéhler, e polo tanto VJ = 0, e que (-, -) é hermitiana, temos que
0= JZ(J&, Z> = <vJZJ§7 Z> + <‘]§7 VJZZ> = _<vJZ§7 JZ) + <‘]€a vJZZ>
=(S8JZ,JZ) + by (U1, NV y27Z) + boy(Us, NV 2 Z) + b3(Us, V 2 Z)
=M +00(U1, VizZ) 4+ by(Us, V j2Z) + b3(Us, V 52 7).
O Lema m permitenos calcular as expresions do tipo (U;, V;zZ), con ¢ = 1,2,3, pois
Z,JZ € T),. Deste xeito chegamos & ecuacién
bic N bic N bic
)\4—)\1 )\4—)\2 )\4_)\3
Lema 4.4.4. Se s =41 ei € {1,2,3} tense que

— 4\ = 0. ]

3csb?
(Vu,Uiz1,Uita) = sh; + 10—\’

onde temos tomado indices maddulo tres.

Demostracion. Polo Lema [4.4.3] tense que para cada i € {1,2,3} a seguinte expresién é
nula

Ui( b? bz2+1 n b12+2 ) _ QbiCUi(bi) + 2[),‘+1CU¢ (bi+1) + 2bi+2CUi (bH_g)

+
Ai— A dip1— M Aija— M\ Ai — A Aig1 — M Aig2 — M4

Agora polo Lema e polo Lema chegamos & ecuacion
4N = M) igz = Aig1) Uiz, VoUier) + s = Aigz) (4NN = Ag) + 3b%c) = 0.

Polo tanto,

3csb?
<VUZ'U’H*17 Ui+2> = 3)\2. + 1 7 D

(A = Aa)
Proposicién 4.4.5. Se s = +1, tense que b;: M — R € constante para cada t = 1,2, 3.

Demostracion. En primeiro lugar dado que U; L Uj, para cada ¢ # j, pola Proposicion

253

R(U1, U2, U,8) = § (701, U} (JU3,6) = (TUL Ush{TUs,€) — 20TV U TUs, ) ).

Agora, polo Lema [4.3.1], temos que

— cs(b? + b2 — 2b2
R<U17U27U37§) = ( L 42 3)'

Empregando o Lema e o Lema [£.4.4] chegamos & ecuacion

8A1 A2 — 4A1 A3 — 4X2)\
2 op2 1A2 173 223
M b5 +2b5 = s .

—A1 =3 +3X3+ A5 —3A — A+ 33+ M\
by +
A — M\
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Polo tanto, usando a ecuacién obtida no Lema e a relacion Y2, b2 = 1, obtemos un
sistema de 3 ecuaciéns lineais nas variables b?, con i = 1,2, 3,

H+%+W:1
2 2 1 2 _ A\
o0t et T s = 4
—A1—3X2+3A3+X4 7.2 —3X1—A2+3A3+A4 1.2 2 8)\1)\2—4)\1)\3—4)\2>\3
55, bi + v b3 + 203 L .

O sistema anterior ten por matriz de coeficientes

1 1 1
1 1 1
Aa—X\1 Ag—A2 Aa—A3
3A3+A1—A1—3)2 3A3+A1—3A1— Ao 2
A1—A4 A2—A4

Se o determinante desta matriz é distinto de 0, o sistema seria compatible determinado
polo que teriamos probado que b; é constante para cada ¢ = 1,2, 3, por ser a solucién dun
sistema de ecuacions lineais con coeficientes constantes. Se o determinante fose 0 teriamos
o seguinte

1 1 1
1 1 1 — N\ —
0= A=At A=Az A=Az | = 3()\1 /\2>(/\3 A — A )‘2)
BMatA=M=8s  BatA=3M-ds o (A1 = X)) (Ag — A2) (A — A3)
A1—As Aa—Ag

Polo tanto, A3 + Ay — A1 — A2 = 0. Analogamente, temos que

RV, U, 01,6) = 5§ (U0, U0} J02,€) = (02 02U €) = 20002, U) 0. )

cs(b3 + b3 — 2b?)
. :
Ent6n, usando o Lema [£.2.T] e o Lema [£.4.4] chegamos & ecuacion

3A — Ao —3A3+ Mg 9 3AM — 3 — A3+ Mg 2 44X A3 — A1 A9 — 8o s
)\2 — )\4 )\3 — )\4 &

De novo usando a ecuacién obtida no Lema [4.4.20] e a relacién Y°7_, b? = 1, obtemos un
sistema de 3 ecuaciéns lineais nas variables b7, con i = 1,2, 3

bi4+b3+0bi=1

bl 12 1 2 1 2 _ 4\
A1 bl + As—A2 b2 + Ai—A3 b3 =47

267 +

C

2b2 3A1—Ao— 3)\3+)\4b2 3A1 32— )\3+)\4b2 484)\1/\37)\1)\278)\2/\3
1 Ao—A\4 A3—Aq c :

O sistema anterior ten por matriz de coeficientes

1 1 1
1 1 1
)\4—)\1 )\4 )\2 >\4 )\3
2 3A1—A2—3A3+\4 3A1—3X2—A3+ )4

A2—Ag Az—A4
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Pero se este determinante fose 0 teriamos que

1 1 1
0= |1 1 1 :3()\2_)\?,)()\1—)\2—)\3-1-)\4)
o 3A17:\\2:§/2\3+>\4 3,\1721;\;%\4 (A1 = A (A1 = A2) (Mg = As)
2 A=Ay )\37}\4

Polo tanto, necesariamente A\; — Ay — A3 + Ay = 0, pero isto entra en contradicién con que
A3+ Ay — A1 — Ay = 0. Pois nese caso, \;{ = A3. Entén, un dos dous determinantes ha de
ser non nulo e polo tanto as aplicacions b;: M — R son constantes para ¢ = 1, 2, 3. O

4.4.2. Caso s=0

A continuaciéon estudamos o caso s = 0. Resulta que se n > 4 hai un argumento
relativamente sinxelo usando as ecuaciéns de Gauss e Codazzi pero para atacar o caso
n = 3 sera preciso empregar un argumento que fai uso do Teorema [B.0.5

Caso s=0en>4

Se n > 4, a dimensién real de M é polo menos 7. Polo tanto, podemos escoller un
subespazo complexo W de dimension real 2 en T),(, ortogonal a V, xerado por certo
vector unitario Z, € T\, tal que JZ, € W.

Lema 4.4.6. Ses=0en >4,

cb; r; b? b?
VA Z) = = —— + HL 2 )
< z > 4 </\4 -\ Ti()\i+1 - /\4) Ti(/\i+2 - )\4)

para cada v = 1,2, 3.

Demostracion. Sexa Z € Ty, tal que (Z, A;) = 0, para cada i = 1,2, 3. Polo tanto, JZ €
Ty,. Como M"(c) é unha variedade de Kéhler, tense que V.J = 0 e que (-,-) é hermitiana.
Polo tanto,

0=2(Z,A;) =(VzZ, A)) +(Z,V 7 4) = (NzJZ,JA;)) + (Z,V 7 A;).

Como Z,J7Z € T),, podemos usar o Lema m para calcular (VzJZ, JA;). Polo tanto,
obtemos

4 A=A (A — Ag) (A2 — Ag)
para cada 1 = 1, 2, 3. O

. 4 2 2
<vZAi,Z>=Cbl< e TR )

Lema 4.4.7. Se s =0 en >4,

b2 b2 b2 A\

)\1—)\4+)\2—)\4+)\3—/\4: C.
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Demostracion. Do feito de que J¢ L Z e de que Mn(c) sexa unha variedade de Kahler,
tense que

0=JZ{J¢, Z) = <€JZJ§,Z> +(JE,Vi27Z) = —<§sz, JZY+(JE,V y22)
=(S8JZ,JZ)+(JE,Viz2Z) = Xa + bi(U1,Vy2Z) + b2(Us, Vy2Z) + b3(Us, V y2Z).

Mediante o Lema4.2.2] podemos calcular as expresions do tipo (U;, V2 Z), ondei = 1,2, 3,
xa que Z,JZ € T),. Deste xeito chegamos & ecuacion

ch? ch? cb?
40 —N) A0 —N) 43— \)

0=M+
Lema 4.4.8. Se s =0 en >4, temos que

Cbi
YA N =
V2,920 = 155

Demostracion. Reparemos no feito de que JZ L U;. Polo tanto, usando que VJ = 0 e que
(+,+) é hermitiana, temos que

0=Z2(JZ,U) = (N7 JZ,U;) + (JZ,V 3Us) = —(N 22, JU,) + (JZ,¥ 5Us)
= —<VZZ7 JUZ> - <II(Z, Z),JUZ> + <JZ, VZUZ> = —ri<VZZ7 Al> — M\ + <JZ7VZU1>

Agora usando o Lema [4.4.6 podemos calcular (V;Z, A;). Deste xeito, obtemos

<JZ, VZU1> - —*bi

4N, —
4 + A

1 bic bic bic c
- - .
ANi—A A=A A3— N\ A — N\

2 2 2
bic bs5c bsc

Pero polo Lema |4.4.7, tense que pvnsy vl ol ves wile ol vy wile 4\, = 0, logo

Cbz‘

Lema 4.4.9. Se s =0 en > 4, tense que

?)Cbﬂ’i
U=——
Vo A — M)

A;.
Demostracion. Sexa i € {1,2,3}. Usando o Lema [4.2.2] podemos ver que
(Vi,Ui, Uj) = 0,

para cada 7 = 1,2,3. Consideremos V' = RA; + RA; + RA;. Sexa Z € T\, &V, entén
usando o Lema [£.2.2] podemos ver que
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De novo polo Lema [4.2.2] se i # j, temos

SCbZ'TZ'
U, A) = 22T 41
<vUz > 4()\1 _ )\4) ( )
(V,Us AA>__LJZ’? (4.2)
U;Yi, 5) — 4()\2 — )\4)7’]-' .
Por outra banda, se consideramos o vector A, := A; — (A;, A;)A; que é ortogonal a A;,

temos polo Lema
(Vu,Ui, A) = (Vo Ui, Aj) — (Vo Ui, Ai) (Ai, A;) = 0.
Onde temos usado as expresions (4.1)), (4.2) e o Lema Mais, polo Lema |4.3.1], tense

que V' é un subespazo vectorial real de dimension 2 de T),. Polo tanto, temos que

BCbi?“i
Uy=—"—""—
Vo, A0 — M)

Lema 4.4.10. Se s=0en >4, dado Z € Ty, 5V, tense que

A;. ]

<Ui7vU]’Z> :OJ
para cada i,j € {1,2,3}.

Demostracion. En primeiro lugar observemos que polo Lema[f.2.2 se Z € T, © 'V, se ten
que (Vy,U;, Z) = 0. Polo tanto, (U;, Vi, Z) = 0. Agora usando que JE 1 Z e que V.J = 0,

0=U(J¢, Z) = (NVu,JE, Z) + (JE, Ny, Z) = (SU;, JZ) + (JE, Yy, Z)
=\N(U;, JZ) + b{U;, NV, Z) + bix1(Uis1, Vu, Z) + biy2(Uiya, Vi, Z),
onde temos tomado subindices médulo tres. Polo Lema e polo Lema [£.2.2]
MN(Ui, JZ) = bi(Vy,U;, Z) = 0.
Deste xeito temos para cada ¢ = 1,2, 3 a seguinte ecuacién
bit1(Uis1, Vu, Z) + biz2(Uis2, Vi, Z) = 0,

onde temos tomado indices modulo tres. Por outra banda, usando a Proposicion [2.5.3
como Z € T\, ©V, temos que

R<Uza Uj7 Z7 6) = 07
para cada i, j € {1,2,3}. Deste xeito, o Lema aporta as seguintes igualdades
(/\1 — /\4) <VU2U1, Z> —f- ()\4 - )\2) <VU1U2, Z> - 0

(A = A) (Vi Un, Z) + (A — M) (Vi Us, Z) = 0
(/\4 — )\2) <VU3U2, Z> + ()\3 — )\4) <VU2U3, Z> = 0.
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Polo tanto, temos un sistema linear homoxéneo de 6 ecuaciéns nas variables (U;, Vi, Z)
con i # j

bg(UQ, VU12> + b3<U3, VU1Z> == 0

b3(Us, Vi, Z) + b (U1, Vi, Z) =0

b1<U1, VU3Z> —f‘ b2<U27 VU32> = 0

()\1 — )\4) <VU2U1, Z> + ()\4 — )\2) <VU1U2, Z> =0

(M = A) (Vi U, Z) + (A — X3) (Vi Us, Z) = 0

(A — X)) (Vi Us, Z) + (A3 — M\y) (Vi Us, Z) = 0.

A matriz de coeficientes do sistema é

b b3 0 0 0 0

0 0 by b3 0 0

0 0 0 0 by by
Ao — Ny 0 A — M 0 0 0

0 /\3 — /\4 0 0 /\4 — /\1 0

0 0 0 )\3 — )\4 0 )\4 — )\2

O determinante de dita matriz é 2b1b3b3(A1 — A\g) (A2 — Ag)(Ay — A3) # 0. Polo tanto, como
o sistema é homoxéneo a tinica solucién é (U;, Vi, Z) = 0. O

Lema 4.4.11. Se s =0 en > 4, tense que
(Ai, Vy,Z) = 0.

Demostracion. Sexa Z € Ty, © V. Entén, JZ € Ty, © V. Ademais, polo Lema [£.4.10]
(Ui, Vy,Z) = 0, para cada i = 1,2, 3. Enton,

0 — UJ<JZ, Az> == <VUJ-JZ, Al> + <JZ,VUJAZ>
- —<VUjZ, JAZ> - <I[<U],Z), JA1> -+ <JZ, VUin> == <JZ, VUin>v

onde temos empregado o Lema para descomponer JA; e o Lema [4.4.10]| para ver que
(Vu, Z,JA;) = 0. ]

Como consecuencia do Lema e do Lema temos o seguinte corolario.
Corolario 4.4.12. Se s=0¢en >4,
Vu,(Tn,oV)C Ty eV,
para cada © = 1,2, 3.

Proposiciéon 4.4.13. Ses =0 en > 4, as funcions b;: M — R, 1 = 1,2, 3 son constantes.
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Demostracién. Empregando o Lema con U; e Z chegamos 4 ecuacién

3bics c 3bicry
AMdt s = oo A Z) — U 7
M g T A0 -y (A VA~ Vel Vi 2)

b
+2(V, Z,V2Uh) - 5 Y ((JZ, Y, Z)

(A1 — Ag)
+(JZ,V zUy)).

Polo Lema [£.4.9] podemos simplificar a anterior ecuacién para obter

bic
2(Vy, 2,V ,Uy) = m (JZ,Nu,Z) + (JZ,V ,U}))
4 4)\1)\4()\1 - )\4) + 3b%C)\4 + C(/\l - /\4)

4(A — A\g)

Usando o Lema [£.4.8 ¢ o Corolario [£.4.12] podemos simplificar a ecuacién anterior para

obter
0(6)\4(/\1 — /\4) + C)

(A1 —A4)?

Analogamente, repetindo o mesmo razoamento con Z e Us chegamos & ecuacién

b3 +2(4M Ay +¢) = 0.

0(6)\4(/\3 — /\4) + C)
(As — My)?

b3+ 2(4X30s +¢) = 0.

Por outra banda, se repetimos o mesmo razoamento con Us e Z obtemos

6(6)\4(/\2 — /\4) + C)

D~ )2 b5+ 2(4Xo\y +¢) = 0.
27 N4

Deste xeito, se un dos coeficientes que acompana a b; fose cero teriamos que os outros dous

z . C(G)\4()\1—)\4)+C) o 6(6)\4(>\3—)\4)+C) _ , o
serian non nulos. Pois se EYESWE = EYSSWE = 0, terlamos que A\ = A3 e se

C(6/\(4;;\5:\)42)JFC) - C(G/\(L%g/\:j)‘é)ﬂ) = 0, terifamos que \; = Ay. Polo tanto, concluimos que as
funciéns b;: M — R son constantes para cada ¢ = 1,2, 3. O

Casos=0en>3

A continuacién vexamos que ocorre cando s =0 e n > 3.
Lema 4.4.14. Sei# j es =0,

b; 3cb?
(Ai, V,Uy) = _n()‘i + 4(>\¢—/M)>’

onde 1,5 = 1,2, 3.
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Demostracion. En primeiro lugar notemos que se s = 0, U; L JU;, para cada ¢,j = 1,2, 3.
Polo tanto,

0 = Ui(Us, JU;) = (Vu,Us, JU;) + (Ui, Vu, JU;) = (Vu,Us, JU;) + (LU, Uy), JU;)
- <JUZ‘,VUin> = <VUZ.U7;, JU]'> — )\ibj — TZ'<A1',VUZ.UJ'>.

Pero usando o Lema [£.2.2] podemos calcular (Vy,U;, JU;). Deste xeito,

b; 3cb?
A; U)=—-2( N+ —>""—|,
< 7VU1UJ> z( +4()\z_/\4)>
onde i, = 1,2, 3. O

Lema 4.4.15. Se s =0 e 1 # j, tense que

b
< R Z> 4()\2 — )\4)27"i

para i,j € {1,2,3}.
Demostracion. En primeiro lugar usando a Proposicién temos que

_ ch:

Por outra banda, usando o Lema [£.2.1]

cb;

47;‘ = ()\J - >\4)<A17 vUin> - ()\Z - >\4)<AZ, VUJU1>
Pero polo Lema [4.4.14] as expresiéns do tipo (A4;, Vy,U;) son conecidas. Deste xeito, po-
demos despexar (A;, Vy,U;) da ecuacion anterior obtendo a férmula do enunciado. O

Lema 4.4.16. Se s =0 e 1,7,k son todos distintos, temos que

bib;
<A17 vUj Uk> - 4bk7‘2 (

2
802N = Aa) + (i = M)(AN(N — M) ) Bble 4%-),
()\i_)‘4)2 )\j—)\4

onde i,5,k=1,2,3.
Demostracion. Como consecuencia do Lema [4.3.1} temos que (4;, J§) = 0. Polo tanto,

0= Uj <A27 J£> = <vUjA’i: ‘]€> + <Ai7vUj Jg) = <vUin7 J€> - <']AlavU]£>
= bi(Ver, Ai, Us) + by (Vi A, U) + bV, A, Ux) — A{U;, JAL).

H2
Pero agora polo Lema 4.2.2 tense que (Vy,U;, Aj) = —%. Polo tanto, usando o
i J

Lema [4.3.1] e o Lema [4.4.15] chegamos & férmula do enunciado. ]
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Lema 4.4.17. Se s =0 e 1 # j, tense que

(s Va Ui :4ri<>\i—/\4 - A — A

onde 1,5 = 1,2, 3.
Demostracion. En primeiro lugar, usando a Proposicion [2.5.3

_ b
R(A, UL U, €) = % (3b3 _ 2).

Agora polo Lema temos que

b
= U T = = A V) = 2 (3 - 2)
T
Polo tanto, usando a expresion para (U;, V 4,U;) calculada no Lema [4.4.15] obtemos a
férmula do enunciado. ]

Lema 4.4.18. Se s =0 ei € {1,2,3}, tense que

3bic 3b} ¢ 3c
¢ — ¢ b2H2 . — b2, . b2
()\i _ )\4)2 ()‘i-i-l _ /\4)2 + ()‘i+2 _ /\4)2( 17142 i+1 z+2)
BAidit2 — 4NNy — 4Njo g + 2 BAir1Aire — ANit1 Ay — 4N + €2
(Ai = A)(Nip2 — Aa) ‘ (N1 — A1) (M1 — Aigo) b

onde temos tomado subindices mddulo tres.

O:

Demostracion. Por unha banda, notemos que se s = 0, tense que

R(Uw Ui—i—lv Ai+2) g) = 0.
Polo Lema tense que
0= (Nis1 — Aa)(Aiva, Vi, Uir1) — (A — M){Aig2, Vi, Us).

Pero usando o Lema podemos calcular (A;y2, Vy,Uit1) e (Aize, Vu,,,U;) polo que
tras unhas poucas simplificacions acadamos as igualdades requeridas. [

Proposicion 4.4.19. Se s = 0 en > 3 a funcion b;: M — R é constante para cada
1=1,2,3.

Demostracion. Para cada i € {1,2,3}, consideremos o polinomio

3c 3c 3c
b — T B2b2,, — b2, b2
()\i _ )\4)2 ) ()\iJrl 7 )\4) ()\i+2 — )\4)2( 7 Y142 41 z+2)

8)\i)\i+2 — 4)\i)\4 — 4)\i+2A4 + CbZ
(Ai = M) (Aig2 — M) !
C B Aie — AN d — Ao A + €2
(Air1 — A) (A1 — Aiy2) an

fi(b1,b2,b3) = 2b§+1+
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A nosa intencién neste punto é aplicar o Teorema para concluir que hai un nimero
finito de soluciéns do sistema {f; = 0:¢ = 1,2,3} e polo tanto, a aplicacién b;: M — R
¢é constante para cada ¢ = 1,2, 3.

Por unha banda, podemos empregar a identidade 37, b2 = 1 de xeito que podemos
substituir b3 por 1—b% — 2. Por outra banda, tamén imos considerar os cambios de variable
1 b e xy bg. Deste xeito para cada f; obtemos un polinomio nas variables x; e xs
que chamaremos p;. Resulta que os polinomios p; tenen un monomio x;x,, polo tanto se
queremos aplicar o Teorema coa orde lexicografica graduada, debemos desfacernos
deste termo. Para iso, consideramos os polinomios

()\1 — )\4)2()\2 + A3 — 2/\4)
(A1 = A2) (A1 = A3)

Q1($,y) = pQ(xvy)

Polo tanto, podemos ver que para cada i = 1,2, ¢; é un polinomio da forma

60(/\]' + )\j+1 - 2/\4)(/\] + )\j+2 - 2/\4)$2 4 7“(.]71, .1'2),
(A1 = A)?(Njg1 — Ajpa) !
para cada j = 1,2, onde r é un polinomio que ten multigrado menor ou igual que un.
Polo tanto, se A\; +\; — 2\ # 0, aplicando o Teorema teriamos rematado. Entén, se
conseguimos ver que hai un nimero finito de soluciéns no caso en que A\; + A\; — 24 = 0,
para cada 7,7 = 1,2, 3, finalizariamos. Pola simetria das nosas ecuacions basta estudar un

uinico caso.
Suponamos que A; + Ao — 2y = 0. Entén, \; + Ay — 2)\3 # 0, pois en caso contrario
tense que A3 = 4. Enton, se consideramos

12c(/\1 - /\3)(/\2 - )\3) 2 2
-2 - +
()\1 + A2 — 2)\3)2 T2 (()‘1 /\2) c) 1

_ 2()\1 — /\2) (2)\% + )\1()\2 — 5)\3) — )\2()\2 — 3)\3))

qj(xb $2) = -

(M — X2)?pa(21,22) =

A1+ Ao —2)3 2
0(2/\1 + 3\ — 5/\3) 2
2 —

Mg —2h 2T (= )" +0),

24c(A1 — A3)( A2 — A
p2(z1,2) — p3(a1, 22) = O — (/\21)2(/\131_( )\22 — 2:23)2963
4(/\1 + Ao — 3/\3) 8c ) 2c
- - p R
( A+ Ao — 225 (A — A2)? T2t (A — A2)?
Polo tanto, se ¢+ (A1 —A2)? # 0, temos como moito dias soluciéns. Pero se ¢ = —(A\; — \g)?,

temos que

(21, 79) — 12(A; — A3)(Ag — /\3);1:2 B AN (A — A3 §
pok M+ d—2X3)2 2 (= d) (M + A —2Xg) 7
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Polo tanto, zo = b3 = )‘1(’\1“272)‘3)). Entén, temos que

3()\1—)\2)(/\2—>\3

41’1 (/\% — /\1)\3 + )\2()\2 — )\3))
(A — M) (AL + Ag — 2)3)

pl(xb b?&) -

Polo tanto, A2 — A A3 + Aa(Aa — A3) = 0. Deste xeito, podemos despexar \3. Entén,

AN

Ay = .
L VNS W

Como b3 é constante, temos que

0= AS(bS) - A3<U37 J£> = <VA3U3a ‘]€> + <U37vA3J€>
= 01(Va,Us, Uy) + bo(V 4, U3z, Us) + b3(V 4,Us3, Us) — \y(JUs, A3).

Entén, podemos usar o Lema [4.4.17| para calcular as expresiéns do tipo (V4,U;, U;) con
i # j e por ser Us unitario, (V 4,Us3, Us) = 0. Polo tanto, chegamos & seguinte igualdade

21 — 32(A1 — o)
37”3

=0.

Deste xeito, b; é constante. Como b; e by son constantes necesariamente by, tamén o é. [

4.4.3. Caso s #0,+1

A continuacion probaremos que as funcions b;: M — R son constantes para cada
1=1,2,3 cando s # 0, +1.
Lema 4.4.20. Se s # 0,+£1 temos que:

3 4\
D 07 (Nig1 — A)(Nig2 — M) = T = M) (Mg — M)

i=1 ¢
Demostracion. Por ser VJ =0 e J¢ L A, tense que

0= A1<‘]§7 A2> = <VA1 ‘]57 A2> + <J§7 VA1A2> = <JvA1§7 A2> + <‘]§7 V141*’42>
= (SA1, JAz) + b1 (Ur, Va, Az) + b2 (Us, V4, Az) + b3(Us, Vi, As)
= Ai(Ay, JAz) + b1 (U, Va, As) + b2(Uz, Va, Ag) 4 b3(Us, Vaa, As).
Polo Lema [£.3.1] podemos calcular (A;, JA5) e usando o Lema calculamos as ex-

presions do tipo (U;, V4, As), con i = 1,2, 3. Deste xeito, despois dalgunha simplificacién
chegamos & ecuacion que procurabamos. O

Lema 4.4.21. Se s # 0,£1 temos que

Uz 5 Ul - )
<VUZ +1 +2> 4()\1 . >\4)

para cada v = 1,2, 3.
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Demostracion. Polo Lema [4.4.20],

(Zb i1 — A)(Nisa — Ag) + ﬁ(xg M)Ay — )\4)> ~ 0.

Polo tanto,
0= (Nis1 = M) (Ni2 = A)biUs(bi) + (A — Aa) (Niva — Aa)biga Ui(bita)
+ (A = M) (Nig1 = Aa)bi2Ui(big2).
Empregando as expresions obtidas no Lema e no Lema tense que
AN = M)At — Ais2) (Vo Ui, Uiga) + s(Ain — Aa) (4Xi(Ai — Ay) + 3cb?) = 0.

Polo tanto,
s (4NN — Ag) + 3b%c)
4(Ai — M) .

Proposicién 4.4.22. Se s # 0,+1, as funcions b;: M — M,i = 1,2,3 son constantes.

]

(Vu,Uis1,Uigo) =

Demostracion. En primeiro lugar dado que por U; L Uj, para cada i # j, tense que pola

Proposicién
R(U1,U3,Us,€) = T((JU17U3><JU1,€> — (JUL U3)(JU3, §) — 2<JU1,U2><JU375>>-

Agora, polo Lema [£.3.1] temos que

cs(b} + b3 — 20b3)
1 :
Empregando o Lema e o Lema [£.4.2T] chegamos 4 ecuacién

(M 43X = 3N — \a) N Bhtdo =B —M)po 1y, (20d = Nids — dods)
4N — N\y) ! 4(Ay — \g) 2 97 c '

Polo tanto, usando a ecuacion obtida no Lema [4.4.20| e a relacién 323

sistema de 3 ecuaciéns lineais nas variables b7

§<U17 U27 U3a f) =

¢, b7 = 1, obtemos un
bi+b3+0b3=1

B2 (N — M) Nz — M) = =24 (X — Ag) (A3 — Ay

(/\1+3/\2 3/\3 A1) b2 (BA1+Ao— 3/\3 ) b2 b2 _ (2A1A2=A1A3-X2)3)
00— 42—Xa) c ’

Este sistema ten por matriz de coefientes

1 1 1

(A2 = A)(As = A1) (A1 = A)(As — A1) (A — A (A2 — )

(>\1+3>\2—3/\3—>\4) (3)\1+)\2—3)\3—>\4)
4(A1—A1) 4(A2—MA4)

N =
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Se o determinante desta matriz é distinto de 0, o sistema seria compatible determinado
polo que teriamos probado que b; é constante para cada ¢ = 1,2,3, por ser a solucién
dun sistema de ecuaciéns lineais con coeficientes constantes. Se o determinante fose nulo
teriamos que

1 1 1
0= |2 = A)As = A1) (A= A)(As = Ag) (A = Ag) (A2 = Ay
(/\1%»3/\273)\37)\4) (3)\14’)\273)\37/\4) _l
4(A1—A1) 4(A2—A41) 2

-3
= T()\l - )\2)()\1 + )\2 - )\3 - )\4)
Polo tanto, necesariamente \; + Ay — A3 — A4 = 0. Analogamente, temos que
cs(b3 + b2 — 2b3)
1 :
Ent6n, usando o Lema [£.2.T] e o Lema [4.4.21] chegamos & ecuacién
(BA1 — A2 — 3A3 + \y) B2+ (BA1 —3X2 — A3 + )\4)62 2003 — M(A2 + A3)
4(Ng — \y) 2 4(\3 — \g) s c ‘
De novo usando a ecuacién obtida no Lema [4.4.20| e a relacién 32
sistema de 3 ecuaciéns lineais nas variables b7
R+R+@:1

2 (N1 — M) (N2 — M) = =4 (A — M) (A3 — \g)
lb2+ (BA1—=A2—3X3+)\4) b2+ (BA1—3X2— )\3+)\4 b2 2>\2>\3*)\1(/\2+)\3).

E(U% U37 Ula 5) =

1
—b§+

2 b? = 1, obtemos un

()\2 A4 ) ()\3 A ) c
Este sistema ten por matriz de coefientes
1 1 1
(A2 = A)(As = A1) (A= A)(As = Ag) (A= M) (A2 — Ag)
1 (3)\1—)\2—3)\34-)\4) (3)\1—3)\2—)\34-)\4)
2 4(A2—MA4) 4(A3—A4)

Pero se este determinante fose nulo teriamos que

1 1 1
o= A5 = A1) Or = A)0s = A1) O = A — Ag)
1 (BA1—A2—3A3+)\4) (BA1—=3A2—A3+)\4)
2 4(A2—MA4) 4(Az3—A4)
3
= 1(/\2 —A3) (A1 — Ao — Az + Ag).

Polo tanto, necesariamente \; — Ay — A3 + A4 = 0, pero isto entra en contradiciéon con que
A+ Ao — A3 — Ay = 0, pois nese caso, Ay = 4. Entén, un dos dous determinantes ha de
ser non nulo e polo tanto as aplicaciéons b;: M — R son constantes para ¢ = 1, 2, 3. O]

Deste xeito, temos probado que para todo s € R, as funciéns b;: M — R son cons-
tantes para cada ¢ = 1,2, 3. Polo tanto, temos rematado o obxectivo desta seccion.
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4.5. Conclusién do Teorema Principal

Sexa M unha hipersuperficie en M = M"(c) e consideremos M = 7~ 1(M) a imaxe
reciproca de M pola aplicacién de Hopf (ver §2.5)). Lembremos que ¢ = £ onde € =1 no

caso proxectivo e ¢ = —1 no caso hiperbélico. Ademals a aplicacion de Hopf restr1nx1da a
M é unha submersién semi-riemanniana. Sexa V o campo vertical definido en §2.5.3 Sexa

€ un campo unitario normal definido localmente en M. Entén, ¥ é un campo umtarlo
normal definido localmente en M. Na seccién §2.5.3] vimos que

~ - 1
vaﬂzwvxyyu%ﬁxﬁyﬁm%
2
<[XL7YL]7V> = *<JY7X>7
r
para cada X,Y € I'(T'M). Polo tanto, para cada X € I'(T'M)
SX" = (SX)" = ~(Je" XYY,
r
< 1
SV = —Jek.
r
Sexan Xi,...Xs, 1 as direcciéns principais unitarias asociadas as curvaturas principais
Ay .oy Agp_1 de M. Os campos de vectores Xi,..., X5, 1 forman unha referencia local
ortonormal de M. Polo tanto, podemos expresar o campo de Hopf como J¢ = 32" b; X,

para certos b; > 0 tales que >.7"7'b? = 1. Por outra banda, X¥, ..., XL | 'V é unha
referencia local en M. Empregando as ecuacién anteriores, tense que

- b;
SXI = NX[ 4V,

2n1

Zb

para cada X, con i =1,...,2n — 1. Deste xeito, a matriz do operador forma de M con
respecto a referencia local X ,oo, XE LV vén dada por
A 0 &
1 .- -
0 oo Agyy P2t
b1 ban—1
L - 0

Proposicién 4.5.1. Sexa M unha hipersuperficie con curvaturas principais constantes
en Mn(c) con g = 4, n > 3, tal que o seu campo de Hopf prozecta sobre exactamente
tres espazos de curvatura distintos e que estes tenen multiplicidade un. Enton, M € unha
hipersuperficie isoparamétrica en M (c).
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Demostracion. A funcién b;: M — R é constante para cada ¢ = 1,2, 3, por Ademais,
b; = 0 para cada i = 4,...,2n — 1. Nese caso M ten curvaturas principais constantes xa
que todas as entradas da matriz do seu operador forma son constantes. Pola Observacion
, tense que M é isoparamétrica. Como 7 envia xeodésicas horizontais de H™ ' en
xeodésicas en CH™, tense que 7 envia hipersuperficies equidistantes a M en hipersuperficies
equidistantes a M. Polo tanto, M é isoparamétrica se e s6 se M é isoparamétrica. Polo
tanto, M é isoparamétrica. O

No caso proxectivo se existise M nas hipoteses do Teorema Principal, seria isopara-
métrica. Ademais, M ten curvaturas principais pero non é Hopf. Polo tanto, temos unha
contradicién polo Corolario [3.3.7 No caso hiperbélico o resultado séguese do Teorema
3.3.11} pois por [5] se g = 4, o unico exemplo que esta nas hipdteses do Teorema Principal
& W22 para algin ¢ € (0,7/2).

Deste xeito, temos concluido a demostracion do Teorema Principal.



Apéndice A
Campos de Jacobi

Os campos de Jacobi son unha ferramenta moi poderosa no estudo da xeometria de
Riemann. Por un lado permiten o estudo da xeometria intrinseca, pois proporcionan un
xeito de determinar como a curvatura nun punto inflie sobre as xeodésicas radiais que
saen del. Por outro lado, son ttiles no estudo da xeometria de subvariedades, pois permiten
estudar o desprazamento normal dunha subvariedade. Definamos a continuaciéon o concepto
de campo de Jacobi.

Definicién A.0.1. Sexa v unha xeodésica nunha variedade de Riemann M. Un campo de
vectores J 6 longo de ~ dise un campo de Jacobi se satisfai a ecuacion

D} J = R(%, J)3.

A.1. Campos de Jacobi e xeometria intrinseca

Sexa M unha variedade de Riemann de dimensiéon m e 7: [a,b] — M unha curva.
Dicimos que a aplicacion diferenciable I': (—¢,¢) X [a,b] — M ¢ unha variacién de v se
v(t) = I'(0,t) para cada t € (—¢,¢). Se v e I'y(t) := I'(s,t) son xeodésicas, dicimos que I'
é unha variacion por zeodésicas da weodésica . As curvas I'y(s) dinse curvas transversais
e as curvas ['4(t) := I'(s,t) dinse curvas principais.

Unha aplicacién diferenciable V': (—¢,¢) x [a,b] — T'M é un campo de vectores 6
longo de I" se V (s,t) € Tr(sM, para cada (s,t) € (—¢,¢€) x [a, b]. Denotaremos os campos
6 longo de I mediante X(I"). Sexan S, T € X(I") definidos como

Jdl'(s,t) Jdl'(s,t)
S(s.1) ds (52) ot 7
onde % = T'y(s) e % .= I',(t). Diremos que S(0,t) é o campo variacional da

variacion por xeodésicas [' da xeodésica 7.
Denotemos por D; a derivada covariante con respecto a I'(0,¢) e por Dy a derivada co-
variante con respecto a I'(s, 0). Temos tres relaciéns importantes. Por ser v unha xeodésica

tense que
DtT - O

99
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O lema de simetria, [39, pax. 97|, afirma que D;0,I' = D;0,I". Polo tanto,
D,T = D,S.
Por outra banda, traballando en coordenadas podemos comprobar que para cada V € X(T'),
D,D,V — D;D,;V = R(S,T)V

Deste xeito é facil ver que
R(T,S)T = D?S.
Polo tanto, o campo variacional dunha variacion por xeodésicas dunha xeodésica é un
campo de Jacobi.
O seguinte teorema aseguranos a existencia e unicidade dos campos de Jacobi, unha
vez fixadas dias condiciéns iniciais.

Teorema A.1.1. [39, pax. 176] Seza v: (—e,e) —> M unha zeodésica, satisfacendo que
v(a) = p, para certo a € (—¢,¢€). Para cada par de vectores X,Y € T,M existe un tinico
J, campo de vectores de Jacobi 6 longo de v, que satisfai as condicions iniciais

J(a) =X, DiJ(a)=Y.

A demostracion deste resultado consiste en transformar o sistema de ecuaciéns diferen-
ciais de segundo orde nun sistema de ecuaciéns diferenciais de primeira orde. Deste xeito,
duplicamos o ntimero de ecuacions. Posteriormente, aplicamos o resultado de existencia e
unicidade de ecuaciéns diferenciais de primeira orde.

Observacion A.1.2. Dada unha xeodésica v, o conxunto dos campos de Jacobi 6 longo de
~ forma un subespazo linear 2m-dimensional do espazo vectorial de X(7). En efecto, dado
p = ~y(a) un punto calquera de v, consideremos a aplicacién que a cada J, campo de Jacobi
6 longo de 7, lle fai corresponder o vector (J(a), D;J(a)) € T,M & T,M. Polo teorema
anterior esta aplicacion é un isomorfismo linear.

Analogamente, podemos comprobar que todo campo de Jacobi é o campo variacional
dunha variaciéon por xeodésicas. Sexa J un campo de Jacobi 6 longo de 7 con condiciéns
iniciais J(0) e J’(0), onde " denota a derivada covariante 6 longo da curva ~y. Enton, sexa
['(s,t) = exp, ) stJ'(s), onde o é a curva integral de J tal que o(0) = 7(0). Sexa Y o
campo variacional asociado a I' e vexamos que ten condiciéns iniciais J(0) e J'(0), polo
que o Teorema implicard que Y = J.

d d d

Y (0) I'(s,0 (exPy(s) 0) a(s) = a(0) = J(0).

ds|s=0

['(s,t) =D

ds|s=0 ds|s=0

) J o
Y'(0) = Dijy—or-  T(8,t) = Dyjs—o 5, sls=
(0) tlt_oasls:o (5:%) 'S—Oatuzo l_oat\tzo

= Dajs—0 €XPy(s)u0(5J(5)) = Dsjs—osJS'(s) = J'(0).

eXPy(s) 5tJ'(5)

Entén, concluimos que un campo de vectores 6 longo dunha xeodésica v é de Jacobi se e
sO se é o campo variacional dunha variacion por xeodésicas de ~.

O seguinte lema indica un criterio para saber se un campo de Jacobi é normal & xeo-
désica sobre a que esta definido.
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Lema A.1.3. Sexa v: (—¢,e) — M unha zeodésica e a € (—¢,¢€).

(1) Se J é un campo de Jacobi 6 longo de v, é normal se e sé se J(a) L #(a) e
D.J(a) L 4(a).

(1) Todo campo de Jacobi ortogonal a % en dous puntos € normal a 7.

Demostracion. Comecemos probando . Usando a compatibilidade coa métrica e o feito
de que 7 ¢é xeodésica, calculamos

d2

dt

Polo tanto, f(t) = (J(t),74(t)) é unha funcién afin de t. Agora, usando a hipé6tese
f(a) = (J(a),¥(a)) = f(a) = (DiJ(a),¥(a)) = 0.

Polo tanto, f é unha funcién afin con pendente e ordenada na orixe nulas. Logo f = 0.
Probemos agora (). Coa mesma notacién que antes, se f(t) é unha funcién afin non
inxectiva é a funciéon nula. Polo que se f é nula en dous puntos, f = 0. O]

Como consecuencia disto tense que os campos de Jacobi de v normais forman un subes-
pazo de dimension 2m — 2 de v, mentres que os campos de Jacobi tanxentes forman un
subespazo 2-dimensional de 7. Deste xeito, os campos de Jacobi tanxentes son triviais.

A.2. Campos de Jacobi e xeometria extrinseca

Sexa M unha variedade de Riemann de dimensién n e M C M unha subvariedade de
Riemann de M de dimensién m.

A.2.1. M-campos de Jacobi

Consideremos unha xeodésica v: [0,1] — M, tal que 7(0) = p. Un campo de Jacobi
Y 6 longo de v, que satisfai Y (0) € T,M e Y'(0) + Sy0)Y (0) € v, M, é chamado M -campo
de Jacobi. Os M-campos de Jacobi proceden de variacions por xeodésicas de xeodésicas
que intersecan a M perpendicularmente.

Sexa 7y unha xeodésica parametrizada polo parametro lonxitude de arco e ¥(0) € v, M
Sexa ['(s,t) unha variacién por xeodésicas de v e denotemos por c(s) = 75(0) € M e

3s(0) = &(s) € veyM. O campo de Jacobi Y inducido por I' é Y (t) = %‘Szof(s,t). Por

outra banda, ten condiciéns iniciais Y(0) e Y'(0), xa que
d 0 0

YO =5 TE0)=5 0= cls)=0),

: 9 9 .
Y (0) = Dt|t:0%‘s:0F(S7t) - DSB:OEH:OF(S’ t) = DS‘SZO’YS(O> - DS|S:O§<S)
= Vy )€ = =Se0)Y (0) + V%/(o)f-
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Os M-campos de vectores de Jacobi forman un subespazo linear do espazo vectorial de
campos de Jacobi 6 longo de v de dimensién n = m + (n — m) . Obviamente, o campo de
Jacobi trivial J(t) = t§(t) é un M-campo de Jacobi. Denotaremos por J (M, ) 6 subespazo
vectorial dos M-campos de Jacobi 6 longo de v perpendiculares a J(t) = 5(t).

A.2.2. Desprazamento normal dunha hipersuperficie

Sexa M unha hipersuperficie en M e ¢ un campo de vectores normal e unitario en
M. O noso seguinte obxectivo serd estudar o desprazamento M" de M na direccién de
¢ a distancia r > 0. En xeral, M" non é unha subvariedade de M. Veremos que se pode
determinar mediante o uso de M-campos de Jacobi se M" é subvariedade ou non, e calcular
as suas curvaturas principais e as correspondentes direcciéons principais. Como todos estes
obxectos son locais, non perdemos xeneralidade asumindo que & esta globalmente definido.
Para r > 0 definimos s

e M — M
p = @'(p) =exp,(réy,).

A aplicacién diferenciable " parametriza o desprazamento paralelo M" de M na direccién
de ¢ a distancia r. Claramente M" serd unha subvariedade inmersa de M se e s6 se ®" é
unha inmersion.

Calculemos a diferencial de ®". Sexa p € M e v = 'ygp: t = exp,(t&,). Xa que § ten
lonxitude constante e ¥M é un fibrado de rango un, J(M,~) consiste no conxunto dos
campos de Jacobi 6 longo de vy con condiciéns iniciais Y (0) € T,M e Y'(0) = =S, Y (0).
Sexa Y € J(M,v) e ¢ unha curva en M con condiciéns iniciais ¢(0) = p e ¢(0) = Y(0).
Entoén, a variacién por xeodésicas de v correspondente 6 campo de Jacobi Y, vén dada por
['(s,t) = exp,) (t&(s))- Polo tanto,

d

ds|s=0

CI):p(Y(O)) (@"oc)(s) = %B:O ech(S)(ch(S)) =Y(r).

En definitiva, ®" non é inmersién en p se e s6 se existe un campo de Jacobi non nulo
Y € J(M,v) con Y(r) = 0. En tal caso ®"(p) dise punto focal de M ¢ longo de v, e a
dimensién do nicleo de @), é chamada a multiplicidade do punto focal. Se ®"(p) é un punto
focal de M 6 longo de 7, a stia multiplicidade é a dimensién do subespazo linear formado

polos Y € J(M,~) tales que Y (r) = 0. Ademais,
TymyM"™ ={Y(r): Y € J(M,~)}.

A interpretacion xeométrica dos campos de Jacobi en termos da variacion xeodésica
implica que ®"(p) é un punto focal de M 6 longo de v se e sé se existe unha variacién
xeodésica non trivial de v, cuxas xeodésicas intersecan M ortogonalmente e se atopan
infinitesimalmente preto en ®"(p). Se o rango de @’ é constante, existen diias posibilidades:

(1) Se existe un enteiro positivo k£ tal que ®"(¢) ¢ un punto focal 6 longo de 7, con
multiplicidade k para cada ¢ nunha vecinanza pequena U de p, entén <I>TU parametriza
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a unha subvariedade (n — 1 — k)-dimensional de M chamada variedade focal de M
en M.

(1) Se ®"(p) non ¢é un punto focal de M 6 longo de v, entén @} ¢ inxectiva para cada q
nunha vecinanza U de p. Tomando U suficientemente pequeno, podemos concluir que
@TU parametriza unha hipersuperficie de M, chamada hipersuperficie equidistante a
M en M.

Ademais, en ambos casos o vector §(r) é un vector normal & variedade focal ou respec-
tivamente 4 hipersuperficie equidistante en ®"(p). Notemos que para r suficientemente

pequeno, sempre estamos no segundo caso.
Todo o proceso anterior pode ser xeneralizado para unha subvariedade M de M con

codimensién maior que un. Nese caso, para r > 0 definiriamos
M" = {exp(r§) : £ € vM, |[¢]| = 1}.

Se M" fose unha hipersuperficie chamariamola tubo de radio r 6 redor de M e se M" fose
unha subvariedade de codimension maior que un, seguiriamos chaméandoa variedade focal
de M en M.

Figura A.1: O cilindro focaliza nunha recta e a esfera focaliza nun punto.

O seguinte obxectivo ¢é calcular o operador forma da variedade focal ou hipersuperficie
equidistante con respecto a ¥(r). De aqui en diante denotaremos por M" a variedade
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focal ou hipersuperficie equidistante. En xeral, ®j; parametrizard tan s6 a unha parte
aberta desta. Para iso, construimos ¢, := ®" o ¢, que é unha curva en M". Tense que
¢-(0) = @7 ,(¢(0)) = Y (r). Definimos un campo de vectores unitario e normal 7" en M" 6
longo de ¢, mediante n"(s) := #(r) e denotaremos por 8" o operador forma en M". Pola
ecuacion de Weingarten, temos que

, 0 0 0
Yi(r) = Dt|t:r%‘szor(sat> = Ds|s:0§‘tzrr(37t) = DSB:O&#:T eXPy(s) (te(s))
d

- Ds'szoﬁuzﬂf«s)(t) = Dyjo=on"(s) = Ve, 1" = Vyo)n'
= =85 Y (r) + V#(r)nr(o)'

En consecuencia, se Y é un M-campo de Jacobi 6 longo de v en J (M, ) o operador forma
S" de M" satisfai
S'C(T)Y(T) = _(Y/<r))—r7

onde T denota a proxeccion ortogonal en T’ M".

No caso de que M" sexa unha hipersuperficie podemos dicir ainda méis. O vector Y'(r)
¢é tanxente a M", pois Y ¢é perpendicular a v polo Lema Xa que o é parat =71 e
t = 0. Ademais, o espazo normal a M" en 7(r) estd xerado precisamente por §(r). Polo
tanto, se M" é hipersuperficie tense que

LY (r) = =Y'(r).

Se M" é unha hipersuperficie, hai unha forma mais eficiente de calcular §". Denotemos
por v+ a distribucion 6 longo de v que estd definida polo complemento ortogonal de R(t)
en T, M. Sexa

L B, s
R’y = R(,’y)’th
Consideremos D € End(y1), un campo tensorial 6 longo de v, dado por

D"+ R, oD =0, D(0)=Idg, D'(0)=—8,.

Se X € T,M e Ex é o campo de vectores paralelo 6 longo de 7 tal que Ex(0) = X, entén
Y = DEx ¢ o campo de Jacobi 6 longo de +y con valores iniciais Y (0) = X e Y'(0) = =S¢, X.
En definitiva, v(r) é un punto focal de M 6 longo de 7 se e 86 se D(r) é singular. Se M"
ten codimensién un, entén D(r) é invertible e obtemos

S D(r)Ex(r) = 85, Y (r) = =Y'(r) = =(DEx)'(r) = =D'(r) Ex(r).
Polo tanto, o operador forma S” de M" con respecto a ~(r) satisfai a ecuaciéon

Siy = —D'(r)o D7}(r).



Apéndice B
Sistemas de ecuacions polinémicas

O obxectivo desta seccién é introducir un criterio para decidir a finitude do ntimero de
soluciéns dun sistema de ecuacions polinémicas. Dito criterio apdiase na teoria de bases de
Grobner. Para unha introducién maéis detallada, pédese consultar [19].

Sexa K un corpo e K|z1, ..., x,] o anel de polinomios con coeficientes en K nas variables
X1,y Ty Sexa A" = {(y1,...,yn) : yi € K} o espazo afin. Se T C Klxy,...,2,),
denotaremos o conxunto de ceros de T' C A™ como V(7). Claramente os ceros de T e de
(T'), o ideal xerado por T, son os mesmos. Reciprocamente, dado un subconxunto S C A"
podemos construir I(S) C Klzy,...,x,] como o conxunto de polinomios que se anulan en
S, é dicir,

I(S)={f € K[zy,...,z,): f(y) =0 para cada y € S}.

As bases de Grobner introducense para resolver o seguinte problema proposto por

Wolfgang Groébner 6 seu alumno de tese Bruno Buchberger.

Problema. Seza I un ideal en K|xq,...,x,|. Aldpese unha base para o espazo vectorial

Klxy,...,x,)
I

e as constantes de estrutura para a multiplicacion na dlrebra asociativa R.

R:

Buchberger resolveu dito problema e ademais aportou un algoritmo que xeneraliza
algiins algoritmos conecidos como o algoritmo de eliminaciéon de Gauss ou o algoritmo
da divisién de Euclides. Se examinamos con detalle o algoritmo da divisiéon de Euclides,
veremos que é preciso escribir os termos asociados a cada monomio dos polinomios en orde
decrecente polo seu grado. Se queremos xeneralizar este algoritmo deberemos fixar unha
orde en K[xy,...,x,)].

Primeiro, notemos que hai unha correspondencia biunivoca entre os monomios de
Klzy, ..., 2] e Z%, dada por

— 9 « — n
v=a eyt = a=(a, ... 0) € Z5,.

Polo tanto, definir unha orde en ZZ%, é equivalente a definir unha orde no conxunto de
monomios de K[xy,...,x,]. Deste xeito, introducimos o concepto de orde monomial.
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Definicién B.0.1. Unha orde monomial é unha relaciéon > en Z%, ou equivalentemente
no conxunto de monomios %, o € Z%,, que satisfai:

(I) > ¢ unha orde total en ZZ,.
(1) Se > ey € Z, entén a+v > 3+ 7.
(1) > ¢ unha boa orde en ZZ,,.

A continuacién presentamos duas ordes monomiais.

Definicién B.0.2 (Orde lexicogrifica). Sexa a = (au,...,a,) € 8 = (B1,...,6a) en ZL,.
Diremos que

O >y O
se en a — 3 € Z%, a primeira variable non nula pola esquerda é positiva.

Notese que en ZZ, hai n! ordes lexicograficas distintas, mais nés imos considerar sempre
a que fai que
Ty > Tyl > 00 > X7,

Definicién B.0.3 (Orde lexicogrifica graduada). Sexa a = (aq,...,an) e = (B1,...,0n)
en Z%,. Diremos que

@ >oradlex s
se [o] > |8] ou Ja] = 8] ¢ & >1gx 4, onde Ja] = T7_, as

Dado un polinomio f = >, a,z* € Klzy,...,z,| e fixado > unha orde monomial,
definimos os seguintes conceptos:

= O multigrado de f como multideg(f) = max{a € Z% : a, # 0}.
» O coeficiente principal de f é LC(f) = amutideg(s) € K-
= O monomio principal de f é LM(f) = p™uitides(f),
w O termo principal de f é LT(f) = LC(f) LM(f).
Por exemplo, consideremos o polinomio
f(z1, 29, 13) = 1das + bariasws + 1973 + 5atwy + 25 wows.
Considerando a orde lexicografica temos que:
multideg(f) = (2,2,1), LC(f) =5, LM(f) = aizizs, LT(f) = 5aizizs.
Mentres que se consideramos a orde lexicografica graduada temos que:
multideg(f) = (2,1,3), LC(f) =1, LM(f) = aimas, LT(f) = 23zo3.

Sexa I C Klzi,...,x,] un ideal non trivial. Denotamos por LT(I) o conzunto de termos
principais de I, isto é,

LT(I) = {cz®: se hai f € I tal que LT(f) = cx“}.
Por outra banda, denotamos por (LT(/)) o ideal xerado polos elementos de LT(I).
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Definicién B.0.4 (Base de Grobner). Fixada unha orde monomial dicimos que un sub-
conxunto finito G = {g1,..., ¢} dunideal I C K|[x1,...,x,] é unha base de Grobner se

(LT(91), - -, LT(g:)) = (LT(1)).

Entén, agora estamos en disposicion de enunciar o criterio que anunciabamos 6 principio
desta seccion cuxa proba pode ser atopada en [19] pax. 234].

Teorema B.0.5. Sexa V =V (I) unha variedade afin en C" e fixemos unha orde monomial
en Clxy,...,z,]. Entdn, os sequintes enunciados son equivalentes:

s V' € un conzunto finito.
» Para cada i, 1 < i <n, hai un certo m; > 0 tal que x;"" € (LT(I)).
Exemplo B.0.6. Consideremos o sistema dado por
132323 + 1627 + 923 + 21a3xs + 1625 =0

192273 + 222279 + 1525 + 272123 +22 =0
723 4+ 10xows + 323 + 1523 + 1123 = 0.

Sexa V a variedade afin en C® que constittie o conxunto de soluciéns do sistema anterior.
Consideremos a orde lexicografica graduada. Entén, LT (1) = {az], fz3,v25 : o, 8,7 € C}.
Ademais, z1, 3,23 € (LT(I)). Polo tanto, polo Teorema V ten tan s6 un ntmero
finito de elementos.
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