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Pédese dicir, de xeito informal, que a nocién de limite
dunha funcién f en  indicanos o valor ao que se

achega esta cando nos aproximamos ao valor de  (ben
sexa este un numero real ou mais ou menos infinito).

1. Limites de sucesions de numeros reais

Unha sucesidon de numeros reais é unha funcién definida
en N con valores en R, é dicir, unha funcion que a cada
numero natural n lle asocia un numero real x,. Vexamos
un par de exemplos.

Sucesion {(—1)" /n}nen

N 1 2 3 4

R -1 1/2 —1/3 1/4

Sucesion {(—1)" }nen

1 2 3 4

Z

Resulta interesante estudar se existe algin valor X no que
se acumulan os valores da sucesién, x,,, para n arbitraria-
mente grande. Se existe tal x dise que é o limite da suce-
sién.

Formalmente dicimos que = é o limite da sucesién
{zn}nense

Ve>03IN.eN|n>N, = |z, — | <e¢,

é dicir, se dado un nimero positivo € somos capaces de
atopar un nimero natural N: (que depende de ¢) tal que
todos os termos da sucesién con n > N. cumpren que
Ty € (T—e,T+e).

Vexamos graficamente o que significa isto para as suce-
siéns anteriores. No caso da sucesion {(—1)"/n}nen, 0
seu limite é o valor 0. Na figura 1 podemos ver como para
e = 1/4 temos que todos os termos da sucesion a par-
tir do que estd na quinta posicion, se atopan dentro da
franxa sombreada en azul e, polo tanto, estan entre —1/4
el/4.Asique, parac = 1/4 podemos escoller N = 5.
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Figura 1: Converxencia da sucesién {(—1)" /n} .

Un razoamento similar é valido para calquera ¢ positivo
e N: adecuado, o que nos permite asegurar que cero é o
limite da sucesion {(—1)"/n}pen.

Pola contra, temos que a sucesién {(—1)"},cn hon ten
limite ou, o que é o mesmo, non é converxente xa que,
por grande que sexa n, os valores de x,, sempre oscilan
entre —1 e 1. Como se pode ver na figura 2, se collemos
e =1/2 os termos impares da sucesion, x2,41, quedan
fora do intervalo (1 —,1+¢), o que implica que 1 non
pode ser o limite da sucesién. Dun xeito similar pdodese
comprobar que —1 tampouco é o limite da sucesion.
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Figura 2: Diverxencia da sucesién {(—1)" },en.



Neste caso a sucesidn ten duas subsucesidns converxen-
tes a limites distintos: {x2,,—1 }nen € @ sucesion constante
igual a -1 e {x2, }nen € a sucesidn constante igual a 1.
Deste feito tamén se deduce que a sucesion {(—1)"},en
non é converxente.

E importante recalcar que unha sucesién de numeros
reais non ten porque ter limite e, se este existe, serd Unico
(unicidade de limite). Neste ultimo caso, calquera subsu-
cesion é converxente e o seu limite coincide co da suce-
sién de partida.

Un concepto equivalente a converxencia dunha sucesion
en R vén dado polo que denominamos unha sucesion de
Cauchy, na que se ten que a distancia entre dous elemen-
tos calquera da sucesion é todo o pequena que se queira
a partir dun indice suficientemente elevado. A definicién
de sucesidon de Cauchy é a seguinte

Ve>03dN.eN|p, g> N, = |z, — x4 <e.

E importante salientar que unha sucesién de Cauchy
garantenos a existencia dun limite real da sucesién estu-
dada, se ben non nos di cal é o seu valor.

O seguinte resultado é unha consecuencia relevante da
converxencia dunha sucesion.

Teorema 1. Calquera sucesion converxente de numeros
reais, {xn}nen, estd limitada, é dicir, existe unha cons-
tante positiva M > 0 tal que|z,| < M para todon € N.

Obviamente, non todas as sucesiéns limitadas son con-
verxentes! (pensemos de novo na sucesion {(—1)"},en)-
Porén, se engadimos unha hipdtese adicional: que a suce-
sidn sexa mondtona (isto é, crecente ou decrecente),

enton o resultado é certo, entendendo que unha suce-
sion {xy, }nen € crecente se z,,41 > x, paratodon € N
(analogamente {z, },en € decrecente se x,, 11 < x,, para
todon € N). O resultado é o seguinte:

Teorema 2. Se {Z, }neN é unha sucesién de nimeros reais
mondtona e limitada, entén {x,, } e € converxente.

En resumo, para unha sucesién mondtona a converxen-
cia equivale ao cardcter limitado desta. E importante
sublifiar que hai sucesidns que non son mondtonas e
tamén son converxentes, como por exemplo a sucesion
{(—=1)"/n},en estudada anteriormente.

2. Limites de funcions reais dunha variable real

O seguinte paso, tras o estudo da nocidn de limite para
sucesions, é considerar funcions reais de variable real, é
dicir, funciéns definidas nun intervalo aberto (a,b) C R
que a cada elemento x € (a, b) lle asignan un certo valor

real f(z).

Veremos a estreita relacion existente entre o concepto de
limite para estas funcidns e a definicién dada para o limite
de sucesions.

Dicimos que Le€R é o limite da funcidn

f:(a,b) CR — R cando z tende a T se
Ve>036>0|0<|z—2|<d = |f(x)— L| <e¢,

é dicir, se dado un nimero positivo e somos capaces de ato-
par outro nimero positivo § (que depende de ¢ e T) tal que
f(z)e (L —e,L+¢e)paratodoz € (z—0,2+0), x #x.
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Figura 3: Limite dunha funcion dunha variable real.

Obsérvese que o valor de f en T non é relevante 4 hora de
calcular o limite nese punto, de feito non é necesario que
estea definida en 7. No caso de que f(Z) = L diremos
que f é continua en T.

O seguinte resultado é o nexo de unidn entre os conceptos
de limite para sucesions e para funciéns. Como consecuen-
cia del, podemos trasladar as propiedades deducidas para
sucesions ao marco das funcions reais dunha variable real.

Teorema 3. Sexan f:(a,b) CR— R, z € (a,b) e
LeR. Equivalen:

1. L é o limite da funcién f cando x tende a ;

2. para toda sucesion {xn}nen C (a,b) \ {Z} conver-
xente a x, a sucesion { f(xy,) }nen converxe a L.



Se consideramos o limite en T igual a mais (ou menos)
infinito, en lugar de estudar o comportamento de f en
puntos préoximos a ¥ debemos considerar puntos arbitra-
riamente grandes (ou pequenos), é dicir, a definicion é a
seguinte

Ve>03dM >0z >M = |f(z)—L|<e.

3. Limites de funcions reais de varias variables reais

O concepto de limite pode formularse tamén para fun-
cions reais de varias variables reais, é dicir, funcidns defi-
nidas nun conxunto aberto {2 C R" que a cada elemento
x =(x1, T2,...,1,) € Q lle asignan un valor real f(x).
Por simplicidade, enunciaremos os resultados desta sec-
cion para funcions de duas variables reais, é dicir, conside-
raremosn = 2.

Deste xeito, dise que L € R é o limite da funcién
f:9Q C R? - Rcando(z,y)tende a(z, i) se

Ve>036>0|0<|(z,y) — (zZ,9)|| <o
= ’f(flf,y)—L| <g,

onde ||(z,y)|| denota a distancia euclidiana do punto
(xz,y)a(0,0),isto é,||(z,y)|| = v/«? + y>. Noutras pala-
brasdise que L é o limite de f en(Z, ) se dado un nimero
positivo € somos capaces de atopar outro nimero posi-
tivo § (que depende de ¢ e do punto (Z,y)) tal que
f(z,y) € (L —e,L + ¢) para todo (z,y) # (Z,y) que
diste de (z, y) menos que ¢ (véxase a figura 4).

Analogamente ao que acontecia no caso de funciéns
dunha variable real, o concepto de limite de funciéns
equivale ao de limite de sucesidns.

Teorema 4. Sexan f:QCR? — R, (7,7) €Q e
L € R. Equivalen:

1. L € o limite da funcidn f cando (x,y) tende a (Z, y);

2. para toda sucesion {(zn,yn)}nen € Q\{(Z,y)}
converxente a (Z,y), a sucesion {f(zn,yn)}nen
converxea L.
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Figura 4: Limite para unha funcién real de duas variables reais.

Observacion 1. Como consecuencia dos teoremas 3 e 4,
vemos que non é preciso que a funcidn f estea definida
en (Z,y) para poder falar do limite cando (x,y) tende a
(Z,y) sempre e cando nos poidamos aproximar por pun-
tos do dominio de f a (%, ), é dicir, se existe unha suce-
sion {(xn, Yn) }nen de puntos do dominio de f que con-
verxe a (Z, y).

Veremos a continuacién algunhas definicidns e resultados
que serdn de utilidade para levar a cabo o estudo da exis-
tencia de limite dunha funcién nun punto.

3.1. Limites direccionais

Dise que unha funcidn f ten limite direccional L no punto
(z,y) na direccion darectay —y =p(x —Z), p€ R, se
existe o seguinte limite dunha variable real

al:l_rili fp(x) = Lr

onde fy(x) := f(x, ¥y + p(x — Z)), é dicir, se a restri-
cion de f & recta ten limite no punto (véxase a figura 5).

Resulta evidente que existen infinitos limites direccio-
nais (un por cada recta que poidamos tomar pasando
polo punto).

Ademais, a existencia de limite esta relacionada coa dos
limites direccionais, tal e como se pode ver no seguinte
resultado.

Teorema 5. Se unha funcidn ten limite L nun punto (Z,y),
enton existe o limite direccional no punto en calquera
direccion e este limite direccional é igual a L.
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Figura 5: A esquerda, a superficie z = f(x, y) xunto co plano
ortogonal a z = 0 na direccién darectay —y = p (z — Z). A
dereita, a sUa interseccion, é dicir, a grafica de fp.

E dicir, unha condicién necesaria para que unha funcién
teia limite nun punto é que existan todos os limites direc-
cionais no punto e sexan todos iguais.

Ilustremos este concepto con tres exemplos.

Y
r+1
vemos que todos os limites direccionais da funcién no
punto (0, 0) existen e son iguais a 0. En efecto, se toma-
mos unha recta xenérica pasando por (0,0), a cal ten por
ecuacién y = p z, vemos que a restricion de f a esta recta

En primeiro lugar, se consideramos f(z,y) =

px
r+1

fpla) = [(z,pz) =

ten limite O cando x tende a 0. Como consecuencia dedu-
cimos que o limite de f en (0,0) (en caso de que exista!)
ten que valer 0.

Por outra banda, se consideramos a funcion

__ %y .
9(z,y)= 2142 e o punto (0, 0), vemos que a restricion
degarectay=pz

562
gp(x) := g(z,px) = ufw

ten limite p/(1 + p?) cando z tende a 0. Como consecuen-
cia dedicese que a funcién g non ten limite en (0,0) (xa
gue os limites direccionais dependen de p e, polo tanto,
son distintos).
2
. ., 7y .
Finalmente, para a funcién h(z,y)= m pddese

comprobar facilmente que todos os limites direccionais
no (0,0)son 0, xa que

3
(@) = 22(z? +p?) 2?2+ p?
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Non obstante, o limite da funcién & no (0,0) non pode
ser igual a 0, pois a sucesion {(1/n,1/n?)},en converxe

a(0,0)e{n(1/n, 1/n?)}nen converxe a 1/2. Isto implica

gue non existe o limite.

3.2. Limites ao longo de curvas

Este concepto é andlogo ao de limite direccional agas polo
feito de que realizamos a aproximacién ao punto a través
dunha curva que pasa por (Z, ) (en lugar de aproximar-
nos ao longo dunha recta).

A existencia de limites ao longo de curvas relaciénase coa
existencia de limite de forma andloga ao que acontecia
cos limites direccionais.

Teorema 6. Se unha funcion ten limite L nun punto (Z,y),
enton existe o limite no punto ao longo de calquera curva
e este limite é igual a L.

E dicir, unha condicién necesaria para que unha funcién
tefia limite nun punto é que existan os limites ao longo de
calquera curva que pase polo punto e sexan todos iguais.

Se consideramos por exemplo unha pardbola xené-
rica pasando polo punto (0,0), a cal ten por ecua-
cion y=kaz? k€R, podemos tomar a restricion das
funcidns f e g a esta curva, obtendo duas funciéns dunha
variable real

k2
— 2y _
f|y:k12 = f(I,k{E )_ z+1
kx
— 2y _
€ Gly—ka? = gz, ka”) = 1 12

O limite de cada unha delas cando x tende a 0 seria o limite
ao longo da curva considerada. Nos exemplos anteriores
os limites ao longo de calquera parabola son 0. Pola contra,
se tomamos a restricion de h a unha parabola da forma
y = k 2? temos que

kx* k
o1+ k2) 14 k2

hly—ro2 = h(z, kx?) =

O limite cando = tende a 0 depende de k o que tamén
implica que & non ten limite no (0, 0), como xa sabiamos.
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