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Neste Esencial imos considerar S unha superficie regular e x : U C R? — S unha parametrizacién nun punto p € x(U),
tal que cada (u, v) ~» x(u, v). Pola definicion de parametrizacion, x é un difeomorfismo de U en x(U'), polo que «CALQUERA
COUsA (p)» quere dicir «CALQUERA COUSA (u, v)» onde (u, v) € U é o Unico par que verifica x(u, v) = p.

Tamén denotaremos con o : I — x(U) C S unha curva parametrizada por ¢ que pasa por p parat = 0, e con V, 0
vector tanxente en p, é dicir, «(0) = p e E”(O) — V. Como x é un difeomorfismo, toda curva na vecifianza x(U)
da superficie ten que ser imaxe dunha curva en U. E dicir, como «a(t) € x(U), Vt € I, consideraremos a curva
tel~ (u(t),v(t)) € UC RZenU, que verifica que a(t) = x(u(t), v(t)).

Base do plano tanxente a S en P:
xi(p) = 2= (u(0),v(0))

X5(p) = g—;‘(U(O), v(0)) Notacion alternativa
Vector normal unitario a S en P: fu)(p) = )T{(p), fv)(P) = 3?2>(P) € ﬁ(p) = 7?1’2(29)
)?)( ) = X1 (p) X X3 (p)
3\P) = T () x5 ()]

Compofientes dun vector v € TS con respecto da base {x1(p),x5(p)}

V@O = S w0),0(0) 5 0+ S w(0),00) GO

- =0)2(0) + =) 220

Cando restrinximos o produto escalar (—, —) (usual de R3) a T, (S), o que estamos a facer, dende un punto de vista alxébrico,
é considerar unha forma bilinear aplicada a vectores do espazo vectorial de dimensién 2, T,(.5).

A forma bilinear ]Ip(7, W) = (7, W), 7, W c T,(S) é a Primeira forma fundamental de S en p.

Se expresamos o producto escalar (—, —) con respecto aos vectores da base, {}T{(p), 3?2)(17) }, obtemos os coeficientes da
Primeira forma fundamental de S en p:

(xi(p),xi(p)) = g11(p) Como (—, —) é simétrico, go1(p) = g21(p):
(%i(p), X3(p)) = 912(p) g11(p) g12(p)
(x5(p), X1 (p)) = g21(p) b= ( g12(p)  g22(p) >
(x5(p), X5(p)) = go2(p)

g11(p) = E(p), g12(p) = g21(p) = F(p) e g22(p) = G(p)



A fin de indagar como se curvan as superficies no espazo, usaremos a aplicacion de Gauss, que é aquela que a cada punto da
superficie, p = x(u,v) € x(U), lle fai corresponder o punto na esfera determinado polo vector unitario fg(p) € 52(1).

A aplicacién de Gauss é diferenciable e ademais a sua diferencial, (dx3),, pensada como aplicacién linear do plano tanxente
T,(S) en si mesmo (non é dificil ver que T,,(S) = xs(p)S2(1)), resulta ser autoadxunta con respecto ao producto escalar
de R3. Isto quere dicir que se V e W son vectores de T(S), podémolos intercambiar coa diferencial no produto escalar ou, de
forma mais precisa,

((dx3)p(V), W) = (¥, (dx3)p(W))

A aplicacién linear —(dx3),, déselle o nome de operador forma (nome bastante apropiado... agds o signo!) ou endomorfismo
de Weingarten e, polo feito de ser autoadxunto, a sla matriz asociada con respecto dunha base ortogonal é simétrica, co que
podemos garantir que se pode diagonalizar.

A base de T}, (.S) formada polos autovectores desta matriz, {1 (p), v4(p)}, resulta ser ortogonal se os autovalores son distintos
(polo que podemos escollela ortonormal), e aos autovalores asociados, x1(P) e x2(P), imolos chamar curvaturas principais en p.
Dende un punto de vista alxébrico, x1 (p)e x2(p)son 0 maximo e o minimo da forma cuadratica V. ~» (—(dX3)p(7), V) cando
actuan sobre vectores tanxentes unitarios.

Xa podemos dar unha medida de como se curva S en p utilizando dias cantidades:

1. Curvatura de Gauss K (p) = det(—dx3), = x1(p) - x2(p)

2. Curvatura media H (p) = Straza(—dxs), = 1 (x1(p) + x2(p))

Aproveitando que o operador forma é autoadxunto, podemos definir unha forma bilinear simétrica que actue sobre vectores do
plano tanxente

IL,(V, W) = (—(dx3)(V), W),

que se denomina Segunda forma fundamental de S en p.
A matriz asociada & Segunda forma fundamental de S en p con respecto da base {3 (p), X5(p)} (coeficientes da Segunda forma
fundamentalde Senp) é:

Lu1(p) = IL,(x7 (p), X1
2 (_>(p) _)(p)) Como (—, —) é simétrico e o operador forma
Li2(p) = I, (xi(p), x2(p)) autoadxunto Loy (p) = Loy (p):
L1 (p) = I, (X5 (p), X1 (p))
L1y L
Laa(p) = T, (3(p), 5 (0)) = ( AR )
K(p) = L11(p)L22(p) — Li5(p) H(p) = 1 L11(p)g22(p) + L22(p)g11(P) — 2L12(p)g12(p)

911(p)g22(p) — 9%2 (p) 2 911(p)g22(p) — 9%2 ()

Expresion local da diferencial da aplicacion de Gauss

—  (gu®) 920\ ( Lu®) Lop)
dxa(p) = <912(P) 922(19)) (le(p) L22(P)>
I

Notacion alternativa

L11(p) = e(p), L12(p) = Lai1(p) = f(p) e Laa2(p) = 9(p)



Se consideramos agora unha curva « na superficie, parametrizada polo pardmetro lonxitude de arco s, esta forma bilinear
permitenos dar unha interpretacién do seu vector aceleracion nun punto calquera p = «(0), @”(0). Como o vector
aceleracion é un vector de R3, podemos expresalo como combinacién linear da base {X1 (p), X3 (p), X5(p) }; € méis, podemos
descompofier @ (0) na stia compofiente tanxencial no Ty, (S), ("’ (0))7, e na compofiente normal, (" (0))%,

E)”(O) = (aw(o))T + (E)II(O))N I Notacidn alternativa

x5(p) x @'(0) = J(a@'(0))
Curvatura xeodésica da curva a no punto p
(@"(0))" = (d"(0),x3(p) x @'(0))x5(p) x @'(0)

Curvatura normal da curva & no punto p
(@"(0)N = (d”(0),x3(p)) X5 (p) = IL,(A’(0), @'(0))X3(p)
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"""""" curvatura
(E;’(p)) T « (Zg) S deaenp  curvatura xeodésica
deaenp curvatura normal
deaenp

s pardmetro lonxitude arco

Lembremos que, como a curva « esta parametrizada polo parametro lonxitude de arco, temos, utilizando o triedro de
Frenet-Serret, que vV = &’ (0) = vi(p), e a”(0) = x*(p)v3(p), onde x*(p) é a curvatura de cen p. Asi

(@"(0)N = x*(p)(U5(p), X5(p))%3(p)

Se ademais a curva « fose a curva plana obtida ao intersecar a superfie S co plano que pasa por p, xerado por Ve >T3> (p)(é
a seccion normal de S en p na direccion de 7), teriamos que v_g(p) = :I:)?g(p), co que

(@"(0)" = £x* (X5 (p) = L, (' (0), &' (0))X3(p)

Curvatura normal de S na direccién de v no punto p

v v I,(V, V)
oY) =1 (57 197) = =9, )

Notacion alternativa

T(p) = w(), B(p) = B) e b(®) = ()



Atencion, importante

e Un vector V € T,(S) define unha direccién principal en p, se = é un autovector do operador forma. E dicir,

< v IVl
—(dx3)p (m> = Xi(p)m, coni =1,2.

¢ As lifas de curvatura son aquelas cuxo vector tanxente en cada punto define unha direccidn principal.

e Teorema de Olinde-Rodrigues: Se 5)'(75) define unha direccidn principal para todo valor de ¢, entdn

d
— % (t) = xs(a(t))d’ (t), todo isto sempre coni = 1 ou 2.

* Unvector V € T, () define unha direccién asintética en p, se X, (p, V) =0.
¢ As lifias ou curvas asintoticas son aquelas cuxo vector tanxente en cada punto define unha direccidn asintotica.

* Dous vectores V, W € T, (S) definen direcciéns conxugadas en p se verifican que ]I]Ip(V), W) = 0.

Derivada covariante
Un punto p € S sera:
e Planose K(p) = H(p) =0
e Parabdlicose K(p) =0e H(p) #0
e Eliptico se K (p) > 0
e Hiperbdlico se K (p) < 0

vector normal Saenp

compofiente tanxencial compoiiente normal
da derivadadeV enp da derivadadeV enp

Consideramos S' unha superficie orientada con campo de vectores normal unitario N) Se a: I — S é unha curva
parametrizada, denotaremos por X(«) o conxunto de campos de vectores tanxentes e diferenciables ao longo da curva

/ . . =
parametrizada o : I — S. Definese a derivada covariante de 7 € X(«)como a parte tanxente de 1, é dicir,

ZZX = VT V() - (V(), Ne)N ()

Expresion intrinseca da derivada covariante:

DV [dV’c

PV )= [0+ viers oL @)=k =12

DV ()~ 5.

Un campo de vectores 7 € X(«)é paralelo ao longo de a se =

Expresion local dos simbolos de Christoffel

I T T I g2  —g12 301911 302011 Dag12 — 301922
— —2 .
Iy, Iy T3, 911922 = 912 \ —gi12  gn d1g12 — 502911 501922 502922



Xeodésicas
Sexa~y : I — S unha curva parametrizada nunha superficie regular S. Dise que ¥ é unha xeodésica parametrizada de .S se

/
_>
(t) = 0, paratodot € I.

%
D~

0 seu campo de vectores velocidade é paralelo, é dicir, se e

(t) = 0, e as ecuaciéns diferenciais escribense en R?

Se v(t) = x(u'(t),u?(t)) é xeodésica parametrizada, entén
como

d?ut du® du’
0= O+ g T

d?u? du® du’
0= O+ g T

paratodot € Iei,j € {1,2}.

Se nos referimos 4 traza dunha curva para definir o concepto de xeodésica, diremos que C' C .S é XEODESICA en S se calquera
parametrizacion proporcional ao parametro lonxitude de arco t = a + bs con traza C, v : I — S, verifica que é unha
7/

xeodésica parametrizada de .S, é dicir, se ——(¢) = 0 paratodot € I.

Expresidn da curvatura xeodésica no parametro lonxitude de arco:
«a — — 1 =

s)=(d'(s), d"(s),x35(s L .

Xaeo(s) = ((s), d7(s), X3(5)) Denominacién alternativa

Xeodésica parametrizada
Expresion da curvatura xeodésica nun parametro t: j:

—/ —n =
Y2 () = (d (t)||,_oz>,((;f|)|;’x3(s)) Pre-xeodésica
xreo o t

C' é xeodésica < x2.,(s) =0, paratodos € T < x&.,(t) = 0,paratodot € 1.

DV/ " T g A i 2 7 - ‘
7 (s) = (7"(s))T = 0,paratodos € I, édicir,se esése 7" (s) = x-(s)v3(s)estd

C' é xeodésica se e s6 se

na direccion do vector X3(7(s)), 0 normal & superficie no punto (s).

Logo, C' é xeodésica se e s6 se U3 (s) = +x5(7(s)).

Xeodésica que pasa por p no plano e no cilindro




Superficies elementais

Plano: z = 0

x(u,v) = (u,v,0)

gij(u,v) = (é (1)>  Lij(u,v) = (8 8)
(dX3) (u,0) = (8 8)

Cilindro: 22 + 72 = R?
x(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v)

gij(u,v) = (}(2)2 (1)) Lij(u,v) = (_OR 8)

Lo
(dx3)(u,v) = (g 0)

2

Cono: x2 + y2 =2z
x(u,v) = (vcosu,vsinu,v)

v2 0 -2 0
gij(ua U) = (0 1) 7Lij(u7v) = ( 6/5 O)
1f 0
— vV 2
(dx?))(u,v) ( 0 0)

Esfera: 22 + 2 + 22 = R?
x(u,v) = (Rsinvcosu, Rsinvsinu, R cosv)

gij(u,v)=(R2(Sénv)2 }(3)2) Lis (u,0) = (1%(8161'0)2 %)

= 0
(@) = (7 %)

R

Hiperboloide: 22 + y2 — 22 =1
x(u,v) = (cosu — vsinu,sin u + v cos u, v)

2 —(14+2?) —1
9ij (u’ ’U) = <1 —:U ;) : Lij (u, ’U) = ( \/11—12’02 \/1—|—2u2)

V14202 0
1 2
V1202 v2)5
(dx3)(u,v) = 0 (1+312)2
(1—{—21}2)%

[@ole)
2, 2 RAG(/
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