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Resumen

En este trabajo se intenta generalizar el teorema de Hedlund clasico sobre la minimalidad
del flujo horociclico al caso foliado, segin han propuesto M. Martinez y A. Verjovsky.
Nos centramos en variedades foliadas por superficies hiperbdlicas obtenidas mediante la
suspensiéon de una representacion

p: I — Difeo’, (S")

de un grupo de superficie I' en el grupo de los difeomorfismos de S* de clase C”, 0 < r < oo,
que conservan la orientacion.

En el caso de representaciones no inyectivas, se da una prueba elemental de la minima-
lidad, mientras que para garantizar la minimalidad en el caso de representaciones fieles
se necesita un resultado general debido a S. Matsumoto que asume la minimalidad de la
accion del grupo afin Bt sobre el fibrado tangente a la foliacion.

Al restringirnos a las representaciones inyectivas en PSL(2,R), se puede establecer la
siguiente dicotomia:

= Si la representacion es discreta, el flujo horociclico no es minimal, pero posee un inico
conjunto minimal que coincide con el inico conjunto minimal de la accion afin.

= Si la representacion no es discreta, se prueba de forma elemental que la accién afin es
siempre minimal, lo que, combinado con el teorema de Matsumoto, nos garantiza que
el flujo horociclico es minimal.

Abstract

In this work we will attempt to generalize the classical Hedlund’s theorem about the
minimality of the horocycle flow to the foliated case. This problem has been formulated by
M. Martinez and A. Verjovsky. We will focus on foliated manifolds by hyperbolic surfaces
obtained by the suspension of a representation

p: I — Difed, (S")
of a surface group I' on the group of orientation-preserving C" diffeomorphisms of S*,
0<r<oo.

For non-faithful representations, we give an elementary proof of the minimality of the
horocycle flow. Nevertheless, to prove the minimality of the horocycle flow for faithful
representations, we have to use a general result due to S. Matsumoto that assumes the
minimality of the BT-action on the unit tangent bundle of the foliation.

In the particular case of faithful representations of surface groups on PSL(2,R) we have
the following dichotomy:

» If the representation is discrete, then the horocycle flow is not minimal, but there is a
unique minimal set that coincides with the unique minimal set of the BT-action.

» If the representation is not discrete, we prove the minimality of the B*-action which,
using Matsumoto’s theorem, gives us the minimality of the horocycle flow.



Introduccion

La dinamica de los flujos geodésico y horociclico ha sido ampliamente estudiada desde
un punto de vista topolégico y medible desde los trabajos fundamentales de E. Hopf y G.
A. Hedlund en los anos 1930.

En su articulo [14] de 1936, Hedlund demostraba la minimalidad del flujo horociclico de
cualquier superficie compacta S con curvatura negativa constante. Si S se obtiene como
cociente del plano hiperbdlico H por la accién de un subgrupo discreto y sin torsién I' del
grupo de isometrias PSL(2,R) que conservan la orientacion, entonces el flujo horociclico
sobre el fibrado tangente unitario T'S = I'\ PSL(2, R) est4 dado por la accién natural por
la derecha del grupo unipotente

sobre PSL(2,R). En este contexto, minimalidad significa que las dérbitas de la accién
\PSL(2,R) ~ U™ son densas en I'\PSL(2,R).

La ergodicidad estricta del flujo horociclico fue probada casi 40 afios mas tarde por H.
Furstenberg en [9]. Esta propiedad, que combina la minimalidad y unicidad ergédica, habia
sido definida por H. Furstenberg en [§].

El estudio de la dinamica del flujo horociclico asociado a una foliacién F por superficies
hiperbélicas densas de una variedad compacta M ha sido iniciado por M. Martinez, S.
Matsumoto y A. Verjovsky en [I7]. Como en el caso de las superficies, los flujos geodésico
g: v horociclico h} definidos sobre el fibrado tangente unitario a la foliacion T1F estan
relacionados por

gihd = h:e—tgt

y por tanto definen una accién conjunta del grupo afin

B+:{(g alil ) la,beR,a>0}.

El problema de la minimalidad del flujo horociclico ha sido abordado en [1], [2] y [20]
donde se han obtenido los siguientes resultados:

7



8 Introduccién

(1) En [I], el problema ha sido resuelto afirmativamente en el caso de G-foliaciones de
Lie homogéneas obtenidas a partir del cociente del producto de PSL(2,R) y de un
grupo de Lie GG por la acciéon de un grupo discreto cocompacto I'. Este cociente esta
foliado por las érbitas de la PSL(2,R)-accién por la derecha y se identifica con el
fibrado tangente unitario de la foliacién F inducida sobre

M =T\(PSL(2,R)/PSO(2,R) x G) = T'\(H x G)
por la fibracién trivial D : H x G — G.

(2) En [2], se demuestra la minimalidad del flujo horociclico para foliaciones minimales
que poseen una hoja que contiene una geodésica con holonomia trivial.

(3) En [20], S. Matsumoto demuestra que la minimalidad de h} es equivalente a la
minimalidad de la BT-accién bajo una condicién mds general, que incluye todas las
foliaciones de codimensiéon uno.

Como la minimalidad, la ergodicidad estricta del flujo horociclico A} se plantea natural-
mente en el contexto foliado, pero se sabe atin menos que en el caso topoldgico. En principio,
como S. Matsumoto ha indicado en [19], el teorema de clasificaciéon de Ratner [24] permite
demostrar la ergodicidad estricta de la accién I'\(PSL(2,R) x G) v~ U" con respecto de
la medida PSL(2, R)-invariante inducida por la medida de Haar por la izquierda sobre
PSL(2,R) x G. Mas recientemente, F. Alcalde, F. Dal'Bo, M. Martinez y A. Verjovsky han
demostrado en [3] la ergodicidad estricta del flujo horociclico para las foliaciones riemannia-
nas (que generalizan el ejemplo homogéneo precedente) respondiendo afirmativamente a
una conjetura formulada por S. Matsumoto en [20]. En una direccién diferente, C. Bonatti,
A. Eskin y A. Wilkinson han demostrado una condicién suficiente para la unicidad ergddica
del flujo horociclico sobre un fibrado proyectivo asociado a una representacion irreductible
de SL(2,R) como grupo de automorfismos de un fibrado vectorial real o complejo, con
importantes aplicaciones en teoria de Teichmiiller.

Nuestro objetivo es desarrollar una demostraciéon elemental del teorema de Hedlund sobre
la minimalidad del flujo horociclico en un contexto préximo, pero mas simple, al estudiado
por C. Bonatti, A. Eskin y A. Wilkinson. Se trata de fibrados foliados de dimensién 3 cuyas
hojas son superficies hiperbélicas densas. Este tipo de foliaciones se obtienen mediante la
suspension de una representacién p : I' — Difeo’, (S) de un grupo de superficie I' en el
grupo de los difeomorfimos de S' de clase C", 0 < r < 00, que conservan la orientacién.
Esto significa que:

(1) la variedad ambiente M es el cociente del producto H x S! por la accién diagonal
dada por:

7-(2,€) = (v(2), p(7)(C))
paracaday e, z€ Hy ( € S
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(2) la foliacién F estd inducida por la foliaciéon horizontal H = {H x {¢}} de H x S' y
las hojas se obtienen como cociente de H por el sugbrupo I'c = {v € I' | p(7)(¢) = ('}
de I

Esta construccion sera detallada en el capitulo 1 en general y en el capitulo 4 en esta
situacién particular, siguiendo la presentacién de [12].

La ventaja de las suspensiones radica en la facilidad a la hora de describir el fibrado
tangente unitario T'F como cociente del producto PSL(2,R) x S* por la accién diagonal
de Ty definir el flujo geodésico foliado g; como la accién T'\(PSL(2,R) x S*) ~ D dada
por:

ar0.0) = o (0 )00,

el flujo horociclico foliado (estable) hf como la accién T'\(PSL(2,R) x S*) ~ U™ dada por:

Mawx»zrg(éf),o,

y el flujo horociclico foliado (inestable) hy como la accién T'\(PSL(2,R) x S1) ~ U~ dada
por:

S

o =ro( 1] ).0

En realidad, nuestra idea es aprovechar esta simplicidad para lograr demostraciones ele-
mentales de resultados conocidos o nuevos resultados. En este sentido, la no inyectividad o
inyectividad de una representacién p : I' — Difeo, (S!) traduce el hecho de su suspensién F
verifique o no la condicién de [2]. Asi pues, la demostracién del siguiente resultado (incluido
en el capitulo 4 como teorema puede interpretarse como una demostracion elemental
de [2, Theorem 1]:

Teorema 1. Sea (M, F) una 3-variedad foliada obtenida como suspension de una repre-
sentacion p : T — Difeo’, (S*) de un grupo de superficie I' con 0 < r < oo. Supongamos que
la foliacion F es minimal y el nicleo N = Ker p no trivial. Entonces el flujo horociclico
ht sobre el tangente unitario M =T'F es minimal.

El caso de las representaciones inyectivas o fieles es mucho més complejo. La minimalidad
del flujo horociclico solo se sabe para las representaciones fieles de grupos de superficie como
subgrupos densos de grupos de Lie como consecuencia de [I] (y su ergodicidad estricta como
consecuencia de [3]). El inico resultado aplicable es un teorema de Matsumoto [20, Theorem
1.3] que establece que el flujo horociclico hf sobre el fibrado tangente unitario T'F es
minimal si lo es la accién afin T'F .~ Bt y F verifica una condicién adicional mas general
que la condicién de [2] (explicita como condicién [4.16] en el caso particular de codimensién
1). Este resultado se enuncia como teorema |£1"'|, pero, como se vera, la restriccion a las
suspensiones no simplifica sustancialmente la prueba, que se basa en la hiperbolicidad del
flujo geodésico foliado. De hecho, para las representaciones fieles ni siquiera se sabe si la
accion TF «~ BT es minimal.
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No obstante, en el capitulo 4, demostramos que las representaciones fieles de los grupos
de superficie en PSL(2,R) muestran una cierta dicotomia respecto de la minimalidad de la
accion afin segin sean discretas o no discretas y damos una demostraciéon elemental de este
hecho (formulado como teorema [4.14]) Combindndolo con el teorema obtenemos el

siguiente resultado:

Teorema 2. Sea (M, F) una 3-variedad foliada transversalmente homogrdfica, es decir,
obtenida como suspension de una representacion p : I' — PSL(2,R). Entonces hay dos
casos posibles:

(1) Si la representacion p es fiel y discreta, entonces el flujo horociclico hf posee un inico
conjunto minimal M # T'F, que coincide con el tnico conjunto minimal de la accién
T'F ~ BT .

(11) Si la representacion p no es fiel o es fiel y no discreta, entonces el flujo horociclico h¥
es minimal.

En este contexto, esperamos lograr una demostracién elemental de la minimalidad del
flujo horociclico h} para las representaciones fieles y no discretas p : I' — PSL(2,R).
De hecho, esperamos que las ideas empleadas en este caso particular permitan abordar
la demostracion del teorema de Hedlund para foliaciones transversalmente homogéneas
arbitrarias en las que la estructura transversa estd modelada por una variedad homogénea
obtenida como cociente de un grupo de Lie por un sugrupo cerrado.



Capitulo 1

Foliaciones y suspensiones

1.1. Definiciones generales

Sea M una variedad diferenciable de dimension n y clase C" con 0 < r < oo. Una foliacion
de dimensién p < n y de clase C" sobre M es una descomposicién de M en subvariedades
inmersas, llamadas hojas, de dimension p y dispuestas de modo que localmente se parece a
la descomposicion canénica de R™ por subespacios RP.

De esta forma, el primer ejemplo de foliacién se obtiene al considerar R" y definir la
hoja que pasa por (z,y) = (1,...,Tp, Y1, ..., Yy) € R? x RT=R" como el plano afin

Ly={(,y) € R*|a/ = (h,....x) € R”} = R” x {y}

de dimensién p. Se dice que la familia F = { L, |y € R?} es una foliacion de dimension p y
codimension q de R" y el par (R", F) es una variedad foliada.

Definicién 1.1. Dada una variedad diferenciable M de dimension n y clase C", 0 < r < oo,
se llama atlas foliado de dimensién p y clase C" sobre M a un C" atlas {(Ua, Y0 ) }aca
formado por C" difeomorfismos

0o Uy — B x BY

definidos sobre abiertos U, que recubren M, siendo B? y B? las bolas abiertas de radio
unidad centradas en el origen en R” y R? con n = p + ¢, que verifica la siguiente condicion:
si U, NUg # (), entonces el cambio de cartas

906090;1 : QDa(Ua N UB) — @B(Ua N Uﬁ)

esta dado por:
PsoPa (T,9) = (9as(®,9): has(y))-

A los elementos (U,, ¢,) del atlas foliado se les llama cartas foliadas y a los abiertos
U, abiertos foliados o distinguidos. Las subvariedades embebidas P, = ¢, !'(B? x {y})
de dimension p y T,, = ¢, ({z} x B?) de dimensién ¢ se llaman placa y a transversal

11
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Figura 1.1: Cambio de cartas foliadas

(local) respectivamente. La unién disjunta T' = | | . 4 T, se llama transversal completa. Por
definicién, si dos abiertos foliados U, y Up se cortan, la unién de dos placas P, y Ps que
pasan por un punto de la interseccion sigue siendo una subvariedad embebida y conexa de
dimensién p.

Definicién 1.2. Se llama hoja a una unién conexa y maximal de placas. Por construccion,
cada hoja es una subvariedad débilmente embebida de dimension p de M. Por cada punto
x € M (resp. y € T') pasa exactamente una hoja que denotaremos por L, (resp. Ly).

Definicién 1.3. La descomposicion F = {L, }remr = {Ly }yer de M se llama foliacion (de
dimension p, codimension ¢ y clase C”) de M definida por el atlas foliado {(Ua, ¥a)}aca-

Al igual que en el caso de las variedades, dos atlas foliados definen la misma foliacién
F, en cuyo caso se dicen equivalentes, si la unién sigue siendo un atlas foliado. Suele ser
habitual representar las variedades foliadas por atlas con buenas propiedades:

Definicién 1.4. Un atlas foliado {(Ua, ¢a)}aca sobre M un buen atlas foliado si A es
numerable y

(1) el recubrimiento {Up, }aca es localmente finito (resp. finito si la variedad M es compacta),
(2) cada abierto foliado U, es relativamente compacto,

(3) si Uy, NUs # 0, entonces existe un abierto foliado U,s (que no pertenece necesariamente
al atlas) tal que U, U Ug C U,g.

La condicién (3) garantiza que una placa de U, corta a lo sumo a una placa de Ug, evitando
situaciones como la que se muestra en la figura (1.2}



1.1 Definiciones generales 13

Figura 1.2: Abiertos foliados de un atlas que no es bueno

Ejemplos 1.5. (1) Si M = B x F es el producto de una variedad B de dimensién p y una
variedade F' de dimensién ¢, entonces H = { B X {y} |y € F' } es una foliacién de dimensién
pyV={{x} x F|xz € B} es una foliacién de dimensién ¢. Se llaman foliacién horizontal
y wvertical de M.

(2) Si F — M 5 B es un fibrado localmente trivial, entonces la particién V = { 77'(z) |z €
B} es una foliacién de M. En efecto, si {(V,, pa)} es un atlas de trivialidad local del fibrado,
entonces {V,} es un recubrimiento abierto de B y el diagrama

Vy) —2—— FxV,

\/

es conmutativo para cada o € A. Esto muestra que los cambios de trivializacién son de la
forma

g050g0;1 C(zyy) € Fx (Vo NVi) = (gap(2),y) € F x (Vo N Vp).

Sustituyendo el recubrimiento abierto {V,} de B por un refinamiento por abiertos difeomor-
fos a bolas de R? con ¢ = dim B, que seguiremos denotando {V,}, y restringiendo el rango
de las cartas de trivialidad local al producto por los abiertos V, de entornos abiertos U, de
puntos y € F difeomorfos a bolas en R? con p = dim F, entonces los abiertos ¢ (U, X V)
y las restricciones de las cartas de trivialidad ¢, a dichos abiertos forman un atlas foliado
sobre M. La clase de diferenciabilidad es obviamente la de la fibracién.

(3) Dado un niimero irracional 6 ¢ @, la accién R ~ T? definida por el flujo

(I)t<627rim, e27riy) — (627ri(z+t)’ 627ri(y+t9))

determina una foliacién de dimensién 1 con hojas densas (descrita en la figura . En
efecto, el flujo levantado a R? determina una foliacién del plano por rectas de pendiente
irracional 6 y basta restringirse a bolas de radio estrictamente menor que 1 para obtener
por paso al cociente una atlas foliado sobre el toro. En realidad, las hojas de la foliacién son
las érbitas de la accién de un subgrupo de Lie denso (a saber, la 6rbita por ® del elemento
neutro) el grupo de Lie T2



14 1 Foliaciones y suspensiones

Figura 1.3: Foliacién lineal del toro

Sea (M, F) una variedad foliada de dimension p, codimensién ¢ y clase C", 1 < r < oo.
Para cada hoja L € F, denotamos por T'L al fibrado tangente a L, es decir, T'L = | |,., T, L
dotado de la estructura de C"~! fibrado vectorial usual. Por construccién, como la inclusién
de L en M es una C" inmersién, T'L es un subfibrado vectorial de T'M. De hecho, dada
una carta foliada ¢, : U, — BP x B4 si consideramos la aplicacion distinguida

To = PooPq : Uy — B,

entonces las placas de U, coinciden con las fibras de m,. Por consiguiente, si denotamos
TF|u, alaunién de los fibrados tangentes a las placas de U,, entonces T'F|y, coincide con
el nicleo de la aplicacion tangente

(a)s : TUy — TBY = B? x RY,

es decir, un vector v € TU, C T'M es tangente a F si (7,)«(v) = 0 en T BY. Las aplicaciones
tangentes
(0a)s : TU, — TBP @ TB? = B” x B* x R"

definen por restriccién C™~! difeomorfismos
To : TF|y, — TBP = B? x RP.
Definicién 1.6. Se llama fibrado tangente a la foliacion F a la union

TF = |_|TL

LeF

dotada de la estructura de C™~! fibrado vectorial que definen las cartas de trivialidad
To : TF|y, — TBP = B? x RP.

Fijada una métrica riemanniana ¢ sobre la variedad M se define el fibrado tangente
unitario a la foliacion F como la unién

T'F=|]|T'L
LeF
con la estructura de fibrado localmente trivial correspondiente. De hecho para definir este

espacio es suficiente con tener una métrica riemanniana sobre cada una de las hojas de la
foliacion F.
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Notemos que TF C T'M es un subfibrado vectorial de rango p del fibrado tangente a M
y en particular una variedad de dimensién n + p. De igual modo, T*F es una variedad de
dimensién n + p — 1 dotada de una estructura de subfibrado del fibrado T*M. Ademés el
fibrado T'F es involutivo, es decir, el corchete de Lie de dos campos de vectores sobre T'F
sigue estando en T'F en restriccion a un entorno abierto de cada punto de M. De hecho, el
teorema de Frobenius [12, Ch. II, Theorem 2.3.5] nos asegura que si £ C TM es un C”
subfibrado vectorial integrable de rango p, entonces M admite una foliacién F de dimensién
py clase C" tal que £ =TF.

1.2. Suspensiones

Segun lo indicado en la introduccion, nos vamos a interesar por un tipo particular de
foliaciones, llamadas suspensiones, que se construyen de modo especialmente simple. Como
puede verse en [12, Ch. II, §1] el concepto de suspension es equivalente al aparentemente
mas general de fibrado foliado.

Sea F' una variedad de dimensiéon p y clase C" con 0 < r < ooy h: F — F un C"
difeomorfismo. Se llama accion diagonal de Z sobre el producto R x F" a la accion Z ~ Rx F
generada por

H(t,z) = (t+ 1, h(x)).

Como la accién Z ~ R es libre y propiamente discontinua, la accién Z ~ R x F' lo es
también. Luego la proyeccién canénica ¢ : R x F' — M = Z\(R x F') es una cubierta regular
de grupo Z. Como la proyeccién candnica p; : R x F' — R es equivariante respecto de ambas
acciones, induce por paso al cociente una fibracién localmente trivial = : M — S! de fibra
F'. Por su parte, la foliacién horizontal H = {R x {y}} (definida por la proyeccién canénica
pe : R X F' — F') también es invariante por H y pasa al cociente en una foliacién F sobre
M. La hoja R x {y} de H se proyecta sobre una hoja L, de F obtenida como cociente de
R por la accién del subgrupo {n € Z|h"(y) =y }.

Definicién 1.7. Se dice que la variedad foliada (M, F) es suspension del difeomorfismo h.

Ejemplo 1.8. La foliacién del toro T2 por rectas de pendiente irracional presentada en el
ejemplo (3) es un ejemplo de suspensién de un difeomorfismo. Basta considerar F' = S*
y tomar como difeomorfismo Ry : ( € ST — €*™¥( € S! la rotacién de dngulo irracional 6.

Para generalizar la construccion anterior, cosideremos una variedad diferenciable ¥ de
dimension p y clase C", 0 < r < 00, y denotemos por I' = 71 (X) su grupo fundamental.
Fijemos una representacién p : I' — Difeo” (F') en el grupo de los C” difeomorfismos de
la variedad F. Recordemos que I' es isomorfo al grupo de automorfismos de la cubierta
universal g : 3 — ¥ y define por consiguiente una accién libre y propiamente discontinua
'~ 2.

En la nueva situacion, se llama accion diagonal a la accién I' ~ 3 x F' definida por
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para cada vy e I', z € S e y € I'. Como antes, la accion diagonal es libre y propiamente
discontinua (ya que I' actia de ese modo sobre E) y define una cubierta regular 7 : Y xF —
M =T\(X x F) de grupo I'. La proyeccién canénica p; : Y x F — 3 es equivariante
respecto de las acciones ' ~ 3 x F yI'm )y y por consiguiente induce por paso al cociente
una fibracion localmente trivial = : M — 3 de fibra F' que hace conmutativo el siguiente

diagrama:
)y
k (1.1)
— .

En efecto, si V' es un abierto contractil de X'y V es una componente conexa de g V),
entonces la restriccion qly, g1 0 V x ST — 771(V) es un C" difeomorfismo y define una

“x 7

Q

M=T\(Ex F) —"—

trivializacién local de 7 al componer su inversa con la proyeccion gy X id : V x S* — V x S*.

Por otra parte, la foliacién horizontal H = {3 x {y}} es invariante por la I'-accién y pasa
al cociente en una foliacién F de M. El argumento es similar al empleado con la fibracién
7. Si definimos

Ly={vel|pM) =y}

entonces la hoja ¥ x {y} de H se proyecta en la hoja L, de F obtenida al cocientar por la
accion libre y propiamente discontinua de I'y y tenemos el siguiente diagrama de cubiertas:

DSV N o
w

‘ L, =T,\(E x {y}). (1.2)

E%

Como la foliacién horizontal H es transversa a la fibracién trivial p; : & x F — 3, la
foliacién F es tranversa al fibracién inducida 7 : M — B. Luego F — M = ¥ es un fibrado
foliado en el sentido de [12, Chapter II, §1].

Definicién 1.9. Se dice que el fibrado foliado (M, F) es la suspension de la representacion
p.

Observemos que la suspensién de un difeomorfismo es la suspension de una representacion

donde ¥ = St.
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Ejemplo 1.10. Sea A € SL(2,7Z) una matriz no singular con entradas enteras. Esta
condicién garantiza que la matriz A induce un automorfismo lineal del toro T? = Z*\R?,
que seguiremos denotando del mismo modo y acttia sobre 72 de modo natural.

72 s R2 s T2
P l l (1.3)
72 » R? y T2,

De esta forma, obtenemos una accién Z ~ R x T? generada por el automorfismo

[t [z y]) = (¢ + 1, [Az, y)]),
donde [z, y] denota el punto de T? de coordenadas angulares (x,y). La variedad
T3 = Z\(R x T?)

es una variedad compacta de dimensién 3 dotada de una estructura natural de fibrado sobre
St con fibra T?:
T° — RxT? —— R

H lz lz (1.4)

yCH— | S}

y de una foliaciéon F transversa de dimension 1. Si la matriz A es hiperbdlica (es decir, si
[trA| > 2), la foliacién F se denomina flujo de Anosov, véase [4, Ch. 1].

1.3. Holonomia de una suspensién

Consideremos la suspension de una representacién p : I' — Difeo”(F') descrita mediante
el diagrama (|1.1)). Hemos visto en la seccién anterior que la aplicacion

Ty =7, Ly =T, \X — %

es una cubierta. Por tanto, fijados puntos = € )y y © = q(Z) € X, dicha aplicacién induce
un monomorfismo de grupos

i=(my)s : Ty =m(Ly,2) — T =m(X,x)

donde el punto z = ¢(Z,y) € L, se identificard en lo sucesivo con el punto y € F'. Con este
abuso de lenguaje, la aplicacién hol, : Iy — Difeo” (F,y) definida mediante el siguiente

diagrama:

r, ey Difeo” (F, y)

[ [ (1.5)

I —%2— Difeo”(F),
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se llama representacion de holonomia de L,. En el diagrama anterior, denotamos por
Difeo, (F,y) al grupo de los C" difeomorfismos de F' que dejan fijo el punto y. El grupo de
gérmenes

hol(L,) ={<h>, |h € Imhol, }
se llama grupo de holonomia de la hoja L.

En el caso de suspensiones, la imagen de la representacién p : I' — Difeo” (F') se denomina
grupo de holonomia de F y se denota por hol(F), de modo que la imagen del homomorfismo
hol,, es la isotropia de hol(F) en y. En general, la dindmica de una variedad foliada (M, F)
es descrita mediante un pseudogrupo de transformaciones de la transversal 7', llamado
pseudogrupo de holonomia de F, descrito en [12, Ch. III]. El grupo de holonomia de la hoja
L que pasa por un punto de T' C M esta formado por los gérmenes de los elementos del
pseudogrupo que fijan ese punto.

1.4. Clase de Euler de una representacion

Los fibrados principales de fibra S sobre una variedad ¥ estan clasificados (salvo
isomorfismo) por la llamada clase de Euler e € H*(X,Z), que es la obstruccién a la
existencia una secciéon del fibrado. Como un fibrado principal es trivial si y solo si existe una
seccion, la clase de Euler nos informa sobre si un fibrado es trivial o no. Mds concretamente,
un fibrado principal de fibra S! es trivial si y solo si e = 0.

Sea 7 : M =T\(X x §') = ¥ =T'\X el fibrado localmente trivial de fibra S* sobre la
variedad ¥ obtenido mediante una representacién p : I' — Difeo’, (S*) del grupo fundamental
I' =m(%,z) con 0 < r < oo. Como la representaciéon toma valores en el grupo de C”
difeomorfismos que conservan la orientacién de S!, se trata de un fibrado principal de grupo
St [22, Propsosition 6.15]. Denotamos por e(p) € H*(X,Z) la clase de Euler asociada a este
fibrado.

Si ¥ es una superficie orientable compacta de género g, entonces el grupo de homologia
H?(X,7Z) es isomorfo a Z y a la imagen de e(p) en Z se le llama nimero de Euler e(p).

Teorema 1.11 (Desigualdad de Milnor-Wood). En las condiciones anteriores,

le(p)] < [x(D)],

siendo x(X) = 2 — 2g la caracteristica de Euler de la superficie ¥..

Si se tiene la igualdad |e(p)| = |x(5)], se dice que la clase de Euler e(p) es mdzima.

En [21], J. Milnor da un algoritmo explicito para el calculo de la clase de Euler de una
representacion que reproducimos a continuacion en nuestro caso concreto en el que X es una
superficie hiperbdlica compacta. Observemos en primer lugar que ¥ es un CW-complejo
con una unica O-celda, 2g 1-celdas y una tnica 2-celda. En particular, el grupo de cadenas
singulares Cy (33, Z) es el grupo ciclico infinito generado por la tnica 2-celda de . El objetivo
es encontrar un cociclo entero definido sobre Cy(X,7Z) que represente a la clase de Euler

e(p).
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Consideremos la presentacion usual de I"

I'=|ay, B, ... a4 By [a1, B1] .. oy, By) = 1]

donde «; y B; estan representados por las curvas cerradas de ¥ obtenidas a partir de las
curvas del disco de Poincaré denotadas del mismo modo y descritas en la figura 1.4 en el
caso g = 2.

52 (&3]

o) B

52 xq
(8% 51

Figura 1.4: Representacion del grupo I' en el caso g = 2

Llamemos
Difeo’, (R;Z) = { f € Difeo’. (R) | f(x +1) = f(z)+ 1}

al grupo de los C" difeomorfismos de R que conservan la orientacién y son Z-invariantes.
Tenemos una sucesion exacta corta

05725 Difeo’ (R; Z) + Difed’, (S*) — 1,

donde el homomorfismo T lleva cada entero m € Z en la traslacion T'(m) € Difeo’, (R; Z)
por m.

Para cada i = 1,..., g, llamemos f:lz = play) y B; = p(B;) y tomemos representan-
tes A; y B; en Difeo’, (R;Z) de A; y B; respectivamente. El difeomorfismo Z-invariante
[Ay, Bi] ... [Ay, By] no depende de los representantes escogidos y verifica que

p([Al, BI] cee [Aga Bg]) = p([oq, 61] S [O‘gv 59]) =L

Es decir, el inverso de [Ay, By]...[Ay, By] es la traslacién por un entero m € Z.

La prueba del siguiente teorema puede verse en [I3, Ch. IV, Theorem 3.2.3]:

Teorema 1.12 ([21]). La clase de Euler e(p) estd representada por la cocadena que envia
la inica 2-celda de X en el entero m = —T ' ([Ay, B1]...[A,, By]) y por consiguiente el
numero de Buler es exactamente m.






Capitulo 2

Geometria hiperbdlica

Sea H={z=x+1y € Cly > 0} el plano hiperbdlico, es decir, semiplano complejo
superior dotado de la métrica de Riemann ds* = (dz* + dy?)/y?, cuyas geodésicas son las
rectas verticales y los semicirculos con centro en el eje real.

Recordemos que el grupo PSL(2,R) = SL(2,R)/{xId} coincide con el grupo de
isometrias de H que conservan la orientacion al identificar la clase representada por una
matriz

A:(Z Z) € SL(2,R)

con la transformacién lineal fraccional
az+b

&) =g (2.1)

a b
(0 a)
es habitual a la hora de representar los elementos de PSL(2,R), pese al abuso de lengua-

je, habitualmente prescindiremos del signo +. Los subgrupos discretos de PSL(2,R) se
denominan grupos fuchsianos.

Aunque la notacion

Si denotamos por D = {z € C||z| < 1} el disco abierto unidad, la transformacién
conforme

V:zeH—U(z)=i——eD (2.2)
Z+1

nos proporciona un modelo de geometria equivalente al del plano hiperbdlico, cuyo espacio
subyacente es el disco abierto unidad, dotado de la métrica de Riemann

4ddzdz
(1—]z?)?
inducida por la de Hl, que se sigue denotando por D y cuyas geodésicas son los didmetros y
los arcos de circulo que cortan ortogonalmente a la frontera del disco. Usaremos la notacién

abusiva OH para referirnos a la unién del borde de H con el punto oo, identificada con el
borde usual JD.

ds® =

21
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2.1. Acciones proyectiva y lineal

La accién transitiva PSL(2,R) ~ H se extiende de modo natural en una accién transitiva
PSL(2,R) ~ OH ya que la expresiéon (2.1)) es vélida para cualquier elemento de OH. De
hecho, para cada u = (z,%) € T'H, hay un elemento g € PSL(2,R) tal que g(i) = z y
9xi(€2) = 4. Como precisaremos méas adelante en el capitulo 3, eso significa que la accién
natural PSL(2,R) ~ T'H también es transitiva.

Definicién 2.1. Para cada u = (z,%) € T'H, existe una tinica geodésica o : R — H tal
que o(0) = z y &(0) = @. Definimos

u(+00) = lim «(t) € OH
t—o00
y tenemos asi una aplicacion
®:T'H — OH
dada por ®(u) = u(+00).

Proposicién 2.2. La aplicacion ® es equivariante respecto de las acciones PSL(2,R) ~
T'H y PSL(2,R) ~ OH.

Demostracion. Para cada g € PSL(2,R), se tiene que:

9(®(u)) = g(u(+00)) = lim; 0 g(a(t)) = (g(u)),
ya que gor : R — H es la geodésica asociada por g(u) = (g(2), g« (@) € T H. O

Como la accién PSL(2,R) ~ OH es transitiva, el borde
OH = PSL(2,R)/PSL(2,R)..

siendo PSL(2,R)« el subgrupo de isotropia del punto co. Para cualquier punto ¢ € 0H,
los subgrupos de isotropia estan relacionados por:

PSL(2,R)s = gPSL(2,R) g

para algin elemento g € PSL(2,R).
Notemos que el grupo de isotropia PSL(2, R), coincide con el grupo de transformaciones
afines

B+:{(8 5_1 ) la,beR,a>0}.

Definicién 2.3. Al grupo B™ anterior se le denomina grupo afin o grupo de Borel.

Observemos que la érbita BTi = H ya que las traslaciones t4(z) = z + s con s € R y las
homotecias h,(z) = yz con y > 0 pertenecen a BT. Con la terminologia que acabamos de
introducir, tenemos que:

OH =~ PSL(2,R)/B*.
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Teorema 2.4 ([6], Theorem 1.18). Sea (r(t))i>0 un arco geodésico parametrizado por
longitud de arco que tenga como punto limite & € OH. Para cada par de puntos z,z" € H,
existe el limite

Be(z,2') = lim d(z,r(t)) —d(z',r(t))

t——+o0
que no depende del punto inicial r(0) del rayo geodésico r.

Definicién 2.5. En las condiciones del teorema anterior, se dice que Be(z,2’) es el valor
del cociclo de Busemann centrado en £ para z y 2’

Definamos ahora £ = R? \ {(0,0)}/{+1d} y consideremos la aplicacién
v:T'H— E

dada por:

Bu(100)(:2)/2 .
+€ = fiu;(%o) (u(—&;oo)) si u(+00) # oo

ieBuHoo)(i,z)/Z(é) si u(+00) = 00.

Como puede verse en la figura[2.1] el vector v(u) es paralelo al vector (1,0) si u(+00) = oo
y ambos son iguales cuando z = i. Observemos ademés que la aplicacién v : T'H — E es
sobreyectiva.

u(+00) 0 u(+00)

Figura 2.1: La aplicacién v

Definicién 2.6. La accién natural SL(2, R) ~ R*~{(0,0)} induce una accién PSL(2,R) ~
E llamada accion lineal.

En [6l Ch. V, Proposition 1.7], se demuestra es siguiente resultado que permite relacionar
la accién transitiva PSL(2,R) ~ T'H con la accién lineal SL(2,R) ~ R? ~ {(0,0)}:

Proposicién 2.7. La aplicacién v : T'H — E es PSL(2,R)-equivariante respecto de las
acciones de PSL(2,R) sobre T'H y E. O

Como la accién PSL(2,R) ~ E sigue siendo transitiva, tenemos que

E =~ PSL(2,R)/PSL(2,R)(10).
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Definicién 2.8. El grupo de isotropia PSL(2,R)1,0) coincide con el grupo de traslaciones

U+:{(é i) s eR)

y se denomina grupo unipotente.

Observaciéon 2.9. Si llamamos grupo diagonal al grupo de homotecias

D:{(g C(3_1>|a>0}.

entonces BT = DU™.

2.2. Clasificacion de las isometrias

En las siguientes secciones nos vamos a interesar por algunas propiedades de los grupos
fuchsianos, es decir, de los subgrupos discretos I' de PSL(2,R). Para ello empezaremos por
recordar la clasificacién de sus posibles elementos v € I':

Definicién 2.10. Un elemento v € PSL(2,R) se dice:

(1) eliptico si v fija un punto en H,

(2) parabdlico si vy no fija ningtin punto en H, pero fija un tinico punto en OH,
(3) hiperbolico si v no fija ningtin punto en H, pero fija dos puntos en 9H.

Definicién 2.11. Dada una transformacién hiperbélica v € PSL(2,R), se llama eje de ~
a la tnica geodésica de H determinada por los los dos puntos fijos v* € 9H de ~. Como ~y
lleva geodésicas en geodésicas, entonces v debe dejar invariante su eje.

Si la isometria v € PSL(2,R) estd dada por:

az+b
cz+d

1(z) =
con ad — bc = 1, entonces llamamos traza al niimero
tr(y) = a+d.

El siguiente resultado, que se sigue de forma inmediata de las definiciones, nos permite
caracterizar las isometrias del plano hiperbdlico a través del valor de su traza:

Proposicién 2.12. Sea v € PSL(2,R), se verifica:

(1) |tr(y)| >2 <= v es hiperbdlica.
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(2) |tr(v)| <2 <=~ es eliptica.
(3) |tr(y)|=2 <=~ es parabdlica.

En lo que sigue, dados dos puntos z1, zo € HUOH, denotaremos por (21, 22) a la geodésica
que los une, sin tener en cuenta ninguna orientaciéon particular de la geodésica. También
denotaremos por 7.z la traslacién v(z) de un punto z € HU 9H por un elemento v de I’
y por ['z la érbita correspondiente. Por otra parte, para probar los siguientes resultados,
necesitaremos usar las féormulas de las distancias hiperbdlicas, tanto en el modelo del
semiplano H, como en el disco . Recordemos que:

|z —y[”

cosh dy(z,y) =14+ ———
H( ) 2w2y2

Y 2
[z — |

cosh dp(z,y) = 1+ (1 —|z>)(1 = [y[?)

stz =x1+1T2 € Yy = Y1 + 1Ys.

Proposicién 2.13. Sea v € PSL(2,R) una transformacion hiperbélica con puntos fijos
vt € OH. Entonces, para cada z € H, la sucesion {y".z} converge a un punto & = ~*.

Demostracion. En este caso serd méas comodo usar el modelo del disco de Poincaré D. Sea
L = (v,7") la geodésica que une v~ con 4*. Como 7 fija estos puntos, tenemos que
v(L) = L. Si z € L, entonces y%.z # z, ya que en otro caso 7?2 fijaria tres puntos, luego 7>
seria la identidad lo que contradice el hecho de sque ~ sea hiperbédlica. Como 7 actia por
isometrias, entonces

dp(z,7v.2) = dD(v.z,72.z),

es decir, al incrementar n estamos avanzando por la geodésica L siempre en la misma
direccién. Como los puntos de la sucesion {y".z} pertenecen a la geodésica L, entonces

dp(z,7".z) = n.dp(z,7.2)

y usando la férmula de la distancia hiperbdlica obtenemos que:

cosh n.dp(z,v.2) =1+

El término de la izquierda tiende a infinito cuando n — +o00, luego necesariamente la
sucesion {|y".z|} converge a 1 cuando n — +oc. Entonces deducimos que {y".2} — £ = 7*.

Dado un punto cualquiera z € D, sea w € L un punto de la geodésica del parrafo
anterior. Como 7 es una isometria, tenemos que:

dp(z,w) = dp(y.2,yw) = -+ =dp(Y".z,7"w) = ....
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Haciendo uso de nuevo de la férmula de la distancia hiperbodlica, deducimos que:

7"z — v w|?
(1= [y2)) (1 = [y™w]?)

cosh dp(z,w) =1+

En este caso, como el término de la izquierda es constante y la sucesién {1 — |y™.w|*}
converge a 0, entonces la sucesion {|y".z — 4™ w|} también debe converge a 0. Luego
{y".2} — & = 4F como antes. O

Proposicién 2.14. Sean I' < PSL(2,R) un subgrupo y K C OH un conjunto no vacio,
cerrado y I'-invariante. Sea v € T una transformacién hiperbdlica con puntos fijos v= € OH.
Entonces v+ € K.

Demostracion. Sea £ € Ky z € (y~,€) un punto en la geodésica que une v~ con &. Por el
lema anterior sabemos que {y".2} — £ = 4*. Supongamos que & = v+ (pues en el otro
caso basta cambiar 7 por la transformacién hiperbélica y~1). Veamos que {y".£} — 7.
Como K es cerrado y I'-invariante, esto implicard que v+ € K, con lo que el lema quedard
probado. En efecto, en primer lugar, observemos que, para cada n > 1, y".z € (y~,7".£)
puesto que y".v~ = y~. Luego
7" & =T < Y& ="z + Iz = 4T

Los dos términos de la derecha convergen a cero: el primero porque {y".z} — 7"y
Yz € (v7,7™€); el segundo por hipétesis. Luego deducimos que {y".£} — 4T como
queriamos. ]

Definicién 2.15. Para cada subgrupo I' < PSL(2,R), se llama conjunto limite de T" al
conjunto L(T") formado por los puntos limite & = lim,,_,, V,.2 € OH asociados a puntos
z € H y sucesiones de elementos 7, € I', es decir,

L(T) =Tz N OH.

Segin se prueba en [23, Theorem 12.1.2], este conjunto no depende de la eleccién del punto
z € H. Por construccién, L(T") es un subconjunto cerrado y I'-invariante de OH, que contiene
los puntos fijos 4= de cualquier elemento hiperbélico v € T" segiin la proposicion [2.14]

Definicién 2.16. Un grupo fuchsiano I" se dice elemental si L(I") es finito o equivalente-
mente si la accién de I' sobre H U 0H posee una orbita finita.

Como puede verse en [I5, Theorem 3.4.6], el conjunto limite de un grupo fuchsiano
elemental contiene a lo sumo dos elementos. De esta forma, podemos clasificar los grupos
elementales de acuerdo al nimero de elementos de su conjunto limite:

Definicién 2.17. Sea I' un subgrupo discreto elemental de PSL(2,R). El grupo se dice

(1) eliptico si su conjunto limite es vacio,
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(2) parabdlico si su conjunto limite tiene solo un punto y
(3) hiperbolico si su conjunto limite tiene dos puntos.

Es inmediato que un subgrupo discreto elemental es eliptico, parabdlico o hiperbdlico si
y solo si todos sus elementos son de tipo eliptico, parabdlico o hiperbdlico, fijando todos los
mismos puntos en la frontera respectivamente.

2.3. Grupos fuchsianos no elementales

El siguiente resultado nos proporciona una primera condicién que deben satisfacer los
grupos fuchsianos no elementales:

Teorema 2.18 ([I5], Theorem 2.4.4). Si " es un grupo fuchsiano no elemental entonces
contiene al menos una transformacion hiperbolica.

Demostracion. Supongamos que ' no contiene elementos hiperbdlicos y distingamos dos
casos:

(1) Supongamos que I" solo contiene transformaciones elipticas, excepto la identidad. En
este caso, salvo conjugacién por un elemento de PSL(2,R) y usando la transformacién
de Cayley (2.2), podemos suponer que 7 € I' determina una transformacion eliptica del
disco de Poincaré D que fija el origen 0. Entonces v(z) = az/a con |a|* = 1. Fijesmos otra
transformacién
bz +¢
n(z) = —=
cz+b
que pertenezca a I' y sea distinta de 7. Como I' solo contiene elementos elipticos, tenemos
que:

) ‘b|2 - ‘0‘2 =1,

tr(ymy ') = 2 + 4|l Im(a)® < 2.

Luego ¢ = 0 6 Im(a) = 0. Si Im(a) = 0, entonces a =a € Ry v = Id en contra de lo
supuesto. Por tanto ¢ = 0 y 1(z) = bz/b que también fija el 0 € D. Por consiguiente la
orbita del origen se reduce al propio origen y I' es elemental.

(2) Supongamos que I' tiene un elemento parabdlico . Conjungando como antes, podemos
suponer que y(z) = z + 1 de modo que fija el punto co € JH. Si

az+b
= d—bc=1
n(z) cz+d “ ¢

es otro elemento de I' distinto de ~, entonces

(a4 nc)z + (b+nd)
cz+d

Y'n(z) =

tr(y"n)? = (a + b+ ne)?.
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Como todos los elementos de I' son elipticos o parabdlicos, deducimos que:
0<(a+b+nc)?<4

para todo n > 1. Luego ¢ = 0 y por tanto n también fija el punto del infinito. En este caso,
la o6rbita de oo se reduce a oo y I' es otra vez elemental. ]

La siguiente propiedad es fundamental desde un punto de vista dinamico:

Teorema 2.19 ([6], Ch. I, Proposition 3.6 ). Si I' es un grupo fuchsiano no elemental,
entonces L(I") es minimal para la accion de I' ~ OH, es decir, L(I') es el menor subconjunto
cerrado no vacio y I'-invariante de OH.

Demostracion. Usaremos por comodidad el modelo del disco ID. Sabemos que el conjunto
limite L(I') es un cerrado no vacio I'-invariante y debemos comprobar que es minimal.
Consideremos un subconjunto no vacio K C L(I') cerrado y I'-invariante. Puesto que I es
no elemental, por el teorema [2.18] I' contiene al menos una transformacién hiperbélica .
Por la proposicién [2.14] los puntos fijos v+ v v~ de la transformacién v son elementos de
K. Tomemos un punto z € (y~,7") en el eje de . Sea § € L(T") y sea {7, } una sucesién de
elementos de T tal que {v,.2} — & Como K C S' es compacto, tomando una subsucesién
si fuese necesario, podemos suponer que

{mr } =& v {AmrTt=¢"

en K. Argumentando como en la demostracién de la proposicién [2.14] concluimos que
£ = &F y por consiguiente € € K. Luego L(TI') = K. O

Corolario 2.20. Si I' es un grupo fuchsiano no elemental, entonces la accion inducida
I' ~ L(T') es minimal, es decir, para cada & € L(T'), la orbita T es densa en L(T). O

Corolario 2.21. Un grupo fuchsiano I' no elemental contiene infinitas transformaciones
hiperbolicas con puntos fijos distintos dos a dos. ]

2.4. Conjunto limite de un subgrupo normal

Nos proponemos demostrar que si I' es un grupo fuchsiano no elemental y N es un
subgrupo normal infinito de I', entonces L(N) = L(I"). Para ello. necesitaremos algunos
resultados previos.

Definicién 2.22. Dado un subgrupo I' < PSL(2,R), se llama conjunto de puntos fijos de
I' al conjunto

Fix(T) = U Fix(y) = U{Z € HUOH|y.z = 2},

vyer vyer

donde recordemos F'iz(7y) se reduce a un punto de H si 7 es eliptico, a un punto de OH si
es parabdlico o a dos puntos de OH si 7 es hiperbdlico.



2.4 Conjunto limite de un subgrupo normal 29

Proposicién 2.23. Sea I' < PSL(2,R) un grupo fuchsiano. Si todos los elementos de
[ tienen el mismo conjunto de puntos fijos (es decir, Fiz(vy) = Fixz(y') para cada par
v,v € T), entonces T es ciclico.

Demostracion. Como los puntos fijos de un elemento de PSL(2,R) determinan su tipo
(eliptico, parabdlico o hiperbdlico), todos los elementos de I' son del mismo tipo y podemos
distinguir tres casos:

(1) Si los elementos de I' son hiperbdlicos, entonces podemos conjugar por un elemento de
PSL(2,R) para suponer que Fiz(I') = {0,00}. Luego I' es un subgrupo discreto del grupo
de homotecias { hy |y > 0}, isomorfo al grupo multiplicativo R* de los reales positivos
(imagen por la aplicacién exponencial del grupo aditivo R). Deducimos que I es ciclico
infinito.

(2) Si todos los elementos de I' son parabdlicos, al igual que antes, podemos suponer que
Fix(T') = {oo}. Luego I' es subgrupo discreto del grupo de traslaciones {t, |z € R} 2Ry
por la misma razoén I' es ciclico infinito.

(3)Si los elementos de I' son elipticos, conjugando por la transformacion de Cayley ([2.2]),
podemos pasar al modelo del disco de Poincaré D que Fiz(I') = {0}. Luego I' es un
subgrupo discreto del grupo de rotaciones SO(2) y deducimos que I' es ciclico finito. O

Corolario 2.24. Si ' es un grupo fuchsiano con todos sus elementos elipticos, entonces I
es elemental, ciclico y finito.

Demostracion. Basta combinar el teorema y la proposicion [2.23 O]

Proposicién 2.25. SeaI' < PSL(2,R) un grupo Juchsiano y F' el conjunto de los elementos
de OH fijados por elementos no elipticos de I'. Entonces F' = L(T").

Demostracion. Como F C L(I') y L(I') es un cerrado de 0H, entonces F' C L(T'). Dado
& € F, por definicion, existe un elemento v € I" no eliptico que fija el punto . Asi, para
cualquier elemento ' € T, tenemos que v'y(7')~! sigue siendo eliptico y fija v/(£). Luego
tanto F' como su clausura F son [-invariantes. Si T' es no elemental, entonces L(I') = F
segun el teorema En otro caso, el conjunto limite L(T") contiene a lo sumo dos puntos
y segun su numero de elementos se denomina eliptico, parabdlico o hiperbdlico (segun se ha
indicado en la definicion [2.17,. En cualquier caso, como consecuencia del teorema y
por finitud, el conjunto F' = L(I"). O

Teorema 2.26. Sea I' un grupo fuchsiano no elemental y sea N <T' un subgrupo normal
infinito. Entonces L(N) = L(T").
Demostracion. Sea

Fy ={xz € Fiz(v)| v € N no eliptico}

el conjunto de los puntos fijados por elementos no elipticos de N. Observemos en primer
lugar que Fy # () como consecuencia del corolario [2.24] Al igual que en la prueba del
resultado anterior, para cada v € N y cada +" € I, tenemos que:

Fiz(y'y(y)™") =+ Fix(y).
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Por tanto, como H es normal, deducimos que Fy y Fn son I'-invariantes. Por la proposicién
anterior, L(N) = Fx y por fin

L(T) C L(H) C L()

como consecuencia de la minimalidad de L(I"). O

2.5. Grupos de superficie

En esta seccién introducimos los grupos fuchsianos que nos interesardn en los dos
préximos capitulos:

Definicién 2.27. Un subgrupo fuchsiano I' < PSL(2,R) se llama grupo de superficie si
['\H es una superficie compacta.

El estudio de la region de Dirichlet de un grupo fuchsiano (que puede verse en [15, Ch.
3]) permite caracterizar los grupos de superficie como grupos fuchsianos cocompactos (es
decir, I'\H es un espacio compacto) y sin torsién. La primera condicién garantiza (segin
[15, Theorem 4.2.1]) que I' no contiene elementos parabdlicos, mientras que la segunda
(segun [15, exercice 2.14]) muestra que tampoco contiene elementos elipticos.

Teorema 2.28 ([15], Theorem 4.5.2). Si I' es un grupo de superficie, entonces L(I') = OH.

Demostracion. Como I'\H es una superficie compacta, la accién propiamente discontinua
de T' sobre H admite un dominio fundamental compacto K, cuya frontera no corta a JH.
Ademsds, ninguno de los trasladados de K por elementos de I' corta a 0H. Ahora bien, como
la familia de trasladados {v.K|y € T'} define un mosaico de H, para cada punto £ € OH y
cada entorno abierto U de £ en H U OH, existe un elemento v € I" tal que 7. K C U. Esto
permite construir un punto z € K y una sucesién de elementos 7, € I' tal que {v,.z} — &,
lo que prueba que £ € L(T). ]

Como consecuencia del teorema anterior, la accion proyectiva I' ~ OH de un grupo de
superficie I' es minimal, es decir, todas las orbitas son densas. Para completar la seccién,
demostramos que la accion lineal I' ~ E es transitiva, es decir, posee una orbita densa. Lo
haremos por comodidad en el caso de un grupo de superficie, aunque el resultado sigue
siendo valido para cualquier grupo fuchsiano no elemental.

Lema 2.29. Sea T un grupo de superficie. Si By y By son dos bolas abiertas en R*~.{(0,0)},
entonces existe v € ' tal que v.By N By # ().

Demostracién. Sea p : R? ~ {(0,0)} — RP! la proyeccién candnica. La accién lineal
SL(2,R) ~ R?~.{(0,0)} induce una accién proyectiva SL(2,R) ~ RP' y lo mismo ocurre
al sustituir SL(2,R) por su cociente PSL(2,R) = SL(2,R)/{=I}. Segtn la definicién [2.6]
la accién lineal I' ~ E proviene de una accién de T' sobre R? \ {(0,0)} que define por
paso al cociente una accién proyectiva I' ~ RP!. Esta accién es conjugada a la accién
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como grupo fuchsiano I' ~ JH. Por comodidad, vamos a pensar en I' como subgrupo de
PSL(2,R) o como subgrupo de SL(2,R) sin hacer distincién. Por hipdtesis, como I' es un
grupo de superficie, todos los puntos de OH son puntos fijos de transformaciones hiperbdlicas
pertenecientes a I'. Cuando identificamos el borde OH con la recta proyectiva RP!, esos
puntos fijos determinan direcciones propias de los elementos de I'" pensados como elementos
de SL(2,R) que actiian linealmente sobre R?. Asi, como p(B;) C OH es un abierto, existe
una transformacién hiperbélica 7, € I' con uno de sus puntos fijos perteneciente a p(Bj).
Esto significa que existe un autovector v} € B; de la transformacién lineal ; con autovalor
asociado ] < 1. Observemos que u; pertenece al cono generado por By, pero multiplicando
por un escalar siempre podemos suponer que pertenece a Bj.

Sea v € I otra transformacién hiperbdlica con autovectores u™ y u~ distintos de los de
v1. Como uj es la direccién estable de la transformacion 7y, existe n € N suficientemente
grande tal que 7{'(u") y 77" (u~) pertenecen al cono generado por B;. Ahora, sustituyendo v,
por 7} y modificando las longitudes de v y ™, podemos suponer que v, (ut),y1(u™) € By.

Repitiendo el argumento, sea v, € I' una transformacién hiperbélica cuya direccion
estable (correspondiente a un autovalor menor que 1) estd generada por un vector uj que
pertenece a By. De nuevo, cambiando 7, por 74, para n suficientemente grande, podemos
suponer que y(u™) pertenece al cono generado por By. Ahora bien, cuando n — oo, el
segmento

2™ (u7), 727" ()] = 927" o (u™), 7 ()]
se aproxima a la semirecta abierta A de origen en (0,0) y generada por la direccion de

Y2 (ut), que corta a By. Como [y1(u™),v1(u")] C By, tenemos asegurado que existe x € B
tal que 27"y, () € Bs. O

Proposicién 2.30 (6], Ch. V, Proposition 2.6). Si I' es grupo de superficie, entonces
existe v € E =R*~ {(0,0)}/{£1} tal que Tv = E.

Demostracidn. Sea { B, } una base numerable de abiertos de R*\ {(0,0)} y sea O un abierto
arbitrario. Por el lema anterior , existe v, € I tal que 1.0 N By #0. Sea V; C V, C O
un abierto relativamente compacto tal que V; C B;. Sustituyendo O por Vi y B; por Bs,
obtenemos una nueva transformacién v, € I' y un nuevo abierto relativamente V5 C VoacWy
tales que 7,.Va C Bs. Repitiendo el proceso obtenemos una sucesién de transformaciones
{v»} C T, una sucesién de abiertos encajados {V},} y una sucesién de compactos encajados
{V,,} verificando que v,.V,, C B,.

Sea z € (,en V.. Por construccién, tenemos que v,.x € B, para cada n € N. Ahora
bien, como B,, es una base numerable de R* . {(0,0)}, la érbita 'z es densa en R? \ {(0,0)}
puesto que el abierto O es unién de abiertos basicos B,, y por tanto corta a la érbita ['x.
Para concluir, nos basta tomar v = +x en £ =R?* ~\ {(0,0)}/{£1}. O






Capitulo 3

Teorema de Hedlund clasico

3.1. Fibrado tangente unitario

El fibrado tangente unitario T'H es una variedad diferenciable de clase C* y dimensién
3, que esta dotada de tres flujos importantes: el flujo geodésico g, el flujo horociclico estable
ht y el flujo horociclico inestable h; . Estos flujos estan relacionados por las siguientes
condiciones de hiperbolicidad:

grohi =R _oq0 y  grohy = h_iog: (3.1)

y combinandolos definen sendas acciones de los grupos afines

B+={<“ b >|a,b€R,a>O}

0 a!

B_:{(Z agl ) la,b e R,a>0}.

El flujo geodésico se define del siguiente modo (descrito en la figura [3.1)): a cada vector
u € T'H, le asocia el vector g;(u) € T H definido como el vector tangente a la geodésica
determinada por u en el instante ¢.

IS

Figura 3.1: Flujo geodésico

Los horociclos en el plano hiperbdlico H son las circunferencias tangentes al borde OH y
las lineas horizontales. Un vector u € T H determina dos horociclos para los que u es un

33
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vector ortogonal a ambos. En uno de ellos, llamado horociclo estable, el vector apunta hacia
el interior, mientras que en el otro, llamado horociclo inestable, apunta hacia el exterior. La
figura [3.2) describe exactamente la situacién.

Figura 3.2: Horociclos

La definicién del flujo horociclico estable puede verse en la figura (3.3} a cada vector
u € T'H, se le asocia el vector hf(u) € T'H obtenido desplazando u una distancia
hiperbdlica |s| a lo largo del horociclo estable que define. Se desplaza en sentido horario si
s < 0 y antihorario si s > 0.

Figura 3.3: Flujo horociclico

El flujo horociclico inestable se define de forma andloga al estable desplazando el vector
por el horociclo inestable que define.

3.2. Flujos geodésico y horociclico

La descripcién geométrica de los flujos geodésico y horociclico admite una reformulacion
algebraica que sera de gran utilidad més adelante.

Consideremos la accién natural PSL(2,R) ~ T H descrita al inicio de la seccién .
Recordemos que viene dada por:

gu = g.(z,14) = (9(2), gz (1)) (3.2)

para cada g € PSL(2,R) y cada u = (z,4) € T'H.
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Como ya hemos senalado, esta accién es transitiva, ya que para cada u = (z,%) € T'H
existe un elemento g € PSL(2,R) tal que g.(i,€3) = (z,%). Ademds, como este elemento es

unico, la accion es libre y podemos identificar canénicamente el fibrado tangente unitario
T'H con el grupo de Lie PSL(2,R).

A partir de esta caracterizacion, los flujos geodésico, horociclico estable y horociclico
inestable sobre T1H se corresponden con las acciones por la derecha de los grupos D, Ut y
U~ definidas de la siguiente forma:

ol/2

at) =ataa)=a( N ) a

b =) =a( g )@

) =t =g (3] ) .

En lo que sigue identificaremos los flujos correspondientes prescindiendo siempre del punto
(1, €3).

Sea S una superficie hiperbdlica compacta obtenida como cociente de la accién (por la
izquierda) de un grupo fuchsiano I' < PSL(2,R) sin torsién. Recordemos que la proyeccién
canénica ¢ : H — I'\H = S es la cubierta universal de S y el grupo de superficie T’
es isomorfo al grupo fundamental 7(S). De hecho, como la acciéon I' ~ H es libre y
propiamente discontinua, también lo es la accién inducida I' ~ T'H definida por .
Luego el cociente T'\T'H es una variedad C*> diferenciable dotada de una estructura de
fibrado localmente trivial sobre S de fibra S! isomorfo al fibrado tangente unitario 71S. En
efecto, la relacién de equivalencia orbital coincide con la relacién de equivalencia definida
por el morfismo de fibrados

¢ ¢ (2,0) € T'"H — (q(2), ¢.(2)(@)) € T'S

que hace conmutativo el siguiente diagrama

Luego pasa al cociente en un isomorfismo de fibrados entre I\T*H y TS. Si identificamos
T'H con PSL(2,R) como antes, entonces también podremos identificar el fibrado tangen-
te unitario T'S con la variedad homogénea T'\PSL(2,R). Esto nos permitird extender
facilmente las definiciones de g; y hT a cualquier superficie compacta:
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Definicién 3.1. Dada una superficie hiperbélica compacta S = I'\H y su fibrado tangente
unitario T1.S = I'\PSL(2,R), se define:

(1) el flujo geodésico g; como la accién I'\PSL(2,R) v~ D dada por:
etz 0
9('g) =g < 0 e t/? ) ’
(2) el flujo horociclico (estable) h} como la accién T\PSL(2,R) ~ U™ dada por:
1 s
- _

(3) el flujo horociclico (inestable) h como la accién ['\PSL(2,R) v U~ dada por:
_ 10
hs<F9)=F9( 1)-

S

3.3. Principio de dualidad

El principio de dualidad formulado por H. Furstenberg al demostrar la unicidad ergddica
del flujo horociclico en [8] proporciona un criterio general para comparar las dindmicas
topoldgicas o medibles de dos acciones que conmutan. Lo adaptaremos a nuestro proposito,
lo que nos permitiré explicitar un enunciado equivalente al teorema de Hedlund clasico
(demostrado por G. A. Hedlund en [I4]) y més tarde extender dicho resultado al contexto
foliado.

Proposicién 3.2 (Principio de dualidad). La accion T\PSL(2,R) ~ U™ es minimal si y
solo si la accion T'~ PSL(2,R)/U* es minimal .

Demostracién. Dado gUT € PSL(2,R)/U™, veamos que la 6rbita

L(gU") ={(vg)UT|y €T}

es densa. Para ello, fijemos otra clase ¢UT € PSL(2,R)/U* arbitraria. Si consideramos
las clases I'g,I'g’ € '\ PSL(2,R), por hipétesis, existe una sucesién {s,} tal que

w1

Como la aplicacién cociente ¢, : PSL(2,R) — I'\PSL(2,R) es abierta, una sucesién
{T'g,} € I'\PSL(2,R) converge a un clase I'g € T'\PSL(2,R) si y solo si existe una
sucesion {v,} de elementos de I" tal que {7,9,} — ¢. Lo mismo ocurre con la convergencia
en PSL(2,R)/U*. Aplicando esto a nuestro caso, tenemos que existe una sucesién {v,} C I'

tal que
{m- (g ( é T )>} =g
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Por asociatividad, deducimos que:

RECEY IEES

{(mg)UT} = g'UT

en PSL(2,R)/U*, como querfamos probar. El reciproco es completamente andlogo. ]

y concluimos que:

3.4. Teorema de Hedlund

El enunciado original del teorema de Hedlund publicado en 1936 proporciona una
caracterizacion de las orbitas densas del flujo horociclico en el caso de un grupo fuchsiano I'
de primera especie, es decir, con conjunto limite L(I') = 0H. Como corolario, se obtiene el
resultado conocido como teorema de Hedlund:

Teorema 3.3 (Teorema de Hedlund, [14]). Si S es una superficie hiperbdlica compacta con
curvatura constante negativa, entonces las drbitas del flujo horociclico son densas en T'S.

La superficie S es el cociente I'\H del plano hiperbélico H por la accién de un grupo
fuchsiano I cocompacto y sin torsién. De hecho, segiin se demuestra en [7], el reciproco
también es cierto, es decir, si S es una superficies hiperbélica obtenida como cociente I'"\H
de un grupo fuchsiano no elemental I" y las drbitas del flujo horociclico son densas en TS,
entonces I' es cocompacto.

En las condiciones del teorema (3.3, como hemos visto, el fibrado tangente unitario es
T'S = T\PSL(2,R) y el flujo horociclico h estd definido por la accién natural por la
derecha T'\PSL(2,R) v~ U" del grupo unipotente U*. El principio de dualidad (formulado
en la proposicién nos proporciona un nuevo enunciado equivalente del teorema de
Hedlund:

Teorema 3.4 (Teorema de Hedlund). Si ' es un grupo de superficie, entonces la accion
lineal ' ~ E es minimal.

En particular, si la acciéon lineal I' ~ F es minimal, entonces la accién proyectiva
[' ~ OH también lo es. Al igual que en el caso de la accién lineal, el principio de dualidad
nos garantiza que la accién proyectiva I' ~ PSL(2,R)/B™ es minimal si y solo si la accién
afin T\PSL(2,R) v\ Bt es minimal. Obviamente, como Ut < BT esta condicién se deduce
directamente del teorema de Hedlund.






Capitulo 4

Teorema de Hedlund foliado

El objetivo de este capitulo es extender el teorema de Hedlund a una 3-variedad foliada
por superficies hiperbdlicas obtenida como suspensién de una representacion de un grupo
de superficie I" en el grupo Difeo’, (S*) de los C" difeomorfismos de S que conservan la
orientacién con 0 < r < oco.

4.1. Suspensiones de grupos de superficie
Sea S = I'\H una superficie hiperbdlica compacta obtenida como cociente de un grupo
de superficie I' < PSL(2,R) y
p: ' — Difeo’ (S")
una representaciéon. Esto permite definir una accién diagonal I' ~ H x S dada por:

7-(2,¢) = (7-2, p(7)(€))

paracaday €T, z € Hy ¢ € S*. Como ya hemos dicho, puesto que la accién I' ~ H es
libre y propiamente discontinua, la accién diagonal I' ~ H x S! también lo es. Tenemos asi
una variedad M = T'\(H x S') de dimensién 3 y de clase C" y una cubierta regular

G:HxS'"— M
de grupo I'. La proyeccién canénica p; : H x S' — H es I'-equivariante:
p1<7(27<)) :ry‘pl(zag)v V’YEF,

y pasa al cociente en una fibracién localmente trivial = : M — S de fibra S' que hace
conmutativo el siguiente diagrama:

HxS! —2 v H

lq kq (4.1)

M —"—— S.

39
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Por su parte, la foliacién horizontal H = {H x {(}}, que define la proyeccién candnica
po o H x St — S, desciende en una foliacién F de codimensién 1 y clase C” sobre M.
Puesto que H es transversa a la fibracion p;, la foliacién F es transversa a la fibracion 7 y
se dice que S* — M -+ S es un fibrado foliado. Al igual que ocurre en la situacién general
descrita en la seccién , la hoja L¢ € F que pasa por un punto ¢ de la fibra tipo de 7 es
el cociente de la hoja H x {y} de H por la accién y propiamente discontinua del subgrupo
Fe={yeTl|p(7)(¢) =C(} de I'y tenemos el siguiente diagrama de cubiertas:

H > {¢}

‘ L¢ = T\ (H x {¢}). (4.2)

S/lLC

similar al diagrama ((1.2)). Esto justifica que digamos que F es una foliacion por superficies
hiperbolicas y (M, F) es un fibrado foliado por superficies hiperbélicas, aunque necesitamos
aclarar el significado de estos términos.

Observacion 4.1. Cuando usamos la notacién H (o la notaciéon D), estamos considerando
el semiplano superior dotado de la métrica de Poincaré

gr = (da” + dy*) [y
(o el disco unidad con la métrica conforme

B 4dzdz )
=R

Luego las hojas de la foliacién horizontal H de H x S! estdn dotadas de la métrica de
Poincaré gy, lo que define un tensor métrico gz sobre el fibrado tangente TH, llamado
métrica riemanniana a lo largo de las hojas de H. Como I' actiia sobre H por isometrias, la
métrica g induce una métrica riemanniana gr a lo largo de las hojas de F. La restriccion a
la hoja L. estd dotada de la métrica de Riemann de curvatura constante —1 que se obtiene
a partir de gy al cocientar por I'c.

Para construir una métrica de Riemann sobre M, necesitamos recubrir la variedad por
un numero finito de abiertos foliados U, obtenidos como imagen por ¢ de productos locales
P, xT, CHx S'y fijar una particién de la unidad subordinada ¢,. Si denotamos g, la
métrica de Riemann sobre U, inducida por la restriccién de una métrica producto gy P gs1
al producto local P, x T, entonces g = Y 0o €s una métrica de Riemann sobre M cuya
restriccion a cada hoja L¢ coincide con la métrica descrita antes.

La facilidad a la hora de construir métricas riemannianas de curvatura constante —1 a
lo largo de las hojas es una de las ventajas de las suspensiones.
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La nocién de wvariedad foliada por superficies hiperbolicas es mas complicada de definir,
aunque es posible dar un criterio independiente de la métrica, pero la existencia de métricas
de curvatura constante —1 requiere de la extensiéon del teorema de uniformizacién de Poincaré
en el contexto foliado (probada por A. Verjovsky y A. Candel de modo independiente) que
solo proporciona uniformizaciones continuas.

Usando argumentos similares a los empleados en el principio de dualidad, tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 4.2. La foliacion F es minimal (es decir, la hoja L¢ es densa en M para

cada ¢ € S*) si y solo si la accion T ~ S* es minimal (es decir, la érbita p(T')¢ es densa
en S* para cada ¢ € S1). O

Ejemplo 4.3. Sea S la superficie compacta de género 2 con grupo fundamental

['= a1, a9, b1, 02 ¢ [, 1] = [ag, Ba] |.

Consideramos la representacién p : I' — SO(2) definida por

plar) = Ry, plaz) = p(B1) = p(B2) =1

siendo Ry una rotacién de angulo irracional § ¢ Q. La variedad M = T'\(H x S) es
difeomorfa a S x St ya que la clase de Euler e(p) = 0 segtn [25, Theorem 2] y la foliacién F
es una foliacién minimal ya que la accién inducida por p, I' ~ S!, es minimal. En este caso,
para cada ¢ € S*, la hoja L es una superficie no compacta de género infinito que se obtiene
como cubierta ciclica de S segin se muestra en la figura 4.1l De hecho, I'c =< ay, 81, B2 >n
y T/T = Jaul.

Figura 4.1: Cubierta ciclica de la superficie de género 2
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4.2. Fibrado tangente unitario

El fibrado tangente unitario 7'F es un fibrado foliado definido por la suspensién de la
representacion
p: I' — Difeo’, (S)

donde I' se interpreta como grupo de automorfismos de la cubierta regular ¢, : T H =
PSL(2,R) — T'S inducida por ¢ : H ~ S. En efecto, como hemos visto en la seccién ,
la accion libre y propiamente discontinua I' ~ H induce una accién libre y propiamente
discontinua I' ~ T'H. La accién diagonal I' ~ T H x S (definida por

v-(u, Q) = (v-u, p(7)(C)) = (V(2), ez (@), p(7)(C)),

para cada u = (z,%) € T'H y ¢ € S') sigue siendo libre y propiamente discontinua. En
realidad, se trata de la accién inducida sobre el fibrado tangente unitario

T'H =T'H x S*' = PSL(2,R) x S*
por la accién diagonal I' ~ H x S*. Luego la variedad cociente
M =T\T'H = T\(T'H x S*) = T'\(PSL(2,R) x S')
de dimensién 4 y de clase C" es difeomorfa al fibrado tangente unitario T'F, ya que la
aplicacién ¢ = ¢, : TYH — T'F inducida por la cubierta ¢ : H x S' — M es una C"

submersién sobreyectiva (en realidad, una cubierta diferenciable de clase C"). El diagrama
conmutativo (4.1)) induce un nuevo diagrama conmutativo

PSL(2,R) x S' —2— PSL(2,R)

fil qx (4'3)

~

M s s TS

donde las flechas verticales son cubiertas regulares de grupo I' y las flechas horizontales son
fibraciones localmente triviales de fibra S! y de clase C".

Las hojas de la foliacién horizontal # sobre P.S L(2,R) x S! son las érbitas de la accién
por la derecha PSL(2,R) x S ~ PSL(2,R) dada por (v,¢).g = (7g,¢) para cada y € T,
(e Sty ge PSL(2,R). Luego define por paso al cociente una foliacién F de codimensién
1y clase C" sobre M = [\(PSL(2,R) x S'). Al igual que pasaba antes, la hoja ZC de F
que pasa por ¢ € St estd definida por:

L = TO\(PSL(2,R) x {C}) = TNT'H x {¢}) = TH(T\H) = T" L

donde L¢ es la hoja de F que pasa por (.
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Observacion 4.4. Como consecuencia de la proposicion [4.2] las tres siguientes propiedades
son equivalentes:

(i) la foliacién F es minimal,
(ii) la foliacién F es minimal,

(iii) la accion I' ~ S 1 es minimal.

4.3. Flujos geodésico y horociclico foliados

Definicién 4.5. Los subgrupos D, Ut y U~ de PSL(2,R) actian por la derecha sobr
T'H = PSL(2,R) x S' (de forma natural sobre el primer factor y trivialmente sobre el
segundo) y por consiguiente actiian también sobre

M =T'F =T\(PSL(2,R) x S%).
Llamamos

(1) flujo geodésico foliado g; a la accién T\(PSL(2,R) x S') ~ D dada por:
et’2 0
gt(F(g7C)) = (Fg ( 0 6—t/2 ) 7C)a
(2) flujo horociclico foliado (estable) hf a la accién T'\(PSL(2,R) x S') »~ U* dada por:
+ 1 s
nE ) =g ( 42 ).0.
(3) flujo horociclico foliado (inestable) hy a la accién I'\(PSL(2,R) x S') v~ U~ dada por:

h ) = )0

Estos flujos conservan las érbitas de F. De hecho, restringidos a las hoja (que recordemos
son los fibrados tangentes unitarios a las hojas de F) son los flujos horociclicos y geodésico
clasicos. Ademas siguen verificando una propiedad de hiperbolicidad analoga a la formulada

en (3.1)):

gtoh;_ = h:e,togt y gtOhS_ = hs_etogt' (44)

Como en el caso clasico, los flujos geodésico y horociclico pueden combinarse para definir
acciones de los grupos afines B* y B~sobre M = T'F.

El problema que nos planteamos es la extension del teorema de Hedlund al caso foliado:
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Cuestion 4.6. Sea F la suspension de una representacion de un grupo de superficie I' en
el grupo de difeomorfismos Difeo’, (F'). ;Es minimal el flujo horociclido h}?

Por dualidad, la minimalidad de la accién unipotente
I\(PSL(2,R) x SYY A U™
es equivalente a la minimalidad de la acciéon diagonal
I ~ (PSL(2,R) x SY)/UT = (PSL(2,R)/U") x S* = E x S*

obtenida a partir de la accién lineal I' ~ F y la representacién p. El teorema [3.4], que
constituye la version algebraica del teorema clasico de Hedlund, nos garantiza que la accién
lineal I' ~ E es minimal si y solo si I es un grupo de superficie.

Luego, desde una perspectiva algebraica, esta claro que una respuesta afirmativa a la
cuestién planteada implica necesariamente que la accién I' ~ ST debe ser minimal. De hecho,
desde una perspectiva geométrica también esta claro, ya que la foliacién F debe ser minimal
si el flujo Al lo es y la observacion nos dice que ambas condiciones son equivalentes.
Luego necesitamos imponer la siguiente hipdtesis si queremos responder afirmativamente a
la cuestion:

Hipétesis general 4.7. Las 6rbitas de la accién sobre S! definida por la representacién
p : I' — Difeo’, (S') son densas.

Asi pues, desde un punto de vista algebraico, la cuestion [4.6| puede reformularse pregun-
tandose si la accién diagonal I' ~ E x S! obtenida a partir de la accién lineal ' ~ E y de
una accién minimal I' ~ S! sigue siendo minimal.

En realidad, una respuesta afirmativa a la cuestion [4.6] implica una respuesta afirmativa
a la siguiente cuestién:

Cuestién 4.8. Sea F la suspension de una representacién p : I' = Difeo’, (F') que verifique

la hipétesis [4.7] y sea
I'\(PSL(2,R) x S*) ~ BT

la accién afin obtenida combinando el flujo geodésico g; y el flujo horociclico hf. ;Es
minimal esta accion?

Como antes, la minimalidad de la accién afin
I\(PSL(2,R) x S*) ~ BT
es equivalente a la minimalidad de la accion diagonal
I ~ (PSL(2,R) x S')/Bt = (PSL(2,R)/B") x S' = 0H x S!

obtenida a partir de la accion proyectiva I' ~ JH y la representacion p. Como consecuencia
del teorema [2.28] sabemos que la primera accién es minimal y la cuestion que nos planteamos
es similar a la anterior, aunque mas simple.
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4.4. Representaciones no inyectivas

Como hemos indicado en la introduccién, al restringirnos a las suspensiones, podremos
dar demostraciones elementales del teorema de Hedlund foliado en ciertos casos. El primero
de estos casos corresponde las representaciones no inyectivas p : I' — Difeo’, (S') . El
demostracion del siguiente resultado puede interpretarse como una demostracién elemental
de [2] Theorem 1] ya que en ese caso el nicleo de la representacién estd contenido en el
grupo fundamental de cualquier hoja L.

Teorema 4.9 (Teorema de Hedlund foliado). Sea (M, F) una 3-variedad foliada obtenida
como suspension de una representacion p : I' — Difeo’, (S*) de un grupo de superficie T' con
0 <r < 0. Supongamos que la foliacion F es minimal y el nicleo N = Ker p no trivial.
Entonces el flujo horociclico hf sobre el tangente unitario M = T'F es minimal.

Demostracion. Por dualidad, nos basta demostrar que la accién I' ~ E x S es minimal.
Como I' es un grupo de superficie, entonces L(I') = OH por el teorema Si el ntcleo
N = Kerp<T es no trivial, entonces L(N) = L(I') = OH por el teorema [2.26] Luego
N es también no elemental y por consiguiente existe v € E tal que N.v = F segtin la
proposicion (cuya prueba sigue siendo valida cuando se sustituye I por V).

Ahora procedemos en tres etapas:

(1) Para cada ¢ € S*, tenemos que E x {¢} C I'(v,(). En efecto, como E = N.v, para
cada w € F, existe una sucesién {~,} de elementos de N tal que {7,.v} — w. Entonces la
sucesion de puntos

’Yn'(uC) = (7n-v>p(7n)(<)) = (P)/n-%C) S F(Ua C)

converge a (w, () y por consiguiente (w, () € I'(v, (), lo que prueba la afirmacién (1).

(2) Para cada ¢ € S, la I-6rbita de (v,() es densa, es decir, I'(v,() = E x S'. En efecto,
consideremos un punto arbitraio (v/,¢’) € E x S*. Puesto que I' ~ S! es minimal, hay una
sucesion {7, } de elementos de I' tal que {p(7,)({)} — (’. Por otra parte, por la propiedad
(1), los puntos

(71,0) € B x {C} C T(0,0)

Puesto que I'(v, ) es I'-invariante, tenemos una sucesiéon de puntos

(', €) = (Vs p(1) (€))

pertenecientes a I'(v, () que converge al punto (v/,(’). Luego (v, (") € T'(v, (), con lo que
queda probada la afirmacién (2).

(3) Por ultimo, para cada (v/, () € Ex S, tenemos que T'(v/, (') = ExS'. Por el teorema
la accién I' ~ E es minimal y por tanto existe una sucesién {7/} de elementos de I" tal
que {7/ .v'} — v. Por compacidad de S*, extrayendo una subsucesion si fuese necesario,
podemos suponer que la sucesiéon {p(7,,)(¢’)} converge a un punto ¢ € S'. En tal caso, la
sucesion de puntos

Y- (U, ¢) = (70, p() () € T(V', ')
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converge al punto (v,() y por consiguiente (v,() € I'(v/,(’). Como consecuencia de la
propiedad (2), deducimos que:

ExS8'=T(v,¢) CT(,()
y por tanto E x S* =T (v, ().

Luego hemos probado que la accién diagonal I' ~ E x S* es minimal. O
Corolario 4.10. En las condiciones del teorema @ la accion M = T'F ~ BT es
minimal. O]

Observacién 4.11. El teorema anterior sigue siendo vélido cuando sustituimos S por
una variedad compacta F ya que lo tinico que hemos utilizado es la compacidad de S*.
De modo explicito, F' es una variedad compacta arbitraria y p : I' = Difeo’, (F') es una
representacion que tiene nicle no trivial, entonces la minimalidad de la suspension F
garantiza la minimalidad del flujo horociclico foliado h} sobre T F.

4.5. Representaciones inyectivas

En el caso de las representaciones inyectivas p : I' = m;(S) — Difeo’, (S') es necesario
aplicar un resultado S. Matsumoto [20, Theorem 1.3] que permite demostrar la minimalidad
del flujo horociclico foliado h siempre que la accién afin T*F ~ B sea minimal. Veremos
la demostracién de este resultado en nuestro contexto en la seccién .8 pero ahora nos
interesa demostrar de modo elemental que hay suspensiones que satisfacen la minimalidad
de la accion afin, pero no satisfacen ninguna de las condiciones conocidas que la implican,
formuladas en [1], [2], [17], [19] y [20]. Para ello empezaremos por describir dos ejemplos de
este tipo:

Ejemplo 4.12. Sea I' un grupo de superficie y py : I' = PSL(2,R) la inclusién natural.
La 3-variedad foliada M = I'\(H x 0H) estd dotada de una foliacién minimal definida
por suspension, que se dice transversalmente homogrdfica ya que I' actia sobre OH por
homografias. La proposicion [2.23| garantiza que las hojas de F son planos o cilindros
hiperbdlicos ya que los grupos I'¢ son triviales o ciclicos. Sin embargo, la accién afin

M =T\(PSL(2,R) x 9H) ~ B*
no es minimal, ya que la accion dual
I' ~ PSL(2,R)/B* x OH = OH x OH

no lo es. En efecto, la diagonal A es un subconjunto cerrado I'-invariante no trivial de
OH x JH. Por dualidad, el conjunto

M:{F(i(z Z),%)/i(“ Z) € PSL(2,R)}

C

es un cerrado BT -invariante no trivial de M. De hecho, segin se demuestra en [I, Proposition
4.2], el conjunto M es el tinico conjunto minimal del flujo horociclico h} sobre M.



4.6 Representaciones fieles de PSL(2,R) 47

Ejemplo 4.13. Sea S la superficie compacta de género 2 con grupo fundamental

I'=|ay,aq, b1, B2 ¢ a1, B1] = [az, Ba] .

Puesto que PSL(2,R) es un grupo perfecto (es decir, coincide con su grupo de conmutadores),
la rotacién irracional Ry es un conmutador, es decir, existen elementos g1, hy € PSL(2,R)
tales que

R@ - [917 hl]

Segun se demuestra en [5, Section 7.39], ambos elementos g; y hy son hiperbdlicos. En
realidad, considerando cualquier cubierta finita de PSL(2,R) no trivial, obtenemos otra
representacion de Ry como conmutador de dos elementos hiperbodlicos go v ho:

R@ == [927 hQ]

Sea p: ' = PSL(2,R) la representacién definida por

plar) = g1, p(B1) = hi, plaz) = g2, p(B2) = ha,

que envia el commutador v = [aq, f1] = [ag, B2] de T en la rotacién irracional Ry. La
suspension F de p es una folacién minimal de una 3-variedad compacta M ya que la accién
del subgrupo generado por v es minimal.

En este ejemplo, ninguno de los resultados conocidos hasta ahora permite afirmar que
el flujo horociclico )
M =T\(PSL(2,R) x OH) ~ U™"

o la accién afin

M =T\(PSL(2,R) x OH) ~ B*
sean minimales

Ambos ejemplos comparten una caracteristica, que estan definidos por representaciones
fieles de grupos de superficie en PSL(2,R), y sugieren que hay una dicotomia segin que la
representacion sea discreta o no.

4.6. Representaciones fieles de PSL(2,R)

Sea I'y el grupo de superficies correspondiente a la superficie compacta S, de género g,
es decir, isomorfo al grupo fundamental de S; dotado de la presentacién

g
Fg: |a17617"'7ag7ﬁg| H[azaﬂl] = 1’

i=1

Sea p : I'y — PLS(2,R) una representacion fiel de I'y en PSL(2,R). Entonces distinguimos
dos casos:
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(i) Si la representacion p es discreta, entonces es conjugada por un homeomorfismo (que no
conserva necesariamente la orientacion) a la representacion fiel descrita en el ejemplo m,
es decir, definida por la inclusién natural py de I'y en PLS(2,R).

En efecto, usando el modelo del semiplano de Poincaré H o el modelo del disco de
Poincaré, los grupos fuchsianos determinados por una u otra representacién poseen dominios
fundamentales homeomorfos que definen sendos mosaicos de H o . El homeomorfismo
entre los dominios fundamentales se extiende de modo equivariante en un homeomorfismo
¢ de HUOH 6 DU OD. La restriccién de ¢ a 0H 6 0D define la conjugacion entre las dos
representaciones p y pg.

Luego las suspensiones F y JFy son conjugadas por el homomorfismo entre M y M,
inducido por el homeomorfismo ¢ x ¢ : H x OH — H x 0H. En particular, ambas foliaciones
F y Fo son simultdneamente minimales. Como consecuencia del ejemplo [4.12] la accién
por la derecha de B* sobre el fibrado tangente unitario M =T F no es minimal, sino que
admite un dnico conjunto minimal M # M, que es también el dnico conjunto minimal del
fljo horociclico hf.

(ii) Si la representacién p no es discreta, su imagen p(I'y) es un subgrupo no elemental y no
discreto. Luego contiene un elemento eliptico de orden infinito (como consecuencia de [15],
Theorem 2.4.5]), es decir, existe v € I, tal que

(v) = cos 2w —sen2m6
PO =\ sen2nd cos 21l

):Re . 0¢0Q.

Esto implica que la accién I' ~ S! es minimal y por consiguiente la suspensién F sobre
M =T, \(H x 0H) también es minimal. En el ejemplo [£.13] ~ es precisamente el generador
del subgrupo conmutador de I'y. La propiedad que acabamos de describir es el punto esencial
de la prueba del siguiente teorema:

Teorema 4.14. Sea (M, F) una 3-variedad foliada obtenida como suspension de una
representacion fiel p : T'y — PSL(2,R) de un grupo de superficie I'y.

(i) Si p es discreta, entonces la accién afin M = T'F ~ BT posee un tinico conjunto

minimal M # M.
(ii) Si p no es discreta, entonces la accion afin M =T'F ~ B* es minimal.

Demostracion. Las observaciones previas reducen la demostracién del teorema al caso (2).
Por dualidad, nos basta demostrar que la accién diagonal I' ~ OH x S! es minimal. Al
igual que en la demostracién del teorema 4.9, procederemos en tres etapas:

(1) Para cada ¢ € S*, tenemos que {¢} x ST C T'(&,(), donde £ € OH es uno de los puntos
fijos 7~ 6 7T de la transformacién hiperbdlica v € T', tal que p(7) es un elemento eliptico
de orden infinito. En efecto, por hipétesis, para cada ¢’ € S!, existe una sucesién de enteros
ng tal que {p(7™)({)} — ¢’. Entonces la sucesién de puntos

Y".(6,¢) = (v"™.& p(7"™)(€)) = (& p(v™)(C)) € T'(£,¢)
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converge a (&,(") y por consiguiente (&,(’) € I'(€, (), con lo que queda probada la afirma-
cién (1).

(2) Para cada ¢ € S', la I-érbita de (€, ¢) es densa, es decir, T'(¢,¢) = H x S'. En efecto,
consideremos un punto arbitrario (¢/,¢’) € OH x S'. Puesto que I' ~ OH es minimal, hay
una sucesién {7,} de elementos de I' tal que {v,.£} — &’. Por otra parte, por la propiedad
(1), los puntos

(& p(1 )(C) € {&} x ST CT(€, Q).
Puesto que I'(¢, ) es I'-invariante, tenemos una sucesiéon de puntos

(&, (1 () = (€, ¢)

pertenecientes a ['(€, ¢) que converge al punto (£, (’). Luego (¢, (') € I'(§, (), lo que prueba
la afirmacion (2).

(3) Por tltimo, para cada (¢/,¢’') € OH x S*, tenemos que T'(¢/,(’) = OH x S*. En efecto,
como la accién I' ~ OH es minimal, existe una sucesién {7/} de elementos de I" tal que
{~/,.€'} = £. Por compacidad de S, extrayendo una subsucesion si fuese necesario, podemos
suponer que la sucesién {p(7,)(¢’)} converge a un punto ¢ € S. En tal caso, la sucesién de
puntos

Tn-(€5¢) = (€ p(1)(¢) € T, )

converge al punto (§,() y por consiguiente (£,() € I'(¢/,(’). Como consecuencia de la
propiedad (2), deducimos que:

OH x ST =T(¢,0) c T(€, )

y por tanto OH x S* =T'(&, ().

Luego hemos probado que la accién diagonal I' ~ OH x S! es minimal. O

4.7. Componentes conexas del espacio de representa-
ciones

En [11], W. M. Goldman ha demostrado que las componentes conexas del espacio de las
representaciones no elementales R, = Hom(I'y, PSL(2,R)), dotado de una estructura de
variedad adecuada, son clasificadas por la aplicacién

e: Hom(I'y, PSL(2,R)) - Z

que asocia a cada representaciéon p : I'y — PSL(2,R) su clase de Euler e(p). Como se
ha recordado en la seccién [I.4] se trata de un ndmero entero que toma valores entre
X(Sy) = 2—2gy —x(5) = 2¢g — g de acuerdo con la desigualdad de Milnor-Wood
(demostrada por J. Milnor en el caso de las representaciones en PSL(2,R) y por J. W.
Wood en el caso de las representaciones en Homeo, (S1)).
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En particular, segin [L1, Corollary C], las representaciones fieles y discretas de I'y en
PSL(2,R) se corresponden con la clase Euler méxima:

Un importante resultado de S. Matsumoto [18] demuestra que todas las representaciones
de I'y en PSL(2,R) (en realidad, todas las representaciones de I'; en Homeo, (S') que
definen acciones minimales) que verifican la condicién

son topolégicamente conjugadas. Combinando ambos resultados, recuperamos la observacién
que todas las representaciones fieles y discretas de I'; en PSL(2,R) son topélogicamente
conjugadas a la representacién candnica usada en el ejemplo [£.12] Ahora el teorema de
Matsumoto permite extender la primera parte del teorema [4.14}

Teorema 4.15. Sea (M, F) una 3-variedad foliada obtenida como suspension de una repre-
sentacion fiel p : Ty — Homeo, (S*) de un grupo de superficie T'y en el grupo Homeo (S")
de los homeomorfismos de S' que conservan la orientacién. Supongamos que la accion sobre
St definida por p es minimal y la clase de Euler

le(p)] = 1x(Sy)!

Entonces el flujo horociclico hf sobre el fibrado tangente unitario M = TF posee un tnico
conjunto minimal M # M, que coincide con el unico conjunto minimal de la accion afin
M =T'F ~ B*. O

4.8. Condiciéon de Matsumoto

La demostracion del teorema de Hedlund para la suspension de una representacion
inyectiva p : I' — Difeo!, (S') de un grupo de superficie I' requiere aplicar un resultado
de S. Matsumoto [20, Theorem 1.3] valido para una foliacién minimal F por superficies
hiperbdlicas de cualquier codimensién sobre una variedad compacta M si cumple una cierta
condicién (que extiende la condicién de [2]). En nuestro contexto, si (M, F) es la supensién
de la representacién p, la condicion requerida se formula del siguiente modo:

Condicion de Matsumoto 4.16. Existe un punto ¢ € S ! un elemento no trivial v € T,
y un abierto U C S? tales que {, € U, U C y(U) y

para cada ¢ € U.
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Observemos en primer lugar que estamos pensando en un arco de S' como un arco
transverso a la foliacién F y cuando escribimos (; € S! estamos fijando un punto ¢y € M.
Adema&s estamos identificando v con el difeomorfismo de holonomia p(7), por lo que
seguiremos denotandolo por 7. En particular v({y) = (. La condicién de que exista un
elemento no trivial v € I, significa que el grupo fundamental de la hoja L., contiene un
elemento no trivial representado por una geodésica cerrada simple. Llamaremos ¢ : R — L,
a esta geodésica y ¢ : R — T'L,y C T'F a su levantamiento definido por é(t) = (c(t), ¢(t)).

Teorema 4.17 ([20]). Sea (M, F) una 3-variedad foliada obtenida como suspension de una
representacion p : I' — Difeo’, (S*) de un grupo de superficie I' con 0 < r < co. Supongamos
que F es minimal y satisface la condicion . Entonces si la accion afin M =T'F ~ B*
es minimal, el flujo horociclico h} es minimal.

Observacién 4.18. De hecho, en las condiciones del teorema (y de modo general si F
es una foliacién de codimesién 1), la condicién se verifica siempre. En efecto, veamos
primero que siempre existe una hoja no plana, es decir, con una geodésica cerrada simple.
Supongamos que todas las hojas son planas, en tal caso, los grupos fundamentales de todas
las hojas son triviales, es decir, I'c = {1} para cada ¢ € S*. Luego el grupo I' actiia sobre
St sin puntos fijos. Por [16, Theorem 2.3.32 |, T' es un subgrupo de SO(2,R) y en particular
es abeliano. Pero esto no puede ocurrir porque las tinicas superficies orientables con grupo
fundamental abeliano son la esfera y el toro y estamos suponiendo que nuestra superficie
S = T'\H es una superficie hiperbdlica.

Entonces sea ¢ una geodésica cerrada simple de una de las hojas de la foliacién F 'y
consideremos h : I — [ una aplicaciéon de holonomia asociada. Recordemos que I es un
arco de circunferencia transverso a la hoja considerada. Si Int(Fiz(h)) # 0, entonces el
abierto U = Int(Fiz(h)) y cualquier punto {, de U verifican la condicién requerida.

Supongamos que Int(Fiz(h)) = 0 y tomemos U = ({p, (1) una componente conexa
de I ~ Int(Fiz(h)) y (o el extremo inferior de este arco de circunferencia. Se tiene que
U = h(U). Si pensamos el arco U como un intervalo isométrico de la recta real, salvo los
extremos, el grafo de la aplicacion h restringida a U queda por encima o por debajo de la
diagonal. Si estamos en el primer caso, se verifica la condicién requerida en el otro caso,
basta cambiar la aplicacién h por la aplicacién h~! para garantizarlo.

Como consecuencia de la observacién, combinando los teoremas y [£.17] obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario 4.19 (Teorema de Hedlund para las representaciones fieles y no discretas). Sea
(M, F) una 3-variedad foliada obtenida como suspension de una representacion fiel y no
discreta p : I' = PSL(2,R) de un grupo de superficie I'. Entonces el flujo horociclico foliado
ht es minimal. O

En particular, el flujo horociclico hf sobre el tangente unitario del ejemplo es
minimal.
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4.9. Demostracién del teorema 4.17

El propésito de la seccion es demostrar el teorema y para ello serd comodo denotar
por BT y B~ las subfolaciones de la foliacion F sobre M = T F definidas por las acciones
T'F ~ BT y T'F -~ B™. Recordemos que F estd definida por la accion T'F ~ PSL(2,R)

que extiende ambas acciones.

Lema 4.20. Supongamos que la foliacién BY es minimal y sea M C T'F un minimal para
el flujo horociclico h} : T*F — T'F. Entonces

"rF=UaMm

to€R t>to

Demostracién. Como el conjunto de la derecha es un cerrado no vacio y B es minimal,
basta probar que esel conjunto es g;- invariante y hf- invariante. Para el flujo geodésico,

tenemos: _
g:(() U aM) = N g:(lJ (M) = ) gs(|J 9:(M)) =

toER t>to toER t>tg toER t>to
=N Ugur =N U s = Usr
toER t>to toER t>tg+s toER t>to

Y para el horociclico, tenemos:

n () U = N U ke = O Ui = ) U v

to€R t>t to€R t>to to€R t>tg to€ER t>tg

como consecuencia dela condicién de hiperbolicidad (4.4)) y de la invariancia de M por el
flujo horociclico. [

Observaciéon 4.21. En las condiciones anteriores, en particular tenemos que

T'F = Ja(M)

>0

Lema 4.22. Supongamos que la foliacién BT es minimal y sea M C T*F un minimal para
el flujo ht. Sea ¢ : R — T F el levantamiento de la geodésica cerrada que mos proporciona

la condicion . Entonces si M N é# 0, el flujo horociclico hf es minimal.

Demostracién. Como M es un conjunto minimal de A, la hiperbolicidad garantiza
que g;(M) también es un conjunto minimal de h. Por tanto, si M N g,(M) # ), entonces
M = g;(M). Luego

T={teR[g(M)=M}

es un subgrupo de R y la condicion M N é # () implica que T es no trivial. Ademds, como
T es un subgrupo cerrado, entonces T'=R 6 T es ciclico.
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Si T =R, el conjunto M es Bt-invariante y entonces M = T*F ya que la foliacién B*
es minimal.

Supongamos que 1" es un subgrupo ciclico de R generado por un entero positivo g > 0.
Segun la observacion anterior, tenemos que:

0<t<tg

Pero como (o<, 9:(M) es un cerrado, entonces

T"F=J aM)

0<t<to

homeomorfo al cociente

M x[0,1]/(x,0) ~ (g1, (), 1).

Luego T F es el espacio total de un fibrado sobre S* y la fibracién proyecta difeomérfi-
camente la geodésica ¢ sobre la base S! del fibrado. Entonces existe una 1-forma cerrada
w € QYT'F) (levantada de la 1-forma d¢ sobre S') que es positiva sobre el campo de
vectores

dgt

X=—: T'F = T(T'F)

restringido a la curva ¢. Es decir, w(X(u)) > 0 para cada u = ¢é(t). Como la curva
¢(t) = (c(t), ¢(t)) es una curva integral de X € X(T1F), deducimos que

/w>0.

Ahora bien, si invertimos la orientacién de ¢, la curva correspondiente ¢ (t) = (¢(—t), —¢(—t))
sigue siendo una curva integral del campo X que verifica

/w>0,

pero esta curva es hométopa a la curva —¢é(t) = (¢(t), —¢(t)) de modo que

/w<0.

Llegamos a una contradiccién y por consiguiente T' tampoco puede ser ciclico. ]

Demostracion del teorema|4.17. Sea M un conjunto minimal del flujo horociclico . Como
consecuencia del lema [4.22] para demostrar que M = T'F y el flujo horociclico h es
minimal, nos basta ver que M N ¢ # (). Lo haremos en varias etapas:

(1) En la primera etapa construimos una transversal a la érbita cerrada ¢ del flujo geodésico
g; e identificamos la aplicacién de primer retorno de g;. En efecto, sean (; € Sty U =
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[Co, Co+€) C 1 =[Co—¢,(o+e] el punto y el entorno que nos proporciona la condicién
sea vy € T F el vector tangente a la geodésica c en el punto (y. Asi vg pertenece a la i 1magen
de ¢ y m(vg) = (o siendo 7 : T*F — M la proyeccién canénica. Sea E un 3-disco cerrado de
T1F transverso al flujo geodésico g;. Teniendo en cuenta el diagrama conmutativo:

PSL(2,R) x §t —X 4 1 x g1

: (4.5)

T'F T s M

tomamos U = §({ue} x U) € I = ¢({uo} x I). Restringiéndonos a un abierto de trivialidad
1, tomando € suficientemente pequefio, podemos suponer que = {up} x Uy = {up} x 1.
Ademas asf construido, el intervalo I es transverso a la foliacién por superficies Fl: | 5 inducida
por ]—" sobre E. En otros términos, estamos suponiendo que E es homeomorfo al producto
P x I y trivializa la cubierta g : PSL(2,R) x S' — T'F. Las subfoliaciones B* y B~ de F
inducen dos foliaciones transversas de dimensién 1 en cada placa P x {(} de E. Llamemos
a tales foliaciones S y 3~ respectivamente y definamos una parametrizacién

&,n,¢) € [—r,r] X [-rr] x I—s [£,n,¢] € E

de la siguiente manera: en restriccién a cada placa P x {(}, usamos parametrizaciones
isométricas de las hojas de 8% y 8~ por [—r,r| y definimos [§,7,(] € E como el punto de
interseccién en la placa P x {¢} de la hoja 3, que pasa por £ y de la hoja de S_ que pasa
por 7 segin se muestra en la figura [£.2]

Px{¢} =

n [€,m,¢]

¢=1[0,0,¢] 3 By

Figura 4.2

Para cada r > 0, sea

U ={¢eUld(¢ ) <r}
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tal que U, C y(U,) y sea

Para 0 < 7/ < r ,definimos

v;“ﬂ”' = { [57777g] | |§| < ’I“, |77| < T,C € CZ(UT") }7

donde C1(U,) denota la clausura de U,

La aplicaciéon de primer retorno H : sz — F asociada al flujo geodésico g; conserva
tanto las placas P x {(} como las foliaciones 5, y 5_ y se escribe como:

HIE,n, (] = [¥c (&), de(n), h(Q)],

donde h : Uy — U es la conjugacion de la aplicacién de holonomia 7 : Uy — U por el
difeomorfismo 7|;. Esta aplicacién h verifica que h((y) = (o, U,» C h(U,/) y ademés

d(h(¢), o) = d(¢, o), V¢ € CL(U)

para la métrica inducida por el difeomorfismo 7|.

(2) En la segunda etapa describimos la accién de H sobre le. En primer lugar, por la
hiperbolicidad (4.4)) del flujo geodésico foliado gy, existe 0 < A < 1 tal que

d(e(€),¥c(€)) < M(E,E), VEE € [—r7],¥E € CLU) (4.6)

d(de(n), e () > X rd(n, 7)),  Vn,n' € [=r,7],¥E € CLU).

En efecto, como la geodésica que estamos considerando es cerrada, hay un tiempo 7" > 0 tal
que gr(Co) = {o- Sea hf(—¢, €) un arco de horociclo. Al considerar la aplicacién de primer
retorno a lo largo de la geodésica cerrada, la condicion nos dice que el arco resultante
gr(ht (=€, €)) = hl _1(gr(—¢, €)) se contrae y obtenemos la primera de las desigualdades.
La segunda se obtiene de forma analoga considerando un arco de horociclo inestable. Luego,
teniendo en cuenta que H((y) = (o, podemos tomar r > 0 suficientemente pequeno y

0 <" =7r'(r) <r tales que si ¢ € Cl(U,/), entonces
Ge(—r) < —r<r<¢cr) y —r<tp(—r)<ie(r)<r

Aplicando estas desigualdades a h=(¢) € C1(U,) y teniendo en cuenta que U, C h(U,.),
deducimos que:

¢h—1(<)<—7") < —r<r< ¢h—1(<)(7")

—r< wh—1(o(—r) < wh—l(o('f’) <r. (47)
Por consiguiente,

A

H(V,) NV = {160, ¢ E] < 7y n-1(0(=7) < 0 < 1 (r), ¢ € CUTW) }.
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Sustituyendo ¢ € C’Z(UT/) por h™1(¢) € C’l(Ur/) en (4.7)), obtenemos que:

—r < 1/];172(4)(—7") < ’ll)hf2(<)(’f’) <r.

Luego aplicando v¢,-1(¢) deducimos que:

—r < 77/Jh—1(c)(—7“) < Qﬁh—l(g)@/)hﬂ(o(—T) < 1/Jh—1(c)77/)h72(o(7“) < ¢h71(€)(7“) <.

Repitiendo este procedimiento de forma inductiva, obtenemos que:
=7 < Yp1(=7) < Unr P20 (=7) < YnrUn-2 P30 (=7) < -

o < e Un-20 V30 (1) < Un-10¥n-2(0) (1) < Yp-1g)(r) <.

Ambas sucesiones Up,-1(¢) ... Up-n(e)(—=7) ¥ Yr-1(¢) - . . Yp-n()(r) tienen limite ya que son
sucesiones crecientes contenidas en un intervalo compacto. Ademaés, teniendo en cuenta la

desigualdad (4.6)), ambos limites coinciden y definimos
W(Q) = lm Pn-1(¢) - Ynni)(=7) = M Pp-1(¢) - pn(e)(1)-

Por tanto, para cada n > 0, tenemos que la interseccion

estd formada por los puntos [£, 7, (] tales que [£] <7,
Un1¢) - P (=7) <0 S ni(g) - Pnn(o(7)

y el ([A],,,), Entonces definimos

Ky = (VH"(Veyr) = {[6 (0, (][ €] < 7, ¢ € CUT) 3.

n>0

Como el conjunto K, es cerrado, deducimos que la funcién W : CI(U,) — [—r,7] es
continua. La propiedad esencial de la construccion es la siguiente: si € K, ,» y n > 0,

entonces H"(z) € V.
(3) En la tercera y tltima etapa, probamos que M N é # (). Para ello, consideramos la
aplicacién 7 : V,.,» — (0, 00) que nos da el tiempo de primer retorno a E siguiendo el flujo

geodésico g;. Sean 5 .
‘/,,77‘/ = {gt(x) |ZE < ‘/7’,7"71; € [07T(I)] }

K ={g/(2) |2 € K.t €[0,7(2)] }.

Ambos son conjuntos compactos y se verifica que:

S K,«’T/

120 } = gi(x) € Vi (4.8)
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Ahora bien, el lema garantiza que

t>0

Como f/m/ tiene interior no vacio, entonces Ut>0 g(M)N ‘v/m/ # (), es decir, existe un punto
z € M y un tiempo t > 0 tales que y = g,(z) € V}.,». Luego hay un segmento de 6rbita del

flujo h{ pasando por el punto y que corta a K, en un punto y' = hf (y) € K,,,. Tomando
' = ¢g_+(y') y usando la hiperbolicidad obtenemos que

' =g(y) = g-hi(y) = g-hgi(x) = heer(2)

y por tanto 2’ € M puesto que M es invariante por h}. Por otra parte, como ¢’ € K,
usando , deducimos que 2’ = g_4(y') € V,.,.. Luego M NV, # 0. Finalmente, como
¢=1{\r=0 ,T/(T), por la propiedad de interseccién finita concluimos que MN¢é # 0, quedando
probado el teorema. O
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