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Resumen

El objetivo de esta memoria es dar una descripcion local de las superficies para-Kéhler
con tensor de Bochner nulo. Partiendo del hecho de que la estructura subyacente a una
variedad para-Kéahler es la de una variedad de Walker, se llegara a que las superficies
para-Kéhler Bochner llanas son localmente isométricas al fibrado cotangente de ciertas
superficies afines equipado con una extension de Riemann modificada determinada por
un campo de vectores X, un campo de tensores T de tipo (1,1) y un campo de tensores
simétrico ® de tipo (0, 2) sobre la superficie afin.

Resumo

O obxectivo desta memoria é dar unha descricion local das superficies para-Kéahler con
tensor de Bochner nulo. Partindo do feito de que a estrutura subxacente a una variedade
para-Kéahler é a dunha variedade de Walker, chegarase a que as superficies para-Kéhler
Bochner chas son localmente isométricas ¢ fibrado cotanxente de certas superficies afins
equipado cunha extensién de Riemann modificada determinada por un campo de vectores
X, un campo de tensores 1" de tipo (1,1) e un campo de tensores simétrico @ de tipo (0, 2)
sobre a superficie afin.

Abstract

The objective of this work is to give a local description of Bochner-flat para-Kéhler
surfaces. Taking into account the fact that the underlying structure of para-Kéahler ma-
nifolds is that of a Walker manifold, we show that a Bochner-flat para-Kéahler surface is
locally isometric to the cotangent bundle of an affine surface equipped with a modified
Riemannian extension given by a vector field X, a (1,1)—tensor field 7" and a symmetric
(0,2)—tensor field ® on the affine surface.



Introduccion

Las variedades casi paracomplejas fueron introducidas por Libermann en [I8, [19] si-
guiendo un proceso completamente anélogo al de las variedades casi complejas, de forma
que estan determinadas por la existencia de un campo de tensores J de tipo (1,1) tal
que J? = Id. Ademaés los autoespacios asociados a los autovalores £1 de la estructura
casi paracompleja J han de tener la misma dimension, por lo que dimker(J F1d) =n 'y
dim M = 2n.

Una variedad para-Kéhler es una variedad simpléctica (M, ) localmente difeomorfa a
un producto de subvariedades Lagrangianas, de modo que su fibrado tangente se descompo-
ne como suma de Whitney de dos subfibrados Lagrangianos, TM = L @& L’. Considerando
las proyecciones 7y, y w7 sobre cada subfibrado Lagrangiano, el campo de tensores de tipo
(1,1) dado por J = 7, — 7 es una estructura casi paracompleja sobre M. Ademaés, por ser
L y L' subespacios Lagrangianos, se tiene que Q(JX, JY) = —Q(X,Y’) para cualesquiera
campos de vectores X, Y en M. Asi pues, g(X,Y) = Q(JX,Y) determina una métrica de
signatura neutra (n,n) sobre M que satisface

9(JX,JY)=—g(X)Y), v (VxJ)Y =0,

para cualesquiera campos de vectores X,Y en M, donde V denota la conexion de Levi-
Civita de (M, g).

Las estructuras para-Kéahler, que también aparecen en la bibliografia con el nombre
de variedades bi-Lagrangianas, tienen especial relevancia tanto en cuestiones fisicas co-
mo geométricas. Una buena referencia, aunque no actualizada, es el informe [1I]. Més
recientemente, la geometria para-Kéahler desempena un papel importante en el estudio de
problemas geométricos como por ejemplo la no-unicidad de la métrica para la conexion de
Levi-Civita [3], la clasificacion de conexiones simplécticas [6], o el espacio de geodésicas
orientadas sobre CH™ [1].

El tensor curvatura de Bochner, que fue introducido en el ano 1949 por S. Bochner para
variedades Kahler, se define formalmente como un anélogo del tensor curvatura de Weyl,
de tal forma que el tensor de curvatura de una variedad Bochner llana esta completamente
determinado por su tensor de Ricci. Una interpretacion geométrica del tensor curvatura
de Bochner fue obtenida en [21]. La curvatura seccional paraholomorfa de una variedad
para-Kéhler se define como la restriccion de la curvatura seccional a planos paraholomorfos
(i.e., Jm C ) no degenerados. Asi

H(X)=K{XAJX}) =—R(X,JX,X,JX)

7



8 Introduccién

para cada campo de vectores unitario X sobre M. Dado que la curvatura seccional no
esté definida sobre planos degenerados (ver, por ejemplo, [20]) se plantea el problema de
la posible extension continua de la curvatura seccional paraholomorfa a todo el fibrado
tangente. Dicha extension requiere que

R(U,JU,U,JU) =0

para todo campo de vectores nulo U definido sobre M, siendo esta condicién equivalente a
la anulacion del tensor de Bochner [21].

Las variedades Kéhler y para-Kéhler Bochner llanas fueron recientemente estudiadas
en [5]. El caso de dimension 4 es especialmente tratable, ya que una superficie para-Kéhler
(resp., Kéhler) es Bochner llana si y solo si es anti-auto-dual (resp., auto-dual). A pesar de
ello, existen numerosas cuestiones abiertas por lo que nuestro objetivo central es proporcio-
nar una descripcion local de las superficies para-Kéahler cuyo tensor curvatura de Bochner
es nulo.

En el Capitulo [1| de esta memoria repasaremos conceptos basicos que serdn necesarios
para la comprension del estudio realizado en capitulos posteriores.

En el Capitulo [2] introduciremos las variedades de Walker como aquellas variedades
pseudo-Riemannianas que admiten una distribuciéon nula y paralela, para centrarnos en
una clase particular de variedades de Walker conocidas como extensiones de Riemann;
que permiten trasladar problemas desde la Geometria Afin a la Geometria de Riemann y
viceversa.

Si (M, g, J) es para-Kéhler, entonces las distribuciones ®4 = ker(.J F 1d) son paralelas
y degeneradas, por lo que toda variedad para-Kéahler tiene una estructura de Walker subya-
cente. Asi pues, toda superficie para-Kéhler puede describirse localmente por una métrica
de Walker (g, D) donde la estructura paracompleja J es tal que J |p= Id. En el Capitulo
estudiamos este tipo de estructuras, mostrando que cada variedad de Walker (M, g, D)
tiene asociada una familia de estructuras casi paracomplejas que, aun siendo isotrépicas
para-Kéhler (i.e., ||[V.J||> = 0), no son para-Kihler en general (i.e., V.J # 0).

Es importante senalar que la orientacion de Walker es la opuesta a la orientacion para-
Kahler por lo que, trabajando con la orientacion de Walker, la forma de Kéhler de la
estructura (g, J) es auto-dual. Asi, las métricas Bocher llanas se corresponderan con las
estructuras auto-duales de Walker que admitan una estructura para-Kéhler con J |p= Id.
El proceso de integracion de estas estructuras abarcaré los capitulos [ y [f| de esta memoria.

Toda métrica de Walker auto-dual es localmente isométrica al fibrado cotangente a una
superficie afin (3, D) con métrica

g=1X(IdotId) + T otld+gp + 7P

para algin campo de vectores X en 3, un campo de tensores 7' tipo (1,1) y un campo
de tensores ® simétrico tipo (0,2) sobre ¥. En estas condiciones la curvatura escalar esta
determinada por 7 = 12¢(X) 4+ 3tr(7"). En el Capitulo {4 estudiamos la situacion en que
la curvatura escalar es constante, probando en el Lema que esto ocurre si, y solo
si, el campo de vectores X es cero y obteniendo el siguiente resultado de clasificacion:
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Teorema 4.1. Una superficie para-Kdhler Bochner llana con curvatura escalar constante

es localmente isométrica a uno de los siguientes espacios

(1) Una superficie para-Kdhler de curvatura seccional paraholomorfa constante o, equiva-
lentemente el fibrado cotangente T*% a una superficie afin llana (3, D) con la métrica
dada por

g=ctldotId +gp, c # 0,

o el espacio pseudo-Euclideo Ej si ¢ = 0.

(2) Un producto My(c) x My(—c) de dos superficies Lorentzianas de curvatura seccional
constante y opuesta ¢ # 0.

(3) El fibrado cotangente T*Y a una superficie afin llana (3, D) con la métrica dada por
g=1Tovld+gp

donde gp es la extension de Riemann de la conexion D y T es un campo de tensores
tipo (1,1) en X nilpotente y paralelo (i.e., T? =0, DT = 0).

(4) El fibrado cotangente T*Y a una superficie afin llana (3, D) con la métrica dada por
g=1T"ovld+gp,

donde gp es la extension de Riemann de la conexion D yT es una estructura compleja
paralela en ¥ (ie., T? = —k*1d, DT =0).

La situacion en la que la curvatura escalar es no constante se abordara en el Capitulo
Asumiendo que el campo de vectores X es no nulo, determinamos en primer lugar una
familia de ejemplos considerando las estructuras inducidas por un campo de tensores T
paralelo, probando el siguiente resultado:

Teorema 5.1. Sea (3, D) una superficie afin y sean h € C*(X), X un campo de vectores
en 3, ® un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) en ¥ y T un campo de tensores
de tipo (1,1) paralelo en (3, D). Si (g, Jn) es una estructura casi para-Hermitica en T*X%
determinada por

I fkerme=1d, vy g=1X(Idodd) + (T odd + gp + 7*P,

entonces (T*%, g, Jy) es para-Kdhler Bochner llana si, y solo si, h =0, ® =0, la conexion
afin D es llana y S = Md para alguna funcion X\ € C>*(X), donde S(Z) =V z X.

Para terminar, estudiaremos la situaciéon general en la que la curvatura escalar es no
constante, obteniendo (localmente) la estructura geométrica de la superficie afin ¥. En la
Seccion mostramos que la estructura local de estas variedades depende, en coordenadas
adecuadas, de dos funciones de dos variables y cuatro funciones de una tnica variable.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos la notaciéon que vamos a utilizar a lo largo de la memo-
ria, asi como definiciones y conceptos basicos necesarios para la comprension del estudio
realizado en capitulos posteriores.

1.1. Variedades pseudo-Riemannianas

El objeto principal en nuestro estudio van a ser las variedades pseudo-Riemannianas.
Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) de dimension n es una variedad diferenciable M
equipada con un tensor métrico g (i.e., un tensor de tipo (0, 2) simétrico y no degenerado)
de signatura (v,n — v), siendo v el namero de autovalores negativos de la matriz asociada
al tensor g.

Para fijar la notacion relativa a variedades diferenciables, denotaremos el espacio tan-
gente a una variedad M en un punto p € M como T,M y los vectores tangentes a la
variedad en cada punto se denotaran mediante letras minusculas x, ¥y, z,u, v, w,.... El fi-
brado tangente a la variedad se denotara por T'M y el cotangente por T* M. Consideraremos
X(M) el espacio de todos los campos de vectores diferenciables sobre M y sus elementos
se designaran mediante letras maytusculas X, Y, Z, U, V,W,....

Ademas, si (2!, ..., 2") son coordenadas locales en M, denotaremos los campos de vec-
tores coordenados mediante 0; 6 0, y las parciales segundas se denotaran por 0;; := ax?—;xj.
El conjunto {0,1, ..., 0, } constituye una base del espacio tangente en cada punto. Su base
dual {dz',... dz"} es base del espacio cotangente en cada punto.

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana de dimensiéon n y p € M. Diremos que
un vector v € T,M es temporal si g(v,v) < 0, espacial si g(v,v) > 0y nulo si g(v,v) = 0.

Si (M, g) es de signatura (v,n — v) diremos que {F, ..., E,} es una referencia orto-
normal en un abierto U de M si para todo punto p € U el conjunto {ej,...,e,}, sien-
do e; = E;|,, forma una base ortonormal de T,M; es decir, si g(e;,e;) = 0 si i # j,
g(e;,e;) = —1 para v elementos de la base y g(e;, e;) = 1 para los restantes n — v. Asumi-
remos, salvo que se especifique lo contrario, que los primeros v elementos de la base son
temporales y los n — v tltimos son espaciales.

11



12 1 Preliminares

Para cualquier punto p € M de una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) existe una re-
ferencia ortonormal en un entorno U de p, {e, ..., e,}. Usaremos la notacion ¢; = g(e;, e;),
de modo que €; = —1 si e; es temporal y €; = 1 si e; es espacial. Podemos suponer, sin méas

que reordenar convenientemente los elementos de la base, que g=diag1 --- —1,1 . 1].

1.1.1. Conexiones afines

Una conexidn afin en una variedad M es un operador D : X(M) x X(M) — X(M)
cumpliendo

1. DxY es C®(M)-lineal en X,
2. DxY es R-lineal en Y,
3. DxfY =X(f)Y + fDxY

para cualesquiera campos de vectores X,Y en M y cualquier funcion f € C*(M).

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Existe una tnica conexion lineal, que
denotaremos por V, libre de torsiéon y que hace paralela la métrica g; esto es, si X e Y son
campos de vectores sobre la variedad M, entonces

[X,Y]ZVXY—VYX y Xg<Y7Z):g(vXY7Z)+g(Y7vXZ)7

donde [-, -] denota el corchete de Lie. Esta conexién se conoce como conexion de Levi-
Civita y viene determinada por la Férmula de Koszul:

29(VXK Z) = Xg(Y7 Z) + Yg(X’ Z) - Zg(Xv Y)

+9(X,[Z2,Y])+9(Y,[Z, X]) + 9(Z,[X,Y)), (1.1)

para cualesquiera X, Y, Z campos de vectores sobre M.

Notacion 1.1. Sean (x',...,2") un sistema de coordenadas locales en M y {0,1,...,0pn}

la base de campos de vectores inducida. 0,i,0,; son campos de vectores definidos en el
correspondiente entorno coordenado y, por tanto, Vp ;0,5 es asimismo un campo de vectores
definido en dicho entorno. Podemos expresarlo en funcion de la base de campos de vectores
coordenados como

Vo, 0pi =50,

donde estamos haciendo uso del convenio de suma sobre indices repetidos de Einstein para
denotar una suma en k. Las funciones Ffj se conocen como simbolos de Christoffel de la

conexion para el sistema de coordenadas locales (z!,...,2") y vienen dadas por
F’? = gklp,l — lgkl 3913’ + 3911' B 8g2-j
) v 2 81" al‘j @xl ,

donde (g*) denota la matriz inversa de la matriz de la métrica (g;;(z*, ..., z")).
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1.2. Tensor de curvatura

A partir de la conexion de Levi-Civita podemos definir el operador de curvatura R
(tensor de curvatura de tipo (1,3)) segun el criterio

R(X,Y)Z =Vixyv|Z - [Vx,Vy] Z,
y a partir de él definimos el tensor de curvatura de tipo (0,4) como
R(X,Y,Z,V)=g(R(X,Y)Z,V).

El tensor de curvatura de tipo (0,4) satisface las siguientes identidades algebraicas:
(i) R(X,Y,Z,V)=-R(Y,X,Z,V)=-R(X,Y,V,Z),
(i) RX,Y,Z,V)+R(Y,Z, X, V)+R(Z,X,Y,V) =0, (1.2)
(i) R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y),

y la identidad diferencial:

(iv) (VxR)(Y,Z,UV)+ (VyR)(Z, X, U V)+ (VzR)(X,Y,U, V) = 0. (1.3)

Las identidades (ii) y (iv) se conocen como primera y segunda identidades de Bianchi,
respectivamente.

Sea V un espacio vectorial. Se denomina tensor curvatura algebraico a todo tensor de
tipo (0,4) A : V xV xV xV — R que satisface las identidades algebraicas . Si
(V, (-, -)) un espacio vectorial con un producto interior, entonces el tensor R° definido por

RO(X7Y7 Z, U) = <X’ Z><}/: U> - <X7 U><K Z>7

cumple las propiedades (|1.2)) y se denomina tensor curvatura algebraico estandar.
Sea p e My C T,M un plano (i.e., un subespacio de dimension dos). Se define la
curvatura seccional del plano 7 en el punto p € M como
_ RX Y XY)
CRY(X,Y,X,Y)

K(r)

donde {X,Y} es una base arbitraria de m. La curvatura seccional esta definida para cual-
quier plano en signatura Riemanniana. Sin embargo, para variedades pseudo-Riemannianas
K(m) tan solo estard definido para planos no degenerados, esto es, para planos
7 = span{X, Y} donde g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)? # 0. Véase [20] para mas informacion.
Si el valor de la curvatura seccional es independiente del plano 7 y del punto p € M,
diremos que la variedad (M, g) tiene curvatura seccional constante. Una variedad tiene
curvatura seccional constante c si, y solo si, el tensor de curvatura se expresa como

R(X.Y)Z = e{g(X, 2)Y - g(Y,Z)X},
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en cuyo caso la variedad es localmente isométrica a una pseudo-esfera S (si ¢ > 0), al
espacio pseudo-Euclideo E? (si ¢ = 0), o al espacio pseudo-hiperbolico H” (si ¢ < 0).

Definimos el tensor de Ricci de tipo (0,2) como la traza del tensor de curvatura dada
por
p(X,Y)=tr{Z— R(X,2)Y}.

El tensor de Ricci de una variedad pseudo-Riemanniana es simétrico y, por tanto, el opera-
dor de Ricci, dado por g(Ric X,Y) = p(X,Y), es un campo de tensores de tipo (1, 1) auto-
adjunto. Se define la curvatura escalar como la traza del operador de Ricci. Si {Ey, ..., E,}
es una referencia local ortonormal, entonces el tensor de Ricci y la curvatura escalar se ex-
presan como

p(X,Y) = Z@‘R(X» E;, Y, Ey), T = ZEﬁjR(Eia Ej, E;, Ej),

donde ¢, = g(Ey, Ey) = +1. Ademés, si consideramos un sistema de coordenadas locales
en M, (z',...,2"), el tensor de Ricci y la curvatura escalar se escriben en coordenadas
como:

p(X,Y) =g"R(X,0,,Y,0,) y 7= 9"p(0yi,0s).
Diremos que una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es Finstein si el tensor de Ricci

. L T .
es un multiplo de la métrica. En cal caso p = —g y la curvatura escalar 7 es necesariamente
n

constante si M es conexa y dim M > 3.

Observacion 1.2. En general, el tensor de Ricci pP de una variedad afin no es simétrico.
Por este motivo definimos las componentes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci

COImMo I 1 I b

Pant(X,Y) = 3{p"(X.Y) = pP (Y, X)},

para cualesquiera campos de vectores X, Y en la variedad.
Si (X, D) es una variedad afin de dimension 2, el tensor de Ricci determina de forma
completa el tensor de curvatura:

Sean (z',2?) coordenadas locales en ¥ de manera que la conexiéon D se expresa como
Dy 0y = Tij(x',22)0,e, donde T'f;(z',2?) son los simbolos de Christoffel de D en las
coordenadas (x!, z?). Entonces el tensor de Ricci se escribe como:

pP = {FhF%z - (F%2>2 + F%l (F%2 - F%z) + aQF%l - 81F%2} dz' @ da'!
4+ {T1,I', — %15, + 0513, — 0115, } da' @ da?
+ {1, 5, — 5,5 — &I'}y + 01T, } da® ® da!
+ {15y — (T1y)? — Tyl + Tl3, — 0oL, + 01, } da® ® da®.
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Ademas, las complenentes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci vienen dadas por

Pam = (Tl — (T7)* + 17 (T3 — T1y) + 0:I%, — 0iT%,} do' @ da'
+5 {20, — 204 T, + (T, — Thy) + 01 (T, — T3,)} dat @ da?
+% {211,017, — 2T oy + 02 (TF, — T'yy) + 01 (T4, — I3,) } do? @ da!
+{T (T1 —TT,) — (T1)? + T3, — %'y + 01} da? @ da?

1.2.1. Teorema de Cartan

Sean (M, g) y (M, §) dos variedades Riemannianas de dimension n y sean p € M y
p € M. Fijemos i : T,M — T;M una isometria lineal y sea V' C M un entorno normal de
p tal que exp; estd definida en i o exp, L(V). Definimos la aplicacién f : V — M como

f(q) = expjoi oeXp;I(q), geV.

Para todo g € V existe una tnica geodésica v : [0,¢] — M, parametrizada por arco, con
7(0) = p y 7(t) = q. Denotamos por P; el transporte paralelo a lo largo de v desde +(0)
hasta y(t) y definimos ¢, : TuM — Ty M como

¢i(v) = Pooio Pl (v) weT,M,

donde P, denota el transporte paralelo a lo largo de la geodésica 7 : [0,t] — M dada
por (0) = p, ¥'(0) = i(7/(0)). Ademaés, denotamos por R y R las curvaturas de M y M,
respectivamente.

Teorema 1.3. [12] Con la notacion anterior, si para todo ¢ € V' y todo x,y,u,v € T,M
se tiene que

R(ZL‘, Y, U, U) = R(gbt(m)? th(y), ¢t(u)7 ¢t(v))7

entonces f : V. — f(V) es una isometria local y df, = i.

El resultado anterior serd especialmente relevante a la hora de describir las superfi-
cies para-Kéahler Bochner llanas con curvatura escalar constante, ya que al ser todas ellas
localmente simétricas, sera suficiente considerar la expresion de su tensor de curvatura.

1.2.2. Tensor curvatura de Weyl

Se define el producto de Kulkarni-Nomizu de dos formas bilineales simétricas D y B
como

(D® B)(X,Y,Z,V) =D(X, Z)B(Y,V) + D(Y,V)B(X, Z)
— D(X,V)B(Y, Z) — D(Y, Z)B(X, V),
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para cualesquiera X,Y, Z,V campos de vectores en M. Un célculo sencillo muestra que
D ® B es un tensor curvatura algebraico. A modo de ejemplo, el tensor de curvatura
estandar se escribe R” = 29 © g.

Definimos el tensor de Schouten de una variedad pseudo-Riemanniana n-dimensional
como el tensor simétrico de tipo (0,2) dado por

Asi el tensor curvatura de Weyl de tipo (0,4) se define como
W=R-S50y,

que explicitamente se expresa como

(n—1)(n—2)

W(X,Y,Z,V) = R(X,)Y,ZV)+ RY(X,Y, Z,V)

(1.4)
RYX,Y,Z,V),

(n—2)
donde R! es el tensor curvatura algebraico definido como R' = p @ ¢:

RO(X,KZ, V) - g(X> Z)Q(Y7 V) - g(X’ V)Q(Y7 Z)
RUX.Y,Z, V) =p(X,Z2)9(Y,V) = p(X,V)g(Y, Z) + g(X, Z)p(Y, V) — g(X,V)p(Y, Z).

La anulacion del tensor de Weyl caracteriza los espacios localmente conformemente llanos
en dimension n > 4. En dimension n = 3 el tensor curvatura de Weyl es idénticamente
nulo.

El siguiente resultado proporciona una descomposicion de los tensores de curvatura
algebraicos que, a su vez, motiva los tensores que acabamos de introducir.

Teorema 1.4. Un tensor de curvatura algebraico A en un espacio vectorial con producto
interior (V,(-,-)) se descompone como

A=Us+34+ Wy

siendo
o= 5 o) @ 6o
3a= s (= 260) 9 00,

Wy=A—-Us—34=A—-540(,),

donde pa, 74 y Sa son el tensor de Ricci, la curvatura escalar y el tensor de Schouten
asociados al tensor de curvatura algebraico A, respectivamente.
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Observacion 1.5. Si consideramos el operador de curvatura asociado a cada tensor de cur-
vatura algebraico A en (V, (-, -)), tal operador puede interpretarse como un endomorfismo
A en el espacio de 2-formas A?(V). Asi, las componentes 4,34 v Wy del Teorema se
corresponden con las siguientes componentes ortogonales:

= {4 es la proyeccion ortogonal en el espacio de tensores de curvatura algebraicos de
curvatura seccional constante.

= La anulacion de la componente 34 se corresponde con los tensores de curvatura
algebraicos Einstein.

= En dimension n > 4, la anulaciéon de la componente W, representa los tensores de
curvatura algebraicos localmente conformemente llanos (W = 0), que estan determi-
nados por su correspondiente tensor de Ricci.

En algunos contextos sera de utilidad emplear subindices para denotar las componentes
de cada uno de los tensores en las correspondientes bases. Asi, por ejemplo, escribiremos
pi; = pleise;), Rij = R(ei,e;,ex, €),..., donde {e;} es la base inducida en cada espacio
tangente por una referencia local dada.

1.3. Auto-dualidad y anti-auto-dualidad en dimensién
cuatro

La descomposicion del tensor de curvatura dada en el Teorema [1.4]se expresa de forma
mas simple en dimensiones bajas:

= En dimension 2 todo tensor de curvatura algebraico es de la forma A = Z(-,-) © (-, -).

» FEn dimension 3 todo tensor de curvatura algebraico esta determinado por su tensor
de Schouten como A =S, ® (-, ).

En dimensiéon n = 4 la situaciéon es mas complicada, pero las propiedades del operador
estrella de Hodge permiten refinar la descomposicién anterior de la curvatura.

Vamos a considerar un espacio vectorial de dimensién cuatro dotado de un producto
escalar de signatura arbitraria, (V, (-,-)). Sean {ei,...,e,} una base ortonormal de V y
{e',...,e"} su base dual asociada de forma que orientamos V por la forma de volumen
el Ne2 Ae3 Aet. En el espacio de 2-formas

AN V) ={e'Aed 1 i,5€{1,2,3,4},i < j}
se define el operador estrella de Hodge x como
N AR(eFNe) = (600] — 6i0))eie et AeP A A et (1.5)

donde &; = (e;, e;) y 67 representa la delta de Kronecker.
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Las propiedades del operador de Hodge dependen de la signatura del producto escalar
(-,-). Asi, en signatura Lorentziana  define una estructura compleja (i.e., ** = —Idx2(v)),
mientras que en signatura Riemanniana o neutra x define una estructura paracompleja
(i.e., % = Ida2(y). En el segundo caso, el operador de Hodge induce una descomposicion
del espacio de 2-formas A*(V) = A% (V)@A2 (V), donde A% (V) y A% (V) denotan los espacios
de 2-formas auto-duales y anti-auto-duales, respectivamente:

AN (V) ={a e N*(V) : xa = a}, A2 (V) ={a € A*(V) : xa = —a}.

En una base ortonormal {eq, ey, €3, €4} los subespacios auto-dual y anti-auto-dual estan
generados por {Ef, Fy, E}, donde

Ef = (e' N e® £ ege4e N e?) V2,
EF = (e' A e T egeqe’ N et) V2,
Ef = (e} Aet £ ege5e? A ) V2.

La métrica inducida en A%()) a partir del producto escalar en V, dada por
LTzNY, zANw >= <$, Z><y7w> - (y,z)(:ﬁ,w>,

es Riemanniana si (-,-) es definido positivo y de signatura (+ + — — ——) si (-,+) es un
producto escalar de signatura neutra (2, 2). En este ultimo caso, la restriccion de la métrica
a los subespacios A es de signatura (+ — —). En todo caso, {Ef, By, E5 } es una base
ortonormal con Ei espaciales y Ey, B3 temporales.

Interpretando un tensor de curvatura algebraico A sobre V como un endomorfismo en
el espacio de 2-formas, en dimension cuatro la descomposicion dada por el Teorema [1.4]

resulta
-

= Gl +p0+ W A2 (V) = AX(V), (1.6)

donde W denota el tensor de Weyl y pg el tensor de Ricci sin traza

T

1@y

po(z,y) = p(z,y)

Podemos refinar la descomposicion dada en la Ecuaciéon ((1.6)) sin mas que tener en cuenta
que A*(V) = A2(V) @ A2(V) y la correspondiente descomposicion de W = W+ @ W—,
obteniendo

A= f—gldAz +po+WHEH+ W™ D A2(V) = A (V). (1.7)

Denotando W# las restricciones del tensor de Weyl a los subespacios A% (V), se dice
que el tensor de curvatura es auto-dual si W~ = 0y que es anti-auto-dual si W+ = 0.
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1.4. Variedades para-Kahler

Sea M una variedad diferenciable 2n-dimensional. Se dice que M es paracompleja si
es localmente difeomorfa al producto de dos variedades n-dimensionales. En consecuencia
existe un campo de tensores J de tipo (1,1) tal que J? = Id y las dimensiones de los auto-
espacios asociados a los autovalores £1 de J coinciden, dimker(J —Id) = dim ker(.J + Id).
En este caso J se denomina estructura casi paracompleja en M. Sin embargo, la existencia
de este campo de tensores no es una condiciéon suficiente para garantizar la existencia de
una estructura paracompleja sobre la variedad; sino que debe cumplirse a mayores una
condicion de integrabilidad equivalente a la anulacion del tensor de Nijenhuis

N(X,Y)=[JX,JY] = J[JX,Y] - J[X,JY]+ J*[X,Y].

En este caso el campo de tensores J recibe el nombre de estructura paracompleja.

Una variedad casi para-Hermitica (M, g, J) es una variedad diferenciable M con una
estructura casi paracompleja J y una métrica pseudo-Riemanniana g compatibles en el
siguiente sentido:

g(JX,Y)+g(X,JY) =0,

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M, lo que equivale a que J sea una
anti-isometria. En el caso en que J es una estructura paracompleja, se dice que (M, g, J)
es una variedad para-Hermitica. Diremos que (M, g, J) es una variedad para-Kdhler si la
estructura casi paracompleja J es paralela con respecto a la conexion de Levi-Civita de

(M, g), esto es, V.J = 0.

Si M?" es una variedad diferenciable, una 2-forma Q en M se dice casi simpléctica
si es no degenerada, es decir, si Q™ # 0. Si la 2-forma (2 es, ademas, cerrada (dQ2 = 0),
se dice que €2 es una forma simpléctica y el par (M, ) es una variedad simpléctica. Una
subvariedad Lagrangiana de una variedad simpléctica N — (M?", ) es una subvariedad
inmersa, N, sobre la que (2 induce la forma cero.

Sea M una variedad cuyo fibrado tangente T'M admite una descomposicion de la forma
TM ~ L & L', siendo L y L' subfibrados Lagrangianos respecto de una cierta 2-forma
Q. Si denotamos por 7 y my las proyecciones de TM sobre L y L', respectivamente, y
definimos J = 7w, — 7w/, entonces J es una estructura casi paracompleja sobre M, cum-
pliendo Q(JX,JY) = —Q(X,Y) para cualesquiera X,Y € X(M). Reciprocamente, si J
es una estructura casi paracompleja sobre M y () es una 2-forma sobre M de modo que
QJX,JY) =-Q(X,Y) para X,Y € X(M), entonces los subfibrados de TM correspon-
dientes a los autovalores +1 de la estructura J son Lagrangianos para la 2-forma 2. Asi,
TM admite una descomposicion de la forma L& L', siendo L y L’ subfibrados Lagrangianos
respecto de una 2-forma €2 si, y solo si, existe una estructura casi paracompleja J sobre
M tal que Q(JX,JY) = —=Q(X,Y) para cualesquiera X,Y € X(M). De esta manera, si
(M, ) es una variedad casi simpléctica, se tiene que la descomposicion de T'M en suma de
Whitney de subfibrados Lagrangianos es equivalente a la existencia de una estructura casi
para-Hermitica sobre M, donde la métrica para-Hermitica esta relacionada con la 2-forma
2 mediante la expresion g(JX,Y) = Q(X,Y).
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En consecuencia, una variedad para-Kéhler es una variedad simpléctica localmente
difeomorfa a un producto de subvariedades Lagrangianas. La relacién existente entre la
2-forma (2, el tensor de Nijenhuis, NV, de la estructura para-Hermitica y la conexion métrica,
V, asociada a la métrica g dada por ¢(X,Y) = Q(JX,Y), viene dada por el siguiente
resultado ( véase [10]).

Proposicion 1.6. Sea (M,g,J) una variedad para-Hermitica y denotemos por V la
conexion de Levi-Ciwita asociada a g. Se cumple que

29 (Vx )Y, Z) + 3dQUX, Y, Z) + 3dUX, JY, JZ) + g(JX, N(Y, Z)) = 0
siendo g(X,Y) = QJX,Y) para cualesquiera X,Y € X(M).

Observacion 1.7. Sea (M, g, J) una variedad para-Kéhler y denotemos con Dy = ker(JFId)
las distribuciones en M determinadas por los autoespacios correspondientes a los auto-
valores +1 de la estructura paracompleja J. Si Z € D4, entonces Z = +£JZ, por lo que
para cada par de vectores X,Y € D se tiene que

g(X,Y) = g(£JX, £JY) = g(JX,JY) = —g(X,Y)

de donde se sigue que las distribuciones D, son totalmente degeneradas. Ademas, como la
estructura J es paralela, VX = Vz(£JX) = +£J(VzX), lo que muestra que VX € Dy
para cualquier campo de vectores Z sobre M y cualquier X € D.. En consecuencia, ambas
distribuciones son paralelas. Por tanto, la estructura subyacente a cualquier variedad para-
Kahler es la de una variedad de Walker (de hecho, doblemente Walker). Las estructuras
de Walker seran introducidas en el Capitulo 2] y constituyen el eje central del trabajo.

El tensor de curvatura de toda variedad para-Kéhler hereda una identidad adicional
debida al caracter paralelo de la estructura paracompleja:

R(JX,JY,Z,W) =R(X,Y,JZ,JW) = —R(X,Y, Z,W)

para cualesquiera X, Y, Z, W campos de vectores en M. Una consecuencia de la identidad
anterior es que toda variedad para-Kéhler con curvatura seccional constante es necesaria-
mente llana. Por lo tanto, el analisis de la curvatura seccional se restringe a distintos tipos
de planos. Diremos que un plano m C T,M es paraholomorfo (resp., totalmente real) si es
invariante por la estructura paracompleja, i.e., JT C 7 (resp., Jm C 7+).

Se define la curvatura seccional para-holomorfa como la restricciéon de la curvatura
seccional K a planos paraholomorfos no degenerados
R(X,JX, X, JX) R(X,JX, X, JX)

H(X)

T R(X,JX, X, JX) g(X,X)?

donde {X,JX} es una base ortonormal de m. Noétese que la signatura de cada plano
paraholomorfo es Lorentziana cuando este sea no degenerado o, en otro caso, el plano es
totalmente degenerado.
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De modo anélogo a como sucede con la curvatura seccional, la curvatura seccional pa-
raholomorfa determina por completo la curvatura de una variedad para-Kéahler. De hecho,
una variedad para-Kéhler tiene curvatura seccional paraholomorfa constante ¢ si, y solo si,
el tensor de curvatura es de la forma

R(X,Y)Z = ERO(X, Y)Z,

siendo Ry es el tensor curvatura algebraico dado por Ry = R° + R”, donde

RU(X,Y)Z =g(X,2)Y —g(Y, Z)X,
RIUX,YV)Z = g(JX,2)JY — g(JY, Z)JX +29(JX,Y)JZ.

En tal caso (M,g,J) es localmente isométrica a un espacio proyectivo paracomplejo si
¢ # 0 o al espacio Euclideo si ¢ = 0 [16].

Observacion 1.8. Toda variedad para-Kéhler es de signatura neutra (n,n) por lo que la
inversion de la métrica g — —g conserva la signatura. En consecuencia, el signo de la
curvatura seccional no es relevante en geometria paracompleja, puesto que la inversion
invierte dicho signo.

A continuacién definimos el tensor curvatura de Bochner de una variedad para-Kéhler.
Dicho tensor surge de forma natural en el estudio de la curvatura de variedades para-Kéahler
en un proceso analogo a la construccion del tensor curvatura de Weyl.

Definicién 1.9. Se define el tensor curvatura de Bochner de tipo (1,3) de una variedad
para-Kihler (M?", g, J) como

T 1
(2n + 2)(2n + 4) Ro(X,Y)Z - 2(n + 2)

B(X,Y)Z = R(X,Y)Z + R(X,YV)Z  (18)

para cualesquiera X,Y, Z campos de vectores en M, siendo Ry = R+ R’ y

RI(X,Y)Z =g(X, Z) Ric(Y) — ¢(Y, Z) Ric(X) + g(X, JZ) Ric(JY)
—g(Y,JZ)Ric(JX) +2¢9(X, JY)Ric(JZ) + p(X, 2)Y
—p(Y, 2)X + p(X, JZ)JY — p(Y,JZ)JX +2p(X,JY)JZ.

Diremos que una variedad para-Ké&hler (M,g,J) es Bochner llana si su tensor de
Bochner es nulo. Esto es, si el tensor de curvatura estd dado por

T 1

RX,Y)2 = - (2n + 2)(2n + 4) Ro(X,Y)Z + 2(n +2)

RI(X7 Y)Z

Se sigue de forma inmediata de la expresion del tensor de curvatura de una variedad
para-Kahler de curvatura seccional paraholomorfa constante que toda variedad para-Kéhler
de curvatura seccional paraholomorfa constante es Bochner llana. Ademés la expresion de
los tensores curvatura algebraicos Ry y R; asi como la Definicion muestran que
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Una variedad para-Kdhler Bochner llana es de curvatura seccional paraholomorfa
constante si y solo st es Einstein.

Aunque la condicién de ser Bochner llana es, en cierto modo, un analogo a la condicion
de ser localmente conformemente llana, en muchas situaciones es mas restrictiva; como
muestra el siguiente resultado (véase [21] para una demostracion).

Teorema 1.10. Una variedad para-Kdahler (M, g, J) Bochner llana tiene curvatura es-
calar constante si, y solo si, es localmente simétrica. St ademds el operador de Ricci es
diagonalizable, entonces la variedad tiene curvatura seccional paraholomorfa constante o
es localmente isométrica a un producto de variedades para-Kdhler de curvatura seccional
paraholomorfa opuesta M = M;(c) X Msy(—c).

Observacion 1.11. La curvatura seccional paraholomorfa de una variedad para-Kéahler esté
definida sobre el fibrado tangente pseudo-esférico a la variedad (esto es, los vectores no
nulos sobre M). Una cuestion natural es la posibilidad de extender con continuidad dicha
definicion a todo el fibrado tangente. Un proceso estandard de paso al limite muestra que
una condicién necesaria para la existencia de tal extension es que se cumpla la siguiente
propiedad de la curvatura:

RWU,JU,U,JU) =0

para todo campo de vectores nulo U sobre M. Esta condicién fue estudiada en [2I], donde
se muestra que

Una variedad para-Kdhler (M, g, J) satisface la condicion R(U, JU,U, JU) =0

para todo campo de vectores nulo si, y solo si, el tensor de Bochner es cero.

Observacion 1.12. Sea (g,.J) una estructura para-Kéhler sobre una variedad de dimen-
sion cuatro y denotemos por Q(X,Y) = ¢g(JX,Y) la forma de Kihler asociada. Sea
{uy; = v1,us = Ju,u3 = v9,uy = Juy} una base ortonormal de forma que g(ui,u;) =
g(us,uz) = 1. En esta base ortonormal la forma de Kihler se expresa como
Q = —(u' AP +ud Aut) = —(u Au? —ezequd Aut), por lo que xQ2 = —Q y por tanto Q2 € A2
para la orientacién determinada por la 2—forma de Kahler Q A Q = 2u! Au? Aud Au?, que
coincide con la orientaciéon determinada por la estructura paracompleja J.

La componente anti-auto-dual del tensor curvatura de Weyl de una variedad para-
Kahler estd completamente determinada por su curvatura escalar, ya que
W~ = T diag[2,—1,—1], donde la forma de Kéhler es un autovector para el autovalor
distinguido. Por el contrario, la componente auto-dual del tensor curvatura de Weyl de
una variedad para-Kahler estd completamente determinado por el tensor de Bochner, de
tal forma que W' = 0 si, y solo si, la variedad es Bochner llana [5]. Una consecuencia inme-
diata es que una variedad para-Kéhler de dimensién cuatro es localmente conformemente
llana si, y solo si, es Bochner llana y tiene curvatura escalar cero.



Capitulo 2
Métricas de Walker

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana y sea © una distribucion, es decir, un
subfibrado regular del espacio tangente. Decimos que ® es una distribucion paralela si
VxY € © para todo X € X(M) y todo Y campo de vectores diferenciable en ©. La
distribucion © se dice nula (o degenerada) si g(X,Y) = 0 para cualesquiera X,Y campos
de vectores diferenciables en 2.

Es un hecho conocido que la existencia de una distribuciéon paralela en una variedad
Riemanniana da lugar a una descomposiciéon local de de Rham como producto. Esta
propiedad se mantiene en el caso pseudo-Riemanniano si la distribuciéon paralela es no
degenerada. El caso degenerado fue estudiado por Walker [22], obteniendo una forma
canodnica para la métrica. En base a esto, se dice que una variedad pseudo-Riemanniana es
una variedad de Walker si admite una distribucion nula y paralela ©.

Las métricas de Walker dan lugar a muchas situaciones estrictamente pseudo-
Riemannianas, como estructuras homogéneas pseudo-Riemannianas degeneradas, varieda-
des estrictamente conformemente simétricas, métricas conformemente llanas con operador
de Ricci nilpotente en dos pasos, hipersuperficies de Einstein en variedades con curvatura
seccional constante y operador de configuracion nilpotente, estructuras para-Kéhler, etc.
Para més informacion sobre la geometria de las métricas de Walker nos referimos a [4].

2.1. Meétricas y coordenadas de Walker

En la situacion mas general, la existencia de coordenadas adaptadas de Walker viene
dada por el siguiente resultado.

Teorema 2.1. [22] Sea (M, g) una variedad de Walker de dimension n y sea ® una dis-
tribucion r-dimensional nula y paralela. Entonces existe un sistema local de coordenadas

adaptadas (z', ..., x" ", a" " . 2™) en M tales que el tensor métrico g es de la forma:
B H 1d,
Id, 0 0

23
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donde 1d, es la matriz identidad de orden r y A, B y H son matrices cuyos coeficientes
son funciones de las coordenadas cumpliendo:

1. A y B son matrices cuadradas simétricas de orden n— 2r y r, respectivamente, H es
una matriz de orden v x (n — 2r) y 'H es su traspuesta.

2. A y H son independientes de las coordenadas (z"~ ", ... z").

Ademds, la distribucion nula y paralela r-dimensional ® estd localmente generada por los
campos de vectores coordenados (Opn—r+1,...,0m).

La forma canoénica del teorema anterior es mas sencilla si la distribuciéon paralela tiene
dimension maxima y la variedad es de dimension par n = 2m, pues en este caso existen

coordenadas de Walker (z',..., 2™ x1/ ..., z,) en las que la matriz de la métrica es de la
forma
B Id»
3
siendo B una matriz cuyas componentes son funciones de (z',... 2™ 2y ... Tp).

Las métricas dadas por ({2.1]) son especialmente interesantes para el estudio que haremos
en dimension 4. En este caso los simbolos de Christoffel y el operador de curvatura vienen
dados por los siguientes lemas:

Lema 2.2. 7| Sea (M,g,®) una variedad de Walker de dimension n = 2m, siendo
dim® = m. Entonces los simbolos de Christoffel no nulos estdn determinados, salvo sime-
tria, por

=t
L% = 3009,
FZ = % (—0kgij + 0j ik + 0i9jk + GrsOs Gij)

donde sumamos en 1 < s <m.

Lema 2.3. [7| Sea (M, g) una variedad de Walker de dimension par n = 2m con distribu-
cion m-dimensional nula y paralela ®. Las componentes no nulas del tensor de curvatura
de tipo (1,3) vienen dadas, salvo simetria, por:

Rl = —2(0;0n gi — 00w gj) — & (05 9jkOw Gis — O GirOn Gjis)
thjlk = _% (Di0kgjn — 0iOngjk + OjOngix — 0;0kgin)
—711 {as’gjk ((9h9is — O0s9in, — 0igsh — ghtat’gis)
— Oy 9it, (Ongjs — Osgin — 05Gsh — GntOp gjs)
— Oy 9in (0sgjk — OrGjs — OiGks — 9stOp Gjik,)
+ 0w gjn (Osgik — OkGis — OiGks — 9stOr Git:)
+20; (gnsOs gj) — 20 (gnsOs Gir) } »
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R?j/k = _%aj’ah’gika
Ry = =3 (0hdygix — 0y gn)
—1 (05 9105 gsh + 05 gin0jr gor, — 201 (gnsOs gir))
R?jlkf = —5(8:0kgjn — 0500 gin) — § Ok 95s0s gin — O 9isOs gjn) ,
R'Z'//k;/ = %aj’ak’gihy

donde estamos sumando en 1 <s<myenl <t <m.

En general, el caracter paralelo de la distribucion ® da lugar a que el tensor de curvatura
de toda variedad de Walker satisfaga las siguientes condiciones:

R®,®2*,-,)=0, R®,9,,)=0 y R®-H95"D,)=0. (2.2)

2.2. Meétricas en el fibrado cotangente

Una clase particular de métricas de Walker son las conocidas como extensiones de
Riemann. Estas métricas resultan interesantes porque permiten trasladar problemas desde
la Geometria Afin a la Geometria pseudo-Riemanniana y viceversa. Al mismo tiempo son
la estructura subyacente en un buen nimero de situaciones geométricas.

Antes de introducir las extensiones de Riemann, vamos a dar unas nociones bésicas
sobre la geometria del fibrado cotangente a una variedad.

2.2.1. Geometria del fibrado cotangente

Consideremos T*M el fibrado cotangente a una variedad M de dimension n y sea
m:T*M — M la proyeccion natural del fibrado cotangente en la variedad base. Un punto
p € T*M se expresa de la forma p = (p,w), donde p:=7(p) € M y w € T; M.

Si consideramos (z',...,z™) un sistema de coordenadas locales en un entorno U de
p € M podemos escribir

w = Tpdr’, (2.3)

lo que nos permite definir un sistema local de coordenadas en U := 7~ (U) C T*M de la
forma
(.. ™y, ). (2.4)

Asi, la estructura simpléctica canoénica en el fibrado cotangente estd dada en términos de
un sistema local de coordenadas por:

Q= dw = dxy N dx'. (2.5)

Es facil comprobar que 2 es una forma cerrada (d2 = 0) y 2" # 0.
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Consideremos ahora un campo de vectores X en M. Se define su aplicacion evaluacion
tX como la funcién diferenciable en el fibrado cotangente T*M dada por la igualdad

X (p,w) = w(Xp).
Si escribimos X = X'd,:, donde los coeficientes X* = dz*(X), entonces tenemos
X2 wy) =2 X"

La relevancia de la aplicaciéon evaluacion reside en el hecho de que los campos de vectores
en 1" M estan determinados por cémo actian sobre las aplicaciones evaluacion ¢ X. Asi,
dos campos de vectores Y, Z en T*M son iguales si, y solo si, Y (1.X) = Z(:X) para todo
campo de vectores X en M. Teniendo esto en cuenta, se define el levantamiento completo
X de un campo de vectores X € X(M) como el campo de vectores en T*M caracterizado
por la identidad

XCwz)=1[X,Z], VYZeXM).

El espacio tangente a T*M en cada punto (p,w) estd generado por los levantamientos
completos de todos los campos de vectores diferenciables sobre M, que también caracterizan
los campos de tensores de tipo (0, s). De hecho, dos campos de tensores de tipo (0,s), Sy
T, son iguales si, y solo si,

T(XC, ... X% =85(X¢,...,XY)

para cualesquiera campos de vectres X, ..., X, en M. Teniendo esto en cuenta, se prueba
que la 2-forma Q = dzy A dx® de la ecuacion (2.5) no depende del sistema local de coorde-
nadas considerado y se comprueba facilmente que {2 esta caracterizada por la identidad

QXYY =1[X,Y]. (2.6)

Ahora, si T es un campo de tensores de tipo (1,1) en M, es decir, un endomorfismo
del fibrado tangente a la variedad, definimos una 1-forma diferenciable (/I" en T*M

caracterizada por la identidad
T(XY) = (TX). (2.7)

En las coordenadas inducidas en T*M se tiene que (T = xp/TFdx'.

2.2.2. Extensiones de Riemann

La construccion de este tipo de variedades define una métrica de Walker en el fibrado
cotangente T*M a una variedad afin (M, D). Estas métricas juegan un papel importante
en el estudio de ciertos problemas de curvatura.

Consideremos ahora una conexion libre de torsion D en M. El fibrado cotangente T M
puede dotarse de una métrica pseudo-Riemanniana gp de signatura neutra (n,n) que viene
caracterizada por la identidad

gp(XC YY) = —(DxY + Dy X),
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donde X%, Y% son los levantamientos completos a T*M de campos de vectores X,Y en
M. Esta métrica recibe el nombre de extension de Riemann. En el sistema de coordenadas
inducido (2*,zy) en T*M, la extension de Riemann se expresa de la forma

B —Zxk/Ffj Id,,
(gij) - ( Id,, 0 ) (28)
con respecto a {0y1,...,0un,04,,...,0; ,}. Aqui los indices i y j se mueven en el rango
1,...,n, i =i+ny Ffj son los simbolos de Christoffel de la conexién D respecto a las

coordenadas (x') en M.

La extension de Riemann es una clase particular de métrica de Walker donde la dis-
tribuciéon nula paralela ® tiene dimensién méxima y viene dada por ® = kerm,. Co-
mo ya hemos mencionado, las extensiones de Riemann proporcionan una conexiéon entre
Geometria Afin y Geometria de Riemann, de modo que algunas propiedades de la conexion
afin D se pueden estudiar a través de las correspondientes propiedades de la extension de
Riemann gp. Por ejemplo, D es proyectivamente llana (i.e., (M, D) tiene las mismas geo-
désicas que el espacio Euclideo, salvo parametrizaciones) si, y solo si, gp es localmente
conformemente llana.

Observacion 2.4. Si la conexion D en M es la conexion de Levi-Civita de una métrica
g en la variedad, entonces los isomorfismos musicales son isometrias entre (T*M, gp) y
(TM, g¢), donde ¢g© es el levantamiento completo de la métrica g al fibrado tangente [9].

2.2.3. Extensiones de Riemann deformadas

Vamos a considerar ahora una ligera generalizacion de las extensiones de Riemann. Sea
(M, D) una variedad afin de dimension n y sea ¢ un campo de tensores simétrico de tipo
(0,2) en M. El fibrado cotangente T* M puede dotarse de una métrica pseudo-Riemanniana
gp.o de signatura neutra (n,n), que recibe el nombre de extension de Riemann deformada
y estéd dada por

9pe(X9 YY) = gp+7®

= —L(DXy —|— DyX) + W*(D,
donde X%, Y son los levantamientos completos de campos de vectores en M a T*M.

De forma similar a las extensiones de Riemann, las extensiones de Riemann deformadas
pueden expresarse en un sistema de coordenadas inducido (z*,z;) en T*M como

_2xk,Ffj + q)ij Idn (2 9)
D, = Id, 0o/ '

Interesa disponer de un criterio que permita caracterizar las extensiones de Riemann
deformadas entre las variedades de Walker. Si se particulariza el estudio del tensor de
curvatura a las extensiones de Riemann, se observa que se anula sobre la distribucién nula
paralela, R(-,©)D = 0, y se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 2.5. [2| Sea (M, g) una variedad de Walker y ® su distribucion nula paralela.
Entonces g se corresponde con la extension de Riemann deformada de una variedad afin
st, y solo si,

R(-,D)D =0 (2.10)

Ademas, toda extension de Riemann deformada tiene curvatura escalar nula y operador
de Ricci nilpotente, por lo que una extension de Riemann deformada es Einstein si, y solo
si, es Ricci llana.

2.2.4. Extensiones de Riemann modificadas

Para terminar, vamos a introducir una nueva generalizacion de las extensiones de Rie-
mann, las llamadas extensiones de Riemann modificadas.

Sea ¢ un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) en M y sean T', S campos de tensores
de tipo (1,1) en M. La extension de Riemann modificada es la métrica de signatura neutra
definida en T*M por

gpors = tI'owS+gpe

= (TotS+gp+7d

donde o denota el producto simétrico, definido por & o & := %(51 RE&E+ERE).
En un sistema local de coordenadas la extension de Riemann modificada se expresa

s = ( Lo (T7 554 T7 8) 2005+ @, 1d, )

2.11
Id, 0 (2.11)

El caso particular en que 7' = cId y S = Id se denota gp ¢ .. Estas métricas son de Walker
en T*M donde el tensor B;;(x',..., 2", x1/,...,2,) de la ecuacion (2.I) es una funcion
cuadratica en las coordenadas de la fibra z; (y afin si ¢ = 0). La distribucién nula y
paralela viene dada por ® = ker 7, y la curvatura escalar es un multiplo (que depende de
la dimension de la variedad) del parametro c.

Las extensiones de Riemann modificadas se caracterizan entre las variedades de Walker
en términos de la derivada covariante de la curvatura mediante Vo R(-,0)D = 0 (ver [2]).
Como consecuencia, una variedad de Walker de dimensién par que admite una distribucion
nula y paralela de dimensiéon méxima es localmente simétrica si, y solo si, es una extension
de Riemann modificada.

Ademas, las extensiones de Riemann modificadas resultan ser una fuente de ejemplos
de variedades Einstein.

Teorema 2.6. La extension de Riemann modificada gp o en el fibrado cotangente T

a una variedad afin (X, D) de dimension n es Einstein si, y solo si, & = ﬁp[, , para

c#0.

Un caso especial de la construccion anterior ocurre cuando la variedad afin (M, D) es
llana. En tal caso el fibrado cotangente no solo es Einstein, sino que resulta ser una variedad
para-Kéhler de curvatura paraholomorfa constante:
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Teorema 2.7. Sea (M, g, J) una variedad para-Kdihler de curvatura seccional paraholomorfa
constante H = ¢ # 0. Entonces es localmente isométrica al fibrado cotangente a una varie-
dad afin llana con métrica g = ctId ot Id +gp.

2.3. Meétricas de Walker auto-duales en dimensiéon 4

Hemos visto que las variedades de Walker que admiten una distribucién nula paralela

1mension maxima = son eclal interés. m imension una distribucién
de dimensi6 ag’so de especial interés. Como la dimensién de una distribucio

nula es 7 < 4, el caso de menor dimension posible es aquel de variedades 4-dimensionales
de signatura neutra que admiten una distribucién 2-dimensional nula y paralela. En esta

situacion tomaremos coordenadas (z',z? xy, o) y escribiremos la métrica dada por la

ecuacion ([2.1) como

g g1z 1 0
| 912 g2 01
0 1 00

donde ¢11, g12, ¥ g22 son funciones de las coordenadas (z?, %, 2y, Tor).

Observacion 2.8. La existencia de una distribuciéon nula 2-dimensional en una variedad
de dimensiéon cuatro induce una orientacion natural en ella. Sea (M, g, D) una variedad
de signatura (2,2) equipada con una distribucién degenerada (aunque no necesariamente
paralela). Sea p € M y denotemos con {u,v} una base arbitraria de D,. Denotando con
u*,v* € TyM los elementos duales de u,v, se tiene que x(u* A v*) = £(u* A v*). En
consecuencia, fijaremos la orientacion de (M, g, D) determinada por la condicion de que
u* A v* sea auto-dual.

En la notacién de la Ecuacion (2.12)) considerando coordenadas locales (zt, 2%, 21/, z/),
el elemento de volumen w = dx' A da? A dzyr A dxy induce la misma orientacion que la
determinada por la distribucién degenerada D = span{d, ,,0,,, }, ya que x(dzy A dry) =
dxy N\ dxo.

Sea {ey, es, 3,4} la referencia local ortonormal definida por

e1 = Oy + %(1 — 911) 0,3, ez = Op2 — G120,3 + %(1 — §22) 0,4,

: : (2.13)
€3 — (911 — 5(1 -+ gn)&r?}, €4 = 812 — g128x3 — 5(1 -+ g22)8x4.

Un calculo sencillo muestra que {ey, s, €3, €4} esta positivamente orientada para la orien-
tacion de Walker y, ademaés, que la signatura es (+ + ——).
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Una métrica de Walker en dimensiéon cuatro es auto-dual si, y solo si, la métrica dada
en (2.12)) en coordenadas de Walker (z', 2% x/, 7o) toma la forma

g (2, 2% vy, ) =23, A+ 22 B+ 22 20 C+ 1129 D421 P+ 190 Q+E,

go2 (2t 22wy, wy ) =23, C+ a3 E+xyay A4+ vy ry F+x1S+x0 T+, (2.14)
gi2(xt, 22, vy, vy) =21 F+ 103, D2l ay A+xp 23, C+ ap a0 (B+E) '

+LU1/U+I'2/V+’7,

donde los coeficientes son funciones diferenciables de las coordenadas (z', z?).

Una descripcion local de las métricas de Walker auto-duales se obtuvo en [15] y, méas
recientemente, en [7] se prueba que las métricas de la ecuacion son realizables en el
fibrado cotangente de una superficie afin ¥ mediante una generalizacion de las extensiones
de Riemann deformadas como sigue.

Teorema 2.9. Una variedad de Walker de dimension cuatro es auto-dual si, y solo si,
es localmente isométrica al fibrado cotangente T*Y de una superficie afin (X, D) con un
tensor métrico

g=1X(Idodd)+ddo'T +gp+ 7P

donde X,T,D y ® son un campo de vectores, un campo de tensores de tipo (1,1), una
conexion afin libre de torsion y un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) en ¥, respec-
tiwvamente.

Demostracion. Sea X = A(x!,2?)0, + C(x', 2*)0,2 un campo de vectores definido local-
mente en 2 de modo que define una funcion ¢ X en T*¥ de la forma

1 X = ap Az, 2°) + 2pC(at, 2?).
Asi,

(1X - dd o dd)y = 23 Az, 22) + 23 22C (2, 2%),
(1X - dd o dd)yy = 2]z A2’ %) + 2p25,C (2!, 2°),
(1X - dd o lId)gy = zpa3y Azt %) + 25,C(2', 2?).

Si ahora definimos localmente un campo de tensores de tipo (1,1), 7', en ¥ con compo-
nentes,

T} = B(a',2?), T!=D('2?), T}=F(a'a?), T2=E(a?);
la acciéon de ¢ sobre T nos proporciona una 1-forma (/7" en T*Y con componentes

(1), = zpB(x', %) + 22 D(x', 27),
(1T)y = xp F(at, 332) + 20 E (2, mz),
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y por tanto,

(1T 0dd)yy = 23, B(x*, 2%) + zpaeD(zt, 27%),

—_

(tT 0 ldd)ip = = (2], F(a', 2%) + 23, D(z', 2%))

[\

1
+ Ty (B(z', 2%) + E(2',27)) ,
(1T 0 lId)gy = wywy F(xt, 2?) + 25, (2, 22).
Consideremos ahora la conexion afin definida localmente por los simbolos de Christoffel
( 35 (z!, 2?)
1
2

F%l = —%P(l'l,l'Q), F%Z =—3U
V( 2)7 P%2 = = T(LUI,SC2>.

F%l = _% (']‘J?'rg)’ F%Q = -

1 1 2 1 _

3 96'795)7 [y =—
1 1
sV(xh,x

y el campo de tensores simétrico de tipo (0,2) dado localmente por
(I)ll = 5(&31,372), (I)lg = ’Y(xl, SC2>, (1)22 = 77(;51,332)_
Ahora el resultado se sigue de la ecuacion (2.14)). ]

Observacion 2.10. Sea (M, g) una variedad de Walker auto-dual como en el Teorema
Entonces un calculo directo muestra que las curvaturas de Ricci vienen dadas por

Ay = i <3 tr(T) + 120(X) £ 2¢/tr(T)2 — 4det(T) + 40(X)2 + 4(TX) + 4L(KX))

donde K es el campo de tensores de tipo (1,1) en ¥ dado por K =T — tr(7T) Id. Asi, la
curvatura escalar cumple que 7 = 3tr(7") 4+ 12:(X).

El siguiente resultado caracteriza las estructuras Walker auto-duales de Einstein [7].

Teorema 2.11. Sea (M, g) una métrica de Walker auto-dual. Entonces es Einstein si, y
solo si, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) (M,g) tiene curvatura escalar T # 0 si, y solo si, es localmente isométrica al fibrado
cotangente a una superficie afin (X, D) con métrica

24
g= %le otld+gp + —7" 9,
T

donde ® = pb  para cualquier conexion D en 3.

(2) (M,g) tiene curvatura escalar T =0 si, y solo si, es localmente isométrica al fibrado
cotangente a una superficie afin (X, D) con métrica

g=gp+ 7P,

donde ® es un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) arbitrario y D es una
conexion en Y con tensor de Ricci antisimétrico (pP = pP,).
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Observacion 2.12. Toda métrica de Walker Einstein auto-dual se corresponde con la cons-
truccion en el Teore, donde el campo de tensores T' = £ Id en el Teorema m-(l)
y T" = 0 en Teorema (2). La existencia de métricas de Einstein con curvatura escalar
7 # 0 no impone ninguna restriccion en la varidad afin (X, D), tan solo en el campo de
tensores simétrico ®. En contraposicion, las métricas de Einstein con 7 = 0 no imponen
ninguna restriccion sobre @, pero si sobre la estructura afin (X, D).

Una superficie afin tiene tensor de Ricci antisimétrico (y no nulo) si, y solo si, existen
coordenadas locales (z'!,2?) sobre ¥ donde los tinicos simbolos de Christoffel distintos de
cero son

I, = =g, 3, = Do

para alguna funcion ¢ definida localmente sobre 3 de tal forma que 9120 # 0 [14].

Observacion 2.13. Sea w : T*M — M la proyeccion canédnica del fibrado cotangente sobre
la variedad base. Considerando la aplicacion diferencial dr : T(T*M) — TM, en cada
punto £ = (p,n) € T*M, se tiene que dmg : T¢(T*M) — T, M vy, por tanto, la composicién
nodme : Te(T*M) — R define una 1-forma canoénica sobre 7*M. Su diferencial da lugar a
una 2-forma cerrada, que es la estructura simpléctica candnica del fibrado cotangente. En
coordenadas adaptadas la 1-forma se expresa como 6 = z,dz* y asi su diferencial resulta
df = dxy N dxF.

Sea Y una superficie con coordenadas locales (2!, 2?) y consideremos en T*¥. las coor-
denadas inducidas (z', 2%, 1/, 7). La estructura simpléctica canénica de T*Y da lugar a
una orientaciéon determinada por la forma de volumen df A df = —dz' A dz? A dxy A dxyr,
que es la opuesta a la orientacion determinada por la estructura de Walker determinada
por D = ker,.



Capitulo 3

Métricas para-Kahler Bochner llanas

3.1. Expresion local de la estructura para-Kahler

Sea M una variedad diferenciable de dimensién cuatro. Como se mencion6 en el
Capitulo [ la estructura subyacente a una variedad para-Kéhler es la de una variedad
de Walker. Partiendo de este hecho, consideremos en M una métrica de Walker

gu g1z 1 0
| 912 g2 O 1
0 1 0 0

donde g11, g12, ¥ go2 son funciones de las coordenadas de Walker (2!, 22, z1/, o). Dotaremos

a (M, g) de una estructura casi para-Hermitica J con © = ker(J — Id) = span {8,01,, Oz, }

Por comodidad, en lo que sigue denotaremos 0,,, y 0, por 03 y 0y, respectivamente.
Partiendo de que J03 = 03 y JO4 = 04, escribimos

J@l = 0481 + ﬁag + ’}/83 + 584,
Jag = 0/81 + 6/82 + ’)//83 + 5/84.

Teniendo en cuenta que J ha de cumplir que J? = Id y g(JX,JY) = —g(X,Y), obtenemos
una serie de ecuaciones que nos permiten determinar los coeficientes de las expresiones
anteriores de manera que

JO, = =01 + g1105 + fOu,
JOy = —05 + (2012 — [)O5 + g220s.

Obtenemos asf una familia J; de estructuras casi para-Hermiticas dada por

—1 0 0 0
0 —1 0 0
Jr = , 3.2
! g1 2g12—f 1 0 ( )
f 922 0 1
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donde f es una funcioén de las coordenadas (', 22, z1/, Ta).

Observacion 3.1. Considerando las estructuras casi para-Hermiticas (g, J;) determinadas
por las expresiones (3.1)) y (3.2)), las formas de Kéhler asociadas Q¢(X,Y) = g(J;X,Y) se
expresan en coordenadas adaptadas como

Qp = (f — gio)da* Nda® — da' Ada® — da® A da?.

Por tanto, la orientacion inducida por tales estructuras, y determinada por la forma de
volumen Q; A Q; = —2dz' A da? A dz® A dz* coincide con la orientacion canonica de
T*Y y es, por tanto, la opuesta a la orientacion determinada por la estructura de Walker
D = ker 7, como se senala en la Observacion [2.13

Como la 2-forma de Kahler €2; es anti-auto-dual para la orientaciéon determinada por
el elemento de volumen Q; A Q; (véase la Observacion , entonces resulta auto-dual
para la orientacién determinada por la estructura de Walker.

Nuestro objetivo ahora es estudiar bajo qué condiciones la variedad (M, g, J;) es para-
Kahler, es decir, en qué casos la estructura J; satisface V.Jy = 0.

Para la familia de estructuras casi para-Hermiticas que acabamos de construir, se tiene
que las componentes no nulas de V.J; vienen dadas por

(V81 Jf) 0 = % {—92234911 - 291233911

+f (01912 + Os3g11) + 91105912 + 202911 + 201 f — 401912} 04
(Vo Jp) 0y = %{92234911 + 2g1203911

—f (01912 + O3011) — 1103G12 — 202911 — 201 f + 401912} 05

(Vo, Jp) O = 5 {—092204012—291203612 + f (Daga2 + D3g12) + 91103922 + 205 f —201922} Oa
(Va,dp) 82 = 3{92201g12 + 2¢1205g12 — [ (01922 + D312) — G1103G22 — 205 f + 201920} O
(Vo,Jp) 01 = 03{f — gi12} Oa
(Vo,Jp) 02 = 03{g12 — f} 05
(Va,Jp) Or = Ou{f — gr2} O
(Vo,Jy) 02 = Os{g12— [} 0s.

Si imponemos las condiciones Vy,J =0y Vy,J = 0 obtenemos que
f(xlv x2a Zy, x?’) = 912(3:17 127 Ty, x?’) + h('qjl) 1'2),

por lo que en lo que sigue consideraremos la familia de estructuras casi para-Hermiticas en
T*3 dada por

—1 0 00
0 -1 00
Jy = , 3.3
h 911 giz2—h 1 0 (3.3)
giz+h g 01
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donde h € C*(X). De este modo, las componentes no nulas de V.J,, se reducen a

(Vo, Jn) 01 = 5{201h — 92204911 + (h + g12) Dag12

—291203911 + (b + g12) G391 + 91103912 + 202911 — 201912} O,
(Vo,Jn) 02 = % {—=201h + 92204911 — (h + g12) D112

+291203911 — (h + g12) O3911 — 91103912 — 202911 + 201912} 05,
(Va,n) 01 = 3{202h — 92204912 + (h + g12) Osg2o

—2g1203g12 + (h + g12) 03912 + 1105922 + 202912 — 201922} 04,
(Va,dn) 82 = 3 {—20:h + 2204912 — (b + g12) Osg20

+201203g12 — (h + g12) 03912 — 91103922 — 20212 + 201922} O3

Debido a las simetrias que se aprecian entre ellas, podemos reducir nuestro estudio a com-
probar bajo qué condiciones se anulan (V.J;),.,* v (V.J3),., *, donde estamos escribiendo
(Vo Jn)0; = (V)" Ok.

Los argumentos anteriores se resumen en el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea (M,g,J) una superficie para-Kdhler. Entonces existen coordenadas
locales (', 2%, vy, Tor) donde la métrica y la estructura paracompleja se expresan como

gn g1z 1 0 -1 0 00
gdi2  g22 0 1 . 0 —1 0 0

1 0 00| In = gn  gz—h 1 0|’ (3-4)
0 1 00 g2 +h g22 01

para alguna funcion h(z', x*) que cumpla las ecuaciones

201h = g2204911 — (h + g12) O1g12 + 291203911 — (h + g12) 03911 — G1103912 — 202011 + 201 G112,
2050 = G2204g12— (h + g12) 0122 + 291203912 — (h + g12) 03912 — 91103922 — 202912 + 201 922

Observacion 3.3. Sea (g, Jy) una estructura casi para-Hermitica sobre una métrica de
Walker determinada por (3.1) y (3.2)). Entonces la forma de Kéhler Q(X,Y) = g(J;X,Y)

se expresa como
Qp = (f — gio)da' Nda? — da' A da® — da® A da?.
Por tanto
dQs = 05 (f — g12) do® Ada' A da® + 0y (f — g12) dx* A dx* A da?,

y asi todas las estructuras dadas por (3.4]) son simplécticas, i.e., almost para-Kéhler.
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3.2. Expresion local de métricas para-Kahler Bochner
llanas

Una superficie para-Kéahler (M, g, J) es Bochner llana si, y solo si, la componente auto-
dual del tensor de Weyl, W, es nula [5]. Como la orientacion de la estructura para-Kéhler
en el Teorema |3.2] es la opuesta de la orientaciéon de Walker, tal condicion es equivalente a
que la estructura de Walker sea auto-dual. En el capitulo anterior se mostré la expresion
local de las métricas de Walker auto-duales, por lo que utilizando la notaciéon del Teore-
ma y la Ecuacion se tiene que las componentes no nulas de V.J;, vienen dadas
por

8(ViJn)yy * = o} {T3T5 + T\ Ty +8X'Ty + 8X°Th, + 80 X'} + 2t wy {(15)* — (T1)?
+ 8X'T%, — 8XT'}, + 8X°T3, — 8X '}, — 801 X' + 80, X%} + wyad, { T\ T}
— T?TE — 8X'T3, — 8X?T'%, — 80, X?} + 22, {—4Ty T}, — 4T3T1, + 16h X!
— 4TYT3, + 8T, — 8X 1@y + AT ITL, — 4X2Dyy + 80T — 40, T3}
+ xy @y {—8TET}, + 8T\ 1%, — 8T3T3, + 81713, + 16hX? + 8X ' ®yy + 80,17
—40, T} — 40\ T2} + 22, {ATTY, + 4T2T3, — ATH2, + 4X 20 — ATIT?, — 40,T7?}
+ xp {10ATY + 2hTE + 16T 1,I%, — 1612 1%, + AT}y + 273015 — 6T} Dy
— AT Doy — 16051}, + 160, T3, } + zo {1674 T}, + 8ATE — 161}, 1%, + 16(I'%,)?
— 1672, T3, + 2T3®; + 2T} ®y; — 160,13, + 160,13, }
+8{—hT}, — hI2, —TL®y + TH P — T2,®15 + 12, Pgy + 0Py + O1h — 1Py},

8 (Vi) * = ad) {~TPT — 8X'T3, —8X°T3, — TIT? — 89, X2} + aday {T} T3 + 8X'T},
+ 8X2TL, + TITY + 80, X1} + wyad {(T2) — (T1)? — 8X'TY, — 8X2TY,
+ 8X'T2, + 8X2T2, — 89, X' + 89, X2} + 22 {ATIT), + AT2TL, — ATITZ,
— AX'®gy — ATITL, + 405TLY + wy 2y {—8TITY, — 8T2TL, + 8TUT2, + 16hX"
— 8X 2Dy, + 8TITL, — 8O\ T + 405T! + 40,12} + a2, {—8TiT2, + ATTY,
— AT2T2, + 16hX2 + AT2T2, + AX 'y + 8X 2Dy + ATT2, + 40,T2 — 80, T2}
+ 290 {160}, T, — 16(0'%,)2 — 1602%,T', + 8ATY + 160112, — 2720y, — 271 0y,
—16805TY, + 160, T} + 2o {—16T'L,I'2, + 1612, Tk, + 21T} 4 10hT2 4 AT} Oy
4 6T2P 1 — AT?®gy — 2T By — 160512, + 160, T2, }
4+ 8{—hT'Y, — AT2, — TL, @1y + Thydyy — 2,015 + [2,B0s + Ooh + 9o®ra — 91 Pa} .
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Es importante senalar que las expresiones anteriores son polinomios de grado tres en
las coordenadas 1/ y oo, donde los coeficientes son funciones de las coordenadas z! y z2.

A fin de obtener una descripcion mas util de las componentes (VJy)11* v (VJy)1:2%,
introducimos la siguiente notacion. Fijado un campo de vectores X en 3, sea S el campo
de tensores de tipo (1,1) definido sobre ¥ como S(Z) := Dz X. Sean (z',2?) coordenadas
locales en ¥ donde X = X'0,1 + X?20,2. Entonces las componentes locales de S se expresan
como

s_(s% s;)_ X'+ X' + XPT, 9X' 4+ X'T, + X°T,
X%+ XT3 + XT3, 0, X% + X'T%, + XT3,

Denotemos con ®(X,Y) = ®(T'X,Y) el campo de tensores tipo (0,2) inducido por ®
y T. Aunque ® sea simétrico,  no lo es necesariamente y, de hecho, se tiene que

(i)21 — @12 = Tglq)ll + T22<D21 - T11(I)12 — Tf‘bm-

En lo que sigue, denotaremos Dy, ®(9;,0;) = D®;jp v (Do, T)9; = DT}.;* 0. Asi las deri-
vadas covariantes (VJu)y, * y (VJp)21* vienen dadas por el siguiente resultado:

Lema 3.4. Sea (M, g) una variedad de Walker auto-dual. Sea Jy, una estructura casi pa-
racompleja determinada por Jy, |xerr,= Id de tal forma que (g,J,) es una estructura casi
para-Hermitica sobre M. Entonces las componentes no nulas de la derivada covariante V.Jy
estan determinadas por

8(Vn)iat = ad {T3 tx(T) + 853} + atwy {(13)* — (T1)* + 8(S5 — S1)}
+xyas, {—TEtr(T) — 857}
422, {8DTypt — 4DTo ! + 2X 1 (8h — 4®1y) — AX 2Dy}
Vaywy {8DTh? — 4DTh? — 4ADTiqt + 16hX2 + 8X ' dyy}
23, {—4DTy 1% + 4X?®y, }
. {16,)51 F10RT} + 2hT2 — 2t0(T)® 1o + 4(Pgy — @12)}
+xo {—16pP, + 8ATE + 2tr(T) Py, }
+8{01h — h(I'}, +T2,) + D®1p — DByoy ),
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8(Vu)iot = a3 {—TEtx(T) — 857} + a2 xe {15 tr(T) + 853}
+arwy {(T5)* = (T1)* + 8(53 — S1)}
—f—ZE%/ {4DT2;21 — 4X1CI)22}
G210 {—8DT2;11 + 4DT1;21 + 4DT2;22 + 16hX1 — 8X2(I)22}
+$§/ {-8DT2;12 + 4DT1;22 + 2X2(8h + 4@12) + 4X1(I)11}
+z1 {16p%), 4+ 8hT) — 2tr(T) Do }
o {_16pg - 2RTY 4+ 10hT2 + 2t0(T)Byg + 4(Bgy — <i>12)}
+8{0:h — M(I'3, + ') + DP12p — DPo2 },

donde X, T y ® son el campo de vectores, el campo de tensores de tipo (1,1) y el campo
de tensores de tipo (0,2) simétrico sobre X dados en el Teoremal2.9



Capitulo 4

Superficies para-Kahler Bochner llanas
con curvatura escalar constante

Toda variedad para-Kéhler Bochner llana con curvatura escalar constante es localmente
simétrica [21]. Ademas, si el operador de Ricci es diagonalizable, la variedad es de curva-
tura seccional paraholomorfa constante o se descompone como un producto de variedades
para-Kéahler de curvatura seccional paraholomorfa constante y opuesta. La hipotesis de
diagonalizabilidad en el operador de Ricci es esencial en el resultado anterior.

El objetivo de este capitulo sera completar el resultado anterior obteniendo una
descripcion completa de las superficies para-Kéahler Bochner llanas con curvatura escalar
constante. Este resultado se resume en el siguiente

Teorema 4.1. Una superficie para-Kdhler Bochner llana con curvatura escalar constante
es localmente isométrica a uno de los siguientes espacios

(1) Una superficie para-Kdihler de curvatura seccional paraholomorfa constante o, equiva-
lentemente el fibrado cotangente T*Y a una superficie afin llana (X, D) con la métrica
dada por

g=ctldotId +gp, c# 0,

o el espacio pseudo-Euclideo Ej si c = 0.

(2) Un producto My(c) x My(—c) de dos superficies Lorentzianas de curvatura seccional
constante y opuesta ¢ # 0.

(8) El fibrado cotangente T*Y a una superficie afin llana (X, D) con la métrica dada por
g=1Tovld+gp

donde gp es la extension de Riemann de la conexion D y T es un campo de tensores
tipo (1,1) en X nilpotente y paralelo (i.e., T?> =0, DT = 0).

(4) FEl fibrado cotangente T*Y a una superficie afin llana (X, D) con la métrica dada por

g="1T"ovld+gp,

39
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donde gp es la extension de Riemann de la conexion D y'T' es una estructura compleja
paralela en ¥ (i.e., T? = —k*1d, DT =0).

La demostracion se obtendra estudiando las distintas posibilidades de forma separada
a lo largo de este capitulo. En primer lugar, analizaremos los casos diferenciados en los que
la curvatura escalar es nula y en los que no. Como ya vimos, la curvatura escalar de una
variedad para-Kéahler Bochner llana es

T=124X) +3tx(7T).

El siguiente resultado caracteriza las superficies para-Kéahler Bochner llanas de curvatura
escalar constante.

Lema 4.2. Sea (M, g, J) una variedad para-Kdhler Bochner llana. Entonces (M, g) tiene
curvatura escalar constante si, y solo si, es localmente isométrica al fibrado cotangente a
una superficie afin (3, D) equipado con una extension de Riemann modificada

g=1Tould+ gp+ 7P,

donde ® es un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) sobre ¥ y T es un campo de
tensores de tipo (1,1) sobre ¥ de forma que T = cId si la curvatura escalar 7 # 0, o
tr(7') = 0 cuando la curvatura escalar T = 0.

Demostracion. Sila curvatura escalar 7 = 120(X)+3 tr(7") es constante, entonces el campo
de vectores X ha de ser nulo y la traza del campo de tensores 7' ha de ser constante,
tr(T) = k. En estas condiciones la métrica g se corresponde con la dada en el enunciado.

Reciprocamente, si ¢ = (T o tId + gp + 7P, el campo de vectores X se anula. En
esta situacion, las componentes no nulas de la derivada covariante de la estructura casi
paracompleja J;, vienen dadas por

8(V) iyt = 2 {Ty (D)} + 2ty {(13)* — (11)%} + zvay {17 tr(T)}
422, {8DT1! — ADTy1'} + wyay {8DThn? — 4DTy® — ADTyy '}
+a3 {—4DT1;1 211} + xo {—16p1 + 8hTE + 2tr(T)®q; }
Sty {16;)51 4 10RT) + 20T2 — 240(T) 1o + A(Doy — <i>12)}
+8{01h — (T}, +T2,) + D®yyy — DBy, }

8(Vn)ipt = a3 {=T7te(T)} + afiwy {T5 tr(T)} + zvay {(13)? — (17)%}
22, {4DTyo'} + 2wy {—8DTs + 4ADTh! + 4D T2}
+x3 {—8DT1% + 4DT15*} + wy {16pL, + 8hT) — 2tr(T) Do }
. {—16p1D2 2RT! + 10RTE + 240(T) 1o + A(So; — ci>12)}
+8{0oh — N(T3y 4+ I'}y) + DP1o2 — DPoos }
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Si 7 # 0, la traza del campo de tensores T" no es nula. Asi, de los términos de orden tres
en las expresiones anteriores se deduce que las componentes del campo de tensores 7' son
tales que T? = 0 = Ty y T} = T3. Ahora a partir de los coeficientes de 2%, en (VJ,)1.1* vy
de z3, en (VJy)12* se deduce que T3 es constante, y asi 7 = 3tr(T) = 615 es constante.
]

4.1. Superficies para-Kahler Bochner llanas con curva-
tura escalar constante no nula
El Lema muestra que si la curvatura escalar 7 es constante, entonces 7 = 0 si, y

solo si, tr(7") = 0 o bien 7 # 0 si, y solo si, T' = ¢Id, con ¢ € R. Analizaremos este tltimo
caso en primer lugar.

Teorema 4.3. Sea (M, g, J) una superficie para-Kihler Bochner llana con curvatura esca-
lar constante T # 0. Entonces (M, g, J) tiene curvatura seccional paraholomorfa constante
y, por tanto, (M, g,J) es localmente isométrica al fibrado cotangente a una superficie afin
llana (X, D) equipado con una extension de Riemann g = cildotId+gp.

Demostracion. El Lema [£.2) muestra que en estas condiciones el campo de tensores 7" es de
la forma T = cld y, puesto que 7 = 3tr(7'), tenemos que ¢ = ¢. Asi pues, las componentes
no nulas de VJj, vienen dadas por

8(Vn)a* = v {16p5 +2ht — 2Py} + xy {—16p[; + SRTT + 25Dy }
+8{01h — h(T}; +Th) + DPiiz — D2y},

8(Vuhip' = wv {16p5) + 8hTy — 2T D90} + o {—16p1) + 2h7 + 23 P10}
+8{02h — (I3, +T'}y) + DP1gp — DPssy } -

Considerando los términos lineales de las expresiones anteriores, un célculo directo nos
muestra que

24 24 24 8
1= —(puimt, P2 == (Pum)iz. P2=""(pun)2 ¥ h= (o2,
T T T T
de manera que ® = 2pD)  Asi, la métrica g es de la forma g = Zdd o lId + gp + Z7*pl),

y por el Teorema [2.11}(1) la variedad es Einstein.

Toda métrica Bochner llana de Einstein es de curvatura seccional paraholomorfa cons-
tante y, por tanto, localmente isométrica al fibrado cotangente a una superficie afin llana
con métrica g = Z(uId o tId) + gp, seglin se muestra en [7, Teorema 2.2|. O]
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4.2. Superficies para-Kahler Bochner llanas con curva-
tura escalar nula

Sea (g, J,) una estructura casi para-Hermitica en el fibrado cotangente a una superficie
afin (X, D) determinada por

Ih |kerr,=1d, g =X (ddodd) + (T odd + gp + 7*P.

Si la curvatura escalar 7 es nula, entonces la métrica g es de la forma g = «Told+gp+7*P

con tr(T) = 0, y el siguiente resultado muestra que el campo de tensores 1" es paralelo.
Ademas, como la componente anti-auto-dual del tensor de Weyl de una superficie para-

Kéhler (con la orientacion inducida por la estructura para-Kéhler) viene dada por

2
—1 :
-1

T

V=1

dicha expresion se corresponde con el operador de Weyl auto-dual de la estructura de
Walker. En consecuencia, toda métrica para-Kéhler Bochner llana con curvatura escalar
nula es localmente conformemente llana. Este resultado sera esencial para abordar el caso
de curvatura escalar nula.

Lema 4.4. Sea (M, g,J) una superficie para-Kdihler Bochner llana con curvatura escalar
nula. Entonces (M, g) es localmente isométrica al fibrado cotangente a una superficie afin
(3, D) equipado con una extension de Riemann modificada

g=1Tould+ gp + 7P,
donde T es un campo de tensores de tipo (1,1) en (X, D) paralelo y con traza nula.

Demostracion. Toda superficie Bochner llana con curvatura escalar nula es localmente
isométrica al fibrado cotangente a una superficie afin con métrica

g=1Toldd+gp+n*d

para algin campo de tensores T' de tipo (1,1) en 3 con tr(7) = 0. En estas condiciones
las componentes no nulas de V.J;, son

8 (Vi) * = 0 {8130, + 8TPTY, — ATJTY, — ATITY, — 80,T3 — 40,73}
+ wywy {—8T2T L, — 16T2T2, + 8T2T2, + 80,17}
+ 22 {4TPTY | + 8T3T2, — AT2, — 40,17}
4wy {—8hTZ 4 16I'1,I2, — 162, TS, + T3 @1y 4 8T¢P15 — 160,T), — 412Dy,
+160,T'},}
+ wy {16724 T, + 8ATE — 1611, T2, + 16(I'2,)? — 1612, T2, — 160,12, + 160,1'2,}
+8{—h'}, — hT2, —TL, &y + TL D1y — 2,015 + T2, Dy + 02Dy + O1h — 0, D15}
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8(VJp)yo* = a3 {4TPTY, — 8T5TT, + 4T7T3, — 8Ty Y, + 40,17 — 80,15}
+ 2z {—16T2T L, — 8T3TY, + 81512, — 80, Ty }
+ 22 {8T2TL, + 4TyTL, — ATHT2, + 40,14}
+ @9 {1672, 1%, — 161,12, + 8hT2 + 4T 1y + 8T2D 15 — 4T2 Doy — 160,12,
+160,12,}
+ xy {160}, T%, — 16(I'%,)? — 16T%,I'}, + 8hTy + 160'1,1'3,160511, + 160, T3, }
+8{—hI'}, — hT2, — T3, @11 + Th, @15 — T4,P15 + 2,895 + Ooh + OyP19 — 01 Py}

Considerando los términos cuadréticos en la expresion de (V.J,);.;* se obtienen las ecua-
ciones

2T22F%2 + T21 (Fh + I%) — 2T12F§2 + 282T22 + 81T21 =0
2T22F%2 - Tl2 (FgQ - F%Q) - a2T12 =0
QT;F% + T12 (F%l - F%Q) - 81T12 =0

25Ty + Ty (T, = T3,) + T, = 0
25T, — Ty (T, —Th) + 0T, = 0
2T)T2, + 2T3T2, — T2 (T, + T%) — 0,12 + 20,77 = 0
que son equivalentes al caracter paralelo del campo de tensores T" en (3, D). O

La existencia de campos de tensores paralelos sobre superficies afines fue estudiada en
[8], mostrando la existencia de coordenadas locales (2!, z%) en ¥ de forma que el campo de
tensores 1" se corresponde con uno de los siguientes:

1 0 0 1 0 -1
T=0, T:/g(O_l), T:k<00>, T:k:<1 O)’
tensor nulo, para-Kéahler afin, nilpotente Kéahler afin, Kahler afin.

En lo que sigue analizaremos cada una de las cuatro posibilidades anteriores por separado.

4.2.1.  Estructuras Bochner llanas inducidas por un campo de
tensores nulo
Si el campo de tensores T es nulo, entonces la métrica subyacente se reduce a una

extension de Riemann deformada g = gp + 7*®. Toda extension de Riemann deformada
es auto-dual, por lo que cualquier métrica para-Kahler con dicha estructura subyacente es
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automaticamente Bochner llana. Veremos que, de hecho, esta situacion no aporta nuevos
ejemplos.

Considerando las expresiones de V.J, en el Lema [3.4) en la situacion X =0, T'= 0, se
tiene que las componentes no nulas de la derivada covariante VJ;, estan determinadas por

(Vdi)a* = 2x0p3) + 2zopfy +{01h — h(T'1; +T,) + DP11g — Doy},

(VJh)1;24 = 21‘1/p2D2 — 2$2/16p1D2 + {82h — h(F%Q + Fb) + D(I)lg;g — D(I)Qz;l} .

Por tanto, si (T*%, g = gp + 7*®) es para-Kéhler, entonces la superficie afin (3, D) ha
de ser llana. Como el operador de Ricci de una extension de Riemann deformanda gp +7*®
viene dado por

0 0 00
Ric 0 0 00
| 200,.(01,01) 208,(01,02) 0 0 |

200, (01,05) 2pD (92,05) 0 0

si (T*%, 9 = gp+ 7" ®) es para-Kéhler, ha de ser Ricci llana. Por tanto tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.5. Una estructura casi para-Hermitica en el fibrado cotangente a una superficie
afin (3, D) determinada por

Jh |ker7r*: Id> g:9D+7T*<I)7
es para-Kdhler si, y solo si, (T*%, gp + 7*®) es llana.

De hecho, tomando coordenadas locales donde los simbolos de Christoffel I'Y,  se anulen,

las componentes no nulas de V.J, se reducen a
(th)l;l 1= 0Py — 01 Pyp + O1h, (4.1)
(VJi)1p?t = 0e®1y — 01Pys + Oah. '

Por otra parte, un calculo sencillo muestra que las tnicas componentes no nulas de la

curvatura de la extension deformada de una superficie llana vienen dadas (salvo simetrias)
por 2R(81a Oy, Oa, a1) = 009®11 — 2012P12 + 011 Poo.
Si calculamos las condiciones de integrabilidad del sistema (4.1]), tenemos

0y (VJh)l;l 1= 05®yy — 019P12 + O12h,
o (VJh)l;g Y= 019P1a — 011 Do + Oioh,
por lo que es integrable si y solo si
O92®11 — 2012P12 + 011 P22 = 0,

lo que nos proporciona la anulacion de la tinica componente no nula del tensor de curvatura
de (T*%, gp + 7*®). En consecuencia todas las estructuras (J,, gp + 7*®) son localmente
isométricas, por lo que podemos suponer que ® = 0 y h es constante por (4.1)).
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4.2.2. Estructuras Bochner llanas inducidas por una estructura
afin para-Kahler

En esta secciéon analizaremos las estructuras para-Kéahler sobre T*Y determinadas por
Ih kerm, = 1d , g=1tToitld+gp + 7",

donde T es un campo de tensores paralelo con tr(7T) = 0 de forma que T? = k?Id. Dado
que la curvatura escalar de (7%, 0T o t1d +gp + 7*®) es cero, la estructura subyacente es
localmente simétrica y localmente conformemente llana, por lo que el tensor de curvatura
de (T*%, 0T o t1d 4+gp + 7*®) esta completamente determinado por su tensor de Ricci.

Dado que T es un campo de tensores paralelo con tr(T) = 0 y T? = k*Id, tomamos
coordenadas locales (z!,2?) en ¥ de forma que T' = k(9,1 ® da' — 0,2 ® dx?) (véase [q]).
Considerando las coordenadas inducidas (z!, 22, z1/, zo) sobre T*Y tenemos el siguiente
resultado.

Lema 4.6. Sea (T*X%, Jy, g) una estructura para-Kdhler en el fibrado cotangente a una
superficie afin (X, D) determinada por

Ih |xerm.= 1d, g=1(Toutld+gp + 7",
donde T es un campo de tensores paralelo en (3, D) con tr(T) = 0 y T? = k*1d. Entonces

1. El operador de Ricci de (T*%,g) estd dado por

k 0 0 0
. 0 -k 0 O
Ric = 0 20 &k 0 (4.2)
208, 0 0 —k
2. El campo de tensores ® en X estd dado por
o il(T1)? =201} + i 7 (Pant)21 (4.3)
(o)1 T1(T5)% + 20,13, } + 22

donde 11 Y paa son funciones de x' y a2, respectivamente.

Demostracion. Sea (X, D,T) una estructura afin para-Kéhler con campo de tensores 7' =
k(0p @ dx' — 0,2 ® dx?). Entonces se sigue de [8] que los simbolos de Christoffel satisfacen
I3, =T, =T%, =T, = 0. Ademaés el tensor de Ricci de (X, D) esté determinado por

pL = —L(OT}, + T2 (de' @ da? + da? @ dat),

phy = 5(0}y — 011%,) (da! @ da® — da® @ dat).
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En esta situacion las componentes no nulas de la derivada covariante de la estructura casi
paracompleja resultan

(VJh)‘iz = 29 {20113y — kh — k® 15} — hT'3, — 12,19 + Ooh — 01 Py + Py

Imponiendo la anulaciéon de los términos lineales en las las componentes no nulas de la
derivada covariante de la estructura paracompleja J;, obtenemos que la funciéon h esté dada
por h = —2ph (d1,02) y la componente @15 estd deteminada por @15 = 2p2 (85, 0;). Un
célculo directo muestra que en esta situacion el operador de Ricci de (T3, g) esta dado
por ([4.2).

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas para h y ®15, podemos integrar las res-
tantes componentes del campo de tensores ® a partir de los términos independientes en
las componentes no nulas de V.J, y se comprueba facilmente que se corresponden con las

dadas en (4.3)). ]

Notese que el operador de Ricci dado por tiene dos autovalores de multiplicidad
dos, A+ = £k. Ademas, (Ric —kId)(Ric+kId) = 0, por lo que el operador de Ricci de
(T*3, g) es diagonalizable. Como consecuencia de los resultados en [21], se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 4.7. Si (M*, g, J) es una variedad para-Kdihler Bochner llana con curvatura es-
calar nula definida por una estructura afin para-Kdhler, entonces M es localmente isomé-

trica al producto de dos superficies Lorentzianas de curvatura seccional constante y opuesta
M* = M?*(c) x M?*(—c).

4.2.3. Estructuras Bochner llanas inducidas por una estructura
afin nilpotente Kahler

En esta seccion analizaremos las estructuras para-Kéhler sobre T*3 determinadas por
In |kerm. = 1d , g=1tToitld+gp + 7",

donde T es un campo de tensores paralelo con tr(7) = 0 de forma que 7% = 0. Dado
que la curvatura escalar de (T*%, (T o tId +gp + 7*®) es cero, la estructura subyacente es
localmente simétrica y localmente conformemente llana, por lo que el tensor de curvatura
de (T*%,/T ot Id+gp + 7" P) esta completamente determinado por su tensor de Ricci.

Dado que T es un campo de tensores paralelo con tr(7) = 0 y T? = 0, tomamos
coordenadas locales (z',2?) en X de forma que T' = k0,1 ® dx? (véase [§]). Considerando
las coordenadas inducidas (z!, 22, 21/, zo/) sobre T*Y tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.8. Sea (T*X, Jy,g) una estructura para-Kdihler en el fibrado cotangente a una
superficie afin (X, D) determinada por

Ih kerw, = 1d , g=1Toitld+gp + 7*®,
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donde T es un campo de tensores paralelo en (3, D) con tr(T) =0 y T? = 0. Entonces la
funcion b = ¢ (20:T'1, — 20,T3,) y ademds

1. El operador de Ricci de (T*X, g) estd dado por

0 k 0 0
Ri 0 0 0 0 (4.4)
ic = .
0 2(ph)y, 00
2(iOaDmE>12 2(ps[z)'m)22 ko0
2. El campo de tensores ® en X estd dado por
(bll — —%81F%2
Dy = F{(T2)* — %l'fy — %} + 012 (4.5)

Do = % {F%zréz - 32F52} + x1g0’12 + P22,
donde p15 Y P2y son funciones de la coordenada 2.

Demostracion. Sea (3, D, T') una estructura afin nilpotente Kéhler con campo de tensores
T = kd,1 ® dz*. Entonces se sigue de [8] que los simbolos de Christoffel satisfacen I'}; =
7, =T% =0y I3, =T},. Ademas, el tensor de Ricci de (3, D) esta determinado por

ph = (T3 — 0oT'y) da? @ da?
pP = -0k, (da! @ da? — da? @ dat)

En esta situacion las componentes no nulas de la derivada covariante de la estructura
casi paracompleja resultan

2(VJ]J1;14 = Ty {k}q)n + 4811-%2} -2 {F%QCI)H — 81h — 82<I)11 + 81<I>12}

2(VJ]1)1;24 = Ty {Qkh — 46211%2 + 481F%2} + Tor {k‘@ll + 46111%2}
—2{hl{, + T3,®11 — oh — 0Pz + 01 P20}

Imponiendo la anulacion del coeficiente de x1/ en la expresion de (VJh)1;14 se obtiene la
expresion de ®q; dada en . Ahora un calculo directo muestra que el operador de Ricci
de (T3, g) esta dado por (4.4).

A partir del coeficiente de x1, en (V.J,)1.2" se obtiene la expresion de h, lo que nos
permite integrar las restantes componentes del campo de tensores ® en los términos inde-
pendientes de las expresiones de las componentes no nulas de V.Jj,. Es inmediato comprobar
que se corresponden con las dadas en (4.5)). ]
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A la vista de la expresion del operador de Ricci dada en el Lema anterior, se tiene que
Ric es nilpotente en dos pasos, por lo que A = 0 es una raiz doble del polinomio minimo.
Dado que la estructura paracompleja es una anti-isometria que conmuta con el operador
de Ricci, la forma candnica de Jordan de este se expresa en una base pseudo-ortonormal
{v1,v9,v3,04} como

00 00 01 0 0

) 1 000 10 0 O
Ric = 0000 | donde (-, -)= 00 0 -1
0010 00 -1 0

Existe por tanto una tunica posibilidad (salvo inversion de la métrica g — —g) en
la quelas tinicas componentes no nulas del tensor de Ricci en la base pseudo-ortonormal
{v1,v9,v3,v4} vienen dadas por

pu1=1=—ps3.

Al ser la variedad localmente conformemente llana, el tensor de Ricci determina la cur-
vatura, de forma que las tnicas componentes no nulas del tensor de curvatura de tipo
(0,4) en la base pseudo-ortonormal {vy, vq, v3,v4} vienen dadas (salvo las correspondientes
simetrias) por

1

R1413 = R3231 = _5

Asi, el Teorema nos garantiza que todas estas estructuras son localmente isométricas.

A fin de construir un modelo local de la situacion anterior, sea (X, D,T) una superfi-
cie afin llana nilpotente Kihler. Sean (z',2?) coordenadas locales en ¥ para las que los
simbolos de Christoffel Ffj son nulos y, consecuentemente, tanto la funciéon A como las
expresiones en el Lema se anulan. Asi pues existen dos estructuras para-Kéahler

en T*3 determinadas por

J |kerm,=1d, g=1Tocld+gp,
lo que se resume en el siguiente resultado:
Teorema 4.9. Si (M, g, J) es una variedad para-Kdhler Bochner llana con curvatura esca-
lar nula definida por una estructura afin nilpotente Kdhler, entonces (M, g) es localmente
isiométrica al fibrado cotangente a una superficie afin nilpotente Kdhler llana (3%, D,T)
equipado con una extension de Riemann modificada

g=1To!d+ gp,

donde T es un campo de tensores de tipo (1,1) nilpotente y paralelo en (3, D).
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4.2.4. Estructuras Bochner llanas inducidas por una estructura
afin Kahler

En esta seccion analizaremos las estructuras para-Kéahler sobre T*Y determinadas por
Jh |ker7r*: Id7 g= LTOLId+9D+7T*<D7

donde T es un campo de tensores paralelo con tr(7) = 0 de forma que 7% = —k? Id. Dado
que la curvatura escalar de (7%, 0T o t1d +gp + 7*®) es cero, la estructura subyacente es
localmente simétrica y localmente conformemente llana, por lo que el tensor de curvatura
de (T*%,.T o t1d 4+gp + 7*®) estda completamente determinado por su tensor de Ricci.

Dado que T es un campo de tensores paralelo con tr(T) = 0y T? = —k?Id, tomamos
coordenadas locales (2!, z%) en X de forma que T = k(—0,1 ® dz? + 0,2 @ dz') (véase [q]).
Considerando las coordenadas inducidas (z', 2%, xy/, xo) sobre T*Y tenemos el siguiente
resultado.

Lema 4.10. Sea (T*%, Jy, g) una estructura para-Kdhler en el fibrado cotangente a una
superficie afin (X, D) determinada por

Jh |ker7r*:Id, g=LT0L1d+gD—|—7T*<I>,

donde T es un campo de tensores paralelo en (3, D) con tr(T) = 0 y T? = —k*1d. Entonces
la funcion h = 2ph. (0,0,), y ademds

1. El operador de Ricci de (T*X, g) estd dado por

0 —k 0 0
Ri k 0 0 0 46
ic = ‘
205,11 —2(ph) 0 Kk
_2(paDnt)21 2(ﬂ£m)22 -k 0
2. Bl campo de tensores ® en X es tal que
4. p
(I)ll = _(I)QQ - E(pant)m (47)

y P12 es solucion de

1Py = 2 (205,05, (8, 02) + 203, p8 (02, 02) — 202pL), (D2, B2)
+0195,,(02, D)) (4.8)
Oa®1y = 2 (205,08, (82, 02) — 205,01, (0a, Do) — Doph,, (D2, D2)) + 01 Poo.
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Demostracion. Sea (X, D,T) una estructura afin Kihler con campo de tensores
T = k(—0n ® do? + 0,2 @ dx'). Entonces se sigue de [§] que los simbolos de Christof-
fel satisfacen I'}; =T}, = —T'}, y '}, = —T'l, = —T'2,. Ademas el tensor de Ricci en (X, D)
esta determinado por

pl = (01T}, — 0o13,) (da! ® dat + d2?* @ da?)
p(?nt = _(811—%2 + 82F§2)(d$1 ® da? — dz? @ dxt)

En estas condiciones, las componentes no nulas de la derivada covariante de la estructura
casi paracompleja resultan

2(VJh)1;14 = Ty {—k‘(bll — k®oy + 4821—%2 + 4811—‘%2} + Ty {Qkh + 4821—‘32 — 461F%2}

2(VJi)iat = wp{—2kh — 40,13, + 4013} + 1o {— P11 — kDPoy + 40213, + 40115}
—2 {QhF%Z + F%Qq)ll + F%QQ)QQ - agh, - 82(1)12 + alq)QQ}

Del coeficiente de x1: en (V.J;)1.2? obtenemos la expresion de h como

2 2
h=— {811—%2 - aQFgQ} = 7 (pgm)gg
k k
y del mismo coeficiente en (V.J;)11* la relacion

4 4
@11 —_ —@22 —+ E {82]?52 + 81F§2} — _®22 - E(paDnt)12'

En esta situacion, el operador de Ricci de la variedad viene dado por la matriz (4.6]).
Las condiciones (4.8)) se obtienen ahora directamente de los términos independientes en
las expresiones de las componentes no nulas de V Jj,. O

Se sigue de la expresion que el operador de Ricci de (77", g) tiene autovalores
complejos Ay = +ky/—1. Como la estructura paracompleja J es una anti-isometria que
conmuta con el operador de Ricci, la forma canénica de Jordan de este y la métrica se
escriben en una base pseudo-ortonormal {u;, us, us, us} de la siguiente manera

0 k 0 0 1 0 0 0

. k0 0 0 0 =10 0
Rie=1 "0 o0 o x>V 0= 01 0 |

0 0 —k 0 0 0 0 —1

Un célculo directo muestra que las componentes no nulas del tensor de Ricci en la base
pseudo-ortonormal {uy, us, us, us} vienen dadas por

P12 = p21 = k = P34 = pu3.
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Al ser la variedad es localmete conformemente llana el tensor de Ricci determina la curva-
tura, por lo que las componentes no nulas del tensor de curvatura de tipo (0,4) en la base
pseudo-ortonormal {uy, us, us, us} vienen dadas (salvo las correspondientes simetrias) por

k
Ris13 = Risaz = Raooq = R3az1 = 5
El Teorema [1.3| nos garantiza que, fijado un valor de k, todas estas estructuras son local-

mente isométricas.

A fin de construir un modelo local para estas geometrias, consideremos una superficie
afin Kihler llana (X, D, T). Podemos encontrar coordenadas (2!, z?) en ¥ para las que los
simbolos de Christoffel de la conexién afin son nulos. En estas condiciones tenemos que
h =0y, a partir de los términos independientes en las expresiones de V.J,, obtenemos las
siguientes relaciones entre las componentes de tensor ®:

(1)11 = _(1)227 a1q)22 = 82(1)12 y a2(1)22 = —51@12-

Asi podemos tomar las componentes del tensor ® nulas, de modo que la métrica g es de la
forma

g =T o!ld + gp,

siendo T' = k(—0,1 ® dz?+ 0,2 @dz"). Los argumentos anteriores se resumen en el siguiente
resultado:

Teorema 4.11. Si (M, g,J) es una variedad para-Kdihler Bochner llana con curvatura
escalar nula definida por una estructura afin Kdhler, entonces (M, g) es localmente isomé-
trica al fibrado cotangente a una superficie afin Kdhler llana (3, D,T) equipado con una
extension de Riemann modificada

g =T o!d+ gp,

donde T es un campo de tensores de tipo (1,1) en X paralelo con T? = —k?1d, tr(T) = 0.






Capitulo 5

Estructuras para-Kahler Bochner llanas
con curvatura escalar no constante

Como ya se vi6 en el Capitulo 2, la curvatura escalar de toda métrica de Walker auto-
dual viene dada por 7 = 12¢(X) + 3tr(7), y probamos en el Lema que una métrica
para-Kéahler Bochner llana tiene curvatura escalar constante si, y solo si, el campo de
vectores X se anula. Por ello, en lo que resta de capitulo supondremos que el campo de
vectores X es distinto de cero.

Estudiaremos en primer lugar el caso en el que el campo de tensores T" de tipo (1,1) es
paralelo en X, como paso previo al estudio de la situaciéon general en la que la curvatura
escalar de la variedad no es constante.

5.1. Estructuras para-Kahler Bochner llanas inducidas
por un campo de tensores paralelo

A fin de construir ejemplos explicitos de variedades para-Kéahler Bochner llanas con
curvatura escalar no constante analizaremos en primer lugar el caso en el que T es un
campo de tensores paralelo.

Sea (3, D) es una superficie afin y consideremos h € C*(X), X un campo de vectores
no nulo en ¥, 7' un campo de tensores paralelo de tipo (1,1) y ® un campo de tensores
simétrico de tipo (0,2) sobre 3. Sea (g, J;,) es una estructura casi para-Hermitica en 773
determinada por

I fkermo=1d, y g=1X(Idodd) + (T odd + gp + 7" .

En esta situacion, las componentes no nulas de la derivada covariante de J;, vienen dadas

53
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por las expresiones

8 (V‘]h>1;1 o=

8(VJn)iat =

o {Ty tr(T) + 855} + atwy {(T3)* — (T1)* + 8(53 — 1)}
tzywd {=T2tr(T) — 857} + 22, {2X 1 (8h — 4D19) — 4 XDy}
-z xy {16hX? + 8X 10y} + 22, {4X?Py, }

. {16p§1 1ORT] + 2hT2 — 240(T) @1y + 4(Pgy — élg)}
+xy {—16pf] + 8WTE + 2tr(T) D1y }

+8{01h — h(T}, +T%) + D®y1.o — DPyoy},

xy {=T7 tr(T) — 857} + ajwe {Ty tr(T) + 853}

tavay {(T3)° — (1) + 8(8 — S1)} + 2t {—4X " ®p}
2@y {16hX1 — 8X2Dyy} + 22 {2X2(8h + 4D y,) + 4X 1Dy}
+x1 {16p%), 4+ 8RTY — 2tr(T)Pas }

Sty {—16/){72 ORTY 4 10RT2 + 2 te(T)® 1o + 4(Par — @12)}
+8{0oh — N(T3y + I'}y) + DP1gn — DPosy },

Puesto que el campo de vectores X es no nulo, distinguimos los siguientes casos:

» Si X' £ 0, del coeficiente de 2%, en la expresion de (V.J,)1.0? se deduce directamente
que ®o5 = 0. Teniendo esto en cuenta, a partir del coeficiente de x1/xo en (VJh)‘ll;2 se
obtiene que h = 0. Asi, si ahora consideramos el coeficiente de z1,x9 en la expresion
de (VJ,)1.1* vemos que la componente ®;; también se anula. Finalmente, a partir de
lo anterior y el coeficiente de z%, en (V.J;)1.1* se sigue que @15 = 0.

» Si X2 +#£ 0, de forma analoga al caso anterior, se obtiene que la funcién h y el campo
de tensores ¢ son nulos.

En cualquiera de los dos casos anteriores, las componentes no nulas de V.J, se escriben

ahora

8(Vnyy * = ad ATy tr(T) + 855} + afwy {(13)* — (T1)* + 8(53 — S1)}

+ zypad {—TPtr(T) — 853} + v/ {16p5) } + 2o {—16p0 },

8(VJh)1;24 = ZL‘gl {_T12 tr(T) — 85%} + ZL‘%I‘Q! {T21 tr(T) + 8521} +xy {16p2DQ}

T epad {(TD)? — (T1)?2 4+ 8(S3 — S1)} + aw {1603}

Asi, partir de los términos lineales en las expresiones anteriores se obtiene la anulacion de
las componentes del tensor de Ricci de la superficie afin, por lo que esta es llana. De este
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modo, las componentes no nulas de V.J, se reducen a
8(Viyt = ap Ty (T) + 883} + apwy {(13)* — (T1)* + 8(53 — S1)}
+apay {17 tr(T) — 857},
8(Vp)iot = a3 {—TEtx(T) — 857} + a?xo {T) tr(T) + 853}
tavay {(13)° = (T1)* + 8(53 — S1)} -

Para obtener la anulaciéon de los coeficientes de las expresiones anteriores, distinguimos de
nuevo dos casos:

» Sitr(T) = 0, existen (2!, 2?) coordenadas locales en ¥ en las que el campo de tensores
T se corresponde con uno de los siguientes:

1 0 01 0 —1
roo ree(D0) rek(01). rek(0 ),
tensor nulo,  para-Kahler afin, nilpotente Kahler afin, Kéhler afin.

En cualquier caso, se obtiene que el campo de tensores dado por S(Z) = VX es de
la forma S = Ald, para alguna funcion A € C*(X), y la curvatura escalar viene dada
por 7 = 12.X.

» Sitr(T) # 0, existen (2!, 2?) coordenadas locales en ¥ en las que el campo de tensores
T se escribe como T' = cld para algin ¢ € R. En esta situacion, se deduce de nuevo
que el campo de tensores dado por S(Z) = VzX es de la forma S = AId, para alguna
funcion A € C*(X), y la curvatura escalar viene dada por 7 = 120X + 6.

Mediante este razonamiento, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 5.1. Sea (X, D) una superficie afin y sean h € C*(X), X un campo de vectores
en X, ® un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) en ¥ y T un campo de tensores
de tipo (1,1) paralelo en (3, D). Si (g, Jn) es una estructura casi para-Hermitica en T*%
determinada por

I lkerm,=1d, vy g=1:X(Ido!dd)+ (T odd + gp + 7P,

entonces (T*%, g, Jy) es para-Kdihler Bochner llana si, y solo si, h =0, ® =0, la conexion
afin D es llana y S = Md para alguna funcion X € C*(X), donde S(Z) =V z X.

5.2. Expresion local de las estructuras genéricas para-
Kahler Bochner llanas no simétricas

Puesto que el campo de vectores X es no nulo, existe un sistema de coordenadas locales
(', 2%) en X en las que X = J,1. En esta situacion, las componentes no nulas de la derivada
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covariante de la estructura casi paracompleja J;, vienen dadas por
8(VJn)ia o= g Ty te(T) + 853}
+atay {(13) — (T1)* + 8(53 — S1)}
+xyas, {—TEtr(T) — 857}
+3, {8DT.0" — 4DToq" + 16h — 8Py}
+xyxy {8DT1p? — ADT3, — ADTY, + 8y, }
+x2, {—4DTy 1%}
+ay {16/)51 F10RT} + 2hT2 — 240(T)® 1o + 4(Pgy — ci>12)}
+xy {—16pD) + 8hTT + 2tr(T) P11 }
+8{01h — W(T'}; + T%) + DP11.0 — DP1a },
8(Vi)iat = 3, {-TZtx(T) —85%}
+a2, 29 {T) tr(T) + 852}
trvad {(TR)? — (T2 + 8(5% — S1)}
+2, {4D Tt — 4Pos}
1wy {—8DTo ' + 4DT.0" + 4DTy92 + 16h}
+a2 {—8DTy1? + 4DTy.0* + 4P11 }
+x1/ {16p%, + 8hTy — 2tr(T) Doy }
. {—16/){’2 4 ORTY + 10KT2 + 2t0(T) s + 4(Pay — <i>12)}
+8 {Ooh — W(T%, + T'}y) + DP1gp — DPooy }.

Consideremos en primer lugar los términos de orden 3 en la expresion de (V.J,),,, % De
estos tres términos se obtiene que

1 1 1
Sh=iTu(T), Si= - TPu(l) vy 8-S = ()T 1),

pero, como estamos suponiendo que X = 0,1, estas condiciones equivalen a que
1 1 1
I, = _§T21 tr(T), T} = _ngz tr(T) vy Th-Th = _gtr(T)(Tzz —-T). (5.1

Analicemos ahora lo que ocurre con los términos cuadraticos en los polinomios anteriores.
De los coeficientes de x%, y x1xy en la expresion de (VJh)l;Q‘1 se obtiene directamente que

®yy = DTy,
16h = 8DTy' —ADT) 5! — ADTy2.
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Ahora, a partir del coeficiente de z3, en la expresion de (V.J,)1.1? v la expresion obtenida
para la funcion h se tiene que

8Py = 4DTyp" + 4Dy, " — 4DTy”.

Teniendo ahora en cuenta el coeficiente de 2%, en (V.J},)1.2? se obtiene la siguiente expresion
para P4
4(1)11 = 8DT2;12 - 4DT1;22.

Por tanto, el campo de tensores ® y la funcion h estan determinados por
;. = 2DTyy* — DT3?
Dy = %DTml + %DT2;11 — %DTQQQ

@ = DIy (5:2)
h = %DTQ;ll — iDTml — iDTm2
Asi, las componentes no nulas de V.J,, se reducen a
8 (VJh)l;1 1 = xypry {—4DTi4' +12DTs4%}
+ax3, {—4DT1 1%}
Sty {16p§1 10RT) + 20T2 — 240(T) D1y + A(dy; — &12)}
+xy {—16p7] + 8hTE + 2tr(T) D14 }
+8{h — h(T'}; + T%,) + DP11.0 — DP1g, },
8(Vni* = wv {16p% + 8hTy — 2tr(T) Py}
Yy {—16;){’2 4 ORTY + 10RTE + 2te(T) 1o + 4(Do; — ci>12)}
+8{02h — h(T3y + I'}y) + DP1os — DPoo } .
Considerando ahora los coeficientes de xy:xo y xg, en (VJh)m‘1 se tiene
DTy.,' =3DTy,*, y DTy,>=0.
Integrando las dos ecuaciones anteriores, obtenemos que
THata?) = T2a?), vy THa'a?) = 372" 0%) + t(a?) (5.3)

para alguna funcion t1;(x?) arbitraria.
Por tanto, tenemos

8 (VJh>1;1 S €Ty {16p2Dl + 10hT11 + 2hT22 - 2tr(T)(I>12 + 4(&321 — &)12)}
+8 {81h - h(Fh + F%Q) + D(I)ll;g — D(I)12;1} s
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8(Vn)ip' = w1 {16p5 +8hTy — 2tr(T) s }
+y {—16pg FORTY + 10RT2 + 2 te(T)®1g + 4(Poy — <i>12)}
+8{02h — h(T2, + TL,) + D®1yy — Dy}

A partir de los términos lineales en las expresiones de las componentes de la derivada
covariante de la estructura paracompleja, teniendo en cuenta las expresiones obtenidas para
las componentes del campo de tensores @ y la funcién h, se obtienen las expresiones de las
componentes del tensor de Ricci de la conexién afin en funcién del campo de tensores Ty
su derivada covariante como sigue

8p1Dl = <2DT2;11 — DTl;Ql — DT2;22) T12 =+ (2DT2;12 — DT1;22) tr(T)
16pty = 5 (DTop® —3DT1") T1 + 2 (16DTy, " + DT'' — 11DTo0%) T3
+ (8DTy.1 > — ADTy5*) T} — ADTy5'T?
16p§1 = —% (16DT2;11 - DTl;Ql - 1]_DT2;22) Tll + % (3DT1;21 - DTQ;QQ) T22
+ (8DTy.1*> — 4DTy5*) T) — ADTy5' T}
8p2D2 = DTQ;QI tr(T) - (2DT2;11 - DT1;21 — DTQ;QQ) T21
Considerando la expresion de pL) anterior, de las ecuaciones (5.1)), (5.2)) y (5.3)) se sigue
que
1
20113, = —Zal(T;)2
y por tanto

Tha(e!, %) =~ (T3, #2))? + 3o (0?) (5.4

para alguna funcion 721 (2%). De modo andlogo de la expresion de pb); utilizando las ecua-

ciones (5.1), (5.2) v (5.3), se sigue que
3 1
oy, + 501(T22)2 +t O TE + ZTfalT; —0

y por tanto

1 3
T, %) = = T3 ) TE) — 0 (W) TR, o) = STE, 22 + i (o). (5.5)

para alguna funcion ;11 (2?).
Considerando ahora la expresion de pl), esta se reduce a

1 11
811132 + 581(T21T22> - 7111 - @tllt/n =0,

y por tanto

1 11
F§2($1a $2) = _§T21(x1a 5E2)T22($1; $2) + xl(%n(ﬁ) + 3—2t11(:v2)t'11(x2)) + 7222(352)- (5.6)



5.2 Expresion local de las estructuras para-Kéahler Bochner llanas 59

Considerando ahora la expresion de p2) y, teniendo en cuenta las expresiones anteriores,
esta se reduce a

11
M+ 3_2t11t/11 =0
y por tanto
11
Y1 (2?) = —@t11($2)2 + K, (5.7)

para alguna consante x € R.
Recopilando la informaciéon anterior, la estructura geométrica de la superficie afin X en
las coordenadas (2!, z*) donde X = 9,1 viene dada por

(T} (2t 2?) = —%Tzl(xl,xQ)Tf(xZ)—tu(x VT2 (2!, 2%)— 22(x1 xQ)Q—%tH(:EQ)z + K
[ (2!, 2%) = =g T7(2?) (475 (2!, 2%) + tn (%))
] P = A ) (T3 ) + ()
YO r2at,a?) = —1T5 (2!, 2®)TE(a?) — 3 T3 (ah, 2ty (2?) — 5 T35 (', %) = St (27)* 5
P(at,2?) = =g T3 (2", 2%)° + 792 (27)
[ T3(a!,2%) = —3T5 (¢!, 2*) T3 (2, 2%) + yaze(a?)

[ Pui(2',2?) = 200 T3 (2", 2?) — (T7)(2?) — TP (2°)y222(2%) + tua (2?) (513 (2, 2°)
+T3(xt, 2?)? — k) + T3 (2!, 22)3 4+ T3(2?) (373 (2!, 2?)TE (2?) — 2k)
+ %tll(ﬁ)?’ + %tn(:ﬁ)ZTg(:cl, 7?)
D y(zt, %) = % (1, (2%) + 20, T3 (2!, 2%) + O Ty (21, 2%)) + 6%1T21 (2!, 2?) (3t1y(2?)?

D,
’ 16t (22)T2 (2t 22) + 8 (AT2 (2!, 22) + T (2!, 22)T2(2?) — 8k))
+ T7 (%) y221 (2?)
oy (21, 2°%) = %T%(xl, 22)2 T2 (Y, 2?) — (b1 () +2T2 (2, 22)) yao1 (22) + 0o T (21, 22)
\ - T21 (I17 $’2)’7222(:L‘2),

Por tanto, la estructura (D, T, ®) depende de T, y T2, funciones de las variables (2!, z?),
de T?, t11, Y221 ¥ Y292, funciones de la variable z* y de k € R.
Finalmente, utilizando las ecuaciones (5.1)), (5.2)) y (5.3), las expresiones

(Vdu)q* = 0ih = h(l]; +T3,) + DOy — D1y,
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(vjh)1;24 = Oh — h(F%Q + F%z) + DCI)12;2 - DCI)22;1-
se reducen a
(vjh)m to= (1)) = (T7) Y222 — Tivhoe + (128 - %) trs

(Vdia* = () — vaootly + 8201 (T2) + 4950, T7).

» Si TZ(2%) # 0 en un punto, existe un abierto denso en torno a tal punto en el que
T? # 0y la primera de las expresiones anteriores nos permite integrar s, obteniendo

(o) = g @ putu(e?) + 0 - 2y

para alguna constante o € R arbitraria. Ahora tenemos
(Vn)ie" = siprz {(64kt1 —13, — 128 (a—(17))) )y
+128 (87222 (T7)" + 4T 7 v501 + 111) T7}
de donde podemos integrar 7,9, obteniendo

K 1

Yoo (22) = T2(1 72 {5 + —atyy(2?) — 6 t11(z%)? 20481511(:)32)4 — %Tf(ﬁ)t’ll(x?)}

para alguna constante 5 € R.

Observacion 5.2. En esta situacion tenemos que las superficies para-Kéahler Bochner
llanas estan determinadas por funciones Ty (x!,z?), T#(x!, 2?), TE(2?) y t11(2?) y
constantes k, a, f € R.

» Si TZ(2?) = 0, entonces las expresiones de las componentes no nulas de la derivada
covariante de J;, se reducen a

(v‘]h)l;14 = (
(V)" =

)

28 ) 11

1
<t11 Ya22t11),

de donde se deduce que la funcion ¢1; ha de ser constante t1;(z?) = t1;.

Observacion 5.3. En esta situacion tenemos que las superficies para-Kéhler Bochner
llanas estdn determinadas por funciones T (2}, 2%), T2 (zt, 2%), Y201 (2?) ¥ Yooo(2?) ¥
constantes k,t1; € R

Ejemplo 5.4. Sea ¥ una superficie y sean X un campo de vectores y T un campo de
tensores de tipo (1,1) en ¥ tales que en cierto sistema local de coordenadas (z',z?) se
escriben

0 —1
X=0, vy T_c(1 0). (5.8)



5.2 Expresion local de las estructuras para-Kéahler Bochner llanas 61

A partir de la construccion anterior, vamos a dar estructura de superficie a afin a > de
modo que (T*%, g, Jy), con g = 1 X (!IdoId) + (T oId + gp + 7* P, sea para-Kéhler Bochner
llana.

En esta situacion, estamos tomando ¢1;(z*) = 0 y los tinicos simbolos de Christoffel no
nulos de la superficie vendréan dados por

2 2 2

1 c 2 c 1 c
'y = e 'y = 1 y Ty = Yy (5'9)
considerando 7ao1 (2%) y 7202(2%) constantemente nulas. Asi, el campo de tensores ® esta

determinado por ®15(z',2?) = —< y la funcion h es nula.

Sea (X, D) una superficie afin con D determinada por . Consideremos un campo
de vectores X y un campo de tensores T de tipo (1,1) en ¥ que en ciertas coordenadas
(z', 2%) en X se escriben como en ((5.8)) y sea ® un campo de tensores simétrico de tipo (0, 2)
determinado por ®15(z!, 2?) = —%. Entonces, (T*%, g = (X (dIdold)+Todd+gp+n*®, Jy)
es para-Kahler Bochner llana, donde la métrica y la estructura casi paracompleja se escriben
localmente en coordenadas de Walker (z!, 22, 21/, 2o/) como

23, — cxyTe — %xlr s(c+2xy) (42} — 2cay —*) 1 0
. - s(c+ 2zy) (42}, — 2cay — ) 1(c+ 2z ) 2wy 0 1 |
1 0 0 0
0 1 0 0
—1 0 0 0
0 —1 0 0
7= 23, — cxyxe — %xl/ s(c+22y)(4a} — 2cay —*) 1 0
$(c+ 2zy) (42} — 2cxy — ) 1(c+ 2z ) 2wy 0 1
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