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No mundo real pédense atopar dous tipos de fenémenos: A teoria da probabilidade oclpase de entender e estudar
esta incerteza que caracteriza aos fendmenos aleatorios, asig-
nando a cada un dos seus posibles resultados un nimero que
indicara o grao no que dito resultado pode ter lugar.

e Experimento aleatorio: é aquel experimento que, repe-
tido sucesivas veces en idénticas condiciéns, pode dar
lugar a resultados diferentes e imprevisibles. E dicir, estas
probas tefien por caracteristica fundamental a incerteza Para poder aplicar correctamente a teoria da probabilidade,

do seu resultado, ainda que todos os seus posibles resul-  precisamos cofiecer algiins conceptos fundamentais:
tados han de ser cofiecidos de antemdn. Exemplos cla-

sicos son o lanzamento dun dado ou lanzamento dunha
moeda.

e Experimento determinista: é aquel experimento que
repetido sucesivamente en condicidons idénticas produce
sempre os mesmos resultados. Un exemplo é a hora de
saida do sol. Por outra banda, un experimento determi-
nista pode mudar a aleatorio se se introduce un erro aso-
ciado, por exemplo, un erro de medida.

¢ Suceso elemental: é cada un dos posibles resultados dun
experimento aleatorio.

e Espazo mostral: é o conxunto de todos os sucesos ele-
mentais, xeralmente dendtase por Q.

e Suceso: é calquera subconxunto do espazo mostral; en
particular Q denominase suceso seguro, e 0 conxunto
baleiro, @, denominase suceso imposible.

Ll

m para ilustrar estes conceptos empregaremos un exemplo clasico e moi
sinxelo de experimento aleatorio: o lanzamento dun dado. Nese caso os sucesos
elementais son todos os posibles resultados, é dicir, 1, 2, 3, 4, 5 e 6; 0 espazo
mostral é Q= {1,2,3,4,5,6}, e por exemplo A = “sair un nimero par” ={2,4,6} é un
exemplo de suceso.

Sabias que...?

No ano 1713 publicase o Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli, a primeira obra que asenta os conceptos
basicos da probabilidade e da combinatoria, e que establece a lei feble dos grandes nimeros: a probabili-
dade de ocorrencia dun evento podemos aproximala pola frecuencia relativa de ocorrencia do mesmo, nun
numero grande de repeticidns. Este foi un primeiro paso para relacionar a probabilidade coa estatistica!

Unha breve (e necesaria) revision sobre teoria de conxuntos

A teoria de conxuntos é unha rama das matematicas que se ocupa do estudo duns obxectos denominados conxuntos. Un
conxunto definese como unha agrupacion, coleccién ou clase de obxectos cofiecidos como elementos do conxunto.

En probabilidade traballase con sucesos, que son fundamentalmente conxuntos non ordenados. E por isto que moitos dos con-
ceptos que se empregan en teoria da probabilidade estan sustentados pola teoria de conxuntos. Para poder formalizar adecua-
damente algunhas ideas da teoria da probabilidade, precisase ter presente o seguinte:

e Partes dun conxunto: son todos os subconxuntos que se poden formar a partir do conxunto dado, por exemplo, P ()
denota as partes do conxunto Q.
e o-alxebra: dado A < P(Q), dise que A é unha o-alxebra de conxuntos sobre () se verifica estas condiciéns:
v/ 0 conxunto baleiro pertence 4 o-adlxebra, @ € A,
v dado 4 c Q, se A € A, entdn A€ € A, onde A€ denota o conxunto complementario de 4, e
v dados 4; € A paratodoi € NentonU;ey4; € A.

e Conxuntos disxuntos: dous conxuntos calquera chamanse disxuntos se non posten ningin elemento en comun.



OPERACIONS CON SUCESOS

A partir dos sucesos elementais dun experimento pddense definir outros sucesos derivados a través do complementario,
a unién ou a interseccidon de sucesos, entre outras. Estas operacidns tefien como base a teoria de conxuntos, propia da
alxebra, e fundaméntanse en conceptos como os que se acaban de revisar na epigrafe anterior.

Dado un suceso A en (), definese o
seu suceso complementario como
aquelqueocorrecandononocorre 4,

Dados dous sucesos A e Ben (), defi-
nese o suceso interseccion de Ae B
como aquel que ocorre cando oco-

rre A e ocorre B simultaneamente, e
dendtase por A N B.

e dendtase por A°€.
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Dados dous sucesos A e B en (),
definese o suceso unién de A e B

como aquel que ocorre cando

ocorre A ou ocorre B, e dendtase

por AU B.
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Dados dous sucesos A e B en (), Dada unha familia de sucesos
definese o suceso diferenza entre {Aq, ..., A} en Q, dise que con-
A e B como aquel que ocorre cando forma un sistema completo de

ocorre A e non ocorre B, e dendtase sucesos se se verifica:
por A\ B.
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Dados dous sucesos A e B en (),
dise que son incompatibles se a sua
interseccion é o conxunto baleiro, é
dicir, verificaseque AN B = 0.

Nétese que nas figuras precedentes © denota o suceso 4, & denota o suceso B e o raiado (il denota o suceso resultante

da operacidn realizada entre Ae B.

Continuando co (&L, ademais do suceso A = “sair un nimero par” = {2,4,6}, considérese o suceso B = “sair un
ndmero maior que 3” = {4,5,6}. Entdn, coas operacidns con sucesos obteriamos o seguinte:

e Suceso complementario de A: A = “non sair un nimero par” = “sair un nimero impar” = {1,3,5}.
e Suceso unién de Ae B: A U B = “sair un nimero par ou sair un nimero maior que 3” = {2,4,5,6}.

¢ Suceso interseccién de Ae B: A N B = “sair un nimero par e sair un nimero maior que 3” = {4,6}.

Suceso diferenza de A e B: A\B = “sair un niUmero par, pero non sair un nimero maior que 3 "= {2}.

¢ Ae B son sucesos compatibles, posto que a sua interseccion non é o conxunto baleiro.

A familia {4,, 45,45}, sendo 4; = {1,2}, 4, = {3,4} e A; = {5,6} conformarian un sistema completo de sucesos.




OPERACIONS CON SUCESOS (cont.)

As leis de De Morgan

As leis de De Morgan, en honor a Augustus De Morgan (1806-1871), matematico e |dxico britanico, profesor do University
College London, e presidente da London Mathematical Society, permiten o intercambio de unidns e interseccion a través do
complementario, e son utiles no calculo de probabilidades de diferentes sucesos.

o (A U B)C = A N BC, é dicir, o complementario da unién de dous sucesos pode obterse como interseccidn dos
respectivos complementarios.
I
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. (A N B)c =AU Bc, é dicir, o complementario da unién de dous sucesos pode obterse como interseccidn dos
respectivos complementarios.
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O CONCEPTO DE PROBABILIDADE

No estudo de experimentos aleatorios non sé é importante coflecer os posibles resultados sendn saber tamén con
gue probabilidade se produce cada un deles. Por iso, unha vez definidos os posibles sucesos débeselles asignar unha
probabilidade.

Definicion de Laplace

Supofiamos que ) ten un ndmero finito de sucesos elementais e que todos eles ocorren coa mesma probabilidade.

Entdn, a probabilidade dun suceso Aen £, IP(A), calcilase como o cociente entre casos favorables e casos posibles. No

SCILER a probabilidade do suceso A = “sair un nimero par” ={2,4,6} seria P(4) = % = %

Definicion frecuentista
Se repetimos 7 veces un experimento aleatorio e 14 denota o nimero de veces que ocorre o sucesoA, a frecuencia

relativa deste suceso definese como fr(A)=n7A, onde 0 < fr(4) < 1. Ao facer 0< fr(4) <1 grande, esta frecuencia

estabilizase nun valor e definese a probabilidade do suceso A como o limite das frecuencias cando n— oo,

Definicion axiomatica de Kolmogorov
Considérese un espazo mostral {) e unha familia de subconxuntos del denotada por A. Dise que IP é unha probabili-
dade en (Q, A) se verifica as seguintes condiciéns:

e a probabilidade do espazo mostral é a unidade: P(Q) = 1,
e dada unha familia de sucesos {44, ..., 4;, ... } en £, disxuntos dous a dous, A; N Aj = (@ se i +#j entdn verificase

que:
P Ja) =) pao,
i=1 i=1

e dado calquera suceso A € A, entén0 < P(4) < 1.

Probabilidade condicionada

Como xa se indicou, a teoria da probabilidade estd ligada a incerteza, é dicir, ao noso descofiecemento sobre os resulta-
dos dun experimento. O feito de que ocorra ou non un determinado suceso (ter ese cofiecemento) incorpora cambios
no grao de certeza sobre os sucesos aleatorios, ao estar adquirindo nova informacién. Estes cambios na valoracién da
incerteza, poden producir cambios nas probabilidades dos sucesos aleatorios.

Dados dous sucesos 4 e B en Q, con P(B) > 0, definese for- m:consideremosoexperimentoaleatoriocon-
malmente a probabilidade de A condicionada ao suceso B sistente enlanzar dous dados no que o espazo mostral

como: vén dado por O={(1,1),(1,2), ..., (1,6), (2,1), ...,
P(A|B) = P(A n B) (2,6), ...,(6,1), ...,(6,6)}. Definamos os sucesos A
P(B) = “sair polo menos un seis” e B = “a suma dos dous
E importante notar que esta definicién é consistente no sen-  fesultados sexa maior que 8”. Enton
tido de que cumpre os axiomas da definicion dunha probabili- P(A N B) 3/11 108
dade. Ademais, no caso particular de que B = (), teriase que P(B|A) = P(4) = 11/36 = 1217 0.8926.
P(ANQ)

Independencia de sucesos
Dados dous sucesos A e Ben (), diremos que son independentes se se verifica que

P(A n B) = P(4) - P(B).

Esta condicidn resulta equivalente a dicir que P(A|B) =IP(A4) se P(B) # 0. Ademais, se A e B son independentes, é
facil ver que os seguintes pares de sucesos tamén o son: Ae B¢, A°e B, A e BC.




RESULTADOS NOTABLES

Regra do produto

Tendo en conta a definicién de probabilidade condicionada, dados dous sucesos A e B en Q tales que P(B) >0, pddese
calcular a probabilidade do suceso A N B como:

P (AN B) = P(4) - P(B|A).

Do mesmo xeito, se consideramos {41, ..., An} un conxunto de -
sucesos de (), tales que a interseccion de todos eles é non baleira, '
é dicir, P(N}L; A;)>0, entdn, a interseccién de todos os suce- ’
sos A; (ilustrada na figura da dereita para n = 4) pode calcularse \
como segue:

P (ﬂ Ai) =P(A) - P(4;]41) - P(43]41 N 4;) - ... P(An] NIZ A)).
i=1

Teorema de probabilidades totais

Sexa{Ajy, ..., Ap}unsistema completo de sucesos en Qtal que P(4;) > 0
paratodoi = 1,..n. Se consideramos un suceso B en (), tal e como se ilus-
tra na figura da esquerda, verificase que:

P(B) = ) P(BIA) - P(4).
i=1

Como os 4; son disxuntos, a probabilidade de B pode escribirse como
suma das probabilidades das interseccidns P(B n 4;), e como P(4;) >0
a probabilidade de cada interseccién pode obterse a partir da probabili-
dade condicionada P(B|A,).
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Teorema de Bayes

Consideremos un experimento aleatorio que se realiza en duas
etapas: na primeira, tense un sistema completo de sucesos
{A4, ..., Ap}, con probabilidadesP(4;) > 0que se denominan pro-
babilidades a priori. Nunha segunda etapa, ocorre o suceso B,
e cofiécense as probabilidades condicionadas IP(B|4;) de obter
nesta etapa o suceso B cando na primeira etapa se obtivo o
suceso 4;. Nestas condicidns o teorema de Bayes permite cal-
cular as probabilidades:

P(Bl4;) - P(4) _ _ P(Bl4)-P(4)
P(B) =1 P(BIA) - P(4)

P(4)|5) =

Estas probabilidades reciben o nome de probabilidades a pos-
teriori, pois calculanse despois de ter observado o suceso B.




VARIABLES ALEATORIAS

Unha variable aleatoria X é unha correspondencia que asocia a cada elemento do espazo mostral dun experimento alea-
torio un niumero. Se X é unha variable aleatoria que toma unha cantidade finita ou infinita numerable de valores, diremos
que X é unha variable aleatoria discreta. Pola contra, diremos que X é unha variable aleatoria continua se toma valores
nun intervalo ou unién de intervalos da recta real.

Variables discretas
Sexa X unha variable aleatoria discreta que toma os valores {X1, X2, ..., X}, denominase funcién de masa de probabili-
dade de X ao conxunto de probabilidades {p1, P2, ---, Pk}, tales que

P(X =x;) =p; >0 paratodo i =1,.. keZpl—l
i=1
Ademais, o comportamento da variable X tamén se pode describir grazas 4 funcion de distribucién (que denotaremos
por Fx) que a cada valor x € R lle asocia a probabilidade de que a variable X tome valores menores ou iguais a este, é

dicir:
RO) =P (X <0 = ) pi
XisX

Funcién de masa de probabilidade Funcién de distribucion

P2 14 —

A modo de ilustracién, represéntase a fun- 1P
cién de masa de probabilidade e a funcion
de distribucién asociada a unha variable
L discreta que toma os valores {Xq, X5, ..., Xi }
o con probabilidades {p1, P2, ---, Px}, respec- 1Ps
tivamente. Neste tipo de variables a funcidn P
de distribucidn é unha funcién en esqueira.

Variables continuas

Dada unha variable aleatoria continua X, o seu comportamento estara caracterizado pola funcién de distribucién ou
pola funcién de densidade. De maneira analoga ao caso de variables discretas, pddese definir a funcion de distribucion
da variable X como a funcién que asocia a cada valor x € R a probabilidade de que a variable tome valores menores ou
iguais a este, é dicir:

Fx(x) = P(X < x).

Ademais, dada a variable continua X, pddese definir a funcidn de densidade como:

(x—h<X<x+h)
x) = lim g
fX( ) h-0 2h
Polo tanto, temos a seguinte relacion entre a funcion de densidade e a funcién de distribucion:

fx(x) = Fx(x) ouben Fx(x)=f fx(t)dt.

Funcién de distribucion

Funcién de densidade

m mostrase a funcién de den-

sidade e a funcion de distribucién aso-
ciada a unha variable continua X con

3
funcién de densidade fx (x) = Exz no

intervalo[—1,1] e 0 noutro caso.
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