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As ecuacions diferenciais serven para modelar fenomenos reais, ao pre-
diciren a sGa evolucion. A continuacion, preséntase unha enumeraciéon
dos diferentes tipos de ecuacions diferenciais ordinarias de primeira or-
de escalares para os que existen procedementos de resolucion directa,
os cales se explican e ilustran. Asi, presentamos os principais concep-

tos e técnicas para a resolucion de ecuacions en variables separadas,
lineais, de Bernoulli, homoxéneas, reducibles a homoxéneas, exactas e
reducibles a exactas (factor integrante). Empregarase o software libre
SageMath como apoio a resolucion, comprobacién de resultados e vi-
sualizacion.

1. Conceptos fundamentais

No que segue, traballaremos cunha funcién
f:(t,zx) e ACRXR" = f(t,z) e R"
e cunha norma calquera || - || en R™.

1.1. Ecuacion diferencial ordinaria

Chamarémoslle ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de
primeira orde dada en forma normal relativa a funcion f
az’ = f(t,z), onde 2’ denota 4

1.2. Solucion dunha ecuacion diferencial ordinaria

Daday:t € I CR — ¢(t) € R™ con I intervalo, dicimos
que ¢ é solucion da EDO =’ = f(t, x) se satisfai:

(i) (t,0(t)) € A, Vt eI,
(i) existe ¢/(t), Vt € I;

(iii) ¢'(t) = f(t, o(t)), Vt € I.

1.3. Problema de Cauchy

Dada a EDO ' = f(t,z) e (to,z0) € A, o problema de
Cauchy consiste en buscar unha funcién ¢ : I C R — R",
con [ intervalo real, solucion de 2’ = f(¢,z) tal que

p(to) = wo.

Dirase que tal funcién ¢ pasa por (g, o).

X
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Figura 1: Solucion de =’ = f (¢, z) que pasa por (tg, zg)-

1.4. Existencia de solucion

Teorema de Cauchy-Peano
Se A é aberto, (tg,z9) € A e f € unhafuncién continua en
A, existe solucion de ' = f(t, x) pasando por (g, o).

1.5. Unicidade de solucion

Diremos que f é localmente lipschitziana en A con respec-
to a z se, para cada (t*,z*) € A, existen U vecifianza de
(t*,2z*)en Ae K € R, K > 0 tales que:

1f(t2) = F(E )l < Kz —yll, V(¢ 2), (5,y) € U.

Teorema de Picard-Lipschitz

Se A é aberto, (to,z9) € A e f € unhafuncion continua en
A e localmente lipschitziana en A con respecto a z, enton
existe solucion Gnica de =’ = f(t, z) pasando por (g, xo)-

Observacion

Se A =1 x W, con I intervalo e W aberto convexo, e f é
continua con derivada continua en A, cmprense as condi-
cions do teorema anterior.

2. Metodos de resolucion

2.1. Ecuacions en variables separadas

Son do tipo ' = h(t)g(z),sendoh : [ C R — Re
g : Is € R — Rfunciéns continuas en intervalos abertos e
g localmente lipschitziana. Calculemos a solucion pasando
por (tg, zo) € I1 x I». Distinguimos dous casos:

= Se g(zp) = 0, a solucion é a constante z(t) = xo, defi-
nidaparat € I7.
= Se g(zo) # 0, integramos e (())

h(t) e obtemos

t)
T [t als)
[ amae= [y,
Se H(t,z) = [, g(u) - ft s) ds, a expresion

H(t,z) = Odefinelocal e |mpI|C|tamente asolucion bus-
cada nunha veciianza de .

h()d

Noétese que, a partir de I'(z) = H(t) + C, con I primitiva
de %, H primitivade h e C € R, temos todas as solucions
da ecuacion que localmente non anulan g.




Exemplo 1.
A ecuacion z’ = z_—_12 € de variables separadas. Integrando,
temos
/(a: —9)da = /(—1) dt,
ou sexa,

22 —4dz+2t=C, C eR,

que pode facerse explicita como

z(t)=2+V4—2t+C, CeR.

t = var('t')

x = function('x"') (t)

ED = diff(x,t) == -1/(x-2)
desolve(ED,x)

-1/2%x(t)"2 + 2%x(t) == C + t
y=var('y"')

G = Graphics()
counter = 0
for col in colors.keys():
G += implicit_plot(-1/2*%y~2 + 2x*y._
—== counter*.5 + t, (t,-20,2),(y,-6,10),.
—scolor=col)
counter += 1

T T T
-20 -15 -10 -5 0

SI=desolve(ED,x)
solve(SI,x)

[x(t) == -sqrt(-2*C - 2xt + 4) + 2, x(t)._
== sqrt(-2*%_C - 2%t + 4) + 2]

Exemplo 2.
. 2, .
uacion ¢/ = 1 vari . -
A ecuacion 2’ = 112 & de variables separadas. Integran
do, temos

1—=x 1
de = | —dt
/1+$2 v /t ’

0 que proporciona a expresion implicita

1
arctan(z) — 5 In(1+2z?) =m|t|+C, CecR.

t = var('t')

x = function('x') (t)

ED2 = diff(x,t) == 1/t*x(1+x~2)/(1-x)
desolve (ED2,x)

arctan(x(t)) - 1/2*%log(x(t)"2 + 1) == C +_

2.2. Ecuacions lineais

AxUstanse a expresion =’ = a(t)x +b(t), sendo as funcions
a,b: I C R — R continuas no intervalo I. Distinguimos
dous casos:

= Seb(t) =0,V € I, aecuacion € lineal homoxénea.
= Se b(t) # 0, paraalgiint € I, a ecuacion é lineal com-
pleta.

De acordo co apartado 2.1, a solucion xeral da ecuacion ho-
moxénea, ' = a(t)x, vén dada por

z(t) = CeA® | C eR,
con A unha primitiva de a. Se pasa por (¢, zg), enton

z(t) = :coeftto a(2) ¥ tel

Dada a ecuacion completa =’ = a(t)x+b(t), a sta solucion
xeral pode calcularse sumando unha das stas solucions par-
ticulares & solucion xeral da ecuacion homoxénea asociada
x' = a(t)z. Usaremos o método de variacion de constantes
para buscar unha solucién particular ¢* da ecuacién com-

pleta da forma
z(t) = c(t)e®,

onde ¢(t) se calcula inserindo a expresion anterior na de-
vandita ecuacion. Por tanto, a solucion xeral da ecuacion
completa sera

z(t) = Ce® 4 o*(t), C e R.

Finalmente, a solucién da ecuaciéon completa pasando por
(to, .’L'()) é

t t
z(t) = xoeftto a(s)ds +/ b(s)efs alwdugs t e I.

to
Exemplo 3.
2 .
AEDO 2’/ = —Qijéx é lineal con a,b : I — R dadas por
a(t) = _t—{%(} eb(t) = —f% no intervalo I = (—oo, —6)

ouben I = (—6,00).

A solucion xeral da ecuacion homoxénea é

C
x(t)zH_—6,t€I, para C € R.



Unha solucion particular da ecuacion completa é Realizando o cambio de variables u = m%, obtemos a EDO
lineal completa
i) = ik tel 2 2
z ()= 36+ 6)’ ; u’:lx_%x'— Vr42tt  u+2t

2 T t4+6  t+6
co que a solucién xeral da ecuacion completa é

Polos calculos no Exemplo 3,
z(t) = t+6(C__t3> tel, para C €R.
u(t) = t+6<C_ —t3> tel, para C €R,

logo a solucion xeral vén dada por

t = var('t')
x = function('x') (t) 1 ( 2 3)2
=— (-2, teI, para CcR.
ED3 = diff(x,t) == -(2*%t~2+x)/(t+6) z(t) (t+6)2 3 P
d AL ED3, ., p
esolve( %) A solucion pasando polo punto (1, %) é
. 1 2 5\2
-1/3*%(2%t"3 - 3*.C)/(t + 6) t) = (3— —t3) t € (—6,00).
:I"( ) (t—|— 6)2 3 ’ ( ,OO)
plot([-1/3%x(2%t"3 - 3*C)/(t + 6) for C in. Observacién
—range(-60,60,24)]1, (-5,3)) Outra ecuacion relacionada de grande interese na ciencia

é a de Riccati, da forma 2’ = k(t) + p(t)z + q(t)x?, onde
k, p, q son funciéns continuas. Se k = 0, tratase dunha
ecuacion de Bernoulli. Se k # 0, sempre que se cofieza un-
ha solucion particular z1, a transformacion y = =z — x;
redlcea a unha ecuaciéon de Bernoulli. Dada a complexi-
dade do problema, omitimos os detalles. Ademais, entre
as ecuacions deste tipo, pédense atopar exemplos que non
admiten solucions expresables en termos elementais.

120 A

2.4. Ecuacions homoxéneas

—_— As ecuacions homoxéneas son da forma 2’ = g (%) on-
de g € continua e con derivada continua nun intervalo real
A solucion pasando polo punto (1, %) é aberto. Notese que a ecuacion anterior s6 ten sentido no
conxunto de puntos (¢, x) tales que % pertence ao dominio
1 2

2(t) = (3= 5#), t€ (~6,00). 48g: ,
t+6 3 Unha funcién h dise homoxénea de grao £ se, para todo
r € R, h(rt,rz) = r*h(t,z). En particular, as ecuacions
2.3. Ecuaciéns de Bernoulli da forma 2/ = M) sendo hy, hy funcions homoxéneas

ha (t,(E) !
do mesmo grao, tamén son homoxéneas. En efecto, partin-
1

do desta expresion conr = 4,

Son ecuacions da forma 2’ = p(t)z + ¢(t)z™, m € R, con
p,q: I C R — R funciéns continuas no intervalo I. Asi:

k
= Sem = 0, obtemos a EDO lineal 2’ = p(t)z + q(t). =T htz) _ ha(rtrz) (L3 (f)
= Sem = 1, obtemos a EDO lineal 2’ = (p(t) + q(t))z. T*ho(t,x)  ha(rt,rx)  ho(l, %) t
P . . o 1_ 7
= Sem 7& 0, 1,.enton o cambio de variables u = z"~™ da Se agora facemos o cambio z = tu e derivamos, obtemos
lugar & EDO lineal completa g(u) = g(%) = o/ = u+ tu e, polo tanto, a ecuacion
W = (1 —m)z~™z' = (1 — m)z"™(p(t)z + q(t)z™) escribese como v’ = 1(g(u) — u), que é de variables sepa-
radas.
= (1 —m)p(t)z" ™™ + (1 —m)q(t)
= (1 —m)p(t)u+ (1 —m)q(t). Exemplo 5.
A ecuacion ' = i*w € homoxénea e tamén pode escribir-
Exemplo 4. i 1ge
AEDO 2/ — 2$ti1:6f & de Bernoulli, con m = 2 e fun- secomoz’ = . Facendo o cambio x = tu e derivando,
cions p,q : I C R —> ]R dadas, respectivamente, por  obtemos u + tu’ = 11%, equivalente a v’ = 111“; , que é
p(t) = —t%ﬁ., q(t) = t+6, sendo I = (—oo0, —6) ou ben de variables separadas. A solucién, a partir do Exemplo 2, é
I =(—6,00).

1
arctan(u) — 5 In(1+4?) =In|t|+C, C €R,



e, desfacendo o cambio,

x 1 -
arctan (;) = §ln (1 + t_2> =Inlt|+C, CeR.

desolve(diff (x,t)==(t+x)/
— (t-x) ,x,show_method=True) # Indica.
—método de resolucton

[1/2*arctan(t/x(t)) + 1/4*log(t~2 + x(t)"2)._
== _C, 'exact']

Na Figura 2, representamos, en vermello, os (¢, z) para os
que ha(t,z) = t — x se anula. Este conxunto divide o plano
en dlas rexions e determina os respectivos intervalos de
definicion das soluciéons que, neste exemplo, son limitados.
Usamos dlas cores diferentes para sublifiar que o grafo de
cada solucion s6 pode estar nunha das rexions.

t+x
t—zx*

Figura 2: Algunhas solucions da ecuacion =’ =

2.5. Ecuacions reducibles a homoxéneas

Exprésanse como z’ = g(g:iszﬂ;), a,b,c,d,p,q € R.

Sera de interese considerar as rectas no plano
r:at+br+p=0, [:ct+dx+q=0.

Para resolvelas, distinguimos 3 casos:

o . ! at+bxr\ __ a—l—b% z
= Sep —”q =0, en,ton o =g(%EE) = g(chd% éunha
ecuacion homoxénea.
= Se p e g non son ambos nulos e r interseca a [ nun punto
(i.e., ad — bc # 0), realizase a translacion dos eixos ao

punto de corte (h, k) # (0,0) dada por

(t,.’L‘) = (hv k) + (Say)'

Figura 3: llustracion do cambio de variable realizado.

Temos a seguinte relacion:
y_dw_dkty) _dy _dyds

dt dt
que coincide con

at+bx +p
g ct+dx+q

— = = @ = y/
dt dsdt ds ’

alh+s)+blk+y)+p
g(c(h+s)+d(k+y)+q)

g (as-l—by) _y (a+b%>
cs +dy c+d¥
Y
Aecuaciony’ =g (%) € homoxénea.
= Se p e ¢ non son ambos nulos e as rectas r e [ son pa-

ralelas ou coincidentes (i.e., ad — bc = 0), entbn temos
(a,b) = A(c,d) paraalgiin A e

o Act +Adx+p\ [ Act+dz)+p
= ct+de+q ) ct+der+q )

Co cambio u = ct + dx, a ecuaciéon é de variables sepa-
radas, tomando a forma

Au+p
u=c+dir' =c+d ( ):; *(u).
I\ arq g (u)

Exemplo 6.

AEDOZ' = m—j’ non é homoxénea. Consideramos as rec-
tasr:t+x—3=0, [: t—x—1=0,quese cortan no
punto (2,1). Realizamos a translacion dos eixos ao punto
de corte, do xeito (t,z) = (2,1) + (s,y). Asi, 2’ =/, que
coincide con

t+r—3 24+s+(1+y)—3
t—z—1 2+4+s—(1+y)—1
s+y 1+1%
Cs—y 1=
v
pois g € a identidade. A ecuacién i’ = 1—# € homoxénea,

logo, polo Exemplo 5,

1 2
arctan(g)——ln 1+ 2 =In|s|+C, C €R,
s 2 s?

e, desfacendo o cambio,

r—1\ 1 (x —1)2
arctan (ﬁ) . In (1 + m) =Int—2|+C,
onde C € R.



Exemplo 7.
AEDO z’ = —=2=1 non & homoxénea. E facil comprobar
queasrectasr : t—x—1=0, [l : t—x—2=0son
paralelas. Facendo o cambio v = t — x, temos a ecuacion
de variables separadas

u—1 1

f=1-—2'=1- =_ )
Y v u—2 u—2

Polo Exemplo 1, temos
u=2+xvV4-2t+C, C €R,

logo

z(t)=t—2FV4—2t+C, CeR.

X

Figura 4: Algunhas soluciéns da ecuacion z’ = i — é En ver-

mello, representamos os puntos (¢, z) para os que se anula o de-
nominador.

2.6. Ecuacions exactas

Sexaz = %((ttm)),ondeMN'leIQCRx]R—HRson
funcions continuas con derivadas parciais continuas. Note-
se que a ecuacion anterior so6 ten sentido nos puntos (¢, x)
onde N (t,z) # 0.

Outra forma de escribila &€ M (¢, x)dt + N (t,x)dx = 0.

A ecuacion anterior dise que é exacta se existe unha fun-
cion F : I ><Ig—>]Rtanue =M, %I; N.

A devandita funcion recibe o nome de funcién potencial.

Proposicion 1.

Se F' & unha funcién potencial, a solucion da ecuacion que
pasa por (to,zo) € I; x Iz vén dada implicitamente por
F(t, .T) - F(to, .'170) =0.

Proposicion 2.

A ecuacion diferencial é exacta se e s6 se %1\;1 = %];7.
Exemplo 8.

2 . , o
A EDO z/ = —2%Z do Exemplo 3 tamén é exacta, pois

+6
M(t,z) = 2t2+a:eN(t x) = t + 6, logo cimprese a
SR

A funcién potencial pode calcularse como

F(t,z) = /(t +6)dz + g(t) = tz + 62 + g(t).

Derivando respecto de ¢, 6(39_1; =z +g'(t) = 2% + z, entdn
g'(t) = 2t* e, polo tanto, g(t) = 2.
A solucién xeral vén dada pola expresion

2t3
(t+6)w+?20, paraC € R.

En base & Proposicion 1, a solucion que pasa por (1, %)
(coincidente coa calculada no Exemplo 3) é

3 23
t+6 3(t+6)

z(t) =

desolve(diff (x,t)==—(2*xt"2+x) /(t+6) ,x)
-1/3%(2%xt~3 - 3*%_.C)/(t + 6)

L=[100,200,300,400,500,600,700,800,900,1000]
plot ([-1/3*%(2%t~3 - 3*xC)/(t + 6) for C in.
L], (-5, 10))

2.7. Ecuacions reducibles a exactas (resolucion por
factor integrante)

Diremos que  : (t,x) € I; x Iy — R & un factor integran-
te para M (t,z)dt + N(t,z)dx = 0 se

p(t,x)M(t, z)dt + p(t,z)N(t, z)dz = 0

é exacta.

En base a Proposicion 2, pu, M + pM, = pe N + pN¢, onde
o subindice denota a variable con respecto & que se deriva.
Distinguimos alglns casos particulares sinxelos:

Caso 1: u(t, z) = p(t). Aqui,

p(t) My (t, x) = pe ()N (¢, ) + p(t)Ne(t, z),
:U’(t)(M:c(t’ .’E) - Nt(ta m)) = Mt(t)N(ta .T),
e (t) _ M, (t,x) — Ny(t, x)

u(t) N(t, ) '

Se % depende s6 de ¢, denotamos hy (t) :=
podemos calcular p(t) como [ Etdt = [ hq(t)dt

Mm Nt
N



Caso 2: u(t, x) = u(x), entdn Se u(t,z) = u(z), sendo z = t + z, enton

pa(z) _ Ni(t,z) — My(t, @) pa(2) _ —z— 2 +t+6 _ 1

w(z) M(t,z) ‘ p(z) 224+ (22 —6)z+ 23 —t2 -6t 2
Se Yi=M= depende s6 de z, denotamos ha(z) = Nzl Tomando u(t + x) = t%m a ecuacién convértese na EDO
e podemos calcular p(x) como f /L—zdw = f ha(z)dz. exacta do Exemplo 8 e, polo tanto, a sGia solucién xeral é

3
Caso 3: u(t,x) = u(z), sendo z = ¢ + x, logo 2(f) = ¢ 2 araC € R
=776 "3¢16) '

uz(z) — Nt(ta IE) B Mz(t7m)

w(z) M(t,z) — N(t,x) R el
Se M= depende s6 de z, denotamos h(z) == Stz e x = function('x') (t)
podemos calcular x(z) como [ £2dz = [ hg(z)dz. desolve (diff (x,t)+(x"2+t* (1+2%t) *x+2+£73) /

w ~ e
o ((£+6) *x+t~2+6*t)==0,x%)

Caso 4: u(t,z) = p(z), sendo z = tz. Neste caso,

pa(2) Nyt z) — My(t, z) -1/3%x(2xt"3 - 3%.C)/(t + 6)

w(z)  tM(t,z) —xzN(t,z)

Rectas
Se 4%2,__%@ depende s6 de z, denotamos hy(z) = ﬁ}__fﬁ secantes
e podemos calcular yi(z) como [ £2dz = [ hy(z)dz. l y‘iﬁs
u= % &
Exemplo 9. F. potencial Factores
.r N integrantes B

Se denotamos por M, N : I; x I, — R as f2unC|ons2 Sadas N pa
por M(t,x) = sen2t +tx e N(t,z) = z* — 55—, con

I = Rely; = (—00,0) ouben I = (0,00), a ecuaciéon el T
(sen2t + tx)dt + (a:2 — %{”) dz = 0 non é exacta, pois o B
-
oM , 0N -1
t=———# — = —(2sentcost). . B .
Oox ot G Figura 5: Resumo sobre transformacion de ecuacions. A reso-
i lucion de ecuacions de variables separadas axUstase ao calculo

Se u(t,z) = p(z), entdn dunha funcién potencial do tipo F'(t,z) := [ ;o5 dz— [ h(t) dt.

piz () (sen 2t + tz) = p(—2 sen2t — t),
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Se denotamos por M, N : R x R — R as funcions

M(t,z) = % + t(1 + 2t)x + 2t3,
N(t,z) = (t + 6)z + t* + 6t,

a ecuacion M (t,xz)dt + N(t,z)dz = 0 non é exacta, pois ‘@ \
2z +t(1+2t) = 9L £ 9 = 4 2t + 6. ®@@
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