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Neste Esencial presentamos algins modelos matemadticos que se empregan para resolver problemas de distintas
ciencias a través das ecuacions diferenciais ordinarias.

Describir unha situacidn real a través dun modelo matematico permite estudala, analizala, predicir a sua
evolucidn e tomar decisions sobre ela. As ecuacions diferenciais son unha ferramenta matematica que pemite
modelar moitos problemas procedentes de distintos ambitos do cofiecemento (bioloxia, farmacia, fisica, quimica,
economia...).

Unha ecuacién diferencial é una ecuacién que relaciona unha funcién descofiecida coas suas derivadas. Tendo en
conta que a derivada indica a taxa de cambio ou velocidade de cambio dunha variable con respecto a outra, as
ecuacions diferenciais adoitan ser apropiadas para analizar procesos que cambian continuamente en relacién ao
tempo ou a outra variable.

As ecuacidns que consideraremos ao longo deste traballo son da forma z’ = F(z) onde F é una funcién regular
definida en R™ Cando n > 1, entén z = (z1,...x,) e a ecuacién involucra mdis dunha variable dependente,
Lly-+eyLp.
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1. Modelo de poboacién de Maltus

Podemos predicir a evolucion dunha poboacién con recursos
ilimitados?

Supofiamos que queremos estudar unha poboacion na que os
individuos non tefen limitacidons do medio (espazo, alimento,
etc.) e non compiten entre eles. Entdn podemos considerar
gue o que varia a poboacion é proporcional ao seu tamafio. Se
P(t) é o tamafio da poboacién no instante ¢, e consideramos
a constante de proporcionalidade &, entén a evolucion vén
dada pola seguinte ecuacion:

P'(t) =kP(t), teR.

Esta é unha ecuacidn en variables separadas e a sua solucién
é P(t) = Ce. Supoiiendo que inicialmente hai zo individuos
na poboacién, é dicir, P(0) =y, entén a solucion é
P(t) = l‘oekt.
A constante k é igual & diferenza entre a taxa de natalidade
n e a de mortalidade m, polo que o seu signo depende de
que existan mais, menos ou igual nUmero de nacementos e
mortes (k > 0, k < 0ek = 0, respectivamente).
O comportamento desta solucion depende do signo da
constante k.

e Sek =0, a poboacion permanece constante e igual a xo.

¢ Se k <0 apoboacién tende a extincidn, pois o limite da
solucion Ce®* cando ¢ tende a infinito é cero.

e Se k>0 o limite de Ce* cando t tende a infinito é
infinito, polo que a poboacién ten un crecemento
ilimitado.

Este modelo resulta valido mentres a poboacidon é
suficientemente pequena para que non interveian as
limitaciéns do medio, como por exemplo no estudo de
cultivos de bacterias.
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Figura 1: Soluciéns do modelo de Malthus con distintas constantes de
proporcionalidade.

2. Ecuacion loxistica

Como predicimos a evolucion dunha poboacion cando os recursos
son limitados?

A escaseza de alimentos, espazo ou outros factores, fan que o
crecemento dunha poboacién non poida ser ilimitado. Cando
a poboacidon é moi grande os individuos compiten entre si
polo espazo vital, polos recursos naturais e os alimentos.
Nesta situacidn, temos que representar esta competicién
engadindolle ao modelo de Malthus un novo termo. Esta
competicion provoca unha diminucidon da poboacién que
podemos considerar que é proporcional ao nimero de
encontros entre individuos. Isto represéntase na ecuacion
por un termo —bP(t)? onde b é unha constante. A ecuacién
resultante é

P'(t) = rP(t) — bP(t)%.

Tomando K = r/b, obtemos o seguinte modelo matemdtico:
Pt)=rPt)(1- "%,

coflecido como modelo loxistico. A funcién que define esta
ecuacion é positiva no intervalo (0, K), negativa en (K, 00),
e é cero nos extremos. Tendo en conta que esta funcion é
a derivada da funcién poboacién podemos afirmar que
a poboacidn crece se hai un nimero de individuos entre 0
e K, decrece se hai mais de K individuos, e a poboacién
permanece constante se hai 0 ou K individuos, é dicir, hai
duas situacions de equilibrio.

A solucidén vén dada pola expresion

_ KP,
P+ (K - Py)ert’

P(t)

Aconstante K é a capacidade de carga do medio. A poboacién
crece moi rapidamente pero o seu crecemento faise mais
lento a medida que se achega a K, e tende a K cando ¢
aumenta. Se a poboacidn inicial é maior que a capacidade
de carga, o tamaio da poboacidn decrece achegdndose a K
cando t aumenta.

A representacion grafica da solucion amosa os
comportamentos mencionados dependendo da cantidade
inicial de individuos.
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Figura 2: Modelo loxistico con K = 200.




3. Desintegracion radioactiva

Por que é interesante cofiecer como se desintegra unha substancia
radioactiva?

As substancias radioactivas empréganse, entre outras cousas,
para determinar a idade aproximada dos fésiles mediante o
estudo da desintegracién do carbono-14 ou como trazadores
radioactivos para detectar problemas de saude relacionados
por exemplo coa tiroide ou coa bacteria E. coli.

Existen certas substancias que se descompofien noutras mais
sinxelas e fano a un ritmo constante independente do que
pase na sla contorna. O fisico E. Rutherford demostrou que a
descomposicion dunha substancia radioactiva é directamente
proporcional ao nimero de 4tomos presentes. Se chamamos
x(t) & cantidade de material radioactivo existente no instante
t, entdn o proceso de desintegracién pddese modelizar coa
seguinte ecuacion:

T'(t) = —kx(t),

onde k>0 é unha constante que depende do elemento
radioactivo considerado. Esta ecuaciéon coincide coa de
crecemento exponencial con constante negativa. A suUa
solucién é por tanto z(t) = zpe™*, sendo g a cantidade
inicial de substancia. E importante cofiecer o periodo de
semidesintegracién ou semivida, que é o tempo 7 que tarda
unha cantidade de substancia en reducirse 4 metade (por

exemplo 5730 anos no caso do carbono 14). Asi, se cofiecemos
T podemos determinar a constante k despexando:
—kT i) In2

=—=k=—.
el 2 T

DATACION DE FOSIL CON CARBONO-14.

Porcentaxe *C Idade (anos)

4. Lei de variacion de temperatura de Newton

Como podemos cofecer a temperatura dun obxecto que se atopa
nun ambiente con temperatura constante?

E claro que se o obxecto ten una temperatura moito mais alta
gque a temperatura ambiente arrefriara rapidamente. Canto
mais se aproxime a temperatura ambiente, mais lento serad o
arrefriamento. Do mesmo modo, producese o quecemento
se 0 obxecto esta a unha temperatura moito mais baixa. A Lei
de Newton de variacién da temperatura di que a variacién da
temperatura é proporcional & diferenza entre a temperatura
do obxecto e a do ambiente.

Se T'(t) é a temperatura do obxecto no instante t, e T, é a
temperatura do ambiente, a ecuacién diferencial que o
modeliza é

T'(t) = —k(T(t) — Tp)

Esta ecuacion é unha ecuacion lineal non homoxénea. A suas
soluciéns verien dadas por

T(t) =T, + (T(0) — T.) e~ *.

Como pode verse na Figura 3, a temperatura do obxecto
tende a T calquera que sexa a temperatura inicial.
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Figura 3: Evolucion da temperatura dun obxecto dependendo da
temperatura inicial, Tp, = 20.

Cdédigo en Maple

Te:= 20:

TO 1:=10:

TO 2:=20:

T0 3:=30:

k:= 1/2:

plot ([Te+(T0 1-Te)exp (-kt),

Te+(TO _2-Te)exp (-kt),



5. Lei de Fick

Cal é a concentracion dunha substancia que atravesa unha
membrana?

A velocidade de difusion dunha substancia a través dunha
membrana perpendicular ao fluxo, vén determinada pola
Lei de Fick. Esta establece que a velocidade de difusion
é directamente proporcional 4 drea da membrana é 3
diferenza entre as concentraciéns de soluto a ambos os
lados da membrana. Se a area da membrana permanece
constante entdn a ecuacidon que modeliza a situacion é

d(Cy(t) — Ca(t))
dt

Candoovolumeduncompartimentoémoigrandeenrelaciéon
ao outro, como ocorre cando unha célula esta inmersa nun
medio liquido, podemos supofier que a concentracion de
soluto nese compartimento permanece aproximadamente
constante, cun valor C.. Entdn a ecuacién transformase en

d(C1(1))
dt

No caso de concentracidons non constantes en ambos
os compartimentos, de volume v; e vy, a variacion de
concentracion en cada un deles vén dada por

Cl) = - (G0 - Cafe),
k

V2

= —k(C1(t) — C2(t)), k>0.

= —k(Ci(t) — Cb), k> 0.

Cy(t) = ——(Ca(t) — C1(2)).

APLICACION A HEMODIALISE

A hemodidlise consiste en interpofier entre dous
compartimentos liquidos (sangue e liquido de didlise) unha
membrana semipermeable que permite que circulen a
auga e os solutos de peso molecular pequeno e mediano,
pero non proteinas ou células sanguineas. Asi, se o sangue
ten unha concentracién de refugallos C(t) (creatina,
urea...), ao circular a través da membrana, eliminase unha
parte das impurezas que pasan ao liquido de didlise, cuxa
concentracion é Cy(t). Esta situacion modelizase co sistema
de ecuaciéns diferenciais anterior.
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didlise
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6. Modelos farmacocinéticos

Podemos coiiecer en cada instante a concentracion dun
medicamento no organismo?

Se se subministra un farmaco a través dunha inxeccién in-
travenosa e supomos que se distriblUe de forma instantdnea
e homoxénea por todo o organismo e posteriormente se eli-
mina, entdn a variacidon na concentracidon ou cantidade de
farmaco pode ser descrita pola ecuacidn diferencial

Ke 4@ _

=% =K
7 Q

sendo @ a cantidade ou concentracidn do fdrmaco no
organismo e K. a sua constante de eliminacién. A sua
solucién vén dada por Q(t) = Qoe %¢t, sendo Q, a dose
subministrada.

Se o medicamento esta desefiado para acumularse de for-
ma homoxénea en certos tecidos (compartimento periféri-
co) despois de pasar polo sangue (compartimento central)
enton a ecuacion que o modeliza é

Dose —>»
Qo
d
ic = K21Qp — K12Q.: — K.Q.,
d
% = K12Q: — K21Qp,

sendo Q). e (), as cantidades de farmaco no compartimento
central e no compartimento periférico, respectivamente, K;;
as constantes da farmacotransferencia e K, a constante de
eliminacion. Sea + 8 = K9 + K91 + Ke, a3 = Ko1K, a
solucidn da ecuacién vén dada por

Qe = acioﬁ ((a — Ko1)e ™™ + (Ka1 — 5)€_ﬂt) ;




7. Ecuacions de Lotka-Volterra

Como podemos representar a evolucién poboacional dunha
especie de presas e outra de depredadores?

Consideramos duas especies, unha de presas e outra
de depredadores, que conviven nun mesmo habitat.
As ecuacions de Lotka-Volterra, modelizan a evolucidn
temporal destas duas especies basedndose nas seguintes
hipdteses:

e En ausencia de depredadores, as presas x, tefien
un crecemento exponencial. Representamos isto co
termo ax.

e En ausencia de presas, os depredadores y, tefien un
decrecemento exponencial, por non ter alimento.
Representamolo co termo —cy.

Depredadores

e A interaccién entre presas e depredadores produce
un aumento da poboacidon de depredadores e unha
diminuciéon da poboacidn de presas, que seran
proporcionais aos encontros entre ambas as especies.
Representdmolo cos termos —bzy e +dzy.

Asi, o sistema de ecuaciéns diferenciais que obtemos é
7' (t) = ax — by,
y'(t) = —cy + dxy.

Existen duas situacions de equilibrio, (0,0) e (¢/d,a/b) e
ambas as poboacions amosan comportamentos periddicos,
como pode verse na na Figura 4.
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Figura 4: Evolucién temporal do nimero de presas e depredadores segundo o modelo de Lotka-Volterra.

Na primeira grafica amdsase a relaciéon entre o numero de
presas e depredadores ao longo do tempo. Se comezamos
nun punto onde hai un elevado nimero de depredadores
pero poucas presas, entéon os depredadores non tefien
suficiente alimento e a sUa poboaciéon comeza a decrecer.
Ao decrecer o numero de depredadores, un maior
numero de presas logra sobrevivir, e comeza a aumentar

a sUa poboacién. Ao aumentar o nimero de presas, 0s
depredadores teflen mais alimento e a slUa poboacién
comeza a aumentar. Cando volve a haber un elevado
numero de depredadores, as presas son atacadas e volve
a diminuir a poboacién de presas, regresando & situacién
inicial e repetindo este comportamento ciclicamente.




8. Modelo epidemioldxico SIR

Como podemos modelizar o avance dunha enfermidade
contaxiosa?

Para representar como evoluciona unha enfermidade
contaxiosa nunha poboacién podemos dividila en tres grupos:
os susceptibles, S(t), que son os que poden contaxiarse
nun instante ¢; os infectados I(t), que son os que tefien a
enfermidade no instante ¢; e os recuperados R(t) que xa
pasaron a enfermidade. O modelo SIR baséase nesta division
e nas suposiciéns de que a poboacion é constante, é dicir,
S+I1+ R =N, e que a enfermidade xera inmunidade. Deste

xeito, matematicamente o modelo SIR formulase co seguinte
sistema de ecuacions diferenciais:

S,(t) = _18187
R'(t) =4I,

onde o parametro [ representa como de contaxiosa é a
enfermidade, e Y o que tarda en recuperarse un contaxiado.
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Se normalizamos as variables, é dicir, dividimolas entre
a poboacion total, temos un novo sistemas nas variables
u=S/N,v=I/N,w=R/N, que é:

U (t) = —Rouw,
v'(t) = (Rou — 1)w,
w'(t) = v,

onde Ryp=BN/v chdmase nimero reprodutivo bdsico. Se
Rop<1 a enfermidade tende a desaparecer, e se Ry>1
0 numero de contaxiados aumenta e prodlcese unha
epidemia.
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Figura 5: Un exemplo de modelo SIR. Poboacidn susceptible en azul,
infectada en amarelo e recuperada en verde.
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