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PRESENTACION

Esta unidade didactica enmarcase dentro da materia Series funcionais e Integracion
de Riemann en varias variables reais, que se imparte no segundo cuadrimestre do
segundo curso do Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de Compostela,
cun peso de 6 créditos ECTS.

Esta materia obrigatoria pertence ao médulo de Anélise Matematica en Varias
Variables do que tamén forman parte Diferenciacién de funciéns de varias variables
reais (segundo curso) e Calculo Vectorial e Integracion de Lebesgue (terceiro curso).
Con todas elas preténdese afondar nos contidos presentados no primeiro curso no
contexto da analise de funcions dunha variable real, tratando o estudo da diferencia-
cion e a integracion de funciéns de varias variables reais, o que resulta fundamental
para unha correcta formacién matematica.

Nesta unidade didactica preséntanse os conceptos de sucesion e de serie no
contexto funcional. As nocidns de sucesion e serie numéricas xa son ben cofiecidas pa-
ra os estudantes por seren tratadas na materia Introducion 4 analise matematica, de
primeiro curso, mais a sta xeneralizacién funcional require o estudo de distintos tipos
de converxencia, o que pode dificultar a sia comprension. O tratamento da conver-
xencia uniforme en contraposicion & converxencia puntual, xunto coas propiedades
que ambas trasladan a funcién limite, conforman o eixo central sobre o que xira esta
unidade.

Por outra parte, estes contidos resultan basicos para o desenvolvemento dou-
tras materias da area, como Series de Fourier e introducion as ecuacions en derivadas
parciais, do terceiro curso do Grao en Matematicas, ou Analise funcional en espazos
de Hilbert, do cuarto curso.

A temporalizacion prevista para esta unidade didactica é de aproximadamente
a metade das horas totais da materia.

COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

A maiores das competencias basicas, xerais e transversais recollidas na Memoria do
Titulo do Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de Compostela, o desen-
volvemento da materia contribuira a acadar as seguintes competencias especificas:

CE1 Comprender e utilizar a linguaxe matematica.

CE2 Conecer demostraciéns rigorosas dalglns teoremas clasicos en distintas areas
da Matematica.

CE3 ldear demostracions de resultados matematicos, formular conxecturas e ima-
xinar estratexias para confirmalas ou refutalas.

CE4 Identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracions ou
contraexemplos.

—— AV
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CE5 Asimilar a definicion dun novo obxecto matematico, relacionalo con outros xa
cofecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos.

CE6 Saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema, distinguin-
doas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais.

CE9 Utilizar aplicacions informaticas de analise estatistica, calculo numérico e sim-
bélico, visualizacién grafica, optimizacién e software cientifico, en xeral, para
experimentar en Matematicas e resolver problemas.

En particular, na presente unidade didactica, traballaranse as seis primeiras
competencias especificas: CE1 - CE6.

Como obxectivo fundamental da materia establécese o seguinte: comprender,
cofiecer e manexar os principais conceptos, resultados e métodos relativos aos conti-
dos do programa, que tefien unha importancia fundamental na Andlise Matemdtica
e, mdis inmediatamente para o alumnado, nalgunhas materias do Grao en Matemd-
ticas, como, por exemplo, as relativas d Andlise Complexa, Andlise funcional ou Inte-
gracion de Lebesgue e Series de Fourier.

A continuacién preséntanse os obxectivos especificos que se agarda que o
alumnado acade ao final da presente unidade didactica:

= Comprender o concepto de converxencia uniforme dunha sucesion funcional e
ser quen de traballar con el de forma rigorosa.

» Extraer informacién de funcions definidas como series funcionais.
= Manexar con soltura as propiedades das series de potencias.

= Comprender o concepto de funcién analitica e ser quen de discutir se certa
funcién o é.

» Coflecer demostracions rigorosas dalglins teoremas clasicos relativos as suce-
siéns e as series de funciéns.

= |dear demostracions de resultados matematicos, formular conxecturas e estra-
texias para confirmalas ou negalas.

OS CONTIDOS BASICOS

As sucesions e as series funcionais xorden de xeito natural en andlise co obxectivo
de aproximar funciéns complicadas por outras mais simples e, tamén, para definir
funcioéns novas a partir doutras xa cofiecidas.

—— AV
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1. Sucesions funcionais

A diferenza das sucesions numéricas, os termos dunha sucesion funcional son fun-
cions, en lugar de nimeros reais.

Definicion 1. Sexan A C R e F o conxunto de funcions reais definidas en A. Unha
aplicacién
neN+— f, € F

denominase sucesién de funcidns definidas en A. Denotarase por { f,, }nen-
A funcién f,, : A — R denominase termo n-ésimo (ou termo xeral) da suce-
sion funcional { f,, } nen-

Evidentemente, para cada x € A, a sucesion anterior da lugar a unha sucesiéon
de ndmeros reais: { f,,(z) }nen-

Exemplo 1. Paracadan € N, consideremos a funcién f,, : R — R dada por f,(z) =
E. Véxase a figura 1.
n

Figura 1: Os primeiros termos da sucesion { fr }nen-

bil

J2
/3

Cal é o limite da sucesion { f,, }nen? Como se define o concepto de limite?

Interesaranos estudar algunha nocién de converxencia para a sucesion ante-
rior.

Definicién 2. Sexan A C Re f,,, f : A — R, n € N.Diremos que a sucesion { f,, } nen

converxe puntualmente a unha funcion f en A se, para cada x € A, a sucesion nu-

mérica { f,(x) } nen converxe a f(x), é dicir, se paracadaz € A, lim f,(z) = f(z).
n— oo

Denotarase por f,, — f en A.

— AV
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Noutras palabras, { f,, }»en converxe puntualmente a f en A se
VzeA Ve>0 IN(g,z)eN|n>N(gz),neN = |fu(z)— f(z)| <e.
Nese caso diremos que f é o limite puntual de {f,, } nen en A.

Oconxunto C = {zr € A : 3 lim f,(x) € R} denominase campo de
n— oo

converxencia da sucesion funcional { f,, }en e € o maior subconxunto de A no que a
sucesion é puntualmente converxente.

Exemplo 2. Para cada z € R temos que f,(z) = z/n ~—— 0, asi que a funcion
identicamente nula f(x) = 0, x € R, é o limite puntual da sucesion { f,, }.en en R.

Unha vez que temos definida unha nocién de converxencia para as sucesion
funcionais, estaremos interesados nas seguintes cuestions sobre a transferencia das
propiedades dos termos da sucesion, f,,, a funcion limite, f:

= Se paracadan € N as funcions f,, son continuasenzg € Ae f, £, fenA,
entén é f unha funcién continua en z(?

Dito doutro xeito, a condicion lim f,(x) = fn(xo) implica lim f(z) =
T—To T—To

f(x0)? Equivalentemente, a cuestion é se podemos realizar o seguinte inter-
cambio de limites:

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).
T—T0 N—00 n—00 T—Tg

= Se as funciéns f,, son Riemann-integrables en [a,b] e f,, <= f en [a, b], entén
é f unha funcién Riemann-integrable en [a, b]? En caso afirmativo, cumprirase

que
b b b

/fz/ lim fnzlim/fn?
a a n—oo n—oo a

= Seas funcions f,, son derivables en [a, b] e f,, = f en[a, b], enton é a funcién
f derivable en [a, b]? En caso afirmativo, cumprirase que

f = (ﬁm fn)/z lim f, 7

n— oo n— oo
A resposta a tédalas cuestidns anteriores é negativa.

Exemplo 3. Consideremos a sucesion funcional dada por f,, : [0,1] — R, f,(z) =
x™, n € N, que converxe puntualmente a

f(x):{o, sex € [0,1),
1, sex=1.

Ainda que as funciéns f,, son continuas en [0, 1], o seu limite puntual non é unha
funcién continua en [0, 1]. Do mesmo xeito, ainda que as funciéns f,, son derivables
en [0, 1], f non o é (pois non é derivable pola esquerda en z = 1).

— AV
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Exemplo 4. Consideremos a sucesion de funcions, {f,}nen, con fr, : [0,2] — R
dada por

B 1
mln{n, —}, sex € (0, 2],
x

0, sex = 0.

falz) =

Converxe puntualmente en [0, 2] & funcion f : [0, 2] — R dada por

, sex € (0,2],

ISH

fx) =

0, sex=0.

Figura 2: Sucesion de funciéns integrables con limite non integrable.

i
1/n

A funcién f non é Riemann-integrable en [0, 2] (tampouco en sentido impro-
pio), mentres que as funciéns f,, si o son, ao ser continuas en (0, 2] cunha desconti-
nuidade evitable en x = 0, como se pode apreciar na figura 2.

11. Converxencia uniforme

Como vimos de comprobar, a converxencia puntual non é satisfactoria 4 hora de in-
tercambiar os procesos de paso ao limite nin de transmitir as propiedades dos termos
dunha sucesion ao seu limite puntual. Isto motiva a necesidade doutras nociéns de
converxencia.

Definicion 3. Sexan A C Re f,, f : A — R,n € N.Diremos que a sucesion { f,, }nen
converxe uniformemente a funcion f en A se

Ve>0 IN.eN|neN,n>N. = |fu(z)- f(x)|<e VzeA

Denotarase por f, — fen Aou f, = fen A.
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Graficamente, isto significa que dado £ > 0 existe un niGmero natural N, tal
que as graficas das funciéns f,, estdn na banda determinada por f —c e f + € para
calqueran > N, como pode verse na figura 3.

Figura 3: Converxencia uniforme.

Observacidn 1. Se unha funcién { f,, }.en € uniformemente converxente a unha fun-
cién f, entén tamén converxe puntualmente a funcién f. Polo tanto, en caso de que
exista, o limite uniforme coincide necesariamente co limite puntual.

Proposicion 1. Sexan A C Re f,,f : A —» R, n € N. Se a sucesion {f, }nen €
uniformemente converxente a f en A, entdn existen M > 0 e N € N tales que para
calqueran > N se ten

[fu(z) = f(x)]| <M VazeA
Demostracion. Inmediata a partir da definicion da converxencia uniforme. O

Exemplo 5. A sucesion { f,, }»en dada por f,,(z) = x/n, n € N, non converxe uni-
formemente en R & funcion identicamente nula, pois | f,,(z) — f(z)| = |x| /n non é
limitada en R para ninginn € N.

Cuestion 1. E posible atopar unha sucesion uniformemente converxente cuxos ter-
mos sexan funciéns non limitadas?

Definicién 4. Dadasas funciéns g, : A — R,n € N, diremos que a sucesion {g, } nen
€ uniformemente limitada en A se existe M > 0 tal que

lgn(z)| <M VYxecA VneN.
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Cuestion 2. Sexa { f,, }nen Unha sucesion de funcions uniformemente converxente a
unha funciéon f nun conxunto A C R tal que as funciéns f,, son limitadas en A. Entén
é { fn }nen unha sucesion uniformemente limitada en A?

Dado que a supresién dun nimero finito de termos dunha sucesiéon non modi-
fica o seu caracter respecto & converxencia, a vista da Proposicion 1 podemos supofier
que se { f,, }nen € uniformemente converxente a unha funcion f, enton { f,, — f }nen
é uniformemente limitada.

Teorema1. Sexan A C Re f,, f : A — R, n € N. Equivalen:

a) A sucesion { f,, }nen converxe uniformemente a f en A.

b) lim sup |fu(z) — f(z)] = 0.
n—oo T€EA
Demostracidn. A converxencia uniforme de { f,, }nen a f en A significa que dado e >
0 existe N. € N tal que para calquera natural n > N, se ten que

[fu(z) — f(z)| <€ Ve,

ou, equivalentemente,

sup [ fn(z) — f(2)| <,

TEA

isto é, lim sup |fn(x) — f(z)| = 0. O

n—oo r€A

Observacion 2 (Norma uniforme). Sexan A € Reg : A — R, diremos que g é
limitada se existe M > 0 tal que |g(x)| < M para todo z € A. Denotaremos por
B(A) o conxunto de tédalas funciéns limitadas de A en R.

O conxunto B(A) é un espazo vectorial real e se g € B(A) podemos considerar
o namero ||g|| ., definido como

19/l = sup [g(z)],
r€EA

que existe en R. A aplicacién ||-[|, : B(A) — R é unha norma en B(A), que se
denomina norma do supremo ou norma uniforme.

Claramente, dita norma esta relacionada coa converxencia uniforme, pois re-
escribindo o resultado anterior temos que

2 f = o fll, =50

Agora amosamos cun par de exemplos como podemos empregar o Teorema 1
no estudo da converxencia uniforme dunha sucesién funcional.

— AV
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Exemplo 6. A sucesion {f, }nen dada por f,(z) = 2™, n € N, converxe puntual-
mente no intervalo (—1, 1] & funcién f : (—1, 1] — R definida como

) = { 0, sexe(—1,1),

1, sex=1.
Vexamos que a converxencia non é uniforme. Para cadan € N,

", sex € (—1,1),

0, sex =1,

asi que
sup |fu(z) = f(2)| = sup [2"[=1#0.
ze(—1,1] ze(—1,1)
Obsérvese que a converxencia é uniforme en cada intervalo [—r,7], 0 < r < 1, xa
que
lim sup |fun(z) = f(z)|= lim " =0.
n=00 pel—r,r

Exemplo 7. Consideremos a sucesion { f,, } nen dada por

n+1
= ——, eR, e N,
fn(@) n(x? 4+ 1) v "
que converxe puntualmente & funcién f(x) = 1/(z? + 1) en R. Vexamos que a con-
verxencia tamén é uniforme. Paracadan € N,

ulo) = @) = s <
asi que .
sup [ fn(z) — f(2)] < — 2= 0.

z€eR n

A conclusion obtense do Teorema 1.

Definicién 5. Sexan A C Re f,, : A — R, n € N. Diremos que a sucesion { f,, }nen
cumpre a condicion de Cauchy para a converxencia uniforme en A se

Ve>0 IN.eN|n,m>N,nmeN = |f.(z)— fn(z)<e VzeA
Teorema 2 (Criterio de Cauchy). Sexan A C Re f,, : A — R, n € N. Equivalen:
a) Asucesion { f,, }nen € uniformemente converxente en A.

b) A sucesion { f, }nen cumpre a condicion de Cauchy para a converxencia unifor-
meen A.

— AV
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Demostracidn. a) = b) Sexa f : A — Rtal que f,, = f en A. Dado ¢ > 0 existe
N. € Ntalquesen > N.,n € N, entén

€
[fu(z) = fl@)] < 5 VaeA
Polo tanto, se n, m > N, temos que

Fn(@) = Fl@)] < |fale) = @) +1f@) = @) < S+ 5= VYaed,

isto &, { f, }nen cumpre a condicién de Cauchy para a converxencia uniforme en A.

b) = a) Como { f,, }nen cumpre a condicion de Cauchy para a converxencia uniforme
en A, paracadax € A asucesion {f,,(x) }nen € de Cauchy (e, polo tanto, converxen-
te), asi que existe unha funcién f : A — R tal que {f,, } nen converxe puntualmente
a f en A. Vexamos que a converxencia é uniforme. Por b), sabemos que dado ¢ > 0
existe N, € Ntalquesen > N.,n € N, entén

|fn(2) = foin(z)| <€ VzeA VkeEN. (3.1)
Tomando limites en (3.1) cando k tende a infinito, temos que se n > N, entén
|fu(z) — f(z)| < Vz €A,

é dicir, { f,, }nen converxe uniformemente a f en A. O

1.2. Continuidade, derivabilidade e integrabilidade da funcion limite

A continuaciéon vemos que a converxencia uniforme é suficiente para transmitir a con-
tinuidade e a integrabilidade de Riemann dos termos dunha sucesién funcional 4 sta
funcion limite.

Teorema 3. Sexan A C Re f,, f : A = R, n € N. Se a sucesidn { f,, }nen converxe
uniformemente a f en A e cada funcion f,, € continua en zy € A, entdn f é continua
en xg.

Demostracién. Como a sucesion { f,, }nen converxe uniformemente a f en A, dado
e > 0existe N € Ntalquesen € N,n > N, entén

|fn($)—f(x)|<§ Vz e A

En particular, .
|fn(z) — f(o)] < 3 Vre A (3.2)

Por outro lado, como fy é continua en x, existe § > 0 tal que

p-wl<bzed = |in) - (o)l <3 (33
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En conclusidn, para calquera « € A cumprindo que |z — x| < § temos que

|f(z) = f(zo)| = |f(z) — fn(z) + fn(x) = fn(z0) + fn(20) — f(20)]
<|f(@) = fn(@)] + [fn (@) = fn(@o)] + [ (w0) — f(20)]

e usando (3.2) e (3.3),

<t+i4i-=c
3 3 3 7

é dicir, f é continua en zg. O

Cuestion 3. Sexa { fy, }nen Unha sucesion de funciéns descontinuas en todo punto
dun intervalo [a, b] que converxe uniformemente a certa funcién f en [a, b]. Enton é
f descontinua en [a, b]?

Cuestion 4. Sexa { f,, }nen Uunha sucesidn de funcions uniformemente continuas nun
conxunto A C R que converxe uniformemente a certa funcién f en A. Enton é f
uniformemente continua en A?

A converxencia uniforme é unha condicion suficiente para transmitir a conti-
nuidade dos termos dunha sucesién funcional & funcién limite, pero non é necesaria.

Exemplo 8. Consideremos a sucesion funcional { f,, } nen dada por f,, : [0,2] — R,

onde .
n, se0 <z < —,
n
1 2
fal@) =< —nzx+2, se—<z<=,
n n
2
0, ser > —,
n

que converxe puntualmente a funcion f(z) = 0, x € [0, 2], véxase a figura 4.

A converxencia non é uniforme, pois

sup [fn(z) — f()] = sup |fu(z)|=1 VneN,
©€[0,2] 2€[0,2]

asique lim sup |fn(z)— f(x)| #0.

n—o0 z€]0,2]
Porén, tanto as funciéns f,, como f son continuas en [0, 2].

Como amosa o exemplo anterior, existen sucesions funcionais con termos con-
tinuos que converxen puntualmente a unha funcién continua nun intervalo compac-
to, mais dita converxencia non é uniforme. Engandindo a hip6tese adicional de que a
sucesion sexa monotona € posible probar que a converxencia ten que ser uniforme.

— AV
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Figura 4: Converxencia puntual e non uniforme.

Cuestion 5 (Teorema de Dini). Proba que se {f, }nen € unha sucesion de funciéns
continuas que converxe puntualmente a unha funcién continua f en [a, b] e, ademais,
fu(x) > foy1(x) paratodo x € [a,b] etodon € N, entdn {f,}nen converxe
uniformemente a f en [a, b].

A continuacién centrdmonos na transmisibilidade da integrabilidade no senti-
do de Riemann dos termos da sucesion a funcién limite.

Teorema 4. Sexa { f,, }nen Unha sucesidn de funcidns integrables segundo Riemann
nun intervalo [a, b]. Se a sucesion { f,, } nen converxe uniformemente a f en [a, b], en-
ton f € Riemann-integrable en [a, b]. Ademais,

b b
/ f(z)dz = lim fn(x)da. (3.4)

n—oo a

Demostracidn. Vexamos que f cumpre a condicion de Riemann en [a, b], é dicir, dado
¢ > 0 existe unha particion P. € P([a, b]) tal que

U(faPE)_L(f7PE)<87 (35)

onde L(f, P.) e U(f, P-) denotan, respectivamente, a suma inferior e a suma supe-
rior de Darboux de f asociadas & particién P..

Como { f,, }nen converxe uniformemente a f en [a, b], dado & > 0 existe N €
Ntalquesen > N,n € N, entén

al) = £(0)| < 5

m Vo e [G,,b].
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En particular,

50 —a /@S @+ 5

fn(z) -

Polo tanto, para calquera particién P € P([a, b]) temos que

Lt ggap P) S LR <D+ 3550 P).

3

U(fN—m,P) <U(f,P) SU(fN+ : P),

e entén

Asi deducimos que

U(.P) = LS. P) < Ulfn, P)— Ll P) + 5 (2.6

Por outro lado, como fy ¢ integrable no sentido de Riemann en [a, b], existe

P. € P([a, b)) tal que
Ulfw.P) = L(In. o) < 3. (37)

De (3.6) e (3.7) obtemos que f cumpre (3.5), isto é, f é Riemann-integrable en [a, b].
Finalmente, para probar (3.4), basta ver que

/abf(x)dx—/abfn(x)dx S/ab|f(m)—fn(x)|dx

<(b—a) sup |fu(x) = f(2)],

z€[a,b]

que tende a cero por ser a converxencia de { f,, }nen a f en [a, b] uniforme. O

Obsérvese que o Exemplo 8 tamén mostra que a converxencia uniforme non
€ unha condicién necesaria para transmitir a integrabilidade dos termos dunha suce-
sion funcional & funcién limite.

O seguinte resultado prescinde da converxencia uniforme.

Teorema 5 (da converxencia limitada). Sexan f, f,, : [a,b] — R, n € N. Supofiamos
que

a) fn € Riemann-integrable en [a, b] para todo n € N;

b) {fn}nen converxe puntualmente a f en [a,b];
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c) existe M > 0 tal que | f,, ()| < M para todo n € N e todo z € [a, b].

b
Entdn existe 1im fn(z) dz. Ademais, se f é Riemann-integrable en [a, b], daquela
n—oo

n—oo

b b
/f( )dzr = lim fn()

Nétese que as hipodteses anteriores non garanten a integrabilidade da funcién
limite puntual.

Exemplo 9. Sexa {r,},cn Unha enumeracion dos racionais do intervalo [0, 1]. Para
cadan € N, definamos o conxunto A,, = {ry,72,...,7,} e consideremos a sucesion
funcional { f,, } nen dada por f,, : [0,1] — R, onde

1, sexe€ A,,
fu(z) =
0, sexec[0,1]\ A4,.

Asfuncidns f,, son integrables segundo Riemannen [0, 1], pois tefien un nimero finito
de descontinuidades, e tefien integral nula en [0, 1]. Porén, a sucesion converxe &
funcion de Dirichlet

)1, sexe[0,1]NQ,
f(x)_{o, sex € [0,1]\Q,

que non é Riemann-integrable en [0, 1].

Isto reforza a idea de que a integral de Riemann non é a mais axeitada para
levar a cabo os procesos de paso ao limite.

A diferenza do que pasa coa continuidade e a integrabilidade, a converxencia
uniforme non é suficiente para transmitir a derivabilidade dos termos dunha sucesién
a funcion limite.

Exemplo 10. Consideremos a sucesion { f,, },cn dada por f,, : R — R, onde

1
fo(x) =/2?2 + 3

Esta claro que converxe puntualmente 4 funcién f(z) = |z|, x € R. De feito, a con-
verxencia é uniforme, pois

() = \/w2+——lxl<\/ |x|+ — el =

o que implica que hm sup | fn(z z)| = 0.

Porén, mentres que todalas funciéns f,, son derivables en R, o seu limite, a
funcion valor absoluto, non é derivable na orixe.

— AV
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Teorema 6. Sexan f,, : (a,b) = R, n € N, funcidns derivables tales que
a) Existe g € (a,b) tal que { f,,(xo)}nen converxe.
b) Existe g : (a,b) — R tal que { f/ }cn converxe uniformemente a g en (a, b).
Entdn
i) Existe f : (a,b) — R tal que { f,, }nen converxe uniformemente a f en (a,b).
i1) f éderivable en (a,b) e f'(z) = g(x) para todo x € (a,b).

Demostracién. Empecemos probando o apartado ¢). En base ao criterio de Cauchy,
é suficiente con ver que { f,, },eny cumpre a condicién de Cauchy para a converxencia
uniforme en (a, b).

Primeiro, obsérvese que como { f,,(xo) }nen € converxente, entén é unha su-
cesién de Cauchy, asi que dado € > 0 existe N; € Ntalquesen,m € N,n,m > Ny,
entén

| (0) = ful@o)] < g. (3.8)

Por outro lado, como {f/, } ,en converxe uniformemente en (a, b), cumpre a
condicion de Cauchy para a converxencia uniforme en (a, b), asi que existe Ny € N
tal que se m,n € N, m,n > Ns, entén

@) = F@) < =0 YeE ). (3.9)

Sexa agora = € (a, b) arbitrario. Aplicando o teorema do valor medio & dife-
renza f,, — f, no intervalo con extremos x e x, concluimos que existe y € (a, b) tal
que

fm(@) = fu(@) = fin(0) = ful@o) + (x = 20) (£, (¥) — f1(¥) -

Tomando valores absolutos e aplicando a desigualdade triangular obtemos que

[ (@) = fu(@)] < [frm(@0) = ful@o)| + (b= a) [f7.(y) = fo(W)]-

Entdn, usando (3.8) e (3.9), temos que para calquera m,n > N = max{Ny, N2},

9

5 = ¢ Vz € (a,b),

€

|fm(1‘) - fn(z)| < 5 +

é dicir, {f5}nen cumpre a condicion de Cauchy para a converxencia uniforme en

(a, b). Polo tanto, { f, }»en converxe uniformemente a certa funcién f en (a,b), o
que proba 7).

A continuacién demostramos ii). Fixémonos primeiro que como as funciéns

fn son continuas en (a, b) e a converxencia é uniforme, a funcién f é continua en
(a,b).
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Vexamos que existe a derivada de f nun punto ¢ € (a,b) arbitrariamente
fixado. De novo, polo Criterio de Cauchy, como { f}, }.cn converxe uniformemente en
(a,b),dado e > 0 existe M; € Ntal que m,n € N, m,n > Mj, implica que

(@)= fa@)l <5 Vae(ab).

Aplicando o teorema do valor medio a f,, — f, no intervalo con extremos c e z,
deducimos que existe z € (a, b) tal que

fm(@) = fa(@) = (fmlc) = fu(e)) = (z = ¢) (fin(2) = f0(2)) -
Polo tanto, se = # c e m,n > M, temos que

fm(x) = fin(c) _ fn(x) — fulc)

Tr—cC Tr—cC

5
— () = fa(2] < 5.
Tomando limites cando m tende a infinito obtemos que

‘f ~1Q) _ )= 5]

r—C

parax # ¢, n > M. (3.10)

O-’)IO‘)

Por outro lado, como lim £/ (¢) = g(c), existe My € N tal que se n > Mo,
n—oo
entén

[£(e) = 9(0)] < 5. (311

Denotemos por M = méx{M;, Ma}. Como existe f},(c) e, ademais,

;oon e fu(@) = fu(e)
fu(c) _}UILI}:T’
existe > 0 tal quese 0 < |z — ¢| <, entdn
far () = fau(c)
r—c

3
Usando (3.10), (3.11) e (3.12) obtemos que se 0 < |z — ¢| < ¢, daquela

- fjw(c)‘ << (3.12)

‘f fle) ‘f fle)  fu(x) — fu(e)
r—cC Tr —cC xr—cC
fu(@) = fule)
'T = fu(e)
+ 1 fa(c) = g(0)]
€ € ¢
< g + g + g =g,
isto é, existe
Py = 1im T )
Como ¢ € (a,b) é arbitrario, f' = gen (a,b). O

Cuestion 6. Seguen a ser certas as conclusions do Teorema 6 se substituimos o inter-
valo limitado (a, b) por R?

— AV




Unidade 2
didactica Sucesions e series funcionais

2. Series funcionais

Ao igual que pasaba coas series numéricas, as series funcionais definense a partir das
correspondentes sucesions. Entre as motivacions para o seu estudo, podemos citar
polo menos as duas seguintes:

= As series funcionais permiten aproximar unha funcién dada por outras que re-
sultan mais sinxelas & hora de realizar as operaciéns de integracién e derivacion,
como poden ser polinomios ou funciéns trigonométricas.

= As series funcionais poden verse como un instrumento para construir novas
funciéns.

Sexan A C Re f, : A — R, n € N. A partir da sucesion { f,, }en, construi-
mos unha nova sucesion funcional, {S,, },.cn, onde

Sp=fi+tfot - +fa, nel
Definicién 6. O par de sucesions ({ fy, }nen, {Sn Inen) denominase serie funcional e
oo
denotarase por Z fn- Asucesion {S, }.cn é a sucesidn de sumas parciais da serie.
n=1 -
Sexa f : A — R. Diremos que a serie Z fn converxe puntualmente a f en

n=1
A se a sucesidn de sumas parciais {S,, }nen € puntualmente converxente a f en A.
oo

Equivalentemente, se para cada x € A, a serie numérica E fn(x) é converxente a

n=1
f(z).
oo oo
Diremos que a serie E fn €absolutamente converxente en A se a serie E | fnl
n=1 n=1

é puntualmente converxente en A, é dicir, se para cada x € A a serie numérica

oo
E fn(x) é absolutamente converxente.
n=1

oo

A serie E fr dise condicionalmente converxente se é puntualmente conver-

n=1
xente, pero non é absolutamente converxente.
o0

Diremos que a serie E fn converxe uniformemente a f en A se a sucesion

n=1
de sumas parciais {.S;, } nen € uniformemente converxente a f en A.

Cuestion 7. Obviamente, tanto a converxencia absoluta como a uniforme implican
a converxencia puntual, mentres que é facil ver que o reciproco non é certo. Existe
relacién entre a converxencia absoluta e a converxencia uniforme?

O seguinte resultado é consecuencia inmediata do analogo para sucesion fun-
cionais.

— AV
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Teorema 7 (Condicion de Cauchy para a converxencia uniforme de series funcionais).
Sexan A C Re f, : A — R, n € N. Equivalen:

o0

a) Aserie E fn € uniformemente converxente en A.

n=1

p
b) Ve>0INeN|n>N,neN = |> fu(z)|<eVzeA VpeN.
k=1

Como resultado da condicién de Cauchy anterior, pode probarse a seguinte
condicion necesaria para a converxencia uniforme dunha serie funcional, que resulta
de grande utilidade practica.

Cuestion 8. Proba que se a serie funcional > f,, converxe uniformementeen A C R,
entdn a sucesion funcional { f,, } en converxe uniformemente en A 4 funcion identi-
camente nula.

E certo o reciproco?

A continuacién presentamos un resultado que proporciona unha condicion su-
ficiente para garantir tanto a converxencia uniforme como a converxencia absoluta
dunha serie funcional.

Teorema 8 (Criterio maiorante de Weierstrass). Sexan A C Re f,, : A >R, n € N.
Se existe unha sucesidn de niimeros reais non negativos, { M, } nen, tal que

a) paracadan € N, |f,(x)] < M, para todo x € A;

o0
b) a serie numérica g M,, é converxente;

n=1

oo

enton a serie funcional E fn converxe uniforme e absolutamente en A.

n=1

o0
Demostracion. Como Z M,, é converxente, polo criterio de Cauchy para series nu-
n=1
méricas, dado ¢ > 0 existe N € Ntalquesen > N, entén

p
ZMnJrk <e VpeN.
k=1

Por outro lado, temos que para calqueraz € A,

p p
an+k Z fn+k S Z n+k = ZMn—Q—k )
k=1 k=1
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oo

de onde se deduce que E fn cumpre a condicién de Cauchy para a converxencia

n=1
)

uniforme e, polo tanto, E fn converxe uniformemente en A.

n=1

o0 o0
Ademais, a serie E | | tamén cumpre a condicion de Cauchy, asi que E fn
n=1 n=1

converxe absolutamente. O

sen(n’z)

oo
Exemplo 11. A serie funcional E converxe absoluta e uniformemente en

2
n
n=1

oo
R. Unha maiorante numérica da serie funcional dada é a serie Z —, que é conver-
n=1 n
xente.
Como consecuencia dos resultados para sucesions funcionais, obtemos os se-
guintes sobre a transmisibilidade da continuidade, a derivabilidade e a integrabilidade
dos termos dunha serie funcional.

o0

Teorema 9. Sexan A C Re f,, : A — R, n € N. Se a serie Z fn converxe unifor-
n=1

memente a f en A e cada f,, é continua en xy € A, entdn f é continua en zy € A.

oo
Teorema10. Sexan f, : [a,b] — R, n € N. Se a serie Z fn converxe uniformemente

n=1
a f en [a,b] e f,, é Riemann-integrable en [a,b] para cada n € N, entdn f tamén é

Riemann-integrable en [a, b]. Ademais,

/ab flz)dz = i/ab fn(x)da.

Teorema 11. Sexan f, : (a,b) — R, n € N, funcidns derivables en (a, b) tales que

oo
a) Existe zo € (a,b) tal que a serie numérica Z fn(xo) converxe.
n=1
o0

b) Existe unha funcidn g tal que Z 1}, converxe uniformemente a g en (a, b).

n=1
Enton,

oo

1) Existe unha funcién f tal que a serie Z fn converxe uniformemente a f en
n=1
(a,b).

i1) f é derivable en (a,b) e, ademais, f'(x) = g(z) para todo x € (a,b).

— AV
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2.1. Series de potencias

Agora centrdmonos nun caso particular de series funcionais especialmente relevan-
tes: as series de potencias.

Definicion 7. Unha serie de potencias de centro 2y € R é unha serie funcional da

forma fy + Z fn,onde fo, fr : R — R son funciéns definidas como

n=1
fo(z) = ao, Jn(x) = an(z — 20)",

para certos nimeros reais ag € a,,, n € N.
A sucesién de nimeros reais {ay, },>0 denominase sucesion dos coeficientes
da serie de potencias e o coeficiente ag chamase termo independente da serie.
o0

Usaremos a notacion E an(x — )™ para referirnos 4 serie funcional ante-

A n=0
rior.
o0
A cada serie de potencias, E an(x — x0)", asociarémoslle un valor R €
n=0

[0, 4+00) U {+00} denominado raio de converxencia da serie, que se define como
1 —1
R=—-= <limsup V4 |an|) .
A n—oo

A expresidon anterior cofiécese como Férmula de Cauchy-Hadamard para o raio de
converxencia e sobreentenderaseque R =0se A = +ooe R = +ocose A = 0.
O intervalo aberto (z9 — R, zo + R) denominase intervalo de converxencia da

serie.
oo
Teorema 12. Sexa E an(x — )" unha serie de potencias de centro o € R e sexa
n=0

R € [0,400) U {+0o0} 0 seu raio de converxencia. Entdn,
i) Se R = 0, a serie converxe unicamente no punto x.

1) Se0 < R < 400, a serie converxe absolutamente no intervalo (zo— R, xo+ R)
e diverxe no conxunto {z € R : |z — x¢| > R}.

ii1) Se R = +o0, a serie converxe absolutamente en R.

Ademais, a serie converxe uniformemente en cada subconxunto compacto do interva-
lo de converxencia.

Demostracion. Polo criterio da raiz, para cada = € R a serie numérica

o0
Z an(x — )"
n=0
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converxe absolutamente se

limsup {/|a,||z —zo|" <1
n—oo

limsup {/|an| |z — zo|™ > 1.
n—oo

Se R = 0, é dicir, se A = limsup {/|a,| = +00, entén

n—oo

0 ser =<
limsup y/|an| |z — zo|" = ’ 0

n— 00 +00, sex 7é Zo,

e diverxe se

asi que a serie numérica é diverxente para calquera x # x.

Se R = 400, isto é, se A = limsup {/|a,| = 0, entdn
n— o0

limsup {/|an| |z — zo|" = |z — zo|limsup /]a,| =0 <1 Vz eR,
n—oo n—0o00

oo
asi que a serie numérica E an(x — x9)", x € R, converxe absolutamente.

n=0
Finalmente, se 0 < R < +o0, temos que

lim sup /|an||x — 20| = |z — 20| limsup {/|a,| < 1
n— oo

n—oo

se, e so se,

1
|x—x0|<X—R.

Polo tanto, a serie converxe absolutamente en (zo — R, ¢+ R) e diverxe no conxunto
R\ [z — R,x0 + R).

Para probar que a converxencia é uniforme en cada subconxunto compacto do
intervalo de converxencia usaremos o criterio maiorante de Weierstrass.

Sexa K un conxunto compacto contido en (xg — R, zg + R) e definamos a
aplicacién continua i : K — R dada por

h(z) = |z — xo] .

Ao ser K compacto, h acada os seus valores maximo e minimo absolutos en K, asi
que existe p € K tal que

M) = |z — 2ol <h(p) =|p—m0| VzeK.
Polo tanto, paracadan € N,

|an| |z — z0]" < lan||p — zol" Vze K.
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o0
Ademais, comop € K C (z9 — R,z + R), a serie numérica E lan||p — zo|" &
n=0
converxente. O criterio maiorante de Weierstrass permite concluir entén que a serie
de potencias converxe uniformemente en K. O

Observacion 3. Se 0 < R < 400, o comportamento da serie nos puntos extremos
do intervalo de converxencia (zo — R, z¢ + R) depende dos coeficientes da serie
considerada.

oo o0
As series de potencias E z", E E — tefien raio de converxencia
n=0 n=1 n=1 n
R = 1, asi que o seu intervalo de converxencia é ( 1,1). Porén, as tres series con-
verxen puntualmente en conxuntos distintos: (—1,1), [-1,1) e [—1, 1], respectiva-

mente.
Se denotamos por C' ao campo de converxencia puntual da serie, isto &, o
conxunto de puntos nos que a serie converxe puntualmente, tense que

(.’L’O — R, xo +R) cCcC [.’EO — R, xg +R]
Observacion 4. En xeral non se podera garantir que a serie de potencias converxa
o0
uniformemente en todo o intervalo de converxencia. Por exemplo, a serie E z" non

n=0
converxe uniformemente en (—1,1).

Observacion 5. Para calquera sucesion {a,, } nen de termos non nulos tense que

P An+1 s r . n ; An+1
liminf || < lim inf |an| < limsup ¥/|ay,| < lim sup nt ,
n—oo Qn, n—o0 n—00 n—00 n
asi que se
. Gp41
lim | = X € [0, +00) U {400},
n—oo an

enton

lim Y/|a,| =

n—oo

Polo tanto, se os coeficientes dunha serie de potencias son non nulos e

Ap+1
Gnp

lim

n—oo

=\ € [0,400) U {+o0},

podemos calcular dun xeito alternativo o raio de converxencia da serie como

R = lim

n—o0

an+1

Obsérvese tamén que o centro x( da serie de potencias non xoga un papel
relevante & hora de estudar o seu intervalo de converxencia, polo que non sera res-
trictivo traballar con series de potencias centradas na orixe.

— AV




Unidade 2
didactica Sucesions e series funcionais

Ademais, é oportuno mencionar que as series de potencias converxentes nun
Unico punto non seran de interese e denominaranse series de potencias dexeneradas.
A converxencia uniforme das series de potencias non dexeneradas nos sub-
conxuntos compactos dos seus intervalos de converxencia permite concluir que as
funcions definidas por estas series son moi regulares, como veremos nos resultados

gue seguen.
[ee]
Teorema 13. Sexan E an(x — o)™ unha serie de potencias con intervalo de conver-
n=0

xencia (xo — R,zo + R) e f : (xo — R, o + R) — R a funcién suma
f(z) = Z an(x — xo)™.
n=0

Entdn f € unha funcién continua en (xg — R, zo + R).

Demostracidn. SexaT € (xg — R, zo + R) arbitrario, vexamos que f é continuaenT.
Obsérvese que existe un intervalo compacto, Kz, talque T € Kz C (xo— R, 20+ R).

Como os termos da serie funcional, f,,(z) = a,(x — x)"™, son funciéns conti-
nuas en Kz e a serie de potencias converxe uniformemente en Kz, obtemos en base
ao Teorema 9 que a funcion suma, f, é continua en Kz (e, en particular, en z). O

oo
Teorema 14. Sexan Z an (x — )" unha serie de potencias con intervalo de conver-

n=0
xencia (xo — R,zo + R) e f : (xo — R, o + R) — R a funcién suma

f(z) = Z an(x — xo)™.
n=0

Sea,b € (xog — R, 29 + R), entén

b oo b oo
f(z)dx = an(x —xo)" dx = an (b— )" — (a — x0)"T].
[ e =32 [t i =32 [ o)

Demostracion. O resultado séguese de xeito inmediato a partir do Teorema 10 ao ser
os termos da serie funcional, f,,(x) = a,(z —xo)™, funciéns Riemann-integrables en
[a, b] e a converxencia da serie uniforme no intervalo compacto [a, b]. O

Cuestion 9. Proba que a serie de potencias obtida derivando termo a termo unha
serie de potencias non dexenerada ten o mesmo intervalo de converxencia ca serie
orixinal.

Se o raio de converxencia é finito, podemos garantir que as dias series tefien
o0 mesmo comportamento nos extremos do intervalo de converxencia?

— AV
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oo

Teorema 15. Sexan E an(x — x0)™ unha serie de potencias con intervalo de conver-

n=0
xencia (xg — R,z0 + R) e f : (x0 — R,x0 + R) — R a sta funcién suma. Entcn
fec>((xo— R,zo + R)) e, ademais, para cada k € N, climprese que

oo

(z) = Z nn—1)---(n—k+1)a,(x —z0)" " Vz e (xg— R,z0+ R).
n=~k
(3.13)
Demostracidn. Primeiro, vexamos que f é derivable en (xg — R, 2o + R) e
fl(x) = Z nan(x —0)" Vz € (g — R,z0 + R). (3.14)
n=1

SexaT € (xo— R, zo+ R) arbitrarioe s > Otalque [T—s,Z+s] C (zo—R,z0+R).

Obsérvese que a serie E Qn, (x—xo)" converxe puntualmente no intervalo (E—s, T+
n=0

s) e a serie das derivadas,
o0
E nap(x — x0)" 1,
n=1

gue ten o mesmo raio de converxencia, converxe uniformemente no intervalo com-
pacto [T — s,T + s| contido en (zg — R, z¢ + R). Polo tanto, o Teorema 11 implica
que f éderivableen e

F(@) = nan(@—z)" .

Como 7 foi tomado arbitrariamente, f é derivable en (xg — R, 29 + R) e cimprese
(3.14).

Repetindo o proceso, pode probarse usando o método de inducién que a fun-
cion f é infinitamente derivable en (zo — R, zo + R) e cimprese (3.13). O

Corolario 1. Nas hipdteses do teorema anterior, temos que

k) (g
ap = f(zg), ar= % (k e N).
Demostracidn. Polo resultado anterior, f € C*°((z9p — R,z0 + R)) e
(x) = Z nn—1)--(n—k+1)an(x — )" " Va € (zo— R,z0 + R).
n=~k

Tomando x = x( na igualdade anterior obtemos que
P x0) =k(k—1)-(k—k+1)ar =klar (k€N)
€apg = f(ZE()) O
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Polo tanto, se f é a funcion definida pola serie de potencias non dexenerada

o0
E an(x — x9)", no seu intervalo de converxencia a serie ten que ser
n=0

En base a isto obtemos o seguinte resultado.

Teorema16. Sexan f : (xg—R,z9+R) — R(conzg € ReR > O)eZan(x—xo)n

n=0
e Z by (xz — xo)" series de potencias tales que
n=0
(oo} (oo}
f(a:):Zan(x—mg)nzz:bn(x—xo)" Vz e (zg — R,z0 + R).
n=0 n=0

Entdn a,, = b,, para todon € N.

2.2. Series de Taylor e funciéns analiticas

Se unha serie de potencias define unha funcién f no seu intervalo de converxencia
(xo — R, o + R), entdn dedlcese que f € C*((xg — R, zo + R)) e a serie é

O )
> L,xo)(w —x0)". (3.15)
n.
n=0
Por outro lado, se f : (a,b) = R, f € C*((a,b)), e xy € (a,b) ten sentido

considerar a serie de potencias (3.15).

Definicion 8. Sexa f : (a,b) — R unha funcién de clase C*>°((a, b)) e zy € (a,b). A

serie

0 n

} :f )(xo)(m—x )n

n! 0

n=0
enominase serie de Taylor da funcidon f centrada en xq. Se xg = 0, a serie anterio
d a de Taylor da f trada 0-Sexg =0, aser terior
cofécese como serie de MclLaurin.

Unha cuestion que nos debemos formular é se nalgunha vecifianza de z é
valida a igualdade

©  rn) o
n=0

é dicir, se a serie de Taylor representa a f nunha vecifianza de x(. En xeral, a resposta
€ negativa, como amosa o seguinte exemplo.

— AV
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Exemplo 12. Consideremos a funcion f : R — R dada por

,/m2
f(:v)z{ (e) 7 sl

s sex =0.

Cumpre que f”) (0) = O paratodo n € N, asi que a suia serie de McLaurin representa
a funcion identicamente nula. Porén f é distintade O en R \ {0}.

Ser > 0ef € C>®((xg — r,xo + 1)), polo Teorema de Taylor, para cada
x € (xg —r,xo + 1), T # To, e cadan € N, existe un punto c entre x e z tal que

k)
Z > (o) ”’0 — z0)" + %f”)(c)(x — zo)". (3.16)

Polo tanto, unha condicion necesaria e suficiente para que a serie de Taylor converxa
aféque

lim —f )(e)(z — x0)™ = 0.

n—oco N

Teorema 17. Sexan I C Runintervalo, f : I = R, f € C>(I) ez € I. Se existen
r > 0e M > 0 tales que para cada n € N,

f”)(x)‘SM" Vo e (xg—rao+r)NI,

enton para cada x € (xg — 1, z¢ + r) N I temos que

X ) Lo
fo) =3 20 oy

|
foprt n!

Demostracidn. Para cada z € (xg — r,x0 + r) N [ e cadan € N, polo Teorema
de Taylor temos (3.16) e por hipétese |f”)(c)| < M™. Por outro lado, para calquera
n

A € R cumprese que lim — = 0, asi que do anterior obtemos que
n—oo nl!

1im —f”’( )(@ — @)™ =0,

n—oo ’n,

e polo tanto que a serie de Taylor converxe a f(x). O

Non tddalas funcions de clase C*° poden ser representadas mediante as stas
series de Taylor, o que motiva o seguinte concepto.

Definicién 9. Sexan I C R un intervalo aberto, g € I e f : I — R. Diremos que f
oo

é analitica en x se existen r > 0 e unha serie de potencias E an(x — x0)" tal que
n=0
o0

Z (z — o)™ Vo€ (xg—r,20+ 7).

Diremos que f é analitica en I se é analitica en cada punto de I.
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Cuestidén 10. Existe algunha funcién f que sexa analitica na orixe e tal que f(0) = 0
e f(0) = (n!)? paracadan € N?

Os resultados que seguen xustifican que a funciéon suma dunha serie de po-
tencias é unha funcién analitica.

o0

Teorema 18. Sexan E an, x" unha serie de potencias non dexenerada con intervalo

n=0
de converxencia (—R, R) e f : (—R, R) — R a funcién suma

(oo}
f(z) = Z an ™.
n=0
Entén para cada x¢ € (—R, R) existe r > 0 tal que
oo
f(x):an(x—mo)" Vo e (xg—rax0+7).
n=0
o0

Corolario 2. Sexa Z an x" unha serie de potencias non dexenerada con intervalo de

n=0
converxencia (—R, R). Enton a funcién suma f : (—R, R) — R,

f({E) = Zan x",
n=0

é analitica en (—R, R).

METODOLOXIA E ACTIVIDADES PROPOSTAS

O desenvolvemento da unidade didactica levarase a cabo por medio de tres tipos de
clases: expositivas, laboratorios e seminarios. Referirémonos as daas Gltimas como
clases interactivas. A continuacién detallamos a metodoloxia empregada segundo o
tipo de clase.

En xeral, para as clases expositivas empregarase a leccion maxistral, pero fo-
mentando a participacion activa por parte do alumnado durante o seu desenvolve-
mento. O docente presentarad os contidos tedricos da materia, que ilustrara con di-
versos exemplos, e suscitara cuestions para a discusiéon e afondamento por parte dos
estudantes.

Nas clases interactivas o docente servira de guia propofiéndolles aos estudan-
tes exercicios e/ou cuestions tedrico-practicas para a sta resolucion. Seran estes ul-
timos, coa sta participacion, os que leven o peso do desenvolvemento da clase. Nos
laboratorios (en grupos mais reducidos cos seminarios) procurarase que os estudan-
tes traballen dun xeito mais auténomo, corrixindo eles mesmos os exercicios. En oca-
sions, tamén se formaran grupos para a sta resolucién de xeito colaborativo. Nalgu-
nhas sesiéns de seminario, propofieranse tarefas que logo se recolleran e se teran en
conta na avaliacién continua da materia.

—— AV
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Finalmente, o alumnado dispoiera de titorias individualizadas para resolver
dubidas relacionadas coa materia ou para discutir cuestiéns concretas sobre algunha
tarefa proposta.

Para o desenvolvemento da metodoloxia anterior, empregaranse diferentes
actividades e exercicios. Algunhas cuestidns para a discusion co alumnado xa foron
integradas dentro da seccién relativa aos contidos basicos da materia. Outras, de ca-
racter mais practico e dirixidas as clases interactivas, poden atoparse no boletin de
exercicios do anexo final. Proporcionaranselles aos estudantes tanto os apuntamen-
tos cos contidos basicos coma boletins de exercicios para realizar na clase e, tamén,
para que poidan afianzar os contidos féra dela.

Para finalizar esta seccién, presentamos algunha das tarefas propostas para a
sUa resolucién na clase e valoradas na avaliacién continua.

Actividade 1
Proba o seguinte resultado:

Teorema. Supofamos que { f, }nen € {gn tnen son sucesions funcionais uniforme-
mente converxentes a f e g en A C R, respectivamente. Se cada f,, e cada g,, son
funciéns limitadas en A, entdn a sucesion {f,, - gn }nen converxe uniformemente a
f-genA.

Exercicio. Estuda se as seguintes afirmaciéns son certas ou falsas:

1. Sexa { fn }nen unha sucesion de funciéns uniformemente converxente a unha
funcién f nun conxunto A C R. Entén a sucesion { f2},,cn converxe uniforme-
mente a 2 en A.

2. Sexan { fy }nen unha sucesién de funciéns uniformemente converxente a unha
funcion f nun conxunto A C R e {\, },en unha sucesion de nimeros reais
converxente a A € R. Entén {\,, f,, }nen € unha sucesion uniformemente con-
verxenteen A a \f.

3. Supofiamos que { f,, }nen € {gn }nen son sucesions funcionais uniformemente
converxentes a f e g nun conxunto A C R, respectivamente. Sexan o, 5 € R,
entdn a sucesion {af,, + Bgn tnen converxe uniformemente a af + Bg en A.

Actividade 2

Exercicio. Sexa { f,, }nen Unha sucesion de funciéns continuas en [0, co) uniforme-
mente converxente a unha funcién f en [0, M] para calquera M > 0. Entén estuda
se as seguintes afirmacién son certas ou falsas:

1. Asucesion { fr, }nen converxe uniformemente a f en [0, c0).

2. Afuncién f é continua no intervalo [0, 00).
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Exercicio. Razoa se o seguinte enunciado é verdadeiro ou falso. Xustifica a resposta.

Sexan f, : [a,b] C R — R, n € N, tales que a sucesion funcional { f,, }nen
converxe puntualmente a certa funcion f en [a, b] e, ademais, a converxencia é uni-
forme en (a, b). Enton { f,, } nen converxe uniformemente a f en [a, b].

Actividade opcional

Proba o seguinte resultado usando os polinomios de Bernstein.

Teorema (Weierstrass). Sexa f : [a, b] — R unha funcién continua. Entén existe un-
ha sucesién funcional { f,, },en, onde cada funcién f,, € un polinomio, que converxe
uniformemente 4 funcién f en [a, ].

En relaciéon ao resultado anterior xustifica as seguintes cuestions:

1. A funcién exponencial f : R — R dada por f(z) = e® non é o limite uniforme
en R dunha sucesion de polinomios.

2. O teorema de aproximacién de Weierstrass deixa de ser certo se cambiamos o
intervalo pechado [a, b] por un intervalo aberto (a, ).

AVALIACION

Esta unidade didactica enmarcase dentro da materia Series funcionais e Integracion
de Riemann en varias variables reais e, polo tanto, a sGia avaliacién final non sera
especifica para ela, senén que estara integrada na propia da materia. Nela terase en
conta a avaliacion continua e mais un exame final. A avaliacién continua levarase a
cabo por medio de tarefas e/ou exercicios (individuais ou grupais), algunhas das cales
seran realizadas polos estudantes dentro da aula e outras féra da mesma. Tamén se
contempla a posibilidade de realizar unha proba parcial de caracter similar ao exame
final. Ademais, o docente propora actividades opcionais adicionais, que se ben non
seran precisas para acadar a maxima cualificaciéon na avaliaciéon continua, poderan
servir de motivacién para esa parte do alumnado con grandes inquietudes sobre a
materia a tratar. A modo de exemplo destas tarefas poden verse as actividades 1 e 2
e a actividade opcional da seccidn relativa a actividades propostas.

Para o computo da cualificacion final do alumnado (CF) empregarase a seguin-
te formula:

CF = max{0.4AC + 0.6 EF, EF},

sendo AC a nota de avaliacion continua e EF a nota do exame final. A stia vez a cuali-
ficacién da avaliacion continua repartirase do seguinte xeito:

= Tarefas realizadas na aula (50 %).
= Proba parcial (30 %).

= Actividades entregadas e realizadas fora da aula (20 %).
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Ao tratarse da segunda unidade didactica da materia, non esta previsto rea-
lizar unha avaliacién inicial para ela, pois o grao de adquisiciéon dos contidos e das
competencias por parte dos estudantes xa sera cofecido.

Con respecto 4 avaliacién procesual, levarase a cabo de forma continua duran-
te todo o periodo en que se imparta a unidade didactica, por medio da participacion
nas clases e dos resultados obtidos nas tarefas entregadas. O obxectivo sera reco-
ller informacion sobre as dificultades dos estudantes durante o proceso de ensino-
aprendizaxe e sobre o grao de adquisiciéon dos contidos, para poder adaptar en cada
momento a planificacion da unidade didactica, e da materia en xeral, 4 situacién real
do proceso educativo.
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ANEXO: BOLETIN DE EXERCICIOS

1. Estuda a converxencia puntual das seguintes sucesions funcionais { f,, } nen:

(@) ful) = T =+
S Ty (b) fule) =
(€) folz) =™ (d) fo(z) = 2nze ™",
_ sen(nx) B n’x
(e) falz) = Jn (f) fnl2) = (1 +n222)2’
Estuda a converxencia uniforme das sucesions anteriores nos conxuntos: 4; = (0, co)

e A2 = [0, 1]

2. Sexan A C Re f,,f : A — R, n € N. Proba que as seguintes afirmacions son
equivalentes:

a) Asucesion { f, }nen non converxe uniformemente a f en A.

b) Existen un nimero gy > 0, unha subsucesion {f,, }ren de {fn}nen € unha
sucesion {zy }ren de elementos de A tales que |f,,, (zx) — f(zk)| > €9 para
todo k € N.

3. Dada unha funcién f : R — R, proba que lim f(z) = L € Rse,esdse, a
xTr—r0o0
sucesion funcional { f,, }rnen, dada por f,,(z) = f(x + n), converxe uniformemente

a funcion constante igual a L en [0, +00).

4. Sexa f : [0, 1] — R unha funcién continua tal que f(1) = 0. Proba que a sucesion
{fn}nen definida por f,,(x) = =™ f(x) converxe uniformemente en [0, 1] & funci6n
identicamente nula.

5. Estuda a converxencia uniforme das seguintes sucesiéns funcionais nos conxuntos
Ay = [a,0) (onde a > 0) e A2 = (0, 1]:

e o
T 1+4na ®) Jul2) = (1+n222)Inn’

(@) fn(z)

6. Sexa { f, }nen unha sucesion de funcidns uniformemente converxente a unha fun-
cién f en A C R. Proba que se as funcidns f,, son continuas en A e {z,, },cn € unha
sucesion de puntos de A converxente a zg € A, entdn lim f,(x,) = f(xo).

n—oo

E suficiente con que a converxencia sexa puntual para que o resultado anterior
sexa certo?
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7. Sexan A C R, 29 € A’ e f, : A — R, n € N, tales que a sucesion {f,, tnen
converxe uniformemente a unha funcién f en A. Supoiiamos que, para cadan € N,
existe lim f,(x) = y,. Proba que a sucesion {y, } nen € converxente.

Tr—rxQ

8. Sexan A C R e { f,, } nen unha sucesion de funcidns uniformemente converxente
a f en A. Estuda a veracidade das seguintes afirmacions:

a) Se cada f, é lipschitziana en A, enton f é lipschitziana en A.

b) Se cada f, é K-lipschitziana en A para certa constante K > 0, enton f é K-
lipschitziana en A.

9. Proporciona un exemplo de sucesion funcional { f,, },en en C([0,1]) cumprindo
que || fn|l., < 1 paratodon € N e que non ten ningunha subsucesion uniforme-
mente converxente.

10. Estuda a converxencia puntual e uniforme das seguintes series funcionais:

>~ sen” () = " . >, sen(3"z)
(a) ;—ngﬁ : (b) ;—n(lJrnxg)- (c) nZ::l o

>, cos(na? = x? =22 +n

>, sen(nx = (—1)nt? - x
Y D L e

11. Dada a sucesion funcional { f,, }.en, onde f,,(z) = sen(x) cos™ ! (z),x € [~ /2, 7/2]:
a) Obtén a funcion suma da serie funcional | f,.

b) Estuda a converxencia uniforme da serie Y7 | f,, en cada intervalo [a, 7 /2],
con0 <a<7/2.

12. Dada a sucesion funcional { f,, }nen, onde fr,(z) = ne """, z € R:

a) Obtén o maior conxunto A onde a serie funcional >~ f,, converxe puntual-
mente.

b) Probaqueaserie >~ f, converxe uniformemente en cada conxunto [a, c0),
cona > 0.

¢) Se denotamos por f a funcion suma da serie > 7, f,,, obtén a integral

b
/f(x)da:, 0<a<b< +4o0.
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d) Obtén unha primitiva da funcién f e a propia funcion f.

13. Sexa f : R — R unha funcién derivable en R con |f'(x)| < 1 paratodo z € R.
Estuda a converxencia puntual e uniforme da serie Y~ | f (z/n?).

14. Obtén o intervalo de converxencia e o conxunto de puntos onde converxen as
seguintes series de potencias:

@ 3 EVE © S ntan.

n=0 (2n)! n=o " n=1
(d) Zln(n—i— 1)a™. (e) Z lnx(jz) (f) Z \/ﬁx:—n

= nl " > on—1 " O (=1)ngn
(0) 3 e 0 3 gy (i z_:lm

15. Calcula o intervalo de converxencia para as series de potencias

oo oo n

E nz" ! e g z".
n+1

n=1 n=1

Obtén unha expresion para a funcion suma das series anteriores e calcula o valor da

serie
o0
P
—2*(n+1)

16. Obtén a serie de Taylor das seguintes funciéns en 2y = 0:

(a) f(z)=In(1+ x). (b) f(x) = arctan(z). (c) flz) =1 +2?)~L

Estuda se as funcions anteriores son analiticas.
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