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1. PRESENTACION

Esta unidade didactica forma parte da programacién da materia obrigatoria
“Continuidade e derivabilidade de funciéns reais dunha variable real”, do primeiro
curso do Grao en Matematicas. Esta materia forma parte do Mddulo de Analise
Matematica nunha variable e impartese no primeiro curso da titulacion, cunha carga
de 6 créditos ECTS.

Os contidos desta materia son ferramentas esenciais para o desenvolvemento
do calculo, o cal xoga un papel importante en moitas areas diversas como poden ser
fisica, quimica, economia, enxefiaria ou informatica e, por suposto, nas matematicas.

Ademais, esta materia é fundamental para o desenvolvemento posterior do
calculo en varias variables, o cal tera lugar nas materias “Diferenciacion de funcidns
de varias variables reais” e “Series funcionais e integracién de Riemann en varias
variables reais” do segundo curso do Grao en Matematicas.

Nesta unidade didactica estidase o concepto de derivabilidade de funcidns
dunha variable real. Este concepto é familiar para os alumnos, que xa traballan con
derivadas nos estudos previos a universidade. Por este motivo, o obxectivo principal
da unidade non é tanto introducir conceptos novos, sendn dotalos do formalismo e
rigor matematico que precisa cofiecer o alumnado do Grao en Matematicas. Deste
xeito, amais dos contidos novos que se engadan aos xa cofecidos polo alumnado,
esta unidade contribuira ao desenvolvemento das capacidades de razoamento e de
formalizacién de demostraciéns matemadticas.

2. COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

Ademais de contribuir a acadar as competencias basicas, xerais e transversais
recollidas na Memoria do Titulo do Grao en Matematicas da Universidade de Santiago
de Compostela, nesta materia traballaranse as seguintes competencias especificas:
CE1 Comprender e utilizar a linguaxe matematica.
CE2 Cofiecer demostracions rigorosas dalguns teoremas clasicos en distintas
areas da Matematica.
CE3 Idear demostracions de resultados matematicos, formular conxecturas
e imaxinar estratexias para confirmalas ou refutalas.
CE4 |dentificarerrosenrazoamentosincorrectos, propofiendo demostraciéns
ou contraexemplos.
CE5 Asimilar a definicion dun novo obxecto matematico, relacionalo con
outros xa cofecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos.
CE6 Saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema,
distinguindoas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais.
CE9 Utilizar aplicacidns informaticas de andlise estatistico, calculo numérico
e simbdlico, visualizacion gréfica, optimizacion e software cientifico, en
xeral, para experimentar en Matematicas e resolver problemas.
Enuméranse a continuacion os obxectivos que se espera que os alumnos acaden ao
final da presente unidade didactica:
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e Comprender o concepto de derivabilidade dunha funcidn real de variable
real e ser quen de traballar con el de forma intuitiva, xeométrica e rigorosa.

e Formular problemas de optimizacién e aplicar os métodos estudados para
resolvelos.

e Cofecer demostracions rigorosas dalguns teoremas cldsicos relativos ao
calculo diferencial.

e |dear demostracions de resultados matematicos, formular conxecturas e
estratexias para confirmalas ou negalas.

e I|dentificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracidns
ou contraexemplos.

3. METODOLOXIA

Para levar a cabo o desenvolvemento desta unidade didactica seguirase unha
metodoloxia activa, coa que se procurara fomentar a participacion do alumnado.

O desenvolvemento da unidade levarase a cabo en tres tipos diferentes de
clases: expositivas, seminarios e laboratorios.

Nas clases expositivas o docente expora a parte tedrica da unidade,
combinando as leccidns maxistrais con outras nas que se fomentara a participacion
do alumnado. Procurarase ilustrar os contidos tedricos con exemplos, para facelos
mais comprensibles. Asemade proporanse cuestions para implicar aos estudantes
na sua discusion.

Os seminarios dedicaranse a resolucion de exercicios practicos e a discusion
entre o profesor e o alumnado de diversas cuestidons de caracter tedrico-practico.
Abordaranse alguns problemas e aspectos da materia non tratados nas clases
expositivas e analizaranse con detalle aquelas cuestions que adoitan resultar de
mais dificil comprension para o alumnado. A participacién activa do alumnado serd
fundamental nestas sesions.

Por ultimo, os laboratorios centraranse na resolucidn de exercicios por parte
do alumnado, procurando que nestas sesions os alumnos traballen de forma mais
autéonoma. Nalgunha das sesions de laboratorio proporase que os alumnos traballen
en pequenos grupos supervisados polo profesorado para tentar resolver problemas
mais complexos.

Ademais do anterior, o alumnado terd ao seu dispor sesions de titorias
individualizadas ou en grupos moi reducidos. Estas titorias teran un caracter
voluntario e serdn solicitadas ao profesor polo alumno cando este Ultimo desexe
tratar cuestiéns concretas ou resolver dubidas da materia.

4. CONTIDOS BASICOS

Introduciranse a continuacion os contidos basicos a desenvolver na presente unidade
didactica.
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4.1. O concepto de derivada

Dedicaremos esta seccion a definir o concepto de derivada dunha funcién real de
variable real.
Definicién 1. Sexa f: A C R — Rexp € A un punto de acumulacién de A. Dise
que f é derivable en xg se existe e é un ndmero real o seguinte limite:

o @) = flao)

T—x0 T — X0
Cando f é derivable en xg, o valor do limite anterior recibe o nome de derivada de f
en x( e dendtase por [’ (o).
Definicién 2. Dise que unha funcién é derivable se o é en cada punto do seu dominio.
Observacion 1. E habitual empregar tamén o seguinte limite (equivalente ao da
Definicién 1) para definir a derivada da funcién f no punto Zg

Definicién 3.Sexa f: A C R — Runhafunciéne B C A o subconxunto de puntos
de A onde f é derivable. Definese a funcién derivada de f e denétase por f’ou f(1)
como a funcién que asigna a cada punto de B o valor da derivada de f en dito punto,
é dicir,
f*B—R
x— f(x).

Exemplo 1. A funcion f(x) =senz, x € R, é derivable no seu dominio, sendo a sta
funcién derivada f/(x) = cos x. En efecto, dado x¢ € R arbitrario tense que

, ., senx — sen g ; 2 T+ xq T — xg
fi(zo) = lim ——— = lim cos sen
T—T0 T — X0 T—TO T — X 2 2

) T+ 0\ sen (50) i T + x0
= lim cos — = lim cos = cos xg.
T—To T—To T—xTo 2

2

Considerando limites laterais pddense definir as derivadas laterais dunha funcion
nun punto.

Definicién 4. Sexa f: A CR — R e g € A un punto de acumulacién de
AN (—o0, xp). Dise que f é derivable pola esquerda en T se existe e € un nimero
real o seguinte limite:

o @) = f(ao)

T—=T T — X0
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Cando f é derivable pola esquerda en x, o valor do limite anterior recibe o
nome de derivada pola esquerda de f en xg e dendtase por - (z0).
Definicion 5. Sexa f: ACR —R e 29 € A un punto de acumulacién de
AN (xg,00). Dise que f é derivable pola dereita en 2 se existe e é un nimero real
o seguinte limite:

o F@) = fla)

m—)za' T — o

Cando f é derivable pola esquerda en z, o valor de limite anterior recibe o
nome de derivada pola esquerda de f en xg e dendtase por f; (z0).

Observacién 2. Non se deben confundir as derivadas laterais de f (f’ (z¢)e f', (20))

cos limites laterais da funcion derivadaen zg ( lim f/(z)e lim f/(x)).
TTy w—>w0+

Dos resultados xa vistos para limites deducese de forma directa o seguinte
resultado.
Corolario 1. Sexa f: A CR — R e zg€ A un punto de acumulacién de
AN (—o0,m0) e AN (g, 00). Entén existe ['(%0) se e s6 se existen f’ (x0) e
f—/‘,- (JUO) e son iguais.
Teorema 1. Sexa f: A C R — R. Se f é derivable en x(, entdn é continua neste

punto.
Demostracion. En efecto, tense que

T—T0 T—T0

f(ZE) : f(ZE()) (CL‘ _ xO))
T i)

lim f(x) = lim <f($0)—i—

= f(x0) + f'(z0) - 0 = f(0).

Observacion 3. O reciproco do teorema anterior non é certo. Un exemplo é a funcion
f(z) =]z| x € R, que é continua en todo punto pero non é derivable en 0.

4.2. Interpretacions do concepto de derivada
4.2.1. Interpretacién xeométrica do concepto de derivada

O concepto de derivada xorde de forma natural no proceso xeométrico do
calculo da recta tanxente a unha curva dada. Neste sentido, pédese definir a recta
tanxente a unha curva como a posicion limite das rectas secantes 4 curva para a cal
os puntos de corte coa curva se achegan ata coincidir.

Sexa pois f: A C R — R unha funcién e 2o € A un punto de acumulacién
de A. O noso obxectivo é estudar se a grafica da funcién f admite recta tanxente no
punto (o, f(20)), é dicir, se as rectas secantes 4 grafica de f pasando polos puntos
(zo, f(z0))e(x, f(x)), con z # x0, se achegan a unha posicién limite cando x se
aproxima a x.

— AV
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Convén aclarar neste momento que entendemos pola posicion limite das
rectas secantes dado que ainda non definimos “limites de rectas”. Neste caso,
posto que unha recta no plano queda totalmente determinada se cofiecemos a sua
pendente e un punto polo que pasa, podemos falar do limite das pendentes das
rectas secantes e considerar que se existe dito limite cando x tende a xg entén a
posicién limite das rectas secantes serd a recta que pase polo punto (zg, f(z¢)) e

tefla como pendente o limite das pendentes das rectas secantes.

Tal e como se pode ver na Figura 1, a recta secante a grafica de f pasando
polos puntos (zo, f(x0)) e (x, f(x)) ten pendente W, polo que existira
recta tanxente & gréfica de f en (x0, f(0)) se e s6 se existe o limite dos cocientes
incrementais, é dicir,

o £ = f0)

T—T0 Tr — X

e R.

Figura 1: Interpretacion xeométrica dos cocientes incrementais.

Se os cocientes incrementais tefien limite cando x tende a Z¢ entdn a posicion limite
das secantes, € dicir, a recta tanxente 4 grafica de f no punto (o, f(x0)) é a recta
de ecuacion
y = f(xo) +m (a — ),
sendo
f(@) = f(=o)

m = lim ———————=.
T—rTQ T — X0

Na Figura 2 represéntase a recta tanxente a gréfica da funcién no punto (xo, f(:c()))
xunto con varias rectas secantes pasando por ese punto. Tal e como se observa, a
medida que os puntos se aproximan a Z, as pendentes das correspondentes rectas
secantes (rectas azuis) aproximanse @ pendente da recta tanxente (pintada en cor
morada).

A Y
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Cabe comentar ademais que o feito de que na Figura 2 os puntos x que se
aproximan a X se atopen todos a dereita de x é algo circunstancial e que estes
puntos deben aproximarse a Zg tanto pola esquerda como pola dereita, sempre que
isto sexa posible.

Figura 2: Interpretacion xeométrica da recta tanxente.

4.2.2. Interpretacion fisica do concepto de derivada

Na definicion de derivada, o cociente

f(@) = f(zo)

T — X0

se denomina cociente incremental ou cociente de incrementos da funcién f no
punto Zo. Este cociente, tal e como xa vimos, é a pendente da recta secante a curva
y = f(z) pasando polos puntos (zo, f(x0))e(x, f(z)).

Desde un punto de vista fisico, podemos entender a funcién f como unha
relacidn establecida do seguinte modo: a cada valor  dunha determinada magnitude
(a variable independente) correspéndelle o valor f () dunha segunda magnitude (a
variable dependente). Neste caso, o cociente de incrementos

f(@) — f(=o)
T — X0

correspondese coa variacion media da variable dependente en [:1:0, :1:] NA (en
caso de que 9 < ) ou ben en [z, z9] N A (se © < x(). Noutras palabras,
o cociente de incrementos representa a variacién media da variable dependente
cando a variable independente se move entre g e x. Por exemplo, se a variable
independente fose o tempo e a variable dependente o espazo percorrido por un
mobil, o cociente de incrementos representaria a velocidade media a que se despraza
0 mobil durante un intervalo de tempo.

Seguindo con esta idea, posto que a derivada se define como o limite cando
x tende a x¢ do cociente dos incrementos, haberia que interpretar a derivada como
a variacion media da variable dependente nun intervalo arbitrariamente pequeno
ou, 0 que é 0 mesmo, como a variacion instantanea da variable dependente no
punto xo. No exemplo anterior, se a variable independente fose o tempo e a variable
dependente o espazo percorrido por un moébil, a derivada representaria a velocidade
instantanea 4 que se despraza o mobil nun certo instante de tempo.

—— AV
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Por este motivo, a derivada dunha funcién nun punto tamén se lle denomina
razén instantanea de cambio da funcién f no punto dado, dado que serve para medir
o cambio instantaneo da variable dependente con respecto a variable independente.

4.2.3. Interpretacion da derivada como forma de aproximacion lineal

Tal e como vimos, a derivabilidade da funcién f no punto xg equivale, por
definicién, & existencia dun numero real f’(z) tal que

T—To T — X9
Baixo esta hipdtese de derivabilidade, a igualdade anterior pode expresarse de forma
equivalente do seguinte modo

o (@) = S(0) = ['(a0) (@ = 20)

=0
T—T0 T — X0
ou, 0 que é 0 mesmo,
— I —
i 1) = (F@o) + f'(z0) (z — 20)) _
T—T0 T — X

Neste sentido, poderiase dar a seguinte definicion equivalente de derivabilidade.
Definicién 6. Sexa f: A C R — Rexp € A un punto de acumulacién de A. Dise
que f é derivable en xg se existe un nimero real m tal que

f(@) = (f(@o) + m (z — x0))

lim =0.
T—x0 T — X

En tal caso, ese valor real m recibe o nome de derivada de f en zg e denétase por
f'(z0).
Cabe observar entén que unha recta arbitraria pasando polo punto (o, f(20))
é a grafica da funcién
x €R — f(zo) +m(z — x0)

e que a recta tanxente a grafica de f no punto (xo, f(xo)) é precisamente a grafica
da funcién

z € R — f(z0) + f'(20) (x — o). (1)

Por este motivo, 4 vista do limite anterior, additase dicir que a recta tanxente a f en

T é, entre todas as rectas que pasan polo punto (o, f(x0)), a que mellor aproxima

a gréfica de f nas proximidades de deste punto ou, o que é o mesmo, que a funcién

(1) &, localmente, a mellor aproximacién lineal de f nunha vecifianza de .
Recordamos a continuacion a definicion e caracterizacién das aplicacidns

lineais en R.

Definicién 7. Unha aplicacién f: R — R é lineal se cumpre que

flax+By)=af(z)+Bf(y), Vo, BER, 7,y eR.
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Proposicién 1. Sexa f: R — R unha aplicacién. Son equivalentes:

(a) f é lineal.

(b) Existe un (unico) nimero real m tal que f(x) = m x para todo x € R.
Podemos reescribir entdn a Definicidn 6 nos seguintes termos.
Definicion 8. Sexa f: A C R — R e z¢p € A un punto de acumulacién de A. Dise
que f é derivable en xq se existe unha aplicacién lineal L: R — R tal que

Lo @) = (o) + L = 20))

T—x0 T — X

=0.

En tal caso, esa aplicacién lineal recibe o nome de aplicacién diferencial de f en xg
e denétase por df (z).
Observacion 4. Cando se define a derivabilidade en termos da definicion anterior, é
frecuente empregar o termo de “diferenciable” en lugar de “derivable”.

A caracterizacion das aplicaciéns lineais en R, asi como as diversas definicidons
de derivabilidade, fan evidente a relacién entre a aplicacion diferencial e a derivada
de f en x. Esta relacidn é a seguinte

df(z0): R — R
h+— df (x0)(h) = f'(z0) h.

4.3. Regras do calculo diferencial

Engddense nesta seccion diversas regras para o calculo de derivadas.
Proposicion 2. Sexan f, g: A — R duas funcions derivables nun punto o € ANA’
e A € R Cumprese que:

(a) f + g é derivable en xq e, ademais,

(f +9) (z0) = f'(z0) + ¢'(20)-
(b) \ f é derivable en o e, ademais,
(A f) (o) = A f' (o).
(c) f g é derivable en o e, ademais,
(f 9)'(x0) = f'(w0) g(wo) + f(z0) ¢ (x0)
(d) se (o) # 0, entdn gé derivable en T e, ademais,
! ! T To) — T ! X
(g) (20) = f'(o) g( ((;)(mojf)g 0) g'(20)
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Demostracion. (a) Deducese da propiedade de linealidade do limite:

(U +9)@) —(+9)0) _ . J() = [(z0)

r—xo x — X T—x0 T — X0

i 9@~ g(@0)
T—T0 T — X0

= f(w0) + ¢'(z0).

(b) Deducese da propiedade de linealidade do limite:

T—T0 T — X T—X0 T — g

= X f'(z0).

(c) Usando propiedades de limites tense o seguinte:

(f9)(@) = (f9)(z0) _ .~ [(x)g(z) = f(wo) g(xo)

(f9)'(w0) = lim

T—T0 xr — g T—T0 T — X0
_ i L@ 9(@) = f(@) g(wo) + f(2) g(wo) = f(o) g(o)
T—T0 T — o

lim f(z) g(x) — g(xo) f(z) = f(zo)

* g, 9(w0)

T—T0 T — X0 T — X0
= f(z0) g'(z0) + f'(20) g(x0).
(d) Usando propiedades de limites tense o seguinte:
(1) gy QOB -0 st
g T—To T — X T—x0o T — X TTo T — o
L f(z) g(xo) — f(zo) g(x)
N oyl G )
— m 1 (f(x) g(zo) — f(@o) g(z0) + f(x0) g(x0) — f(0) Q(I))
=550 9(x) (o) =
o 1 f(@) = flxo) 9(z) — g(z0)
o mlino}o g(z) g(zo) (g(xo) T — X f(@o) T — T >

_ ['(@o) g(wo) — f(ﬁo)gl(xo).
(9(x0))?

Teorema 2 (Regra da cadea). Sexan f: AC R —+ R e g: BCR — R tales que
f(A) C Besexaxg € AN A'talque f(xg) € BN B'.Se f é derivableenzpe g
é derivable en f(x) entdn g o f é derivable en e, ademais,

(g0 ) (z0) = g'(f(20)) f'(20)-

Demostracion. Denotemos Yo = f(xo)e sexa h: B — R afuncién definida por

— AV




Unidade 4
didactica Derivabilidade

9(¥)—3(yo)
h(y) _ Y—10 r Y 7& Yo,

/ —
g (yo), Y = Yo-
Como g é derivable en Yo, entén h é continua en Yo. Ademais, como f é continua en
xo, entén h o f é continua en x, é dicir,

lim (ho f)(z) = ¢ ().

T—T0

Da definicion de h obtemos a seguinte igualdade:
9(y) — g(yo) = h(y) (y —vo), y € B,

a cal se deduce da expresion de h para iy # Yo e cimprese trivialmente para ¥ = Yo.
Entdn, tomandox € A e y = f(x)tense que

(g0 f)(x) = (g0 f)(wo) = h(f(2)) (f(z) = f(z0))

e, consecuentemente,

i (= 0D i s F T = g ) £ o

O

Exemplo 2. Tendo en conta que COsZ = sen (x—i— %) podemos empregar a
regra da cadea para calcular a derivada da funcidon cosz. En particular, se
f(x) =x+Feg(y) =seny, tense que(g o f)(x) = cosze

(9o f) (@) = ¢ (f(2)) f'(x) = cos(f(x)) f'(x) = cos (x + 5)

=sen(z + ) = —senuz.

4.3.1. Derivacion da funcion inversa

Estudaremos nesta seccion a derivabilidade de funcidns que se poidan obter
como inversas de funcidns derivables, obtendo ademais expresiéns que relacionen a
derivada da funcién inversa coa derivada da funcién orixinal.

Teorema 3 (Derivada da funcién inversa). Sexa f: A C R — R unha funcion
invertible e vg € A N A’ tal queyo = f(z0) € (f(A)). Se f~1é continua en Yo,
[ é derivable en zq e, ademais, f'(xy)# 0, entén f —1 ¢ derivable en Yo e tense que

(f_1>/ (yo) = !

f(x0)




Unidade 4
didactica Derivabilidade

Demostracion. Sexa g: A — R a funcién dada por

T — I0
T —d@y T

g(l’) = 1
f/(xo) v

Como f é invertible, entdn é inxectiva, o cal permite asegurar que g esta ben

definida. Ademais, como f ¢ derivable en Zo e f’(x() # 0, enton existe o seguinte
limite

1 T — T _x 1 1

amao f(z) — f(zo) oo L@=F@) — f/(zg)

T—x0

z

e, por tanto, g é continua en .
Como f~1¢é continua en f(xg)e g é continuaen f~(f(z0)) = zq, enténa
composicién g o f 1 é continua en f(g) e tense que

lim (g0 ") () = (90 7) (f(@0)) = glwo) =

y—f (o)

f'(o)

Entdn, chegamos a que existe o seguinte limite

P S ) e S )
y—>1frgco) y — f(zo) y—1>f(:co) F(f~Yy) = f(=o) y—1>f(g:0)g (f (y))
; 1
- y—l>lfrgvo) ( ) W) = J(zo)’

polo que concluimos que f_1 é derivable en f(Zo)e

(1) (o)) =

f'(wo)

tal e como queriamos probar. O
En caso de que a funcidn estea definida nun intervalo, non é necesario

comprobar a hipétese de que a sula inversa sexa continua no punto. Deste modo,

temos o seguinte resultado.

Corolario 2. Sexal C Runintervaloe f: I — f(I)unha funcion bixectiva e continua.

Se f é derivable en xo € I e f'(x0) # 0enton f~1 é derivable en yo = f(x0) e

(F7) (o)) =

f'(x0)
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ou, 0 que é o mesmo,

v
f (o))

Exemplo 3. A funcién f(z) =e€% x €R, ten inversa f~1(y)=logy,
y > 0. Dado que f é derivable en R e f’(x) = €%, usando a regra de derivacién da
funcidn inversa tense que

1\ B 1 11
) 0= Frriyy) = e =y

(f_1>, (yo) =

Exemplo 4. A funcion f(z) = senz, x € (—%, %)ten inversa f~1(y) = arcsiny,
y€(-11)

Dado que f é derivable no seu dominio e f’(w) = cos x, empregando a regra
de derivacién da funcién inversa obtense que

() (U 1 1

f'(f~(y))  cos(arcsine) - /1 — sen? (arcsin e) - V1—y?'

onde usamos implicitamente que cos x > 0 posto que x € (—%, %)
Observacion 5. A hipdtese de que a derivada da funcién de partida sexa distinta de 0
no punto considerado é imprescindible para garantirmos que a funcidn inversa sexa

derivable no punto imaxe. Noutras palabras, dada unha funcién f: A C R — R

que sexa invertible, se existe un punto 9 € A no cal f é derivable e f'(xg) =0,
entoén f_l non é derivable en f(z). Isto pédese probar aplicando a regra da cadea
a seguinte igualdade

(Ftef) )@=z veea
En efecto, se f—lfose derivable en f(a?o) entdn teriase que
(f—l)/ (f(z0)) - f'(x0) =1,

o cal contradi que f'(zo)= 0.
Exemplo 5. Usaremos a observacién anterior para probar que as raices
n-ésimas non son derivables en 0. En efecto, sexan € N, n > 0 e supofiamos que
A =Rsenéimpare A = [0, 00)sen é par.

Afuncion f(z) = 2™, © € A é derivable en A con derivada

fl(z)=na™"t, zeA.

Ademais, f é invertible, sendo f~1(x) = ¥/z, x € A, asdainversa.
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Como f’(z) # 0 paratodox # 0, entén o Corolario 2 gardntenos que f~1é
derivable en todo punto distinto de ¢y = 0 e, ademais,

(r) @ ! .

SFF@)  a e PO

Por outra parte, como f’(O) =0, concluimos que f’1 non pode ser derivable no

punto f(0) = 0.

4.3.2. Derivacion logaritmica

En ocasidns, para calcular a derivada dunha funcién, resulta mais comodo
considerar a sia composicion coa funcidn logaritmo e derivar esta composicion, para
despois “despexar” a derivada da funcion, tal e como se ilustra a continuacion.

Consideremos f: A C R — R unha funcién derivable e tal que f(z)>0
paratodoz € A.
Enton, a funcién log o f é derivable en A e, usando a regra da cadea, tense que

e e
(logof) (z) f2)’ Ve e A

e, por tanto,

f'(@) = f(x) (logof)' (x).

Isto resulta especialmente Gtil para derivar funciéns da forma[f (2)]9(*), sendo f e g
funciéns derivables definidas nun mesmo conxunto A e f(z) > 0 para todo x € A.
Nestas condicidns, sexa

W) = [f@)}@, @€ A
Dado que
h(z) = [f(2)]9®) = @) log(F(@) - 5 ¢ 4,

deducese que h é derivable en A por ser composicién de funcidns derivables.
Consecuentemente, log oh tamén é derivable en A. Temos entén que

(logoh) (z) = g(x) log(f(x)), =€ A,
e, derivando en ambos os lados da ecuacidn, chegamos a que

W) 7()
fo) “E4

= ¢'(x)log(f(z)) + g(x)

h(z)
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Despexando /' () obtemos

W (z) = hio) (9'(2) og(f(2) + o)

F)

— ()19 (g () log(f(x o 1@
= @) (/@) oa( (@) + gla) 75 ).

Exemplo 6. Calculemos a derivada da funcién h(x) =2z" definida para
z € (0, 00). Coa notacién introducida anteriormente, f(x) = x e g(z) = x son
derivables en (0, co) e f(x) > Oen(0, co), polo que h é derivable en (0, o). Temos
entén que

log(h(x)) = z log(z), =z € (0,00),
de onde deducimos que

h'(x)
h(z)

1
= log(z) + x - = log(z)+1, =z € (0,00)

e, consecuentemente,

h'(z) = h(z) (log(z) + 1) = 2" (log(z) + 1), =z € (0, ).

4.3.3. Taboa de derivadas

Incluimos a continuacion unha lista coas derivadas das funcions elementais:

Funcién Derivada
f(z)=k keR f(x)=0
J(@) =", a€R\{0} |f/(x) = aao
f(x) =e” f'(x) = e
f(x) =a", a € R f'(z) =a” loga
f(x)=logz, a e R f/(a:):%
f@) =log,z, a e ®R* | [/(@) =y
f(z) =senz f(x) = cosx
f(z) =cosx f'(x) = —senx
f(z) =tanzx fl(@) =1+tan’z = L sec?z

cos? x

— AV
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Funcién Derivada
f(x) = arcsinx fl(x) = \/1;_—@
f(z) = arccosx fl(x) = \/%%2
f(z) = arctan x f(x) = I +1x2
f(z) =sinhz f'(x) = coshx
f(z) = coshz f'(x) = sinhz
f(x) = tanhx f/(x) = COSill2.T
f(z) = arcsinh x f(x) = :c++1
f(x) = arccoshz fl(z) = ﬁ
f(z) = arctanh x f(x) = 1 _1362

4.4. Comportamento local das funciéns derivables

Nesta seccidn veremos como a existencia e o signo da derivada dunha funcién nun
punto nos dan informacién acerca do comportamento da funcién nunha vecifianza
de dito punto.

Por simplicidade, no que segue consideraremos funciéns definidas nun
intervalo I da recta real.
Teorema 4. Sexan I C R un intervalo, f: I — R e o un punto interior de I tal que
f é derivable en x.

(a) Se f'(x0) >0, enton existe 6 > 0 tal que f(x) < f(xo) para todo
x €(xo—0,z0)e f(x) > f(xo)paratodox € (xo, zg + 0).

(b) Se f'(x0) <0, enton existe § >0 tal que f(x)> f(xo) para todo
x € (xo—0,z0)e f(x) < f(xo) para todo x € (xg, xo + 0).

Demostracion. Demostraremos o apartado (a), sendo (b) andlogo.
Se f'(xo) > 0, entdn existe § > 0 tal que

f(x) = f(=0)

Tr — X

>0, Vaxe&(xrg—90,x0+0), x# xop.
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Comox — xg < Oparaz € (xo9 — 0, o), necesariamente ten que ocorrer
que f(x)< f(wg) para x€(xg— 06, x0). Analogamente, f(x)>f(xo) para
x € (x0, Ty + 9).

Observacién 6. O resultado anterior dinos que a funcién f pasa de tomar valores
menores que f(xo) a tomar valores maiores que f(xg) (ou viceversa) nunha
vecifianza do punto X, segundo a derivada sexa positiva ou negativa en dito punto.

E fundamental observar que isto non quere dicir que a funcién f sexa crecente
ou decrecente nesta vecifianza. Por exemplo, a funcién dada por

X
0, =0,

Fa) = z + 222 sen <l> x #0,

ten derivada positiva en T9 = 0 xa que

gy —f0) . h+2h?sen(})
F10) = Jim === = Jim 7

3 1
=liml+2hsen|—) =1
h—0 h
pero non é estritamente crecente, nin decrecente, en ningunha vecifianza de 0, tal e

como se pode ver na Figura 3.

Figura 3: Exemplo de funcién non monétona con derivada positiva en £g=0.

0.05

-0.10 -0.05 0.05 0.10

-0.05




Unidade 4
didactica Derivabilidade

Como consecuencia do resultado anterior obtense unha condicién necesaria
para a existencia de extremos.
Definicién 9. Sexan I C Runintervalo, f: I — R exgun punto interior de I tal que
fé derivable en . Se f’(xg) =0, entén dise que x( é un punto critico de f.
Corolario 3. Sexan I C R un intervalo, f: I — R e xq un punto interior de I tal que
f é derivable en xo. Unha condicién necesaria para que f tefia un extremo en xg é
que T sexa un punto critico de f.
Observacion 7. A condicion dada no resultado anterior é necesaria pero non
suficiente. Un exemplo pédese ver na funcién f(z) = 3,z € R, que ten un punto
critico en 20 =0 (xa que f é derivable en R e f/(x) =322 se anula en 29 =0).
Porén g = 0 non é un extremo da funcién f.
Observacion 8. O resultado previo unicamente é valido para puntos interiores do
dominio nos cales a funcidn sexa derivable. Tendo isto en conta, & hora de buscar os
extremos dunha funcién definida nun intervalo teremos que estudar tres tipos de
puntos:
e Puntos interiores do intervalo nos que f sexa derivable e a derivada sexa 0
(puntos criticos).
¢ Puntos interiores do intervalo nos que f non sexa derivable.
e Extremos do intervalo.
Pédese adaptar o Teorema 4 para o caso no que a funcién non sexa derivable
no punto pero exista algunha das derivadas laterais.
Corolario 4. Sexan I C R un intervalo, f: I — R e xgun punto interior de I.
(a) Se f é derivable pola esquerda en xqg e f' (o) > 0, entdn existe § > 0
tal que f(x) < f(x0) para todo x € (xg — 6, z9).
(b) Se [ é derivable pola esquerda en xg e f' (1) <0, entdn existe 6 > 0
tal que f (x)>f (7o) para todo = € (x¢ — 6, x¢).
(c) Se f é derivable pola dereita en g e f' (xo) > 0, entdn existe § > 0
tal que f(x) > f(xo) para todo x € (xq, ¢ + 0).
(b) Se f é derivable pola dereita en xo e f' (xg) < 0, entdn existe 6 > 0
tal que f () < f(xo)para todo x € (xo, zo + J).
Outra consecuencia interesante do Teorema 4 é que a funcién derivada dunha
funcidén definida e derivable nun intervalo ten a propiedade de pasar de tomar un
valor a tomar outro alcanzando todos os valores intermedios.
Teorema 5 (dos valores intermedios para a derivada ou de Darboux). Sexa f

unha funcién derivable nun intervalo I. Se a, b € I, a < b e \ é un nimero

comprendido entre f'(a) e f'(b), enton existe polo menos un valor ¢ € (a, b) tal

que f'(c) = A

Demostracion. Supofiamos que f'(a) < A < f’(b), sendo o outro un caso analogo.
A funcion g(x) = f(x) — Az, definida en I, cumpre que ¢'(a)<0 e

g'(b)> 0. Como g é derivable en [a, b] (por selo f), entén é continua en [a, ] e,

A Y
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polo Teorema de Weierstrass, alcanza minimo absoluto en [a, b]. Como ¢’(a) < 0
e ¢'(b) >0, o Teorema 4 garante que o minimo non pode alcanzarse en @ nin en
b e, consecuentemente, debe alcanzarse nun punto intermedio ¢ € (a,b) no cal
g'(c¢) = 0. Consecuentemente, f’(c) = \.

Observacion 9. O resultado anterior permite afirmar, en particular, que se unha
funcién f é derivable nun intervalo I e a sta funcién derivada non se anula en ningln
punto, entén ou ben f/(x) > Oou f'(z) < 0 paratodox € I.

O teorema de Darboux pon tamén de manifesto o feito de que se unha

funcién é derivable nun intervalo entén a sua funcién derivada s6 pode presentar
descontinuidades esenciais, pero non de salto nin evitables, tal e como se probara a
continuacion.
Corolario 5. SexanI C Runintervaloe f: I — R.Se f é derivable en Ientdn a stua
funcidn derivada f' non presenta descontinuidades de salto nin evitables.
Demostracién. Supofiamos que f é derivable en I e presenta unha descon-
tinuidade nun puntoxg € I.

Se a descontinuidade é evitable, entdn existen

lim f'(z) =L €R e f'(zg)= Lo,

T—rT0

sendo L.y # Lo. Supofiamos, en particular, que Ly — L1 = M > 0 (no caso de ser
Lo — L1 < 0o procedemento seria anédlogo). Por definicidn de limite, temos que se
tomamos € = % existe unha vecifianza reducida de g, (zo — 0, o + 6) \ {zo}
na cal | f/(z) — L1| < &L Tomemos agora un punto 1 € (g — &, 7). O teorema
de Darboux garante entén que f’ toma todos os valores entre f'(x1)e f/(x¢)= L2
no intervalo (z1, o). Non obstante, isto non pode ocorrer porque (z1, Zp)
C (zo — 0,20 +6) \ {xo}, polo que non existe ningtn punto en (x1, xo) no cal f!
tome ovalor L1 + %

Por outra banda, se a descontinuidade é de salto, entdn existen
lim+ () = Ly € R,

x—)xo

lim f'(z)=L1 eR e

T—rx0

sendo L1 # La. Supofiamos de novo que Lo — L1 = M > 0. Por definicion
de limite, temos que se tomamos € = %, existen §1, 99 > 0 tales que
|f'(z) — L1| < % para z € (v9—01,20) e |f/(x)—Lo| < % para
x € (wg, 19+ J2). Tomemos agora =1 € (z9—9d1, To)e x2 € (xo, To+ 02).

A Y
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O teorema de Darboux garante entén que f’ toma todos os valores entre
f'(z1) e f'(x2) no intervalo (z1, 2) o cal é imposible porque fl(x) < L1+ %
parax € (z1, zo)e f'(x) > Ly — 2 parax € (x0, 22).

O resultado previo permite xustificar por exemplo que a funcion dada por

x2, x <0,
flx) =

x, x>0,

non é derivable no punto g = 0 dado que a sta funcién derivada

f’(a?) _ {21‘, T <0,

1, x>0,

en caso de estar definida en zg = 0, presentaria unha descontinuidade de salto nese
punto.

Observacion 10. Pode ocorrer que unha funcidn sexa derivable nun intervalo e a sta
funcién derivada tefia descontinuidades (as cales, como consecuencia do corolario
previo, deben ser necesariamente esenciais). Un exemplo desta situacion tense coa
funcion f: R — R dada por

1

22 sen <—), x#0,
T

0, =0,

que é derivable no seu dominio e ten por funcién derivada

f(z) = 2z sen (%) — cos (%), x #0,
0, =0,

a cal presenta unha descontinuidade esencial no punto g = 0.

4.5. Teoremas de Rolle e do Valor Medio

Os resultados que se presentan a continuacion fan referencia a funcions derivables
non sé nun punto, sendn en todo un intervalo.

Teorema 6 (Rolle). Sexa f: [a, b] — R unha funcion continua en [a, b], derivable
en (a,b) e tal que f(a)=f(b). Enton existe un punto c € (a,b) tal que
f'(e) =0.

Demostracién. Como f é unha funcién continua definida nun compacto, o teorema
de Weierstrass garantenos que f alcanza maximo e minimo absolutos en [a, b}.

— AV
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Se 0 maximo e o minimo absoluto coinciden con f(a)= f(b), entén a funcion é
constante e f/(2)=0 para todo = € (a, b). En caso contrario, f terfa un extremo
absoluto nun punto interior x € (a, b) no cal, como consecuencia do Corolario 3,
teriase que f/(c) = 0. O
Observacion 11. Xeometricamente falando, a conclusién do teorema de Rolle é que
existe algun punto ¢ € (a, b) no cal a recta tanxente a curva y = f(x) é paralela ao
eixe x, tal e como se ve na Figura 4.

Figura 4: Interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.

Teorema 7 (do valor medio de Lagrange ou dos incrementos finitos). Se f:
[a, b] — R é unha funcién continua en [a, b] e derivable en (a, b), entdn existe un
punto ¢ € (a, b) tal que

f() = fla) = f'(c) (b—a).
Demostracion. Chega con aplicar o teorema de Rolle & funcion

g:la,b] — R

f(0) — f(a)

v g(a) = fa) - T2

(x — a).

O

Observacion 12. Xeometricamente falando, a conclusidon do teorema do valor
medio é que existe un punto da grafica da funcién y = f(x) no cal a recta
tanxente é paralela & recta que une os extremos da grafica, tal e como se pode
ver na Figura 5.
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Figura 5: Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio.

Noutros termos, o teorema do valor medio permite afirmar que a variacion media
da funcién f no intervalo [a, b] coincide coa variacién instantanea nalgun punto de
dito intervalo.

Observacion 13. As conclusions dos teoremas previos non son necesariamente certas
se as funciéns non estan definidas nun intervalo.

Cabe indicar tamén que os puntos cuxa existencia garanten os teoremas non
son necesariamente Unicos e non sempre poden calcularse explicitamente.

Por ultimo, imos enunciar o teorema do valor medio xeneralizado de Cauchy.
Teorema 8 (valor medio xeneralizado de Cauchy). Sexan f, g: [a,b] — R duas
funciéns continuas en [a, b] e derivables en (a, b). Enton existe un punto ¢ € (a, b)
tal que

(f(0) = f(a) g'(c) = (9(b) = g(a)) f'(c).
Demostracion. Chega con aplicar o teorema de Rolle & funcion
h:la, b)) — R
z— h(z) = (9(b) = g(a)) f(z) = (f(b) = f(a)) g(x).

4.5.1. Aplicacidns do teorema do valor medio

Presentamos de contado varios resultados que permiten obter conclusidns
acerca dunha funcién a partir de informacién sobre a sua funcién derivada f’.

Teorema 9. Sexan I C R un intervalo e f: I — R unha funcién continua en I e
derivable no interior de I. Cimprese que:
(a) Se f'(z) > Oen todo punto interior de I, entdn f é estritamente crecente
enl.
(b) Se f’(x) < 0 en todo punto interior de I, entén f é estritamente decre-
centeen I.
(c) f é crecente en I se, e s6 se, f'(x) > 0en todo punto interior de I.

— AV
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(d) f é decrecente en I se, e s6 se, f'(z) < 0en todo punto interior de I.
Demostracion. Sexan x, y € I dous puntos arbitrarios do dominio, con = <y.
Como f é continua en [z, y| e derivable en (my) entén, polo teorema do valor
medio, existe un punto ¢ € (x,y) tal que

fly) = flx) = f'(c) (y — ).

A partir desta relacion deducense de forma inmediata as afirmacidns (a) e (b)
do teorema, asi como as implicacidns cara 4 esquerda de (c) e (d).

Para probar as implicacions cara 4 dereita de (c) e (d) basta con observar que,
dado xg € I, cimprese que

fx) = f(zo)

T — X0

é sempre non negativo (respectivamente, non positivo) se f é crecente (respectiva-
mente, decrecente) polo que o seu limite cando x tende a &g tamén serd non negati-
vo (respectivamente, non positivo).
Observacion 14. Os reciprocos das duas primeiras afirmacidns non son certos xa que
unha funcién pode ser estritamente mondtona nun intervalo e ter derivada cero
nalgdn punto deste intervalo. Un exemplo ¢é a funcién f(x) = x>, que é derivable
en todos os puntos da recta real e estritamente crecente en R pero a sta derivada
anulase en xg = 0.

Outro resultado que se obtén como consecuencia inmediata do teorema do
valor medio é o seguinte.
Teorema 10. Sexan I C R un intervalo e f: I — R unha funcién continua en I
e derivable no interior de I. Se f'(x) = 0 en todo punto interior de I, entén f é
constante en 1.

Como consecuencia do teorema anterior, dedulcese o seguinte.
Corolario 6. Sexan I C R unintervaloe f, g: I — R duas funcidns continuas en
I e derivables no interior de 1. Se f e g tefien a mesma funcién derivada, entén as
duas funciéns diferéncianse nunha constante, é dicir, existe unha constante k € R tal
que f(x)=g(z) + k para todox € 1.

O seguinte resultado da unha condicién suficiente para que unha funcién sexa
derivable nun punto. .
Teorema 11. Sexan I C R un intervalo, xg € I e f: I — R unha funcién derivable
nunha vecifianza reducida de xo. Se f é continua en xq e existe 11m f’ ( ) =1,
entén f é derivable en xq e cimprese que f (1‘0) L. o
Demostracién. Por definicién de derivada tense que f sera derivable en zg se e s6 se

existe o limite

Y f(zo+h) — f(zo)

R.
h—0 h <
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Por hipétese tense que para h >0 suficientemente pequeno f é continua en
[0, To+h] e derivable en ¢}, € (x0, xo+ h). Entdn, polo teorema do valor medio,
existe un valor ¢j, € (x, o+ h) tal que

f(xo+h) — f(xo) = f'(cp) h.

Resulta evidente que cando h tende a 0, o valor ¢, tende a x(, de onde se
deduce que

! — 1/
f(@o) JHm

Tr—xTQ

O
Observacidn 15. E importante observar que o resultado anterior non sé afirma que a

funcién f é derivable en 2, senén que a funcién derivada f’ é continua neste punto.
Observacién 16. O resultado anterior non é valido se a funcién f non é continua no
punto Xo. E dicir, a existencia do xli)ngo f'(x) non implica a derivabilidade de f no
punto xg. Un exemplo desta situacion ocorre coa seguinte funcién

2 3

—z°, <1,
fl@) =43

x2, x> 1.

A funcién f é derivable en R \ {1}, con funcién derivada f’: R\ {1} — R dada

por
, 2, x<l1,
fl(z) =

2$2, x> 1.

Notese que neste caso

lim f'(z) = lim f'(z) =2,

T—1— r—1t

é dicir, existe lim1 f'(x) = 2. Non obstante, f non é derivable en xy = 1 por non
T—r

ser continua neste punto.
Por ultimo, dase a continuacién unha condicién suficiente para que unha
funcién derivable sexa uniformemente continua nun intervalo.

Teorema 12. Sexan I C R un intervalo e f:I — R unha funcién continua en
I e derivable no interior de I. Se a funcion derivada de f estd limitada (é dicir, se
existe unha constante k > 0 tal que | f'(x)| < k para todo o x € I) entén f é

uniformemente continua en I. .
Demostracion. Sexa k > Otal que|f’(z)| < k paratodoz € I.
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Sexanx, y € I dous puntos arbitrarios e supofiamos que y < x.Como f é
continua en [z, ] e derivable en (z, y) entén, polo teorema dos valores intermedios,
existe un valor ¢ € (z, y)tal que

[f(@) = f)l <kle—y

, Vx,yel

Como consecuencia, deducese que
@)= fWl <kle—yl, Vo, yel,

é dicir, f é lipschitziana en I e, por tanto, uniformemente continua en I.

4.6. Regra de L'Hopital

Teorema 13 (Regra de ’Hopital). Sexan f e g duas funciéns derivables nun intervalo
(a,b), con—00 < a < b < oo, tales que
(a) ¢’ (x) # Opara todo x € (a, b),
(b) lim f(z)= lim g(xz)=0ouben lim f(x)= lim g(x)= +oo.
r—at r—at

z—at z—at
Se existe lim £%) = LR (respectivamente, se lim f /(m)::l:oo) entdn existe
ssat 9(2) 7 et 9@ ’
m L&) — - IR €O
xligh 9(z) =L € R (respetivamente, zll>r(r11+ o) = +o00).
Demostracién. Probaremos o caso no que
!
x
lim f(z)= lim g(x)=0 e lim lim () =LeR
z—a™t z—at z—a’t g’(x)

Nestas condiciéns, as funcions F, G': [a, b) — R dadas por

0, T =a, 0, T = a,
F(:E)_{f(:v), re(ab), G(m)_{g(:c), z € (a,b),

son continuas en [, b) e derivables en (a, b). Aplicando o teorema do valor medio
xeneralizado, para cada x € (a, b) podemos garantir a existencia dun punto
¢z € (a,x)paraocal

(G(z) = G(a) F'(cz) = (F(z) = F(a)) G'(cz),
é dicir,
9(x) f'(ex) = f(2) g'(ca)-

Como ¢'(z) # 0 para todo = € (a,b), enton tamén se ten que g(x) # 0 para
x € (a,b). Enefecto, se existise algiin g € (a, b) parao que g(zo) = G(x0) = 0,

— AV
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entén aplicando o teorema de Rolle & funcién (G, concluiriamos a existencia dalgin
puntod € (a,xo)tal que G'(d) = ¢'(d) = 0, o cal non é posible.
Entén, como ¢'(z) # 0 e g(x) # 0 para x € (a, b), a igualdade anterior
podese reescribir como
f@) _ fle)

9(x)  g'(ca)
Finalmente, basta observar que como ¢, € (a, ) entén cando z — a™ tense que
cx —ate polo tanto que

f(z) . flex)

lim —— = lim =
z—at g ib') z—at g’(cz)

O
Observacion 17.
(a) Pédese enunciar un resultado analogo para o limite en b pola esquerda.
(b) Combinando as afirmaciéns para os limites laterais pddese obter tamén o
mesmo resultado para limites ordinarios. E dicir, se se quere empregar a
regra de L’Hopital para calcular un limite nun punto Zg € (a, b), haberia

que pedir que f e g fosen derivables e g’(x) # 0 nos intervalos (a, x¢) e

(0, b)-
(c) A regra de L'Hopital proporciona unha condicidon suficiente para a
existencia do limite lim % Esta condicidn non é necesaria, é dicir, a
rz—at
existencia de xlggr i}i(_; non implica a de gclg(rlgr f,,g; Por tanto, en caso

de que se cumpran as hipdteses para utilizar a regra de L'Hopital pero

f'(x)

non exista o limite do cociente das derivadas( lim T) non podemos
x—)a

concluir que a funcién g non tefia limite neste punto.
f=)

(d) Se ao aplicar a regra de ’Hépital a lim se chega a que lim (2)
z—at g( ) —at J

+oo
Foo

novo limite, as hipdteses da regra de L'Hopltal, enton podese aplicar de

volve a ser unha indeterminacion do tlpo ou == e cumprense, para este

;o L L ; " (x)
novo esta regra e o limite orixinal serd igual 1im 7 (x)» €N caso de que
z—at 9%

este limite exista. En xeral, a regra de L'HoOpital pode aplicarse tantas veces
como sexa necesario, sempre que se satisfagan os requisitos necesarios
cada vez que se aplique.
(e) As indeterminaciéns da forma oo — 0o ou 0 - 0o pddense reducir &s
anteriores mediante as identidades
1 1
f(x) — gla) = L2010
f(@) g(x)
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(f) As indeterminaciéns da forma oc?, 00 e 1°° transférmanse respectiva-
menteen0 - 00,0 - (—00)e oo - 0 usando a igualdade

f($)g(w) — (@) log f(z)

5. ACTIVIDADES PROPOSTAS

Proporase ao alumnado a resolucién de diversas cuestions e exercicios, que deberan
ser resoltos de xeito individual ou en grupos reducidos. Incliense a continuacion
algunhas propostas de exercicios:

Exercicio 1. Proba que se f é unha funcién derivable nun punto zy € R, entén

I f(zo+ah)— f(xo— Bh)
h—0 h

= (a+B) f'(z0).

Exercicio 2. Usa o teorema do valor medio para probar que Ls—ia: < log(l —i—x) <z
para todo x > 0.
Exercicio 3. Sexana, b, ¢ € Re f:[—1, 1] — R a funcién definida como

fa) ar’+bx+e —-1<z<0,
xTr) =
—2? 4+ 1, O<ax<1.
(a) Para que valores de a, be cé f uniformemente continuaen[—1, 1J?

(b) Para que valores de a, be cé f derivable en(—1, 1)?

(c) Para que valores de a, b e ¢ ten f un méaximo relativo no punto £g =0?
E un minimo relativo?

6. AVALIACION

Posto que esta é a cuarta unidade didactica da materia, non se prevé realizar unha
avaliacion inicial.

A avaliacién procesual levarase a cabo ao longo de toda a unidade, tomando
nota da participacién do alumnado no desenvolvemento das sesidns.

A avaliacidn final realizarase mediante a avaliacién continua da materia e
o exame final da mesma. Como parte da avaliaciéon continua o alumnado debera
resolver exercicios e tarefas propostos polo profesorado, asi como realizar unha
proba parcial de caracter similar ao exame final. Por outra banda, no exame final,

— AV
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correspondente a toda a materia, o alumnado debera resolver diversas preguntas de
teoria, cuestidns de cardacter tedrico-practico e exercicios.
A nota final do alumnado (NF) obterase empregando a seguinte férmula:

NF = méx{0,4 AC + 0,6 EF, EF},

sendo AC a nota de avaliacion continua e EF a nota do exame final.
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