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PRESENTACION

Esta Unidade Didactica (UD) forma parte da materia Ecuacions Diferenciais Ordinarias
(EDO) que se imparte no primeiro semestre do terceiro curso do Grao en Matematicas
e no primeiro semestre do cuarto curso do Dobre Grao en Matematicas e Fisica e do
Dobre Grao en Enxefiaria Informdtica e Matematicas.

A materia estd incluida no moédulo de Ecuacions Diferenciais, precedida pola
materia Introducién as Ecuacidns Diferencias Ordinarias.

O estudo das EDO pasou por tres etapas ben diferenciadas que se poden re-
sumir en:

1. Intentar obter de forma explicita as soluciéns da EDO.

2. Abordar a cuestion da existencia de soluciéns das EDO por vias indirectas sen
pretender resolvelas explicitamente. Nesta etapa é fundamental cofiecer, entre
outras cousas, se existe solucién dunha EDO, se esta solucidn é unica e en que
intervalo existe esta solucién.

3. Estudar cualitativamente as EDO, obtendo, a partir da propia ecuacién, a ma-
xima informacién posible sobre as propiedades e comportamento de ditas so-
lucions: regularidade, acotacidn, converxencia, periodicidade, comportamento
de conxunto, etc. Isto é importante xa que en xeral non se poden obter explici-
tamente as soluciéns dunha EDO.

Na materia Introducidn as Ecuacidéns Diferenciais Ordinarias tratouse de dar
unha introducidn as etapas 1 e 2. Nesta materia, Ecuaciéns Diferenciais Ordinarias,
trataremos de iniciarnos na teoria cualitativa de EDO tanto dende o punto de vis-
ta tedrico como practico. Trataremos de pofier de manifesto o interese do estudo
cualitativo das EDO, motivando o estudo con modelos matematicos que xorden de
diferentes problemas en distintos campos.

Esta materia supon o primeiro contacto dos alumnos coa teoria cualitativa das
ecuacions diferenciais, polo que se tratara de mostrar as sas vantaxes e posibilida-
des.

Esta UD céntrase no estudo da estabilidade e estabilidade asintética dos pun-
tos de equilibrio para sistemas lineares en R™ asi como na analise dalgunhas das suas
aplicacidns.

A UD desenvolverase ao longo de 3 semanas, o que se corresponde con 3 se-
sidns expositivas, 3 de seminario e 3 de laboratorio.

OBXECTIVOS

De entre os obxectivos xerais da materia, nesta UD abordaranse os seguintes:
— introducir o alumnado no campo da teoria cualitativa das ecuacidns diferenciais
ordinarias, tanto dende o punto de vista tedrico como practico;

—— AV




Unidade 2
didactica Estabilidade de sistemas lineares

— poiier de manifesto o interese do estudo cualitativo das EDO pois permite de-
ducir o comportamento das solucidns, sen necesidade de resolver o sistema
estudado. Esta resolucidn pode ser moi custosa en sistemas lineares de dimen-
sién elevada, resultando imposible na maioria dos sistemas non lineares;

— abordar a estabilidade e inestabilidade dos puntos de equilibrio do sistema,
caracterizdndoa no caso linear

— motivar o estudo de modelos matematicos que xorden de diferentes problemas
en distintos campos cientificos;

— representar a evolucion das érbitas dos distintos sistemas usando programas
informaticos.

Os obxectivos especificos que se pretenden cubrir nesta UD son:

— comprender os conceptos de estabilidade e estabilidade asintdtica de puntos
de equilibrio de sistemas lineares;

— caracterizar a estabilidade en funcidn dos autovalores da matriz xacobiana;

— demostrar que a estabilidade e a estabilidade asintdtica se conserva por con-
xugacions topolodxicas;

— mostrar mediante distintas aplicacions a importancia dos conceptos de estabi-
lidade e estabilidade asintética.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

A metodoloxia docente prevista para esta UD inclie actividades presenciais e non
presenciais. As actividades presenciais realizaranse nas clases expositivas, de semi-
nario e de laboratorio. Nas clases expositivas exporanse os contidos tedricos que os
alumnos poden ter revisado previamente nesta unidade didactica e noutros mate-
riais que terdn dispofiibles. Nas clases de seminario formularanse e resolveranse al-
guns exemplos e exercicios que permitan aplicar os contidos tedricos, e resolveranse
as dubidas que formulen os estudantes. Estas mesmas tarefas abordaranse nas clases
de laboratorio, coa diferenza de que nestas nos apoiaremos no emprego de ferramen-
tas informaticas e que se requirird unha maior participacion por parte do alumnado.
As actividades non presenciais inclien a lectura e comprensién dos contidos tedricos
por parte dos alumnos, a realizacién dos exercicios e exemplos propostos e a elabo-
racion dun traballo en grupos de 4 ou 5 persoas, que sera transversal a todas as UD
da materia, e no que se pretende que se aplique a teoria a resolucién dun problema
da vida real elixido polo grupo.

Os recursos necesarios estaran a disposicion do alumnado nun equipo de Mi-
crosoft Teams. Nese equipo estaran dispoiiibles todos os documentos que poidan ser
necesarios no desenvolvemento da materia.

CONTIDOS

Nesta unidade didactica comezaremos introducindo os conceptos de estabilidade e
estabilidade asintdtica das singularidades dun sistema diferencial, ambos de grande
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importancia no estudo cualitativo destes sistemas. Centrarémonos despois no caso de
sistemas lineares en R™, para os que daremos unha caracterizacién da estabilidade
da orixe en funcion dos autovalores da matriz que define o sistema. Remataremos
coa aplicacion destes conceptos a alguns exemplos da vida real.

1. Estabilidade e estabilidade asintdtica

Sexa F' : A C R™ — R™ unha funcién de clase C! no aberto A de R™ e a ecuacién
diferencial asociada
& = F(x). (4.1)

Denotamos por ¢, : I, C R — R™ a solucién maximal de & = F(x) que verifica a
condicién inicial ¢, (0) = z.

Definicion 1. Diremos que zy € A é unha singularidade ou un punto de equilibrio
para a ecuacion (4.1) ou para o campo F' se F(z) = 0. Diremos que x é un punto
regular para (4.1) ou para F' se F(x) # 0.

Observacion 1. Sen perda de xeneralidade podemos supofier que a singularidade da
ecuacioén se atopa na orixe xa que calquera outra singularidade podera ser levada a
orixe por unha translacién.
En efecto, supofiamos que a ecuacién & = F(zx) ten unha singularidade en
xg # 0. Consideramos
Yy =T — Xo,

e a ecuacion
v =G(y),

dada por G(y) = F(y + xo) que presenta unha singularidade na orixe. Nestas condi-
cidns, ¢ é solucion de & = F'(z) se e s6 se ¢(t) = p(t) — xo é solucidon de §y = G(y).

Definicion 2. Diremos que a singularidade x( é estable se para todo ¢ > 0 existe
0 > 0tal que se ||z — z¢|| < d entdn

(i) o (t) esta definida para todo t > 0,
(i) ||¢x(t) — mo]| < € paratodot > 0.
Diremos que x é inestable se non é estable.

Observacion 2. A definicion de establilidade no punto x( é equivalente a que para
calquera vecifianza V' de z existe unha vecifianza W de xz tal que se x € W, o, (¥)
estd definida paratodo ¢ > 0 e ¢, (t) € V paratodot > 0.

Definicion 3. A singularidade x é asintoticamente estable cando se verifican as se-
guintes condicions:

(i) xq é estable,

A Y
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(ii) existe > 0 tal que se ||z — xo|| < & entdn tll’m [loz(t) — zo]| = 0.
— 00

Diremos que z é globalmente asintoticamente estable se é estable e tll'm [l (t) —
—00

xo|| = 0 paratodo x € A.

Observacion 3. A definicion de estabilidade asintdtica no punto x( é equivalente a
que z sexa estable e exista unha vecifianza U de 1z tal que se z € U, ¢, (t) estd
definida paratodot > Oe tll’m [lox(t) — xo|| = 0.

— 00

Observacion 4. Os conceptos de estabilidade e estabilidade asintética son de tipo
local xa que s6 inflie o comportamento do fluxo nunha vecifianza da singularidade
correspondente. Asi pois é equivalente afirmar que a singularidade z é (asintotica-
mente) estable para o campo F' que dicir que x( € (asintoticamente) estable para o
campo Fjy, sendo W unha vecifianza calquera de .

Exemplo 1. Para a ecuacion © = —ux, a singularidade xg = 0 é asintoticamente
estable . En efecto, dado € > 0 basta tomar § = ¢, de maneira que se |z| < § entdn
lpz ()] = |xe™t| < & = ¢, para todo t > 0. Ademais

lim ¢.(t) =0, VteR,

t——+o0
de xeito que a estabilidade é asintética e 0 é globalmente asintoticamente estable.

Exemplo 2. Por outra parte, asingularidade xy = 0 é inestable paraaecuaciont = x
pois, con independencia da condicidn inicial elixida = # 0, o valor |, (t)] = |ze'|
faise tan grande como queiramos sen mais que tomar ¢ > 0 suficientemente grande.

Exemplo 3. A ecuacién escalar & = z2 presenta unha Unica singularidade en z = 0.
Neste caso a singularidade non é estable, pois a solucion do problema que no instante
0 pasa por z vén dada por o, (t) = x(1 — xt)~!, que esta definida en (—oco,z7 1)
candox > 0,een (27!, 00) se z < 0. Deste xeito en calquera vecifianza do punto 0
podemos atopar > 0 para o que non se cumpre a primeira condicién da definicién
de estabilidade.

Definicion 4. Diremos que x( é un atractor se existe unha vecifianza U de z tal que
sex € U, entdn ¢, (t) estd definida para todo ¢ > 0 e verifica tll'm [l () —z0]| = 0.
— 00

Os conceptos de atractor e punto asintoticamente estable non son equivalen-
tes. Ainda que un punto de equilibrio asintoticamente estable sempre é un atractor, o
reciproco non sempre é certo. Un atractor non ten por que ser un punto estable e polo
tanto tampouco asintoticamente estable, como se pode ver no seguinte exemplo.

Exemplo 4. Consideramos o campo definido en R?\ {(0,0)} por

3 2
PUNURNON.. Tt ik i3

V2 + 2
2% 4+ 22y + o3

y=r+y-—
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cuxo retrato de fases se presenta na Figura 1. A singularidade (0, 1) é 4 vez atractora e
inestable, como se pode comprobar facendo o cambio a coordenadas polares, é dicir,

r=rsind,

y =rcosf,
mediante o cal obtemos o sistema equivalente

7 =r(l—7r?),

ézl—cosﬁ,

?;\\\4
\/

Figura 1: Atractor inestable.

parar # 0.

Estamos interesados en facer unha clasificacion dos campos tendo en conta
0s seus comportamentos cualitativos similares, para iso preséntase a seguinte defini-
cién.

Definicién 5. Sexan F; : A, — R", F; € C'(A;), A; abertos de R", i 1,2.

Unha conxugacién topoléxica entre F e F, (ou entre & = Fy(x) e & = Fy(x)) é un
homeomorfismo h : A1 — A, que verifica

h((91)s(1) = (p2)n@) (), t€ Iy =T, €A

sendo (;)¢ a solucion maximal definida en Ig de & = Fj(x), tal que ;(0) = &,
i=1,2.

Observacion 5. Como se pode ver, unha conxugacién topoldxica leva érbitas de Fy
en orbitas de F5 conservando a orientacion.

Exemplo 5. Os campos Fy(z,y) = (z,—y) e Fa(z,y) = (z,—y + 2*) son topo-
loxicamente conxugados mediante o homeomorfismo h : R?2 — R? definido como
Wz, y) = (z, (y +2°)/4).

Temos que (¢, (a,b)) = (ae’,be™t) é unha solucién para o campo F; e
o(t, (a,b)) = (ae', (b — a®/4)e™t + a3e3!/4) é unha solucién para Fy, e ademais

W (t,p)) = ¢(t, h(p))).

— AV
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Observacion 6. Dous campos poden non ser topoloxicamente conxugados pero si
localmente topoloxicamente conxugados, isto €, existen vecifianzas V en A; e W en
A e un homeomorfismo h : V' — W tal que h((01)=(t)) = (p2)n)(t), =€ V.

Un primeiro resultado importante é que as conxugacions topoldxicas conser-
van a estabilidade e a estabilidade asintética:

Teorema 1. Sexan F; : A; — R", F; € C'(A;), A; abertosde R, i = 1,2,eh :
A1 — Ay unha conxugacion topoldxica entre F; e F5. Nestas condicidons verificase
que xo é unha singularidade estable (asintoticamente estable) de & = F(z) se e s6
se h(xzg) é unha singularidade estable (asintoticamente estable) de & = F»(x).

O teorema anterior é sumamente Util pois permitenos, por exemplo, estudar
a estabilidade de campos lineares a través doutros campos tamén lineares pero mais
simples, como veremos no apartado seguinte. Tamén resulta de utilidade cando se
combina co teorema de Hartman-Grobman, que se estudara na Unidade Didactica 3,
e que establece a existencia dunha conxugacion topoldxica entre un campo de par-
tida e o sistema linearizado arredor de certo tipo de singularidades. A consecuen-
cia inmediata é que esas singularidades tefien o mesmo comportamento, en canto a
estabilidade, que a orixe para o campo linearizado correspondente. Isto motiva que
estudemos con detalle a estabilidade da orixe para campos lineares.

2. Estabilidade para sistemas lineares autobnomos en R™

Sexa A unha matriz real n x n e consideremos o sistema diferencial asociado:
T = Ax. (4.2)

Lembramos que dada a matriz A € M,,«,(R) existe unha matriz invertible P e unha
matriz J chamada forma canénica de Jordan de A tal que A = PJP~!. As soluciéns
do sistema definido pola matriz A vefien dadas por

e = petipl,

A continuacion analizaremos a estabilidade da orixe para o sistema (4.2).

Baseandonos no Teorema 1 etendoen contaque b : R® — R", h(x) = P~z
€ unha conxugacion topoloxica entre & = Az e & = Jx, entdn tense o seguinte
resultado:

Teorema 2. Se J é a forma candnica de Jordan dunha matriz A, entdn os sistemas
& = Ax e & = Jx son topoloxicamente conxugados.

Dado que é doado demostrar a estabilidade do sistema © = Jz, tendo en
conta o Teorema 2, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3 (Estabilidade da orixe de sistemas lineares auténomos). En relacion coa
estabilidade da orixe para o sistema (4.2) verificanse as seguintes afirmacidns:

—— AV
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1. Aorixe é inestable se algin autovalor de A ten parte real positiva.

2. A orixe é asintoticamente estable se e so se todos os autovalores de A tefien
parte real negativa.

3. Se todos os autovalores de A tefien parte real non positiva, entén

3.1. Aorixe é estable se os autovalores que tefien parte real cero dan lugar na
forma candnica de Jordan a tantos bloques como a stia multiplicidade;

3.2. Aorixe é inestable se alglin dos autovalores con parte real cero da lugar a
menos bloques que a sua multiplicidade.

Observacion 7. Aestabilidade asintdtica para sistemas lineares presenta algunha par-
ticularidade. Se nun sistema linear a orixe é asintoticamente estable, entén é tamén
globalmente asintoticamente estable, isto €, é estable e toda solucion do sistema con-
verxe a 0 cando t tende a co. Ademais, en sistemas lineares, a estabilidade asintética
(global) da solucidn trivial equivale a que o sistema sexa un atractor (Lembrar o visto
para o caso xeral no exemplo (4)).

3. Aplicaciéns
3.1. O modelo de poboacion de Malthus

Como se introduciu na primeira UD, o modelo de Malthus é un modelo sinxelo pa-
ra predicir a evolucién dunha poboacidn con recursos ilimitados. Se X (t) denota o
tamaiio da poboacidn no instante ¢, a ecuacion de Malthus é

X(t) = kX(t),t €R.

Esta ecuacion é unha ecuacion linear, ou o que é o mesmo, un sistema linear de di-
mension 1, polo que podemos aplicarlle o Teorema 3. Se k = 0, todos os puntos
son singularidades, mais se k # 0 a Unica singularidade é a orixe. O sistema é de
dimensidn 1, e a sia matriz asociada (k) ten por Unico autovalor A = k. Segundo o
Teorema 3, se k > 0 a singularidade x = 0 é inestable e se £ < 0 a singularidade
x = 0 é asintoticamente estable. Coma neste caso sabemos calcular a solucién, po-
demos comprobar que a interpretacion é a mesma, tanto a partir da solucion explicita
como a partir deste resultado cualitativo. A solucién é da forma X (¢) = ze*?, sendo
(0, ) a condicion inicial, é claro que se k > 0 a poboacién tende a infinito cando ¢
tende a infinito, polo que x = 0 é inestable, mais se £ < 0 a poboacién tende a0, 4
extincién, polo que = = 0 é asintoticamente estable.

—— AV
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Figura 2: Soluciéns do modelo de Malthus con distintas constantes de proporcionalidade.

3.2. Desintegracion radioactiva

As substancias radioactivas pédense empregar, por exemplo, para determinar a idade
aproximada dos fésiles mediante o estudo da desintegracién do carbono-14 ou como
trazadores radioactivos para detectar problemas de saude.

Existen substancias que se descompofien noutras mais sinxelas a un ritmo
constante independente do que pase na sua contorna. O fisico E. Rutherford demos-
trou que a descomposicidon dunha substancia radioactiva é directamente proporcional
ao nimero de dtomos presentes. Se chamamos X (¢) & cantidade de material radio-
activo existente no instante ¢, entdn o proceso de desintegracion pédese modelizar
coa seguinte ecuacién:

X(t) = —kX(t),

onde £ > 0 é unha constante que depende do elemento radioactivo considerado.
Esta ecuacion coincide coa do modelo de Malthus con constante negativa. De novo a
Unica singularidade é o punto x = 0, e como o autovalor da matriz (de dimensién 1)
que define o sistema é —k que é sempre negativo, o Teorema 3 permitenos garantir
gue ese punto é asintoticamente estable, de xeito que o material radioactivo tende a
desintegrarse completamente.

3.3. Modelos farmacocinéticos

Alguns modelos de ecuaciéns diferenciais permitennos cofiecer en cada instante a
concentracidon dun medicamento no organismo. Se se subministra un farmaco que es-
ta desefado para acumularse de forma homoxénea en certos tecidos (compartimento
periférico) despois de pasar polo sangue (compartimento central) enton a ecuacién
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que o modeliza é

dQ.

Z = KQlQp - K12Qc - KeQm
d

% = Ki12Qc — K21Q)p,

sendo Q. e @, as cantidades de farmaco no compartimento central e no comparti-
mento periférico, respectivamente, K;; > 0 as constantes da farmacotransferencia
e K. # 0 a constante de eliminacion.

K12

Dose —» Qc Qp

Qo <
| K21

=

Este sistema ten unha Unica singularidade, a orixe, xa que é un sistema linear
que vén dado pola seguinte matriz non singular

(K + K. K
(K12 + K.) 21 , 4.3)
Ko —Ko

cuxos autovalores son

Mz =5 (—Kiz = Kon = Ko & /=4Ko Ko + (Kiz + Ko + K.)?)

N~ N~

(—K12 - Ko — K.+ \/K122 + (K21 — K¢)? 4+ 2K12 K21 + 2K12Ke> .

Da expresidn podese concluir que os autovalores son reais e negativos (pois Ko1K,
é positivo). Polo tanto, aplicando o Teorema 3, podemos concluir que a orixe é asin-
toticamente estable, como pode verse no retrato de fases da Figura 3. Isto quere dicir
gue o sistema tende a eliminar o farmaco, de xeito que a cantidade en cada un dos
compartimentos tende a cero.

— AV
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Oc

Figura 3: Retrato de fases do sistema (4.3).

ANEXO |

A forma candnica de Jordan dunha matriz A € M,,«,,(R) é unha matriz diagonal por

bloques
Ry
J = By
Cq
Cq
onde as R; son da forma
A1
(N ou o ,
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sendo A € R un autovalor de A, e as C; son da forma

a b 1 0
—-b a 0 1
a b
( a b) —b a
ou ,
—b a 1 0
0 1
a b
-b a

sendo A = a £1ib, con b # 0, un autovalor complexo de A. Ademais a matriz .J é
Unica salvo pola orde dos seus bloques. Cada autovalor real aparece en J tantas veces
como a sua multiplicidade alxebraica, e cada bloque

()

tantas veces como multiplicidade do autovalor a + i b.

Asi pois, para A € M, (R) existe P € M, x,(R) non singular tal que
A = PJP~!, sendo J a forma candnica de Jordan real. Entén,

et Ry

tR,
ett=pet/pt=p Pt
tCq

ot Cq

Vexamos a forma que tefien as exponenciais correspondentes a cada bloque de Jor-
dan:

(1) se

TXT
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enton
-1
et X fetA " et A
(r—1)!
et R —
tet)\
et A
(2) Se

a b e%tcosbt  e%lsenbt
C = entén et ¢ = .
( b a ) —e®tsenbt e**cosbt

(3) Se
a b 1 0
-b a 0
a b
—b
C= “
1 0
0 1
a b
-b a
enton
t?“—l
B tB B
(r—1)
etC — ’
tB
B
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ACTIVIDADES PROPOSTAS

— Resolucidn das cuestidns tedricas formuladas ao longo da UD individualmente
no tempo de dedicacion non presencial.

— Resolucién dos exercicios propostos individualmente ou en grupo no tempo de
dedicacién non presencial.

— Emprego de ferramentas informaticas para autoavaliar a resolucién dos exerci-
cios realizados no tempo de dedicacidon non presencial.

— Continuacién do traballo en grupo. O alumnado debe realizar un traballo grupal
no que se propofia un problema da vida real e se estude aplicando os contidos
e técnicas que se van tratando na materia . Despois de ter proposto e iniciado
o traballo despois da primeira UD, o alumnado debera agora aplicar os cofiece-
mentos e resultados desta UD ao estudo do seu problema.

— Resolucidn de exercicios ou cuestidns tedricas propostas ao inicio dunha clase
para a sua entrega ao final da sesion.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

Esta unidade didactica corresponde a materia Ecuacions Diferenciais Ordinarias, e a
sUa avaliacion farase de forma conxunta coas demais unidades diddcticas da materia.
Para a cualificacion final da avaliacidn continua teranse en conta as seguintes activi-
dades:

— Exercicios realizados na aula. Nalgunhas das sesidns presenciais recollerase
ao final o traballo realizado polos alumnos durante esa sesion, que pode ser
a realizaciéon dalguns exercicios ou a resolucién de cuestions tedricas breves.
Ao comezo do curso especificarase a porcentaxe asignada, dentro da avaliacion
continua, ao conxunto de todas as actividades deste tipo realizadas en todas as
unidades didacticas, dependendo o peso concreto das actividades desta UD do
desenvolvemento de cada curso.

— Traballo grupal. Os contidos desta UD deben formar parte dese traballo grupal
comentado previamente, que se completa con contidos relativos as outras uni-
dades didacticas. A puntuacidn deste traballo supord unha porcentaxe da nota
da avaliacién continua, que se especificard ao comezo do curso. Dado que é un
traballo libre e aberto, o peso concreto dos contidos desta UD dentro do traba-
llo dependera das eleccions do alumnado e do enfoque que elixan para o seu
traballo. Valorarase tanto o traballo escrito como a sua exposicidn oral, tendo
en conta a organizacion, a presentacion, o emprego de recursos e bibliografia,
o dominio do tema e a capacidade de comunicar e debater as ideas. Ademais o
alumnado terd que cubrir enquisas de autoavaliacion e de coavaliacion dos seus
compafieiros e compafieiras de grupo, cuxos resultados teran sidos en conta na
avaliacion do traballo.

A Y
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Na cualificacidn final terase en conta a avaliacidn continua e a cualificacién do
exame final, no que se incluirdn contidos desta unidade didactica. O peso asignado a
cada parte especificarase ao comezo de cada curso.
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