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PRESENTACION

Esta unidade didactica (UD) forma parte da materia Ecuacidns Diferenciais Ordinarias
(EDO) que se imparte no primeiro semestre do terceiro curso do Grao en Matematicas
e no primeiro semestre do cuarto curso do Dobre Grao en Matematicas e Fisica e do
Dobre Grao en Enxefiaria Informatica e Matematicas.

A materia estd incluida no mddulo de Ecuacidns Diferenciais, precedida pola
materia Introducién as Ecuacidns Diferencias Ordinarias.

O estudo das EDO pasou por tres etapas ben diferenciadas que se poden re-
sumir en:

1. Intentar obter de forma explicita as soluciéns da EDO.

2. Abordar a cuestion da existencia de soluciéns das EDO por vias indirectas sen
pretender resolvelas explicitamente. Nesta etapa é fundamental cofiecer, entre
outras cousas, se existe solucién dunha EDO, se esta solucién é Unica e en que
intervalo existe esta solucion.

3. Estudar cualitativamente as EDO, obtendo, a partir da propia ecuacién, a ma-
xima informacién posible sobre as propiedades e comportamento de ditas so-
lucions: regularidade, acotacidn, converxencia cando t tende a mais infinito,
periodicidade, comportamento de conxunto, etc. Isto é importante xa que en
xeral non se poden obter explicitamente as soluciéns dunha EDO.

Na materia Introducién &s Ecuaciéns Diferenciais Ordinarias tratouse de dar
unha introducion as etapas 1 e 2. Nesta materia, Ecuacions Diferenciais Ordinarias,
trataremos de iniciarnos na teoria cualitativa de EDO tanto dende o punto de vis-
ta tedrico como practico. Trataremos de pofier de manifesto o interese do estudo
cualitativo das EDO, motivando o estudo con modelos matematicos que xorden de
diferentes problemas en distintos campos.

Esta materia supon o primeiro contacto dos alumnos coa teoria cualitativa das
ecuacidns diferenciais, polo que se tratara de mostrar as suas vantaxes e posibilida-
des.

Esta UD céntrase no estudo da estabilidade e estabilidade asintdtica dos pun-
tos de equilibrio para sistemas non lineares en R"”. Para este fin, introddcense os mé-
todos da primeira aproximacién e de Lyapunov. Analizarase o comportamento asin-
tético das drbitas da ecuacidn diferencial e estudarase o conxunto de puntos cuxas
Orbitas se aproximan a singularidades asintoticamente estables cando ¢ tende a infi-
nito, isto €, a rexion de atraccion do punto.

A UD desenvolverase ao longo de 7 semanas, o que se corresponde con 7 se-
sidns expositivas, 7 de seminario e 7 de laboratorio.

OBXECTIVOS

De entre os obxectivos xerais da materia, nesta UD abordaranse os seguintes:
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— introducir o alumnado no campo da teoria cualitativa das ecuacidns diferenciais
ordinarias, tanto dende o punto de vista tedrico como practico;

— poiier de manifesto o interese do estudo cualitativo das EDO pois permite de-
ducir o comportamento das solucidns, sen necesidade de resolver o sistema
estudado. Esta resolucion pode ser moi custosa en sistemas lineares de dimen-
sién elevada, resultando imposible na maioria dos sistemas non lineares;

— abordar a estabilidade e inestabilidade dos puntos criticos do sistema, carac-
terizdndoa nalglns sistemas non lineares. Deducir condiciéns suficientes que
garantan a estabilidade e inestabilidade no resto dos sistemas non lineares.

— motivar o estudo de modelos matematicos que xorden de diferentes problemas
en distintos campos cientificos;

Os obxectivos especificos que se pretenden cubrir nesta UD son:

— comprender os conceptos de estabilidade e estabilidade asintdtica de puntos
de equilibrio de sistemas lineares;

— determinar, cando sexa posible, a estabilidade dunha singularidade a través do
sistema linearizado en torno ao punto;

— estudar a estabilidade dunha singularidade empregando o método directo de
Lyapunov;

— analizar o comportamento asintotico das 6rbitas a través dos conxuntos w e
a-limite;

— estudar a rexion de atraccion de singularidades asintoticamente estables;

— mostrar mediante distintas aplicacions a importancia dos conceptos de estabi-
lidade e estabilidade asintética.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

A metodoloxia docente prevista para esta UD inclie actividades presenciais e non
presenciais. As actividades presenciais realizaranse nas clases expositivas, de semi-
nario e de laboratorio. Nas clases expositivas exporanse os contidos tedricos que os
alumnos poden ter revisado previamente nesta unidade didactica e noutros mate-
riais que terdn dispofiibles. Nas clases de seminario formularanse e resolveranse al-
guns exemplos e exercicios que permitan aplicar os contidos tedricos, e resolveranse
as dubidas que formulen os estudantes. Estas mesmas tarefas abordaranse nas clases
de laboratorio, coa diferenza de que nestas nos apoiaremos no emprego de ferramen-
tas informaticas e que se requirirda unha maior participacion por parte do alumnado.
As actividades non presenciais inclien a lectura e comprensién dos contidos tedricos
por parte dos alumnos, a realizacién dos exercicios e exemplos propostos e a elabo-
racién dun traballo en grupos de 4 ou 5 persoas, que sera transversal a todas as UD
da materia, e no que se pretende que se aplique a teoria a resolucién dun problema
da vida real elixido polo grupo.

Os recursos necesarios estaran a disposicion do alumnado nun equipo de Mi-
crosoft Teams. Nese equipo estaran dispofiibles todos os documentos que poidan ser
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necesarios no desenvolvemento da materia.

CONTIDOS

Esta unidade diddctica esta dedicada ao estudo da estabilidade e estabilidade asintd-
tica das singularidades dos sistemas non lineares. Introducimos o método da primeira
aproximacién que nos permite, nalglins casos, deducir a estabilidade das singularida-
des a partir do sistema linearizado, e tamén o método directo de Liapunov. Ademais,
analizaremos o comportamento asintético a través dos conxuntos w e a-limite e para
as singularidades asintoticamente estables, estudaremos a sua rexion de atraccion.

Consideraremos F : A C R” — R™ unha funcién de clase C! no aberto A de
R™. Estamos interesados no estudo da estabilidade dunha singularidade xy € A para
o sistema
i = F(x),

é dicir, un g € A tal que F(zp) = 0. Recordamos que unha singularidade z( é
estable se para calquera vecifianza V' de x existe unha vecifianza W de x tal que se
x € W, p,(t) estd definida para todo ¢ > 0 e ¢, (t) € V para todo ¢t > 0. Por outra
banda, x( é asintoticamente estable se é estable e existe unha vecifianza U de z tal
quese x € U, p,(t) estd definida paratodot > 0 e tl_l)ngo [lpz(t) — 20| = 0.

Definicién 1. A singularidade x( é hiperbdlica se todos os autovalores de D F'(z)
tefien parte real non nula.

1. Método da primeira aproximacion

O método da primeira aproximacion danos unha caracterizacién da estabilidade e es-
tabilidade asintética para algunhas singularidades de sistemas non lineares. Consiste
en determinar o sistema linearizado en torno a singularidade e estudar a estabilida-
de da suUa orixe, para logo aplicar o teorema 3 en (Diz-Pita, Otero-Espinar, 2021) e o
seguinte resultado:

Teorema 1. (Hartman-Grobman) Sexan A C R™ un abertoe F' € C'(A,R"). Se
T € A é unhasingularidade hiperbélica de F', entdn existe unha vecifianza U de z,
unha vecifianza V da orixe, e un homeomorfismo h : U — V que é unha conxugacion
topoldxica entre o campo Fjyyy e o campo linear D' (x)|y .

Teorema 2. Se xg € A é unha singularidade de F, verificanse as seguintes proposi-
cions:

1. Se todos os autovalores de DF'(z) tefien parte real negativa entén z € asin-
toticamente estable.

2. Se alguin autovalor de DF'(x() ten parte real positiva entdn z é inestable.

— AV
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No caso particular do apartado 1, se todos os autovalores de DF(x) tefien
parte real negativa, a singularidade é hiperbdlica polo que a demostracion é trivial
tendo en conta o teorema de Hartman-Grobman e os resultados sobre a conserva-
cién da estabilidade e da estabilidade asintética mediante conxugacidns topoldxicas
(Teorema 1; Diz-Pita, Otero-Espinar, 2021), e a caracterizacion da estabilidade da orixe
dos sistemas lineares (Teorema 3; Diz-Pita, Otero-Espinar, 2021). De feito, podemos
enunciar o seguinte corolario:

Corolario 1. Se zy € A é unha singularidade hiperbdlica de F' entdn verificase:

1. xq é asintoticamente estable se e s6 se todos os autovalores de DF'(z) tefien
parte real negativa.

2. x( é inestable se e s6 se algiin autovalor de DF'(x() ten parte real positiva.

Observacion 1. Debemos ter presente que cando as singularidades non son de tipo
hiperbdlico, entdn as configuracions do sistema non linear nunha vecifianza da sin-
gularidade e do linearizado en torno 4 singularidade poden non ser topoloxicamente
conxugadas, polo tanto, a aproximacion linear non proporciona informacion sobre a
estabilidade do sistema non linear.

A continuacidn analizaremos aspectos relacionados co teorema e corolario an-
teriores.

1. Unha singularidade non hiperbdlica pode ser asintoticamente estable sen que
todos os autovalores de D F'(x) tefian parte real negativa, como se pora de ma-
nifesto no seguinte exemplo. Isto indica que no Teorema 2 a condicién “todos
os autovalores de DF(x() tefien parte real negativa”, non é unha condicién
necesaria para a estabilidade asintotica de xy.

O cero é asintoticamente estable para a ecuacién & = —z3, pois a solucién
xeral que satisfai 2:(0) = xo # 0 vén dada por

o l‘%

=" ,/—=% — paratodot € (—(222)7 1, )
o\ 20211 P (=(225)™", +00)

(1)
de onde se segue de inmediato que ¢(t) tende a 0 cando ¢ tende a +oo.
Por outra parte dado que F(z) = —2®, DF(0) = 0, e o dnico autovalor é o
cero.
2. Nas condiciéns do teorema, tampouco é necesaria a condicién “DF(zg) ten
algun autovalor con parte real positiva” para a inestabilidade de xy.
A orixe é inestable para a ecuacién i = F(x) = 2%, como se pode comprobar

facilmente, e, con todo, DF'(0) = 0.

3. Tampouco se verifica que se a orixe € inestable para o sistema linearizado & =
DF(xo)x entdn xg é inestable para & = F(z).

—— AV
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Considérese por exemplo o sistema

T =y,
3

y:_xa

gue presenta unha singularidade na orixe. A orixe do sistema linearizado

T =y,

y=0,

€ inestable.

Vexamos que a orixe é estable para o sistema de partida. Para iso notamos que
as orbitas do sistema veiien dadas por

/24 y% =k, k>0,

de forma que a orixe presenta unha configuracion de tipo centro e, por tanto,
é estable.

Por outra banda, o sistema
=y,
V0.3
y = )
estd en condicidns analogas a anterior, pois o linearizado en torno a orixe é
inestable (sen ser hiperbdlico), e a orixe é tamén inestable para o sistema de
partida.

2. Método directo de Liapunov

O método directo de Liapunov (ou segundo método de Liapunov) debe o seu nome
ao feito de que permite deducir se unha singularidade é estable ou asintoticamen-
te estable “directamente” a partir da propia ecuacion diferencial. As ideas basicas
do método directo son fundamentalmente xeométricas e trataremos de explicalas a
continuacion.

Supofiamos que F' € C'( A, R?) é un campo de vectores definido no aberto A
do plano, e supofiamos que a orixe é unha singularidade illada para F’, de modo que
a funcién identicamente nula é unha solucién. Preguntdamonos polo caracter estable
da orixe.

Aidea fundamental do método é a seguinte: supofiamos que podemos atopar
unha familia de curvas pechadas en torno a orixe e anifiadas formando un continuo;
supofiamos, ademais, que a 6rbita do sistema & = F(x) que parte dun punto calque-
ra dunha desas curvas entra na rexion limitada por esa curva pechada, de forma que
a medida que avanza o tempo vai atravesando ditas curvas desde féra cara a dentro
e, deste xeito se aproxima 4 orixe cando ¢ tende a +oc. E de esperar que a existencia

— S %
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dunha tal familia de curvas implique a estabilidade (mesmo, quizais, a estabilidade
asintdtica).

Imos caracterizar esas familias de curvas sen mencionar as orbitas, coa inten-
cién de chegar a un criterio no que sé intervefia o campo F'. Unha primeira simpli-
ficacion do problema consiste en pensar que as curvas pechadas das que falabamos
son as curvas de nivel dunha determinada funcién escalar V' : A — R que, por con-
veniencia, supomos que é de clase Cl(A). Se pretendemos que as Orbitas crucen de
féra cara a dentro as curvas de nivel basta impor a condicidén de que o campo F' en
todo punto de cada curva apunte cara ao interior da mesma.

Neste punto simplificamos de novo o problema e supofiemos que o gradiente
apunta cara a parte exterior das curvas (por exemplo, isto é asi cando a grafica de
V' é similar & dun paraboloide con minimo na orixe). Xa que o gradiente é normal s
curvas de nivel, a condicion de que o campo apunte cara ao interior tradlicese en que
o angulo que forma o campo co gradiente de V' en cada punto debe ser maior que
/2.

V(x,y)=cte

E dicir, se (0, y0) é un punto calquera dunha desas curvas debe ocorrer que
(F(20,90), VV (0,%0)) <0,
e como cada punto de A pertence a unha curva, debemos impofier a condicion
(F(z,y), VV(z,y)) <0 paratodo (z,y) € A.

Se supomos, en cambio, que o gradiente de V' apunta cara ao interior das cur-
vas (por exemplo, cando a grafica de V' é similar & dun paraboloide con méaximo na
orixe), entdn a condicion de que o campo apunte cara ao interior tradlcese en

(F(z,y),VV(z,y)) >0 paratodo (z,y) € A.

— S %
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Notemos que unha funcién que cumpra esta segunda propiedade define outra, — V',
que satisfai a condicién anterior, polo que a partir de agora, sen perda de xeneralida-
de, sempre suporemos que o gradiente de V' apunta cara ao exterior.

O problema sera determinar esas funcions V, que chamaremos funciéons de
Liapunov, cuxa existencia implica a estabilidade. Empezamos agora coa formalizacion
tedrica do método.

Sexan A C R™ un abertoe V : A — R unha aplicacién diferenciable. Para
cada x € A, denotaremos por V*(x) a derivada direccional de V' na direccién do
campo F, é dicir

V@) = (V@) F@) = Y - @h@).

Observacion 2. A partir da definicion de V* podemos demostrar que V*(p,.(t)) =
%V(cpm(t)), t € I, onde ¢, (t) : I, — R é a solucién da ecuacién diferencial
& = F(x) que no instante 0 pasa por z.

Definicion 2. Unha funcién de Liapunov para F' relativa a singularidade zo € A é
unha funcioén diferenciable V' : U — R, definida nun aberto U de A con xy € U, que
verifica as condiciéns seguintes:

1. V(z9) =0eV(x) > 0paratodoz € U\ {z0},
2. V*(z) < 0paratodoz € U.
Unha funcién de Liapunov é estrita cando V*(z) < O paratodoz € U \ {zo}.

Observacion 3. Se V*(z) = 0 para todo © € A, entén as drbitas do sistema estan
contidas nas curvas de nivel de V.

No seguinte resultado establécese de forma precisa como a existencia de fun-
ciéns de Liapunov implica a estabilidade:

Teorema 3. Sexan A un abertode R”, F' € C'(A,R™) e zy € A unha singularidade.
Nestas condiciéns verificase:

(i) Se existe unha funciéon de Liapunov relativa a g entdn zq é estable.

(i) Se existe unha funcidn de Liapunov estrita relativa a xy enton x( € asintotica-
mente estable.

(iii) Se existe unha funcién V : U — R, definida nun aberto U C A con zg € U,
que verifica V(zg) = 0, V(x) > O paratodoxz € U \ {zo} e V*(x) > 0 para
todox € U \ {zo}, entdn z; é inestable.

Traballando con nocidns semellantes, podemos enunciar o seguinte criterio de
inestabilidade, ainda que debemos notar que a funcidon empregada neste resultado
non é unha funcion de Liapunov.

— S %
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Teorema 4. Sexan A un abertode R", F € C!(A,R") e xy € A unha singularidade.
Se existe unha funcién V : U — R, definida nun aberto U C A con x¢ € U, tal
que V(zg) = 0, e V*(x) é definida positiva ou definida negativa en U, e para cada
vecifianza de 29, V C U, existe algin puntoa € V' \ {zo} tal que V(a) e V*(a) tefien
0 mesmo signo, enton xq é inestable.

Exemplo 1. Consideremos o sistema

@ =y’
{ y =25
A orixe é un punto de equilibrio non hiperbdlico para o sistema, pois DF'(0,0) é a
matriz nula. Neste caso o método da primeira aproximacion non é aplicable, pero
V(z,y)=a"+y*
define unha funcién de Liapunov e verificase
V*(z,y) = 423i + 4935 = 0.

Asi a orixe é estable, e non asintoticamente estable pola Observacion 3, xa que as
Orbitas xacen sobre as curvas pechadas en torno a orixe da ecuacién

eyt =2

Exemplo 2. Para o sistema

T =—2y+yz,
Y= —1xz,
z = ay,

a orixe é unha singularidade tal que

0 -2 0
DF(0,0,0)=( 1 o0 0 |,
0 00

de forma que DF'(0,0,0) ten autovalores A\; = 0, A2.3 = %21, é dicir, a orixe é
unha singularidade non hiperbdlica. Usemos enton o método directo de Liapunov
para estudar a estabilidade da orixe. Para atopar unha funcién de Liapunov adecuada
podemos probar con funciéns do tipo

V(x,y,2) = 12" + coy®™ + 32",

con certas constantes positivas ¢, ca e c3. Neste caso, considerando n = 1, temos
que

V*(xay,z) = <VV(£L’,y, Z)v F((E,y, Z)) = 2(02 - QCl)xy + 2(01 —C2+ Cg)fyz,

etomando ¢; = ¢3 = 1 e cy = 2, resulta que V*(x,y,2) = 0 para todo (z,y, z) €
R3 polo que V' é unha funcién de Liapunov non estrita e a orixe é estable.

— S %
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Exemplo 3. Consideremos a seguinte modificacion do sistema do exemplo anterior:

=2y +yz— a3,
j=z—az -y,
i=xy— 2.

A mesma funcién de Liapunov que determinamos anteriormente serve neste caso, de
feito,
V*(x,y,2) <0 paratodo (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)},

de forma que a orixe é asintoticamente estable. Notemos que, tamén neste caso, a
orixe é unha singularidade non hiperbdlica.

Exemplo 4. A orixe é unha singularidade asintoticamente estable para o sistema

&= —y—ay? + 2% — 23,

y=ux+z"—y°

i =—xz— 22?2 —y2? — 25,
mais a orixe do sistema linearizado correspondente é estable e non asintoticamente
estable. En efecto, se

3

flz,y,2) = (—y—xy2+z2—x3,x+23—y ,—:cz—zx2—yz2—z5),

enton
—y2 =322 —1-2zy 2z
Df((E,y,Z) = 1 —3y2 322 y
—z —2zx —2z2 —x —x? —2yz — 524
de onde
0 -1 0
Df(0,0,0)= 1 0 0
0 0 0

Os autovalores da matriz xacobiana son 0 e +i e a orixe é estable para o sistema
linear correspondente, pois os autovalores tefien parte real cero e cada un da lugar
a tantos bloques na forma candnica de Df(0,0,0) (que é ela mesma) como a sua
multiplicidade.

Para determinar as drbitas do sistema linear podemos resolvelo directamente,
observando que a solucién xeral vén dada por

o(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (c1 cost + casent,co cost — ¢y sent, c3),

— S %
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de modo que a érbita de cada solucidn percorre unha certa circunferencia centrada
na orixe sobre un determinado plano z = cte.

Isto non nos di nada sobre a estabilidade da orixe para o sistema de partida.
Aplicando o método de Liapunov para unha funcién V (z, y, z) = ¢z + coy? +c322,
comprobamos que para as ¢; = ¢o = ¢3 = 1, verificase V*(z,y, z) < 0 para todo
(z,y,2) € R3\{(0,0,0)}, polo que V é unha funcién de Liapunov estrita relativa 4
orixe e, polo tanto, a orixe é asintoticamente estable para o sistema.

Observacion 4. Dado un sistema linear, o aumento de termos non lineares arbitraria-
mente pequenos pode cambiar o caracter estable da orixe de distintas formas, como
podemos observar a continuacion.

Sabemos que a orixe é un centro para o sistema linear

ib:—y,

Y=z

Empregando a funcion de Liapunov V (z, y) = 2% +y?, e considerando un pardmetro
a > 0, podemos demostrar as seguintes afirmacidns:

(a) A orixe é asintoticamente estable para o sistema

&= —y—a(@®+ay?),
=z - oy’ +ya?).

(b) A orixe é inestable para o sistema

i = —y+ alx® + zy?),
g =2+a(y’ +ya?).

(c) A orixe é estable, e non asintoticamente estable, para o sistema

T =—y—axy,

Y=+ ax?.

Os apartados (a) e (b) son inmediatos. Para o sistema (c) tense que
V*(x,y,2) = 0, de forma que as 6rbitas xacen sobre circunferencias centradas na
orixe. Posto que existen puntos tan preto da orixe como queiramos e cuxas orbitas se
mantefien a distancia positiva do mesmo, concluimos que a estabilidade da orixe non
é asintdtica. Ainda que tanto no sistema linear coma no sistema (c) as érbitas estan
sobre circunferencias centradas na orixe, os retratos de fases son diferente en ambos
os sistemas. Mentres que no sistema linear as 6rbitas son periddicas, no sistema (c),
arectax = —1/« estd formada por singularidades, asi que as circunferencias que
cortan dita recta contefien catro érbitas do sistema e non unha soa.

— S %
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3. Conxuntos invariantes. Rexion de atraccion

Neste apartado estaremos interesados no comportamento asintdtico das solucions
dunha EDO cando t tende +o0. Isto é, queremos cofiecer, cando tefia sentido, como
“morre” ou “nace” unha érbita dun punto.

Ademais, interésanos atopar o conxunto de puntos para os que as Orbitas que
parten deles converxen a unha singularidade dada, que é o que entenderemos por
rexién de atraccidén dunha singularidade.

Se x € A, denotamos por 7y, = {¢,(t), t € I,} a 6rbita de z. A semiérbita
positiva de = é o conxunto

Y4 ={p.(t), t € I, t >0}
A semidrbita negativa de x é

Ve = {wa(t), t €I, t <O}

Definicion 3. Sexa D = {(t,z); v € A,t € I} C R x A.Aaplicaciéong : D — A
definida por

p(t,z) = ¢ (1), (t,z) €D,
chamase fluxo de F’ (ou da EDO & = F'(x)).

Se F' é de clase C! en A entdn (-, -) é de clase C! no aberto D. Ademais, a
aplicacién fluxo verifica:
m p(0,2) =z, Vo € A,
(s, 0(t,w)) = p(s+t,x), Vs € Ita), t € I, Vo € A,

Definicidon 4. Sexa x € A tal que p,(t) estd definida para todo ¢t > 0. Definimos o
conxunto w-limite de x como

w(x)={yeA| I {t,} CR, verificando lim t, =occe lim {¢,(t,)} =y}
n—oo n—oo
Se ¢, (t) esta definida para todo ¢ < 0 o conxunto a-limite de z é
alz)={ye A| I {t,} CR, verificando lim ¢, = —ocoe lim {p.(t,)} =y}
n—oo n—oo

A partir das definicions anteriores introducimos o concepto de 6rbitas homo-
clinicas e heteroclinicas para os casos particulares nos que os conxuntos w e a-limites
sexan un mesmo punto ou puntos distintos.

Definicién 5. A orbita dun punto x € A, 7, é unha 6rbita homoclinica se w(x) =
~v(z) = psendo p € A. A drbita v, € unha drbita heteroclinica se existen p1,ps € A4,
p1 # p2 tales que w(z) = p1, ¥(x) = p2.

Observacion 5. O conxunto a-limite de x para o campo F' coincide co conxunto w-
limite de x para o campo —F'. Por este motivo, para estudar as propiedades xerais
dos conxuntos a-limite e w-limite, sera suficiente restrinxir o estudo as propiedades
do conxunto w-limite.
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Teorema 5.
1. Se x é unha singularidade entén w(z) = {z}.
2. Se 7, € unha 6rbita periddica entén w(x) = ;.
3. Sey € v, entén w(z) = w(y).

Definicion 6. O conxunto w-limite dunha 6rbita definese como o conxunto w-limite
de calquera dos seus puntos.

Teorema 6. Se vj C K C A, sendo K compacto, entén:
1. w(z) é un conxunto non baleiro,
2. w(x) é un conxunto compacto,
3. w(x) é un conxunto invariante,

4. . (t) aproxima a w(x) cando ¢ tende a oo, é dicir:

Ve >0 3T >0tal que Vt > T Fy, € w(x) verificando ||¢,(t) — yi] < e.

Observacién 6. Da demostracion do resultado podemos afirmar que o conxunto w(z)
limite é sempre pechado e invariante ainda que non se cumpra a hipdtese de existen-
cia dun compacto K C A que contefia a semidrbita positiva de .

Definicion 7. Se xy € A é unha singularidade asintoticamente estable, definese a
rexion de atraccion de o como

B(xg) = {x € A/ v, (t) estd definida Vt > 0, e t[m wz(t) = x0}.

Definicion 8. Unha singularidade ¢y € A de F' é globalmente asintoticamente es-
table se B(zy) = A

Definicién 9. Sexa M C A.

1. M é positivamente invariante se:

Vo € M, ¢.(t) estd definida V¢t > 0, e v,- C M.
2. M é negativamente invariante se

Vo € M, @.(t) esta definida V¢t <0, ey, C M.

3. M éinvariante se M é positivamente e negativamente invariante.

Teorema 7. A rexion de atraccion dunha singularidade asintoticamente estable z é
positivamente invariante.

— S %
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Nos seguintes resultados obtemos condicidns suficientes que garanten que un
determinado conxunto estd na rexidn de atraccidon dunha singularidade asintotica-
mente estable.

Teorema 8. Se A = R" e existe unha funcién de Liapunov estrita relativa 4 orixe

definida entodo R", V' : R® — R, tal que ! Illlm V(y) = oo, entén B(0) = R™.
y||—oo

Teorema9. SeV : U C A — R é unha funcién de Liapunov relativa 4 orixe, e a orixe
€ o0 Unico subconxunto invariante do conxunto

E={zecU]|V*(x) =0},

entdn a orixe é asintoticamente estable. Ademais, se K' C U é un compacto positiva-
mente invariante que contén a orixe no seu interior, entén K esta contido na rexién
de atraccién da orixe.

En particular, se C, a compofiente conexade S, = {x € U | V(z) < k} que contén
a orixe, é compacto, enton C}, estd contido na rexién de atraccidn da orixe.

Teorema 10. Se A = R™ e existe V : R” — R, unha funcién de Liapunov relativa a
orixe, tal que a orixe é o Uinico subconxunto invariantede £ = {x € R" | V*(z) = 0}

e | Iﬁm V(y) = oo, entdn & orixe é globalmente asintoticamente estable (é dicir, é
Yy — 00

estable e B(#) = R"™).

4. Aplicacidns 4 mecanica non linear. Sistemas conservativos

Sistemas conservativos
Consideremos o sistema
&= F(z),
con F': A C R™ — R™ unha funcién de clase C! no aberto A de R™.

Unha funciéon V : A — R, V € C'(A,R) que non é constante en abertos de
A e que verifica V*(x) = 0 para todo « € A (isto é, V é constante sobre cada
traxectoria do sistema) é unha integral primeira para F'.

Se existe unha integral primeira para F' diremos que o sistema & = F'(x), ou o
campo F’, é conservativo. Pode demostrarse que un sistema conservativo non
pode ter singularidades asintoticamente estables.

No caso en que V sexa nula nunha singularidade e positiva nos demais pun-
tos dunha vecifianza, a integral primeira é unha funcién de Lyapunov relativa a
singularidade.

Sistemas mecanicos conservativos

A segunda lei de Newton establece que a forza aplicada a un sistema mecanico
é igual ao produto da stia masa pola aceleracion:

mi = f(t,z, ).
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Cando a forza s6 depende da posicion z, o sistema é conservativo. A ecuacion
diferencial de segunda orde pode reescribirse, tomando m = 1, como

Suporemos que f € C!(I) nointervalo aberto I de R. O sistema equivalente &

ecuacion é
{ T =y,
y = f(x),

definido no aberto A = I x R de R?2. Os puntos de equilibrio do sistema son
os puntos (g, 0) con f(xg) = 0. Tendo en conta que a ecuacidn das drbitas
nunha vecifianza dun punto regular con y # 0 vén dada por

dy _ f(=)
de  y '

integrando obtemos que a drbita do sistema verifica

5@/2 + U(LZ?) = Ea

onde F é unha constante e
Ulz) = — / F(s)ds.
0

A expresion das orbitas ten unha clara interpretacion fisica: o termo %yz = %3’52
representa a enerxia cinética do sistema e U (z) representa a enerxia potencial.
A ecuacion das drbitas establece que a enerxia total do sistema se conserva ao
longo de cada orbita.

Nos sistemas mecanicos conservativos a funcidn de enerxia total

Blw,y) = 59 + U(x)
é unha integral primeira para o sistema. Se ademais se anula nunha singularida-
de e é positiva nos demais puntos nunha vecifianza da singularidade, a funcidn
de enerxia é unha funcién de Liapunov para o sistema relativa a singularidade
e, xa que E*(x,y) = 0 nesa vecifianza, a singularidade é estable e non asinto-
ticamente estable.

Un exemplo de sistema conservativo é o que describe o movemento dun pén-
dulo que consta dun peso de masa m suxeito a unha barra rixida de masa des-
preciable e lonxitude [, sobre o que actua a Unica forza dada polo peso cando
se despraza da sUa posicidén de equilibrio un certo angulo . Tendo en conta a
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segunda lei de Newton e que a Unica forza que actua no sistema é a compo-
fiente tanxencial do peso, pois a compofiente normal compénsase coa tension
da barra, tense a ecuacién

2
m@r(t) = —mgsiné.
sendo r(t) = 1 0(t) o espazo percorrido polo peso. Asi, a ecuacion é
§=—sing
l
e as Orbitas do sistema asociado

T =y,

Y = —%sinx,

estan sobre as curvas de nivel da funcion enerxia total

2
yQ—Tgcosx:K,

sendox =0,y = 6 e K unha constante arbitraria.

y

/\/\\/\
N

Figura 1: Retrato de fases do sistema que describe o movemento do péndulo sen rozamento.

Se o movemento do péndulo esta suxeito a unha forza de rozamento, o sistema
deixa de ser conservativo pois o rozamento provoca unha disipacién de ener-
xia. Se supofiemos que a forza de rozamento é proporcional a velocidade, a
ecuacién que rexe o movemento nesta situacion é

0=——0-— gsin@,
m l
con k > 0, e o sistema equivalente vén dado por

T =y,

y:——y—gsinx.
m l
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Usando o método da primeira aproximacién nunha vecifianza do punto de equi-
librio podemos ver que os centros non lineares do modelo sen rozamento trans-
. , 2
férmanse en nodos atractores se o rozamento é forte, % > 4—13, en nodos
kZ

dexenerados estables no caso critico, ;> = 479 e en focos atractores cando o

rozamento é menor, 1%2 < 479. No primeiro caso, o péndulo desprazado da sua
posicién de equilibrio, volve a ela lentamente a causa do forte rozamento. No
segundo, faino cunha Unica oscilacién e no terceiro aproximase a posicion de
equilibrio con oscilacions que se van amortecendo.

Por outro lado, a funcién enerxia do péndulo sen rozamento,

2
E(Lt,y) = y2 - TgCOS.’E,

definida nunha vecifianza conveniente da orixe, é unha funcién de Liapunov
relativa & orixe para este sistema. Ademais, existe unha vecifianza da orixe,
B((0,0),r), na que a orixe é o Unico subconxunto invariante do conxunto

E={(z,y) € B((0,0),7) | E*(z,y) = 0} = {(2,0) € B((0,0),7)},

polo que a orixe é asintoticamente estable.

\_/\
\

Figura 2: Retrato de fases do sistema que describe o movemento do péndulo con rozamento.

Sistemas hamiltonianos.

7

Un sistema de ecuaciéns diferenciais en R2™ é un sistema hamiltoniano se é

da forma:
. oOH
T; =
K3 6yZ )
_— oOH
Yi = axiv

coni=1,...,n,sendo H € C*(A,R) e A un aberto de R*",

Un gran numero de sistemas de ecuacidns diferenciais en mecanica e dptica
reducense a sistemas desta forma.
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Se o Hamiltoniano ou funcion de Hamilton H non é constante en abertos de
A, entdn o sistema hamiltoniano é un sistema conservativo. En efecto, pode
comprobarse que H*(z -+ , &y, Y1, - ,Yn) = 0 en A, polo que a funcién H
é unha integral primeira. No caso en que H se anule na orixe e sexa positiva nos
demais puntos dunha vecifianza, entdn é unha funcién de Lyapunov relativa “a
orixe.

ACTIVIDADES PROPOSTAS

— Resolucidn das cuestidns tedricas formuladas ao longo da UD individualmente
no tempo de dedicacién non presencial.

— Resolucidn dos exercicios propostos individualmente ou en grupo no tempo de
dedicacion non presencial.

— Emprego de ferramentas informaticas para autoavaliar a resolucién dos exerci-
cios realizados no tempo de dedicacion non presencial.

— Continuacién do traballo en grupo. O alumnado debe realizar un traballo grupal
no que se propofia un problema da vida real e se estude aplicando os contidos
e técnicas que se van tratando na materia. Despois de ter proposto e iniciado
o traballo despois da primeira UD, o alumnado debera agora aplicar os cofiece-
mentos e resultados desta UD ao estudo do seu problema.

— Resolucién de exercicios ou cuestidns tedricas propostas ao inicio dunha clase
para a sUa entrega ao final da sesion.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

Esta unidade didactica corresponde coa materia Ecuacidns Diferenciais Ordinarias, e
a sla avaliacién farase de forma conxunta coas demais unidades didacticas da ma-
teria. Para a cualificacidn final da avaliacion continua teranse en conta as seguintes
actividades:

— Exercicios realizados na aula. Nalgunhas das sesions presenciais recollerase ao
final o traballo realizado polos alumnos durante esa sesion, que pode ser a rea-
lizacidn de alguns exercicios ou a resolucion de cuestions tedricas breves. Ao
comezo do curso especificarase a porcentaxe asignada, dentro da avaliacién
continua, ao conxunto de todas as actividades deste tipo realizadas en todas as
unidades didacticas, dependendo o peso concreto das actividades desta UD do
desenvolvemento de cada curso.

— Traballo grupal. Os contidos desta UD deben formar parte dese traballo grupal
comentado previamente, que se completa con contidos relativos as outras uni-
dades didacticas. A puntuacion deste traballo supora unha porcentaxe da nota
da avaliacién continua, que se especificard ao comezo do curso. Dado que é un
traballo libre e aberto, o peso concreto dos contidos desta UD dentro do traba-
llo dependerd das eleccidéns do alumnado e do enfoque que elixan para o seu
traballo. Valorarase tanto o traballo escrito como a sta exposicién oral, tendo
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en conta a organizacion, a presentacion, o emprego de recursos e bibliografia,
o dominio do tema e a capacidade de comunicar e debater as ideas. Ademais o
alumnado terd que cubrir enquisas de autoavaliacion e de coavaliacion dos seus
compafieiros e companieiras de grupo, cuxos resultados terdn tidos en conta na
avaliaciéon do traballo.

Na cualificacidn final terase en conta a avaliacién continua e a cualificacién do
exame final, no que se incluiran contidos desta unidade didactica. O peso asignado a
cada parte especificarase ao comezo de cada curso.
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