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PRESENTACION

Esta unidade didactica forma parte da programacion da materia obrigatoria “Conti-
nuidade e derivabilidade de funcidns reais dunha variable real”, do primeiro curso do
Grao en Matematicas. Esta materia forma parte do Mddulo de Analise Matematica
nunha variable e impartese no primeiro curso da titulacién, cunha carga de 6 créditos
ECTS.

Os contidos desta materia son ferramentas esenciais para o desenvolvemento
do Calculo, o cal xoga un papel importante en moitas areas diversas como poden ser
fisica, quimica, economia, enxefiaria ou informatica e, por suposto, nas matematicas.

Ademais, esta materia é fundamental para o desenvolvemento posterior do
calculo en varias variables, o cal tera lugar nas materias “Diferenciacion de funcidns
de varias variables reais” e “Series funcionais e integracidon de Riemann en varias va-
riables reais” do segundo curso do Grao en Matematicas.

Nesta unidade didactica estidase o concepto de limite de funciéns dunha va-
riable real. Este concepto é familiar para os alumnos, que xa traballan con limites nos
estudos previos a universidade. Por este motivo, o obxectivo principal da unidade non
é tanto introducir conceptos novos, sendn dotalos do formalismo e rigor matemati-
co que precisa cofiecer o alumnado do Grao en Matematicas. Deste xeito, amais dos
contidos novos que se engadan aos xa cofecidos polo alumnado, esta unidade con-
tribuira ao desenvolvemento das capacidades de razoamento e de formalizacién de
demostracidns matematicas.

COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

Ademais de contribuir a acadar as competencias basicas, xerais e transversais recolli-
das na Memoria do Titulo do Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de
Compostela, nesta materia traballaranse as seguintes competencias especificas:
CE1 Comprender e utilizar a linguaxe matematica.
CE2 Coiiecer demostracions rigorosas dalguns teoremas clasicos en distintas areas
da Matematica.
CE3 Idear demostraciéns de resultados matematicos, formular conxecturas e ima-
xinar estratexias para confirmalas ou refutalas.
CE4 |dentificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracidns ou
contraexemplos.
CE5 Asimilar a definicién dun novo obxecto matematico, relacionalo con outros xa
coiecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos.
CE6 Saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema, distinguin-
doas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais.
CE9 Utilizar aplicaciéns informaticas de analise estatistica, calculo numérico e sim-
bdlico, visualizacién grafica, optimizacidén e software cientifico, en xeral, para
experimentar en matematicas e resolver problemas.
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Enuméranse a continuacion os obxectivos que se espera que os alumnos aca-
den ao final da presente unidade didactica:

= Comprender o concepto de limite dunha funcién real de variable real e ser quen
de traballar con el de forma intuitiva, xeométrica e rigorosa.

= Estudar a existencia ou non existencia de limite dunha funcidn real de variable
real.

= Cofiecer demostracidns rigorosas dalguns teoremas cldsicos relativos ao célculo
de limites.

= |dear demostracions de resultados matematicos, formular conxecturas e estra-
texias para confirmalas ou negalas.

= |dentificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostraciéns ou
contraexemplos.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Para levar a cabo o desenvolvemento desta unidade didactica seguirase unha meto-
doloxia activa, coa que se procurara fomentar a participacion do alumnado.

O desenvolvemento da unidade levarase a cabo en tres tipos diferentes de
clases: expositivas, seminarios e laboratorios.

Nas clases expositivas o docente expora a parte tedrica da unidade, combinan-
do as leccidns maxistrais con outras nas que se fomentara a participacion do alum-
nado. Procurarase ilustrar os contidos tedricos con exemplos, para facelos mais com-
prensibles. Asemade proporanse cuestions para implicar os estudantes na sua discu-
sion.

Os seminarios dedicaranse 4 resolucion de exercicios practicos e a discusion
entre o profesor e o alumnado de diversas cuestidons de caracter tedrico-practico.
Abordaranse alguns problemas e aspectos da materia non tratados nas clases exposi-
tivas e analizaranse con detalle aquelas cuestions que adoitan resultar de mais dificil
comprensién para o alumnado. A participacion activa do alumnado serd fundamental
nestas sesions.

Por ultimo, os laboratorios centraranse na resolucion de exercicios por parte
do alumnado, procurando que nestas sesions os alumnos traballen de forma mais
auténoma. Nalgunha das sesions de laboratorio proporase que os alumnos traballen
en pequenos grupos supervisados polo profesorado para tentar resolver problemas
mais complexos.

Ademais do anterior, o alumnado terd ao seu dispor sesidns de titorias indivi-
dualizadas ou en grupos moi reducidos. Estas titorias teran un caracter voluntario e
serdn solicitadas ao profesor polo alumno cando este ultimo desexe tratar cuestidns
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concretas ou resolver dubidas da materia.

CONTIDOS

Introduciranse a continuacién os contidos basicos a desenvolver na presente unidade
didactica.

1. O concepto de limite

Consideraremos, de agora en adiante, f unha funcidn real de variable real, é dicir,
unha funcidn definida nun conxunto A de nimeros reais que asignha a cada elemento
x € A un Unico valor real f(z):

ftACR—R

Observemos que, salvo que se indique o contrario, o dominio da funcion, A, é
un subconxunto arbitrario de R.

A idea intuitiva de que o limite de f cando x tende azg é L € R é que os
valores de f(x) se atopan arbitrariamente préximos a L sempre que os valores de
x se tomen o suficientemente préximos a x( e distintos de x(. Neste sentido, para
poder garantir que existen puntos de A o suficientemente préximos a x( e distintos
de g, sera preciso que x( sexa un punto de acumulacion de A.

Definicién 1. Sexan f: A C R — R e xy un punto de acumulacién de A. Dise que o
numero real L é o limite de f cando x tende a z, e escribese

lim f(z) =L,

rT—rx0o

se para cada nimero real positivo ¢ se pode atopar un nimero real positivo (e, zg)
tal que | f(x) — L| < £ para todos os puntos x € A tales que 0 < |z — x| < 0.

A condicidn anterior exprésase matematicamente do seguinte modo:
Ve >0,36(e,x9) >0talquex € A, 0 < |z — x| <0 = |f(x) — L| <e.

Esta condicion pode reescribirse de varias formas equivalentes:
m Ve > 0,30(e,m9) > Otalquesez € A, 0 < |z —x9|] < 4, entdn f(z) €

(L—e,L+e¢).
» Ve >0, 30(e,z9) > Otal quese z € ((zo — 20+ 0) \ {zo}) N A, entdn
|f(x) — L| <e.

Ve > 0, 3d(e,z0) > Otal quese z € ((xo — d,20 +9) \ {z0}) N 4, entén
flx)e (L—¢e,L+e).

Ve >0, 3(e,x0) > Otalquese x € (xg — §,z0 +0) N A,  # xo, entén
|f(x) — L| <e.
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= Ve > 0,3d(e,0) > Otalquese x € (g — d,x0 + ) N A, © # x0, entdn
L—e< f(zr)<L+e.
» Ve > 0,36(e,x0) > Otalque f(z) € (L —¢e,L +¢) paratodo z € A,
0< |I — ZEO| < 4.
L
A equivalencia entre todas as expresidns anteriores pddese comprobar sen mais que
reinterpretar as desigualdades nas que aparece o valor absoluto na definicion de li-
mite.

Interpretacion xeométrica

A definicidn anterior admite unha sinxela interpretacion grafica. Nas condicions con-
sideradas, calquera que sexa o valor ¢ > 0 escollido, podemos atopar algin nu-
mero real § > 0 (que, en xeral, dependera tanto de € coma do punto xy no que
esteamos calculando o limite) para o cal a grafica da restricion de f ao conxunto
(xo—9,20+0)\{xo} estd contida no rectangulo (zg —d, 20+ 9) x (L—¢, L+¢), que
se constrie como produto cartesiano dos intervalos (xg — 0, xg+0) e (L—¢, L+¢).

Dito doutro modo, o que ocorre é que as imaxes a través de f dos puntos do
intervalo (zg — d, 2o + d) distintos de x estan no intervalo (L — ¢, L+ ¢), tal e como
se pode observar na Figura 1.

Figura 1: Interpretacion xeométrica do concepto de limite.

Cabe observar ademais que no caso da funcién representada na figura, esta
se atopa definida no punto x( pero a imaxe que toma a funcién f en dito punto non
esta (ni ten por que estar) no intervalo (L — e, L + ¢).

Observacion 1. Con respecto a definicion de limite, cabe considerar as seguintes ob-
servacions:

(a) Na definicion de limite requirese que a condicion se cumpra para cada ¢ positi-
Vo, non para un valor de € en concreto.
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(b) Anotacidn d(e, ) significa que o 6 que cumpra a condicion pode depender do
valor de ¢ e do punto x( considerado, ainda que hai funciéns para as que isto
non ocorre e é posible tomar o mesmo valor de § para todo valor de xg.

(c) O § atopado non é Unico. De feito, se dado un certo valor de ¢ se atopa un ¢
para o cal se cumpre a condicion pedida, enton poderia reemprazarse este ¢
por calquera valor ¢’ menor que .

(d) Se dado un valor de € existe un ¢ que cumpra a definicidn de limite, entdn ese
mesmo ¢ serve para calquera ¢’ maior que ¢.

(e) A propiedade arquimediana garantenos que, dado un nimeroreale > 0, existe
un numero natural n tal que % < e. Por tanto, tendo en conta a observacion
(d), é suficiente con comprobar que a definicion de limite se cumpre cando se
tomaec = X conn € N.

(f) A observacion anterior segue sendo certa se se toma calquera sucesion de ep-
silons {&,, }nen que sexa decrecente e converxente a 0.

(g) Para falar de limite dunha funcién nun punto xy non é preciso que o punto x
estea no dominio de f, simplemente se require que sexa un punto de acumu-
lacién do mesmo (é dicir, que existan puntos do dominio de f arbitrariamente
préximos a el).

(h) En caso de que z € A terd sentido falar de f(z() pero pode ocorrer que

lim f(x) = L # f(x0).

Tr—xQ
De feito, é fundamental observar que na definicidn de limite aparece o termo
0 < |x — xg| < 4, o cal implica que o valor da funcién no punto (en caso de
que g € A) non inflie en absoluto na existencia (nin no valor) do limite.

(i) Da definicion de limite e as observacidns previas deducimos que duas funcions
que tomen os mesmos valores nunha vecifianza de x(, excepto posiblemente
no punto xg (no que poderian non estar nin sequera definidas), terdn o mesmo
comportamento con respecto a existencia de limite no punto x(. Por tanto, para
tales efectos, pddense facer previamente as simplificaciéns que convefian. Por
exemplo, se quixésemos estudar a existencia de limite da funcién f(z) = ”f__gg,

 # 3 no punto xy = 3 poderiamos estudar a existencia de limite nese punto

da funcién g(z) = x + 3,2 € R.

Exemplo 1. Probaremos, usando a definicidn de limite, que

lim 22 = 4.
r—2

Para iso, debemos probar que dado ¢ > 0, existe 6 > Otalquese 0 < |z — 2| < §
entén |22 —4| < . Para poder atopar un § axeitado é preciso establecer unha relacién
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entre os valores |22 — 4| e |z — 2|. Para iso, comezamos observando que
0% — 4] =z +2| |z — 2 < (Jo] +2) [z - 2|.

Ademais, como estamos calculando o limite no punto zg = 2, podemos asumir que
x € (1, 3) (édicir, z tal que 0 < |z — 2| < 1) e entdn temos que

|22 — 4| <5z —2|.
Por tanto, tomando

0<6§min{§, 1},
tense que se 0 < |x — 2| < 4§ entdn

|z2—4|§5|x—2|<55<5§:8.

Negacion da definicion de limite

Como veremos, unha funcidon non sempre ten limite (real) nun punto de acumula-
cion do seu dominio. Por este motivo convén saber expresar, en particular, que un
certo numero real L non é o limite dunha funcidn nun punto. Para isto bastara con
negar a Definicion 1 (ou calquera das suas variantes). Negaremos a continuacion a
Definicidn 1:

Sexan f: ACR — R, zp € A’ e L € R.Entdn, L non é o limite de f cando
x tende a xq se e sO se se cumpre que

Jdeg > 0talqueVo >0, 3z € A, 0 < |z — 0| < 9, tal que | f(z) — L| > eo.

Noutras palabras, dicir que L € Rnon é o limite de f cando = tende a x( quere
dicir que existe unha vecifianza de L, (L — g, L 4 ¢¢) tal que en calquera vecifianza
reducida de zo, (o — J, 29 + 0) \ {x0}, sempre se podera atopar algiin punto de A
cuxa imaxe por f non estea en (L — gg, L + &g).

2. Propiedades de limites

Veremos nesta seccion algunhas propiedades dos limites de funcidns.

Proposicion 1. Se unha funcién f ten limite nun punto x, entén esta limitada nunha
vecifianza de xg.

Demostracioén. Sexa L € R o limite de f en z(. Pola definicién de limite, tomando
¢ = 1, sabemos que existird 0 > Otal quese x € (x¢ — 0,0+ ) N A, x # xg, entdn
|f(x) — L| < 1. Logo, parax € (zg — d, 29 + &) N A, & # xo, cumprirase que

[f(@)] = |f(z) = L+ L| < [f(x) = LI+ [L] <1+ |L]

e, por tanto, f esta limitada nunha vecifianza de xy. O
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Proposicion 2. Sexan f: A C R — R e zg un punto de acumulacién de A tales que
existe
lim f(z)=LeR.

xrT—rx0o
Entdn:

(1) Se L > 0 entdn existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 paratodo z € A que cumpra
que 0 < |z — x| < 4.

(2) Se L < 0 enton existe § > 0 tal que f(x) < 0 para todo = € A que cumpra
que 0 < |z — x| < 4.

(3) Se existe & > O talque f(z) > Oparatodox € A,0 < |x — xg| < §, entdn
L>0.

(4) Se existe § > O tal que f(x) < Oparatodox € A, 0 < |x — o] < §, entdn
L <0.

(5) Se existen & > 0 e dous valores a, b € R tales que a < f(x) < b para todo
x€A0<|x—x9 <d,enténa < L <b.

Demostracién. (1) Se lim f(x) = L, entdn se cumpre que paratodoe > 0 existe
Tr—xQ

0> 0talque f(z) € (L—e, L+¢)paratodox € 4,0 < |z — x| < 4. Basta
tomar enténe = % para garantir que existe § > 0 tal que f(z) € (%, 3 %) (e,
en particular, f(z) > 0) paratodo z € 4,0 < |x — o] < 4.

(2) Andlogoa (1).
(3) Consecuencia directa de (2).
(4) Consecuencia directa de (1).

(5) Sexa g(x) = f(z) — a. Entdn, cimprese que lim g(xz) = L — a e, ademais,
T—rXTo

existe > Otalque g(z) > Oparatodox € A,0 < |z—xg| < ¢. Logo, por (3),
sabemos que L — a > 0, é dicir, L > a. Analogamente pode verse que L < b.
O

Observacion 2. As conclusions obtidas nos apartados (3) e (4) non melloran se se
pide que f cumpra as desigualdades de forma estrita. Dito doutro modo, que exista
0 > 0talque f(z) > Oparatodoz € A,0 < |z — z¢| < J, non implica que L > 0
(analogamente coas desigualdades invertidas). Un exemplo disto é a funcién

f:R\{0} —R

v f(z) =€ 5,
que toma valores estritamente positivos en todo punto do seu dominio pero ten limite
Oenzg =0.
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O seguinte resultado establece o nexo de unidn entre os conceptos de limite
para sucesions e para funcidns.

Teorema 1. Sexan f: A C R — R, zy un punto de acumulacionde Ae L € R. As
seguintes afirmacidns son equivalentes:

(1) L é o limite da funcién f cando z tende a zo.

(2) Dada calquera sucesion {z, }neny C A, con z, # 1z, converxente a zo, a
sucesion das imaxes { f(z,,) }nen converxe a L.

Demostracién. Vexamos en primeiro lugar que (1) = (2):
Se lim f(x) = L entdn, por definicién de limite, tense que para todo e > 0
r—xQ

existe 0 > O tal que |f(z) — L| < e paraosz € Atales que 0 < |z — zo| < 6.

Consideremos entén {x, }nen C A unha sucesidn converxente a zg e ve-
xamos que a sucesion das imaxes {f(x,,) }nen converxe a L. Como {x, tneny C A
converxe a xg, entdn existe N € N tal que |z,, — 29| < d paratodon € N,n > N,
sendo ¢ o valor atopado na definicion de limite. Tense entdn que para todo ¢ > 0
existe N € Ntalquesen € N,n > N, entdn|f(z,)— L| < e, consecuentemente,
{f(zn) }nen converxe a L.

Vexamos agora que (2) = (1):

Supofiamos que non se cumpre (1), é dicir, que non se cumpre que

lim f(x) = L. Entdn, negando a definicién de limite, existe un valor g > 0 tal
Tr—xo

que para todo § > 0 existe un punto z5; € Atalque 0 < |z5 — xg| < d e
|f(xs) — L| > eo. En particular, para ese valor &y, podemos tomar unha sucesién
de deltas, {8, }nen = {%}neN e terfase entdn que para cada n € N existira un pun-
to z, € Atalque0 < |z, — 29| < 2 e|f(z,) — L| > &o. Deste modo temos
construido unha sucesion {z,, }nen C A, con x,, # x, converxente a x, para a cal a
sucesion das imaxes { f (2, ) }nen non converxe a L (é dicir, non se cumpre (2)). O

O resultado anterior resulta especialmente util de cara a probar que unha fun-
cién non ten limite nun punto, tal e como se pode ver no seguinte exemplo.

Exemplo 2. Consideremos a funcion
f:R\{0} —R
1
x+— f(x) =sin (—)
T

e o punto 2o = 0. Se tomamos por exemplo a sucesion {z, }nen = {ﬁ}neN

tense que {f(zn) tnen = {0}nen ten limite 0. Non obstante, se tomamos a sucesion
2

{Untnen = @niDn

. tense que {f(yn)}nen = {1}nen ten limite 1. Como
ne

consecuencia, podemos afirmar que f non ten limite en zy = 0.
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O Teorema 1 permite trasladar todas as propiedades cofiecidas para sucesions
ao marco das funcidns reais dunha variable real, tal e como se establece a continua-
cion.

Proposicion 3. Se unha funcién f ten limite nun punto, entdn este é Unico.

Proposicion 4. Sexan f: A CR — Reg: B C R — Rduas funciéns e xg un punto
de acumulacién de A N B. Se existen

lim f(z)=Li €R e lim g(z) =L, €R,

T—x0 T—To

enton:
(a) Existe xll_m (f(x) +g(x)) = L1 + Lo.

(b) Existe im (A f(x)) = ALy paratodo A € R.
(c) Existe xl|_>n; (f(x)g(x)) = Ly Lo.

(d) Se Ly # 0, existe zana!O ﬁ — LLI
i m {&) _ Ly
(e) Se Ly # 0, existe xl;rr;ﬂ o) = 7

Observacion 3. No apartado (d) da proposicion anterior é posible que non se poida

definir a funcion % en todo o conxunto A pero, como L; # 0, sdbese que f(x) # 0

nunha vecifianza reducida de x(, polo que ten sentido falar de lim ﬁ
r—rTo

Teorema 2. Sexan f, g: A C R — R e xy un punto de acumulaciéon de A.Se feg
tefien limite no punto =g, lim f(x) =L; € R, lim g(x) = Ly € Reexiste § > 0
T—xo T—Xo

tal que f(z) < g(z) paratodox € A,0 < |x — z¢| < 4, entdn Ly < Lo.

Teorema 3 (de compresion (Regra do sandwich)). Sexan f, g, h: A CR — Re xg
un punto de acumulaciéon de A. Supofiamos que:

(1) Existe 6 > 0 tal que

g(z) < f(xz) < h(z)paratodoz € A, 0 < |z — zo| < 0.

(2) Existe o limite de g e h cando x tende a x( e, ademais,

lim g(xz) = lim h(xz)= L.

Tr—xT0 Tr—rxo

Enton existe o limite de f cando x tende a 2 e

lim f(z)=L.

T—xTo

Como consecuencia inmediata do resultado anterior, obtense o seguinte co-
rolario.
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Corolario 1. Sexan f, g: A C R — R e xg un punto de acumulacién de A. Supofia-
mos que:

(1) Existe Iim f(z)=0.

Tr—rxQ

(2) g estd limitada nunha vecifianza de zg.

Entdn existe
Jim (@) g(x) = 0.
Teorema 4 (cambio de variable paralimites). Sexan f: ACR — Reg: BCR—=R
duas funcidns tales que f(A) C B, 2o un punto de acumulaciénde Ae L, L € R.
Supofiamos que se cumpren as seguintes condicions:
(1) Existe lim f(z) = L, sendo L un punto de acumulacién de B.
rT—T0o

(2) Existe § > 0 tal que f(z) # L paratodoz € A,0 < |z — zo| < 0.
(3) Existe lim g(y) = L.
L

Yy—
Entdn existe

lim (go f)(z) = L.

Tr—rx0o

Demostracién. Dado un e > 0 arbitrario, buscamos atopar § > 0 tal que
[(gof)(z)—Ll<e VzeA 0<|z—2xo <4

Fixemos pois un € > 0.
Por ser L un punto de acumulaciéon de B e lim g(y) = L, para o ¢ fixado,
y—L
existe 47 > 0 tal que

lgly) — Ll <e VyEB,0<|y—Z|<61. (2.1)
Por outra parte, como lim f(z) = Z, dado §; existe 6o > 0 tal que
T—xT0
If(z)—L| <& VzeA 0<|z—mz<do (2.2)

Ademais, pola segunda condicidén do teorema sabemos que existe d3 > 0 tal
que N
f(x)#L VzeA 0<|z— x| < Js. (2.3)

Como consecuencia, tomando 6 = min{ds, d3}, temos que para z € A, con
0 < |z —x0| <6,(2.2) e (2.3) garanten que 0 < |f(x) — L| < &7 e entdn, por (2.1),
cumprese que |g(f(z)) — L| < ¢, é dicir,

[(gof)(z) - L] <e.
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Observacién 4. E fundamental observar que a condicién (2) do teorema anterior é
necesaria. Por exemplo, se consideramos as funcions f e g dadas por

f(x)=0, zeR,

(2) 1, =#0,
€Tr) =
g 0, z=0,

pddese comprobar que estas funciéns cumpren todas as hipdteses do teorema ante-
riorpara A = B =R, zg = 0 e L = 0 salvo a de que exista unha vecifianza reducida
de zp = 0 na cal f(z) # 0. Neste caso, ocorre que

lim g(y) =1

y—0

pero
lim (g0 f)() = lim (g(f(x)) = lim 0 =0,

z—0 x—0 z—0
o cal proba que a condicién (2) do teorema é necesaria.

Ahipdtese (2) do teorema anterior pédese substituir pola condicién (mdis res-
tritiva pero, en ocasions, mais sinxela de comprobar) de que f sexa localmente inxec-
tiva. Obtense asi o seguinte corolario.

Corolario 2. Sexan f: A C R — Reg: B C R — R duas funcions tales que
f(A) C B, xo un punto de acumulaciénde Ae L, LeR. Supofiamos que se cum-
pren as seguintes condicidns:
(1) Existe zILn; flx) = L, sendo L un punto de acumulacién de B.
0

(2) f é inxectiva nunha vecifianza de zg.

(3) Existe lim g(y) = L.
y—L
Entdn existe

lim (go f)(z) = L.

T—x0

3. Limites por subconxuntos

En determinadas ocasions é interesante estudar o comportamento dunha funcién
nunha vecifianza dun punto, pero unicamente sobre un subconxunto do dominio de
definicion da funcion. Isto da lugar & seguinte definicion.

Definicién 2. Sexan f: A C R — R, E C A e xg un punto de acumulaciéon de E.
Dise que L € R é o limite de f cando x tende a zy segundo o subconxunto E se

Ve>0,36(e,zg) >0, talquez € B, 0 < |z — x| <= |f(z) — L] <e.

— AV
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Escribirase

Observacion 5. Notese que, nas condicidns da definicién anterior, dicirque L € R é
o limite de f cando x tende a x( segundo o subconxunto E é equivalente a dicir que
a funcion restricién de f a E, f|g, ten limite L cando z tende a .

O seguinte resultado relaciona a existencia de limite coa existencia de limite a
través de subconxuntos.

Teorema 5. Sexan f: A C R — R e zy un punto de acumulacién de A.

1. Se existe o limite de f cando = tende a zy e é igual a L € R entdn existe o
limite de f cando x tende a xg segundo calquera subconxunto de A do cal x
sexa punto de acumulacién e, ademais, dito limite é igual a L.

2. Sexan B, B> C Atalesque E1 U Ey = A e xg un punto de acumulacion de
FE e Es. Se existe o limite de f cando x tende a xg segundo os subconxuntos
FE1 e Es e éiguala L, entdn existe o limite de f cando x tende a z( e é igual a
L.

Observacion 6. Cabe observar que o segundo apartado do teorema anterior pode
estenderse para un conxunto finito de subconxuntos E1, Fo, ..., E,.

Exemplo 3. Consideremos a funcidn de Dirichlet, dada por

)1, zeqQ,
f(sc)—{m by

Se consideramos F; = Qe E; = R\ Q, entdn se cumpre que E; U B3 = R,
ademais, calquera xy € R é punto de acumulacion de E; e de Fjs.

Para esta funcion e os subconxuntos considerados ocorre que dado calquera
zo € R, o limite de f segundo o subconxunto E; é 1 mentres que o limite de f
segundo o subconxunto E5 é 0, o cal implica que a funcidn de Dirichlet non ten limite
en ningun punto.

Como consecuencia do teorema anterior, deducese o seguinte.

Corolario 3. Sexan f: A C R — R e xg un punto de acumulaciéon de A. Entdn f ten
limite L cando x tende a x( se e s se existe o limite de f cando x tende a x( segundo
calquera subconxunto do cal zg sexa punto de acumulacion e é igual a L.

Un caso de especial interese tense cando £ = AN {z € R; z > o} =
AN (zg,0)ouE =AN{z €R; z < x9} = AN (—00, ), 0 cal leva a definir os
limites laterais.

— AV
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Definicién 3. Sexan f: A C R — Re zg un punto de acumulacién de AN (—o0, z¢).
Dise que L € R é o limite pola esquerda de f cando x tende a x se

Ve >0, 3d(c,29) >0, talquex € A, 0 <zpg—2x <= |f(x)— L| <e.

Escribirase
lim f(z) = L.

ZE—>ZO

Tamén é frecuente denotar por f(z,)ao lim f(z).
T—T)

Definicién 4. Sexan f: A C R — R e 2y un punto de acumulacién de A N (zg, 0).
Dise que L € R é o limite pola dereita de f cando x tende a zq se

Ve>0,3d(e,x0) >0, talquex € A, 0 <z —29 <= |f(z) - L| <e.

Escribirase
I|'m+ f(z)=1L.

I*}IO

Tamén ¢é frecuente denotar por f(z) ao ”m+ f(x).
w—)wo

O Teorema 5 pode reescribirse entén en termos dos limites laterais.
Corolario 4. Sexan f: A C R — R e x un punto de acumulacién de A N (—oo, x¢)

e de AN (xg,00). Entén f ten limite cando x tende a xq se e sé se existen os dous
limites laterais de f en x( e son iguais.

4. Limites infinitos

Definiremos a continuacion os conceptos de limites infinitos.

A idea intuitiva de que o limite de f cando x tende a xy é oo é que os valo-
res de f(x) sexan arbitrariamente grandes sempre que os valores de = se tomen o
suficientemente proximos a x e distintos de x.

Definicion 5. Sexan f: A C R — R e x( un punto de acumulacién de A. Dise que a
funcién f tende a oo cando x tende a zq se

VM eR, 36(M,zp) >0talquez € A, 0 < |z —xo| < = f(z) > M.

Neste caso, escribirase

ILm f(z) = 0.

Exemplo 4. A funcion
fR\{0} — R

xb—>f(x):$

tende a oo cando z tende a 0.




Unidade 2
didactica Limites

Analogamente, tense a seguinte definicién de limite igual a —oc.

Definicion 6. Sexan f: A C R — R e xg un punto de acumulacién de A. Dise que a
funcién f tende a —oo cando z tende a xg se

VM eR, 35(M,z9) >0talquex € A, 0 < |z — z¢| < 0 = f(z) < M.

Neste caso, escribirase

ILm f(z) = —oc0.

Resultan interesantes as propiedades que relacionan as operaciéns de fun-
cions cos limites correspondentes, no caso de que alglns destes sexan non finitos.
Estas propiedades son andlogas as xa cofiecidas para sucesions e resimense no se-
guinte resultado.

Teorema 6. Sexan f, g, h: A C R — R e x( un punto de acumulacién de A tales
que existen lim f(xz) =L e R, lim g(z) =occe lim h(z) = —oco. Entdn:
— T—x0 T—To

x o

1. lim (f+g)(z) = L+ o0 = 0.

T—x0

2. lim (f—g)(x) =L —o00=—o0.

r—xTo

3. lim (f+h)(z)=L—00=—00.

T—x0

4. lim (f —h)(z) = L + oo = 0.

Tr—To

5. lim (g — h)(x) = 00 + 00 = .

Tr—xTo

6. lim (—g—h)(z) = —0c0 — 00 = —00.
T—x0

7. se L > 0, entén ILm (fg)(x) =Loo=o0.
T—x0

8. seL <0,entdn lim (fg)(z) = Loo = —o0.
T—x0

9.seL >0,entdn lim (fh)(x) = L(—o00) = —o0.
Tr—T0o

10. se L < 0, entdn ILm (fh)(z) = L(—00) = .
r—rXo

11. lim (g (—h))(z) = 00 00 = 0.

12. wILn;O(g h)(z) = 0o (—0) = —c0.
13. lim (=g h)(z) = (~00) (~00) = 0.
14 tim Ly =L 2o

T—z0 g o0
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15. lim i(x) =—=0.

T—xo — 00

Convén observar que non se deben considerar os simbolismos anteriores coma
operaciéns no conxunto R U {00, —oo}, posto que estas operaciéns non estarian
definidas entre todos os elementos. Por exemplo, non estan definidas as seguintes

operacions:
+o0 +o0

400’ 0
Noutras palabras, para estes casos non é posible enunciar unha propiedade xeral co-
ma as do teorema anterior, polo que se denominan indeterminacions. En caso de ato-
parnos ante unha indeterminacién, o seu limite pode tomar calquera valor posible.
Vexamos isto no seguinte exemplo.

0 (£00).

o0 — 00,

Exemplo 5. Vexamos que — é unha indeterminacién. Para iso consideremos as fun-
00

ciéns
f:R\{0} —R g: R\ {0} — R
9L‘»—>f(a:):i € x»—)g(x):i.
z? ||
Tense que ;@0 flz) = zIl’gnog(gv) = o0, polo que os limites dos dous posibles cocien-

/g

. L .0
tes, = e ? presentan unha indeterminacién do tipo — cando x tende a co. Non
g o0

obstante, observamos que

1
fim 28— jim 12 iy L —
z—0 g(:L‘) x—0 :E2 z—0 |{E|
mentres que
2
fim 2% i 2 i | = 0.

x—0 f(a;‘) z—0 I]}l x—0
Analogamente, resultaria posible encontrar outras funciéns que tendan a co nun pun-
to x( para as cales o seu cociente tivese como limite calquera outro nimero real.

5. Limites no infinito

Veremos a continuacidn como se poden definir os limites no infinito, os cales ser-
ven para estudar como se comporta unha funcidn para valores de x arbitrariamente
grandes ou arbitrariamente pequenos.

Definicion 7. Sexan A C R un subconxunto de nimeros reais non limitado supe-
riormente e f: A C R — RR. Dise que a funcién f tende a L cando z tende a 0o
se

Ve>0,3K(c) eRtalquez € A, z > K = |f(z) — L| < e.

En tal caso escribiremos
lim f(z) = L.

T—00
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Definicion 8. Sexan A C R un subconxunto de nimeros reais non limitado inferior-
mentee f: A C R — R. Dise que a funciéon f tende a L cando z tende a —c0
se

Ve>0,3K()eRtalquez € A, z < K = |f(z) — L| < e.

En tal caso escribiremos
lim f(z)=L.
r—r—00
Combinando as definicidns previas coas da seccidn anterior, é posible definir
limites infinitos no infinito. Por unha cuestién de completitude, incliense a continua-
cién todas as definicions pertinentes.

Definicion 9. Sexan A C R un subconxunto de nimeros reais non limitado supe-
riormente e f: A C R — R. Dise que a funcién f tende a co cando « tende a 0o
se

VM eR,IK(M) e Rtalquez € A, x > K = f(z) > M.

En tal caso escribiremos
lim f(z) = 0.
Tr—r00
Definicion 10. Sexan A C R un subconxunto de nimeros reais non limitado supe-
riormentee f: A C R — R. Dise que a funcién f tende a —oo cando « tende a co
se

VM eR,IK(M) e Rtalquexz € A, z > K = f(z) < M.

En tal caso escribiremos
IIm f(z) = —oc.
T—r o0
Definicién 11. Sexan A C R un subconxunto de nimeros reais non limitado infe-
riormentee f: A C R — R. Dise que a funcién f tende a co cando = tende a —oo
se

VM eR, IK(M) e Rtalquez € A, x < K = f(z) > M.

En tal caso escribiremos
Iim f(x) = 0.
r—r—00
Definicién 12. Sexan A C R un subconxunto de nimeros reais non limitado inferior-
mentee f: A C R — R. Dise que a funcién f tende a —co cando x tende a —co
se

VM eR,IK(M)cRtalquez € A, 2 < K = f(z) < M.

En tal caso escribiremos
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6. Limites de oscilacion

Definicion 13. Sexan f: A C R — R, 29 € RU {co, -0} e L € R. Dise que L
é un limite de oscilacién de f en xq se existe unha sucesion {x, }neny C A\ {z0}
converxente a x tal que a sucesion das imaxes { f (z,,) }nen converxe a L.

Denotaremos por L(f, o) ao conxunto dos limites de oscilaciéon de f en xo.
Este conxunto cumpre a seguinte propiedade.

Proposicion 5. Sexan f: A C R — Rexy € RU {0, —c0}. O conxunto de limites
de oscilacién de f en zo, L(f, zq), é pechado.

Exemplo 6. Dada a funcidn
f:R\{0} — R
1
x+— f(x) =sin (E)

e o punto xy = 0, tense que L(f,z¢) = [-1,1].

Definicién 14. Dados f: A C R — Rexy € R U {00, —cc}, definese o limite
superior de f en xyp coma o supremo de L(f, zo). Denétase por lim f(x).
T—T0o

Analogamente, definese o limite inferior de f en xg coma o infimo de L( f, ).

Dendtase por lim f(z).
T—To

Exemplo 7. Dada a funcidn
f:R\{0} —R
x+— f(x) =sin (é)
e o punto xy = 0, tense que

lim f(z) = sup L(f,z¢) = sup[-1,1] =1

T—XTo

lim f(z) = infL(f,20) = inf[—1,1] = —1.

T—xTo

ACTIVIDADES PROPOSTAS

Proporase ao alumnado a resolucion de diversas cuestidns e exercicios, que debe-
ran ser resoltos de xeito individual ou en grupos reducidos. Incliense a continuacion
algunhas propostas de exercicios:

Exercicio 1. Usa a definicién e — ¢ de limite para probar que:

— AV
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s H w2 —
(a) ml_|>nl32x+5——1. (d) J@Om—o.
‘ 1 _ 1 ‘ z’—z
) Jlim, 3 = 2, ¥a0 20 (0 lim ot =
(c) z|l>na!0 VT = /19, Vxo > 0. (f) mILn;D sinz = sinzg, Vzg € R.

Exercicio 2. Sexa f: A C R — R unha funcién, xq un punto de acumulaciéon de A e
L eR.

(a) Probaquese lim f(z)= L,entén lim |f(x)|=|L|.
T—To T—Ig
(b) E certo o reciproco do apartado anterior?

Exercicio 3. Estuda a existencia dos seguintes limites e calcula o seu valor (ou os va-
lores dos limites laterais correspondentes), cando existan:

’ — 1
(@) lim v 8. (n) Iim \/E—x—i—
-2 722 — 4 z—oo T+ —1
22 +x—6 sy e 2l
(b) |@2 i (A) J@Oe .
* B , 23 —op?
|| (0) lim &=2z 44
(C) ||m0 3 s . T—00 x3 312 L
z—0 T T i _
(A tim 2VEZ2H VTl M
o=l r—1 . Vit —+1—=x
e Jin? 2?2 —4x+4 . e” +sin(z)
(r) lim —————=.
f) i z—o0 €% — sin(x)
() oo+ T 1 (s) lim z + sin(z)
(g) lim 22? —3z -4 P - sin(z)’
T—00 411 : ) 3 — 1
VET 0 Jim =
" I r (u) lim (Va2 -1-2).
3 Tr—r0o0
(i) limzFE [—} . (v) lim cos (ﬁ) .
z—1 T T——00
201 _ , .
(k) lim 2= — %) (1_ 4cosx). (w) lim cos (|a:|)‘
z—=0 sin“zx 22 sin (l)
. i 1
(0 Jim, nltans) Lt sin(z)
r— €T
2z +3)3(3z—2)? , m—ﬁ
(m) lim . (z) lim .

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

Posto que esta é a segunda unidade didactica da materia, non se prevé realizar unha
avaliacion inicial.
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A avaliacion procesual levarase a cabo ao longo de toda a unidade, tomando
nota da participacion do alumnado no desenvolvemento das sesidns.

A avaliacién final realizarase mediante a avaliaciéon continua da materia e o
exame final da mesma. Como parte da avaliacién continua o alumnado debera re-
solver exercicios e tarefas propostos polo profesorado, asi como realizar unha proba
parcial de cardcter similar ao exame final. Por outra banda, no exame final, corres-
pondente a toda a materia, o alumnado debera resolver diversas preguntas de teoria,
cuestions de caracter tedrico-practico e exercicios.

A nota final do alumnado (NF) obterase empregando a seguinte formula:

NF = méx{0.4 AC + 0.6 EF, EF},

sendo AC a nota de avaliacion continua e EF a nota do exame final.
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