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PRESENTACION

Esta Unidade Didactica (UD) enmdrcase dentro da materia “Introducion & Analise Ma-
tematica” que se imparte no primeiro semestre do primeiro curso do Grao en Mate-
maticas, do Dobre Grao en Matemdticas e Fisica e do Dobre Grao en Enxefiaria Infor-
matica e Matematicas, cunha carga de 6 créditos ECTS.

Esta materia bdsica esta incluida no médulo de Andlise Matematica nunha Va-
riable, xunto con “Continuidade e Derivabilidade de Funcidns dunha Variable Real” e
“Integracién de Funciéns dunha Variable Real”, que se imparten no segundo semestre
do primeiro curso, e “Variable Complexa”, que ten lugar no cuarto curso.

Esta UD tratara cuestidns relacionadas cos conxuntos de nimeros, dende os
naturais ata os reais, estudando as principais propiedades de cada un deles asi como
as sUas insuficiencias.

Esta materia pretende introducir os alumnos nos conceptos e técnicas basicas
da Analise que resultaran fundamentais, por unha parte na adquisicion das compe-
tencias fixadas na memoria da titulacion e, por outra, na construcion posterior dou-
tros obxectivos de traballo desta area de cofilecemento, principalmente no que se
refire 4 sua xeneralizacidn a funciéns dunha ou varias variables.

Esta UD é a primeira da materia e para a sua correcta explicacion por parte
do profesor e asimilacidon por parte do alumnado, a temporalizacion prevista é de
4 semanas, o que se corresponde con 8 sesidns expositivas, 4 de seminario e 4 de
laboratorio.

COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

Ademais de contribuir a acadar as competencias basicas, xerais e transversais recolli-
das na Memoria do Titulo de Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de
Compostela (USC), esta materia, e esta UD en concreto, permitira acadar as seguintes
competencias especificas:
CE1 comprender e utilizar a linguaxe matematica;
CE2 coiecer demostracions rigorosas dalguns teoremas clasicos en distintas areas
da Matematica;
CE3 idear demostracidns de resultados matematicos, formular conxecturas e ima-
xinar estratexias para confirmalas ou refutalas;
CE4 identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracidns ou
contraexemplos;
CE5 asimilar a definicién dun novo obxecto matematico, relacionalo con outros xa
coinecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos;
CE6 saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema, distinguin-
doas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais;
CE9 utilizar aplicacidns informaticas de analise estatistica, calculo numérico e sim-
bélico, visualizacidn grafica, optimizacidén e software cientifico, en xeral, para
experimentar en Matematicas e resolver problemas.

—— AV




Unidade -1

didactica Numeros reais

De entre os obxectivos xerais da materia, nesta UD abordaranse os seguintes:

— introducir o alumno, co apoio esencial de exemplos e practica, na comprension
da primeira estrutura da Analise Matematica: o corpo ordenado e completo dos
numeros reais;

— tomar contacto co programa MAPLE como apoio para o célculo e a comprension
e a visualizacidn dos conceptos relacionados cos conxuntos numéricos.

Os obxectivos especificos que se pretenden cubrir nesta UD son:
— comprender as insuficiencias dos distintos conxuntos numéricos;

— cofiecer e saber empregar na practica o principio de inducidn;
— construir o conxunto dos nimeros reais axiomaticamente.
— deducir as principais propiedades dos nimeros reais a partir dos axiomas.

— cofiecer demostracidns rigorosas dalguns teoremas cldsicos relativos as series
de numeros reais;

— identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracions ou
contraexemplos.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

As actuacions do profesor orientaranse a conseguir unha aprendizaxe significativa,
procurando que o alumno sexa o auténtico protagonista do seu proceso de aprendi-
zaxe, favorecendo o conflito entre os contidos que se estan presentando e as ideas
previas do alumno e que deste conflito xurda a necesidade de construcién dun novo
cofiecemento.

Nas clases expositivas impartirase a parte tedrica da materia, ilustrandoa con
alguns exemplos para facela mais comprensible. Ademais, reservaranse cuestions pa-
ra implicar os estudantes na sda discusion.

Polo que respecta & docencia en grupos reducidos, preténdese lograr unha
maior participacion dos alumnos. Abordaranse problemas e aspectos da materia non
tratados nas clases expositivas e analizaranse cuestions que adoitan resultar de mais
dificil comprensién.

Por ultimo, nas clases de laboratorio nas aulas de informatica os alumnos uti-
lizaran o programa MAPLE para realizaren célculos e representacidns graficas, o que
servira de apoio para a resolucién de problemas e para a comprension de conceptos
claves na materia.

Amais do anterior, o alumnado tera ao seu dispor sesidéns de titorias indivi-
dualizadas ou en grupos moi reducidos. Estas titorias teran un caracter voluntario e
serviran para tratar cuestidns concretas ou resolver dubidas da materia.

Como axuda contaremos con diversos recursos, entre os que destaca a USC
Virtual, onde se ird subindo material docente periodicamente, como por exemplo bo-
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letins de problemas, os apuntamentos da materia ou os arquivos do programa Maple.

CONTIDOS

1. Numeros naturais. Principio de inducion

O conxunto dos nimeros naturais N = {1, 2, 3,. .. } surxe pola necesidade de contar
e sobre el construese toda a aritmética. O conxunto N introducese formalmente a
partir dos Axiomas de Peano:
» (A;) Existe un elemento chamado un que é un nimero natural, 1 € N.
= (Ay) Dado un nimero natural n, existe outro nimero natural n* univocamente
determinado que se denomina “seguinte”de n.
= (Aj3) Non existe ninglin nimero natural n tal que n* = 1.
= (A4)Dados m,n € N, se m* = n* entén m = n.
= (A5) Axioma de inducién completa: Sexa K’ C N un subconxunto que cumpre
as seguintes propiedades:

e ()1eK,
e (ii)Sen € Kentonn* € K,

entoén verificase que K = N
No conxunto N definense as operacidns habituais de suma e produto, e a re-
lacion de orde usual. A relacidn de orde en N é total e cumpre a propiedade da boa
orde: Todo subconxunto non baleiro, K # (), K C N ten un primeiro elemento, isto
é,exister € Ktalquex <y,Vy € K.
Unha vez definidas as operacidéns en N, o principio de inducién pode reescribir-
se como segue: Sexa K C N un subconxunto que cumpre as seguintes propiedades:
m ()1 €K,
m (iiJSene Kentonn+1 € K,
entdn verificase que K = N
O principio de inducidon Usase de maneira moi habitual para probar propieda-
des que implican o conxunto de todos os nimeros naturais.

. P . 1 P
Exemplo 1. Probar que a suma dos n primeros numeros naturais vale %, é

dicir:

n(n+1)
—
Para demostrar a igualdade anterior usaremos o principio de inducion matemdtica:
= A propiedade é certa paran = 1, xa que 1 = %
= Supofiamos que a propiedade é certa para un determinado n = k (Hipotese de
inducion):

1+2+4 - +n=

k(k+1)

1 DRI k:
ot R
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e probemos que é certa para k + 1.

k(k+1 E(E+1)+2(k+1
I+ 4k+(k+1) = %—l—(lﬁ—i—l): ( )2 (k+1)
_ (B+1)(E+2)
- 5
En consecuencia, a propiedade é certa para todo n € N.
Exemplo 2. Probar que a suma dos n primeiros cadrados vale w, é dicir:

1) (2n+1
12+22+~-~+nQ:n(n+ )6(n+ ).

Para demostrar a igualdade anterior usaremos o principio de inducion matemdtica:
= A propiedade é certa paran = 1, xa que 12 = %
» Supofiamos que a propiedade € certa para un determinado n = k (Hipdtese de
inducion):

kE(k+1)2k+1
12_|_..._|_]€2:M7
6
e probemos que é certa para k + 1.

k(k+1)(2k + 1
Py b B (k1) = %4—(/44—1)2

(k4 D)[k(2k + 1) + 6(k + 1)]
6

(k+1)(k + 2)(2k + 3)
- .

En consecuencia, a propiedade é certa para todo n € N.

Cuestion 1. Conxecturar o resultado da suma dos n primeiros nimeros impares, e
probalo facendo uso do principio de inducién.

2. Numeros enteiros e racionais

2.1. Numeros enteiros

Existen ecuacions alxébricas que non tefien solucidn no conxunto dos nimeros natu-
rais, N, por exemplo 3 + x = 2 ou, mais xeralmente,a + x = bcona,b € N,a > b.
Para dar solucién a este tipo de ecuacidns introducese o conxunto dos nimeros en-
teiros Z:

A Y
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Z=A{...,-2,-1,0,1,2,...},
gue pode construirse formalmente a partir de N e unha relacién de equivalencia.
Comezamos dotando o noso conxunto Z das operacions usuais suma e produ-
to. A continuacion, definimos unha relacidn de orde total:

. <-2<-1<0<1<2<...

)

que é compatible coas operaciéns, no seguinte sentido:
s a<b=a+c<b+cVceZ,
mag<b=a-c<b-¢c,VcE€Z,c>0,
a<b=a-c>b-c,VNceZ,c<O.
O conxunto dos niumeros enteiros, Z, non esta ben ordenado xa que Z~ C Z,
pero Z~ non ten un primeiro elemento.

2.2. Numeros racionais

Existen ecuacidns alxébricas que non tefien solucién no conxunto dos numeros entei-
ros, Z, por exemplo 3 - x = 5 ou, de maneira mdis xeral, a - x = bcon a,b € Z,a 1 b.

O conxunto dos numeros racionais definese formalmente como clases de
equivalencia de pares de nimeros enteiros:

QZ{S: p,qEZ,qyéO}.

Consideramos en Q as operacidns usuais suma e produto:

= Suma:
+:Q0xQ — Q
<£,z> ., b r_pstar
q’ s q s q-s
= Produto:
QxQ — Q
pr p r_p-r
q' s g s q-s

Dotamos, a continuacién, ao noso conxunto Q da relacion de orde usual:
Dados §,§ € Q,q,s € N, tense que: § <tep-s<r-q
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A suma cumpre as seguintes propiedades:

Propiedade Asociativa p+q)+r=p+(g+r), VpgqreQ;
Propiedade Conmutativa p+qgq=q+p, Vp,qeQ;

+
Elemento Neutro O+p=p+0=p, VpeQ;

Elemento Oposto (ou Simétrico) p+ (—p)=(-p)+p=0, VpeQ.

Dise ent6n que (Q, +) ten estrutura de grupo conmutativo ou abeliano. O conxunto
dos nimeros enteiros coa suma, (Z,+), tamén ten estrutura de grupo conmutati-
vo. En cambio (N, 4) ten estrutura de semigrupo conmutativo, xa que sé verifica as
propiedades asociativa e conmutativa.

O produto cumpre as seguintes propiedades:

Propiedade Asociativa (p-q)-r=p-(¢g-7), VYp,q,r€Q;
Propiedade Conmutativa p-q=q-p, Vp,q€Q;
Elemento Neutro (ou Unitario) 1-p=p-1=p, Vpe Q;

Elemento Oposto (ou Inverso) p - % = % 1=1, YpeQ =Q-{0}.

Tense, polo tanto, que (Q*,-) ten estrutura de grupo conmutativo. Pola sua parte,
(Z,-) e (N, -) tefien estrutura de semigrupo conmutativo con elemento neutro.
Ademais, cimprese a propiedade distributiva:

(p+q)-r=p-r+q-r, VpqrecQ.

En virtude de todo o anterior, dise que (Q, +, -) ten estrutura de corpo conmutativo.
Pola sta parte: (Z, +, -) ten estrutura de anel conmutativo con elemento unidade, e
(N, +, -) ten estrutura de semianel conmutativo con elemento unidade.
Por ultimo, a relacion de orde é compatible coas operacidns:
»p<qg=p+r<q+rVpgqreQqQ,
m p<q=>p-r<q-rV¥pqgeQvVreQr>0.
Dise entén que (Q, +, -, <) é un corpo conmutativo ordenado.

Proposicion 1. A orde en QQ é arquimediana, é dicir, dado p € Q existe n € N tal que
p<n.

Proposicion 2. A orde en QQ é densa, é dicir, dados p,q € Q,p < ¢, existe r € Q tal
quep <r<gq.

Demostracién. Sexar = 1(p+ q) € Q. Como p < g, utilizando que a orde é com-
patible coa suma, séguese que: p +p < ¢+ p < g+ ¢, ou 0 que é 0 mesmo,
2p < p+ q < 2q. Como tamén se ten que a orde é compatible co produto por racio-
nais non negativos, obtense que p < %(p +¢) < g.Polotantop < r < ¢, que é o
que queriamos demostrar. O

— AV
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Existen ecuacidns alxébricas que non tefien solucidon no conxunto dos nimeros
racionais, Q, por exemplo 22 — 2 = 0.

Proposicion 3. Non existe ninglin nimero racional, r € Q, tal que 2 = 2.

Demostracion. (Reducion ao absurdo) Supofiamos que r = % talque 2 = 2 e

m.c.d.(p,q) = 1. Polo tanto r? = Z; = 2 e asi p? = 2¢? sendo entdn p? par, po-
lo que p tamén é par (xa que se p fose impar, novamente por reducién ao absurdo,

p?taménoseriaxaque:p=2m—1=p? = (2m—1)2 =4m? —4m +1 impar).
Entén como p é par é da forma p = 2m = p? = 4m? = 2¢>. Polo tanto, ¢ = 2mZ2e
igual que antes concliese que ¢ é par. Pero se p e g son pares obtemos unha contra-
dicién coa suposicion m.c.d.(p, q) = 1. O

2.3. Conxuntos limitados

Definicién 1. Sexa (X, <) un conxunto ordenadoe Y C X, Y # (.
= Dicimos que z € X é unha cota inferiorde Y sexz < y,Vy € Y.

Dicimos que Y estd limitado inferiormente se ten algunha cota inferior.
= Dicimos que x € X é unha cota superiorde Y sey < z,Vy € Y.

Dicimos que Y esta limitado superiormente se ten algunha cota superior.
= Dicimos que Y esta limitado se estd limitado superior e inferiormente.

Exemplo 3. Tomemos X = Qe Y = N. Tense que Y estd limitado inferiormente
xa que 1 ou calquera outro numero racional menor que el, é unha cota inferior de
Y. Por outra parte, Y non estd limitado superiormente. Supofiamos que existe unha
cota superior r de Y, é dicir, existe r € Q tal que r > n,Vn € N. Pola propiedade
arquimediana de QQ sabemos que dador+1 € Qexisten* € Ntalquer < r+1 < n*,
de onde, r < n*, en contra de que r era cota superior de Y.

Exemplo 4. Tomemos X = QeY = {% : n € N}. Tense que Y estd limitado infe-
riormente xa que 0 ou calquera outro numero racional negativo é unha cota inferior
de Y. Por outra parte, Y estd limitado superiormente por 1 xa que % <1l,¥neN.

Definicién 2. Sexa (X, <) un conxunto ordenadoe Y C X, Y # (.
= Se Y estd limitado inferiormente, chamamos infimo de Y (se existe) & maior
das suas cotas inferiores. Denotamolo por infY".
Se o infimo existe e pertence a Y chamarémolo minimo de Y, e escribiremos
minY.
= SeY esta limitado superiormente, chamamos supremo de Y (se existe) a8 me-
nor das suas cotas superiores. Denotamolo por sup Y.

Se o supremo existe e pertence aY chamarémolo maximo de Y, e escribiremos
max Y.

A Y
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Exemplo 5. Tomemos X = QeY = N. Xa vimos que Y estd limitado inferiormente.
O 1 é cota inferior de Y xa que 1 < n, Vn € N. Vexamos agora que o 1 é o infimo
de Y. Se x é outra cota inferior de Y entén x < 1, pois se fose 1 < x,como1 € Y
teriamos que x non seria cota inferior. Polo tanto, 1 = infY. Como 1 € Y, tense que
tamén 1 = minY. Como Y non estd limitado superiormente, non existe sup Y nin
tampouco max Y.

Exemplo 6. Tomemos X = QeY = {% : n € N}. Xa vimos que Y estd limitado
superiormente: 1 > %, Vn € N. Vexamos ahora que 1 = supY. Supofiamos que
existe x € X cota superior de Y tal que x < 1. Posto que 1 € Y, a desigualdade
x < 1 contradi o feito de que x sexa cota superior de Y. Ademais 1 = maxY. Por
outra parte, xa vimos que Y estd limitado inferiormente. Vexamos que 0 = infY.
Claramente 0 < %, Vn € N. Supofiamos que existe r € Q, » > 0 que € cota inferior
deY,0 < r < L Vn e N Comor # 0, existe + e ademais + > n,Vn € N,
pero isto contradi o feito de que N non estd limitado superiormente en QQ (propiedade
arquimediana). Polo tanto, 0 = infY, e como 0 ¢ Y, temos que 39 minY.

Nota 1. Para probar que un nimero é supremo (ou infimo) dun conxunto debemos
verificar entén dias condiciéns:

1. que é cota superior (ou inferior);
2. que é a menor (maior) das cotas superiores (ou inferiores).

Proposicién 4. Sexan (X, <) un conxunto ordenadoe Y C X,Y # (. Se existe o
supremo (infimo) de Y entdn é unico.

Demostracion. Supofiamos que 1 = supY e o = sup Y, entdn xy, x2 son cotas
superiores de Y. Porser x1 = sup Y tense que z1 < x5, e por ser xo = sup Y tense
que o < x1. En consecuencia, x1 = xs. O

Cuestion 2. Probar a Proposicién 4 para o infimo.

Proposicién 5. Sexan (X, <) un conxunto ordenadoeY C X,Y # (), tal que existen
supY einfY.

1. Sexz e X,z <supY,enténexistey € Y talque z < y (< sup?Y).
2. Sex € X,z > infY, entén existe y € Y tal que (infY <)y < .
Demostracion.

1. Supofiamos que fose falso. Entén Vy € Y terase que x > y, polo que x seria
cota superior de Y. Como x < sup Y, x seria unha cota superior de Y menor
que sup Y, o cal é unha contradicién.

O

Cuestion 3. Probar o apartado 2 da Proposicién 5.

—— AV
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Proposicion 6. (QQ non verifica o axioma do supremo) En QQ existen conxuntos que
estan limitados superiormente pero non tefien supremo en (Q, como por exemplo,

Y ={recQ:2*<2}.

3. Axiomatica dos nimeros reais (R). Axioma do supremo e consecuencias

E posible realizar unha construcién dos nimeros reais a partir de Q, pero nés intro-
ducirémolos de maneira axiomatica.

Definicion 3. Chamamos corpo dos ntiimeros reais a un conxunto R de mais dun
elemento, dotado de duas operaciéns internas (+), () e unha relacién de orde (<),
que satisfan os seguintes axiomas:

AXIOMAS ALXEBRICOS

=

a+b=b+a, Va,beR. (propiedade conmutativa de (+))
(a+b)+c=a+(b+c), Va,b,ceR. (propiedade asociativa de (+))
+0=0+a=a, Vaé€R. (existencia de elemento neutro de (+))
+(—a) =(—a)+a =0, Vae€R. (existencia de oposto de (+))
-b=b-a, Va,be R. (propiedade conmutativa de (-))
-b)-c=a-(b-¢), Va,b,c€R. (propiedade asociativa de (-))
-1=1-a=ua, Vace€R. (existenciade elemento neutro de (-))
1—-1.4=1, VaeR- {0} (existencia de oposto de (-))
(b+c)=a-b+a-c, Va,b,ceR. (propiedade distributiva)
)...(Ag)implican que (R, +, -) ten estrutura de corpo conmutativo.

Ay

PN
SIS
gl 22

—~
:B .
—

’é\@@@

P

SIS

=

Os axioma

AXIOMAS DE ORDE

Existe en R unha relacién de orde, <, que satisfai as seguintes propiedades:
= (O1) Dados a,b € R, unha e sé unha das seguintes afirmacions é certa:

()a<b (it)a=0b (iHi)a>Db

m (O3) a<b=a+c<b+c¢, Va,bceR
(compatibilidade da orde coa suma)

» (O3) a<b=a-c<b-c, Va,beRVe>0.
(compatibilidade da orde co produto por reais non negativos)

Polo tanto, (R, +, -, <) é un corpo conmutativo totalmente ordenado.
AXIOMA DO SUPREMO

= (S) Todo subconxunto de R non baleiro e limitado superiormente ten supre-
mo.

— AV
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Definicion 4. A propiedade de tricotomia permite separar R en tres conxuntos dis-
xuntos:
R=R™ U{0}URT,

sendo:
R~ = {z € R: z < 0} (conxunto dos nimeros reais negativos).
R*T = {z € R: z > 0} (conxunto dos niumeros reais positivos).
Se z € Rt U {0} dicimos que x é non negativo.
Se z € R~ U {0} dicimos que z é non positivo.

Proposicion 7. Dados x, ¥y, z € R cumprense as seguintes propiedades:
Lo+y=y=z=0.
2.z, y#0,x-y=y=>x=1.
B.z+y=0=>y=—x.
4. m,y#O,x'yzliy:%.

5 x-0=0.

9. x#Oé%#O,ﬁzx.
10. 2 #0,z-y=z- 2=y ==z
11. x-y=0=2x=0oubeny =0.
Proposicion 8. Dados z,y, z € R cimprense as seguintes propiedades:
1. 22 > 0,esex # 0 entén 22 > 0.

2. 1>0.

3.neN=n>0.

4 22y, 2<0=z-2<y-z.
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Proposicién 9. Dados z,y € R,z < y, entén:z < £E¥ < y.

Demostracion. Como x < y, utilizando que a orde é compatible coa suma séguese
que:x+x <x+y <y-+y, ouoqueéomesmo,2x < x+y < 2y. Como tamén
se ten que a orde é compatible co produto por racionais non negativos, obtense que
z < %Q <. O

Corolario 1. Non pode existir un nimero real positivo minimo, é dicir, sey € R,y >
0=0<3y<y.

Demostracion. Basta considerar z = 0 na proposicidn anterior. O
Proposicion 10. Sexax € Rtalque 0 < x < e, Ve > 0, entén x = 0.

Demostracion. Supofiamos por contra que x > 0. Entdn, en virtude do Corolario 1,
tenseque 0 < 3 <, polo tanto o nimeroe = § > (0 étalque 0 < € < x, en contra
da hipédtese. O]

Proposicion 11. Sexanz,y € Rtalesquex <y +¢, Ve > 0enténz < y.

Demostracion. Supofiamos por contra que y < x. Tomando € = %(m — y) resulta:
yte=y+i(z—y) = ”BQﬂ < x, en contra da hipétese. O

O axioma do supremo dicia: Todo subconxunto de R non baleiro e limitado
superiormente ten supremo. Como consecuencia del, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 1. Todo subconxunto de R non baleiro e limitado inferiormente ten infimo.

Demostracion. Sexa X C R un conxunto non baleiro e limitado inferiormente por
a € R, édicir, a < z, Vo € X. Consideramos o conxunto X ={-z:ze X}
Entén X esta limitado superiormente por —a € R, xaquea < z,Vr € X &
—a > —x, Vo € X. En virtude do axioma do supremo, X ten supremo, pofiamos

—s. Vexamos que enton s = inf X.

1. s é cota inferior de X, xa que por ser —s cota superior de X tense que —s >
—x,Vx € X,poloques <z, Vo € X.

2. s éamaior das cotas inferiores de X. Supofiamos que existe s cota inferior de
X maior ques, s’ > s, entdon —s’ é cota superior de X e ademais~:
s’ > s = —s < —s, polo que —s’ seria unha cota superior de X menor que
—s, en contra de que —s é o supremo de X.

O

Teorema 2. Sexa X C R un subconxunto non baleiro e limitado superiormente. Son
equivalentes:

1. s=supX;

A Y
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2. sécotasuperiorde X eVe >0 dz. € Xtalques—e <z, <s.

Demostracion.
= (i) = (id)
Supofiamos que non é certo, existe enton e > Otalque s — ¢ > x, Vo € X,
pero isto implicaria que s — € é unha cota superior de X menor que s, en contra
de (7).
w (id) = (i)
Por hipdtese s é cota superior de X . Supofiamos que existe unha cota superior

de X, s, que é menor que s. Tomamos € = %52 > (0 e por (i), existe z. € X
p)
talque s —e < x, peros —e = s — 57 = SJQFS > 3. En consecuencia,

§ < s—e¢g < ., encontrade que s era cota superior de X.

O
Cuestion 4. Enunciar e probar un resultado analogo para o infimo.

Proposicion 12. (Propiedade arquimediana de R) Dado = € R, existe n € N tal que
n > x.

Demostracion. Supofiamos que non é certo. En tal caso existe © € R verificando que
n < x, Vn € N, polo que x seria una cota superior de N. En consecuencia, tense que
existe s = sup N e aplicando o teorema 2, existe m € Ntal que s — 1 < m (tomamos
€ = 1), peroisto implica que s < m + 1 € N, en contra de que s = sup N. O

Corolario 2. Dados =,y > 0O tense:

1. dn € Ntal que x < ny;

2. dn e Ntalque0 < % <,

3. dneNtalquen—1<z <n.
Demostracion.

1. Tomamos z = % > 0. Aplicando a propiedade arquimediana existe n € N tal
quen > %, de onde ny > z.

2. Tomando = = 1 no apartado anterior, existe n € N tal que ny > 1, de onde
1

3. En virtude da propiedade arquimediana, existe m € N tal que x < m e, en
consecuencia, o conxunto {m € N : x < m} é non baleiro. Aplicando a pro-
piedade da boa orde de N existe un primeiro elemento n, entén n — 1 non
pertence a este subconxunto, polotanton — 1 <z < n.

O

A Y
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Definicién 5. Dado z € R, chamamos parte enteira de x, e denotamolo [z], ao Unico
nimero enteiro n tal que n < 2 < n + 1. E dicir, a parte enteira dun nimero real é o
maior enteiro que é menor ou igual que él.

Exemplo7. [7] =3, [0]=0, [-1.5]=-2.

Teorema 3. (Densidade de Q en R) Dados z,y € R con z < y existe r € Q, tal que
T <r<y.

Demostracion. Podemos supor sen perda de xeneralidade que z > 0 (se z <0
ey > 0tomamosr = 0; se x = 0 tomamosn € N tal que 0 < % < yese
r < y < 0razoamoscon 0 < —y < —a:). A propiedade arquimediana garante a
existencia de n € N tal que n > y_%, e polo tanto tense ny — nxz > 1. Por outra
parte, aplicando a propiedade 3 do Corolario 2 a nx > 0 obtemos que existe m € N
talque m — 1 < nx < m, polo tanto, nz < m < nx + 1 < ny. En consecuencia,

nx < m < ny, poloquex < 7 < y. O

Corolario 3. (Densidade de I en R) Dados x,y € R con z < y, existe £ € [ tal que
T <€<uy.

Demostracion. Aplicando o teorema 3 aos nimeros reais % e %, obtemos que exis-
ter e(@,r;éo,talque\% <r < 4, deondex < V27 < y. Posto que 27 € 1,
queda probado o corolario. O

Definicién 6. Dado un numero real z, x € R, definese o valor absoluto de z, que
denotaremos por |x|, como:

T, x>0,
-z, x<0.

|x] = max{z, —x} = {

Proposicion 13. O valor absoluto satisfai as seguintes propiedades:

1. |z| >0,Vz € R;
2. 2| =0 2=0;
3. |z|=|—=z|,Vz €R;
4 fw-yl = lz| -yl Vo,y € R;
col1) 1.
5. Sex #0,entén |1| = W
6. |z +y| < |z| + |y|, Yo,y € R; (Desigualdade triangular)
[z +yl =zl +lyl e z-y=>0
7. e =yl = [lz] = [yll, Yo,y € R.
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Demostracion.
1. Por definicién, se x > O entén |x| == > 0esex < Oentdn |z| = —x > 0.

2. " < " Obviamente, |0] = 0.

" = " Supofiamos agora que |z| = 0, entén max{z, —z} =0 =2 = —x = 0.
3. | — z| = maz{—z, —(—2)} = mazx{—=x,z} = |z|.

4. w Sex = 0oubeny =0, entdn por 2 teriamos que |z - y| = |z| - |y| = 0;
= Sex >0ey > 0,entén |z| = x eyl =y, ecomoz -y > 0tamén
|z -yl =x-y deonde |z y[ =z -y = || yl;
" Sex<0ey<0,entdn|z| = —zely = —y, ecomoz y > 0tamén
|z -yl =x-y deondefr-y|=z-y=(-z) (—y) = |2|-|y};

Os casos que faltan x > 0,y < 0 e x < 0,y > 0 serian totalmente analogos.
5. Sex # 0 entdn existe 1. Como - x~! = 1, aplicando 4 tense que
1=z 27 =|z| |»7!], deonde |z} = ’%‘ = ﬁ
6. Para facer a demostracion da primeira parte basarémonos en 2 lemas:
LemaA.Sec>0,|a| <ce —c<a<ec
LemaB.Sea € R, —|a| < a < |al.
En virtude do Lema B séguese que: —|z| < x < |z|, —|y| <y <]yl
Se sumamos en ambas as expresions obtemos: —(|z|+|y|) < z+y < |z|+]y|.
Usando agora o Lema A, queda demostrado que: |z + y| < |z| + |y|.
Probemos agora a segunda parte do resultado: |z +y| = |z| +|y| © -y > 0.
o

Sex >0,y > 0entdn |z| = z,|y| = y,|z+y|l = 4+ y > 0, de onde
lz+yl =z +y = |z|+yl.

Sex < 0,y < 0= |z|] = —=zly = -y |z +yl = —(x+y), de onde
|z +yl = —v—y=lz[+[y].

Wy

Supofiamos que [z +y| = |z|+|y| e que z-y < 0.Se porexemploz < 0,y > 0,
entén |z| = —z, |y| = y, de onde |z| + |y| = —x + y. Por outra parte, por
definicion |« + y| = « + y ou ben |z + y| = —x — y. O primeiro caso implica

que x = 0 e 0 segundo que y = 0, o que contradi as hipdteses.

7. Porunhaparte, [z| = |z —y+y| < |z —y|+ |yl = |z —y| > |z] — |y

Poroutra, [y| = |y — = + 2 < |y — [+ [z| = |y| - |z| < |y — 2| =
—|ly — x| = =]z — y| < |x| — |y|- Polo tanto, xuntando as duas expresiéns
obtemos: —|z — y| < |z]| — |y| < |z —y|.

Utilizando agora o Lema A, séguese que: ||z| — |y|| < |z — y|. O

— AV
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Definicion 7. O valor absoluto induce unha distancia na recta real, definida mediante:
d(x,y)=|x—y|, anyeR

Definicion 8. Dados a,b € R, a < b, definimos os seguintes subconxuntos da recta:
= intervalo cerrado: [a,b] = {r € R:a <z < b};
= intervalo aberto: (a,b) = {zr € R:a <z < b};
= intervalo semiaberto & esquerda: (a,b] = {z € R:a < z < b};
= intervalo semiaberto & dereita: [a,b) = {r e R:a <z < b};
= semirrecta cerrada 4 esquerda: [a, +o0) = {x € R:z > a};
= semirrecta cerrada & dereita: (—oc0,a] = {z € R: x < a};
= semirrecta aberta d esquerda: (a, +00) = {x e R: 2z > a};
= semirrecta aberta & dereita: (—o0o,a) = {z € R: x < a}.

Proposicién 14. Sexan z,y € Re a > 0. Entdn tense que:
" lr—yl<aerely—ay+ta,
mz—y|<aszeE(y—ay+a).

ACTIVIDADES PROPOSTAS

— Resolucién das cuestidns tedricas formuladas ao longo da UD, individualmente,
no tempo de dedicacién non presencial.

— Resolucién dos exercicios propostos no boletin (incluido no anexo 1), individual-
mente ou en grupo, no tempo de dedicacién non presencial.

— Emprego de ferramentas informaticas para autoavaliar a resolucién dos exerci-
cios realizados no tempo de dedicacidn non presencial.

— Participaciéon na resolucidn de exercicios ou cuestidns tedricas propostas du-
rante as sesidns presenciais.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

A avaliacion constante é necesaria para determinar non sé o nivel de cofiecementos e
a deteccion de posibles necesidades dos alumnos, senén tamén o funcionamento do
método e o labor do profesor. A avaliacion do proceso de ensinanza permitira modi-
ficar aqueles puntos que se considere convenientes e dara confianza 4 hora de levar
a cabo as lifias metodoldxicas que mellor funcionasen.

A avaliacién continua fai referencia a todas as actividades que o alumno rea-
liza dende o primeiro ata o ultimo dia de curso e que permiten analizar de maneira
exhaustiva os seus progresos en tempo real, permitindo ao profesor intervir se fose
necesario. Esta modalidade de avaliacidn terd caracter presencial e voluntario.

Esta UD corresponde coa materia Introducion & Analise Matematica, e a sta
avaliacion farase a través dunha proba conxunta coa unidade 2 de sucesiéns de nu-
meros de reais, realizada nunha hora expositiva, con data cofiecida polo alumnado

—— AV
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e non sendo liberadora de materia. Nela preguntaranse, con respecto a esta unida-
de, exercicios practicos e razoamentos sobre a veracidade ou falsidade de enunciados
propostos, que permitan comprobar non sé a memorizacion dos conceptos sendn ta-
mén o grao de asimilacién dos mesmos aplicandoos a cuestiéns relacionadas, como
as que se poden ver no boletin de exercicios que aparece como anexo 1.

A cualificacién desa proba terd un peso dun 60 % dentro da avaliacién con-
tinua, obtendo o 40 % restante a través doutra proba, das mesmas caracteristicas
citadas anteriormente, na cal se preguntaran cuestiéons relativas aos conceptos tra-
ballados no tema 3.

No exame final volveranse a preguntar conceptos relacionados con esta UD.
Amais do tipo de cuestidns que aparecen na proba de avaliacién, incluiranse pregun-
tas de tipo tedrico: definicion de conceptos e enunciado e/ou proba de resultados
vistos na clase. Cabe destacar que alguns dos conceptos traballados nesta unidade,
como por exemplo o principio de inducidn, seran unha ferramenta fundamental para
poder resolver exercicios relacionados co resto de unidades.

A cualificacion final de cada alumno (CF) vira dada por un nimero entre 0 e 10
que se obtera a partir da seguinte formula

CF =AC/3+ (1—- AC/30) « EF,
onde CF é a cualificacion final, AC é a avaliacion continua e EF é o exame final.
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ANEXO 1

Boletin de exercicios da unidade didactica 1: Numeros reais

O principio de inducién

1. Utiliza o principio de inducién para demostrar o seguinte:

a) 1+2+3+---+n=MparatodoneN.

b) 12422432 4... 492 = n(n+1)6(2n+1) paratodon € N.

c) 13+23+33+~~~+n3:M.

d) Fixado un nimero real x # 1, temos que
1+1:1+:z:2+~--+x”:%paratodoneN.

Cantovaleasumasez = 1?
e) n < 2" paratodon € N.
f) 5™ — 4n — 1 é divisible entre 16 para todon € N.
g) (n+1)3+5(n+ 1) é miltiplo de 6 para todon € N.

2. Conxeturar o resultado das seguintes sumas e demostrar a férmula correspon-
dente usando o principio de inducién:

a) 143+5+---+(2n—1) =--- paratodon € N.
b) 75 +355+  + @ip@y = Paratodon € N.
¢) 75 +33+ + nmyy = paratodon € N.
3. O factorial dun natural n definese comon!=n-(n—1)-----3-2.

Para que valores de n € N se cumpre que 2™ < n!?
1 1 1
4. Demostrar que 7T + 7 + -+ Noks Vnparatodon >2,n €N,
Numeros racionais e nimeros reais. Orde en R. Supremos e infimos

1. Xustifica se as seguintes afirmacidns son certas ou falsas:

a) Ser,s € Q,r # s,enténexistet € Qtalquer <t < s.

o . . 1r
b) Ser # 0 éracional e £ é irracional entén r &, —, =

€ ¢

e § son irracionais.
T
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10.

11.

12.

13.

14.

c) Se &, nsonirracionais enton £ 4+ 1y £ 7 son irracionais.

d) Ser # 0 éracional e £ é irracional entdn r + £ é irracional.

In3

s € irracional.

Demostra que o numero real A =

Probaquesez € Re0 <z < 1,entén0 < 22 < z < 1,equesel < z entdn
1<z <22

1
Proba que para todo n € N temos que n2 > n e, polo tanto, — <

3=

n

Demostraquese 0 < xz < yenténz < /xy < y.

Demostra a desigualdades da media aritmética—xeométrica: se =,y > 0 entén

Vay < x —; Y e aigualdade cumprese se e sé se x = y.

Proba a desigualdade de Bernoulli: Se z > —1 entdn (1 + z)™ > 1 + nx para
todon € N.

Proba que se A e B son subconxuntos limitados de R entén A U B é limitado.

. Demostra que unha cota inferior ¢ dun conxunto non baleiro S C R é o infimo

de Sseesdseparatodoe > Oexistez. € Stalquez. < a+e.

Demostra que se un conxunto S contén unha das sulas cotas superiores entén
esta cota superior é o supremo de S (e serd, polo tanto, o maximo de .S).

Determina o supremo e o infimo dos seguintes conxuntos. Son maximos e mi-
nimos?

a) S:{l:nEN}.
n

b) S:{#:nel\l}.

c) S:{\/—gzneN}.

n!

Sexan S un conxunto limitado de R e Sy un subconxunto non baleiro de S.
Demostra que:
inf.S <infSy <supSy <supS.

Sexan S e T subconxuntos non baleiros de R, tales que s < ¢t paratodo s € S
etodot € T. Demostra que T ten infimo, que .S ten supremo, e que sup S <
infT.

Sexan S C R non baleiro e limitado superiormente e a € R. Proba que o
conxuntoa+S = {a+x : = € S} estdlimitado superiormente e sup(a+S) =
a+supS.
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15. Demostra que se u > 0 é un numero real positivo calquera e x < y entén
existe un racional r tal que x < ru < y. Polo tanto, o conxunto {ru : r € Q}
é denso en R.




Unha coleccidn orientada a editar materiais docentes de
calidade e pensada para apoiar o traballo do profesorado e do
alumnado de todas as materias e titulacions da universidade

SC

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA




	ÍNDICE
	PRESENTACIÓN
	COMPETENCIAS E OBXECTIVOS
	PRINCIPIOS METODOLÓXICOS
	CONTIDOS
	1. Números naturais. Principio de indución
	2. Números enteiros e racionais
	2.1. Números enteiros
	2.2. Números racionais
	2.3. Conxuntos limitados

	3. Axiomática dos números reais (R). Axioma do supremo e consecuencias

	ACTIVIDADES PROPOSTAS
	AVALIACIÓN DA UNIDADE DIDÁCTICA
	BIBLIOGRAFÍA
	ANEXO 1

	Botón 1066: 
	Botón 289: 
	Página 2: 
	Página 3: 
	Página 4: 
	Página 5: 
	Página 6: 
	Página 7: 
	Página 8: 
	Página 9: 
	Página 10: 
	Página 11: 
	Página 12: 
	Página 13: 
	Página 14: 
	Página 15: 
	Página 16: 
	Página 17: 
	Página 18: 
	Página 19: 
	Página 20: 
	Página 21: 
	Página 22: 
	Página 23: 

	Botón 1067: 
	Página 2: 
	Página 3: 
	Página 4: 
	Página 5: 
	Página 6: 
	Página 7: 
	Página 8: 
	Página 9: 
	Página 10: 
	Página 11: 
	Página 12: 
	Página 13: 
	Página 14: 
	Página 15: 
	Página 16: 
	Página 17: 
	Página 18: 
	Página 19: 
	Página 20: 
	Página 21: 
	Página 22: 
	Página 23: 

	Botón 290: 
	Página 2: 
	Página 3: 
	Página 4: 
	Página 5: 
	Página 6: 
	Página 7: 
	Página 8: 
	Página 9: 
	Página 10: 
	Página 11: 
	Página 12: 
	Página 13: 
	Página 14: 
	Página 15: 
	Página 16: 
	Página 17: 
	Página 18: 
	Página 19: 
	Página 20: 
	Página 21: 
	Página 22: 
	Página 23: 

	Botón 293: 
	Botón 294: 
	Botón 295: 
	Botón 296: 
	Botón 297: 
	Botón 298: 
	Botón 299: 
	Botón 300: 
	Botón 301: 
	Botón 302: 
	Botón 303: 
	Botón 304: 
	Botón 305: 
	Botón 306: 
	Botón 148: 
	Botón 292: 


