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PRESENTACION

Esta Unidade Didactica (UD) enmarcase dentro da materia “Introducion & Anélise Ma-
tematica” que se imparte no primeiro semestre do primeiro curso do Grao en Mate-
maticas, do Dobre Grao en Matematicas e Fisica e do Dobre Grao en Enxefiaria Infor-
matica e Matematicas, cunha carga de 6 créditos ECTS.

Esta materia basica esta incluida no médulo de Andlise Matematica nunha Va-
riable, xunto con “Continuidade e Derivabilidade de Funciéns dunha Variable Real” e
“Integracion de Funciéns dunha Variable Real”, que se imparten no segundo semestre
do primeiro curso, e “Variable Complexa”, que ten lugar no cuarto curso.

Esta UD tratara cuestions relacionadas cas series de nimeros reais e a siia con-
verxencia, que estan estreitamente ligadas ao capitulo anterior de sucesions de nu-
meros reais.

Esta materia pretende introducir os alumnos nos conceptos e técnicas basicas
da Analise que resultaran fundamentais, por unha parte na adquisicion das compe-
tencias fixadas na memoria da titulacion e, por outra, na construcidn posterior dou-
tros obxectivos de traballo desta area de cofiecemento, principalmente no que se
refire a sua xeneralizacién a funcions dunha ou varias variables.

Esta UD, xunto coa de sucesions de numeros reais, forman o nucleo duro des-
ta materia e para a sUa correcta explicacién por parte do profesor e asimilacién por
parte do alumnado, a temporalizacién prevista é de 3 semanas e media, 0 que se
corresponde con 7 sesions expositivas, 4 de seminario e 3 de laboratorio.

COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

Ademais de contribuir a acadar as competencias basicas, xerais e transversais recolli-
das na Memoria do Titulo de Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de
Compostela (USC), esta materia, e esta UD en concreto, permitira acadar as seguintes
competencias especificas:
CE1 comprender e utilizar a linguaxe matematica;
CE2 coiecer demostracions rigorosas dalguns teoremas cldsicos en distintas areas
da Matematica;
CE3 idear demostracidns de resultados matematicos, formular conxecturas e ima-
xinar estratexias para confirmalas ou refutalas;
CE4 identificar erros en razoamentos incorrectos, propoifiendo demostraciéns ou
contraexemplos;
CE5 asimilar a definicién dun novo obxecto matematico, relacionalo con outros xa
cofecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos;
CE6 saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema, distinguin-
doas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais;
CE9 utilizar aplicacidns informaticas de analise estatistica, calculo numérico e sim-
bélico, visualizacion grafica, optimizacién e software cientifico, en xeral, para
experimentar en Matemadticas e resolver problemas.

—— AV




Unidade 3
didactica Series de numeros reais

De entre os obxectivos xerais da materia, nesta UD abordaranse os seguintes:

— introducir e consolidar, con exemplos e exercicios, a nocion de converxencia de
series numéricas;

— tomar contacto co programa MAPLE como apoio para o célculo e a comprension
e a visualizacidn dos conceptos relacionados cas series numéricas.

Os obxectivos especificos que se pretenden cubrir nesta UD son:
— comprender os principais conceptos vinculados coas series numéricas;

— manexar adecuadamente distintos criterios de converxencia;
— estudar a converxencia de series de numeros reais;

— cofiecer demostracidns rigorosas dalguns teoremas cldsicos relativos as series
de numeros reais;

— idear desmotracions de resultados matematicos, formular conxecturas e estra-
texias para confirmalas ou negalas;

— identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracions ou
contraexemplos.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

As actuacions do profesor orientaranse a conseguir unha aprendizaxe significativa,
procurando que o alumno sexa o auténtico protagonista do seu proceso de aprendi-
zaxe, favorecendo o conflito entre os contidos que se estan presentando e as ideas
previas do alumno e que deste conflito xurda a necesidade de construcién dun novo
coflecemento.

Nas clases expositivas impartirase a parte tedrica da materia, ilustrandoa con
alglins exemplos para facela mais comprensible. Ademais, reservaranse cuestions pa-
ra implicar os estudantes na sua discusion.

Polo que respecta a docencia en grupos reducidos, preténdese lograr unha
maior participacion dos alumnos. Abordaranse problemas e aspectos da materia non
tratados nas clases expositivas e analizaranse cuestions que adoitan resultar de mais
dificil comprension.

Por ultimo, nas clases de laboratorio nas aulas de informatica os alumnos uti-
lizardn o programa MAPLE para realizaren calculos e representacidns graficas, o que
servird de apoio para a resolucion de problemas (estudar a converxencia dunha serie,
etc) e para a comprension de conceptos claves na materia como o de limite.

Amais do anterior, o alumnado tera ao seu dispor sesiéns de titorias indivi-
dualizadas ou en grupos moi reducidos. Estas titorias terdn un caracter voluntario e
serviran para tratar cuestidéns concretas ou resolver dubidas da materia.

Como axuda contaremos con diversos recursos, entre os que destaca a USC
Virtual, onde se ird subindo material docente periodicamente, como por exemplo bo-
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letins de problemas, os apuntamentos da materia ou os arquivos do programa Maple.

CONTIDOS

1. Introducion intuitiva aos conceptos de serie e a stia suma

Intentaremos dar sentido as sumas de infinitos sumandos:
.'IZ1+{132+.'173+...
Para iso consideramos a sucesién {s,, } ,en de sumas parciais:
S1 =71, 32:x1+x2, 53:$1+$2+$C3,
Se {sn }nen ten limite s, ese serd o valor da suma infinita 1 + z2 + 23 + . ..

Definicidon 1. Unha serie de numeros reais é un par ({z,, }neN, {$n }nen) de tal ma-
neiraque s, =x1 + X2 -+ T,, Vn € N.

A sucesion {z, },en denominase sucesion de termos da serie, sendo z;,, 0
termo xeral ou n-ésimo. A sucesion {s,, },cy denominase sucesién de sumas parciais
da serie, sendo s,, a suma parcial n-ésima. Denotaremos a serie ({Zy, }nen, {Sn }nen)

oo
na forma E T, ou ben E Ty,
n=1

oo
Definicion 2. Diremos que unha serie E T, é converxente se o é a sUa sucesion de
. . n=1
sumas parciais.
o0 o0

Se E x,, non é converxente, diremos que é diverxente. Se E T, converxe,
n=1 n=1
o valor do limite da sucesion de sumas parciais denominarémolo suma da serie.

n

o0
Exemplo 1. Sexa a serie Z 3] - Fixado n € N, temos que:

n=1
2 3 n
S, = 1+ ! + ! +...+ !
L) 2 2 2/’
2 3 4 n+1
15 - 1 N 1 N 1 - 1
2= 2 2 2 . 2 ’

n+1

1
3n




Unidade 3
didactica Series de numeros reais

1
1 ()" o n
2 2 3 . 1
Polo tanto, S,, = ————, poloque lim s, = 1. En consecuencia, E —
1 n—oco 2
2 n=1
%) n
é converxente e E 5 =1.
n=1

Nota 1. Non supdn perda de xeneralidade considerar sempre series que comecen en
n = 1, pois podemos reescribir:

oo oo
E T = E Tn+k—1
n=~k n=1

Nota 2. Alterar unha cantidade finita de termos dunha serie non inflie sobre a sua
converxencia ou diverxencia. Influird, obviamente, no valor da suma, se existe.

oo
Lema 1. Sexa Z ., unha serie de nimeros reais. Son equivalentes:

n=1
s

= Aserie E ., é converxente;

n=1
oo

» Aserie E x, € converxente para calquera k € N.

n=~k
oo

= Aserie Z T, é converxente para algun k£ € N.

n=~k

2. Series numéricas. Converxencia de series

oo

Teorema 1. (Criterio de Cauchy para a converxencia) A serie de nimeros reais E Ty
n=1
é converxente se e so se:

Ve >0,IN. € N:p>qg>N.=|sp — Sq| = |Tgp1 + Tgr2+ -+ 2p| <e.

Demostracidn. Basta ter en conta que a hip6tese garante que a sucesion {s;, },ecn de
sumas parciais é de Cauchy, e unha sucesién de nimeros reais é converxente se e sé

se é unha sucesion de Cauchy. O
o0
Teorema 2. (Condicion necesaria de converxencia) Se E x,, € converxente, entén
n=1
lim z, =0.
n—oo
[ee]
Demostracion. Sexa {sp}neny @ sucesién de sumas parciais de E T,. Como
n=1
lim s, =L € R, tamén lim s,_; = L € R, e polo tanto, lim (s, — s,—1) = 0.
n—oo n—oo n—oo
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Pero, dadomn > 2,5, —Sp_1 = (11 + X+ ... +25) — (21 + ...+ Tpo1) = Tn,

polo que lim x, = 0. O
n—r oo
oo oo

Corolario 1. Se Z x, étal que {x,, }nen NON converxe a 0, entdn Z x,, diverxe.

n=1 n=1

oo
Exemplo 2. A serie Z n é diverxente.
n=1

A condicidn necesaria de converxencia non é suficiente, como se ve no seguin-

te exemplo.
o0
. (. . 1 . .1
Exemplo 3. (Serie harmdnica) A serie Z — diverxe, a pesar de que lim — = 0.
ot n n—,oo N
=1
Sexa { sy, }nen a sucesion de sumas parciais de Z —, e consideramos a seguinte sub-
n
n=1
sucesion:
1
Spy = S1 = 1 Z 5)
+=> 1 + 1 2 L
Sno, = 82 = Sp, Z = - = - =,
22 tT9=2 g 2
1 1 1
5n3:54:8n2+(§+1> an2+2-123 5
+(1+1+1+1)> 4. tsy ]
s,n = S :s,n —_ —_ —_ — _sn = 2 - —
S A R A S s 8 2

Polo tanto, por inducion obteriamos que:

Sp, = Sgr—1 2T - >

Como {sy, }ken € unha subsucesion non limitada de {sy, }nen, enton {s, }nen € di-
verxente, xa que non estd limitada.
o0

Exemplo 4. (Series xeométricas) Consideramos a serie E a”, con a € R. Como a

n=1
e

sucesion a™ — 0 < |a| < 1, tense que se |a| > 1, a serie E a” diverxe. Vexamos

n=1
o0
que ocorre nos casos |a| < 1: Se {sy, }nen € a sucesion de sumas parciais de E a”,
n=1

enton:

A Y
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$n = a+ad’+ad+...+ad",

as, = a*+ad+ad+...+a"",

e se restamos as expresions anteriores:

(1—a)s, =a—a"".
a—a"tt a
Polo tanto, s, = ——, polo que lim s, = ——. En consecuencia, a serie
1—a n—00 1—a
o0 oo
xeométrica Z a™ é converxente se e s6 se |a| < 1, e nese caso Z a” = 1 a e
n=1 n=1
o0 (oo}
Definicion 3. Dadas duas series de niUmeros reais Z T, Z Yn € @ € R, definimos:
n=1 n=1
oo oo oo
= Suma: an + Z Yn = Z(mn + Yn),
n=1 n=1 n=1
(oo} oo
= Multiplicacién por un escalar: « Z Ty = Z QTp.
n=1 n=1
oo [ee]
Teorema 3. Sexan Z T, Z Yn, Series de numeros reais con sumas respectivas:
n=1 n=1

i Ty = S, i Yn =T,
n=1 n=1

oo o0 oo
e sexa @ € R. Entdn as series E Ty + E UYn € Qv E T, son converxentes e ade-

n=1 n=1 n=1
mais:
oo oo oo
an+2yn=S+T, aZazn:aS.
n=1 n=1 n=1

Demostracién. E consecuencia das propiedades de sucesiéns de numeros reais.
oo

Se {sp}tnen € a sucesion de sumas parciais de E T,, entéon s, — S. Se

n=1
o0
{tn}nen € a sucesiéon de sumas parciais de E Yn, €ntén t, — T. Co-
n=1
oo o0 o0
mo E Ty + E Yp = E (n +yn), entdn a sucesidn de sumas parciais de
n=1 n=1 n=1

A Y
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o0 o0

D+ Y Y € {untnen = {21 +y1, (@1 + 1) + (22 +2), (21 + y1) + (22 +
n=1 n=1

y2) + (3 + y3),. ..} = {Sn}tnen + {tn}nen, € polas propiedades das sucesions
converxentes temos que:

{tn}nen — S+T,i.e.72xn + Zy" =S4T

n=1 n=1

A demostracion seria analoga para o caso do produto dunha serie por un escalar. [

oo

Definicién 4. Unha serie de nimeros reais da forma E (-1)
. ey . n=1
é unha sucesion de termos positivos, dise que é unha serie alterna.

", onde {z, }nen

Teorema 4. (Criterio de Leibniz para series alternas) Se {z, }nen € unha sucesion
o0

n+ly. é converxente.

decrecente e converxente a 0, entdn a serie E (-1)
n=1
oo

Demostracidn. Sexa {sy, }ncn a sucesion de sumas parciais de E (-1)

n=1

ntly  econ-

sideremos a subsucesion:

Sop = (1‘1 — 1‘2) + (IE3 — 134) 4+ ...+ ($2n_1 — l‘gn).
En consecuencia, a subsucesion {sa, }nen € mondtona crecente. Por outra parte:
Son = X1 —To+X3—Ty+...FTop_1—Top = x1— (X2 —23)— (T4 —2X5) —. .. — T,

polo que {sa, nen estd limitada superiormente por x;. En virtude do teorema de
converxencia mondtona, so, — S € R.

Vexamos que tamén so, 11 — S € R. Sexa € > 0 arbitrario, por ser sg,, — S, tense
queIN. € N:n> N, = sy, — S| < §.Porserz,, — 0, IN.’ e N:n > N’ =
|z,| < 5, en particular, [z2,41| < 5. Por tanto, se n. > max{N,, N.'} temos que:
|82n+1 — S| = |82n + Topt1 — S| < |82n - Sl + |1‘2n+1| <e. O

=D

n

é converxente.

o
Exemplo 5. A serie Z
n=1

Definicion 5. Dicimos que unha serie de nimeros reais é absolutamente converxente
o0

se a serie E |z, | € converxente.

n=1
o0
Teorema 5. Se a serie g x.,, € absolutamente converxente entdn é converxente.
n=1

— AV
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o0
Demostracidn. Sexan {s, }ncn a sucesion de sumas parciais de E Zp e {8 }nen @
n=1
o0 o0
sucesion de sumas parciais de E |y |. Por ser E |z, | converxente, en virtude do
n=1 n=1

criterio de Cauchy temos que:
Ve >0,3IN. e N:p>q> N, =[5, — 54| = |zgs1]| + [xgua| + -+ |zp] <e.
Polo tanto, se p > q¢ > N_, temos que:

8p = 8¢l = |Tgt1 + g2+ + Tp| < |Tgra] + [Tgpa| + -+ 7p] <€

o0
En consecuencia, a serie E x.,, cumpre o criterio de Cauchy e, entén, é converxente.

n=1

O

O reciproco do anterior teorema non é certo, como amosa o seguinte exemplo.

Z_

_1 n
Exemplo 6. A serie E ) é converxente, pero a serie g ’
n

n=1 n=1

diverxente.

Definicion 6. Dicimos que a serie g ., é condicionalmente converxente se é con-
verxente pero non é absolutamente converxente.

oo oo
Definicion 7. Dicimos que a serie E Yn, S€ obtén de E x,, por reordenacién de
n=1 n=1

termos, se existe unha aplicacion bixectiva f : N — N tal que y,, = 74 (y,)-

A5| por exemplo a serie 5 + 1 + + 3 L 4 ... é unha reordenacién da serie
1

1+35 + 1 5+ 4 + -
oo

Teorema 6. Se a serie E T, € absolutamente converxente con suma S, entén cal-
n=1

quera reordenacion dela é absolutamente converxente e a stia suma tamén vale S.

oo

Teorema 7. (Teorema de Riemann) Se a serie E x,, é condicionalmente converxen-

n=1
oo

te, entén dado L € (—o0, +00) existe unha reordenacién de Z Zp, converxente con
n=1
suma L.
o0
Definicion 8. Unha serie Z ,, € incondicionalmente converxente se é converxente

n=1
e toda reordenacion dela é converxente e ten a mesma suma.

— AV
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(oo} (oo}
Teorema 8. Unha serie E T, € absolutamente converxente se e sO se E T, €in-
n=1 n=1

condicionalmente converxente.

oo oo
Definicién 9. Dicimos que a serie Z Yn Se obtén de Z x,, mediante introducién
n=1 n=1

de parénteses, se existe unha subsucesion {z,, }ren de {z, }nen tal que:
Y1 =1+ ...+ Ty,

Y2 = Tp41 + ...+ Ty,

Yk = Tng_yy+1 oo+ Ty, Ve ENJE > 2.
oo (oo}

Reciprocamente dicimos que Z ., se obtén de Z Y mediante supresién
n=1 n=1

de parénteses.
(oo} (oo} [oe]

Teorema 9. Se Z T, é unha serie converxente e Z Yn S€ Obtén a partir de Z Ty

n=1 n=1 n=1
[e'S)

por introducidn de parénteses, entén E Yn € converxente e ten a mesma suma que
n=1

a de partida.

Nota 3. O reciproco do teorema anterior non é certo, é dicir, a supresion de parén-

teses pode destruir a converxencia.

o)
Por exemplo, a serie Z(—l)" =—-1+1—-1+4+1-1+...édiverxente (non
n=1
verifica a condicién necesaria), pero aserie (—1+ 1)+ (—1+ 1)+ (-1+1)+...é
converxente.

3. Series de termos non negativos. Criterios de converxencia

Comecemos dicindo que os resultados que veremos nesta seccion serian igualmente
vélidos se as series tefien un numero finito de termos negativos, prescindindo deles.

oo oo
Ademais, debido a que E T, converxe < E —x,, converxe, os resultados
n=1 n=1

desta seccion serian igualmente validos se as series tefien case todos os seus termos
non positivos.

o0
Teorema 10. Sexa Z Z, unha serie de nimeros reais tal que x,, > 0,Vn € N. Unha

n=1
[eS)

condicidén necesaria e suficiente para a que a serie g T, Sexa converxente é que

n=1

— AV
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k
exista M > 0 tal que Z r, < M,Vk € N (é dicir, que a sucesion de sumas parciais
n=1
estea limitada superiormente).
k k41
Demostracion. Como x,, > 0,Vn € N, tense que Z T, < Z T, polo que a suce-

n=1 n=1
sion de sumas parciais € mondtona crecente. En virtude do teorema de converxencia

mondtona, a sucesion de sumas parciais converxe se e sé se estd limitada. O

oo o0
Teorema 11. (Criterio de comparacién) Sexan E T, E Yn, Series de numeros reais

n=1 n=1

talesque x,, > 0,vn € Nyy, > 0,Vn € N, ez, < y,, Vn € N (ou a partir dun
indice). Entdn:

o0 o0
g Yn converxente = E T, converxente,
n=1 n=1

oo oo
Z x, diverrente = Z Yn diverzente.

n=1 n=1
oo
Demostracion. Supiiamos que Z Yn € converxente. Entén polo Teorema 10 a suce-
n=1
o0
sién de sumas parciais s,, de Z Yn esta limitada, isto é, M > 0 de tal maneira
n=1

que:
n+y+--+y, <M, VneN.

En virtude da hipdtese:

x1+x2++xn§y1+y2++yn§M7vn6N7

o0
polo que a sucesidon de sumas parciais de Z x,, esta limitada e, en consecuencia,
n=1
oo
Z x.,, é converxente. O outro resultado é o contrareciproco do primeiro, polo tanto
n=1
é equivalente a el. O
oo
Exemplo 7. Se p > 1 entdn a serie harmdnica de orde p, Z — é converxente.
n
n=1

En efecto:
1 1 1 1 1 1 1 <1 1 1 1 1 1 1

+2—p+3—p+4—p+5—p+6—p+%+"' < +2—p+2—p+4—p+4—p+4—p+4—p+"'

— AV
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oo
1
Polo tanto, E —» para p > 1 é converxente por comparacion con 1 +
n

n=1
>[)T
n=1 2
Exemplo 8. Se 0 < p < 1 entdn a serie harmdnica de orde p é diverxente. En efecto,

o

— n?

se() < p < lenton n—lp > L1 v¥n e N, polo que Z - diverxe por comparacion coa
n

n=1
oo
serie harmonica E —.
n
n=1
o0 oo
Teorema 12. (Criterio de comparacién por paso ao limite) Sexan g T, E Y, SEries
n=1 n=1

de nimeros reais tales que ,, > 0,Vn € N, y, > 0,Vn € N (ou a partir dun indice).

Seexiste Iim == = L, entdn:
n—oo yn

(o) oo
1. Se L € (0,+00) temos que: Z Ty, converzente < Z Yn, converzente.
n=1 n=1
oo o0
2. Se L = 0, temos que: Z yn converxente = Z Ty converxente.
n=1 n=1
o0 o0

3. Se L = 400, temos que: Z T, converxente = Z Y converzente.

n=1 n=1

Demostracion.

x
1. Porser lim ~* = L € (0,+c0), dado & = % > 0, existe N € N tal que
n—oo yn
n>N = |z—" -L|< % = —% <i-L< % Polo tanto tense que:
L =z 3L
2 2
2 UYn 2
e asi:
L

Enton aplicando agora o criterio de comparacion séguese que:
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(oo} [ee] o0
Z T, converrente = Z yn converxente, e que Z yn converxente =
n=1 n=1 n=1
o0
Z T, converxente.
n=1

x
2. Porser lim ™ = 0,dadoec = 1, existe N € N tal que sen > N entén

n—oo yn
|52l < 1 = I < 1, édicir 2, < yy. Polo tanto aplicando o criterio de
comparacion séguese que:

(oo} (oo}
g yn converxente = g T, converxente.
n=1 n=1

x
3. Porser lim =& = 400, dado M = 1, existe N € Ntal que se n > N entén

n—oo yn
In > 1, édicir z,, > yy.
yn
Polo tanto aplicando o criterio de comparacion séguese que:
o0 oo

E T, converrente = E Yn converzente.

n=1 n=1

o

Exemplo 9. Imos tratar de estudar a converxencia da seriez 2;
— e+ 3n—1
o0
Se consideramos a serie Z e que é converxente, obtemos:
n=1
1 2
lim 28l gy T

- 2
n—00 - n—00 N +3n—1

o

1 iy .

polo que E —— - converxe por comparacién por paso ao limite con E —
n*+3n—1
n=1
oo
. . n3y/n
Exemplo 10. Estudemos agora a converxencia da serie g 1
nd —

n=2

oo

Se consideramos a serie E \/_ a cal é diverxente, obtemos:

3
n n
I i m 1
n|—>mo<> —\/1> _n|—>moo 77,4 1 o
n

polo que Z

o0
d/verxe por comparacién por paso ao limite con E

S_I
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4. Converxencia absoluta e condicional. Criterios de converxencia non absoluta

4.1. Converxencia absoluta

(oo}
Teorema 13. (Criterio da raiz ou de Cauchy) Sexa Z T, unha serie de numeros reais.

n=1
Enton:

(o)
1. Selimsup {/|z,| < 1 entdn a serie E xp, é absolutamente converxente.

n=1

o0
2. Selimsup {/|z,| > 1 entdn a serie E x,, é diverxente.

n=1

3. Selimsup ¥/|x,| = 1 entdn o criterio non decide sobre a converxencia da serie
o0
E T
n=1

Nota 4. Se existe lim 1/|x,| = L, entdn o criterio anterior reescribese asi:
n—oo

oo

1. Se L < 1 entdn a serie E x,, € absolutamente converxente.

n=1

oo
2. Se L > 1 entdn a serie Z ., é diverxente.

n=1
o)
3. Se L = 1 entdn o criterio non decide sobre a converxencia da serie E T
n=1

Exemplo 11. Para xustificar o caso no que o criterio non decide, poremos 2 exemplos
de series para as cales lim 3/|x,| = 1, pero nun caso a serie diverxe e noutro con-
n—oo

o0 oo

. 1 ol , . 1
verxe. A serie E — diverxee lim — = 1. Pola sua parte, a serie E — converxe
n n n

n—oo
n=1 n=1

e Iim {/—= =1.
n—oo n

o0

Teorema 14. (Criterio do cociente ou de D’Alembert) Sexa Z x.,, unha serie de nu-
n=1
meros reais tal que x,, # 0, Vn € N (ou a partir dun indice). Enton:

(oo}
1. Selimsup % < 1 entén a serie E Z, é absolutamente converxente.
n

n=1

— AV
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oo
2. Se liminf \xl;z_+|1| > 1 enton a serie E x,, é diverxente.

n=1

3. Seliminf @ <1< limsup ”I;—“I enton o criterio non decide sobre a con-

‘wn n|
oo
verxencia da serie E Ty
n=1
| n+1|

Nota 5. Se existe |im = L, entdn o criterio anterior reescribese como:

n—00 |$Un|

(oo}
1. Se L < 1 entdén a serie Z T, € absolutamente converxente.

n=1

2. Se L > 1 entdn a serie Z T, € diverxente.

n=1
oo
3. Se L = 1 entdn o criterio non decide sobre a converxencia da serie g T
n=1

Exemplo 12. Sexa Z con x € R fixado. Neste caso observamos que:

' ’

n=0
|z 1

gD ) |z|" 1! A . .
lim — = —_ = = 0. En consecuencia, a serie
n—00 |z_|| n—oo |z|?(n + 1)! n—oco M +

E — converxe absolutamente (e polo tanto converxe) para todo x € R. Tense que
= n!

> n

T
E —' = ez.
= !
1 .
Exemplo 13. Vexamos 2 exemplos que xustifiquen que se o I|m | |"+| | =1, entén
In
o) 1 1
o criterio non decide. A serie E — diverxe e lim "TH = lim = 1. Pola sua
n—oo = n—oo 1, +
n=1 n
) 1 2
. . (n+1)2 . n

parte, a serie E — converxee lim T = lim —— =1

n=1 n

Teorema 15. Se z,, # 0, Vn € N (ou a partir dun indice) entdn:

lim inf i |"+|1| < liminf ¥/]z,| < limsup ¥/|z,| < limsup [ |n+|1|
x

En consecuencia, se o criterio do cociente decide sobre a converxencia dunha
serie, entdn tamén decide o criterio da raiz, e se o criterio da raiz non decide, enton
tampouco decide o criterio do cociente. E dicir, o criterio da raiz é mais potente.

— AV
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Teorema 16. (Segundo criterio de Stolz-Cesaro) Se z,, > 0,Vn € N e existe

lim L — I € [0, +00], entén existe lim /2, = L.
n—oo x’l’b n— oo

o0
. 1

Exemplo 14. Sexa a serie E ————. Neste caso tense que os valores dos

= (3 - (—1)n)
limites inferior e superior son: lim inf % = 0, limsup % = 400, polo tanto o

n n

criterio do cociente non decide. Sen embargo limsup ¥/x, = % < 1, polo tanto en
virtude do criterio da raiz, a serie é converxente.

oo

Teorema 17. (Criterio de Raabe) Sexa Z T, unha serie de niumeros reais tal que

n=1
Tn # 0, Vn € N (ou a partir dun indice). Entén:

oo
1. Selim infn(l — %) > 1 entdn Z T, é absolutamente converxente.

n=1

oo
2. Selim supn(l - ‘x”—+|1|> < lenton Z |z, | é diverxente.

|mn
n=1

3. Noutro caso o criterio no decide.

Nota 6. Se existe |im n(l — —| nt |) = L, entdn o criterio anterior reescribese da
n—00 ||
seguinte maneira:
(o)
1. Se L > 1 entdn a serie E x,, € absolutamente converxente.
n=1

oo
2. Se L < 1 entdn aserie Z |, | é diverxente.

n=1
oo
3. Se L = 1 entdn o criterio non decide sobre a converxencia da serie Z Ty
n=1
(oo} 1 ﬂl
Exemplo 15. Sexa a serie Z — . Enton tense que: lim n{1 — w> =
ot n n—roo F
. n? . o2n+1 =1
nll_)m()()n(l — m = nIl_)moon m) = 2 > 1. Polo tanto, a serie E_:l 2
converxe en virtude do criterio de Raabe. "
Exemplo 16. S i 2:4:6-02n intentando apli
xemp . exaaser/eni1 3557 @ntl) omezamos intentando aplicar o
criterio do cociente: lim Tnt1 _ lim 2n+2 = 1. Polo tanto, o criterio do cocien-
n—oo X, n—oo 2n + 3

te non decide. En virtude do Teorema 16, terase que tamén lim /x, = 1, polo que
n—roo

— AV
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o criterio da raiz tampouco decide. En cambio, se probamos co criterio de Raabe:

, Tp+1 , 2n+2 , 1 1
| 1——— | =1 1-— = | =—-<1.
n|—>moo " T, n|—>moo " 2n + 3 nl—>moo " 2n + 3 2 <

En consecuencia aseriei 2:4-6---2n diverxe
’ _13~5.7~~(2n+1) ’

4.2. Converxencia non absoluta

(o]
Se a serie E x, converxe condicionalmente, entdon ningln dos criterios anteriores

n=1

serviria para deducir dita converxencia, pois soamente informan sobre converxencia
absoluta ou diverxencia. Para estes casos temos o criterio, xa visto, das series alternas.
Para series non necesariamente alternas, podemos enunciar os seguintes criterios.

o0
Teorema 18. (Criterio de Dirichlet) Se a sucesion de sumas parciais da serie Z T, es-

n=1
9]

td limitada e {y, }nen € unha sucesién mondtona e converxente a 0, entén E TnYn

n=1
converxe.

oo nmw nm
N~ (sen 5+ cos %F) Tty oo
Exemplo 17. Sexa a serie E .Se tomamos x,, = sen “5-+cos 57,
n

n=1
1, n=4k+1,keN,
—1, n=4k+2 k€N,

enton temos que x,, = polo que a sucesion de sumas
-1, n=4k+3, k€N,

1, n=4k keN;

o0
parciais de E X, és, = {1,0,—1,0,1,0,—1,0,...} que estd linitada. Como a
n=1
sucesion y,, = % é monotona e converxente a 0, en virtude do criterio de Dirichlet, a
oo

. , . , 1 .
serie converxe. Obsérvese que a serie dos valores absolutos seria E — acal diverxe.
n

n=1
oo
Teorema 19. (Criterio de Abel) Se a serie Z x,, é converxente e {y, }nen € unha
n=1
oo
sucesion monotona e limitada, entén Z T, Yn CONVErxe.
n=1

— AV
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n

1 = (=1
1+ — | .Como aserie Z ( ) é conver-
n

(="

n

o0
Exemplo 18. Sexa a serie Z
n=1

n
n=1
=1 1
converxe. Obsérvese que a serie dos valores absolutos, E —| 1+ —| diverxe, por
n n
n=1

comparacion coa serie harmonica.

ACTIVIDADES PROPOSTAS

— Resolucién das cuestidns tedricas formuladas ao longo da UD, individualmente,
no tempo de dedicacién non presencial.

— Resolucidn dos exercicios propostos no boletin (incluido no anexo 1), individual-
mente ou en grupo, no tempo de dedicacidn non presencial.

— Emprego de ferramentas informaticas para autoavaliar a resolucion dos exerci-
cios realizados no tempo de dedicacién non presencial.

— Participacién na resolucion de exercicios ou cuestidns tedricas propostas du-
rante as sesions presenciais.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

A avaliacidn constante é necesaria para determinar non so o nivel de cofiecementos e
a deteccion de posibles necesidades dos alumnos, sendn tamén o funcionamento do
método e o labor do profesor. A avaliaciéon do proceso de ensinanza permitird modi-
ficar aqueles puntos que se considere convenientes e dara confianza 4 hora de levar
a cabo as lifilas metodolodxicas que mellor funcionasen.

A avaliacién continua fai referencia a todas as actividades que o alumno rea-
liza dende o primeiro ata o Ultimo dia de curso e que permiten analizar de maneira
exhaustiva os seus progresos en tempo real, permitindo ao profesor intervir se fose
necesario. Esta modalidade de avaliacion tera cardcter presencial e voluntario.

Esta UD corresponde coa materia Introducion a Analise Matematica, e a sua
avaliacion farase a través dunha proba realizada nunha hora expositiva, con data co-
fiecida polo alumnado e non sendo liberadora de materia. Nela preguntaranse exerci-
cios practicos e razoamentos sobre a veracidade ou falsidade de enunciados propos-
tos, que permitan comprobar non s6 a memorizacién dos conceptos senén tamén o
grao de asimilacién dos mesmos aplicandoos a cuestidns relacionadas, como as que
se poden ver no boletin de exercicios que aparece como anexo 1.

A cualificacion desa proba terd un peso dun 40 % dentro da avaliacion con-
tinua, obtendo o 60 % restante a través doutra proba, das mesmas caracteristicas

—— AV
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citadas anteriormente, na cal se preguntaran cuestions relativas aos conceptos tra-
ballados nos temas 1 e 2.

No exame final volveranse a preguntar conceptos relacionados con esta UD.
Amais do tipo de cuestidns que aparecen na proba de avaliacién, inlcuiranse pregun-
tas de tipo tedrico: definicion de conceptos e enunciado e/ou proba de resultados
vistos na clase.

A cualificacion final de cada alumno (CF) virad dada por un nimero entre 0 e 10
que se obtera a partir da seguinte formula

CF =AC/3+ (1 - AC/30) « EF,
onde CF é a cualificacion final, AC é a avaliacion continua e EF é o exame final.
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ANEXO 1

Boletin de exercicios da unidade didactica 3: Series de niimeros reais

1. Razoa se as seguintes afirmacions son certas ou falsas:

a) A serie suma de duas series diverxentes é diverxente.
b) Sexa Y x, unha serie converxente de nimeros reais. Enton:

1) > (zn + yn) é converxente <= > y,, é converxente.
2) > (xn + yn) é diverxente <= > y,, é diverxente.
3) > (zy yn) é converxente <= Y y,, é converxente.

c) Sexa > x, unha serie de nimeros reais converxente con suma x € R,

x # 0.Entdén a serie >_ x,, ! é converxente e a siia suma vale .

2. Calcula a suma das seguintes series:

=1
a) Z =0

n=12

b) i 27",

n=->5

(o]
2n
c) Z o) (recorda que para todo = € R temos que e” = Y 2" /nl).
n=3

3. Obtén a serie que ten por suma parcial n-ésima a que se indica en cada caso;
calcula a suma cando a serie sexa converxente:

n
a) s, =

n+1

2n? +4
b) s, = ————
) s n? 41
c) s, =n

5n2 —3n+ 2
d =

4. d) Unha serie de nimeros reais Y x,, dise que é telescdpica se existe unha
sucesion {z, }nen tal que z, = 2,11 — 2, para todo n € N. Proba que

E X, é converxente < {z,}nen € converxente.

Calcula a suma da serie cando sexa posible.
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b) Estuda a converxencia e calcula a suma das seguintes series usando des-
composicion en fraccidns simples:

S
HZ::I (n+1)!

1
2) ngl (2n+1)(2n+3)°

5. Sexan >z, e >y, ddas series de nimeros reais tales que x,, < y,, para todo
n € N. A converxencia de 3 y,, implica a converxencia de Y z,,?

6. Proba o Criterio de Pringsheim:
“Sexa Y x,, unha serie de termos non negativos e o € R.

a) Sen®z, — [ € R, para algin o > 1, entén a serie Y x,, é converxente.

b) Se {n®z, },cn converxe a algin numero real distinto de cero ou tende a
infinito para algiin « < 1, entdn a serie > x,, é diverxente.

7. Sexa Y a,, absolutamente converxente e a,, # 0 para todo n € N. Estuda a
converxencia das seguintes series:

a) iai.
n=1
b) 3 O £ 1.

o) 0,2

n
2 Z 1+a2’
n=1 n

8. Razoa se as seguintes afirmacidns son certas ou falsas:

o0

a) Se E x,, é converxente e {y, }nen € unha sucesion limitada entdn a serie

n=1
9]

E Ty, Ypn € converxente.
n=1
o0
b) Se E |z, | é converxente e {yn}nen € unha sucesion limitada entén

n=1
oo

E Tn Yn € converxente.

n=1

9. Estuda a converxencia das seguintes series:
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n?+1
b)z n 5"
n=1
C)Z( 2n/)
n=1
e n
d) Y ,a>0.
n=1 n
2 Sn 1
e)Z " L er.
P i TR
n!
g)Z_:w(x+1)(x+2)...(m+n+1),:z:>0.
a@+1)---(a+n—-2)
h .
)nz:2b<b+1) (b+n—2)’a’b>0
=135 (2n—1)
I)Z 2.4.6---2n
n=1
1)224.6.. 2n+2)
n=1
0 2"1’2n
k)zl+x2n7m>0.
n=1
Ny
n=1 N~
=2+ send(n+1)
m >y o 2
n=1
e} ']7,2—1
n)z—.
s+l

Series de nimeros reais

n+1
o) Z .

n=1 1O<n+1)

p) 2%
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n=1
oo 4 ’I’l2
Ny (1- _)
n=1 n
o0 2n
5D ”;—nx eR
n=1
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