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MATERIA: Introducion a Analise Matematica

TITULACION: Grao en Matematicas, Dobre Grao en Matematicas e Fisica, Dobre
Grao en Enxefnaria Informatica e Matematicas
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PRESENTACION

Esta Unidade Didactica (UD) enmarcase dentro da materia “Introducion a Analise Ma-
tematica” que se imparte no primeiro semestre do primeiro curso do Grao en Mate-
maticas, do Dobre Grao en Matematicas e Fisica e do Dobre Grao en Enxefiaria Infor-
matica e Matematicas, cunha carga de 6 créditos ECTS.

Esta materia basica esta incluida no médulo de Andlise Matematica nunha Va-
riable, xunto con “Continuidade e Derivabilidade de Funciéns dunha Variable Real” e
“Integracidn de Funciéns dunha Variable Real”, que se imparten no segundo semestre
do primeiro curso, e “Variable Complexa”, que ten lugar no cuarto curso.

Esta UD fara unha moi breve incursion nos nimeros complexos. De feito, os
cofiecementos adquiridos con respecto a este conxunto non se amplian moito en re-
lacién ao que deberia cofiecer o alumnado que cursou a materia Matematicas Il en 22
de bacharelato. Simplemente comentaranse algunhas xeneralidades acerca das dis-
tintas formas de expresar os numeros complexos (polar, bindmica e exponencial), e
as distintas operaciéns que se poden facer nese conxunto, facendo especial fincapé
nas raices, xa que é algo que non aparece no curriculo de bacharelato.

Esta materia pretende introducir os alumnos nos conceptos e técnicas basicas
da Analise que resultaran fundamentais, por unha parte na adquisicion das compe-
tencias fixadas na memoria da titulacion e, por outra, na construcion posterior dou-
tros obxectivos de traballo desta area de coflecemento, principalmente no que se
refire 4 stia xeneralizacién a funcidons dunha ou varias variables.

Esta UD é a ultima da materia e para a sUa correcta explicacién por parte do
profesor e asimilacién por parte do alumnado, a temporalizacién prevista é de 1 sema-
na, o que se corresponde con 2 sesions expositivas, 1 de seminario e 1 de laboratorio.

COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

Ademais de contribuir a acadar as competencias basicas, xerais e transversais recolli-
das na Memoria do Titulo de Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de
Compostela (USC), esta materia, e esta UD en concreto, permitird acadar as seguintes
competencias especificas:
CE1 comprender e utilizar a linguaxe matematica;
CE2 cofiecer demostracions rigorosas dalgins teoremas clasicos en distintas areas
da Matematica;
CE3 idear demostracions de resultados matematicos, formular conxecturas e ima-
xinar estratexias para confirmalas ou refutalas;
CE4 identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracions ou
contraexemplos;
CE5 asimilar a definicion dun novo obxecto matematico, relacionalo con outros xa
cofecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos;

CE6 saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema, distinguin-
doas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais;
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CE9 utilizar aplicacidns informaticas de analise estatistica, calculo numérico e sim-
bdlico, visualizacidn grafica, optimizacidn e software cientifico, en xeral, para
experimentar en Matematicas e resolver problemas.

De entre os obxectivos xerais da materia, nesta UD abordaranse os seguintes:
— presentar, practicando coas distintas notacions, as operaciéns cos numeros
complexos;
— tomar contacto co programa MAPLE como apoio para o calculo, a comprension
e a visualizacidn dos conceptos relacionados cos conxuntos numéricos.
Os obxectivos especificos que se pretenden cubrir nesta UD son:
— manexar distintas expresidns dos numeros complexos, e saber operar con eles;

— identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracions ou
contraexemplos.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

As actuacions do profesor orientaranse a conseguir unha aprendizaxe significativa,
procurando que o alumno sexa o auténtico protagonista do seu proceso de aprendi-
zaxe, favorecendo o conflito entre os contidos que se estan presentando e as ideas
previas do alumno e que deste conflito xurda a necesidade de construcién dun novo
coflecemento.

Nas clases expositivas impartirase a parte tedrica da materia, ilustrandoa con
alguns exemplos para facela mais comprensible. Ademais, reservaranse cuestions pa-
ra implicar os estudantes na sua discusion.

Polo que respecta a docencia en grupos reducidos, preténdese lograr unha
maior participacidn dos alumnos. Abordaranse problemas e aspectos da materia non
tratados nas clases expositivas e analizaranse cuestiéns que adoitan resultar de mais
dificil comprension.

Por ultimo, nas clases de laboratorio nas aulas de informatica os alumnos uti-
lizaran o programa MAPLE para realizaren célculos e representacidns graficas, o que
servira de apoio para a resolucién de problemas e para a comprension de conceptos
claves na materia.

Amais do anterior, o alumnado tera ao seu dispor sesiéns de titorias indivi-
dualizadas ou en grupos moi reducidos. Estas titorias teran un caracter voluntario e
serviran para tratar cuestidns concretas ou resolver dubidas da materia.

Como axuda contaremos con diversos recursos, entre os que destaca a USC
Virtual, onde se ird subindo material docente periodicamente, como por exemplo bo-
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letins de problemas, os apuntamentos da materia ou os arquivos do programa Maple.

CONTIDOS

1. Numeros complexos

1.1. O corpo dos nimeros complexos

O corpo dos numeros reais resulta insuficiente para dar solucion a certas ecuacidns
alxébricas, por exemplo, 22 + 1 = 0 non ten solucidn real. De igual maneira, existen
operaciéns que non tefien sentido en R, como por exemplo log(—1). Imos construir
un novo corpo, que contera a R e que dara solucién a estes problemas.

Definicion 1. Chamamos conxunto dos nimeros complexos ao conxunto de pares
ordenados de nimeros reais, C = R x R = {(a,b) : a,b € R}, dotado de duas
operaciéns internas:

= Suma: (a,b) + (¢/,0') = (a +a’, b+ 1);

= Produto: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Estas operacidns, ao definirse a partir das de R herdan as suas propiedades, e
fan de (C, +, -) un corpo conmutativo, con elemento neutro para a suma 0 = (0, 0)
e elemento unitario 1 = (1,0).

Chamamos unidade imaxinaria, e denotamola por i, ao nimero complexo
(0,1), i = (0,1). Da definicion de produto, séguese que i> = (—1,0).

Podemos definir unha operacién externa denominada produto por escalares
deR:

» ueR,(a,b) €C=u-(a,b) = (ua,ud).

Se a € R, identificarémolo co nimero complexo (a, 0).

Teorema 1. En C non é posible definir unha relacion de orde total que sexa compa-
tible coas operacions. Polo tanto, C non é un corpo ordenado.

Demostracion. Supofiamos que fose certo. Por ser corpo ordenado teriamos que
22 > 0,Vz € C. En particular, i2 = —1 > 0, de onde —1 > 0 por ser 1 # 0.
Pero 1 = 12 > 0, e non poden ser 1 e —1 positivos & vez. O

1.2. Expresions e operacions

Definicion 2. Se z = (a,b) € C, chamaremos a a parte real de z, « = Re(z),eab
parte imaxinaria de z, b = Im(z).

Como z = (a,b) = a- (1,0) + b - (0,1), un nimero complexo pode ser
escrito na forma z = a + bi. Dita expresion denominase forma binémica de z, e
permite realizar operacidns de igual maneira que se fai cos polinomios, tendo en conta
a relacién i? = —1.

—— AV




Unidade 4
didactica Numeros complexos

Exemplo 1. Dados os numeros complexos z = 1 + 2i,w = 3 — 5i, tense que:
z4+w=(1+2i)+(3-5i)=4—31,
z-w=(142i)-(3—5i) =3 —5i+6i —10i> = 13 +i.

Definicion 3. Dado z = a+bi € C, chamamos conxugado de z ao nimero complexo
Z =a — bi.

Teorema 2. Verificanse as seguintes propiedades:

1. z+w=z+w,Vz,weC;

2.

N

w=z- -w,Vz,w e C

3. 2+Z=2-Re(z),Vz € C;
4. z—7z=2i-Im(z),Vz e C;
5. Z=z&z2zcR

O feito de que un nimero complexo é o mesmo que un par de nimeros reais,
suxire representar os nimeros complexos como vectores no plano R2. O extremo
do vector de posicion que representa ao nimero complexo z denominase afixo de
z. Como un vector no plano queda determinado se cofiecemos a sua lonxitude e o
angulo que forma co semiexo real positivo, 0 mesmo pasard cun nimero complexo.

Definicion 4. Dado z = a + bi € C, chamamos:
= médulo de z & lonxitude do vector (a, b), |z| = Va? + b2.
= argumento de z, arg z, ao angulo que forma o vector (a,b) co semiexo real
positivo.

Se z # 0, entén cimprese que: cos(§) = Rlez(lz), sen(f) = Irlnz(lz).

Como se 6 é un argumento de z tamén o é 0 + 2kn (k € Z), todo nimero
complexo non nulo ten infinitos argumentos. Chamaremos argumento principal de
z, Arg z, ao Unico que pertence ao intervalo (—m, 7].

Definicion 5. A escritura z = 19, con r = |z| e @ = arg z, recibe o0 nome de forma
polarde z.Ser = |z| e = arg z, entdn Re(z) = r-cos(d) e Im(z) = r-sen(h), polo
tanto z = r-(cos 0 +i-sen f). Esta expresion recibe o nome de forma trigonométrica
de z.

Definicién 6. A férmula de Euler ¢’/ = cos + isenf permite reescribir a forma
trigonométrica como z = 7 - €'?, que se cofiece como forma exponencial.

As formas trigonométrica e exponencial permiten simplificar moito o produto
e o cociente de numeros complexos.

Sexan z = r- e =1 (cosf +isenf), w = s-e'® = s (cos¢ + isen¢),
entén tense que

zow=rs-e"? = 5. (cos(0 + ¢) +isen(f + ¢)),

— AV
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isto é, o produto de dous numeros complexos ten por médulo o produto dos médulos
e por argumento a suma dos argumentos.
De igual modo, se w # 0

2T -9 T _ ; _
s e0=¢) — . (cos(§ — ¢) +isen(f — ¢)),
é dicir, o cociente de dous nimeros complexos ten por médulo o cociente dos médu-
los e por argumento a diferenza dos argumentos.
Para probar estas formulas poderiamos ou ben usar a férmula de Euler, ou ben
deducilas a partir das formulas trigonométricas:
cos(f0+ @) = cos 0 cos ¢ —sen O sen ¢; cos(6 — @) = cos b cos ¢+ sen O sen ¢;
sen(6+¢) = sen B cos ¢p+sen ¢ cos b; sen(f— @) = sen 6 cos ¢ —sen ¢ cos 6.

Definicién 7. (Férmula de Moivre) Dado z = 7 - €', entén 2* = " . ¢ =
r"(cos(nf) + isen(nh)),n € Z.

Para probar dita férmula poderiamos usar a forma exponencial, ou ben o feito
de que
(cosf +isen )" = cos(nb) + isen(nb),n € Z.

1.3. Raices de nimeros complexos

Supofiamos z € C, z = r - €Y, e que queremos atopar w € C tal que w™ = 2.

Sew = s - €', entdn w™ = s™ - e"?. Do feito de que w™ = z dedlcese que:
"M== 5= Y
" np=0=¢="2

Pero obsérvese que se 6 é un argumento de z, tamén o é 6 + 2k7 (k € N), polo

que % serd tamén un argumento de w. Se k < n, eses argumentos son todos
distintos:
0+ 2kmr 0 k
— = — 42—
n n n
Entdn, se z € C, z # 0, 2z ten n raices n-ésimas wy, . . . , W, _1, onde:

lwi| = /12|, Vb =0,...,n— 1; argwy = 27 ke {0,...,n—1}.

As raices n-ésimas dun numero complexo non nulo tefien todas o mesmo mé-
dulo, e os seus argumentos son equidistantes, con distancia 27” Os afixos das raices
n-ésimas dun niumero complexo coinciden cos vértices dun poligono regular de n la-
dos.

Exemplo 2. Calcular as raices sextas da unidade.
Dado z = 1 tense que |z| = 1 e argz = 0 xa que cosf = 1, senf = 0.
Polo tanto as suas raices sextas terdn todas médulo |wy| = ¥/|1| =1, Vk =0,...,5;
e 0s seus argumentos serdn respectivamente:
0+2-0-m 2 ow 4T 2w

argwy = — =0, argwi = 3 = 3 argws = 3 = —,
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Figura 1: Representacion grafica das raices sextas da unidade.

ACTIVIDADES PROPOSTAS

— Resolucién das cuestidns tedricas formuladas ao longo da UD, individualmente,
no tempo de dedicacion non presencial.

— Resolucién dos exercicios propostos no boletin (incluido no anexo 1), individual-
mente ou en grupo, no tempo de dedicacion non presencial.

— Emprego de ferramentas informaticas para autoavaliar a resolucién dos exerci-
cios realizados no tempo de dedicacidn non presencial.

— Participacion na resolucion de exercicios ou cuestions tedricas propostas du-
rante as sesidns presenciais.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

A avaliacion constante é necesaria para determinar non sé o nivel de cofiecementos e
a deteccion de posibles necesidades dos alumnos, senén tamén o funcionamento do
método e o labor do profesor. A avaliacion do proceso de ensinanza permitirda modi-
ficar aqueles puntos que se considere convenientes e dara confianza 4 hora de levar
a cabo as lifias metodoldxicas que mellor funcionasen.

A avaliaciéon continua fai referencia a todas as actividades que o alumno rea-
liza dende o primeiro ata o ultimo dia de curso e que permiten analizar de maneira
exhaustiva os seus progresos en tempo real, permitindo ao profesor intervir se fose
necesario. Esta modalidade de avaliacion tera caracter presencial e voluntario.

Esta UD corresponde coa materia Introducion & Andlise Matematica, e por ser
a ultima da materia a sua avaliacién non se fara a través dunha proba como no caso
das outras, sendn mediante a resolucién dos exercicios propostos no boletin 1, ou ou-
tros semllantes, nas sesions interactivas, asi como pola participacion na resolucién de
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exercicios ou cuestidns tedricas propostas nas sesions presenciais (tanto expositivas
como interactivas).

No exame final haberda preguntas que traten sobre os conceptos relacionados
con esta UD. Seran exercicios tedrico-practicos que permitan comprobar non sé a
memorizacidon dos conceptos senén tamén o grao de asimilacion dos mesmos apli-
candoos a cuestions relacionadas, como as que se poden ver no boletin de exercicios
que aparece como anexo 1.

A cualificacion final de cada alumno (CF) vira dada por un nimero entre 0 e 10
gue se obtera a partir da seguinte formula

CF = AC/3+4 (1 - AC/30) x EF,
onde CF é a cualificacidn final, AC é a avaliacion continua e EF é o exame final.

BIBLIOGRAFIA
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ANEXO 1

Boletin de exercicios da unidade didactica 4: NUmeros complexos

1. Sexan z,w € C; demostra as seguintes afirmacions:

a) |z ==z = Iz].
b) |zw| = |z[|w].
o |27 =|z|"tsez #0.

d) |z"| = |z|™ paratodon € N.

e) |z +w|? = |22 + |w|* + 2Re(zw).

) |z +w*+ |z —w|* = 2(|2]2 + |w|?) ( Lei do paralelogramo: en calquera
paralelogramo a suma dos cadrados das diagonais coincide coa suma dos
cadrados dos lados).

g) Rez < |Rez| < |z|.
h) Imz < |Imz| < |z|.
i) |z + w| < |z| + |w| (Desigualdade triangular: cada lado dun tridngulo é
menor que a suma dos outros dous).
J) 1z| < |Rez| + |Imz|.
2. Calcula as partes reais e imaxinarias dos seguintes nimeros complexos, sendo
z=1+2iew =3+ 4.

(@) 3z+iw (b) 222 — 2w (c) 2w|+ (1 —1)2?

w4+ z 1—1z

(e)

w— 2z 141z

(d)

(f) (z 4527171
3. Pasa de forma bindmica a polar os seguintes nimeros complexos:
(a) 14+iV3 (b) 4V3+i4 (c) —5i (d)—3.
4. Pasa de forma exponencial a bindmica os seguintes nimeros complexos:
(a) 3e'™/* (b) e™™ (c) me /3,

5. Representa graficamente no plano complexo os conxuntos dos nimeros z que
satisfan as seguintes relacions:

@ z=2|=z4+4 B)|z—=2[=3 (¢)]z—3]+]z+3]=10

Z—1 Z—1

=0 (f)Im

(d)1<|z+2i| <2 (e)Re

zZ41
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6. Calcula e representa graficamente:

a) as raices cadradas, cubicas e sextas de i;
b) as raices sextas de 4+/3 + 44;
c) asraices cuartasde —1 + i\/g;

d) as raices cubicas de —8.

7. Resolve a ecuacién
(1+1i)z% =8 —8i.

8. Demostra que se z € C é raiz (ou cero) dun polinomio con coeficientes reais
entén tamén é raiz do conxugado Z (polo que as raices dos polinomios con co-
eficientes reais preséntanse por pares conxugados).

9. Resolve a ecuacién

—é(2+z’)z4 =2+ V3+i(1-2v3).
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ANEXO 2

Notacidns e alglins comandos basicos con Maple

1. Notacion e algtins comandos bdasicos

Simbolos e/ou comandos Efecto/utilidade

| Unidade imaxinaria

evalc Comando para a avaliacién simbdlica en C

Re Obter a parte real dun nimero complexo

Im Obter a parte imaxinaria dun nimero complexo
conjugate Obter o conxugado dun complexo

abs Obter o mdédulo dun complexo

Obter o argumento principal dun complexo (Ma-
ple considera que o argumento principal dun nu-

argument , . .
mero complexo z é aquel que verifica as desigual-
dades —7 < arg(z) <)

olar Obter a forma polar dun complexo (Maple devol-
P ve o0 médulo e o argumento do complexo)
solve Comando para resolucién de ecuacions (obten-

cion de raices)

2. Parte real e imaxinaria

Re(2-3%I);
Im(2-3*I);
2
-3

Maple non presupon que as variables que interverien sexan reais. De non ser
reais, x e y non serian a parte real e a parte imaxinaria de « + Iy (por exemplo, z e
y poderian ser, tamén, nimeros complexos).

Re (x+Ix*y); Im(x+Ixy);
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Re (1+I+x+Ixy);
Im(1+I+x+I*y);

1+ R(z) — 3(y)
14+ S(z) + R(y)

O comando evalc presupon que as variables intervenientes son reais (agds se
impofiemos condicidns en sentido contrario). Vexamos agora como se modifican os
anteriores resultados co uso de evalc:

evalc(Re(x+I*y));
evalc(Im(x+I*y));
x
Y
evalc(Re (1+I+x+I*y));
evalc(Im(1+I+x+I*y));
1+
1+y

3. Operacions con nimeros complexos
evalc((a+b*I)+(c+d*I)); #SUMA
a+c+I(b+d)
evalc((a+b*I)*(c+d*I)); #PRODUTO
ac — bd + I(ad + bc)
evalc(1/(x+I*y));#Inverso dun complexo non nulo

T Iy
TP @)

evalc((a+b*I)/(c+d*I));

ac n bd n be ad
A+d> A+d? A+d2 A+ d?
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4. Conxugado dun nimero complexo

conjugate (2+3*1I) ;
2-31
conjugate (x+I*y);
(@ +1y)
evalc(conjugate (x+I*y));
x— 1y

evalc ((x+I*xy)*conjugate(x+Iy));
z? + Y

5. Maddulo e argumento dun nimero complexo

abs (1+I);
V2
abs (x+I*y) ;
|z + Ty|
evalc(abs (x+I*y));

Va2 + 2

argument (1+I) ;

T
4
argument (I) ;
7r
2
argument (-1) ;
7r
argument (-I) ;
™
2
argument (x+Ixy) ;
arg(z + Iy)

evalc(argument (x+I*y));

arctan(y, x)
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6. Forma polar ou trigonométrica dun nimero complexo
polar (1+I);

polar (\/5, %)

polar <\/§,arctan (%) - 7T)

polar(-2-I);

polar (x+Ix*y);
polar(z);

polar (|z + Iy|, (x + Ty))
polar (|z|, arg(z))

evalc(polar(abs(z),theta)); simplify(%); #Forma trigonométrica

|z|cos(0) + I]z|sin(6)
|z| (Isin(6) + cos(8))

7. Raices n-ésimas de niumeros complexos

Nesta seccion veremos como utilizar o procedemento denominado Ra que ten por
obxectivo axudar & interpretacion visual das raices n-ésimas dos nimeros complexos.
Cada nimero complexo «, non nulo, ten n raices n-ésimas distintas (n é un
numero natural), que poden obterse do seguinte xeito:
V| alexp [z(¢9—|——2k7r)] L k=0,....,n—1,
n
onde 6 é o argumento principal de « (calquera outro serviria 0 mesmo).

Dado que todas estas raices tefien o mesmo médulo, 3/|af, estan situadas
nunha circunferencia centrada na orixe con raio este mdédulo e, ademais, son os vér-
tices dun poligono regular de n lados, inscrito na dita circunferencia.

Os argumentos sobre os que actua o procedemento Ra son:

= un numero complexo, pofiamos z,
e
= un numero natural, n, que indicara a orde das raices que estamos a considerar.

Executando unha sentenza da forma Ra(z, n), obteremos algunha informacién
sobre o complexo z, entre a cal figuran expresidns das raices n-ésimas do mesmo e
aproximacidns a estas raices, asi como unha representacion grafica delas, xunto coa
circunferencia e o poligono regular mencionados mais arriba.

— AV




Unidade 4
didactica Numeros complexos

Exemplo 3. Calcular as raices cubicas de —1.
Ra(-1,3);
Complexo: z = —1

Orde das raices: n = 3

|2 =1
|23 =1
arg(z) =7

RAICES E A SUA REPRESENTACION GRAFICA:
.o V3
Raiz; = % + =2
AproxRaiz; = 0.5000000000 + 0.86602540401
Raiz = —1

AproxRaize = —1

~
w%
w

Raizs = % —

AprozRaizz = 0.5000000000 — 0.86602540407

Figura 2: Representacion grafica das raices cuibicas de —1.
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