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PRESENTACION

Esta Unidade Didactica (UD) enmarcase dentro da materia “Introducién 4 Anélise Ma-
tematica” que se imparte no primeiro semestre do primeiro curso do Grao en Mate-
maticas, do Dobre Grao en Matematicas e Fisica e do Dobre Grao en Enxefiaria Infor-
matica e Matematicas, cunha carga de 6 créditos ECTS.

Esta materia basica esta incluida no médulo de Andlise Matematica nunha Va-
riable, xunto con “Continuidade e Derivabilidade de Funcions dunha Variable Real” e
“Integracidn de Funciéns dunha Variable Real”, que se imparten no segundo semestre
do primeiro curso, e “Variable Complexa”, que ten lugar no cuarto curso.

Esta UD tratara cuestidns relacionadas coas sucesions de niUmeros reais e a sla
converxencia, cunha parte final eminentemente practica sobre o calculo de limites.

Esta materia pretende introducir os alumnos nos conceptos e técnicas basicas
da Andlise que resultardn fundamentais, por unha parte na adquisicion das compe-
tencias fixadas na memoria da titulacion e, por outra, na construcion posterior dou-
tros obxectivos de traballo desta area de coflecemento, principalmente no que se
refire @ stia xeneralizacién a funciéns dunha ou varias variables.

Esta UD é a central da materia e na que se ven un maior numero de conceptos e
resultados, por iso para a sua correcta explicacion por parte do profesor e asimilaciéon
por parte do alumnado, a temporalizacién prevista é de 4 semanas e media, o que se
corresponde con 9 sesidns expositivas, 4 de seminario e 5 de laboratorio.

COMPETENCIAS E OBXECTIVOS

Ademais de contribuir a acadar as competencias basicas, xerais e transversais recolli-
das na Memoria do Titulo de Grao en Matematicas da Universidade de Santiago de
Compostela (USC), esta materia, e esta UD en concreto, permitird acadar as seguintes
competencias especificas:

CE1 comprender e utilizar a linguaxe matematica;

CE2 cofiecer demostracions rigorosas dalglins teoremas clasicos en distintas areas
da Matematica;

CE3 idear demostraciéns de resultados matematicos, formular conxecturas e ima-
xinar estratexias para confirmalas ou refutalas;

CE4 identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostracions ou
contraexemplos;

CE5 asimilar a definicién dun novo obxecto matematico, relacionalo con outros xa
cofecidos, e ser capaz de utilizalo en diferentes contextos;

CE6 saber abstraer as propiedades e feitos substanciais dun problema, distinguin-
doas daquelas puramente ocasionais ou circunstanciais;

CE9 utilizar aplicacidns informaticas de andlise estatistica, calculo numérico e sim-
bélico, visualizacidn grafica, optimizacidn e software cientifico, en xeral, para
experimentar en Matematicas e resolver problemas.

De entre os obxectivos xerais da materia, nesta UD abordaranse os seguintes:
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— introducir e consolidar, con exemplos e exercicios, a nocidén de converxencia de
sucesions.

— tomar contacto co programa MAPLE como apoio para o calculo e a comprension
e a visualizacién dos conceptos relacionados cos conxuntos numéricos.
Os obxectivos especificos que se pretenden cubrir nesta UD son:
— entender o concepto de limite dunha sucesion;

— manexar adecuadamente e cofiecer a proba dos principais resultados de con-
verxencia de sucesions;

— comprender a definicién de subsucesion e alglins dos resultados mais impor-
tantes vinculados a ela;

— entender o concepto de sucesién de Cauchy, relacionandoo co de sucesion con-
verxente en R;

— calcular limites de sucesions;

— cofiecer demostracions rigorosas dalguns teoremas clasicos relativos as series
de numeros reais;

— identificar erros en razoamentos incorrectos, propofiendo demostraciéns ou
contraexemplos.

PRINCIPIOS METODOLOXICOS

As actuaciéns do profesor orientaranse a conseguir unha aprendizaxe significativa,
procurando que o alumno sexa o auténtico protagonista do seu proceso de aprendi-
zaxe, favorecendo o conflito entre os contidos que se estan presentando e as ideas
previas do alumno e que deste conflito xurda a necesidade de construcién dun novo
cofiecemento.

Nas clases expositivas impartirase a parte tedrica da materia, ilustrdndoa con
alguns exemplos para facela mais comprensible. Ademais, reservaranse cuestions pa-
ra implicar os estudantes na sua discusion.

Polo que respecta & docencia en grupos reducidos, preténdese lograr unha
maior participacidon dos alumnos. Abordaranse problemas e aspectos da materia non
tratados nas clases expositivas e analizaranse cuestiéns que adoitan resultar de mais
dificil comprension.

Por ultimo, nas clases de laboratorio nas aulas de informatica os alumnos uti-
lizaran o programa MAPLE para realizaren célculos e representacions graficas, o que
servira de apoio para a resolucién de problemas e para a comprension de conceptos
claves na materia.

Amais do anterior, o alumnado tera ao seu dispor sesions de titorias indivi-
dualizadas ou en grupos moi reducidos. Estas titorias teran un caracter voluntario e
servirdn para tratar cuestidéns concretas ou resolver dubidas da materia.

Como axuda contaremos con diversos recursos, entre os que destaca a USC
Virtual, onde se ira subindo material docente periodicamente, como por exemplo bo-
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letins de problemas, os apuntamentos da materia ou os arquivos do programa Maple.

CONTIDOS

1. Introducion intuitiva aos conceptos de sucesion e limite. Xeneralidades

Definicion 1. Chamase sucesién de nimeros reais a unha aplicacién

z:N — R
n — z(n)=x,.

Cada valor x,, recibe o nome de termo da sucesion, concretamente, x,, dise que é o
termo n-ésimo ou de indice n.

Unha sucesion pode ser dada enumerando ordenadamente todos os seus ter-
mos {1, Z2, 3, ...}, ou ben dando unha férmula que nos proporcione o valor z,, en
funcién de n, o que se denomina termo xeral da sucesién. Se cada termo da sucesion
depende dun ou de varios termos anteriores, dise que esta dada por recorrencia.

Exemplo 1.
= A sucesion {Tn tnen = {1,2,3,...} é a sucesién de termo xeral x,, = n.
. 1 11 1
= Asucesion de termo xeral x,, = -5 é {Tn}nen = {1,7,5, 15+ -}-
m A sucesion de Fibonacci é un exemplo de sucesion de recorrencia:

Ty = Tp—1 + Tp—2-

Para que a sucesion estea ben definida debemos proporcionar un valor para os
dous primeiros termos:

z1=120=1, 2, =Tp_1+Tp_2,n2>3;

polo tanto
{zn}nen = {1,1,2,3,5,8,13,21,...}.

Definicién 2. Unha sucesion {z, },cn de ndmeros reais dicimos que é:

1. limitada superiormente se o conxunto {z,, : n € N} estd limitado superior-
mente, isto é, 3 M € Rtal que z,, < M, Vn € N;

2. limitada inferiormente se o conxunto {z,, : n € N} estd limitado inferiormen-
te,isto é,Im € Rtalquem < x,,, Vn € N;

3. limitada se o conxunto {z,, : n € N} estd limitado, isto é, 3m, M € R tal que
m < xz, < M, ¥n € N. Polas propiedades do valor absoluto, isto equivale a
dicir que existe M’ € R tal que |z,| < M’, Vn € N;
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4. monétona crecente se z,, < 11, Vn € N. Dicimos que é estritamente cre-
centese z,, < Tpy1, VN € N;

5. mondtona decrecente se z,, > x,,+1, Vn € N. Dicimos que é estritamente
decrecente se x,, > x,,+1, Vn € N;

6. (estritamente) monétona se é (estritamente) mondtona crecente ou decrecen-
te.

7. constante se todos os seus termos son iguais z,, = Tp+1, Vn € N.

Exemplo 2. Consideremos a sucesion {x,, },cn dada por x,, = % Tense que:

» £ unha sucesion limitada superior e inferiormente: 0 < — <1, Vn € N.
n

E [ . 1 1
» £ unha sucesion estritamente decrecente: — > ——, Vn € N.
n n+1
1
Ty = —
n
Ty
.

T2 €3 Tq Ts5 Tg x7 Ty Ty T10
i A ; . n . . L) . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Definicidn 3. Dadas duas sucesions de nimeros reais {z, }nen, {Yn }nen, € un nd-
mero real A € R, definese:
= SUMA: {xn}neN + {yn}nGN = {Zn}nEN; onde 2z, = z,, + Yn, Vn € N.

= PRODUTO POR ESCALAR: \ - {2, }ne = {20 }nen, Onde 2, = A+ 2, ¥n € N,
» PRODUTO: {Z, }nen * {Un }tnen = {Zn}nen, onde z,, = zp, - yp, Vn € N.

= COCIENTE: Supofiamos que y, # 0, Vn € N, definese % = {zn}nen,
onde z,, = 3—", Vn € N.

Obsérvese que a sucesion {0,0,0...} é o elemento neutro para a suma, e a
sucesion {1,1,1...} é o elemento neutro para o produto.

2. Sucesions converxentes e os seus limites. Propiedades

Definicion 4. Dicimos que unha sucesién {z, }nen é converxente a L € R, ou que
converxe a L, se

Ve>0 IN.eN tq. Vn>N.= |z, —L| <e,
ou, equivalentemente

Ve>0 IN.eN tq. Y7n>N.=uz,€(L—e,L+e¢).
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Isto equivale a dicir que todos os elementos da sucesidn, salvo posiblemente
unha cantidade finita deles, estdn no intervalo (L — e, L + €).

Observacion 1.
1. Ten que verificarse para cada ¢ e non sé para un concreto.

2. O N atopado non ten por que ser o mesmo para todo ¢, ainda que as veces
ocorre, cOmMo nas sucesions constantes.

3. O N atopado non ten por que ser Unico, pddese substituir por calquera natural
N’ > N.

4. Se dado € achamos un N que verifica a definicién de converxencia, ese N serve
para calquera ¢’ > ¢, poriso por € denotamos numeros moi pequenos.

Definicién 5. Dicimos que unha sucesion {z,, },cn € diverxente, ou que diverxe, se
non é converxente.

Exemplo 3.
= A sucesion x, = % converxe a 0. Debemos ver que dado ¢ > 0 existe N. € N
tal quen > N, = |% - 0] = % < e. Pola propiedade arquimediana de R,

existe N. € Ntalque 0 < N% < €. Agora ben, se n > N_ entén % < N% <,
polo tanto, 1 — 0.

» Asucesion x,, = n diverxe. Supofiamos por reducion ao absurdo que a sucesion
xn, — L € R.Entén, Ve > 0,IN,. € Ntalquen > N, = |z, — L| < ¢, en
particular, se ¢ = 1, existe Ny € N tal quen > Ny = |z, — L| < 1, é dicir,
-1l<z,—-L<l=L-1<x,=n<0L+1, VYn > Nj. Peropola
propiedade arquimediana de R, existe n € N tal que n > L + 1, en particular,
sen>n=mn> L+ 1, ocal contradi o anterior.

Definicion 6. Dicimos que unha sucesion {z,, },en non converxe a L € R se:
de>0 tq. YVNeN existe neN, n>N = |z,—L|>e.

Teorema 1. O limite dunha sucesidn, se existe, é Unico.

Demostracién. Supofiamos que z,, — Li e que x,, — Lo, con Ly # L.

Como x, — Ly tensequeVe >0 3IN. €N tq. Vn>N.= |z, — L] <e.
Como x, — LatensequeVe >0 IN. €N tq. Vn>N= |z, — L] <e.
Tomando ¢ = |L1;—Lz|, IN. €N tq. Vn>N:.= |z, — L[1] < %,
e3INSEN tg Yn>N'= |z, — Ly < gkl

Se N = méx{N.,N.'} en > Nentén |z, — Li| < Tagtel |z, — L,| < Tazlel
polo tanto, se n > N obtemos

0 < |Li— Lo| =|L1 — @y 4+ @y — Lo| < |L1 — x| + |2y — Lo| < 3|Ly — Lal,

o cal non é posible xa que nos quedaria 3 < 2. O

— AV




Unidade 2
didactica Sucesions de numeros reais

Teorema 2. Se {x,, }nen € unha sucesidn converxente entdn estd limitada.

Demostracion. Sexa x,, — L € R, entonVe > 0,dN. € Ntalquen > N, =
|z, — L| < €. En particular,see = 1,3N; € Ntalquen > Ny = |z, — L| < L
Polo tanto, |x,| = |2, — L+ L| < |z, — L| + |L| < 1+ |L|, ¥n > N;. Tomando
M = max{|z1],|z2],...,|zNn,=1], 1 + |L|} teriase que |z, | < M, Vn € N. O

Nota 1. O reciproco deste teorema non é certo xa que z,, = (—1)" esta limitada,
pero non é converxente (o cal se pode intuir, pero xustificarémolo detalladamente
mais adiante cando vexamos o concepto de subsucesion).

Exemplo 4. A sucesién z,, = \/n é diverxente e para probalo imos ver que non estd
limitada. Se existise M > Otal que \/n < M, n € N, teriamos quen < M? ¥n € N,
co cal o conxunto N estaria limitado, en contra da propiedade arquimediana de R.
Polo tanto, {x,, }nen diverxe.

Teorema 3. (Alxebra de limites) Sexan {Z,, }nen € {¥n fnen, sucesidns de nimeros
reais tales que {z,,} - L1 € R, {yn} — L2 € R. Entdn:

1. A sucesidon suma é converxente con limite a suma dos limites

{Zn}nen + {Yntnen — L1 + La.
2. A sucesién produto por escalar é converxente con limite o produto do escalar
polo limite
A {xn}neN —+ A Ll'

3. Asucesion produto é converxente con limite o produto dos limites

{Zn}nen {Un}nen = L1 La.

4. Sey, # 0,Vn € Ne Ly # 0, a sucesion cociente {z,, }nen entre {yn fnen €
converxente con limite o cociente dos limites:

{xn}nGN s E
{yn}neN Ly

Demostracion. Sexa € > ( arbitrariamente fixado.

1. Porserx, — L1, 3N, € Ntalquen > N. = |z, — L1| < §.
Porsery, — Ly, AN.’ € Ntalquen > N.” = |y, — Lo| < 5.
Polo tanto, se n > N = max{N., N.'} temos que

|Zn 4+ yn — (L1 + Lo)| < @ — Li| + |yn — L2| < §+ 5 =¢.
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2. Porserxz, — L1,3N, € Ntalquen > N, = |z, — L1| < IETI

Polo tanto, se n > N. temos que: [z, — AL1| = [Al|zn — Li| < [A[ 5 = €.

3. Por ser {x,, }nen cOnverxente esta limitada (Teorema 2), polo tanto 3M > 0 :
|z,| < M, Vn e N.

Porserx, — Li,AN. € Ntalquen > N, = |z, — L1| < m

Porsery, — Lo, 3N.” € Ntalquen > N.' = |y, — La| < m
Polo tanto, se n > N = max{N., N.'} temos que
|TnYn—L1La| = |2nYn—TnLotxnLo— L1L2| = |2p(Yn— L2)+L2( n—L1)|

< |znllyn — Lol + |Lo|lzn — Li| < M 575 M+|L2| + [ Lo M+\L2| =¢&

Cuestidn 1. Probar o apartado 4 do teorema 3.

Lema 1. Sexa {z, }nen Unha sucesion de nimeros reais tales que z, > 0, Vn € N.
Enton se {z,, }nen converxe a L, temos que L > 0.

Demostracion. Supofiamos por reducién ao absurdoque L < 0.See = —L > 0,
temosqueIN. €N tq. Vn>N.= |z, —L|<e= —e<z,— L <e. Entdn
zn € (L—(=L),L — L) = (2L,0), en contra de que z,, > 0, ¥n € N. O

Teorema 4. Sexan {z, }nen € {Yn }nen sucesions de nimeros reais verificando que
T < Yn, Vn € N.Se {z,} = L1, {yn} — Lo, entén Ly < Lo.

Demostracién. Consideremos a sucesion {z, }nen = {¥Un}nen — {Zn}nen. Entdn
zn > 0,Vn € Ne{z,} — Lo — Ly, en virtude do teorema 3. Aplicando agora o
lema 1 obtemos que debe ser Ly — L > 0, de onde Ly < Lo. O

Corolario 1. Sexa {x, }nen Unha sucesion converxente a L € R e supofiamos que
existena,b € Rtalesquea < x, < b, Vn € N.Enténa < L <b.

Demostracién. Asucesion constantea,, = {a, a, a, ...} cumpre que a,, — aetamén
an < xn, Yn € N, polo tanto polo teorema 4, a < L. Analogamente, a sucesién
constante b,, = {b,b,b,...} cumpre que b, — be xz, < b,, Vn € N. Polo tanto,
novamente polo teorema 4, L < b. O

Teorema 5. (Teorema de compresion) Sexan {p, tnen, {Un }nen, {2n fnen sucesions
de nimeros reais tales que z, < vy, < zp, ¥n € N. Se {&, }nen, {Zntnen soN

converxentes e lim z, = lim z, = L, entdn {y,, }nen é converxente e y,, — L.
n—oo n—oo

Demostracion. Sexa e > 0 arbitrariamente fixado. Por ser x,, — L, 3 N. € Ntal que
n> N, = |z,—L| <¢eecomoz, — L, 3N, € Ntalquen > N, = |z,—L| < e.
Polo tanto, se n > N = max{N., N.'} temosquey, — L < z, — L < |z, — L| <,
L—y,<L-uz,<|r,—L|<e eentdn |y, — L] <e. O
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3. Limites infinitos

Definicion 7.
= Dicimos que a sucesion {x,, },cn diverxe a +0o, ou que tende a +o0, se

VM >0 dNpy €N tq. VYn> Ny =z, > M.

Escribimos lim x,, = +00 ou ben z,, — 4o00.
n—oo

= Dicimos que a sucesion {x,, } nen diverxe a —oo, ou que tende a —oo, se
VM >0 dNy eN tq. Yn> Ny =z, < —M.

Escribimos lim x,, = —oo ou ben z,, -+ —oc.
n—oo

Teorema 6. Sexan {x, }nen, {Un }nen, sucesions de nimeros reais tales que
Xy, — L1 € [—00,00] e y, = Lo € [—00, x0]. Entén:
" z, +y, — L1+ Ly, onde

k+o00o=+4c0+k=+00, Vk € R;
k—oo=—-0+k=—-00,Vk € R;
+ 00+ 00 = +00; —00 — 00 = —OQ.

Os casos +o0o — 0o e —oo + 00 son formas indeterminadas. En tal caso, o limite
de x,, + y, pode tomar calquera valor ou incluso non existir.
" 2, Y, — L1 - Lo, onde

k-+oo =200 k=400, Vk € R, k £ 0;
+ 00 - +00 = +00.

Os casos 0 - 00 e =00 - 0 son formas indeterminadas.

= Seyn # 0, Vn € N, ent6n 7= — f—;, onde

B =0,VkeR; 2 =100, VkERk#0; & =xo0,VkeR,k #

0
0.
Os casos % e g son formas indeterminadas.

oo 0

As indeterminacions son: 22, 3, 00 — 00,1%°,0 - 00, 0%, 00”.

4. Converxencia e diverxencia de sucesidons mondétonas

Teorema 7. Sexa {z, }nen unha sucesion de nimeros reais mondtona crecente. En-
ton:

1. Se {z,}nen esta limitada superiormente ent6n é converxente, e ademais,
lim x, =sup{z, :n € N}
n—oo

2. Se {z,, }nen Non estd limitada superiormente entén lim x,, = +oc.
n— oo

— AV
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Demostracion.

1. Porser {x, }nen limitada superiormente existe L = sup{z,, : n € N}, en base
ao axioma do supremo. Vexamos que x,, — L. Por ser L = sup{x,, : n € N}
temos que z,, < L, Vn € N. Ademais, dado ¢ > 0 existe N. € N tal que
xn. € (L —¢,L], xa que L — £ non é unha cota superior. Como {z,, }nen €
mondtona crecente, sen > N, = z, > zn.,easiL —e < zn. <z, < L.
EntonVn > N, = z, € (L—¢,L] C (L —¢,L +¢) = |z, — L| < €. Polo
tanto, x,, — L.

2. Como {x,, } nen non estd limitada superiormente, dado M > 0, existe N)y € N
tal que z,, > M. Por outra parte, xa que {z,, },cn € mondtona crecente, se
n > Np, = x, > zn,, > M, polo tanto, x,, = +o00c.

O

Teorema 8. Sexa {Z, }nen unha sucesién de ndmeros reais mondtona decrecente.
Enton:

1. Se {Zp}tnen estd limitada inferiormente entén é converxente e ademais,
lim x, =inf{z, : n € N}.
n—oo

2. Se {xy, }nen non estd limitada inferiormente entén  lim z,, = —cc.
n—roo

Exemplo 5. Sexa x,, = nP, con p € R fixado.
1. Sep > 0, enton x,, — +00;
2. Sep =0, enton x,, — 1;
3. Sep < 0, entén x,, — 0.

Vexamos a proba de (1). Como n? > 0, Vn € N, tense que x,,11 > z,, Se e SO
se % > 1. Efectivamente (":—I})p = ("T“)p = (1 + %)p > 1P = 1, polo tanto,
{a:n};eN é estritamente crecente. Vexamos agora que {x,, }nen non estd limitada su-
periormente. Supofiamos por reducion ao absurdo que si que o estd, polo tanto, existe
M > 0tal que n? < M, Vn € N, de onde (np)% < M%,e’dicir,n < M%, Vn € N,
o cal contradi a propiedade arquimediana de R. Polo tanto, se p > 0, a sucesion
x, = nP é mondtona crecente e non estd limitada superiormente, entén en virtude
do teorema 7 tense que x,, — +o0.

A proba de (2) é inmediata, xa que sep = 0, x,, = 1, Vn € N, polo tanto x,, — 1.
A proba de (3) é andloga d de (1).

Exemplo 6. Sexa x,, = a", con a € R fixado.
1. Sea € (—1,1), entén z,, — 0;

2. Sea =1, entén x,, — 1;
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3. Sea > 1, entén x,, — +0o0;

4. Sea < —1, enton {x,, }nen non ten limite.

Proposicion 1. A sucesion z,, = (1 + %)" é mondtona crecente e estd limitada su-
periormente, polo tanto, en base ao teorema 7 ten limite, o cal se denomina e. Tense
quee~ 2.7182....

Por outra parte, se {y, } nen diverxe cara a 400 ou cara a —oo, entén

1 Yn
lim (1 + —) =e.
n—oo yn

5. Subsucesions. Teorema de Bolzano-Weierstrass. Limites de oscilacion

Definicidn 8. Sexan {z, },en unha sucesidén de nimeros reais e ny,ng, ..., ng, . ..
unha sucesion estritamente crecente de numeros naturais, enton a sucesion definida
por {Ty,, Tny, Tny, - - -} dise que é unha subsucesién de {z, },en. E dicir, escollemos
infinitos termos de {x,, } ,en €n orde crecente. En particular, unha subsucesién é unha
sucesion.

Teorema 9. Sexa {z, }ncn unha sucesion de nimeros reais. Enton equivalen:

1. lim z, =L € [—o0, +0];

n— oo

2. toda subsucesion {z,, }ren de {x, }nen cumpre que kll’m X, = L.
—00

Demostracion.
= (2)=(1)
E inmediato, pois a propia sucesion {z,, },en € subsucesion de si mesma.
= (1)=(2)

e CasoLeR

Porserz, — L,dadoe >0,3IN. € N tq. VYn> N, = |z,—L| <e.
Como ny > k,Vk € N, temos que se k > N. entonny > k > N.. Polo
tanto, se n > N, = |z, — L| < € e, en consecuencia, x,,, — L.
e Caso L = 40
Porser x,, — +oo,dado M > 0,3 Ny € Nt.q. Vn > Ny = x, > M.
Como ny > k,Vk € N, temos que se k > Njs entdn ng > k > Ny,
Polo tanto, se ny > Ny = x5, > M e, en consecuencia, z,, — +00.
e Caso L = —©
Analogo ao caso L = +00.

O

Corolario 2. Se {z,},cn poste duas subsucesions con limites diferentes enton
{%y, }nen non ten limite.

— AV
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Exemplo 7. A sucesién x,, = (—1)™ non ten limite xa que por unha parte a subsuce-
sion {xan} = {1,1,1,...} converxe a 1 e a subsucesion {xo,_1} = {-1,—1,...}
converxe a —1.

Teorema 10. (Existencia de subsucesiéns monédtonas) Se {x,, },cn € unha sucesidn
de niimeros reais, entén existe unha subsucesion {z,, }ren de {zy, }nen que é mo-
notona.

Demostracion. Imos definir primeiro o concepto de pico dunha sucesion.

Definicion 9. Dicimos que un termo x,,, da sucesién é un pico se x,,, > ., Vn > m,
é dicir, x,,, € maior ou igual que todos os termos seguintes.

Consideremos polo tanto dous casos:

» Se {x;, }nen poste un ndmero infinito de picos, denotados oy, , Ty, Timgs - - -
en orde crecente m; < mg < mg < ..., entébn cumprese que
Ty = Tmy = Tmg = ..., Xa que cada un deles é un pico, polo que os picos
forman unha subsucesién de {z;, },en monétona decrecente.

= Se {z,}nen poste un ndmero finito de picos (que pode ser 0), denotados
Tmys Tmgs Tmgs - - - 3 Tm,., €NTON:
Se ny = m, + 1 é o primeiro indice despois do ultimo pico, entdn existe
ng > nq, tal que x,,, > x,, xa que se non fose asi, z,,, seria un pico.
De igual modo, existe n3 > ns, de tal maneira que x,,, > x,, Xa que se non
fose asi, =, seria un pico.
Desta maneira, obtemos unha subsucesion {x,,,, Zpn,, Tn, - . .}, tal que
Tpy < Tpy < Tpy ..., édicir, {,, }ren € mondtona crecente.

O

Teorema 11. (Bolzano-Weierstrass) Se {z,, }nen € unha sucesién de nimeros reais
limitada, entdn {z,, } nen poste unha subsucesion converxente.

Demostracién. En virtude do teorema 10, {z,},en poste unha subsucesidn
{zn, }ren que é mondtona. Como {x,, }nen estd limitada, tamén o estd {z,, }ren.
Aplicando agora os teoremas 7 e 8 (toda sucesién mondtona é converxente se e sé se
esta limitada), podemos concluir que {z,, } ren é converxente. O

Teorema 12. Se {z, },en é unha sucesion de nimeros reais que non esta limitada,
enton ten unha subsucesion {z,, }ren que diverxe a +00 ou a —oo.

Demostracién. Supofiamos que {z,, },en non estd limitada superiormente. En con-
secuencia:

= existe z,,, tal que z,,,, > 1,

= existe z,,, tal que z,,, > 2,

= existe x,,, tal que z,,, > 3,
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A subsucesién asi construida cumpre que: x,,, > k, Vk € N. Pero como k — +00,
entén tamén se terd que x,,, — +00.
O caso de que {z,, } nen non estd limitada inferiormente seria andlogo. O

Definicién 10. Dada unha sucesién {z, },en, chamamos limites de oscilacién de
{n }nen a calquera limite dalgunha das stas subsucesidns. En virtude dos dous teo-
remas anteriores, toda sucesién posue limites de oscilacién (en [—oo, +00]).

» Se {x, }nen estd limitada superiormente entdn existe un limite de oscilacidn
que é o maior de todos, e denomindmolo limite superior de {x,, } ,cn, e deno-
tamolo por lim sup x,, = limz,,.

= Se {Zp }nen estd limitada inferiormente entdn existe un limite de oscilacién
que é o menor de todos, e denominamolo limite inferior de {x,, },,cn, e deno-
tamolo por, liminfx, = limx,.

= Se {Zp, }nen NON estd limitada superiormente, entén lim sup x,, = +o0.

= Se {,, }nen NON estd limitada inferiormente, entdn liminf z,, = —oc.

Teorema 13. Sexa {z,, }nen unha sucesion de nimeros reais e L € [—00, +00].

Entén lim z, = L < limsupx,, = L = liminfx,.
n—oo

Exemplo 8. Consideramos a sucesion:
1, n <100,

L n=3k keNn> 100,
Ty =

n?, n=3k+1, k€ N,n> 100,

-1, n=3k+2, ke N,n>100.
Entdn x,, ten os limites de oscilacion —1,0, +oco. En consecuencia, liminfx,, = —1,
lim sup z,, = +00, e polo tanto, § lim z,,.

n—oo

6. Sucesions de Cauchy. Completude de R

Definicion 11. Dicimos que unha sucesion {z,, },en é de Cauchy se
Ve >0 3IN.eN tq. p,g>N.=|z,—z4 <e.

Teorema 14. Se {x,, },cn € unha sucesién de nimeros reais converxente entén é de
Cauchy.

Demostracion. Sexa L = lim xz,,entdndadoe >0 dN. € Ntalquesen > N,
n—oo

entoén |z, — L| < §. Polo tanto, se p, g > N temos que
|zp — 24| —|xp_L+L_517q| <lrp—LI+|L—mg| <5+ 5=
En consecuencia, a sucesion {z,, },en € de Cauchy. O
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Lema 2. Se {Z, }nen € unha sucesidn de nimeros reais de Cauchy entdn esta limita-
da.

Demostracién. Por ser {x, },cn de Cauchy, Ve > 03 N, € N t.q.p,q > N. entdn
|z, —x4| < e.Enparticular,see =1,3N; € N t.q. p,g> N1 = |z, — x4 < L.
En particular, tomando ¢ = N; obtemos quese p > Ny = |z, —zn,| < 1, €

dicir, |zp| = |zp — 2N, + 28y | < |2p — 2N, |+ |ZN, | < 1+ |2, ]. Polo tanto, se
M = max{|z1|, |z2|, ..., |zN,-1], 1 + |z N, |}, terfase que |z, | < M, ¥n e N. O
Teorema 15. Unha sucesién de ndmeros reais {x,, }necn € converxente se e sé se é
de Cauchy.
Demostracion.

™ n # n

E o teorema 14.

" < "
En base ao Lema 2, por ser {z,},en de Cauchy estd limitada e en virtude
do teorema de Bolzano-Weierstrass, existe unha subsucesion {z,, }ren que
converxe a L. Vexamos que {z,},en tamén converxe a L. Sexa ¢ > 0 ar-
bitrario, por ser {z,},en de Cauchy, 3N. € N t.q. p,q > N. entdn
|z, — x4| < 5. Por outro lado, por ser a subsucesion {xz,, }ren converxen-
teal dN. € N tq k > N = |z, — L| < §. Polo tanto, se
n > max{N;, N.'}, N > max{N., N.'}, N € {nq,na,...}
|z — L] = |z, —2any + 2y — L] < |2z, —2n|+ oy —L| < 5+ 5 =¢.
En consecuencia, {x, }nen converxe a L.

7. Calculo de limites. Criterios de Stirling e Stolz

7.1. Limites de sucesions polinémicas

Sex, =a,n" +ar_in" L+ a,_on" "2+ ...+ ain+ ag, entén lim z, = +oo,
n— o0
en funcién do signo de a,.:
" +o00,sia, > 0.

n —0o,sia, <0.

7.2. Limites de sucesions racionais

As sucesions racionais son da forma x,, =

SEZ;, onde P(n) e @Q(n) son polinomios.
Ditas sucesidns dan lugar a indeterminacions do tipo i;’o, que se resolven dividindo

[ee]
pola maior potencia de n. En xeral, se:

P(n)=an" 4+ ar_1n" L4 a_on" "2 4+ ...+ ain + ag,

— AV
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e
Q(n) = bsn® + bs—lns_l + bs—2ns_2 + ...+ bin+ by,
enton:
+o00, T >,
P(n)
lim —= ar -
n|—>moo Q(n) b, =S
0, r<s

7.3. Composicion con funcidons continuas

Supofiamos que {z,, } nen é unha sucesién de nimeros reais que converxe a L € R.
Se f é unha funcién continua tal que z,, € Dom/(f),Vn € N,e L € Dom(f),
entén lim f(z,) = f(L). En particular:
n—oo

1 2,>0,VneN,z, > L>0,=z, > VL,
2. z, >0,YneN,z, = L>0,=logz, —logL,
3. $n—>L€R:>6mn—)eL.

De maneira analoga, se z,, — L = =00 e existe I|’mLf(:1c)7 entén
xr—r
lim f(x,) = lim f(x).
A segunda das propiedades anteriores resulta util para simplificar alguns limi-
tes nos que intervefien potencias, e cofiécese como técnica de tomar logaritmos.

Exemplo 9. Calcular lim /n.

n—o0
Para obter dito limite imos aplicar a técnica de tomar logaritmos, polo tanto se

logn
lim ¥/n=1L,enténlogL = Il'moolog Yn = Ii)moologn%: lim g >:O.

n— 00 n— n n— 00 n

En consecuencia L = ¢® = 1.

7.4. Sucesions potenciais-exponenciais

Sexan {Z, }nen € {Yn fnen sucesions de nimeros reais tales que z, > 0,Vn € N.
Consideramos a sucesién ¥~ = e¥» log(#n) polo que usando as propiedades anterio-
res temos que se z,, — zo > 0 ey, — yo € R, entén z¥» — z4°. Do mesmo modo,
se temos en conta as propiedades asintéticas das funcidns exponenciais e logaritmi-
cas: lim logx = +oo; lim logx = —o0; lim e¥ = 4o0; lim e® = 0;

r—+00 r—0+ xr——+00 T—r—00
obtemos que:

— AV
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1. Sexz, — 0, entdon

a) se y, — yo > 0oubeny, — +oo, entén z¥» — 0.

b) se y, — yo < 0 ou beny, — —oo, entén z¥» — +o0.
O caso z,, — 0, y, — 0 é unha forma indeterminada.
2. Sex, — zy € RT, entén
a) sey, — yo € R, enton z¥» — x{°.
b) sey, — 400y zy > 1oubeny, = —coyzy < 1,entén z¥" — +oc.
c) sey, — —00yxo > loubeny, — +ooyzg < 1,entén zf» — 0.
O caso zg = 1, y,, — F00 é unha forma indeterminada.

3. Se x,, — +00, enton

a) se Yn — Yo € R* ou ben Yn — +00, entdn x%ﬂ. — +o00.

b) sey, — yo € R~ oubeny, — —oo, entén z¥» — 0.

O caso z,, — 400, ¥y, — 0 é unha forma indeterminada.

7.5. Técnicas para resolver distintas indeterminaciéns

= Algunhasindeterminacions do tipo 0° ou 0o? poden resolverse utilizando a téc-
nica de tomar logaritmos.

Exemplo 10. Calcular lim (3n* + 2) TR
n—o0

Sexa x, = (3n* + 2) TFE | polo tanto log x,, = Tr2iogn 08 (30" +2).

Usando as propiedades dos logaritmos obtemos

log(n*(3 +2n~"))
, 4 — i
n||—>moo log nl—>moo 1+ 2logn Iog(Sn + 2) n||—>moo 14+ 2logn

logn* + log(3 + 2n~*%)

n—00 14+ 2logn
— im 4logn + log(3 + 2n=1%))
T n—oo 1+ 2logn
4+ log(3+2n"%)
P . logn _ _ . . 2
e dividindo porlogn, lim —————— = — = 2. Enton, lim x, =e”.
n—00 ogn +2 2 n—o00

— AV
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2 2+22Iogn
Exemplo 11. Calcular lim < > .

2
_ 2 2+2logn _ 2 2
Sexa x,, = (—nJr1 , polo tanto log =, = 575727 og log (_n+1)'

Usando as propiedades dos logaritmos obtemos
; , 2 log2 — log(n + 1)
lim logz, = lim log = lim

[log2 — log [n (1 + 1)]]

= lim

n—00 1+ logn
— im log2 — logn — log(1 + %)
n—00 1+ logn ’
log2 4 _ log(1+1)
e dividindo por logn, lim %87 . 8n  _ 1. Asi, lim z, = e L.
n—o0 foan +1 n—00

= Moitas indeterminaciéns do tipo 1> poden resolverse utilizando o niimero e,
reescribindo a sucesién orixinal na forma

-] Yns I 2

1\ o L im Yn

xyn = (1 + zz) onde lim z, = foo, entén lim z¥» = en—oo™ ",
n n—oo n— oo

n2
3n+1Y\21
3n+5 '
Seguindo os pasos anteriores obtemos

Exemplo 12. Calcular lim <

n—oQ

2 2

31\t , 4 \7T
lim lim (1-—

= i 1 1 =
T U )

= lim <1+ﬁ>(‘3"4+5)~(—3;+5).£31’

n— 00 _—3”4+5
n Il _4’”/2
Py m —
polo que lim sn+1 —en—0 6n? +Tn—5 — =3,

= Algunhas indeterminacions do tipo oo — oo poden resolverse simplificando as
sumas nas que aparecen. Se intervefien radicais, adoita ser efectivo multiplicar
e dividir pola expresion conxugada.
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1
VrFi—vn

1
Exemplo 13. Calcular lim nt
n—oo n

No expofiente atopamos unha indeterminacion do tipo oo — oo polo tanto o
primeiro que temos que facer é resolvela, para o cal multiplicamos e dividimos
polo conxugado do denominador.

1 Vvn + 1 + \/ﬁ
im —— = |Iim ——— ¥ = |i RV 1 = .
anm W — \/ﬁ nL;moo n+1—-—n anm( nl \/ﬁ) +oo

Agora teriamos unha indeterminacion do tipo 17°° que se resolveria de modo
andlogo ao exemplo 12.

= Crecemento potencial fronte a crecemento exponencial.
p

. , n P .
SepeRea>1,entén lim — = 0. En efecto, se z,, = 2, entdn
n—oo q" a

zn, > 0,Yn € N, polo tanto, log(x,,) = log (Z—:) = log(nP) — log(a™) =
plog(n) — nlog(a) =n [p'%” —loga] — —ooc, polo que lim z, = 0.
n—oo

7.6. Criterio de Stolz e férmula de Stirling

Teorema 16. (Criterio de Stolz-Cesaro) Sexan {z,}nen € {yn}nen sucesions de
numeros reais tales que {y, }nen € estritamente crecente e y, — +o00. Entdn se

p Tn+1 — T p . €
lim =2 — [, ¢ [—00,00], tamén lim =% = L.
n—=00 Yn41 — Yn N0 Yn

., logn
Exemplo 14. Calcular lim ——.
n—oo N

Como y,, = n, Vn € N, é estritamente crecente e y, — —+0c0, podemos aplicar

lo —1)—lo 1
o criterio de Stolz. Ademais lim g(n ) 8(n) = lim log (i) =0,
n— 00 n+1—n n— o0 n
lo
enton lim oen =0.
n— oo n

12 22 32 . 2
Exemplo 15. Calcular lim R e i .

3
n—o00 n
Como y, = n3, Vn € N, é estritamente crecente e y, — —+00, podemos aplicar o

criterio de Stolz-Cesaro. Ademais

i (124224 4+ (n+1)?) — (12422 +- - +n?) i (n+1)2 1
n—»co (n+1)3—nd Cnoe3nZ4+3n+1 3
o 124224374 40?1
enton lim 3 =_.
n—o00 n 3
. - s . , n!-e”
Teorema 17. (Férmula de Stirling) Dita férmula di que lim —— = 1.

n—00 N\/2mn

Resulta util para calcular limites nos que intervefien factoriais.
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Exemplo 16. Calcular lim .
n—oo n! . 20
n en
Por Stirling obtemos lim ——— = lim e — = |lim —.
g n—oo nl - 27 n—oo n' en vV 2mn on n—00 \/2mrn2n
Agora estamos no caso de crecemento potencial fronte a exponencial, e polo tanto
e

n

como § > 1, tense que lim = +o00.

—— = lim 3)
n—00 \/2mn2™  n—=00 /21N

n

ol

Exemplo 17. Calcular lim
n— oo n
Usando a férmula de Stirling obtemos que

Tl,
n! 2mn 1,
lim lim = lim = X/ 2mn.
n—oo N n—)oo " n—)oo 1/271-71 en n—oo €

Para calcular agora lim  %/2mwn tomamos logaritmos

n—oo
log(2mn
s 2n s , 2n
lim log V2mn = lim L =0, polo que lim 2mn = e’ = 1.
n—o00 n—o00 2n n—00
/nl
ey e . , n. , 1 2n 1
Volvendo ao limite inicial lim = lim = V2mn=-.
n—oo n n—,oo € e

ACTIVIDADES PROPOSTAS

— Resolucién das cuestidns tedricas formuladas ao longo da UD, individualmente,
no tempo de dedicacion non presencial.

— Resolucién dos exercicios propostos no boletin (incluido no anexo 1), individual-
mente ou en grupo, no tempo de dedicacién non presencial.

— Emprego de ferramentas informaticas para autoavaliar a resolucion dos exerci-
cios realizados no tempo de dedicacién non presencial.

— Participacidn na resolucidn de exercicios ou cuestidns tedricas propostas du-
rante as sesidns presenciais.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

A avaliacion constante é necesaria para determinar non sé o nivel de cofiecementos e
a deteccidn de posibles necesidades dos alumnos, senén tamén o funcionamento do
método e o labor do profesor. A avaliacion do proceso de ensinanza permitird modi-
ficar aqueles puntos que se considere convenientes e dara confianza 4 hora de levar
a cabo as lifias metodoldxicas que mellor funcionasen.

A avaliacion continua fai referencia a todas as actividades que o alumno rea-
liza dende o primeiro ata o ultimo dia de curso e que permiten analizar de maneira
exhaustiva os seus progresos en tempo real, permitindo ao profesor intervir se fose
necesario. Esta modalidade de avaliacion tera cardcter presencial e voluntario.

Esta UD corresponde coa materia Introducion a Analise Matematica, e a sua
avaliacion farase a través dunha proba conxunta coa unidade 1 de numeros reais,
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realizada nunha hora expositiva, con data cofiecida polo alumnado e non sendo libe-
radora de materia. Nela preguntaranse, con respecto a esta unidade, exercicios prac-
ticos e razoamentos sobre a veracidade ou falsidade de enunciados propostos, que
permitan comprobar non s6 a memorizacion dos conceptos sendn tamén o grao de
asimilacion dos mesmos aplicandoos a cuestions relacionadas, como as que se poden
ver no boletin de exercicios que aparece como anexo 1.

A cualificacidn desa proba tera un peso dun 60 % dentro da avaliacidon con-
tinua, obtendo o 40 % restante a través doutra proba, das mesmas caracteristicas
citadas anteriormente, na cal se preguntaran cuestidns relativas aos conceptos tra-
ballados no tema 3.

No exame final volveranse a preguntar conceptos relacionados con esta UD.
Amais do tipo de cuestions que aparecen na proba de avaliacién, incluiranse pregun-
tas de tipo tedrico: definicion de conceptos e enunciado e/ou proba de resultados
vistos na clase.

A cualificacion final de cada alumno (CF) vira dada por un nimero entre 0 e 10
gue se obtera a partir da seguinte féormula

CF =AC/34 (1 - AC/30) x EF,
onde CF é a cualificacién final, AC é a avaliacion continua e EF é o exame final.
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Unidade 2
didactica Sucesions de numeros reais

ANEXO 1

Boletin de exercicios da UD 2: Sucesions de numeros reais

1. Demostra os seguintes resultados:
a) Se lim x, = xgexy > a, entén x,, > a a partir dun certo indice.
n—oo

b) Se lim x, = zgentén lim |z,| = |x¢|. E certo o reciproco?
n—oo n— oo

—4n? +1
2. a) Demostra, usando a definicidn de limite, que lim n_—i— = 2.

n—oo 2n2 —1
b) Deméstrao usando que 1/n — 0 e o teorema de alxebra de limites.

3. Consecuencias do teorema de compresion.

a) Demostra que z,, — xq se e so se |z, — zg| — 0.
b) Proba que se x,, — 0 e {yy, }nen estd limitada, entén x,,y,, — 0.

c) Usa os apartados anteriores para abreviar a proba de que o produto de
sucesions converxentes converxe ao produto dos limites.

4. Algunhas cuestions sobre o criterio do exercicio 3 b):
a) Se xz,y, — 0, algunha das duas sucesidns debe converxer a 0? Algunha
das duas sucesiones debe estar limitada?
b) Se x,yn, — 0ex, — 0, estd {y, }nen limitada?

c) Se xnyn — 0e {yn tnen estd limitada, converxe {z,, }nen a 0?
5. Demostra os seguintes resultados sobre limites e orde:

a) Sex, >aVnéeNeux, = xg, entbnzg > a. Esex, >a Vn?
b) Sex, — g, Yn — Yo € Tg < Yo, que relacién hai entre os termos dunha
e doutra sucesién? (Podes usar o exercicio 1 a).)
6. Sexan {Z, }nen € {Yn }nen sucesidns de nimeros reais. Demostra que:
a) Selimx, = +oo e {y,} estd limitada inferiormente, entén
lim(x, + yn) = +00.
b) Se x,, = +0o0 ey, — +ooentén {z, + y,} — +oo.

c) Sex, -+ ey, > a > 0apartir dunindice, entén x,, y,, — +00.

d) Sex, — +oocey, — yo € (0,+00) U {+o0}, entdn z, y, — +oc.
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e) r, — +ooseesdse —x, — —00.

f) Sex,, - —c0 ey, — —o0, entén x,, + y, — —00.

g) Sez,, - +ocoey, = yo <0, entén z,, y,, — —o0.

h) Sex, > —x ey, — yo <0, entén z,, y,, — +00.

i) Se |x,| = +ocoentén 1/x, — 0.

j) Sex, — tooentén 1/x,, — 0.

k) Se z, — 0 ez, > 0 a partir dun certo indice, entén 1/z,, — +o0.

) Sex, — 0eux, < 0sen ésuficientemente grande, entén 1/z, — —cc.

m) Son vélidos os reciprocos dos apartados anteriores (menos o €))?

7. Sexan {x,} e {y,} sucesiéns de nimeros positivos tales que lim — = 0.

n
a) Proba que se limz,, = 400 entén limy,, = 4oc.
b) Proba que se limy,, = 0 entdén limx,, = 0.

c) Que sucede se x,,/y, — +o0? Ese x,/y, — 1 € (0, +00)?

8. Razoa se as seguintes afirmacidns son certas ou falsas:

a) Toda sucesion converxente é mondtona.
b) Toda sucesién limitada é converxente.
¢) Se {xy, }nen € unha sucesién mondtona entén liminf x,, = limsup z,,.

d) Se {z, }nen non estd limitada superiormente entén lim sup cos(z,,) = 1.
Estuda a converxencia e calcula os limites das seguintes sucesions

1. Asucesién xy = 1/2, 7,41 = 22 +4/25 paran € N.

2. Sexan o > 2 e a sucesion x1 = a, Tpt1 = 4(z, — 1)/2, paran € N.

3. Assucesion definida por recorrencia do seguinte modo

T = \/5, Tn+l = V2+ 2y

4 | n~3 sen(n!)
3"+ 7
5. lim a

n—oo Hh — 4

; nd +n nd +n
6. lim —
n2—-2 n24+2

n —2\"
7. lim 3" +(=2)

n—00 3n+1 _|_ (_2)n+1
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3n2—3

8. nILmoo <1 )W
9. lim (\/ Tan—/n?— )

n—oo
1
—_n \/n2—n—\/n2+1
n2 +1

10. Iim

n—oo

11. lim \/n3+4n— \/n3—2n)
n—oo

12. nILmoo n(vn+1—+/n)

n245

13, fim (3R Z5) T
’ n? —4n +2

4™ + cosn
14. lim ———
n—oo T+l — senn!

|
15. lim (9!

n—o00 nm"

nlogn

n—o0 |0gn

17. lim na ", sendoa > 1
n—oo

P4 9P 43P 4P
18, lim T2 T AN o),
n— o0 np+1

14+214--- !
19. lim 1+2+--+n

n— o0 n!

<n+k>
k
20. Iim ————%

A T T R (k € N).

21. lim (2+ 3n%) T2

n—o0

2 2+22Iog n
22. lim ( )
n—o0 ﬂ/+-1

| log(5n* — 4n3 + 6n% — 2)
n—oo log(6n® +4n? —n + 1)

23.
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24, lim * Y(n+1)(n+2)---(2n)

n—oo N

25. lim y/n5 4 n4

n— oo

26. lim Va™ +b" cona >b> 0.

n—oo

log(n!)
n—oo log(n™)

27.

28. lim

1 /2 32 4 (n+1)"
29 lim — (42 4+ 44—
im <1+2+32+ +

Limites de oscilacion

1. Calculaolimsupz, eoliminfz,, sendo

0) o — (~2)H (1+_) .

2TL
nt+9 n < 1000,
n+1
b) z, = Yn—1, n > 1000, n = 2k,
(—1>n+ 3n* +5 n > 1000, n =2k + 1
2 (n+1)(n+2)’ - T ‘
c) x, = 1—klcosn7T !
" \2 2 2 ’
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