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Resumen

Una accién isométrica de un grupo de Lie sobre una variedad de Riemann se dice polar
si existe una subvariedad que corta ortogonalmente a todas las érbitas. Desde la aparicion
de estas acciones en los trabajos de Conlon, se han buscado maneras de clasificarlas en
distintas familias de variedades ambiente, siendo de especial interés los espacios simétricos.
En este trabajo haremos una introduccién a los espacios simétricos y las acciones polares,
centrandonos sobre todo en aquellas que no presentan érbitas singulares y donde el espacio
ambiente es un espacio simétrico de tipo no compacto. Mas adelante, clasificaremos todas
las foliaciones polares homogéneas en SL(3,R)/SO(3), el espacio de todas las transforma-
ciones lineales autoadjuntas y definidas positivas de R? que preservan el volumen.

Abstract

An isometric action of a Lie group on a Riemannian manifold is said to be polar if there
exists a submanifold that meets all orbits perpendicularly. Since their first appearance in
Conlon’s work, it has been an open problem to classify such actions in several families
of ambient manifolds, most notably symmetric spaces. In this work we will give an intro-
duction to both symmetric spaces and polar actions, focusing on those without singular
orbits and where the ambient space is a symmetric space of noncompact type. Further-
more, we will classify all homogeneous polar foliations on SL(3,R)/SO(3), the space of all
volume-preserving, self-adjoint and positive definite linear transformations of R?.






Introduccion

Desde los inicios de la Teoria de Superficies hasta el presente, un tema de interés
recurrente ha sido la biisqueda de objetos geométricos que posean un grado alto de simetria.
Si bien la nocién de simetria suele estar vinculada a las ideas de belleza, proporcién u otras
de caracter visual, en Matematicas tenemos una concepcion de esta debida principalmente a
Felix Klein. Podriamos decir que las simetrias de un objeto son aquellas transformaciones
que preservan sus propiedades (por ejemplo, las simetrias de un espacio topolégico son
los homeomorfismos, mientras que las de una superficie regular son las isometrias), y la
propiedad fundamental de estas transformaciones es el hecho de que forman un grupo.
Con esta idea en mente, el propio Klein afirma en el Programa de Erlangen (1872) que el
problema fundamental de la Geometria es el siguiente:

Dado un espacio y un grupo de transformaciones del mismo;,
desarrollar la teoria de los invariantes relativos al grupo.

En nuestro caso, consideramos una variedad (de Riemann) ambiente, y dentro de es-
ta buscamos estudiar las subvariedades extrinsecamente homogéneas. Una subvariedad
extrinsecamente homogénea se caracteriza por que, dados dos puntos de ella, existe una
isometria de la variedad ambiente que preserva la subvariedad y lleva un punto en otro. Es-
to permite realizar la subvariedad como una 6rbita inducida por cierto subgrupo del grupo
de isometrias del ambiente, lo cual nos lleva a explorar acciones isométricas de grupos de
Lie sobre variedades riemannianas.

Asi pues, en este trabajo escogemos como variedades ambiente los llamados espacios
simétricos, y las acciones isométricas a considerar se conocen como acciones polares.

La nocién de espacio simétrico tiene su origen a finales de los anos 20 del siglo pasado, de
la mano de Elie Cartan, encontrandose a medio camino entre los espacios modelo (espacios
euclideos, esferas, espacios hiperbélicos) y la clase més general de espacios homogéneos.
Cartan, mas alla de definir los espacios simétricos, fue capaz de obtener una clasificacion
completa de todos ellos en 1926 [8].

Se puede pensar la condiciéon de simetria de modo local o global. Por un lado, los
espacios localmente simétricos se caracterizan por la siguiente propiedad: para cualquier
punto existe una isometria, definida en una bola geodésica suficientemente pequena y
centrada en dicho punto, que invierte las geodésicas radiales que emanan de él. De hecho,
esta condicién es equivalente a que su tensor de curvatura sea paralelo:

VR =0.
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Por otro lado, los espacios globalmente simétricos (en los cuales centraremos nuestra aten-
cién) son aquellos en los que cada punto admite una isometria global que invierte las
geodésicas radiales partiendo de este. Estos tltimos presentan una gran cantidad de bue-
nas propiedades y tienen la ventaja de que se pueden describir de un modo puramente
algebraico mediante los pares simétricos, hecho que justifica que adoptemos los espacios
simétricos como nuestro marco de trabajo.

Una accién de un grupo de Lie sobre una variedad (completa) se dice polar si existe
una subvariedad (llamada seccién) que corta a todas las dérbitas, y en todos los puntos
de ella el corte es ortogonal. Se definen ademas las acciones hiperpolares como aquellas
que admiten secciones llanas. Este concepto aparece por primera vez en los trabajos de
Lawrence Conlon [9], quien solo consideraba acciones hiperpolares, llamando a sus secciones
dominios transversales.

Y

(N
N

Figura 1: Accién estandar de SO(2) sobre R?, con seccién el eje .

Jiri Dadok acuna el adjetivo “polar” para esta clase de acciones en [10]. El motivo
detras de esta terminologia se hace aparente si consideramos las coordenadas polares en el
plano. El grupo SO(2) de todas las rotaciones de R? actiia sobre el plano, siendo sus 6rbitas
las circunferencias centradas en el origen (mdas este ultimo como érbita singular), y una
posible seccién para esta accién es el eje x. Si (r, ) denotan las coordenadas polares de R?,
entonces la seccién esta formada por los puntos que verifican = 0. Ademads, los conjuntos
de nivel de r son las distintas o6rbitas para la accion. Podemos emular este proceso a partir
de cualquier accion polar: elegida una parametrizacién del grupo que actia, junto con una
de cualquier seccion, podemos obtener sistemas de coordenadas adaptados a la accién sobre
nuestra variedad. Como consecuencia, surge el método de cohomogeneidad: si tenemos una
ecuacion en derivadas parciales para la que buscamos una solucién u(x) invariante bajo la
accion del grupo, escribiendo la solucién u en términos de estas nuevas coordenadas siempre
se reduce el niimero de variables independientes en juego, lo que facilita considerablemente
el calculo de u.

Otra manera de introducir este tipo de acciones viene del Teorema Fspectral Real,
que afirma que toda transformacion lineal autoadjunta en un espacio euclideo admite una
base ortonormal formada por autovectores. Podemos dar una interpretacién geométrica de
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este teorema como sigue: el grupo O(n) de todas las transformaciones ortogonales de R™
actia sobre el espacio de todas las matrices simétricas n X n por conjugaciones (es decir,
cambios de base), siendo el subconjunto de todas las matrices diagonales una seccién para
la accion. En cierto sentido, las matrices diagonales representan una forma canoénica de las
matrices simétricas, hecho que motivé a Richard Palais y a Chuu-Lian Terng en los anos
80 a considerar el estudio de acciones que admiten secciones como una teoria de formas
candnicas (véase [30]).

Situandonos de nuevo sobre espacios simétricos, tratamos de clasificar las acciones po-
lares sobre estas variedades salvo por equivalencia de orbitas. Aqui, entendemos que dos
acciones son equivalentes si existe una isometria del ambiente que lleva las érbitas de la
primera en las de la segunda.

El caso compacto ha sido trabajado en gran medida por Andreas Kollross, quien clasifico
las acciones hiperpolares en espacios simétricos indescomponibles de tipo compacto [21].
Como corolario, se consigue en el mismo articulo una clasificaciéon de todas las acciones
de cohomogeneidad uno en dichos espacios. Otros resultados a destacar son la clasificacion
de acciones polares sobre espacios simétricos de tipo compacto y rango uno, debidas al
trabajo de Dadok junto con el de Podesta y Thorbergsson [3, Secciéon 12.1], y el hecho
de que toda accién polar en un espacio simétrico indescomponible, de tipo compacto y de
rango superior a uno es hiperpolar, cuya prueba es fruto del trabajo de Kollross y Lytchak
3, Seccién 12.2].

En espacios simétricos de tipo no compacto, este problema se vuelve mas complicado,
siendo muchos de los resultados enunciados para el caso anterior falsos cuando pasamos
a este nuevo contexto. Sin embargo, se sabe que el grupo de isometrias de un espacio
simétrico de tipo no compacto es un grupo de Lie semisimple y no compacto. Por lo tanto,
tenemos un nexo entre esta drea de investigaciéon y la (més desarrollada) teoria de dlgebras
de Lie reales semisimples. Algunos avances vienen dados por la clasificacién de las acciones
polares sobre espacios hiperbdlicos reales, realizada por Bingle Wu [34], y sobre espacios
hiperbdlicos complejos, hecha por Kollross, Diaz Ramos y Dominguez Vazquez [12]. A dia
de hoy, el caso cuaterniénico permanece como un problema abierto.

Nosotros nos centraremos en este ltimo caso, exigiendo ademas que las acciones polares
que utilicemos no posean orbitas singulares. La ultima condicién se puede reformular como
que todas las orbitas tengan la misma dimension, e implica que estas forman una foliacion.
Se habla entonces de foliaciones polares homogéneas, y seran el objeto de estudio de este
trabajo.

Como aportacion original, obtendremos la clasificacion de todas las foliaciones polares
homogéneas en el espacio simétrico SL(3,R)/SO(3). Aquellas de dimensiéon méaxima y mini-
ma son ya conocidas, con lo que centraremos nuestros esfuerzos en hallar las foliaciones
de dimensién intermedia. La clave detras de este proceso bebe de dos vertientes. Por una
parte, para determinar todas las posibles foliaciones, se emplearan resultados conocidos de
algebras de Lie resolubles, asi como una caracterizacion algebraica de la polaridad. Esto
nos permitira reducir la busqueda a un problema de Algebra Lineal, cuya resolucion nos
conducird a las foliaciones deseadas. Por otra parte, con el fin de averiguar cudles de estas
foliaciones son equivalentes, nos valdremos de dos invariantes geométricos en subvarieda-
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des: el tensor de curvatura y la curvatura media. En definitiva, el resultado a demostrar
serd el siguiente:

Teorema Principal. Sea F una foliacion polar homogénea sobre el espacio simétrico de
tipo no compacto M = SL(3,R)/SO(3). Entonces F es equivalente a la foliacion inducida
por una, y solamente una, de las siguientes subdlgebras de g = sl(3,R):

(1.1) h = by = (a & {) & n, donde { es una recta vectorial en a (mddulo la isometria
sta—a).

(1.2) b =a @0y} = D oy D Jay+as-

(2.1) h =RH,, ® N} = RHy @ ga, D Fartas-

(2.2) h=n= 0o, ® Gay D Gay-+as-

(2.3) b = aga;} ®0yay = R(Ha, +2Ha,) @ gay D Faitas-
(3) B =101} = Ba D Bai+as-

Ademds, F es hiperpolar si y solamente si es equivalente a la inducida por una de las
siguientes subdlgebras: (1.1), (1.2), (2.1) y (2.2).

Se introducira la notacion necesaria para entender el enunciado del Teorema Principal,
aunque podemos dar aqui una idea de este describiendo las subalgebras de la lista anterior
de modo matricial. El espacio M se interpreta como el conjunto de todas las transformacio-
nes lineales autoadjuntas y definidas positivas de R? que preservan el volumen. El dlgebra
s[(3,R) consta de todas las matrices 3 x 3 de traza cero, siendo ademéds a y n las subélgebras
de todas las matrices diagonales y estrictamente triangulares superiores, respectivamente.
Por otra parte, los espacios ga,; Gas ¥V Ga;+a, SOn correspondientemente los formados por
las matrices cuya unica entrada no nula es la entrada (1, 2), (2,3) v (1, 3). Ademas, los vec-
tores H,, v H,, son respectivamente las matrices diagonales diag(1, —1,0) y diag(0, 1, —1)
(divididas por 6, hecho que no afecta a los subespacios que generan). El teorema esgrime
que cualquier foliacion polar en M tiene que venir dada, salvo por equivalencia de dérbitas,
como la inducida por exactamente una de las subalgebras que aparecen en la lista.

Dividimos este trabajo en cuatro capitulos.

En el primer capitulo, se hara un recordatorio de los conceptos previos que necesitare-
mos para el trabajo. Estos son las variedades de Riemann, los grupos de Lie y las acciones
isométricas.

El segundo capitulo trata de dar una introduccién a los espacios simétricos, que como
ya mencionamos anteriormente seran la clase de espacios ambiente que manejaremos a lo
largo del trabajo. Expondremos las propiedades topoldgicas y geométricas mas relevantes de
estas variedades, prestando especial atencién a los espacios simétricos de tipo no compacto.

El objetivo del tercer capitulo sera iniciar el estudio de las acciones polares, con espe-
cial interés en aquellas que inducen foliaciones. El resultado principal a entender sera el
Criterio de Polaridad para acciones sin drbitas singulares en espacios simétricos de tipo no
compacto.

En el dltimo capitulo, introduciremos el espacio simétrico SL(3,R)/SO(3), para después
exponer la demostraciéon de nuestro resultado original.



Capitulo 1

Preliminares

El propdsito de este capitulo es dar un repaso general de todas las nociones previas
que necesitaremos, asi como fijar toda la notacion que emplearemos a lo largo de este
trabajo. En primer lugar, recordaremos los conceptos esenciales relativos a la Geometria
de Riemann. Mas adelante, introduciremos los grupos y algebras de Lie, enunciando sus
caracteristicas mas relevantes. Por ultimo, se exploraran las acciones de grupos de Lie sobre
variedades, haciendo hincapié en aquellas que son propias e isométricas.

1.1. Variedades de Riemann

La Geometria de Riemann permite extender la teoria de superficies en R? a objetos de
dimensién superior, sin necesidad de que estos estén contenidos en un espacio euclidiano.
Esta nace parcialmente motivada por el deseo de estudiar geometrias no euclidianas, siendo
sus principales impulsores Karl Gauss y Bernhard Riemann. Comenzaremos recordando los
aspectos fundamentales de las variedades diferenciables y riemannianas. Nos basaremos en
23], [27] ¥ [15].

Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Utilizaremos la notacién §(M) para
referirnos al conjunto de funciones diferenciables de M en R. Para cada punto p € M,
denotaremos el espacio tangente a M en p como T,,(M). Cualquier sistema de coordenadas
(z',...,2™) definido en un entorno de p induce una base {(9,1), ..., (Opn),} de T,(M) dada
por las derivadas parciales en p. Ademas, si N es otra variedad y f: M — N es una
aplicacién diferenciable, denotamos la diferencial de f en p como f,,: T,(M) —= Ty (N).

La unién disjunta de los espacios tangentes a M en todos sus puntos recibe el nombre
de fibrado tangente de M, al que nos referiremos como 7'(M). Este recibe de modo natural
una estructura de variedad diferenciable, con lo que tiene sentido hablar de las secciones
diferenciables de T'(M), llamadas campos de vectores en M. El conjunto de todos los
campos de vectores en M se denota como X(M), y tiene una estructura de dlgebra de Lie
sobre R cuando se le dota del corchete de Lie, dado por la asignacién [X,Y] = XY — Y X
(recordaremos mds adelante este concepto). Para cada X € X(M), escribimos como X, o
X(p) € T,(M) el valor de X en p.

11
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Dado un campo de vectores X € X(M), existe una aplicacién ¢X: D C R x M — M
diferenciable, definida en un abierto D C R x M estrellado con respecto a {0} x M
verificando que, fijado p € M, ¢*(t,p) es la curva integral maximal de X pasando por
p en tiempo cero. Se dice que ¢ es el flujo de X. Ademés, dado t € R, el subconjunto
M, = {p € M: (t,p) € D} C M es un abierto, y la aplicaciéon X;: M; — M_; definida
mediante X;(p) = ¢* (¢, p) es un difeomorfismo.

Se puede demostrar que el corchete de Lie verifica la siguiente identidad, basada en la
nocién de derivada de Lie:

X Y0) = o]

Del mismo modo que se define el fibrado tangente, para cualesquiera enteros r, s > 0 se
puede construir el fibrado tensorial de tipo (r,s) como T"*)T(M) = [ enr T (T, (M)),
donde para cada R-espacio vectorial V entendemos T*)(V) como el espacio de tensores
de tipo (r, s) definidos sobre V' (esto es, las formas multilineales de (V*)" x V* en R). Este
conjunto también posee una estructura de variedad diferenciable inducida por la de M, y
las secciones de este fibrado se conocen como los tensores de tipo (r,s) en M.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Decimos que un campo de tensores
de tipo (0,2) en M es una métrica de Riemann si su restriccion a cada espacio tangente
es un producto escalar. Una variedad de Riemann es un par (M, (-,-)), donde M es una
variedad diferenciable y (-,-) es una métrica de Riemann definida en M (por simplicidad,
seguiremos denotando a las variedades de Riemann con M).

Si (M,g) y (N,g') son dos variedades de Riemann, una isometria entre M y N es un
difeomorfismo f: M — N tal que f,, es una isometria lineal para todo p € M. Equivalen-
temente, [ es una isometria si g = f*¢’ (siendo f*¢’ el pullback de ¢’ por f). Andlogamente,
se tiene la nocién de isometria local reemplazando la condicion “ser un difeomorfismo”
por “ser un difeomorfismo local”. Utilizaremos la notacién I (M) para referirnos al conjunto
de todas las isometrias de M. Este conjunto recibe una estructura de grupo con la com-
posicién de aplicaciones, asi como de espacio topoldgico cuando se le dota de la topologia
compacto-abierto.

Dada una variedad de Riemann M, el Teorema Fundamental de la Geometria de Rie-
mann nos garantiza la existencia de una unica conexién afin V: X(M) x X(M) — X(M),
llamada conexion de Levi-Civita, cumpliendo las dos siguientes ecuaciones:

(X—t)*Xt(P) Y (Xi(p)], X, Y eX(M),peM.

VxY = VyX =[X)Y], XY, Z2)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),

para cada X,Y,Z € X(M). Cabe destacar que la conexién de Levi-Civita es invariante
por isometrias. Ademads, dados campos de vectores X,Y € X(M), el valor de VxY en un
punto p € M depende solamente de X, y de los valores de Y a lo largo de una curva
tangente a X,,. Por lo tanto, dado un vector v € T,(M), tiene sentido definir el vector
V.Y € T,(M). Esto nos determina un endomorfismo VY de 7,,(M) dado por la asignacién
veT,(M)—V,Y.

Un campo de vectores a lo largo de -y es una aplicacién diferenciable X : I — T(M)
cumpliendo que X (t) € T, (M) para todo t € I. Denotamos con X(v) al espacio vectorial
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de todos los campos de vectores tangentes a lo largo de 7. El operador D;: X(v) — X(v)
dado por D; X (t) = VX se conoce como la derivada covariante a lo largo de .

Un campo X € X(7) se dice paralelo si D,X = 0. Para cada t € I y v € T, (M),
se puede comprobar que existe un tinico campo de vectores paralelo que vale v en tiempo
t. Esto nos permite construir para a,b € I una isometria lineal P?: T, (M) — Ty (M)
dada del siguiente modo: para un v € T, ) (M), se toma P?(v) = X (b), donde X € X(7) es
el inico campo paralelo a lo largo de «y tal que X (a) = v. Esta aplicacién recibe el nombre
de transporte paralelo a lo largo de . Es posible recuperar la derivada covariante de una
variedad a partir del transporte paralelo. En efecto, si v: I — M es una curva cualquiera,
y X € X(), se cumple que

DX(o(t0) = | PO (X(+h), toe T

En el caso de que 7/ sea un campo paralelo, decimos que 7 es una geodésica de M.
Utilizando teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, se demuestra que para todo p € M
y v € T,(M) existe una tnica geodésica maximal 7,: I, — M de M cumpliendo que
Y(0) =p y 7,(0) = v.

Podemos englobar todas las geodésicas de M en una tnica aplicaciéon, llamada aplica-
cién exponencial. Para ello, se toma el conjunto abierto £ = {v € T(M): 1 € I,} y se
define exp: &€ — M mediante exp(v) = 7,(1). Escribiendo &, = € N T,(M), la restriccién
de exp a &, se denota con exp,. Fijémonos en que, en general, la exponencial exp, no
estd definida en todo T},(M), sino en un entorno abierto del origen. Ademds, exp, es un
difeomorfismo local en el origen, cuya diferencial es la identidad. Tenemos por otra parte
una propiedad de naturalidad para la exponencial que afirma que dada cualquier isometria
local f: M — M se verifica que 6}7:5]0(]0) o fip = foexp, en &,

A cualquier variedad de Riemann conexa M se le puede dar una estructura de espacio
métrico de la siguiente manera: dados dos puntos p,q € M, se define d(p,q) como el
infimo de las longitudes de todas las curvas diferenciables a trozos en M uniendo p y q.
La aplicacién d: M x M — R asi definida es una distancia, llamada la distancia de
Riemann de M, y la topologia inducida por esta coincide con la topologia que tiene
M como variedad. El siguiente teorema nos da una caracterizacion de la completitud del
espacio métrico M segun la posibilidad de extender las geodésicas de M a todo R:

Teorema 1.1 (de Hopf-Rinow, [15, Teorema 2.8]). Sea M una variedad de Riemann conezxa
yp € M. Entonces M es un espacio métrico completo si y solamente si exp,, estd definida
en todo T,(M) (es decir, si toda geodésica puede ser prolongada a la recta real). Ademds,
st M es completa, entonces p se puede unir con cualquier otro punto ¢ € M mediante una
geodésica minimizante.

Sea M una variedad de Riemann. El tensor de curvatura de tipo (1,3) se define
como la aplicacién §(M )-multilineal R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VxVyvZ -VyvVxZ2 — V[X,y}Z, X, Y, Z € %(M)
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Por otro lado, el tensor de curvatura de tipo (0,4) es la aplicacion § (M )-multilineal
R: X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — §(M) tal que

R(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T), X,Y,Z,T € X(M).

Fijado p € M y ¥ C T,(M) un plano vectorial, se define la curvatura seccional de

Y como
R(X,Y,Y,X)

IXIPIY]? = (X, V)

Sec(X) =

donde {X,Y} es cualquier base de 3. Diremos que una variedad de Riemann M es llana
cuando R = 0 (equivalentemente, cuando Sec = 0 en todos los puntos de M). También
diremos que M tiene curvatura seccional no positiva (respectivamente, no negativa)
cuando Sec(X) es menor o igual (respectivamente, mayor o igual) que cero para todo
YXCT,(M)ype M.

Enunciamos el Teorema de Cartan-Hadamard para finalizar este apartado sobre cur-
vatura. Este nos proporciona informacion sobre la topologia de una variedad completa de
curvatura negativa:

Teorema 1.2 (de Cartan-Hadamard, [23, Teorema 12.8]). Si M es una variedad de Rie-
mann completa de curvatura seccional no positiva, entonces para cualquier puntop € M, la
aplicacion exponencial exp,,: T,(M) — M es un revestimiento diferenciable. En particular,
si M es simplemente conexa, exp, es un difeomorfismo.

En base a este resultado, diremos que M es una variedad de Hadamard si es com-
pleta, simplemente conexa y de curvatura seccional no positiva.

1.1.1. Geometria de subvariedades

Supongamos que (M ,(+,+)) es una variedad de Riemann y M C M es una subvariedad
inmersa. Por definicién, sabemos que la inclusion i: M — M es una inmersién inyectiva, de
manera que el pullback de la métrica de M a M vuelve a ser una métrica de Riemann. Por
lo tanto, M hereda una estructura de variedad de Riemann. Denotaremos la conexion de
Levi-Civita y el tensor de curvatura de M mediante V y R. Por otra parte, nos referiremos
alasde M con Vy R.

La inclusién de M en M nos permite identificar 7),(M) como un subespacio vectorial

de T,(M) para cada p € M, de manera que tiene sentido considerar su complemento
ortogonal. Dado un espacio euclideo V' y un subespacio W C V', emplearemos la notacién
V © W para referirnos al complemento ortogonal de W en V. En este caso, definimos
el espacio normal a M en p como v,(M) = T,(M) & T,(M). La unién disjunta de los
espacios normales a M en todos sus puntos se conoce como el fibrado normal v (M) de la
subvariedad M y tiene una estructura de variedad diferenciable. Un campo de vectores
normal a M es una seccién de v(M). Ademds, escribiremos X1 (M) para referirnos al

espacio vectorial de los campos de vectores normales a M.
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Conviene darse cuenta de que, dado un campo de vectores X € X(M) y un campo de
vectores Y: M — T(M ) (tangente o no a M), tiene sentido hallar la derivada covariante
v xY, que toma valores en el fibrado tangente a M. Al ser M una subvariedad de M ,
podemos dar una descomposicién ortogonal VxY = (VxY)T + (VxY )+, donde (VxY)T
es la parte tangente a M y (%XY)L, la parte normal a M.

Se define la segunda forma fundamental TI: X (M) x X(M) — X+ (M) de M como

la aplicaciéon dada por
I(X,Y) = (VxY)', XY eXx(M).

La segunda forma fundamental es §(M )-bilineal y simétrica. Ademads, esta nos permite
dar relaciones entre la conexion y la curvatura de M con las de M. Més concretamente, se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sea M una variedad de Riemann y M C M una subvariedad. Se tienen las
siguientes identidades para X,Y,Z,T € X(M):

(1) Ecuacion de Gauss:

R(X.Y,Z,T)=R(X,Y,Z,T) + (I(X, Z),1I(Y, T)) — (Il(X, T),IL(Y, Z)).

(ii) Ecuacion de Codazzi: (R(Z,X)Y )" = (V4II) (X,Y) — (VXII) (Z,Y), donde

V+II es el tensor definido mediante la identidad

(VEID) (Y, Z) = [VXIL(Y, Z)]* —T1(VxY, Z) —IL(Y,VxZ).

Por otro lado, dado un punto p € M y un vector normal § € v,(M), se define el
operador forma de M en la direccién de £ como la aplicacién lineal A¢: T,(M) — T,(M)
dada por B

AcX = —(VxE)T, X eT,(M).

Ya que la segunda forma fundamental es simétrica, se sigue que A es un operador
autoadjunto.

Para este trabajo, seran de especial interés las subvariedades totalmente geodésicas.
Diremos que M C M es totalmente geodésica si su segunda forma fundamental es
idénticamente nula. Esto es equivalente a que para cualquier £ € v,(M), el operador A se
anule. En tal caso, la conexion y la curvatura de M y M coinciden.

1.2. Grupos y algebras de Lie

Los grupos de Lie forman un puente entre el Algebra y la Geometria, llegando a permear
distintas areas de las Matematicas y la Fisica. Presentamos aqui los conceptos principales
de los grupos de Lie y las algebras de Lie. Aparte de tener interés propio, las dlgebras de Lie
permiten linealizar los grupos, lo cual permite simplificar su estudio en muchas ocasiones.
Seguiremos la exposicién de [20] para presentar los rudimentos de los grupos y édlgebras de
Lie.
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1.2.1. Algebras de Lie

Sea I un cuerpo. Un algebra de Lie sobre F es un F-espacio vectorial g (que en general
supondremos de dimensién finita) dotado de una aplicacién bilineal |-, -]: gxg — g (llamada
corchete de Lie) que verifica las dos siguientes propiedades:

e Antisimetria: [X,Y] = —[Y, X] para cada X,Y € g.
e Identidad de Jacobi: [X,[Y, Z]] + [Y,[Z, X]| + [Z,[X,Y]] = 0 para todo X,Y,Z € g.

Dados subespacios vectoriales V, W C g, podemos definir un nuevo subespacio [V, W] =
Span{[X,Y]: X € V.Y € W}. Diremos que un subespacio h C g es una subdlgebra de
Lie de g si [h,h] C b, y un ideal de g si [g, h] C h. También diremos que g es abeliana si
[g,9] = 0. Un algebra de Lie g se dice simple si sus tnicos ideales son 0 y g. Se dice que
es semisimple si no es abeliana y su unico ideal abeliano es 0.

El centro de un algebra de Lie g se define como

3(g) ={X €g: [X,Y]=0paracada Y € g}.
Por otro lado, el normalizador de un subconjunto A C g es el conjunto
ng(A) ={X €g: [X,Y] € Aparacada Y € A}.

Sean g y b algebras de Lie. Un homomorfismo de algebras de Lie es una aplicacion
F-lineal ¢: g — b verificando ademds que ¢([X,Y]) = [¢(X), #(Y)] para todo X,Y € g.
Si existe otro homomorfismo ¥: h — g tal que ¢ y ¢ son mutuamente inversos, entonces
diremos que ¢ es un isomorfismo de algebras de Lie.

Si g es un &lgebra de Lie sobre I, definimos de modo recursivo los ideales g® = g,
g+l = [g®) g®] (k > 0). La cadena g 2 g D g” D g®® D ... se conoce como la serie
derivada de g. De modo similar, se pueden definir los ideales go = ¢, gr+1 = [g, 9x), para
k > 0. Tenemos asi otra cadena g O g; 2 g2 2 g3 2 ..., llamada la serie central de g.
Observemos que cuando g tiene dimensién finita, ambas series se estabilizan a partir de
cierto fndice. Se dice que g es resoluble si g¥) = 0 para algin k € N, y nilpotente si
gr = 0 para algin k € N.

Cabe destacar que para cualquier F-espacio vectorial V', el conjunto End(V') de todos
los endomorfismos lineales de V' admite una estructura de algebra de Lie con el corchete
definido mediante [f,g] = f o g — g o f. Llamaremos gl(V') a esta &lgebra de Lie (en
particular, utilizaremos la notacién gl(n,F) para referirnos al dlgebra de Lie de todas las
matrices n X n sobre ). Por otra parte, si g es un élgebra de Lie, el corchete [-, -] nos
permite definir un homomorfismo de algebras de Lie ad: g — gl(g), conocido como la
representaciéon adjunta de g, mediante ad(X)Y = [X, Y] para cada X,Y € g. A partir
de esta, podemos construir una forma bilineal y simétrica B: g x g — F exigiendo que

B(X,Y) = Tr(ad(X) o ad(Y)), X.,Y €g.

Aqui, Tr denota la traza de una aplicacion lineal. Esta forma bilineal se denomina la forma
de Killing de g. Es sencillo comprobar que B es simétrica, asi como que los isomorfismos
de g preservan la forma de Killing. Ademas, el criterio de Cartan de Semisimplicidad afirma
que g es un algebra de Lie semisimple si y solamente si B es no degenerada.

0)
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1.2.2. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es un grupo (cuyo neutro denotaremos con e) dotado de una
estructura diferenciable tal que las aplicaciones de multiplicacion e inversién son diferen-
ciables. En este caso, para cada g € G las aplicaciones Ly, R,: G — G, definidas mediante
las identidades L,(z) = gz, R,(z) = zg para todo x € G, son difeomorfismos de G.

Sea GG un grupo de Lie. Dado un campo de vectores X definido sobre GG, diremos que
X es invariante (por la izquierda) si para cada g, h € G se verifica que (L) (Xp) = Xgn-
Sea ahora g C X(M) el conjunto de todos los campos de vectores invariantes en G. Este
subconjunto es en realidad una subdlgebra de Lie de X(G), y como un campo de vectores
invariante estd determinado de modo tnico por su valor en e, tenemos que g es isomorfo
como espacio vectorial a T,(G). En consecuencia, g es un dlgebra de Lie de dimensién finita
sobre R, conocida como el algebra de Lie de GG. Generalmente, utilizaremos la notacion
g o Lie(G) para referirnos al dlgebra de Lie de un grupo G.

Se puede demostrar que todo campo de vectores invariante es completo. Esto nos per-
mite definir una aplicaciéon Exp: g — G mediante la asignacién X — X (e). La aplicacién
asi construida es diferenciable, siendo Exp,, la identidad de g, de modo que Exp define un
difeomorfismo local en un entorno de 0. Diremos que Exp es la aplicacién exponencial
de G.

Motivados por la relaciéon que acabamos de ver entre grupos y algebras de Lie, damos
las siguientes definiciones. Decimos que un grupo de Lie G es resoluble (respectivamente,
nilpotente, simple, semisimple) precisamente cuando es conexo y su algebra de Lie g
es resoluble (nilpotente, simple, semisimple).

El ejemplo prototipico de grupo de Lie viene dado por el grupo lineal general: si
V' es un espacio vectorial de dimensién n € N sobre R, el conjunto GL(V') de todos los
automorfismos lineales de V' tiene una estructura de grupo. Al ser ademés un abierto del
espacio vectorial End(V'), este recibe una estructura de variedad diferenciable de dimensién
n?, que hace de GL(V) un grupo de Lie. Su &lgebra de Lie se identifica con gl(V), y
la exponencial Exp: gl(V) — GL(V) es precisamente la exponencial de endomorfismos
lineales. En particular, el grupo GL(n,R) de todas las matrices n X n no singulares es
un grupo de Lie cuya dlgebra es gl(n,R). Aqui, la exponencial se corresponde con la
exponencial de matrices.

Sean GG y H dos grupos de Lie. Diremos que ¢: G — H es un homomorfismo de
grupos de Lie si es a la vez un homomorfismo de grupos y una aplicacién diferenciable.
Los homomorfismos tienen rango constante, asi que el Teorema del Rango nos permite
afirmar que un homomorfismo inyectivo (respectivamente sobreyectivo, biyectivo) es una
inmersién (respectivamente sumersion, difeomorfismo). Por otra parte, al ser g = T.(G) v
h = T.(H), la diferencial de ¢ en e induce una aplicacién lineal ¢, : g — b que es de hecho
un homomorfismo de algebras de Lie. Ademads, la aplicacién exponencial anteriormente
definida verifica la propiedad de naturalidad, en el sentido de ¢ o Exp = Exp op,.

Describimos ahora la representacion adjunta de un grupo de Lie G: observemos que
cada elemento g € G define una conjugacién I,: G — G dada por I,(z) = gzg~'. Se
verifica que I, es un homomorfismo de grupos de Lie, asi como que I,01I; = Iy, de manera
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que I, es en realidad un isomorfismo para cada g. Si definimos ahora Ad(g) = (/). para
todo g € G, tenemos que Ad(g) es un isomorfismo de g, con lo que la asignacién anterior
induce una aplicacién Ad: G — GL(g). En virtud de la Regla de la Cadena, Ad es un
homomorfismo de grupos de Lie, conocido como la representacion adjunta de G. Su
derivada coincide precisamente con la representacion adjunta del algebra de Lie g. Es
decir, (Ad), = ad: g — gl(g).

Si G es un grupo de Lie, diremos que H < G es un subgrupo de Lie de G si H
es un subgrupo (abstracto) de G y tiene una estructura de grupo de Lie tal que H es
una subvariedad inmersa de G. La condicién “ser subgrupo de Lie” implica que H es una
subvariedad débilmente embebida de G, es decir, que cualquier aplicacién diferenciable
f: M — G (siendo M una variedad arbitraria) verificando que f(M) C H es a su vez una
aplicacion diferenciable de M en H. Observemos que la inclusion de H en G nos permite
identificar h como una subdlgebra de Lie de g. Concretamente, se cumple la siguiente
igualdad:

h={X €g: Exp(tX) € H para todo t € R}.

Ademas, la exponencial de H coincide con la restriccién de la exponencial de G a b. Tenemos
también un reciproco parcial de esta situacion: dada una subdlgebra de Lie hh C g, existe
un unico subgrupo de Lie conexo H < G cuya &algebra de Lie es b.

Como caso particular de lo anterior, podemos considerar la componente conexa G de
G que contiene a e. Se verifica que G es un subgrupo de Lie normal y cerrado de GG, cuya
algebra de Lie coincide con g.

En general, los subgrupos abstractos de un grupo de Lie no tienen por que ser subgrupos
de Lie. No obstante, el Teorema de Cartan nos proporciona una condicién suficiente para
que un subgrupo abstracto de G sea subgrupo de Lie: todo subgrupo cerrado de G es un
subgrupo de Lie embebido.

Dos subgrupos de Lie H, K < G son conjugados si existe un elemento g € G tal
que K = gHg™!. La relacién “ser conjugados” es de equivalencia, con lo que tiene sentido
considerar las clases de equivalencia de esta. Dado un subgrupo H < G, su clase de
conjugacién la denotaremos con (H).

Si H < G es un subgrupo abstracto de G, podemos considerar el conjunto G/H de
cosets (por la derecha) de H. La proyeccién canénica 7: g € G +— gH da a G/H una
estructura de espacio topolégico mediante la topologia de identificacion. Més atin, cuando
H es cerrado, G/H posee una unica estructura diferenciable que hace de esta proyeccién
una sumersion (de hecho, es un fibrado localmente trivial de fibra H). La dimensién de
este espacio es dim(G/H) = dim G —dim H. Si ademés H es normal en G, el cociente G/H
es nuevamente un grupo de Lie.

Aportamos aqui algunos ejemplos de grupos de Lie matriciales, que manejaremos a lo
largo del trabajo, junto con sus algebras de Lie.

Aparte de estos grupos, nos va a ser de gran importancia el grupo de isometrias de una
variedad de Riemann. El siguiente teorema (de dificil demostracién) nos garantiza que este
siempre es un grupo de Lie.
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| G | g |
GL(n,F) = {A € M,(F): det(A) # 0} gl(n,F) = M, (F)
SL(n,F) = {A € GL(n,F): det(A) =1} | sl(n,F) ={X € gl(n,F): Tr(X) =0}
O(n) ={A e GL(n,R): AAT =1,} so(n) ={X e gl(n,R): X7 + X =0}
SO(n) = O(n) NSL(n,R) so(n) ={X € gl(n,R): X + X =0}
Un) ={A € GL(n,C): AA* =1,} u(n) ={X € gl(n,C): X*+ X =0}

SU(n) = SL(n,C) N'U(n) su(n) = sl(n,C) Nu(n)

Teorema 1.4 (de Myers-Steenrod, [26, Teorema 10], [2, Seccién 3]). Sea M una variedad
de Riemann coneza. El grupo de isometrias I(M) es un grupo de Lie cuando se le dota de
la topologia compacto-abierto.

Una representaciéon de un grupo de Lie G es un homomorfismo p: G — GL(V),
siendo V' un espacio vectorial sobre R o C de dimension finita. Andlogamente, se dice que
un homomorfismo de édlgebras de Lie ¢: g — gl(V) es una representacion del dlgebra de
Lie g. De ese modo, para cada g € G, p(g) es un isomorfismo lineal de V. Por comodidad,
solemos decir que V' es una representacién de G (o de g).

Sea p: G — GL(V) una representacién. Un subespacio vectorial W C V' se dice G-
invariante si p(g)(W) C W para todo g € G. Si los tnicos subespacios invariantes que
admite V son {0} y V, diremos que V es una representacién irreducible de G. En caso
contrario, diremos que V es reducible. Se tienen definiciones andlogas para el caso de
representaciones de algebras de Lie.

1.2.3. Descomposicion de Iwasawa

Sea GG un grupo de Lie semisimple con dlgebra de Lie g. Una involucion de Cartan
en g es un homomorfismo de algebras de Lie #: g — g verificando que es una involuciéon
(es decir, 6? = Id,), asi como que la forma bilineal By: (X,Y) € g x g — —B(X,0Y) es
definida positiva en g. Toda dlgebra de Lie semisimple admite al menos una involucién
de Cartan. Ademads, dadas dos involuciones de Cartan #,0: g — g, existe un elemento
¢ de Int(g) € Ad(G) (el subgrupo conexo de GL(g) con algebra de Lie ad(g)) tal que
f=cpobog .

Una involucién de Cartan 6 determina una descomposicién en suma directa (conocida
como descomposicién de Cartan) g = ¢ @ p, siendo ¢ el autoespacio de 6 asociado a
1 y p el autoespacio asociado a —1. También se verifica que los elementos de ad(t) son
transformaciones antisimétricas del espacio euclideo (g, By), mientras que los elementos de
ad(p) son simétricos. Por otra parte, se tienen las siguientes inclusiones:

e e CE [Ep]Cp, [pp CE

de modo que £ es en realidad una subdlgebra de Lie de g. Denotemos con K al subgrupo
conexo de GG con algebra de Lie ¢.
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Al ser p un espacio vectorial de dimension finita, es inmediato comprobar que existe un
subespacio abeliano maximal a C p. Mds ain, si a es otro subespacio abeliano maximal de
p, existe un elemento k € K tal que Ad(k)(a) = a, asi que todos los subespacios abelianos
maximales son conjugados.

El producto escalar By que tenemos en g nos permite identificar el subespacio abeliano
a con su dual a*. Para ello, definimos una aplicaciéon R-lineal ®: a — a* exigiendo que
®(H)(H') = By(H,H') para cada H,H' € a. Puesto que By es una forma bilineal no
degenerada, ® define un isomorfismo de espacios vectoriales, y podemos dotar a a* de
un producto escalar exigiendo que ® sea una isometria. Para cada A € a*, escribimos
Hy =d1(\).

Fijémonos ahora en el conjunto ad(a). Al ser a abeliano y a C p, los elementos de
ad(a) son transformaciones lineales autoadjuntas de g que conmutan. Por lo tanto, po-
demos aplicar el Teorema Espectral Real y diagonalizacién simultanea para deducir que
los autovalores de estas transformaciones son reales, junto con que g es suma directa de
autoespacios comunes a todas ellas.

Mas concretamente, consideremos para cada A € a* el subespacio

o={X €g: ad(H)X = [H, X] = \(H)X para todo H € a}.

Si A€ a"\ {0}y gn#O0, decimos que X\ es una raiz (restringida) de g. Utilizaremos el
simbolo A para referirnos al conjunto de todas las raices restringidas. Tenemos entonces la
siguiente descomposicion ortogonal, conocida como la descomposicion en espacios de

raices de g:
=009 @ O

Por otra parte, se pueden comprobar las siguientes afirmaciones:

® [0, 0, C gxyy para cada A, p € a*.

e 0(g)) = g_» (asi, A es una raiz si y solo si lo es —\).

Sobre el conjunto de las raices A podemos dar una nocién de positividad. Una manera
de hacerlo consiste en tomar un elemento Hy € a tal que A\(Hp) # 0 para todo A € A.
Esta eleccion siempre es posible, ya que el conjunto | J, ., ker A es una unién finita de
hiperplanos vectoriales, con lo que su complementario es un abierto no vacio y denso de a,
cuyos elementos se dicen regulares. Fijado un elemento regular H,, diremos que A € A
es positiva si A(Hp) > 0. También diremos que una raiz positiva A es simple si no se
puede escribir como la suma de dos raices positivas. Llamamos AT al conjunto de todas
las raices positivas, y definimos n = @, .+ gx. Se verifica que n es una subdlgebra de
Lie nilpotente de g. Se puede comprobar que dos criterios de positividad difieren en la
conjugacién por un elemento del normalizador Ng(a) = {k € K: Ad(k)(a) = a}, con lo
cual si n = @, _x+ g» se obtiene a partir de otro elemento regular, existe un elemento
k € Nk(a) tal que Ad(k)(n) =n.

Estamos ya en condiciones de enunciar el teorema central de esta seccién:
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Teorema 1.5 (Descomposicién de Iwasawa para élgebras de Lie, [20, Proposicion 6.43]).
Sea g un dlgebra de Lie real semisimple. Escogida una involucion de Cartan 60: g — g con
descomposicion de Cartan g = €@ p, un subespacio abeliano mazimal a C p y un criterio
de positividad sobre las raices, se cumple que g = EPadn. Ademds, a®n es una subdlgebra
de Lie resoluble de g, con [a @ n,a®n] =n.

La descomposicién g = €@ a @ n se conoce como la descomposiciéon de Iwasawa del
algebra de Lie g. Ademads, podemos subir esta descomposicion al nivel de grupos de Lie,
tal y como afirma el siguiente resultado:

Teorema 1.6 (Descomposicién de Iwasawa para grupos de Lie, [20, Teorema 6.46]). Sea
G un grupo de Lie semisimple y g = €@ adn una descomposicion de [wasawa de su dlgebra
de Lie g. Si K, A y N son los subgrupos de Lie conexos de G con dlgebras de Lie &, a yn
respectivamente, entonces A y N son simplemente conexos. La aplicacion de multiplicacion

m: K x Ax N=G
(k,a,n)—kan

es un difeomorfismo.

Las aplicaciones exponenciales de A y N (que son las restricciones de Exp: g — G a a
y n respectivamente) son difeomorfismos. Por otra parte, si AN es el subgrupo conexo de
G con algebra de Lie a @ n, la aplicacién

A X N=AN
(a,n)—an

es un difeomorfismo. La exponencial de AN también es un difeomorfismo.

1.3. Grupos de transformaciones

Los grupos de transformaciones logran plasmar en lenguaje matematico la filosofia del
Programa de Erlangen. Estos han permitido grandes avances, entre otros, en la teoria de
ecuaciones algebraicas (atribuidos a Galois) y en menor medida en ecuaciones diferenciales
(debido a los trabajos de Sophus Lie). Exponemos en este apartado las nociones basicas de
acciones de grupos desde el punto de vista de la Geometria Diferencial. Nos apoyaremos
en las referencias [1], [3] y [24].

Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Una accién (diferenciable)
@: G ~ M de G sobre M es una aplicacion diferenciable p: G x M — M verificando las
siguientes identidades:

(g, 0(h,p)) = w(gh,p), ¢(e,p)=p, g,heG,pe M.

Generalmente, escribiremos ¢ - p en vez de (g, p) y emplearemos la notacion G ~ M
para referirnos a una accién de G sobre M. Se dice ademéds que (G, M, ) es un grupo de
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Lie de transformaciones. Dada una accion ¢: G ~ M, definimos para cada g € G y
p € M las aplicaciones
g M—M P G—->M
q—9 - q, h—h - p.

Se verifica que ¢, es un difeomorfismo de M (cuya inversa es ¢,-1) para todo g € G. Si M es
una variedad de Riemann, se dice que la accién es isométrica cuando ¢, es una isometria
para todo g € GG. También se dice en este caso que la métrica de M es G-invariante.
Cabe destacar que si un grupo de Lie G es compacto, entonces toda accion de G sobre
una variedad diferenciable M admite métricas G-invariantes. Esto es consecuencia de que
toda variedad diferenciable admite una métrica de Riemann y de que en un grupo de Lie
compacto es posible “promediar” funciones de modo invariante por traslaciones empleando
la medida de Haar (véase [32, Seccién 1.4]).

Sea G ~ M una accion. Para cada p € M, definimos la érbita de p como el conjunto
G-p={g-p: g € G}, asimismo, el subgrupo de isotropiade pes G, = {g € G: g-p = p}.
Maés generalmente, se define para dos subconjuntos A C G, B C X, su producto como
A-B={g-p: g€ A pe B}. Diremos que B es G-invariante si G - B = B.

Se comprueba de modo elemental que cada subgrupo de isotropia es un subgrupo ce-
rrado de G (luego un subgrupo de Lie). Més atn, si p € M y g € G, se tiene que
Gyp = 9Gpg~ 1, lo que implica que a cada dérbita de la accién le corresponde una tnica
clase de conjugacién de subgrupos de G. Podemos considerar para cada punto p € M la
aplicaciéon ¢: G/G, — G - p dada por ¢(¢9G,) = g - p. Dicha aplicacién estd bien definida,
es diferenciable como aplicaciéon de G/G), en M, y nos proporciona una biyeccién entre la
variedad G/G), y el conjunto G - p, de manera que las érbitas de cualquier accién reciben
una estructura de variedad diferenciable tal que

dmG-p=dimG —dimG,, pe M.

Por otra parte, tenemos que el subgrupo de isotropia G, deja fijo el espacio T,(M). Esto in-
duce una representacion de G, en T,,(M), conocida como la representacién de isotropia
en p, definida mediante la asignaciéon g — ().

Una accién G ~ M se dice libre si G, = {e} para todo p € M, y transitiva si
G -p = M para algin (luego, para todo) p € M. En este tltimo caso también se suele decir
que M es un G-espacio homogéneo. Por otra parte, diremos que la accion es efectiva
si el nacleo de inefectividad N = ﬂpe v Gp es trivial. Si N es finito, entonces la accién
es casi efectiva.

Maés generalmente, diremos que una variedad de Riemann M es homogénea si el grupo
de isometrias (M) actia transitivamente sobre M.

Dos acciones G ~ My G ~ M se dicen equivalentes (por drbitas) si existe un
difeomorfismo f: M — M tal que F(G-p) = G- f(p) para todo p € M. En el caso de
que ambas acciones sean isométricas, exigiremos ademds que f sea una isometria. Por otra
parte, si G ~ M yv G ~ M son dos acciones de un mismo grupo de Lie, entonces una
aplicacién diferenciable f: M — N se dice equivariante si f(g-p) = g - f(p) para cada
geGypeM.
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Si f: M — N es equivariante, necesariamente su rango es constante en las érbitas.
Por lo tanto, si M es homogénea, f tiene rango constante, asi que en el caso de que
sea inyectiva (respectivamente, sobreyectiva, biyectiva), se verifica que f es una inmersién
(respectivamente, sumersién, difeomorfismo).

Como caso particular, dado p € M podemos considerar ¢: ¢G, € G/G, — g-p € M.
Claramente, 1 es una aplicacion equivariante e inyectiva, asi que es una inmersion. En
consecuencia, deducimos que la érbita G - p = ¢(G/G,) es una subvariedad inmersa de M
difeomorfa a G/G, (en el caso de que M sea una G-variedad homogénea, concluimos que
para cualquier p € M, M = G/G,). Més atn, la aplicacién ¢?: G — G- p es una sumersion
sobreyectiva, con lo que

Ty(G - p) = {(")we(v): 0 € Te(G)} = {(¢")we(Xe): X € g}

De ese modo, a partir de los elementos del algebra de Lie g podemos generar en cada
punto el espacio tangente a su érbita correspondiente. Motivados por este hecho, definimos
a partir de cada elemento X € g un campo de vectores X* € X(M) mediante

X'(p)= S| Bp(tX) p= (P)ulX), pe M
Por construccién, X* es completo y su flujo es X; = prypex). En particular, si la accién
de G es isométrica, X es un campo de vectores de Killing (es decir, para todo ¢t € R,
X;: My — M_; es una isometria, siendo M; el dominio de definicién de X;). La asignacién
x: g — X(M) que lleva X € gen X* € X(M) es una aplicacién R-lineal verificando que
(X, Y]" = —[X*,Y*] para todo X,Y € g (se dice que * es un antihomomorfismo de
algebras de Lie).

1.3.1. Acciones propias

Una accion G ~ M de un grupo de Lie sobre una variedad se dice propia si la
aplicacién 6: (g,p) € G x M + (g-p,p) € M x M es propia (es decir, si 671(K) es
compacto para cualquier subconjunto compacto K C M x M). En tal caso, se cumple que
todos los subgrupos de isotropia son compactos, asi como que las o6rbitas de la accién son
subvariedades cerradas y embebidas de M.

Dada una accién propia G ~ M de un grupo de Lie sobre una variedad diferenciable,
diremos que dos drbitas G -p y G - ¢ tienen el mismo tipo si (G,) = (G,). Esta relacion
es de equivalencia, y denotaremos la clase de equivalencia de la 6rbita G- p con [G - p|. Esta
ultima se conoce como el tipo de la érbita G - p.

Asimismo, definimos una relacién de orden parcial “<” sobre el conjunto de los tipos
de orbitas dada por

[G-p] <[G-q: <= (Gy) <(Gp), p.geM.

Nos resultaran de especial interés las érbitas que son localmente de tipo méximo, co-
nocidas como orbitas principales. Mas concretamente, dada una accién propia e isométrica
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G ~ M, una érbita G - p se dice principal si existe un abierto G-invariante U C M
conteniendo a G - p y de modo que [G - ¢] < [G - p|] para todo ¢ € U. Todas las 6rbitas
principales tienen la misma dimension, tal y como se vera a continuacion. Las érbitas que
tienen dimensién inferior a las principales se conocen como Orbitas singulares, mientras
que las orbitas no principales que tienen la dimension de una érbita principal se dicen
orbitas excepcionales. Por otra parte, los puntos pertenecientes a una érbita principal
se dicen regulares. Denotaremos con Mg al conjunto de todos los puntos regulares para
la accién. Finalmente, diremos que la cohomogeneidad de la accion es la codimension de
cualquier érbita principal.

G-[e3]

G-[p]

Figura 1.1: Orbitas para la accién de SO(2) sobre el plano proyectivo RP? dada por A -
[z,y,2] = [A(x,y), z]. Las dérbitas principales son los paralelos distintos del Ecuador, la
unica orbita singular es el Polo Norte, y el Ecuador es la tnica érbita excepcional.

El siguiente resultado nos proporciona las caracteristicas mas relevantes de las érbitas
principales.

Teorema 1.7 (de la Orbita Principal, [24, Paginas 51-53]). Si G ~ M es una accion propia
e isométrica de un grupo de Lie sobre una variedad de Riemann completa, entonces:

(1) Todas las orbitas principales tienen el mismo tipo, que es ademds el mdzrimo entre
los tipos de orbitas de G ~ M.

(17) Mg, la union de todas las orbitas principales, es un abierto denso de M.

La demostracién del Teorema de la Orbita Principal consiste en aplicar el Slice Theorem
(véase [29]), el cual nos permite estudiar la accion G ~ M localmente a partir de las
representaciones

g€ Gy (pg)ip € O(1p(G - p)), peEM.

Para cada p € M, la representacion anterior se conoce como la representacion slice en p
(observemos que la representacion slice se puede ver como la restriccién de la representacion
de isotropia a v,(G - p)). Usando el Slice Theorem, es posible comprobar que p es un punto
regular si y solamente si la representacién slice en p es trivial. Ademas, la cohomogeneidad
de la representacion slice en cualquier punto coincide con la cohomogeneidad de la accion.
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Sea ¢: G ~ M una accién propia e isométrica de un grupo de Lie sobre una variedad
completa, y p € M. Si €, € v,(G-p) es un vector fijo para la representacion slice, podemos
extenderlo a un campo de vectores normal a lo largo de la érbita G - p exigiendo que
Eop = (94)4p(&) para todo g € G. Se dice que un campo de vectores £ € XH(G - p)
construido de esta manera es un campo normal equivariante. En el caso de que G -p sea
una érbita principal, todo vector de v,(G - p) se extiende a un campo normal equivariante.

La construccién anterior nos permite recuperar todas las érbitas de una accion a partir
de una érbita principal. En efecto, si G - p es una érbita principal para la accién, y A C M
es cualquier otra drbita, siempre podemos encontrar un vector §, € v,(G - p) tal que
q = exp,(§y) € A. En tal caso, se verifica que A =G - ¢ = {exp,(§,): © € G - p}.

Terminamos este capitulo enunciando dos resultados conocidos sobre acciones isométri-
cas que nos seran de utilidad a lo largo del trabajo. En primer lugar, aportamos aqui
una caracterizacion de las acciones propias, en el caso de que el grupo que actia sea un
subgrupo del grupo de isometrias.

Teorema 1.8 ([11]). Sea M una variedad de Riemann completa. Un subgrupo H < I(M)
actia propiamente sobre M si y solamente si H es cerrado en I(M).

En segundo lugar, enunciamos el Teorema del Punto Fijo de Cartan, que nos propor-
ciona una condicion suficiente para que una accién isométrica tenga puntos G-invariantes.

Teorema 1.9 (del Punto Fijo de Cartan, [16, Teorema 1.4.6]). Sea M wuna variedad de
Hadamard y G ~ M una accion isométrica. Si existe un punto p € M tal que G - p estd
acotado, entonces existe ¢ € M de modo que G - q = {q}.






Capitulo 2

Espacios simétricos

En este capitulo haremos una introduccién a los espacios simétricos y sus caracteristi-
cas fundamentales. Mas adelante, obtendremos férmulas para la curvatura de un espacio
simétrico, que serviran para caracterizar sus subvariedades totalmente geodésicas. Final-
mente, describiremos el tipo de un espacio simétrico, prestando especial atencién a los
espacios simétricos de tipo no compacto, con el objetivo de explorar su relacién con la
teoria de grupos semisimples. Seguiremos la exposicién de [35], [19] y [17].

2.1. Espacios simétricos. Pares simétricos

Empezaremos formalizando la definicion de espacio simétrico. Antes de esto, conviene
enunciar el siguiente lema, que aparte de ser de utilidad para nuestros propdsitos ilustra
la rigidez de las isometrias entre variedades:

Lema 2.1. Sean M y N wvariedades de Riemann, con M conexa. Dadas dos isometrias
locales f,g: M — N, si existe un p € M tal que f(p) = g(p) y fip = gup, entonces f = g.

Definicién 2.2. Sea M una variedad de Riemann conexa. Decimos que M es un espacio
simétrico si para cualquier punto p € M existe una isometria s,: M — M de manera que
sp(p) =Py (5p)wp = — Idg,(an)- En tal caso, diremos que s, es la reflexién en p.

Observemos que en las condiciones anteriores, si existe s, entonces debe ser unica,
debido al Lema 2.1. Ademds, s, es necesariamente un elemento de orden dos, puesto que

Proposicion 2.3. Sea M un espacio simétrico. Entonces se verifican las siguientes afir-
Maciones:

(1) M es una variedad completa.
(it) Siv: R —= M esuna geodésica de M, yt,s € R, se tiene que s,q)(7(t+s)) = y(t—s).

(1ii) M es homogénea.

27
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(tv) Si N es una variedad conexa, homogénea, y existe s, para algin p € N, entonces N
es un espacio Simétrico.

Demostracion. Comencemos demostrando (7): si M no fuese completa, habria una geodési-
ca v: (a,b) — M de manera que 0 € (a,b), b < ooy (a,b) es el intervalo maximal de
definicién de 7. Escogemos un ¢ € (g, b), y consideramos la curva §: (2¢ —b,2c —a) - M
definida mediante 5(t) = sy (v(2c — t)). Se verifica que B(c) = ~v(c), asi como que
B'(c) = (54(¢))sv(e) (=7 (¢)) = 7/(c). Por lo tanto, de la maximalidad de v deducimos que
(2¢—b,2c—a) C (a,b), y B(t) = ~(t) para todo t € (a,b). No obstante, b € (2¢ —b,2c—a),
que esta contenido en (a,b), lo que es una contradiccién. Asi, concluimos que M es com-
pleta.

Justifiquemos ahora la segunda afirmacién: se consideran las curvas «, f: R — M dadas
por a(s) = sy (y(t+s)) v B(t) = v(t — s). Ambas son geodésicas de M, y un célculo
analogo al hecho en el apartado (i) nos lleva a deducir que tienen las mismas condiciones
iniciales. Por consiguiente, o = 3, de donde se tiene la ecuacion buscada.

Ahora, veamos que M es homogénea. Puesto que M es una variedad completa, en
virtud del Teorema de Hopf-Rinow 1.1, dados cualesquiera p,q € M existe un segmento de
geodésica v: [0,2] — M tal que p = v(0) y ¢ = ¥(2). De ese modo, sy1y: M — M es una
isometria verificando que s.(1)(p) = 541)(7(0)) = v(2) = ¢, como queriamos demostrar.

Finalmente, supongamos que N es una variedad en las condiciones del apartado (iv).
Para cualquier punto ¢ € N, existe una isometria g: N — N tal que g(p) = ¢, con lo
cual f = gos,0g " es una isometria de N cumpliendo que f(q) = ¢, foq = —Idz, (). En
consecuencia, N es un espacio simétrico. O

Definicién 2.4. Sea M un espacio simétrico y v: R — M una geodésica. Se define, para
cada t € R, la transveccion:
T, = 87(%) 0 S~(0)- (21)

Proposicién 2.5. Sean M un espacio simétrico y v: R — M una geodésica. Entonces:
(1) Ty(v(s)) =~(t + s) para cada t,s € R.

(11) (T3)sr(s): To(s) (M) = Tyuys) (M) es el transporte paralelo P:* a lo largo de 7.

(#7i) La aplicacion T': R — I(M) dada por T'(t) = T; es un subgrupo uniparamétrico de
I(M) (es decir, un homomorfismo de grupos de Lie).

Demostracion. Para probar el primer apartado, podemos aplicar que
T = _ . t t
() = 5,y (0 () =5y (=) =,y (7 {5~ (g +#
t t
=7 §+§+S =(t+ s).

Ahora, sean t,s € Ry v € T, (M). Escogemos el tinico campo paralelo X € X(v)
tal que X(s) = v, y tenemos que verificar que (7}).y(s)(v) = X(t + s). Por un lado, ya
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que X es paralelo y s,() es una isometria, el campo Y (7) = (s, ) () (X (7)) es paralelo
a lo largo de a(7) = y(—7). Como Y (0) = (5y(0))sy0)(X(0)) = —X(0), deducimos que

Y(r) = —X(—7) para todo 7 € R. Del mismo modo, el campo Z( )= (s (1))*& o) (Y (0 ))
2

es paralelo a lo largo de 3(6) = (¢t + 6), verificando que Z (3!) = -=Y (3) = X (4). E

consecuencia, Z(0) = X (t 4 60), y escogiendo € = s, se obtiene lo 51gu1ent

(1) () = (5,3t ($200) 0 (X (9)) = (533))en - (V () = Z(s) = X1 +9).

Por ltimo, veamos que T}, s = T;0T para todo t, s € R. Si definimos p = 7(0), entonces
Tyis(p) = Ty(Ts(p)) = v(t+s), en virtud del apartado (7). Por otra parte, (Tjys).p = Py ° =
P 0 Py = (Th)sy(s) © (Ts)sp = (T} 0 T})4p. Aplicando el Lema 2.1, podemos concluir que
Ty s =T, 0Ty, lo que termina la demostracion. O

De la proposicion anterior, asi como del hecho de que los subgrupos uniparamétricos
de un grupo de Lie sean curvas integrales de campos invariantes, se sigue que todo espacio
simétrico M es homogéneo con respecto de Io(M) (la componente conexa de I(M) que
contiene a la identidad). Ademads, la accién de Io(M) es propia, debido al Teorema 1.8. En
resumen, podemos concluir lo siguiente:

Corolario 2.6. Sea M un espacio simétrico, p € M y g = Lie(I(M)). Para cualquier
geodésica v: R — M eziste un X € g de manera que y(t) = Exp(tX) - p. Ademds, G =
Iy(M) actia de modo propio y transitivo sobre M. Si K = G, entonces K es compacto y
M=~ G/K.

Definicién 2.7. Sea M un espacio simétrico, G = [o(M) y K = G,. Decimos que M es
irreducible si la representacién de isotropia de K, sobre T),(M) es irreducible.

Lema 2.8 (de Schur, [35, Lema 6.15]). Sea (V, (-,+)) un espacio vectorial euclideo y ¢ una
forma bilineal simétrica sobre V. Supongamos que un grupo de Lie G actia irreduciblemente
sobre V' dejando ¢ y (-,-) invariantes. Entonces, existe una constante real A tal que ¢ =

Ay 0).

Corolario 2.9. Si M es un espacio simétrico irreducible, la métrica de Riemann de M es
unica salvo multiplicacion por constantes.

Proposicién 2.10. Sea M un espacio simétrico, G = Iy(M) y K = G,. La conjugacion
por s,, 0: G — G, definida mediante o(g) = $,9S,, es una involucion de G (es decir,
un homomorfismo de grupos de Lie cuyo cuadrado es la identidad). Ademds, si G7 es el
subgrupo de puntos fijos de o, entonces G§ C K C G, de manera que g° = €.

Demostracion. Por un lado, es sencillo comprobar que la aplicacion o: I(M) — I(M) defi-
nida mediante o(g) = s,gs, es una involucién de I(M) a partir de que s, = Id);. Ademas,
ya que o es un homeomorfismo, lleva componentes conexas de I(M) en componentes cone-
xas de I(M). Puesto que o(Idy) = Idyy, se deduce que o(1ly(M)) = Iy(M), lo que prueba
la primera parte del enunciado.
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Ahora, comencemos viendo que K C G7: dado un elemento g € K, tenemos que
a(g)(p) = (spogosy)(p) =p = g(p), asf como que (0(g))p = (5p© g0 Sp)ip = (Sp)ap ©
Gip © (Sp)sp = (= Idp,(ar)) © gup © (= Iz, (A1) = gup- En virtud del Lema 2.1, obtenemos que
o(g) = g, con lo que g € G (en particular, hemos obtenido que £ C g7).

Finalmente, probaremos que G C K. Para ello, tomamos un elemento X € g,
de manera que Exp(tX) € GY para todo t € R. Asi, obtenemos que Exp(tX)(p) =

o(Exp(tX))(p) = s,(Exp(tX)(s,(p))) = sp(Exp(tX)(p)). Esto significa que Exp(tX)(p)
es un punto fijo de s, para todo ¢ € R. Ahora bien, escogiendo un entorno normal V'

de p, podemos dar un sistema de coordenadas (z',...,2") en dicho entorno de manera
que x'(p) = 0 para todo i = 1,...,n y s, se expresa en coordenadas como la aplicacién
(2!, ...,2") = (—z', ..., —z™). El tnico punto fijo de s, en V es, por lo tanto, p, y como

Exp(tX)(p) converge a p cuando t — 0, existird un € > 0 de manera que Exp(tX)(p) = p
para todo t € (—¢,¢). Asi, Exp(tX) € K para todo t € (—¢,¢), con lo que derivando en
t = 0 deducimos que X € ¢. Llegamos asi a que g° C ¢, y aplicando la aplicacién expo-
nencial tenemos que Exp(g?) C K. Como K es subgrupo, y Exp(g?) genera G, tenemos
garantizado que G§ C K. O

Nos planteamos ahora si es posible dar algin tipo de reciproco para la Proposicion 2.10.
Es decir, dado un grupo de Lie G, un subgrupo compacto K < G, y una involuciéon
0: G — G tal que G§ C K C G, jes posible dotar a la variedad G/K de una estructura
de espacio simétrico? La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y nos lleva a la idea de
par simétrico. Para poder comprobar la veracidad de esta afirmacion, necesitaremos hacer
un inciso sobre espacios homogéneos reductivos.

Definicién 2.11. Sea M = G/H un espacio homogéneo, con H = G,. Decimos que el
par (G, H) es reductivo si existe un subespacio vectorial p C gtal que g=H o p y p es
Ad(H)-invariante.

Observacion 2.12. Dada una descomposicién reductiva (o en general una suma directa)
g = b @ p, podemos considerar la aplicacion sobreyectiva

(08 g_>Tp(M)
X—=X*(p).

Es inmediato que b es el nicleo de . Por lo tanto, podemos identificar p con T},(M)
mediante la restriccién ¢: p — T,(M), que es un isomorfismo lineal. Mds ain, si K es un
subgrupo de Lie de G, el isomorfismo ¢ nos permite identificar el espacio tangente T,,(K - p)
con &, la proyeccion de € sobre p relativa a la descomposicion g = bh @ p.

Resumimos las propiedades principales de una descomposicién reductiva en el siguiente

lema:

Lema 2.13 ([35, Lema 6.22]). Sea M = G/H un espacio homogéneo que posee una des-
composicion reductiva g =H S p, yp =eH.
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(1) Sio: G — G es un automorfismo con o(H) = H y 0.(p) = p, entonces la diferencial
en p de la aplicacion ¢: xtH € M — o(x)H € M se identifica a través de v con
oo p—p.

(7i) La representacion de isotropia de M se identifica a través de ¢ con la representacion
adjunta h € H — Ad(h)|,.

(i13) La aplicacion “restriccion a p = T,(M)” establece una correspondencia biyectiva
entre las métricas G-invariantes en M y los productos interiores Ad(H)-invariantes
en p.

Proposicién 2.14. Sea M = G/H un espacio homogéneo, y o una involucion de G tal
que G C H C G?. Si =o0.:9 — g y escribimos b = ker(0 — 1Id,), p = ker(0 + 1d,),
entonces ) = Lie(H) y se tienen los siquientes contenidos:

g=bh®p, [H,H]ChH [h,p]Cp, [p,p]Ch (2.2)

Ademds, la descomposicion g = h@p es reductiva, y es conocida como la descomposicion
de Cartan.

Demostracion. En primer lugar, se deduce que 6% = Id, a partir de que 0% = Idg. As,
tenemos en particular que 6 es una involuciéon de espacios vectoriales, y es sabido que en
este caso se tiene g = h P p. Ademads, las proyecciones asociadas a esta descomposicién son

precisamente
1+6 b 1-6
5 g0, 5 g =P

Por otro lado, ya que G§ € H C G? vemos que g7 = b, y ademas

h={X €g: o(Exp(tX)) = Exp(tX) para todo t € R}
={X €g: Exp(thX) = Exp(tX) para todo t € R}
={X €g:0X = X} = ker(§ —1d,).

Los tres contenidos (2.2) se demuestran del mismo modo, asi que solamente demos-
traremos que [h,p] C p. En efecto, si X € h e Y € p, vemos que 0[X,Y] = [0X,0Y] =
(X, Y] =—[X,Y], de donde [X,Y] € p.

Ahora, veamos que Ad(H)(p) C p. Con ese fin, tomamos X € p, h € H. Se puede
comprobar con facilidad que o o I}, = I o 0, y derivando se obtiene que 6 o Ad(h) =
Ad(o(h)) o 6. Entonces, O(Ad(h)X) = Ad(c(h))(0X) = — Ad(c(h))(X) = — Ad(h)(X), de
donde Ad(h)(X) € p. O

Observacion 2.15. En la descomposicién de Cartan g = § @ p, los subespacios h y p son

ortogonales con respecto de la forma de Killing, ya que dados X € b, Y € p, se tiene que
B(X,Y)=B(0X,0Y)=B(X,-Y)=—-B(X,Y), luego B(X,Y) =0.

Estamos ya en condiciones de describir la construccion de un espacio simétrico mediante
grupos de Lie. Lo haremos por medio del siguiente teorema:
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Teorema 2.16. Sea G un grupo de Lie conexo, o una involucion de G y K un subgrupo
compacto de G tal que G§ C K C G (en particular, G§ debe ser un subgrupo compacto).
Entonces el espacio homogéneo M = G /K, dotado de cualquier métrica G-invariante, es
un espacio SImetrico.

Observacion 2.17. Fijémonos en que el cardcter compacto de K implica que la representa-
cién de isotropia de G/ K admite al menos un producto interior K-invariante, de manera
que G/K siempre va a admitir métricas G-invariantes.

Demostracion. Sea (-,-) una métrica G-invariante sobre M. Puesto que M es homogénea,
nos basta encontrar para p = eK una isometria s: M — M tal que s(p) = p y s, coincide
con — Idz,(ar) en virtud de la Proposicion 2.3.

Tenemos que o(K) = K por hipdtesis, de manera que o pasa al cociente como una
aplicacién diferenciable s: M — M definida mediante s(xK) = o(z)K. Ademds, s = Idyy,
con lo que s es un difeomorfismo.

Se verifica que s(p) = s(eK) = o(e)K = eK = p. Ademés, utilizando la descomposicion
de Cartan g = €@ p proporcionada por la Proposicion 2.14, podemos identificar 7),(M) con
Py Sy conl=o.:p—p. Perop es el autoespacio de ¢ asociado a —1, de manera que o,
coincide con —Id, en p.

Por dltimo, tenemos que verificar que s es en efecto una isometria. Para cualquier
xK € M, se cumple que s 0 @, = Qy(z) © 5, siendo ¢: G ~ M la accién natural. Derivando
en p, obtenemos que S.;x © (Vr)sp = (Po(z))sp © Sip = (Po(z))sp © (— Idr,(ar)). Se deduce que
S«pk €8 Una isometria ya que 1o son (¢;)«p, (Po(a))sp ¥ (—Idz,(ar)). Asi, s es una isometria
global. ]

Motivados por el Teorema 2.16, introducimos la nocién de par simétrico.

Definicién 2.18. Un par simétrico es una terna (G, K,0) en la cual G es un grupo
de Lie conexo con una involucién o, K es un subgrupo compacto, G§ C K C G? y la
acciéon natural de G sobre G/ K es casi efectiva (equivalentemente, g y € no tienen ideales
en comun). Por motivos de brevedad, denotaremos un par simétrico con (G, K).

A primera vista, se podria pensar que si M es un espacio simétrico obtenido a partir de
un par simétrico (G, K), entonces G = [y(M). No obstante, en general la igualdad anterior
no se verifica, ya que hay ejemplos de pares simétricos (G, K) en los que G C [H(G/K).
De todos modos, el siguiente resultado nos da condiciones suficientes para que se tenga la
igualdad anteriormente mencionada.

Teorema 2.19 ([19, Teorema 4.1]). Sea (G, K) un par simétrico en el que G es semisimple
y la accion de G sobre M = G/ K es efectiva. Entonces G = Io(M) en el sentido de que la
aplicacion ©: g € G — ¢, € Io(M) es un isomorfismo de grupos de Lie.

Como consecuencia de la definicién de par simétrico, asi como del Teorema 2.19, obte-
nemos que para cualquier par simétrico (G, K) en el que G es semisimple el grupo Iy(G/K)
se realiza como un cociente de G por un subgrupo finito (el nicleo de inefectividad). En
particular, el algebra de Lie de Iy(G/K) coincide con g.
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2.2. La curvatura de un espacio simétrico

En esta seccion, calcularemos formulas explicitas para la conexion de Levi-Civita y el
tensor de curvatura de un espacio simétrico. Estas se obtendran utilizando solamente un
par simétrico que lo represente, de modo que seran independientes de la métrica invariante
que se esté empleando.

Teorema 2.20. Sea (G, K) un par simétrico y g = €@ p la descomposicion de Cartan
asociada. Sip=eK y X € p =T,(M), entonces la geodésica maximal de M = G/K con
condiciones iniciales p y X*(p) estd dada por v(t) = Exp(tX) - p.

Demostracién. En primer lugar, consideremos G' = Io(M), K' = G,y 0o': G' — G’ la
involucién dada por o'(g) = sgs (con s(¢K) = o(g)K), cuya derivada denotamos por 6'.
En este caso, tenemos una descomposicién reductiva g’ = € @ p’, y sabemos que para
cualquier v € T,(M) = p’, la geodésica maximal de M con condiciones iniciales p y v
debe ser de la forma v(t) = Exp(tZ)(p) para algin Z € g', debido al Corolario 2.6. Ya
que o' (Exp(tZ)) = o'(T}) = S7(0)5(£)51(0)5(0) = T7' = T_, = Exp(—tZ), obtenemos
derivando en t =0 que 'Z = —Z, de donde Z € p’.
Observemos que

U—i
~ dtli=o

0=

_ Exp(tZ)(p) = Z"(p)
de modo que Z se corresponde con v en la identificacion p’ = T,,(M).

Ahora, pensemos en el par simétrico dado. Si p: G ~ M es la acciéon natural, el caracter
isométrico de la accién, junto con la conexidad de G, nos proporciona un homomorfismo
de grupos de Lie A: G — Iy(M), dado por A(g) = ¢,. El nicleo de A es precisamente el
nicleo de inefectividad N de la accién, que suponemos finito. Asi, ker A, = Lie(N) = 0,
de modo que A, es inyectiva. Mas aun, tenemos que € es la restriccion de 6 a g. En efecto,
dado cualquier g € G, se satisfacen las siguientes igualdades para todo ¢ = K € M:

o' (Ag))(q) = (s 0 Ag) e 5)(q) = s(A(g)(s(zK)))
s(A(9) ) = s(go(x)K)) = o(g)zK

Luego, 0/ o A = A o 0, y obtenemos por derivacién que la restriccién de 6" a g es 6.
Veamos que A,(p) = p’. Dado X € p, tenemos que ' (A,(X)) = A (0X) = —A.(X), de
manera que A, (X) € p’. Ya que dimA,(p) = dimp = dim7T,(M) = dimp’, deducimos a
partir de que A,(p) C p’ que en realidad son iguales.
Para concluir, tomemos ahora X € p, y sea X' = A, (X) € p’, puesto que

AOP(R) = 5| B e0)m) = 5] AmeEx) )
= 2| Box) p= X0,
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llegamos a que la geodésica maximal de M con condiciones iniciales p y X*(p) es
() = Exp(tA.(X))(p) = Exp(A.(tX))(p) = A(Exp(tX))(p) = Exp(tX) - p,
como queriamos demostrar. O

Teorema 2.21. Sea (G, K) un par simétrico con involucion o: G — G y descomposicion
de Cartan g = ¢ @ p. Para M = G/K yp = eK € M, las siguientes afirmaciones son
ciertas:

(i) Si X epeY € X(M), entonces Vx-)Y = [X*,Y],.
(i) Si X,Y,Z €p, severifica que (R(X*,Y*)Z*), = —[[X,Y], Z];.
En particular, la conexion de Levi-Ciwita y la curvatura de M no dependen de la métrica.

Demostracion. Para probar la primera ecuacién, recordemos que el flujo de X* venia dado
por X/ = @uxpx). Ahora bien, si definimos (t) = Exp(tX) - p, el Teorema 2.20 nos
garantiza que v: R — M es la geodésica maximal de M con condiciones iniciales p y X*(p).
Ademds, si T; denota las transvecciones asociadas, tenemos que @rxpx) = 1y para todo
t. En efecto, ambas aplicaciones son isometrias, se tiene que gy ex)(p) = Exp(tX) -p =
Y(t) = Ti(p), y tanto (Pexp(ex))sp como (T;)., son el transporte paralelo de p a (t) a lo
largo de 7. El Lema 2.1 nos garantiza entonces que @pypx) = 1. En consecuencia:

(X", Y](p) = % (X exn (Y (X)) = % TR )
B % t:o(P@il(Y(rY(t))) = DY (0) = VY = VxpY.

Veamos ahora la segunda férmula: por un lado, aprovechando que X; es una isometria
para todo t y la ecuacién anterior:

(Vx-Vy=27)p = Ve V=27 = [X7, Vy- 27,

d d

= % tZO(Xit)Xt(p)(VY*Z*(Xt(p))) = E t:0<Xit)*(VY*Z*)(p)
d . . ) o
= 2| V) (X2)Z(p) = Vixe v 27 () + Vv [X", Z7](p)

= Voxy 2 (p) = V- [X, Z]"(p) = [V, [X, 2], = [V, [X, Z]];,
donde se utilizé que [X,Y]*(p) = 0, ya que [X,Y] € £. Obtenemos entonces que

(R(X™,Y")Z")y = Vxr)Vy+Z" = Vyr () Vx: 2" = Vix= yo ) 2
=Y, [X, Z]]; - [X, [V, Z]}, = [[Z, X], Y], + [V, Z], X,

p

= = HX7 Y],Z];,

lo que demuestra la ecuacion. Tenemos asi la conexién y la curvatura determinadas en p, y
el caracter homogéneo de M implica que ambas estan univocamente determinadas en todo

M. ]
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2.3. Subvariedades totalmente geodésicas

El objetivo de este apartado es detallar dos formas de construir subvariedades total-
mente geodésicas en un espacio simétrico representado por un par (G, K). La primera de
estas nos proporcionara una correspondencia biunivoca entre las subvariedades totalmente
geodésicas (pasando por eK € G/K) y los triples de Lie en p = T, (G/K), transformando
la busqueda de estas subvariedades en un problema algebraico.

Lema 2.22. Sea M una variedad de Riemann y M C M una subvariedad_totalmente
geodésica. Dado cualquier p € M, el subespacio vectorial V- = T,(M) C T,(M) es inva-

riante por el tensor de curvatura de M. Es decir, R(V ViV CV.

Demostracion. Sean u,v,w € V. Ya que la segunda forma fundamental de M es idéntica-
mente nula, la Ecuacién de Gauss y la Ecuacion de Codazzi implican que R(u vweVy
R(u,v,w,z) = R(u,v,w,z) para todo = € V. En consecuencia, R(u,v)w = R(u,v)w € V,
lo que concluye la prueba. O

Definicién 2.23. Sea g un algebra de Lie. Un subespacio vectorial h C g se dice un triple

de Lie si [[h., ], b] C b.

Corolario 2.24. Si M = G/K es un espacio simétrico con descomposicion de Cartan
g=¢tdp, y N C M es una subvariedad totalmente geodésica de M pasando por p = ek,
entonces el subespacio ) C p identificado con T,(N) es un triple de Lie.

Demostracion. Sean X,Y,Z € b. Entonces como [[X,Y], Z]5 = —R(X},Y) 2 € T,(N),

en virtud del Lema 2.22, deducimos que [[X, Y], Z] € b. ]

Proposicién 2.25. Sea M una variedad de Riemann completa y M C M una subvariedad
totalmente geodésica y completa de M. Entonces, sip € M yV = T,(M) C T,(M), se

cumple que M = exp, (V). En consecuencia, si V es un subespacio vectorial de T,(M),

existe a lo sumo una subvariedad completa y totalmente geodésica de M pasando por p y
cuyo espacio tangente en p es V.

Demostracion. En virtud del Teorema de Hopf-Rinow 1.1, sabemos que M = exp,(V'), con

lo que basta comprobar que exp,: V — M es la restriccién a V' de exp,: T, p(ﬁ ) — M.
Escogemos v € V, y sea ¥(t) = exp,(tv) la geodésica maximal de M con condiciones
iniciales p y v. Ya que Il = 0, se sigue que l~7t7’(t) = Dy/'(t) + II(v/(t),7'(t)) = 0, de
modo que y: R — M es la geodésica maximal de M con condiciones iniciales py v. Asi,
v(t) = exp,(tv), y tenemos que exp,(v) = exp,(v), como queriamos demostrar. ]

Teorema 2.26. Sea M = G/K un espacio simétrico con descomposicion de Cartan g =
EDp. Sih C p es un triple de Lie, entonces existe una unica subvariedad totalmente
geodésica y completa de M pasando por p = eK cuyo espacio tangente en p es . Dicha
subvariedad es un espacio simétrico.
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Demostracion. Sea g’ = [h,h] & b (observemos que la suma es directa ya que h C py
[h, 5] C ). Resulta sencillo verificar que g’ es una subalgebra a partir de que b es un triple
de Lie, con lo que podemos considerar el subgrupo conexo G’ < GG con algebra de Lie g'.
Veremos que la 6rbita G’ - p es la subvariedad buscada.

Para empezar, fijémonos en que T,(G" - p) se identifica con la proyeccién de g’ sobre p,
que es ([h,h] ®bh), = b. Ahora, sea v = X*(p) € T,(G" - p), siendo X € h. Sabemos que la
geodésica maximal de M con condiciones iniciales p y X es y(t) = Exp(tX)-p € G'-p. Més
aun, se verifica que 0 = Dyy/(t)*+ = II(y/(¢),+'(t)). Asi, II(v, v) = 0 para todo v € T,,(G'-p),
y obtenemos por polarizacién que I, = 0. Puesto que G’ actiia de modo transitivo sobre la
orbita, concluimos que I = 0 en todo G’ p, con lo cual G’-p es una subvariedad totalmente
geodésica tal que T,(G' - p) = b.

Probaremos ahora que G' - p = G'/(G' N K) es un espacio simétrico. Si 0: G — G es
la involucién asociada a nuestro par simétrico, tenemos que o(G') = G’, ya que 0(g') = ¢
(donde 6 = o). En particular, se induce un difeomorfismo s: G'/(G'NK) — G'/(G'N K),
definido mediante s(z(G' N K)) = o(2)(G' N K). Observemos que esta es precisamente la
restriccién a G'- p de la reflexion s,: M — M, con lo que s,: G'-p — G’ -p es diferenciable.

De esa manera, es una isometria de G” - p tal que s,(p) = p y (8p)sp = — Idr,(rp). Asi, en
virtud de la Proposicién 2.3, deducimos que G’ - p es un espacio simétrico, y por lo tanto
completo. O

Corolario 2.27. Sea (G, K) un par simétrico con involucion asociada o. Si G' es un
subgrupo de Lie conexo de G tal que o(G') = G, entonces G' - p es una subvariedad
totalmente geodésica de M = G /K y un espacio simétrico.

Demostracion. Ya que o(G') = G, tenemos que 0(g') = ¢/, de manera que podemos
escribir g’ = (¢’ N€) @ (¢’ Np). Sea a = g’ N p. Se tiene que a es un triple de Lie en g.
En efecto, dados X, Y, Z € a, tenemos que [[X,Y], Z] € ¢/, pues ¢ es subdlgebra. Ademas,
[[X,Y],Z] € [[p,p],p] C [t p] C p, con lo que [[X,Y], Z] € g Np. Entonces, en virtud del
Teorema 2.26, h = [a,a] @ a es una subdlgebra de g, y si H es el subgrupo conexo de GG
con algebra de Lie b, entonces H - p es la subvariedad totalmente geodésica y completa de
M pasando por p con espacio tangente a. Observemos que

b=[a,al@a=[gNp,gnpl@(gnp) C@nt)o(@np) =g.

de manera que H C G,y H -p C G’ - p. Ahora bien, dimG" - p = dimG' —dimG' N K =
dimg’ — dimg' N € = dimg’'Np = dima = dim H - p, de modo que G' - p = H - p por
completitud, lo que prueba que G’ - p es totalmente geodésica y un espacio simétrico. [

2.4. Tipo de un espacio simétrico
Sea M = G/K un espacio simétrico obtenido a partir de un par simétrico (G, K),

g = €& p la descomposicion de Cartan asociada, y B la forma de Killing del algebra de
Lie g. La restriccién de B a p = T.x (M) es una forma bilineal simétrica, que en principio



2.4 Tipo de un espacio simétrico 37

no tiene por que ser definida positiva ni definida negativa. Segin el signo que tenga esta
restriccion, distinguimos los tres siguientes tipos de pares simétricos:

Definicién 2.28. Sea (G, K) un par simétrico con descomposicién de Cartan g =¢@p y
B la forma de Killing de g. Decimos que el par es:

e De tipo compacto si B es definida negativa en p.
e De tipo no compacto si B es definida positiva en p.

e De tipo euclideo si B =0 en p.

Diremos que el espacio simétrico M = G/K es de tipo compacto, de tipo no
compacto o de tipo euclideo, respectivamente.

Si bien la definiciéon de tipo que acabamos de dar se formula en términos de un par
simétrico, se puede dar una version alternativa de esta que solo involucra al propio espacio.
En efecto, si M es un espacio simétrico, el Teorema de de Rham [7, 10.43] nos permite
descomponer (de modo tinico salvo permutaciones) su revestimiento universal M como un
producto de la forma

M = My x My x ... x My,

siendo Mo isométrico a un espacio euclideo, y ]\7 espacios simétricos indescomponibles (es
decir, que no se pueden escribir como un producto de variedades de Riemann) para i > 0.
En tal caso, M es de tipo euclideo si y solamente si M = Mo, de tipo compacto si y solo
si todos los factores que aparecen en la descomposicion de M son compactos, y de tipo
no compacto precisamente cuando todos los factores que aparecen son no compactos. La
equivalencia entre ambas nociones se puede ver a partir de [17, Seccién 6].

Proposicién 2.29. Sea (G, K) un par simétrico y M = G/K.

(1) Si M es irreducible, entonces (G, K) es de tipo euclideo, compacto o no compacto.
(17) Si (G, K) es de tipo compacto, o no compacto, entonces g es semisimple.

(1ii) (G, K) es de tipo euclideo si y solo si p es un subespacio abeliano de g.

Demostracion. Supongamos que M es irreducible, de manera que la representacién de Ky
es irreducible. Basandonos en el Lema 2.13, esto es lo mismo que decir que la representacién
que lleva k € Ky en Ad(k): p — p es irreducible. Identificando p con T.x (M), tenemos
un producto escalar (-,-) Ad(K)-invariante en p dado por (X,Y) = (X*(eK),Y*(eK)).
Por otra parte, la forma de Killing B = B; restringida a p también es una forma bilineal
simétrica invariante sobre p, ya que los elementos de Ad(K) son automorfismos de g.
Entonces, el Lema 2.8 nos garantiza que existe una constante A\ € R tal que B = A(-,-) en
p. En tal caso, si A > 0, (G, K) es de tipo no compacto, si A = 0, es de tipo euclideo, y si
A < 0 es de tipo compacto. Esto prueba la afirmacion (7).



38 2 Espacios simétricos

Para justificar la afirmacion (i7), probaremos que B es no degenerada. Sera suficiente
comprobar que Bl es definida negativa (pues en ambos casos, podemos tomar bases orto-
gonales de € y p y unirlas para llegar a una base ortogonal de g en la cual B tiene una matriz
asociada no singular). Ya que K es compacto, podemos encontrar un producto interior (-, -)
K-invariante en g. En tal caso, dado g € K, tenemos que (Ad(g)Y,Ad(¢)Z) = (Y, Z) para
todo Y, Z € g. De ese modo, fijado X € ¢, se cumple que

(Y, Z) = (Ad(Exp(tX))Y, Ad(Exp(tX))Z) = ('Y, M 7), t e R,

y obtenemos derivando en t = 0 que (ad(X)Y, Z) = —(Y,ad(X)Z). Tenemos entonces que
ad(X) es una transformacion lineal antisimétrica de g, con lo cual el Teorema Espectral
nos garantiza que todos los autovalores de ad(X) son imaginarios puros. En consecuencia,
los autovalores de ad(X)? son no positivos, de donde B(X, X) = Tr(ad(X)?) < 0. Adem4s,
B(X,X) = 0 si y solamente si todos los autovalores de ad(X) son cero, lo cual implica
(de nuevo gracias al Teorema Espectral) que ad(X) = 0, es decir, que X € 3(g) N ¢. Pero
3(g) N € =0 ya que es un ideal comtun a g y €. Esto implica que, en efecto, B es definida
negativa, con lo cual g es semisimple.

Veamos ahora la tdltima afirmacién: si B, = 0, por ser B(¢,p) = 0 y B¢ definida
negativa, se deduce que p = g+ es un ideal de g. En consecuencia, [p,p] C pNE& = 0.
Reciprocamente, si [p, p] = 0, tomemos una base {4, ..., A,} de &y una base {C1,...,Cs}
de p. Fijados X,Y € p, tenemos que:

ad(X)ad(Y)A; = [X, [V, Al € [p, [p, ¢]] C [p,p] =0, 1<i<r
ad(X) ad(Y)C; = [X,[Y,Cj]] € [p,[p,p]] =0, 1<j<s.

Puesto que {Ay,..., A, C1,...,C} es una base de g, obtenemos que B(X,Y) = 0. En
consecuencia, B, = 0. O

El tipo de un espacio simétrico nos permite determinar el signo de su curvatura sec-
cional. Concretamente, se tiene el siguiente resultado, cuya demostracién omitimos por
motivos de brevedad:

Teorema 2.30 ([19, Teorema 3.1, Pagina 241]). Sea (G, K) un par simétricoy M = G/ K.
La curvatura seccional Sec de M es:

e No negativa si (G, K) es de tipo compacto.

e No positiva si (G, K) es de tipo no compacto.

o Nula si (G, K) es de tipo euclideo.

Observacion 2.31. A raiz de la demostracién aportada en [19], se tiene como corolario que,
para un espacio simétrico de tipo compacto o no compacto, un plano > C p tiene curvatura
seccional cero si y solamente si es abeliano [19, Observacién 2, Pdgina 242].
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2.5. Espacios simétricos de tipo no compacto

Si (G, K, 0) es un par simétrico de tipo no compacto, y M = G/K, la propia definicién
implica que la forma de Killing B induce un producto escalar Ad( K )-invariante en p (donde
g = t @ p es la descomposicion de Cartan), asi que lo podemos extender a una métrica
de Riemann G-invariante en todo M gracias al Lema 2.13. De aqui en adelante, todos los
espacios simétricos de tipo no compacto estaran dotados precisamente de esa métrica.

Veremos en este apartado que # = o, es una involucién de Cartan en el adlgebra de Lie
semisimple g, con lo que las dos nociones de descomposicion de Cartan que vimos para
espacios simétricos de tipo no compacto y algebras de Lie semisimples coinciden. Después,
estudiaremos el efecto que tiene considerar una descomposicion de Iwasawa en g construida
a partir de la involucién #. Tomaremos como referencia principal [13].

Proposicién 2.32. Sea (G, K) un par simétrico de tipo no compacto con descomposicion
de Cartan g =€ & p. Entonces la forma bilineal

(v)=DBp: (X,Y)egxg— —B(lX,Y)eR (2.3)
es un producto escalar en g, de modo que 6 es una involucion de Cartan.

Demostracion. En primer lugar, es claro que By es bilineal y simétrica, como consecuencia
de que B es simétrica y 6 es una involucién de algebras de Lie. Ya que € y p son 6-
invariantes, es claro que By(€,p) = 0. Ademds, la restriccién de By a £ es —Blg, que es
definida positiva. Del mismo modo, tenemos que By|, = Bl|,, que es definida positiva por
definicion. En definitiva, By es un producto escalar en g. ]

Sea (G, K, o) un par simétrico de tipo no compacto, y M = G/K el espacio simétrico
resultante de considerar la métrica invariante (-, -) inducida por B: p x p — R. Tal y como
habiamos visto en la Proposicion 2.29, el grupo G es semisimple, y sabemos también que 6 =
0, es una involucién de Cartan. Por lo tanto, tiene sentido considerar descomposiciones de
Iwasawa de G y de su algebra de Lie g. Mas atn, es sencillo comprobar a partir del Teorema
de Descomposicién Polar [35, Proposicién 2.2] y el Teorema de Cartan-Hadamard 1.2 que
la aplicacién exponencial de M en p = eK es un difeomorfismo. Combinando esto con un
resultado conocido sobre cocientes simplemente conexos de grupos de Lie [20, Proposicién
1.94], se obtiene lo siguiente:

Teorema 2.33. Sea (G, K) un par simétrico de tipo no compacto y M = G/K. Entonces
M es difeomorfo a RY™M - En particular, M es una variedad no compacta y simplemen-
te conexa, K es conexo y G es un grupo mo compacto. Ademds, todas las subvariedades
completas y totalmente geodésicas de M son cerradas y embebidas.

Esto nos garantiza que K es el subgrupo conexo de GG con algebra de Lie €.
Fijemos un subespacio abeliano maximal a C p, y sea A el conjunto de raices asociadas.
Sobre este damos un criterio de positividad, y obtenemos la descomposiciéon en suma directa

g=tPRadn, n= @g,\.
AEAT
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En analogia con la notacién empleada en el primer capitulo, llamemos A, N y AN a
los subgrupos conexos de G cuyas dlgebras de Lie son a, n y a & n, respectivamente. En
virtud del Teorema 1.6, tenemos que A, N y AN son subgrupos cerrados de G.

Proposicién 2.34. La accion de AN sobre M es libre y transitiva, de manera que M es
difeomorfo a AN. Se dice en este caso que AN actia simple transitivamente sobre M.

Demostracion. Comencemos viendo que la accién es transitiva: dado un elemento ¢ € M,

sabemos que ¢ = ¢ - p para algin g € G, siendo p = eK. La Descomposicién de Iwasawa

nos permite dar una factorizacién ¢g=! = kan, con k € K, a € Ay n € N, asi que
g=(n"ta k) p=(n"ta) p.

Como n~'a™! = (an)™' € AN, se sigue que ¢ € AN - p, asi que M = AN - p.

Ahora, veamos que la accion es libre. Puesto que ya sabemos que la accion es transitiva,
todos los subgrupos de isotropia son conjugados. Por lo tanto, nos llega comprobar que
AN, = AN N K = {e}. Dado un elemento ¢ € AN N K, tenemos que g admite una
factorizacién unica de la forma g = kan, donde k € K, a € Ay n € N. Ahora bien, por
ser g € AN, necesariamente k = e. Ademas, al ser ¢ € K, deducimos que a = n = e. Por
consiguiente, g = e® = e, como querfamos demostrar. O

En virtud de la proposicién anterior, sabemos que la aplicacion ¢: AN — M definida
mediante ¢(g) = gK = ¢ - p es un difeomorfismo de AN en M. De ese modo, podemos
transformar AN en una variedad de Riemann isométrica a M considerando sobre esta la
métrica pullback ¢*(-,-). De hecho, esta métrica es invariante por la izquierda (es decir,
los difeomorfismos L,: AN — AN son isometrias). En efecto, si denotamos con ¢ a la
accion de G sobre M, es inmediato comprobar que para cada h € AN se cumple que
pp-1 0 ¢o Ly = ¢. Por lo tanto, vemos que

¢*<'7 > :(Soh—l o¢o Lh)*<'= > = (Lh)*¢*(¢h—1)*<'= > = (Lh)*¢*<7 '>7

donde se utilizo en la tltima igualdad que ¢j,-1 es una isometria. Utilizaremos la notacion
(-,-) an para referirnos a la métrica obtenida en a @ n a partir de ¢*(-, ).

Podemos dar una expresion explicita de esta ultima métrica. Para ello, tomemos vec-
tores X,Y € a ®n, y consideramos sus descomposiciones ortogonales X = X, + X,
Y=Y +Y, (con X, Yy € ¢, X,,,Y, € p). Empleando que € C ker(¢P),., tenemos que

(X, Y)an = (0:(X), 0.(Y)) = (0u(Xe + Xp), 0 (Ye + Y3)) = (X5, Y5)
_ <<1 —0) x4 _9)Y> _Lix—exy—oy)

2 T2 4
1
= L—I(QXQ+Xn—9Xn,2Y;+Yn—9Yn> =
1
- <Xa7)/a> + §<Xn7)/n>

(4(Xa, Ya) + (Xa, Ya) + (0X,,0Y4))

A~ =

(2.4)
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Proposicion 2.35. La conexion de Levi-Civita de AN estd caracterizada por la siguiente
tqualdad:

(VY. Zhay = %([X, Y]+ (1-0)0X,Y],2), X.Y.Zcadn (2.5)

Demostracion. En virtud de la Férmula de Koszul [23, Corolario 5.11], tenemos que para
cualesquiera campos de vectores X,Y,Z € X(AN), se verifica la siguiente igualdad:

2AVXY, Zyan = XY, Z)an + Y{(Z, X)an — Z(X,Y ) an
- <Y7 [X7 Z]>AN - <Zv [Y7 X])AN + <X7 [27 Y]>AN‘

Si particularizamos a campos X, Y, Z € a @ n, sabemos que los productos escalares de
ellos son constantes, asi que los tres primeros términos de la férmula anterior se anulan.
Ademas, puesto que [a @ n,a @ n|] C n, deducimos de la expresién que tenemos para la
métrica que

4<VXY7 Z>AN = _<Yv [Xv Z]) - <Z> [Y7X]> + <X7 [Z7Y]>
Por otro lado, dados elementos U, V, W € a & n, observemos que

asi que podemos reescribir nuestra expresion de la siguiente manera:

UVxY, Z)an = (0X,Y], Z) = (Z,[Y, X]) = ([X,0Y], Z)
=([X,Y]+[0X,Y] - [X,0Y],2)
= <[X7 Y] + (1 - 9)[0X7 Y]a Z>7
como queriamos demostrar. O

El interés que tiene utilizar la descomposicién de Iwasawa en este contexto es que nos
permite construir de modo sencillo ejemplos de acciones propias e isométricas. En realidad,
cualquier subgrupo conexo de AN actia sobre M con esas caracteristicas. Esto se debe
a que si H < AN es un subgrupo conexo cualquiera, el hecho de que la exponencial de
AN sea un difeomorfismo implica que Exp(h) es un subconjunto abierto y cerrado de
H. Por consiguiente, necesariamente Exp(h) = H debe ser cerrado, ya que la aplicacién
Exp: a®n — AN es un difeomorfismo. Ya que la accién de AN sobre M es propia e
isométrica (pues coincide con la accién natural AN ~ AN), también lo es la restriccién de
ella a H. Finalmente, la accion H ~ M es libre, de modo que todas las érbitas inducidas
por H tienen la misma dimension, y coincide con la de H.






Capitulo 3

Foliaciones polares homogéneas

El objetivo de este capitulo es estudiar las propiedades de las acciones polares sobre
variedades de Riemann, centrandonos especialmente en aquellas sin érbitas singulares.

Por otra parte, introducimos las foliaciones homogéneas en variedades, particiones de
una variedad ambiente en érbitas de una accién que se pueden ver localmente como uniones
de k-planos. Si bien la condicion de foliacién no es sencilla de comprobar en general, veremos
mediante el Teorema de Frobenius que en el caso homogéneo esta se reduce a que la accion
en cuestién no posea drbitas singulares.

Existen diversas caracterizaciones de la polaridad para acciones isométricas que inducen
foliaciones. Para acabar este capitulo, probaremos un criterio algebraico de esta cuando la
variedad ambiente es un espacio simétrico de tipo no compacto.

3.1. Acciones polares

En primer lugar, damos la definiciéon de accién polar, para después probar la propiedad
mas importante de las secciones: su cardcter totalmente geodésico.

Definicién 3.1. Sea G ~ M una accién propia e isométrica de un grupo de Lie conexo
sobre una variedad de Riemann completa. Una seccién para la accién es una subvariedad
cerrada, completa y embebida > C M verificando las siguientes propiedades:

(1) ¥ interseca a todas las érbitas de la accién.
(i1) Para cada p € 3, los subespacios T,(G - p) y T,(X) son ortogonales.

Se dice que la accién G ~ M es polar si admite por lo menos una seccién, e hiperpolar
si admite una seccién llana.

Es conveniente hacer algunos comentarios sobre la definicién anterior. En primer lugar,
dada cualquier seccion ¥ de una accion polar G ~ M y un elemento g € G, es sencillo
comprobar que g - X también es una secciéon para la accién. De aqui se deduce que para
cualquier punto p € M existe una seccién pasando por p. En segundo lugar, la dimension

43
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Figura 3.1: De izquierda a derecha: 6rbitas para la accién natural de SO(2) x R, SO(3) y
R? sobre R3. En todos los casos, la seccién por 0 es una recta vectorial.

de cualquier seccién coincide con la cohomogeneidad de la accion. En efecto, tomada una
seccion ¥ para la accidén, la condicién (i) en la Definicién 3.1 implica que la aplicacién
diferenciable F': G x ¥ — M dada por F(g,p) = ¢ - p es sobreyectiva. Aplicando el
Teorema de Sard [22, Teorema 6.10], obtenemos que existe un punto (go, pg) € G X X para
el que Flg, po) €s sobreyectiva (de hecho, por el cardcter equivariante de la accién, podemos
suponer que go = €). Por lo tanto,

Tpo (M> = F*(evpo)(T(eupo)(G X 2)) = Tpo (G : pO) D Tpo (2)

Asi, G - py tiene dimensién maxima (con lo que puede ser principal o excepcional), y
dim ¥ = dim M — dim G - py es necesariamente la cohomogeneidad de la accién.

Teorema 3.2. Sea G ~ M wuna accion polar en la que todas las drbitas tienen la mis-
ma dimension. Cualquier seccion X C M para la accion es una subvariedad totalmente
geodésica.

Demostracion. Probaremos que la segunda forma fundamental de ¥ es idénticamente nula.
Tomado p € ¥y £ € T,(X) = v,(G - p), tenemos que II,(&, ) € T,(G - p). Ademads, para
cualquier v € T,(G - p), podemos escoger un campo de vectores X € g de manera que
v = X*(p). Aplicando ahora que VX* es antisimétrico (ya que X es un campo de vectores
de Killing), obtenemos que

(I, (€, €),v) = (I,(E,€), X™(p)) = —(§, VeXT) = 0.

Como la eleccién de v fue arbitraria, concluimos que II,(£, &) = 0 para cualquier £ €
T,(X). Basta polarizar para obtener que I = 0 en todos los puntos de 3, de manera que
Y. es totalmente geodésica. ]

Observacion 3.3. En el Teorema 3.2, la hipdtesis de que todas las érbitas tengan la misma
dimensién es clave para poder garantizar que T,(G - p) = 1,(X) en cada punto p € 3.
Si bien imponer esta condicion sera suficiente para el propdsito de este trabajo, es posi-
ble demostrar que las secciones siempre son totalmente geodésicas, incluso si hay orbitas
singulares. Para una prueba en el caso general, véase [31, Teorema 5.6.7].
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El caracter totalmente geodésico de las secciones nos proporciona una restriccion fuerte
a la hora de buscar subvariedades candidatas a seccion de una accién. Concretamente, dada
una accién polar G ~ M y p € M un punto tal que G - p tiene dimensién maxima, solo
puede haber una seccién ¥ C M pasando por p, y esta caracterizada por T,(X) = v,(G - p).

3.2. Foliaciones en variedades diferenciables

Introducimos aqui la definicién de foliacion, con el fin de demostrar que las érbitas de
una accién propia (sin 6rbitas singulares) conforman un ejemplo de ellas.

Definicién 3.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y 0 < k < n un niimero
entero. Una foliacion de dimension k en M es una particion F de M en subvariedades
inmersas y conexas verificando la siguiente propiedad: para todo punto p € M existe una
carta (U, (xt, ..., 2% y**1 . y") = (U, (z,y)) centrada en p, tal que U se corresponde con
un cubo de la forma (—¢,¢)™ mediante (z,y), y la interseccién de cualquier A € F con U
es una unién numerable de conjuntos de nivel de la funcién y: U — R**.

Los elementos de F se llaman las hojas de la foliacion.

VIR YR\ D

/\/\_/\_/\/\

Figura 3.2: Izquierda: foliacién de R? \ {0} formada por las circunferencias de centro el
origen. Derecha: foliacién de R? formada por las graficas de las funciones f;(x) = cos(z) +1
para cada t € R.

3.2.1. El Teorema de Frobenius

Las nociones de distribucion y variedad integral suponen una generalizacion de los
campos de vectores y curvas integrales. Grosso modo, una distribucion asigna a cada punto
p de una variedad M un subespacio A, C T,(M), y una subvariedad de M se dice una
variedad integral de la distribucion si es tangente a ella en todos sus puntos. Si por cualquier
punto de M pasa una variedad integral de A, entonces el Teorema de Frobenius Global
nos permite deducir que las variedades integrales maximales forman una foliacion de M.
Exponemos aqui como es posible valernos de este resultado para probar que toda accion
propia sin 6rbitas singulares induce una foliacién. Nos apoyaremos en [33].
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Definicién 3.5. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y k € {0,...,n}. Una
distribucién de rango k es un subconjunto A C T(M) de la forma A = ],/ Ay,
siendo A, C T,(M) un subespacio vectorial de dimensién k para cada p € M. Ademas,
la asignacién p — A, debe ser diferenciable en el siguiente sentido: para todo p € M

existen campos de vectores Xji, ..., X} definidos en un entorno U de p verificando que
{X1(q), ..., Xi(q)} es una base de A, para todo ¢ € U.

La distribucion A se dice integrable si para cada punto p € M existe una subvariedad
inmersa A C M pasando por p y cumpliendo que T,(A) = A,. Diremos ademds que A
es una variedad integral de la distribucién A. En virtud de [33, Teorema 1.62], toda
variedad integral de A estd débilmente embebida en M.

Con estos términos, podemos enunciar el Teorema de Frobenius Global como sigue:

Teorema 3.6 (de Frobenius, versién global [33, Teorema 1.64], [22, Teorema 19.21]). Sea
A una distribucion integrable de rango k sobre una variedad diferenciable M. Para todo
p € M, existe una unica variedad integral conexa mazimal A, C M de A pasando por p,
y cualquier variedad integral conexa pasando por p estd contenida en A,. Finalmente, la
familia F = {A,: p e M} es una foliacion de dimension k de M.

Ahora, supongamos que G ™~ M es una accién propia de un grupo de Lie sobre una
variedad diferenciable que no posee érbitas singulares, y sea k la dimensién de cualquiera
de sus drbitas. A la accién se le puede asignar el subconjunto A C T'(M) dado por A, =
T,(G - p) para cada p € M. Por un lado, es claro que A, = T,(G - p) es un subespacio
k-dimensional de T,,(M) para todo p € M. Ademads, recordemos que para cualquier p € M,
todo vector de T,(M) es de la forma X*(p), con X € g, de donde se obtiene que A es una
distribucién de rango k sobre M. Esta distribucién es integrable, pues las 6rbitas forman
una particion de M en variedades integrales de A. Recordemos que en este caso las orbitas
de la accion son cerradas en M. Este hecho, junto con el caracter conexo y débilmente
embebido de las variedades integrales maximales, implica que para cada p € M la variedad
integral maximal de M pasando por p es precisamente A, = G - p. En definitiva, llegamos
al siguiente resultado:

Teorema 3.7. Sea G ~ M wuna accion propia de un grupo de Lie conexo sobre una
variedad diferenciable. St todas las orbitas de la accion tienen dimension k, entonces la
familia F = {G -p: p € M} es una foliacion k-dimensional en M.

Motivados por el teorema anterior, diremos que F es una foliacién homogénea en M.
Por otra parte, si la accién G ~ M es polar, entonces se dice que F es una foliacién polar
homogénea (o foliacién polar) en M. Siempre que no haya ambigiiedad, identificaremos
la accién de G con la foliacion que esta induce en M.

Considerando por otra parte acciones polares sin orbitas singulares, argumentando de
modo similar se puede demostrar lo siguiente:

Proposicién 3.8. Sea G un grupo de Lie que actia polarmente sobre una variedad com-
pleta M de dimension n induciendo una foliacion de dimension k. Entonces la familia de
todas las secciones de la accion forma una foliacion (n — k)-dimensional de M.
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3.3. Foliaciones polares homogéneas

En este dltimo apartado, demostraremos dos resultados orientados hacia el caso de es-
pacios simétricos de tipo no compacto. En primer lugar, probaremos que todas las hojas
de una foliacién (isométricamente) homogénea son érbitas principales, lo que nos permi-
tird ademés determinar todas las foliaciones polares en espacios euclideos. En segundo
lugar, enunciamos y demostramos el Criterio de Polaridad para foliaciones homogéneas en
espacios simétricos de tipo no compacto.

Teorema 3.9. Sea M una variedad de Hadamard y G ~ M una accion propia e isométrica
(con G conexo) cuyas orbitas forman una foliacion homogénea. Entonces, todas las drbitas
son principales.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que el resultado no es cierto (es decir,
que existen Orbitas excepcionales para la accién). En virtud de [28, Teorema 3.4, Pagina
148], podemos escoger un subgrupo compacto maximal K < G. Las érbitas inducidas por
K son compactas, de modo que podemos utilizar el Teorema del Punto Fijo de Cartan 1.9
para encontrar un punto p € M con K -p = {p}. En consecuencia, K C G,, de donde
K = G, por maximalidad.

Por un lado, necesariamente G - p es excepcional. En efecto, si G - p fuese principal,
entonces para cualquier 6rbita G - ¢, tendriamos que [G - ¢] < [G - p]. De ese modo, existe
un g € G verificando que gKg~' C G, lo que implica que gKg~' = G, por maximalidad.
Tenemos asi que si G - p es principal, entonces todas las orbitas lo son, contradiciendo
nuestra hipotesis.

Por otro lado, sabemos que G-p = G/G, = G/K. Més aun, gracias a [28, Teorema 3.4,
Pagina 148], necesariamente G - p = R*, siendo k la dimensién de las dérbitas. Asf, G - p es
simplemente conexo, con lo que K es conexo (véase [20, Proposicién 1.94]).

Fijémonos ahora en la representacién slice K ~ v,(G - p). La cohomogeneidad de esta
representacion es n — k, que coincide con la dimensién de v,(G - p). En consecuencia,
las drbitas de esta representaciéon son discretas (y conexas, por serlo K), de manera que
deben ser puntos. Esto significa que la representacion slice es trivial, lo que nos lleva a una
contradiccion con que G - p sea excepcional. Concluimos entonces que todas las 6rbitas son
principales. ]

Ejemplo 3.10 (Foliaciones polares homogéneas en espacios euclidianos). Sea n > 1 un
entero arbitrario. Nos proponemos hallar todas las foliaciones polares homogéneas en el
espacio R™.

Dado un subespacio V' de dimensién k& € {1,...,n — 1} de R", definimos una accién
isométrica por traslaciones V'~ R™ mediante v-p = p+ v parav € V, p € R". Es
inmediato comprobar que esta acciéon es libre y propia, ya que V es cerrado en R". Las
orbitas de la accion son precisamente las variedades afines de R™ paralelas a V', y en virtud
del Teorema 3.7, obtenemos que la familia Fi, de todas las variedades afines paralelas a V'
forma una foliacién homogénea de R™. El subespacio vectorial V* es una seccién llana de la
accion, con lo que Fy es una foliacion hiperpolar y homogénea de R™. Veremos que si W es
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otro subespacio k-dimensional de R"™, entonces las foliaciones Fy, y Fyr son equivalentes, asi
como que toda foliacién polar homogénea en R" es equivalente a Fy para algtin subespacio
V CR"

En primer lugar, veamos que JFy es equivalente a Fy si dimV = dim W. Para ello,
observemos que el hecho de que V' y W tengan la misma dimensién implica que existe una
transformacion ortogonal f: R™ — R" tal que f(V') = W. La aplicacién f es una isometria
de la variedad R", y es sencillo comprobar que f(p + V) = f(p) + W para cada p € R".
Deducimos entonces que las foliaciones inducidas por V' y W son equivalentes.

Ahora, supongamos que tenemos una accién propia e isométrica ¢: H ~ R" (siendo H
un grupo de Lie conexo) cuyas drbitas forman una foliacién polar homogénea en R™. Las
orbitas de H son cerradas, y por lo tanto son subvariedades completas de R™. Si probamos
que son totalmente geodésicas, podemos concluir que estas son variedades afines.

Supongamos que existe un punto o € R" tal que la orbita H - 0 no es totalmente
geodésica. Entonces, existe un vector unitario &, € v,(H -0) en que el operador forma A, de
H -0 con respecto a £, no es idénticamente nulo. Mas atn, el operador A¢, es autoadjunto,
asi que el Teorema Espectral nos garantiza la existencia de un vector tangente no nulo
veT,(H-o)tal que Ag,v = Av, siendo A € R un autovalor del operador forma distinto de
cero. Al ser la érbita H - o principal en base al Teorema 3.9, podemos encontrar un campo
normal equivariante £ a lo largo de H - o extendiendo &,.

Tomemos el punto p = exp, (%fo) =0+ %fo € R™. Sabemos que la orbita de p es el

conjunto
1
H-p= {equ (qu) :qEH.o},

1 1
F:qEH.oHequ(qu):q+X§q€H.p

con lo que la aplicacién

es equivariante y sobreyectiva, asi que es una sumersion.
Calculemos ahora F.,(v). Para ello, notemos que

d
_ Y F _a
gl Flott) =2

donde V denota la conexiéon de Levi-Civita de R".

Sea Z € X(R") una extensién de £ a un campo de vectores globalmente definido (note-
mos que esta existe ya que H - p es una subvariedad cerrada y embebida de R™). Podemos
descomponer ortogonalmente (con respecto a T,(H - 0)) el vector V,& como

Vol = —Aw+ (Vo 2)' = =+ (V,2)".

1 1
Fw('U) o+1lv+ Xfothv =V + vafv

t=0

En realidad, la componente normal (V,Z)% se anula. Esto es debido a que los campos
normales equivariantes son paralelos con respecto a la conexién normal [3, Corolario 2.3.7].
En consecuencia, tenemos que

1
F*O(v):v—x/\v:v—vzo,
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lo que implica que F, no es inyectiva, y por lo tanto la 6rbita de p tiene dimension inferior
a la de o, que es una contradiccion.

‘fh~o

o -1
$o expo( A $o)

Figura 3.3: Demostracion de que dim H - p < dim H - o.

Como esta contradiccion viene de suponer que hay érbitas no totalmente geodésicas,
llegamos a que H - o es una subvariedad totalmente geodésica para todo o € R™. Si ¥ C R”
es una seccion de la accion pasando por 0, entonces ya vimos que debe ser un subespacio
vectorial de R™. Para cada punto p € R", la 6rbita H - p es una subvariedad completa y
totalmente geodésica cuyo espacio tangente en p es X+, asi que H -p = p+ X+, Concluimos
que la foliacion F formada por las érbitas de la accién H ~ R™ es exactamente la foliacion
hiperpolar Fy., como queriamos demostrar.

El siguiente resultado es una aplicacién directa de la Ecuacion de Jacobi, asi que omi-
timos su demostracién por motivos de brevedad.

Lema 3.11 ([14, Lema 5)). Sea M wuna variedad de Riemann completa y ¥ C M una
subvariedad regular, completa y totalmente geodésica. Sip € 3y X € X(M) es un campo de

vectores de Killing, entonces X es normal a ¥ en todo punto si y solamente si X (p) € v,(X)
y VeX € 1vy(X) para todo € € T,(X).

Ahora, estamos en condiciones de probar el teorema central de este apartado.

Teorema 3.12 (Criterio de Polaridad, [4, Teorema 4.1]). Sea (G, K) un par simétrico de
tipo no compacto con descomposicion de Cartan g =€t ®p, y M = G/K. Supongamos que
H < G es un subgrupo que actia propiamente induciendo una foliacion homogénea en M.
Definimos el subespacio

by = {€€p: (€. X) =0 para todo X € h} =p S b, (3.1)
donde (-), denota la proyeccion ortogonal sobre p. Entonces:

(1) La accion H ~ M es polar si y solo si f)pl es un triple de Lie en g y b es ortogonal
Ll 1
a by, by] @ by
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(13) La accion es hiperpolar si y solamente si f]pL es un subespacio abeliano de p.

En ambos casos, sea HpL el subgrupo conexo de G con dlgebra de Lie [pr, f]pL] &) f]pL. La
subvariedad > = HpL -0 es una seccion para la accion pasando por o = ekK.

Demostracion. Antes de comenzar, recordemos que M tiene la métrica de Riemann indu-
cida por la forma de Killing By|,: p X p — R. La polaridad de la accién es equivalente
a que exista una seccién pasando por o. Ademads, como todas las érbitas tienen la misma
dimension, esta seccién es unica y debe tener como espacio tangente V = v,(H - 0) =
T,(M) S T,(H - o) =poObh,= hpl

En primer lugar, supongamos que la accion H ~ M es polar, de manera que existe una
seccion Y para la accién verificando que o € Y. Esta subvariedad es totalmente geodésica
gracias al Teorema 3.2,y T,(X) = f);. Deducimos que hpL es un triple de Lie en virtud del
Corolario 2.24 (ademés, en vista del Teorema 2.26, debe ser & = H" - 0). Nos queda asi
comprobar que b L [b,, b ] @ b,

Por un lado, h es ortogonal a l‘)pl por la propia definicién de este subespacio.

Por otro lado, sean &,1 € hpL y X € Bh. Probaremos que (X, [¢,n]) = 0 (donde (-, ")
denota simultaneamente el producto escalar By de g y la métrica de Riemann de M). Para
ello, consideramos la geodésica v: R — 3 con condiciones iniciales v(0) = o, 7/(0) = &.
Para cada t € R, es sencillo comprobar que

Ty (H -y(t) = {Y*(4(t)): Y € b}, Ty(8) ={¢"(v(t): ¢ € by},
de manera que la polaridad de la accién implica que (X*(v(t)),n*(v(t))) = 0 para todo
t € R. Derivando en ¢t = 0 y recordando que [p, p] C £, obtenemos que

0= 41 (X077 () = (Do X" (1) 77(0) + (X" (0). Dilcar(1(0)

= (Ve (9 X7(0),17(0)) + (X7(0), Ver (0" (0)) = ([€7, X7](0), 07 (0)) + (X7 (0), [€7,m"](0))
= <—[5,X] (0),7"(0)) + (X" (0), =[&,n]*(0)) = = (&, X]p, m) = (X, [§,m]),

como querfamos demostrar. Puesto que [y, by| = Span{[¢,n]: £, 7 € b, }, concluimos que
b es ortogonal a [hp s L.

Reciprocamente, supongamos que hp es un triple de Lie, asi como que [f)p , f)p | & hp es
ortogonal a h. En consecuencia, ¥ = H, L. 0 es una subvariedad totalmente geodésica de
M . Probaremos que Y es una seccion.

Veamos que X corta a todas las orbitas: dada cualquier 6rbita A C M distinta de H - o,
podemos encontrar un segmento de geodésica «: [0,7] — M parametrizado por arco tal
que a(0) = o, a(T) = ¢ € Ay « realiza la distancia entre A y H - 0. Ademds, como
consecuencia de la Férmula de la Primera Variacién [27, Proposicién 10.2], el caracter
minimizante de o implica que o/(0) € v,(H -0) = T,(X). Ya que ¥ es cerrada y totalmente
geodésica, se deduce que «([0,T]) C X, as{ que ¢ € X N A. Por consiguiente, X N A # ().

Ahora, veamos que ¥ corta ortogonalmente a las dorbitas. Ya que para cada punto ¢
de ¥ se tiene que T,(H - q¢) = {X*(q): X € b}, deducimos que T,(H - q) L T,(X) para
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todo ¢ € X si y solamente si para cada X € b, el campo X* es ortogonal a > en todos sus
puntos.

Sea entonces X € h un elemento arbitrario. Sabemos que X* es un campo de Killing,
y X*(0) € T,(H - 0) = v,(X). Ademas, para cada £,7 € by = T,(X), tenemos que

(Ve () X", 7 (0)) = ([€7, X (0), n"(0)) = = (&, XT"(0),n"(0)) = —([§, X],m)
= — (X&) =0,

pues X € by [£,1] € [by, b, ]. Deducimos de aqui que VeX* € 1,(X) para cada & € T,(X),
con lo que el Lema 3.11 nos garantiza que X* es ortogonal a > en todos sus puntos.

Llegamos asi a que X = le es una seccion para la accion, lo que termina el primer
apartado.

El apartado (i7) es una consecuencia inmediata de lo ya visto y de la Observacién 2.31.
Si H ~ M es hiperpolar, entonces 3 es llana, con lo que ijL debe ser abeliano. Del mismo
modo, si f)pL es abeliano, las condiciones del apartado (i) se satisfacen de modo trivial, y X
es llana al tener curvatura seccional nula. ]






Capitulo 4

Foliaciones polares en SL(3,R)/S0O(3)

En este ultimo capitulo, trataremos de desarrollar el resultado original de este trabajo.
Aqui, estudiaremos el espacio simétrico M = SL(3,R)/SO(3) (que se puede interpretar
como un espacio de productos escalares en R?), con el propdsito de dar una solucién al
siguiente problema:

Clasificar todas las foliaciones polares homogéneas sobre SL(3,R)/SO(3)
modulo equivalencia por orbitas.

Siendo este espacio de dimension 5, las foliaciones que pueden aparecer tendran coho-
mogeneidad entre 1 y 4. Si bien los casos extremos de cohomogeneidad 1 y 4 los podremos
deducir a partir de resultados més generales (extraidos de [5] y [6]), para abordar los ca-
sos restantes nos basaremos en la teoria de subalgebras de Borel, asi como el Criterio de
Polaridad 3.12.

4.1. Los espacios GL(n,R)/0(n) y SL(n,R)/SO(n)

Sea n > 2 un entero arbitrario. Consideramos el conjunto M de todos los productos
escalares en R":

—~

M ={g: R" x R" — R: g es un producto interior}.

Vamos a dotar a M de una estructura de variedad de Riemann difeomorfa al cociente
GL(n,R)/O(n).
Observemos que, si (-, -) es el producto escalar usual de R", entonces una forma bilineal
g sobre R" es simétrica y definida positiva si y solamente si existe una transformacién lineal
autoadjunta y definida positiva B € GL(n,R) (con respecto del producto escalar usual) tal
que
9(z,y) = (z,By), =,y €R"

Esta transformacién es tinica y caracteriza la métrica g. Por lo tanto, podemos identificar M
como el siguiente conjunto (el cual no estamos considerando como variedad diferenciable):

M = {B € GL(n,R): B" = B, B es definida positiva}.

23
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Definimos una accién GL(n,R) ~ M mediante la igualdad
A-B=ABA", A€GL(n,R),Be M.

Escogiendo B = I,,, es claro que el subgrupo de isotropia GL(n,R);, es O(n). Adems4s,
en virtud del Teorema Espectral se tiene que GL(n,R)- I, = M. De ese modo, la aplicacién

¢: AO(n) € GL(n,R)/O(n) — AAT € M

nos proporciona una biyeccién equivariante entre M y el cociente GL(n, R)/O(n). En con-
secuencia, podemos traspasar la estructura diferenciable de GL(n,R)/O(n) a M exigiendo
que ¢ sea un difeomorfismo.

El subgrupo GL™ (n, R) de todas las matrices con determinante positivo también actia
transitivamente sobre M. En efecto, dado B € M existe una matriz A € GL(n,R) tal
que B = AAT. En virtud del Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt, podemos
dar una factorizacién AT = QR, siendo Q € O(n) y R € GL™(n,R) una matriz triangular
superior de determinante positivo. Asi, B = AAT = RTR RT(R")T € GL™(n,R) - I,,. Ya

que la isotropia en I,, de la restriccién GL* (n,R) ~ M es SO(n), concluimos que
M = GL(n,R)/O(n) = GL*(n,R)/SO(n).

Sea o: GL™(n,R) — GL*(n,R) el homomorfismo de grupos dado por o(A4) = (AT)™!
Se verifica que o2 es la identidad, asi como que el conjunto de puntos fijos de o es
GL*(n,R)® = SO(n). Por lo tanto, si la accién de GL™(n,R) sobre M es casi efectiva,
concluimos que (GL*(n,R),SO(n), o) es un par simétrico, hecho que darfa a M una es-
tructura de espacio simétrico al dotarlo de una métrica invariante. Calcularemos entonces
el nticleo de inefectividad N < GL*(n, R).

Sea A un elemento del nticleo de inefectividad de la accién GL* (n,R) ~ M. Esto sig-
nifica que para cualquier transformacién lineal, autoadjunta y definida positiva B, se tiene
que B = ABAT. En particular, A es ortogonal, asf que AB = BA para toda transformacién
lineal B en las condiciones anteriores. Dado cualquier vector no nulo x € R", escogemos la
transformacién B: R" — R" tal que Blgr, = 2Idr, y Bl = Idg,y1. Se tiene que B es
autoadjunta y definida positiva, asi que AB = BA. Por consiguiente, BAx = ABx = 2Ax,
con lo que Ax € ker(B — 2Idgr) = Rx. Como la eleccién de = fue arbitraria, se sigue
que Axr € Rx para todo x € R". Es sabido de Algebra Lineal que esto ultimo implica
que A = M, para algin A € R, y como A € SO(n), necesariamente A\ = +1, y si n es
impar, A = 1. En consecuencia, A € {£I,}, con lo que el nicleo de inefectividad es {I,,},
si n es impar, y Zy = {£I,}, si n es par. En todo caso, la accién es casi efectiva, asi que
(GL™(n,R),SO(n), o) es un par simétrico, y cualquier métrica invariante en M hace de este
un espacio simétrico.

Veamos ahora cudl es la descomposiciéon de Cartan asociada: si = o, tenemos que
para cada X € gl(n,R):

d d d d .
GX — t0X — tX — tX\T\—1 - —tX —XT.
dt lmo” 7)o €)= gl L, (€)) ¢
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De aquf se sigue que gl(n,R) = ¢ ® p, donde ¢ = ker(d — Idg,r) = so(n) y p =
ker(0 4 Idginr)) es el espacio vectorial de todas las matrices simétricas.

Consideremos ahora el subgrupo de Lie SL(n,R) < GL™(n,R). Es sencillo comprobar
que o(SL(n,R)) = SL(n,R), asi que el Corolario 2.27 implica que el subconjunto

M =SL(n,R) - I, =SL(n,R)/SO(n)

es una subvariedad totalmente geodésica de M , asi como un espacio simétrico venido del
par (SL(n,R),SO(n), o). La dimensién de este espacio es
nn—1) (n—1)(n+2)

dim M = dim SL(n,R) — dimSO(n) = (n* — 1) — 5 = 5 .

Por otra parte, la descomposicién de Cartan asociada es g = sl(n,R) = € @& p, donde
ahora p es el espacio vectorial de las matrices simétricas de traza cero. Es sabido que
la representacién de isotropia K ~ p es irreducible (aunque esto no serd necesario para
nuestros propdsitos).

Es conocido que la forma de Killing de sl(n,R) viene dada por la siguiente expresién
(véase [18, Seccién 15.1] para su calculo en sl(n, C); el célculo para sl(n,R) es idéntico):

B(X,Y)=2nTe(XY), X,Y €sl(n,R).

Por consiguiente, vemos que todo elemento no nulo X € p satisface que B(X,X) =
2n Tr(X?) = 2n Te(XXT) = 2n 377" af; > 0. Esto implica que la restriccién de la forma
de Killing a p es definida positiva, con lo que M es un espacio simétrico de tipo no com-
pacto. Recordemos que en este caso, # es una involucién de Cartan, y By es un producto

interior en g, cuya expresion explicita viene dada por

By(X,Y) = —2nTe(X0Y) =2nTr(XY") =2n Y " ayys;, XY €sl(n,R).  (4.1)
ij=1
En lo que sigue, utilizaremos la notacién (-, ) para referirnos simultdneamente al pro-

ducto interior By y a la métrica de Riemann en M inducida por la forma de Killing en p.
Por el Teorema 2.19, tenemos que Io(M) = SL(n,R) cuando n es impar.

4.1.1. Descomposicién de Iwasawa de SL(n, R)

Presentamos en esta seccién la descomposiciéon de Iwasawa de SL(n, R) que utilizaremos
a lo largo de este capitulo.

En primer lugar, tenemos que dar un subespacio abeliano maximal a C p. Para ello,
basta considerar el conjunto de todas las matrices diagonales de traza cero:

a={H = diag(z1,...,x,): 1, ..., x, € Ryxy + ... + 2, = 0}.

Ya que dos matrices diagonales conmutan entre si, tenemos que a es abeliano. Ademas,
si X € p satisface que [H, X| = 0 para todo H € a, tenemos que X € a. En efecto, sea
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H = diag(ay, ..., a,) un elemento de a tal que a; # a; cuando ¢ # j. Como XH = HX,
entonces llamando {ej,...,e,} a la base candnica de R", se verifica que para cualquier i,
HXe; = XHe; = a;Xe;, con lo que Xe; € ker(H — a;1,,) = Re;. Llegamos asi a que X € a,
lo que implica que a es abeliano maximal.

Sea, para cada i,j € {l,...,n}, E;; la matriz n x n cuyas entradas son 0 en todas
las posiciones salvo en la posicién (i,7), donde vale 1. Podemos dar una descomposicién

ortogonal de g mediante
g=as P RE;& P RE;

1<i<j<n 1<j<i<n

Maés ain, para cualquier H = diag(ay,...,a,) € a e i,j € {1,...,n} indices distintos,
vemos que [H, E;;] = HE;; — E;jH = (a; — a;) E;;. En consecuencia, deducimos que gy = a
y las raices restringidas son el conjunto

A={m—mj:i,j=1,...,n,i#j},

donde 73 : a — R denota la proyeccion ortogonal de a sobre REy;,. Ademas, gr, », = RE;
para cada par de indices i # j.

En vista de la expresién del conjunto de raices, tenemos que un elemento regular de
a es una matriz diagonal tal que todos sus elementos son distintos. Si escogemos, por
ejemplo, un elemento H = diag(ay, ..., a,) € a tal que la sucesién (a;), es estrictamente
decreciente, entonces el criterio de positividad determinado a partir de H tiene por raices
positivas las siguientes:

At ={m—m:1<i<j<n}
El conjunto de raices simples es en este caso
A=Aa;=m—m:i=1,...,n—1}.

Para esta eleccion de raices positivas, tenemos que la subdlgebra n = @, A+ g es

n= B RE;
1<i<j<n
de todas las matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal.

Damos aqui los subgrupos de Lie A, N y AN de SL(n,R) cuyas algebras de Lie son a,
ny a@® n respectivamente. Por un lado, A es el subgrupo de todas las matrices diagonales
de determinante uno. Por otro lado, N consta de todas las matrices triangulares superiores
con unos en la diagonal. Finalmente, AN es el grupo de todas las matrices triangulares
superiores de determinante uno.

Para acabar, vamos a fijar la notacion que emplearemos en el caso n = 3 a lo largo de
este capitulo. Observemos que dim SL(3,R)/SO(3) = 5.

En la descomposicién de Iwasawa de SL(3,R), el conjunto de todas las raices positivas
es AT = {ay, an, a1 + an}, siendo las raices simples o7 y as. Es inmediato comprobar que
estan representadas por los vectores

1 1
Hal = Edlag(la _170)7 Hoéz = édlag(07 17 _1)



4.2 Subalgebras de Borel o7

Sin embargo, por motivos de comodidad trabajaremos con los vectores (proporcionales a
los anteriores):
T,, = diag(1,—1,0), T,, = diag(0,1,—1).

Estos elementos forman una base de a y son de norma /12.
Por otra parte, los tres espacios de raices que surgen son

Yo, = RE127 Jar = IRE‘237 Jai+as = REli’)-
En consecuencia, podemos dar generadores de estos espacios escogiendo
Xal = ElQ; XO(Q = E237 Xa1+a2 = E13-

Observemos que estos elementos tienen norma /6, ast como que [Xo,, Xa,] = Xoytan-

Dado un elemento A € a*, llamaremos €, = (140)g, v pr = (1 —0)g, a las proyecciones
ortogonales de g, sobre £ y p respectivamente. En particular, se tiene que ¢, = 0, asi como
que £, y p) son unidimensionales para cualquier raiz A € A. Las notaciones (-), ¥ (-)agn s€
referirdn, respectivamente, a la proyeccion ortogonal sobre p y a la proyeccion sobre a @ n
relativa a la descomposicién sl(3,R) = € @ a @ n. A modo de observacién, enunciamos un
lema que agilizara algunos de los cédlculos que haremos.

Lema4.1. SiX epeY g, [X,(1-0)Y]=(1+0)X, Y]y [X,1+0)Y] = (1-6)[X,Y].
Demostracion. Probemos la primera identidad. Se tiene que

La otra igualdad se demuestra de modo analogo. ]

4.2. Subalgebras de Borel

En principio, hallar todos los subgrupos conexos de SL(3, R) (equivalentemente, subalge-
bras de s[(3,R)) que inducen foliaciones polares en M no es una tarea factible, por lo menos
si no imponemos ninguna condicién sobre donde estan situados. No obstante, tenemos dos
hechos que dan una primera restriccién que deben satisfacer las subalgebras deseadas (como
siempre, salvo equivalencia de érbitas).

Por un lado, es sencillo probar el siguiente lema:

Lema 4.2. Sea p: G ~ M una accion isométrica de un grupo de Lie conexo sobre una
variedad de Riemann. Supongamos que H, H' < G son dos subgrupos de Lie conexos. Si H
y H' son conjugados (equivalentemente, si lo son b y b'), entonces las acciones inducidas
Hn~ My H ~ M son equivalentes.

En efecto, st H' = gHg™!, entonces es inmediato comprobar que ¢, es una isometria
que lleva las 6rbitas de H en las de H'.

Por otro lado, resulta que los subgrupos que inducen foliaciones se pueden suponer
resolubles:
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Teorema 4.3 ([4, Proposicién 2.2]). Sea M una variedad de Hadamard y H < I(M) un
subgrupo cerrado y conero cuyas orbitas forman una foliacion homogénea en M. Ezxiste
un subgrupo conexo, cerrado y resoluble S < I(M) cuyas drbitas coinciden con las orbitas
mducidas por H.

En base al Teorema 4.3, cualquier subgrupo cerrado y conexo H < SL(3,R) que induzca
una foliacién en SL(3,R)/SO(3) se puede suponer resoluble. Como g = s[(3, R) tiene dimen-
sion finita, es inmediato comprobar que la subalgebra b esta contenida en una subalgebra
resoluble maximal b C g. En este caso, se dice que b es una subalgebra de Borel de
g. Asi, de cara a intentar dar una clasificacién de las foliaciones polares homogéneas en
SL(3,R)/SO(3), nos va a resultar de utilidad comprender la estructura de las subédlgebras
de Borel de g. Con esta motivacién, presentamos aqui el material que vamos a necesitar
de subélgebras de Borel. Nos basaremos principalmente en [20, Seccién VI.6].

Sea g un algebra de Lie compleja semisimple. Se dice que una subdlgebra h C g es una
subélgebra de Cartan si es nilpotente y coincide con su normalizador ng(h). Si g es un
algebra de Lie real semisimple, diremos que una subalgebra h C g es una subalgebra de
Cartan si la complexificacion h@C es una subdlgebra de Cartan de g C (aqui, el producto
tensor se estd realizando con el cuerpo base R). Se sabe que toda élgebra de Lie compleja
semisimple admite subélgebras de Cartan [20, Teorema 2.9]. Ademads, dos subdalgebras de
Cartan de g ® C son conjugadas por un elemento de Int(g ® C) [20, Teorema 2.15]. En
consecuencia, todas las subdlgebras de Cartan de g tienen la misma dimensién, llamada
rango de g. En vista de [20, Proposicién 2.10], las subdlgebras de Cartan de un &lgebra
de Lie compleja semisimple son abelianas, asi que h es abeliana.

Supongamos que 6: g — g es una involuciéon de Cartan induciendo la descomposicion
de Cartan g = £t @ p, y a C p es un subespacio abeliano maximal de p. Llamaremos A al
conjunto de raices restringidas asociadas. Toda subdlgebra de Cartan de g es conjugada
por un elemento de Int(g) a otra subélgebra de Cartan b tal que 6(h) = b [20, Proposicién
6.59]. En tal caso, diremos que b es -estable, y podemos descomponer § — t@ 4, siendo
t=hNeCtya=hnNpCp. Por construccién, a es un subespacio abeliano de p, y como
los subespacios abelianos maximales de p son conjugados, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a C a.

Consideremos ahora A’ = {\ € A: A\(a) = 0}. Gracias a [20, Lema 6.63], se cumple que
a = ()yea ker A. De modo similar a como sucedfa en la descomposicién de Iwasawa, por
ser los elementos de ad(a) transformaciones simétricas que conmutan, es posible dar una
diagonalizacién simultdnea de todas ellas. Asi, definiendo para cada Xearel subespacio
gy = {X € g: [H,X] =\X) para todo H € a} y A C A como el conjunto de elementos
no nulos de a* tales que gy # 0, tenemos las siguientes igualdades:

g:§0®@§X7 50:90@@9)\7 a5 = @gx-

SN AEA AEA
)\GA )\|a:0 )\|H:)\

Obsérvese que [a,t] C [h, h] = 0, con lo que t C go. Por otro lado, manteniendo la analogia
con la descomposicién de Iwasawa, diremos que un elemento Hy € a es regular si \(Hy)
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es no nulo para todo )€ A El conjunto de elementos regulares es abierto y denso en
a. Introducimos a partir de un elemento regular Hy € a fijado un criterio de positividad:
diremos que A € A es positiva si A(Hy) > 0. Denotaremos con A* C A al conjunto de
elementos positivos, y definimos n = @5 x4+ 05

Empleando la notacion introducida, podemos enunciar el siguiente resultado debido a
Mostow:

Teorema 4.4 ([25, Teorema 4.1]). Sea g un dlgebra de Lie real semisimple. Toda subdlgebra
de Borel b C g contiene una subdlgebra de Cartan §. Fxiste una involucion de Cartan
0: 9 — g para la que b es B-estable, induciendo una descomposicion de Cartan g =€ @ p.
Se cumple que h =t@ 4, donde tCtyac p es abeliano. Por ultimo, _para un criterio de
positividad adecuado sobre A la subdlgebra de Borel b es b =t®d @ .

Nuestro objetivo es reenunciar el Teorema 4.4 de un modo més favorable para nuestros
propésitos. Para ello, pongamonos en las condiciones de dicho resultado. Podemos dar un
criterio de positividad en A’ dando un elemento no nulo H' € a © a. Tomamos ahora el
vector H = Hy + eH' para ¢ > 0 (donde H, € @ nos proporciona el criterio de positividad
en A). Para cada A € A/, tenemos que A(H) = eA\(H') tiene el mismo signo que A(H'). Por
otro lado, si A € A\ A, tenemos que A = Az € A, asf como que MN(H) = A(Hy) + eA(H').
Por ser A un conjunto finito, podemos escoger ¢ suficientemente préximo a cero como para
que N\(H) y A(Hp) tengan el mismo signo para todo A € A\ A’. El elemento H nos da
un criterio de positividad sobre A compatible con los dados en A’ y A. De aqui surge un
conjunto de raices positivas A1 junto con un subconjunto A de raices simples.

Sea ahora ® C A’ el conjunto de raices simples en A’. Por construccion, se deduce que
® C A'. Veamos que en realidad ® C A.

Sea o € &, y supongamos por reduccion al absurdo que podemos escribir a« = A + p
para ciertos A, € A*. Como « es simple en A’, se sigue que A\ y p no pueden estar
simultaneamente en A’. Ademads, 0 = a(Hy) = MN(Hy) + u(Hy), asi que los nimeros \(Hy)
y /L(f[o) son no nulos. No obstante, la igualdad anterior implica que las raices inducidas
A = Mz v = plz no pueden ser simultdneamente positivas en ﬁ’ contradiciendo la
compatibilidad entre los criterios de positividad. Concluimos de aqui que « es una raiz
simple.

En definitiva, acabamos de comprobar que bajo una eleccién de positividad adecuada en
a el conjunto A’ estd generado por un subconjunto de raices simples ® C A. En particular,
deducimos las siguientes igualdades:

E:ﬂkerk, n= @ 1)\ ﬁozgo@@gx

AED /\€A+\A$ AEAg

donde Ag (respectivamente, A}) denota el conjunto de raices (positivas) generadas por
los elementos de ®. Basandonos en la teoria de subdlgebras parabdlicas, introducimos la

notacion
ay = ﬂ ker /\, Ny = @ an, [<1> =goD @ ax- (42)
AED AeA\AF A€Ap
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Es facil comprobar que para cualquier subconjunto ® C A de raices simples el subes-
pacio ag &b ng es una subalgebra de Lie de g.
Podemos entonces dar una segunda formulaciéon del Teorema 4.4 como sigue:

Teorema 4.5. Toda subdlgebra de Borel b de un dlgebra de Lie real semisimple g contiene
una subdlgebra de Cartan by. Existe ademds una involucion de Cartan 0: g — g, con
descomposicion de Cartan g = €& p, para la que b es O-estable. Finalmente, existe una
nocion de positividad en el conjunto de raices A asociado y un conjunto de raices simples
® C AT para el que

b=t ap ®ne

donde ademds t Cetnlp.

Supongamos ahora que (G, K, o) es un par simétrico de tipo no compacto. Recordemos
que las elecciones de 0, a y A son unicas salvo conjugacién por elementos de Int(g), K
y Nk (a), respectivamente. Por lo tanto, si ya teniamos prefijada una descomposicién de
Iwasawa sobre el algebra de Lie g, podemos suponer médulo conjugaciones que la involucion
de Cartan, el subespacio abeliano maximal y el criterio de positividad son los asociados a
la descomposicion de Iwasawa elegida a priori. Esta observacién, junto con el Lema 4.2 y
el Teorema 2.19, nos permite deducir el siguiente resultado:

Teorema 4.6. Sean (G, K) un par simétrico efectivo de tipo no compacto, con descompo-
sicion de Cartan asociada g = €Hp, a C p un subespacio abeliano maximal, y A el conjunto
de raices simples que provienen de dar un criterio de positividad sobre el conjunto de raices
A. Supongamos que H < G es un subgrupo cerrado y conexo que actia sobre M = G/K
induciendo una foliacion polar homogénea. Entonces, la accion de H es equivalente a la
accion de un subgrupo cerrado, conexo y resoluble cuya dlgebra de Lie estd contenida en la
subdlgebra de Borel
b=1t® ap @ ng,

siendo ® C A un conjunto de raices simples y t C €N lp.

Realmente, si un par simétrico (G, K) de tipo no compacto no es efectivo, sabemos que
G y Iy(G/K) se diferencian en un cociente finito, asi que las tesis del Teorema 4.6 siguen
siendo ciertas.

4.3. Foliaciones de cohomogeneidad 1

A dia de hoy, ya existe una clasificacién completa de las foliaciones polares homogéneas
de cohomogeneidad uno en cualquier espacio simétrico indescomponible y de tipo no com-
pacto, debida a J. Berndt y a H. Tamaru (véase [6]). Presentaremos aqui una adaptacién
de los resultados expuestos en este articulo para el espacio simétrico M = SL(3,R)/SO(3).
Observemos que, al tener las secciones en este caso dimension 1, cualquier foliacion polar
homogénea de cohomogeneidad 1 es automaticamente hiperpolar.

Consideremos las siguientes familias de subélgebras de s[(3, R):
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(1.1) by = (a & {) ®n, siendo ¢ C a una recta vectorial.

(1.2) by =a® (nS g,), donde @ € A = {1, s} es una raiz simple.

Si Hy y H, denotan los subgrupos conexos de SL(3,R) cuyas algebras de Lie son b, y
ba, respectivamente, entonces ambos actiian polarmente induciendo foliaciones homogéneas
sobre M [6, Secciones 3 y 4]. De hecho, no hay més ejemplos posibles de foliaciones polares
homogéneas, como se ve en este teorema:

Teorema 4.7 ([6, Teorema 5.5]). Toda foliacion polar homogénea de cohomogeneidad uno
sobre M = SL(3,R)/SO(3) es equivalente a la inducida por un subgrupo de la forma H; o
H,.

Nos queda entonces determinar cudles de las foliaciones inducidas por estos subgrupos
son equivalentes.

Por un lado, se sigue inmediatamente de [6, Teorema 4.8] que las acciones de H,, y
H,, son equivalentes.

Por otro lado, en virtud de [6, Teorema 3.5], hay una isometria lineal s: a — a, que
proviene de intercambiar las raices a; y s en a*, verificando la siguiente propiedad: dos
subgrupos H, y Hy inducen foliaciones equivalentes si y solamente si s(¢) = ¢'. Esto nos
proporciona una familia infinita de ejemplos distintos de foliaciones polares homogéneas
de cohomogeneidad uno.

Finalmente, las foliaciones inducidas por H, y H, nunca son equivalentes, independien-
temente de £ y a.. Esto se debe a que todas las hojas de la primera foliacién son congruentes
[6, Proposicién 3.1 (a)], mientras que la segunda presenta drbitas que no son congruentes
entre si (por ejemplo, la érbita por o = I3S0O(3) es la tinica 6rbita minimal [6, Corolario
4.5]).

4.4. Foliaciones de cohomogeneidad 2

En esta seccion, determinaremos todas las posibles foliaciones polares de cohomogenei-
dad dos sobre M.

Proposicién 4.8. Las siguientes subdlgebras de g = sl(3,R) inducen foliaciones polares
homogéneas de cohomogeneidad 2 sobre M = SL(3,R)/SO(3):

(2.1) b = RT, ®nay = RT, D g ® gays, siendo o € {on, ap} una de las dos raices simples
y B la otra raiz simple.

(2.2) h=1=ga, D Gas D Ja1+as-

(2.3) b = aga ®npay = R(T, +2T3) © g5 @ gass, siendo a una de las dos raices simples y
B la otra raiz.

Ademds, la subdlgebra dada en (2.3) es la unica que induce una foliacion no hiperpolar.
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Demostracién. Comencemos viendo que h = RT, @ ny,) es una subalgebra que induce una
foliacion polar homogénea. En primer lugar, b es una subalgebra: aplicando que 208 y a+25
no son raices, vemos que

[ha b] = [RTa % gs ) Ja+8) RTa ¥ 95 % goa-‘rﬁ] g [RTOM RTO&] + [RTO!? gﬁ] + [RTaa ga+6]
CgsDPars CH.

Por otra parte, es claro que h C a@ n y tiene dimensién 3. Por lo tanto, las 6rbitas que
induce forman una foliacion homogénea de cohomogeneidad 2.
La proyeccién de b sobre p es b, = RT, ©pg D payp. Asi, hpL = R(T, +215) ®ps. Al ser

2T, + T3, (1 — 0)Xg] = (1 +0)5(2T, + 1) X5 = 0,

concluimos que f]pL es abeliano. Se sigue del Teorema 3.12 que b induce una foliacién
hiperpolar.

Pasemos al segundo apartado: ya sabemos que n es una subdlgebra de g, y al estar
contenida en a @ n, induce una foliacién de cohomogeneidad 2 en M. Por ser n, = p © a,
deducimos que an = a, que es abeliano en p. De nuevo, el Teorema 3.12 nos garantiza que
n induce una foliacién hiperpolar.

Finalmente, consideremos h = R(T, + 273) @ g3 @ gats, que ya sabemos que es
una subalgebra. Por el mismo motivo que en los casos anteriores, f induce una folia-
cién homogénea de cohomogeneidad 2. Aqui, h, = R(T, + 273) © pg ® pa+s, con lo que
by = RT, @® po. Vemos que

[hs_a b;_] = R[Taa (1 - H)Xa] = R(l + 9)[TaaXa] = R(l + Q)on = Ea 7& 07
de modo que f)pL no es abeliano, y

b, [, 0, 1] = [RT, @ pa, R(1 4 60)Xo] = R[T,, (1 +60)Xo] + R[(1 — 0) Xa, (1+6)X,]
=R(1 = 0)[Ta, Xa] + R(1 = 0)[(1 — 0) X4, Xo] € pa ® RT, = .

Asi, f)pL es un triple de Lie. Por tltimo, como &, es ortogonal a a, a pg y a pa1, se sigue
que by [hpl, [ij] son ortogonales. En virtud del Teorema 3.12, esta subdalgebra induce una
foliacién no hiperpolar de cohomogeneidad 2 sobre M. O

Proposicién 4.9. Si h C sl(3,R) es una subdlgebra cuyo subgrupo conexo H asociado in-
duce una foliacion polar homogénea de cohomogeneidad dos, entonces existe otra subdlgebra
b’ C ad®n de dimension 3 cuyas drbitas forman una foliacion equivalente a la obtenida a
partir de .

Demostracion. En virtud del Teorema 4.6, podemos suponer (salvo por equivalencia de
érbitas) que existe un conjunto de raices simples ® C {aq, as} tal que h estd contenida
en la subdlgebra de Borel b = t® as &P ng, con t C £t N lp. Denotemos con B al subgrupo
conexo de SL(3,R) cuya &lgebra de Lie es b.
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Supongamos en primer lugar que ® tiene dos elementos, de modo que ® = {ay, as}.
Como H < B, tenemos que para o = [3SL(3,R), H -0 C B -o (y el cardcter débilmente
embebido de B implica que la inclusién de H -0 en B -0 es una inmersién). En particular,
dim B - 0 > 3. Sin embargo, el espacio tangente a B - 0 en o se identifica con (1 — )b = 0,
pues b = £ C ¢, lo que nos lleva a una contradiccion.

Ahora, pongamos que ¢ = {a}, siendo « una raiz simple, y sea /3 la otra. En este caso,
vemos que N

hCb=td (aoRT,) Bgs D gats: tC &,

Al ser by, = (a©RT,)®psPBPats, deducimos que los vectores T, y (1—6)X, pertenecen
a [’Jé‘. Por lo tanto, necesariamente hpL = RT, @ pa, vy asi b, = R(T, +2T3) © pg S Pats-
Obtenemos de aqui que hagn = R(T, + 273) @ gs D gats, con lo que existen elementos
uXo, v X, wX, € g, tales que

To+2T5+ (1+0)(uXo) €, Xg+ (14 0)(0Xa) €, Xops+ (1+0)(wX,) € b.

Por consiguiente, el Criterio de Polaridad 3.12 nos garantiza que estos elementos son orto-
gonales a [T,, (1 —0)X,] = 2(1 + 0)X,. Se tiene entonces que

0=(T,+2T5+ (1 +0)(uX,),2(1 + 0)X,) = 24u,
0=(Xsg+ (14+0)(vX,),2(1+0)X,) = 24v,
0= (Xosg+ (1 +0)(wa),2(1+0)X,) = 24w.

De ese modo, u = v = w = 0, y tenemos la cadena de inclusiones
R(To + 2T3) ® 85 ® Gats S b C € @ R(T, + 2T5) © g5 D Garp-

Al ser ¢, unidimensional, nos basta probar que ¢, ® R(T, + 273) ® g5 ® gats DO
puede inducir una foliacién polar homogénea. En efecto, de inducirse tal foliacién, deberia
cumplirse que (14 6)X, es ortogonal a 2(1460)X,, lo cual es claramente falso. Por lo tanto,
b = aja} @ nyey € a®n, como querfamos demostrar.

Finalmente, observemos que si ® = (} tenemos que b = t® a @ n, siendo t C €N go = 0.
Concluimos que en cualquier caso h C a & n.

El hecho de que h tenga dimension tres se sigue ahora de que h C a @ n. O

Teorema 4.10. Sea h C a @ n una subdlgebra de Lie de sl(3,R) cuyo subgrupo conexo
asociado H induce una foliacion polar homogénea de cohomogeneidad dos. Entonces, salvo
por equivalencia de orbitas, b es necesariamente una de las subdlgebras (2.1), (2.2) o (2.3)
dadas en la Proposicion 4.8.

Demostracion. La prueba de este resultado se basa en estudiar todas las posibilidades para
b y aplicar el Criterio de Polaridad 3.12.

Caso 1: h N a # 0. Aqui, podemos encontrar un vector no nulo A = uT,, + vT,, en
b N a. Por otra parte, la Férmula de Grassmann implica que dimbh Nn > 1, de modo que
podemos escoger un elemento X = o, Xo; + Cay Xay + CaytasXar+a, €0 h. Como [h,h] Cn
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y b N n tiene dimensién a lo sumo 2 en este caso, se deduce que los vectores X, [4, X] y
[A, [A, X]] son elementos linealmente dependientes de b contenidos en n. Tomando enton-
ces sus coordenadas con respecto de la base {X,,, Xa,, Xaj1as ), Se tiene que el siguiente
determinante es cero:

Cay Cay Cai+as
(2u —v)ca, (20— U)oy, (UW+V)Cartas | = 3CayCasCartas(t —20)(u — v)(2u — v).
(QU - U)2Ca1 (2U - U)QCOQ (u + U)2Ca1+042

Por lo tanto, alguno de los seis factores que aparecen debe ser nulo. Esto nos abre seis
casos distintos (que en realidad se pueden reducir a menos).

Caso 1.1: A € R(2T,,,+T,,) (es decir, u = 2v; el caso v = 2u es anédlogo). Podemos supo-
ner entonces que A = 27, +T,,,. Fijémonos en que [A, X] = 3¢a, X, +3Ca1+a: X a1 +ag, qUe
es linealmente independiente respecto de A y X si y solamente si ¢o, # 0y (Cays Coytaz) 7
(0,0).

Caso 1.1.1: coy # 0¥ (Cays Caytas) 7 (0,0). Una base de b viene dada por el conjunto
{A’ X7 [Av X]} = {2Ta1 + Tazv COc1XOt1 + CochOéz + Ca1+Oé2XO¢1+0427 3Ca1Xa2 + 3Ca1+a2Xa1+042}'
Aplicando operaciones elementales sobre la base, podemos ver que

h=R(2T,, + Ta,) @ Gay, ® R(cos(¢) X, + sin(¢) Xa, tas)
para cierto ¢ € [0, 7). Por lo tanto,
by = RT,, ® (1 — 0)R(—sin(¢) Xa, + co8(6) X, +a,)-
Por ser b L [f)p{ hpi], definiendo los vectores

U= [Xocm [2Ta1 + Tocm COS(¢)Xa1 + Sin(¢)Xa1+a2]] €bh,
V= [Tagv (1 - 9)R<_ Sin<¢>Xa1 + COS(¢)Xa1+a2)] € [hpL’ hi]?

debe cumplirse que 0 = (U, V) = —18cos(¢)?. Esto implica que ¢ = 7/2, de modo que
b = R(2T4o, + Tay) D Gay D Jay+az- Aqui, vemos que by = RT,, @ p,, 1o es un triple de Lie,
pues

[(1 - 9>X0617 [TOQ? (1 - H)Xal]] = 2T, g—f hpL

En resumen, este caso nos lleva a una contradiccion.

Caso 1.1.2: ¢,, = 0. Asi, podemos suponer que existe un éngulo ¢ € [0,7/2) tal
que X = cos(¢)Xa, + sin(¢)Xa,+a,. Completamos {A, X} a una base de h anadiendo
un elemento Y = Y, + do, Xo, + dayXa, + daytasXaitas, siendo Yy € a. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que X e Y son ortogonales. Observemos que [A4,Y] =
3do, Xo, + 3day +05Xay+as, que es un vector ortogonal a X.

Si [A,Y] # 0 (esto es, si (days day+a,) 7 (0,0)), entonces los vectores A, X y [A,Y]
forman una base de h. Mediante operaciones elementales, llegamos a

h =RADGRX, ®RXy 1o = Oas} D Nao),
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que se corresponde con una subalgebra del tipo (2.3).

Si[A,Y] =0 (es decir, si do, = do,+ap, = 0), entonces Y = Y, +d,, X,,. De hecho, como
A =2T,, +T,, € b, podemos suponer que Y, = 27T, para algin coeficiente z. Obtenemos
asi que

h=R(27T,, + T,,) @ R(cos(¢)Xa, + sin(¢)Xa,+a,) B R(2T0, + dayXa,)-
En consecuencia:
by = R(1L — 6)(—sin(¢) Xa, + c08(¢) Xa,1as) B R(dayTo, + 2(1 — 0) Xa,).
Por consiguiente, como
U =[(1-0)(—sin(¢)Xa, + co8(6) Xaytas)s das Ty + 2(1 — 0)Xa,] € [by, by ],

debe cumplirse que 0 = (cos(¢)Xa, + sin(@) Xa,1ay, U) = 6(2cos(2¢) — da, sin(2¢)), de
modo que podemos suponer que Y = sin(2¢)T,, + cos(2¢)X,,, quedando asi

b =R(27T4, + Ta,) ® R(cos(9) Xa, + sin(¢) Xa,1a,) & R(sin(2¢) T, + cos(2¢) X, ).
Luego,

[COS(¢)X01 + Sin(gb)XOél"FOéZ? Sin(2¢)Ta1 + COS(2¢)X062]
= — 45sin(¢) cos(4)*Xa, + co8(30) Xa, 10y € b.

Para que esto sea posible, este 1ltimo vector tiene que ser proporcional a X, lo que implica
que el siguiente determinante es cero:

cos(¢) sin(¢)
—4sin(¢) cos(4)? cos(3¢)

Por lo tanto, ¢ = 7/2, y llegamos a que

= cos(¢)”.

h - R(QTOQ + Tag) @ RXOLQ @ RXOQ-FCVQ - R(2TO¢1 + Ta2) @ gOéQ @ ga1+0¢27

lo cual es una contradiccién (como ya vimos en el caso 1.1.1).

Caso 1.1.3: ¢4, = Caytas = 0, con lo que podemos suponer X = X,,. De nuevo,
ampliamos {A, X'} a una nueva base {274, +T4,, Xa,, Y }, con Y = Yy +do, Xo, +da, Xo, +
Aoy +as Xai+as- Aqui, podemos escoger que d,, = 0 e Y, = 2T,,. Observemos que

[2Ta1 + Ta27 Y] = gdalXOq + 3d0¢1+a2Xa1+042 S h

Si (days day+as) # (0,0), entonces {A, X, [A,Y]} es una base de b, y existe un ¢ € [0, 7)
para el que
h = R(QTOQ + Ta2) ¥ gOéz ¥ R(COS(QS)X(M + SiD(¢)Xa1+a2),

Este tipo de subdlgebras ya fue estudiado en el caso 1.1.1.
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Sida, = day+a, = 0, tenemos que Y = 27,,,, con lo que

h = aD ga,, hpL = Pa; D Por+as-

No obstante, tenemos que
<XC¥27 [(1 - e)Xam (1 - Q)XOquaQ]) =06 7é 0

asi que llegamos a una contradiccion.
Caso 1.2: A € R(T,, + T,,) (es decir, u = v). Podemos suponer que A = Ty, + T,.
Fijémonos en que
[A’ X] = Coy Xon T CarsXay + 2Cas+as Xag+as

que es linealmente independiente respecto de A y X siy s0lo si Caytras # 0¥ (Cayy Cay) 7
(0,0).

Caso 1.2.1: ¢ay 40y # 0V (Cays Cap) # (0,0). Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que (Cay, Cay) = (cos(¢),sin(¢)) para cierto ¢ € [0, 7). Tras realizar operaciones elementales
sobre la base {A, X, [A, X]|}, vemos que

b =R(To, + Ta,) © R(cos(¢) Xa, + 5in(¢) Xay) © Gau+as-

En tal caso, by = R(Ty, — Ta,) ® R(1 — 0)(—sin(¢) X, + cos(¢)X,,). Como b, es un
triple de Lie y es ortogonal a b, se sigue que el vector

[(1 - 9)(_ Sin(¢)Xa1 + COS((b)Xaz)v [(1 - 9)(_ Sin<¢>Xa1 + COS(¢)XQ2)7 Tal - Taz“ € b;_

es ortogonal a T,, + To, v a Xa,ta,- La ortogonalidad aqui implica que —36 cos(2¢) y
—18sin(2¢) se anulan simultaneamente, lo que nos lleva a una contradiccién.

Caso 1.2.2: ¢a 40y, # 0 pero o, = o, = 0. Asi, escogemos X = X, 14,. Completamos
{A, X'} a una base de h anadiendo un vector de la forma Y = 2T, + do, Xo, + day Xa,- Ya
estudiamos la posibilidad de que z = 0 en el caso 1.2.1, asi que podemos suponer z # 0.
Tenemos entonces que

h = R(TOQ + TOéz) D Jai+as D R(ZTOQ + dOthOq + dOtQXOcz)>
b;_ = R(dal (Tal - TaQ) + 32(1 - G)Xal) S R(daz (Tal - Taz) + 3"7‘(1 - H)XOQ)'

Sin embargo,
<Xa1+a27 [dal (Tal - Ta2> + 3’Z<1 - Q)Xaw daz (Tal - Taz) + 32(1 - 0>X042]> = 5422 7£ 07

lo que nos lleva a una contradiccion.

Caso 1.2.3: ¢ay1a, = 0. Podemos asumir que existe un ¢ € [0,7) de modo que X =
cos(¢) Xa, + sin(¢)X,,. Ampliamos {A, X'} a una base tomando un elemento de la forma
Y =21, +do, Xay + day Xy, + daytars Xai+as € b que sea ortogonal a X.
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Si (day,day) # (0,0), entonces el corchete [ X, [A, Y]] = (cos(¢)dn, — sin(¢)da, ) Xa;+as
es no nulo y ortogonal a A y X. De ese modo:

b =R(Ta, + Ta,) © R(cos(¢) Xa, +sin(¢) Xa,) D Ga; +as;

caso que ya fue estudiado en el apartado 1.2.1.

Si dy, = do, = 0, entonces Y = zT,, + daytayXa;+ay,- Suponemos z # 0 (si no,
estarfamos en el caso 1.2.1). Puesto que [A, Y] = 2da, 10, Xa; 10, € b tiene que ser multiplo
de Y, necesariamente d,, 1+, = 0, de modo que

h=a® R(cos(¢)Xa, +sin(¢)Xa,).
Ya que [Ty, cos(d) Xy, + sin(¢) X,,| = — cos(¢) X, + 2sin(¢p)X,, € b, se sigue que

0= cos(¢)  sin(¢)

—cos() 2sin(e) |~ 3 cos(¢) sin(¢).

Esto nos lleva a que g = a @ g,, para algun 7, que ya fue estudiada en el caso 1.1.3.

Caso 1.3: X = ¢4, Xa, + CarrarXarta, (€sto es; cq, = 0; el caso ¢,, = 0 se estudia
del mismo modo). Entonces, tenemos que A = uT,, + vT,,, y para evitar caer en un
caso anterior, podemos suponer que u — 2v,u — v y 2v — u son no nulos. Observemos que
[A7 X] = (2U - u>ca2XOé2 + (u + U)Cal+a2Xa1+a2‘

Caso 1.3.1: [A, X] no es un multiplo de X. Entonces, tras aplicar operaciones elemen-
tales, llegamos a que

h = R(UTal + UTOQ) D Has D Bar+as-

Aqui, by = R((20 — u)T,, + (v — 2u)T,,) @ Pa,, ¥ como es un triple de Lie ortogonal a b,
necesariamente

0= (uTy, + vT,,,[(1—0)X.,,[(20 — u)Ty, + (v —2u)T,,, (1 — 0)X,,]]) = 36v(v — 2u),

de manera que v = 0. Asi, h = RT,, @ gay D Gay+aq, que es el ejemplo (2.1).
Caso 1.3.2: [A, X] es miltiplo de X. El siguiente determinante se debe anular:

Cay Cay+az

(2’0 o U)Ca2 (U + v)ca1+a2 — CoxCoitar (2U - U)?

lo que implica que ¢y, = 0 0 ¢4y 4a, = 0.

Caso 1.3.2.1: ¢,, = 0. Entonces, podemos suponer que X = X, 1q,. Ampliamos {A, X'}
a una base anadiendo un vector de la forma Y = Y,+d,, Xo, +da,Xa,, con Y, € a ortogonal
a A. Fijémonos en que [A,Y] = (2u — v)dy, Xoy, + (20 — w)dp, X, -

Si (day,da,) # (0,0), entonces [A, Y] es linealmente independiente respecto de Ay X.
En consecuencia, hay un ¢ € [0, 7) para el que

h = IR(UT’OQ + UTOQ) @ R(COS(¢)X041 + Sin(¢)X062) D Yar+az-
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Como [uTy, +vTy,, cos(¢)Xa, +sin(¢) Xa,] = (2u —v) cos(¢) X, + (20 — u) sin(¢) X, estd
en b, el siguiente determinante debe ser cero:

cos() sin(¢)
(2u — v) cos(¢) (2v — u) sin(¢)

Pongamos que cos(¢) = 0 (el caso sin(¢) = 0 es andlogo), de modo que

= 3(v — u) cos(¢) sin(¢)

b= R(UTCH + UTaz) D Bar D Jas+as; b;_ = R<<2U - U’)Tal + (U - 2U)Ta2) D Pa;-
para que f)pL sea un triple de Lie ortogonal a b, necesariamente
0= (uTy, + vT,,,[(1—0)Xa,,[(20 — u)Ty, + (v —2u)T,,, (1 — 0)X,,]]) = 36v(v — 2u).

Deducimos de aqui que v = 0, y h = RT,, D ga, D Gy +as, que es un ejemplo del tipo (2.1).
Sidy, = da, =0, entonces h =a® goyra, v f)pL = Pa; P Pa,- Sin embargo,

<Xa1+a27 [(1 - 6>X0117 (1 - G)XOQ]) =0 7A 0,

contradiciendo la polaridad de la accién.

Caso 1.3.2.2: ¢4 44, = 0, con lo que escogemos X = X,,. Ampliamos {A, X} a una
base anadiendo un vector Y =Y, + dn, X0y + day+0sXa;+ays siendo Y, € a ortogonal a A.
Vemos que [X, [A,Y]] = (v — 2u)da, Xa, +a, €s no nulo si y solo si d,, # 0.

Si do, # 0, entonces h = R(uTy,, + vT,,) @ Gas @ Gai+as, que estudiamos en el caso
anterior.

De ser d,, = 0 e Y, = 0, volvemos a obtener que h = R(uT,, + v7T4,) ® Gay D Gaytas-
Suponemos entonces que Y, # 0, d,, = 0. Por otra parte, [A, Y] = da, 40, (0 +0)Xa, 40y € D.
Si daytay(u +v) # 0, volvemos al caso anterior, mientras que si da,1a, = 0, llegamos a
que h = a ® g,,, que ya fue visto. Por consiguiente, asumimos que v = —u. Mediante
operaciones elementales, podemos escribir

h=RT,, & R(TQQ + ZXalJraz) D Gas-

Puesto que [T,,, Tw, + 2Xa;+as] = 2Xa1+as € B, se sigue que z =0y h = ad g,,, ya visto
en el caso 1.1.3.

Caso 1.4: ¢4y 10, = 0, de modo que A = uT,, +vT,, v X = co, Xo; + CapyXa,. Podemos
suponer que u —2v,u—v y 2v —u son distintos de cero, asi como que c,, # 0 # ¢,,. Vemos
que [A4, X] = (2u—v)ca, Xay + (20 — ) Cay Xa,, vy es linealmente independiente con respecto
a Ay X ya que

Cay Cas B B
(2u —v)ca, (20 —u)ca, | 3Cay Cay (V — 1) # 0.

Deducimos de aqui que h = RA @ go, P ga,, que no es una subdlgebra puesto que
[XanXaz] = Xos+as ¢ h.
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Caso 2: h Na = 0. Exploramos todas las posibilidades en funciéon de la dimension de
h N n (que estd acotada inferiormente por 1).

Caso 2.1: dimh Nn = 3. Esto implica que h = n, que es el ejemplo (2.2).

Caso 2.2: dimbh N n = 2. Tomados elementos U = uq, Xo, + Uay Xay + UaytasXai+as Y
V = 00, Xa; + Yoy Xay + Vay+asXai+a, linealmente independientes en h N n, tenemos que
su corchete [U, V] = (Ua,Vay — UayVay ) Xay+ap Dertenece a h. Si [U, V] = 0, entonces las
proyecciones de U y V sobre g,, @ ga, son proporcionales, de modo que X,, 14, € b. Si
(U, V] # 0, obtenemos directamente que X,, a0, € h. Asi, podemos dar una base {X, Y}
de h Nn, donde X = X, 10, € Y = cos(¢)Xa, + sin(¢) X, para cierto ¢ € [0, 7).

Como hNa =0, podemos ampliar {X,Y} a una base de b aniadiendo un elemento de
la forma Z = uT,, + vT,, — sin(¢) X4, + cos(¢)X,,. Observemos que

[Ya Z] = (U - 2u) COS(¢)XQ1 + (u - 21}) Sin(¢)Xa2 + Xa1+042 € b nn,
lo que implica que

0= cos(¢) sin(¢)
(v —2u)cos(¢) (u—2v)sin(¢p)

Caso 2.2.1: u = v. Al ser h N n bidimensional, necesariamente u = v # 0. Tenemos
entonces que

= 3(u — v) cos(¢) sin(¢).

h = R(uT,, +ul,, —sin(¢)Xa, + cos(¢)Xa,) ® R(cos(¢) Xa, +5in(¢) Xa,) © gay+as-
Por lo tanto,

by = R(To, — Tu,) ® R(Th, + 270, + 3usin(¢)(1 — 0)X,, — 3ucos(¢)(1 — 0)Xa,).

Escribiendo T'=T,, — T,, v S = T, + 2T, + 3usin(¢)(1 — 0)X,, — 3ucos(¢)(1 — 0)X,,,
se tiene que

(uTy, + uT,, —sin(¢)X,, + cos(p)Xa,, [T, [T, S]]) = —162u # 0,

contradiciendo que f)pL 1 b es un triple de Lie.

Caso 2.2.2: cos(¢p) = 0 (el caso sin(¢) = 0 es andlogo). Aqui, Y = X,, v Z = uT,, +
V1, — Xay-

Si v # 0, entonces

h = R(UTal + UTag - qu) D Yoo D Yo +ass
by = R(Tu, + 210, + 3v(1 — 0)Xa,) ®R((20 — u) Ty, + (v — 2u)T,,).

Sin embargo,
(uTy, + 0Ty — Xoy, [Toy + 2T, +30(1 — 0)Xa,, (20 — u)T,, + (v — 2u)T,,]) = 540? # 0,

llevandonos a una contradiccion.
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Si v = 0, podemos reescribir h como
b = R(zTal + Xa1) S Yoo S Yog+ag;

con z # 0. En este caso, se verifica que

1
Ad (EXp (ZXO”)) (b) = RTal D Jao S Bai+az>

asi que la accién inducida por § es equivalente a la inducida por una subalgebra del ejemplo
(2.1).

Caso 2.3: dimhNn = 1. Como hNn es el niicleo de la proyecciéon ortogonal de § sobre a,
se sigue que esta proyeccion es sobreyectiva. Asi, podemos dar una base de h con elementos
de la siguiente forma:

X = aOélqu + aa2Xa2 + aa1+a2XOc1+Ot2’
Y = Tal + balXOél + ba2Xaz + bal+a2X011+a27
Z = Ta2 + COélXal + CazXOé2 + Ca1+a2XOé1+az'

Como [X, Z] = a0, Xo, — 2040, Xa, + U con U € gu, 1a,, S€ sigue que

Gay  Gay
oy —20q,

0=

= —304,00-
1

Asi, podemos suponer que a,, = 0 (el caso a,, = 0 se realiza de modo idéntico). Reesca-
lando, podemos asumir que existe ¢ € [0,7) tal que X = cos(¢)X,, + sin(¢)Xa, +a,- En
tal caso, [X,Y] = —2c08(¢) Xa; + (ba, cos(@) — sin(¢)) Xo, +as-

Si ¢ # /2, se sigue que [X,Y] = —2X, lo que implica mirando componentes en gq, +a,
que b,, = —tan(¢). Ademds, [Z, X| = — cos(¢) X4, + (sin(@) — ca, c08(0)) Xy 40, = —X,
de donde ¢,, = 2tan(¢). Definiendo

S = —tan(¢)Tn, + (1 — 0)Xa,,

T = ((2ba, + Cay) tan() — 2ba; 10y — Caytan)Toy
— (bay+as + 2Cay+as — (bay + 2¢4,) tan(¢)) Ty,
—3tan(¢)(1 — 0)Xa, +3(1 — 0)Xo,+a0s

se tiene que hy = RS @ RT. Como (X, [S,T]) = —18sec(¢) # 0, llegamos a una contra-
diccion.
Si ¢ = /2, tenemos que X = X, 14,. Por ser
[Y, Z] = (bay + 2¢a;)Xa; — (2bay + Cay)Xa, + U,

con U € ga,+ay, S€ sigue que b,, = —2c¢,,, asi como que ¢,, = —2b,,. Tomando ahora
S = bayToy + (1 =) Xay y T = ca,Ta, + (1 — 0)X,,, se verifica que by = RS @ RT'. Sin
embargo,

<X7 [SvTD =—6#0,
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lo que impide que se induzca una foliacién polar.
Hemos estudiado ya todos los casos posibles, con lo que concluimos la demostracién del
Teorema. O]

Proposicién 4.11. Los siguientes pares de subdlgebras de g = sl(3,R) inducen foliaciones
equivalentes sobre M = SL(3,R)/SO(3):

(a) h = RTal @ gaQ @ ga1+a2 y h/ - RTQQ @ gal @ ga1+042'
(b> b = R(Tal + 2Ta2) D Bar D Bay+as Y b/ = R<2Ta1 + TOQ) D Ba; D Bay+as-

Demostracion. Empecemos estudiando el par del apartado (a). Sean H, H' < SL(3,R) los
subgrupos conexos de SL(3,R) cuyas dlgebras de Lie son b y b’, respectivamente. Esco-
giendo el elemento

0
0
-1

€ SL(3,R),

O = O
OO =

T
g = Exp (5(1 + 0)Xa1+a2) =

un célculo directo nos indica que Ad(g)(h) = RTu, ® g-a, D 9-—a,—ay- Asi, (00 Ad(g))(h)
coincide con h’. Como H y H' son conexos, esto implica que o(gHg™!) = H'. Si ¢ denota
la accién natural de SL(3,R) sobre M,y s: M — M es la reflexién en I350(3), veremos
que so g, € I(M) lleva las érbitas de H en las de H'.
Dado p = ASO(3) € M y h € H, tenemos que
(50 9g)(h - ASO(3)) = s(ghASO(3)) = 0(ghA)SO(3) = a(ghg™")o(9A)SO(3)
— r(ghg™) - (50 ¢,) (ASO(3)) € H'- (5 05,)(ASO(3),

de donde deducimos que (sopy)(H -p) € H'-(sog,)(p). De modo similar, tomado b’ € H’,
se verifica que

h'-(sopg)(p) =R -s(gASO(3)) = Wa(g)o(A)SO(3) = a(g)a(g 'o(h')g)o(A)SO(3)
= a(gg 'a(h)gA)SO(3) = (s 0 py) (g 'a(h)gASO(3)) € (s 0 @y)(H - p),

con lo que H' - (s0¢,)(p) € (s0y,)(H - p), probando asi la igualdad. Por lo tanto, las
foliaciones del apartado (a) son equivalentes.

Ahora, tratemos las del apartado (b). En este caso, se comprueba de modo inmediato
que Ad(g)(h) = R(2T %, +T0, ) D0, PI—a1—as, con lo que (foAd(g))(h) = b’. Un argumento
idéntico al realizado en el caso anterior nos permite concluir que s o ¢, es una isometria
que lleva la foliacién inducida por § en la inducida por ', como queriamos demostrar. [

Nos queda justificar que los ejemplos (2.1), (2.2) y (2.3) no son equivalentes. Es claro
que una foliacion hiperpolar no puede ser equivalente a una no hiperpolar, asi que el
ultimo ejemplo tiene que ser distinto de los dos primeros. Para comprobar que (2.1) y (2.2)
tampoco son equivalentes, nos bastara comparar la curvatura media de sus orbitas.
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Definicién 4.12. Sea M una variedad de Riemann y M C M una subvariedad regular
de dimensién k. Llamamos vector curvatura media de M al campo de vectores normal
dado por

k
My, =Y (e, e;), peM, (4.3)
i=1
siendo {ey, ..., ex} cualquier base ortonormal de T,(M).

Proposicién 4.13. Consideremos sobre M = SL(3,R)/SO(3) la foliacion inducida por el
subgrupo N (equivalentemente, por la subdlgebra n). Todas las drbitas de la accion de N

son congruentes, y el vector curvatura media de cualquiera de ellas tiene norma constante

wqual a \/lg

Demostracion. En primer lugar, veamos que toda érbita es congruente a la orbita de o =
I5S0(3). Esto es que para cualquier p € M exista una isometria f: M — M tal que
f(N-0)=N-p.

Al ser an = a, el Criterio de Polaridad 3.12 nos garantiza que A-o es una seccién para la
accién de N. Por lo tanto, dada cualquier érbita, esta se puede escribir como N - (a-0) para
cierto elemento a € A. Ademds, dado cualquier elemento a € A, se deduce a partir de que
Ad(a)(n) = n que aNa~! = N. Del Lema 4.2 podemos concluir que a - (N -0) = N - (a - 0)
para todo a € A. De ese modo, si ¢: SL(3, R) ~ M denota la accién natural, tenemos que
para cada a € A, p, es una isometria de M que lleva N -0 en N - (a - 0). Puesto que A - o
es una seccion, esto implica que todas las érbitas son congruentes a N - o, como queriamos
demostrar.

Ahora, calcularemos la norma del vector curvatura media. Puesto que las orbitas son
extrinsecamente homogéneas y congruentes entre si, nos bastard calcular el vector curvatura
media de N -oen p = o.

Recordemos que hay una biyeccion equivariante e isométrica ¢: AN — M dada por
#(g) = g - o, y su diferencial en el neutro es (1 — 6)/2, la proyeccién ortogonal sobre p
(respecto de By). Por lo tanto, pensando en la accion N ~ AN, T.(N - e) se identifica
en a@®n conn, y V(N -e) con a. Recordemos ademds que el producto interior (-,-)an
venia dado por la expresién (2.4). Por lo tanto, una posible base ortonormal de n es la base
ordenada

1 1 1
€1,€2,€35 = _Xa17_Xa27_Xa1 az (>
(0] = { 5o 5w |

mientras que una base ortonormal de a seria

1 1
{ur, us} = {\/—1—2Ta1, E(Tal + 2Ta2)} :
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Llegamos asi a que la curvatura media en e se puede escribir como

3 2
He = Z]I]I €, €;) ZZ (IL(e;, €:), u;) aNw; = ZZ Ve € Uj) ANU,;

=1 j=1 7j=1 =1
2

ZZ (1 —6)[0e;, €], uj)u,

7j=1 =1

NH

A partir de esta formula, un cédlculo directo nos lleva a que

1
He = —7=u + Uz,

V3

que tiene norma \/57 como queriamos demostrar. [

Proposicién 4.14. Sea H < SL(3,R) el subgrupo conexo cuya dlgebra de Lie es h =
RTo, @ 9oy @ 9oy tas- Bl vector curvatura media en o = I3SO(3) de H - o es unitario.

Demostracion. La estrategia es idéntica a la utilizada en la Proposicion 4.13: pasando a
AN mediante la isometria equivariante ¢: AN — M nos es suficiente calcular la curvatura
media en e de H - e C AN. Aqui, vemos que T.(H - e¢) = b, mientras que v.(H - e) se
corresponde con (a ®n) ©ay h = R(T,, + 27,,) ® ga, (aqui, ©4n denota el complemento
ortogonal con respecto a la métrica de AN).

Damos entonces la base ortonormal de h

1 1 1
€1,€2,€35 = _Ta17 _Xa2> _XOél az
{ 1,62 3} { /—12 \/g \/g + }

y la base ortonormal de (a ®n) Sy b

1 1
=< =(T,, +271,,), —=X,, ¢ -
{0} = {0 + 200 o}

Mediante estas bases ortonormales, obtenemos que el vector curvatura media buscado
es

'He:ul.

Este vector tiene norma 1, lo que termina la prueba. O

Corolario 4.15. Las foliaciones inducidas en M = SL(3,R)/SO(3) por las subdlgebras n
ybh=RT,, D goy, P Gay+a, N0 SON equivalentes.

En definitiva, hay tres foliaciones polares distintas en este caso, y son las dadas en la
Proposicién 4.8.
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4.5. Foliaciones de cohomogeneidad 3

Con un procedimiento analogo al utilizado en el apartado anterior, calcularemos todas
las foliaciones polares de cohomogeneidad 3 en M.

Proposicién 4.16. Sea g = sl(3,R). Dada cualquier raiz simple a € A, la subdlgebra
h = 8o @ Garp (siendo [ la otra raiz simple) induce una foliacion polar homogénea de
cohomogeneidad 3 sobre M = SL(3,R)/SO(3). Esta foliacion no es hiperpolar.

Demostracion. En primer lugar, es claro que b es una subdlgebra de dimension 2, pues

[6,0] = [8a © Bat5)8a D Bats] C Barp C b

Asi, al ser h C a @ n, sabemos que esta induce una foliacién homogénea.

Por otro lado, como b, = p, @ Ppass, se deduce que hﬁ = a®pg. Ademads, para cualquier
A € b, vemos que [A, (1-0)Xp] = 5(A)(140) X € €3, lo que implica que [h,, b, | = €3 # 0.
Aparte de eso, se tiene que

[A, (1+0)Xs] = (1 - 0)B(A) X € ps C by,
asi como que
(1= 0)Xps, (1+6)Xg] = (1 - 60)[Xs — 0Xp, X3] = —(1 - 0)[0X3, Xg] €po=a C b,

En consecuencia, [f)pl, [hpL, f),ﬂ] C bpl, de modo que []pL es un triple de Lie. Finalmente,
es claro que €3 es ortogonal a g, @ ga+s, lo que implica que h L [hpL, hpﬂ El Criterio de
Polaridad 3.12 nos permite concluir que § induce una foliacion polar homogénea, que no
es hiperpolar ya que hpL no es abeliano. O

Proposicién 4.17. Sea h C sl(3,R) una subdlgebra de Lie que induce una foliacion polar
homogénea sobre M = SL(3,R)/SO(3) de cohomogeneidad 3. Entonces existe una subdlge-
bra b’ C a @ n de dimension 2 cuyas orbitas forman una foliacion equivalente a la dada

por .

Demostracion. Aplicando el Teorema 4.6, podemos suponer que existe un conjunto de
raices simples ® C A tal que b estd contenida en la subédlgebra de Borel b = t ® ag ® ng,
con t C £N lp. El mismo argumento que empleamos para probar la Proposicién 4.9 nos
permite deducir que ® # A, asi que tiene a lo sumo un elemento.

Si @ = {a;} (el caso ® = {as} se realiza de modo idéntico), obtenemos que

hgb:z@(a@RTal)@QQQ @ga1+a27 Igéal'

Proyectando sobre p, vemos que b, C (aORT,, ) ®Pay B Pa;+ay, con lo que RT,, ®&p,, C by
Completemos {Ty,, (1 — 6)X,, } a una base de b, afnadiendo un elemento de la forma
Y =Y+ (1 —0)(cayXay + CaytasXar+as)s cON Yy € a. Se verifica que

[Tan [Tan Y]] = (1 - 9)(Ca2X042 + ca1+a2X041+a2) € h;_v
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asi que necesariamente este producto es un multiplo de Y. Esto solo es posible si Y; =0 o
[Ton, [Ty, Y]] = 0.

Supongamos primero que Yy = 0, de modo que Y = (1 —0)(cayXay + CartasXag+as)- El
vector T}, 4+ 27, es ortogonal a nuestra base de l‘)pL, asf que Ty, + 27, € b,. Por el mismo
motivo, se sigue que (1 — 6)(Cay+asXas — CasXar+as) € hp. Como la proyeccién ortogonal
de a @ n sobre p es un isomorfismo, esto implica que T}, + 27, V Ca;+asXas — CasXai+as
estan en h,qy,. Por lo tanto, al ser h C b, existen elementos u,v € R tales que

Toq + 2TO¢2 + (1 + 0)(UXO<1)7 Coc1+a2XOcQ - COézXa1+O<2 + (1 + 9>(UX041) € hv

de ese modo, su corchete (3¢a;+as + UCay) Xay + (UCay+as — 3Cas) Xay+a, también pertenece
a h. Ya que b L by, deducimos que

0= <(36a1+a2 + UCOQ)XOQ + (ucal-i—ocz - 30&2)XO¢1+0¢2’ Y) = 6“(032 + Cil—&-ag)'
Por consiguiente, u = 0. Ademads, como b§ L [f)p{ bpi],
0= <3CO¢1+0¢2X042 - 3Ca2XOé1+012’ [Tal’ Y]> = _360a20a1+042'

Esto significa que ¢4, 0 Coy4a, S€ anula, asi que o bien hpL = RT,, ® Pa, P Paytay, O bien
l‘)pl = RT,, @ pa, D Pa,- Sin embargo, ninguno de estos subespacios es un triple de Lie,
debido a las siguientes igualdades:

[Ta17 [(1 - G)Xau (1 - 9>X041+6¥2H = - (1 - G)XOQ ¢ RTM D Pay D Pai+azs
[TOtl? [(1 - e)Xoén (1 - Q)XOQH - (1 - 9)X0q+012 g_ﬁ RTOél S pal D paz‘

Asi, la suposicién de que Y, = 0 nos lleva a una contradiccion.

Pongamos entonces que Y, # 0. Entonces, [T,,, [T,,, Y]] =0, asi que ¢4y = Caytas = 0.
Deducimos de aqui que pr =a®Pa, ¥V Dasn = Gas D ay+a,- Esta tltima igualdad nos
garantiza la existencia de elementos y, z € R tales que Xo, + (1 + 0)(yXa,) ¥ Xaytas +
(14 60)(2Xa,+a,) Pertenecen a h. En consecuencia, para cualquier A € a C by,

0= <X042 + (1 + 9)(yXa1>’ [A7 (1 - Q)Xﬂél]> = 12ya1(/4)7

con lo que y = 0 (pues podemos escoger A de modo que a;(A) # 0). Anédlogamente se
comprueba que z = 0, y llegamos a que

Yas S¥ Jo+a g [) g EOél D Jas S Jai+az-

Por cuestiones de dimensién, b tiene que ser una de esas dos subdlgebras. Nos llega ver que
h = %4, D 9o, D Fa,+a, N0 induce una foliacién polar homogénea. Basta tomar cualquier
A € a y observar que

(1+0)X,,,[A, (1 —0)X,]) = 1204 (A).

Como podemos encontrar A de modo que a;(A) # 0, vemos que €, ® Go, D Gay+ay 1O €S

ortogonal a | pL, pr], impidiendo que se induzca una foliacién polar homogénea.
Concluimos que, si ® = {ay}, entonces necesariamente b = ga, @ ga,+a, C A D 0.
Finalmente, observemos que el caso ® = () nos lleva directamente a que h C a®n, como

queriamos demostrar. O
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Teorema 4.18. Supongamos que h C a & n es una subdlgebra de Lie bidimensional de
sl(3,R) cuyo subgrupo conezxo asociado induce una foliacidn polar homogénea de cohomo-
geneidad tres. Entonces, b es necesariamente una de las subdlgebras que aparecen en la
Proposicion 4.16.

Demostracion. Sea h una subalgebra en las condiciones del enunciado. Estudiaremos todas
las situaciones en las que se puede encontrar segin la dimensién de h N a.

Caso 1: dimbh Na = 2, de manera que h = a. Aqui, f)pL = Pa; D Pay D Pay+as, que NO €S
un triple de Lie, pues

[(1 - H)Xan [(1 - Q)Xaw (1 - G)Xa1+a2]] = 2Ta1 ¢ hﬁ_

Asi, h = a no cumple las propiedades buscadas.

Caso 2: dimhnNa = 1. Sea A = uT,, + vT,, un generador de h N a, y completamos
{A} a una base de h anadiendo un vector Y =Y, + ca, Yo, + Ca Yoo + Caytan Yoy +as, Siendo
Y, =u'T,, +v'T,, € a. Fijémonos que alguno de los ¢, tiene que ser no nulo, ya que h # a.
Demostraremos en primer lugar que ¢4, +a, 7 0.

Supongamos por reduccion al absurdo que ¢4, +q, = 0, de modo que podemos escribir
Y =Y, + cos(¢)Y,, + sin(¢)Ya, para cierto ¢ € [0, 7).

Si la proyeccién ortogonal de h sobre a es a, entonces A e Y, no son paralelos, lo que se
traduce en que uv’ — vu’ # 0. Una base de bpl viene dada por los vectores

Zy = (1 - H)Xaﬁ-aw
Zy = (u—2v) cos(¢)Tn, + (2u — v) cos(¢) T, + 3(vu' — wt')(1 — 0)X,,,
Z3 = (u—20)sin(@)T,, + (2u — v) sin(P) T, + 3(ve' — uwv')(1 — ) X,,.

Tenemos en este caso que

0 =Y, [Z1, Z5]) = —18sin(¢)(vu' — uv’),
0= (Y, [Z1, Z5]) = 18 cos(¢) (vu' — uv").

Por lo tanto, sin(¢) = cos(¢) = 0, que es una contradiccion.
Si la proyeccion ortogonal de f sobre a es unidimensional, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que Y, = 0. Aqui, obtenemos que

pr = R((QU - U’)Tal + (U - 2U)Ta2) D R(l - 0) (COS(¢)Xa2 - Sin(¢)Xa1> D Paj+as-
Sin embargo, no se induce una foliaciéon polar, puesto que
<Yv, [(1 - 0) (COS(¢)Xa2 - Sin(¢)Xoe1)> (1 - Q)Xaﬁ-o&]) =—6 7£ 0.

Como ambos casos nos llevan a una contradiccion, concluimos que ¢4, 14, 7 0. Por lo
tanto, podemos asumir que c,, a0, = 1. Ademads, h es una subalgebra, asi que el siguiente
vector pertenece a b:

[AY] = o, (2u — 0) Xy, + Cay (20 — u) X, + (U4 )Xoy 1an-
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Escribiendo entonces [A, Y] = pA + ¢Y, se debe satisfacer que
[A,Y] = (pu+ qu') T, + (pv + qU' ) Tay + qCay Xay + @CarXay + Xy 1o

y por lo tanto ¢ = uw + v. Igualando ahora componentes en g,, v ga,, deducimos que
Coy(U—20) =0y Co,(v—2u) =0.

Caso 2.1: u = 2v (el caso v = 2u se realiza de modo idéntico). Como u # 0, esto
implica que ¢,, = 0. Ademaés, podemos suponer que u = 1, llegando a que A = 2T, +T,,,
Y =u'T,, +V'Th, + oy Xa, + Xayta,- Fijémonos en que la proyeccién ortogonal de b sobre
a debe tener como minimo dimensién 1.

Si la proyeccion de b sobre a tiene dimension 2, entonces v’ # 2v’. Asi, una base de f)pl
viene dada mediante

Z1 - (1 - G)XOQ,
Zy="Tp, + (U —20")(1 — 0) X0, 10,
Z3 = Coy Ty + (1 — 20" ) (1 — 0) X,

No obstante, (Y, [Z1, Z3]) = —6(u’ — 20") # 0, asi que h no es ortogonal a [h;ﬁ7 f)pl]
Si la proyeccion de b sobre a tiene dimension 1, podemos suponer tras hacer operaciones
elementales que ' = v' = 0. En tal caso, vemos que

hpL = RTo, ®R(1 — 0)(Xa, — Cay Xai+as) S Pas-
No obstante, para que pr sea un triple de Lie, se tiene que cumplir en particular que
0= <Y7 [(1 - Q)XOQ? [(1 - Q)(qu - CalXa1+a2)7Ta2]]> = _6(1 + 021)7

lo cual es imposible.

Caso 2.2: u # 2v y v # 2u. En este caso, necesariamente c¢,, = ¢,, = 0, con lo
que Y = u'Ty, + v'To, + Xaytap- Aqui, obtenemos que po, @ po, € by . Sin embargo,
(Y,[(1-0)Xa,,(1—0)X,,]) =6 # 0, impidiendo que b L [b;, by ].

En definitiva, si hNa tiene dimension 1, h nunca induce una foliaciéon polar homogénea.

Caso 3: hNa = 0. En particular, la proyeccion ortogonal de h sobre n es una aplicacién
lineal inyectiva.

Caso 3.1: La proyeccién ortogonal de b sobre a es a, de modo que h Nn = 0. En tal
caso, podemos dar una base de b con elementos de la forma

X =To, + Cay Xoy + CaryXay + Cartaz Xart+ass
Y = TOA2 + dalXOtl + da2XOé2 + da1+a2Xa1+a2'

En consecuencia, deducimos que

0= [X, Y] = (Coq + 2d0¢1)X011 - (26042 + da2)Xa2

+ (Carday + daytas = Cartas = Carlay ) Xaytas-
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Esto significa que co, = —2dq,, doy, = —2Cay ¥ Cattas = 3Casda; + day+a,- En este caso,
una base de ijL viene dada por los vectores

7y = Cay T, + (1 —0)X,,,
Z2 - = (2ca2da1 + da1+a2)Ta1 - (Ca2dal + dal-l—az)TaQ + (1 - Q)Xaﬁ-ocm
Zy = do, T, + (1 — 0)Xa,.

La polaridad de la accién implica que 0 = (X, [Z1, Z3]) = —6da,tay, asi que doy 10, = 0.
Hecho esto, vemos que también debe ser 0 = (Y, [Z}, Z5]) = —6d,,, asi que d,, = 0. Més
aun, también se anula el producto escalar (Y, [Z3, Z3]) = 12¢,,, con lo que ¢,, = 0. Estas
identidades nos llevan a que X = T,,,, contradiciendo que h Na = 0.

Caso 3.2: La proyeccion ortogonal de h sobre a tiene dimensién 1. Podemos construir
una base de h con

X =uTy, + 0710, + oy Xay + CanXay T Cartaz Xag+as
Y = dalXOél + dazXOéQ + dal+a2Xa1+a2‘

Por consiguiente,
(X, Y] = da, (2u — v) Xoy + day (20 — 1) X, + (Cayday + day 0y (U + V) = Cayday ) Xay4ar €
es un miultiplo de Y. En particular, el siguiente determinante se debe anular:

day Qo _
Aoy (2u —v) doy, (20 —uw) | 3o, oo, (1 = v).
Caso 3.2.1: u = v. Como hNa # 0, necesariamente u # 0. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que u = 1.
Si ds, # 0, los siguientes vectores forman una base de [’J#‘:

Z1 =T, —T,,,

Zy = (Caydoy — Canlay ) Toy + 2(Cayday — Canday )T,
+3da, (1 —0) X, — 3da, (1 —0)X,,,

Z3 = (Caydaytas — Cartasdar)Tos + 2(Cordaytar — Caytas@ar )Ty
— 3day1ray(1 —0)Xa, +3da, (1 — 0)Xo, 4an-

Por ser b L [b;, by ], debe verificarse que 0 = (Y, [Zy, Zs]) = —54dq,da;4a,, con lo que
doy+a, = 0. Por lo tanto, también debe valer cero el producto (Y, [Z1, Zs]) = —108d,,d.,,
de modo que d,, = 0. No obstante, tenemos que (Y, [Z,, Z3]) = —54d3 # 0, lo que nos
lleva a una contradiccion.

Supongamos ahora que d,, = 0, con lo que para cierto ¢ € [0,7), se tiene que Y =
cos(¢) X, + sin(¢)Xa, +a,- Entonces podemos construir una base de b, a partir de los
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elementos

Zy =Ty — Ta,,

Zy = Coy Ty + 2¢0, Ty — 3(1 — 0) X4y,

Z3 = (Ca1+az COS((b) — Cay Sin(¢>)Ta1 + 2(Ca1+a2 COS(¢) — Cay Sin(¢>)Ta2
+ 3sin(¢) (1 — 0)Xa, —3cos()(1 — 0) X o, 1ay-

La polaridad de la accién implica que 0 = (X, [Z;, Z5]) = —b4dc,,, con lo que ¢,, = 0. Por
otro lado, tenemos que los nimeros (Y, [Zs, Z3]) = b4 cos(2¢) y (Y, [Z1, Z5]) = —27sin(2¢)
se deben anular simultaneamente, hecho que es imposible.

Caso 3.2.2: d,, = 0 (el caso d,, = 0 se estudiaria de modo andlogo). Podemos asumir
que existe un ¢ € [0, 7) verificando que Y = cos(¢) X, + sSin(@) Xa; 1as-

Si v # 0, entonces una base de f)pL se obtiene a partir de los vectores

Zy = (2v—u)T,, + (v —2u)T,,,

Zo = Coy Ty + 2C0, Ty — 30(1 — 0) X,

Z3 = (Caytas COS(0) — Ca, SIN(0))Tw, + 2(Caytay COS(¢) — Ca, sin()) Ty,
+ 3vsin(¢)(1 — 0) X,, — 3vcos()(1 — 0)Xo, +as-

Al ser b L [b,, by, tenemos que 0 = (X, [Zy, Zs]) = —54cq,v?, de donde ¢,, = 0. Por otro
lado, (Y, [Zy, Z3]) = 5dv? cos(2¢) y (Y, [Z1, Z3]) = —2Tv? sin(2¢) deben anularse, lo cual no
es posible.

Supongamos que v = 0. Entonces u # 0, de modo que asumimos que v = 1. Por
consiguiente, X = To, + o, Xa; + CasXay + CartasXajtas- Observemos que [X,Y] =
—¢08(¢) Xa, + (sin(¢) + ¢4, c0s(¢)) Xa,+a, debe ser un miltiplo de Y.

Si ¢ = 7/2, deducimos que Y = X, 14,. Construimos entonces una base de hpL con

Zy =T, +21,,,
Zy = CoyTo, —2(1 — 0)X,,,
Zg = CQQTal — 2(1 — Q)XQQ.

No obstante, tenemos que (Y, [Z5, Zs]) = 24 # 0, contradiciendo que b L [by, by ].
Si ¢ # m/2, entonces cos(¢) # 0. En consecuencia [X,Y] = =Y, de donde deducimos
que ¢, = —2tan(¢). Obtenemos una base de f)pL mediante los elementos

Zy = Tog + 2To¢27

Zy = Sin(¢)Ta1 + COS(¢)(1 - Q)Xau

Z3 = (Cay+az €08(@) — Cay 8In(@))Ta, + 2sin(¢)(1 — 0) X, — 2c0s(P)(1 — 0)Xa,+a,-
Sin embargo, (Y, [Zs, Z3]) = —12cos(¢) # 0, con lo que h no es ortogonal a [hpﬂ bj]

Caso 3.3: La proyeccion ortogonal de b sobre a es nula, lo que significa que h C n. En
el caso 2.2 de la demostracién del Teorema 4.10, habifamos demostrado implicitamente que
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toda subdlgebra bidimensional de n contiene a X, 14,. Por consiguiente, podemos dar una
base de h Nn con vectores de la forma

X = cos(¢)Xq, + sin(¢) Xa,,
Y = Xoitas-

Por lo tanto, by = a ® R(—sin(¢)(1 — 0)X,, + cos(¢)(1 — 0)X,,). Como b L [b,, b, ], se
deduce que

0= (X, [T,,,—sin(¢)(1 —0)X,, + cos(¢)(1 — 0)X,,]) = —18 cos(¢) sin(¢),

de modo que o bien cos(¢) = 0 o bien sin(¢) = 0. Esto nos lleva a que h = ga, B Gay+as
09 = ga, P Fa,+a, respectivamente, que son precisamente las subdlgebras dadas en la
Proposicién 4.16.

Ya hemos explorado todas las situaciones que se podian dar, y concluimos la veracidad
de este resultado. ]

Proposicién 4.19. Las subdlgebras de g = s[(3,R) b = go, D Gartas ¥ 0 = Gas D Joy+an
inducen foliaciones polares homogéneas equivalentes sobre M = SL(3,R)/SO(3).

Demostracion. Basta considerar el elemento

0
g =Exp (ga + 0)Xa1+a2> = o € SL(3,R),

—1

O = O
OO =

Tenemos que (0o Ad(g))(h) = b, asi que si H y H' son los subgrupos conexos de SL(3,R)
con dlgebras de Lie h y b respectivamente, se cumple que o(gHg™') = H’. El mismo
razonamiento que empleamos para probar la Proposicion 4.11 nos permite concluir de la
igualdad anterior que las foliaciones inducidas por H y H’ son equivalentes. ]

Concluimos entonces que en M = SL(3,R)/SO(3) hay una unica foliacién polar ho-
mogénea de cohomogeneidad tres modulo equivalencia de érbitas, y es la inducida por la
subalgebra b = go, D 9oy +as-

4.6. Foliaciones de cohomogeneidad 4. Conclusion

En este apartado, daremos una justificacién breve de la inexistencia de foliaciones po-
lares homogéneas de cohomogeneidad 4 en nuestro espacio de estudio. Para ello, nos ba-

saremos en el concepto de indice para un espacio simétrico, el cual fue introducido por
Onishchik en 1980.

Definicién 4.20. Sea M un espacio simétrico; se define el indice de M como la codi-
mension minima que puede tener una subvariedad conexa y totalmente geodésica de M.
Denotaremos con i(M) a este nimero.
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En [5], se demuestra la Conjetura del Indice para Espacios Simétricos, que permite
calcular el indice de espacios simétricos indescomponibles. Este resultado generaliza el
conocido Teorema de Iwahori, el cual afirma que un espacio simétrico indescomponible
admite hipersuperficies totalmente geodésicas si y solamente si tiene curvatura seccional
constante [3, Teorema 11.1.6]. Recurriendo a [5, Tabla 1], tenemos que el indice del espacio
M =SL(3,R)/SO(3) es 2.

Observemos que encontrar una foliacion polar homogénea de cohomogeneidad cuatro
sobre M = SL(3,R)/SO(3) implicaria hallar una hipersuperficie totalmente geodésica de M
(cualquier seccién de la foliacién nos proporcionaria un ejemplo de estas), contradiciendo
que el indice esta variedad sea 2. En consecuencia, deducimos que M no admite foliaciones
polares homogéneas de cohomogeneidad cuatro.

Esto termina el estudio del espacio simétrico M = SL(3,R)/SO(3). Reuniendo lo vis-
to en todos estos apartados, obtenemos la clasificacion de todas las foliaciones polares
homogéneas en M:

Teorema Principal. Sea F una foliacion polar homogénea sobre el espacio simétrico de
tipo no compacto M = SL(3,R)/SO(3). Entonces F es equivalente a la foliacion inducida
por una, y solamente una, de las siguientes subdlgebras de g = sl(3,R):

(1.1) h = by, = (a© L) ®n, donde { es una recta vectorial en a (mddulo la isometria
s:a—a).
(1.2) h =a® g} = a® ga, D as+as-
(2.1) h =RH,, ® 0oy =RHy, @ gy, © aytas-
(2.2) h=n=ga; © Gy © Gay-+as-
(2.3) b = Aoy} @ Nyayy = R(Ha, + 2Ho,) B Gay B Goy 40
(3) B =1a1} = oz D Ban s

Ademas, F es hiperpolar si y solamente si es equivalente a la inducida por una de las
siguientes subdlgebras: (1.1), (1.2), (2.1) y (2.2).
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