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Resumo

A mecanica xeométrica é a rama da fisica matematica que estuda a mecanica clasica
dende o punto de vista da xeometria. Nos ultimos anos xurdiu un gran interese por describir
conceptos como a disipacion e irreversibilidade dos sistemas dindamicos. Comprobouse que
a xeometria de contacto é un marco tedrico adecuado para estudar este tipo de sistemas.

O obxectivo principal deste traballo é estudar a dinamica nos sistemas de contacto.
Revisaremos as principais caracteristicas da dinamica simpléctica para poder xeneralizalas
despois ao caso de contacto. Faremos unha descricion hamiltoniana e lagrangiana de ditos
sistemas, presentando asi esta xeometria de contacto como unha candidata natural para
describir sistemas disipativos e non disipativos.

Por ultimo, veremos como a dinamica de contacto obtida mediante o principio variacio-
nal de Herglotz pode describirse como un sistema lagrangiano non holonémico, dependendo
dunha variable disipativa e cunha elecciéon adecuada de ligadura.

Abstract

Geometric Mechanics is the branch of the mathematical physics that studies Classical
Mechanics from the point of view of geometry. In the last years there has been a great
interest in describing terms such as the dissipation and irreversibility of dynamical systems.
It was found that contact geometry is a suitable theoretical framework to study this type
of systems.

The main purpose of this work is to study the dynamics of contact systems. We will
review the main characteristics of symplectic dynamics to be able to generalize them later
to the contact case. We will make a Hamiltonian and Lagrangian description of contact
systems, showing how this geometry is a natural candidate to describe dissipative and
non-dissipative systems.

Finally, we will see how the contact dynamics obtained by Herglotz’s variational prin-
ciple can be described as a non-holonomic Lagrangian system depending on a dissipative
variable with an adequate choice of one constraint.






Introducion

Dende tempos antigos, o estudo dos sistemas dinamicos tivo unha gran repercusion
nalgunhas ramas das matematicas, a fisica e a enxeneria. Ata a segunda metade do século
XX, os principais avances neste campo de estudo estaban baseados en métodos numéricos e
analiticos. Sen embargo, sobre os anos 60 xa se comezaron a usar métodos mais modernos en
xeometria diferencial co propdsito de estudar sistemas fisicos. Pode verse, por exemplo, nos
traballos de C. Godbillon [9], de W. M. Tulczyjew [28],[29],[30] ou nos de A. Lichnerowicz
[24], entre outros.

Esta xeometrizacion dos sistemas fisicos proporciona unha correspondencia entre con-
ceptos fisicos e obxectos xeométricos intrinsecamente ben definidos. Por exemplo, as ecua-
ciéns diferenciais que definen un sistema fisico poden ser pensadas como campos de vectores
na variedade de fases do sistema, as simetrias poden identificarse con acciéns de grupos
de Lie, e as ligaduras que restrinxen un sistema fisico definen subvariedades no espazo de
fases. Ademais, estes conceptos fisicos non dependen das coordenadas, o que xustifica que
a formulacién xeométrica das teorias fisicas sexa independente do sistema de coordenadas
a considerar.

A formulacién hamiltoniana da mecanica clasica é unha ferramenta de gran utilidade
na descricion de sistemas mecanicos debido as stas salientabeis propiedades xeométricas, e
ademais proporciona unha forma natural de estender a teoria clasica ao contexto cuantico.
Hoxe en dia, é ben coniecido que o marco xeométrico natural para os sistemas hamiltonianos
auténomos é a xeometria simpléctica, mentres que para a descricién dos sistemas non
auténomos faise uso da denominada xeometria cosimpléctica. Un resultado interesante en
ambos marcos xeométricos é o teorema de Darboux (véxase [1]).

Sen embargo, esta formulacién describe exclusivamente sistemas illados cunha dinamica
reversible, en contraste coa realidade, onde nos atopamos constantemente con sistemas que
estan en interaccion cun entorno que introduce os fenémenos de disipacién e irreversibili-
dade. Polo tanto, unha cuestion interesante seria preguntarnos se é posible construir unha
nova teoria na mecdnica que tena en conta todas as vantaxes do formalismo hamiltoniano e
ademais considere os efectos do medio ambiente no sistema. A resposta danola a xeometria
de contacto.

Nos tltimos anos houbo un aumento de interese polo estudo dun marco xeométrico para
describir sistemas con disipaciéon. Unha ferramenta especialmente 1til é esta xeometria de
contacto, que xorde de maneira natural para describir sistemas dindmicos non conservati-
vos, tanto hamiltonianos como lagrangianos. Esta xeometria resultou de gran utilidade en
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8 Introducién

moitas areas diferentes como en termodindmica [25], mecédnica cudntica, teorfa de circuitos,
teoria de control, etc, co propédsito de describir varios tipos de sistemas fisicos.

Neste traballo centrarémonos principalmente nos sistemas mecanicos con disipacion.
Ainda que a xeometria de contacto se aplicou inicialmente para dar unha descricién de
tipo hamiltoniano para estes sistemas, recentemente tamén se fixeron estudos para o caso
lagrangiano. E interesante sinalar que a primeira formulacién lagrangiana de sistemas de
contacto foi introducida por Gustav Herglotz, ao redor de 1930 (véxase [13]), dende unha
perspectiva variacional.

Unha das vantaxes desta mecédnica hamiltoniana de contacto é que inclie dentro dun
mesmo formalismo tanto aos sistemas disipativos coma aos non disipativos. Por outro lado,
en [17] preséntase un modelo mais xeral, inspirado na formulacién cosimpléctica de sistemas
mecanicos non auténomos.

Este traballo consta de 5 capitulos.

= Capitulo 1. Formalismo simpléctico.

Revisamos os principais aspectos da mecanica non disipativa. Describiremos breve-
mente o formalismo hamiltoniano e lagrangiano en variedades simplécticas, recor-
dando as stas principais estruturas xeométricas. Logo introduciremos o denominado
operador de Fuler-Lagrange asociado a unha funcién lagrangiana, que é unha ferra-
menta de gran interese na mecanica lagrangiana xeométrica, co fin de proporcionar
unha forma alternativa de escritura das ecuaciéns de Euler-Lagrange en termos des-
te operador. Con este marco, plantéxase o problema variacional para un sistema
dindmico non holonémico con ligaduras, isto é, con restricions nas velocidades.

Para rematar, veremos a xeometria que subxace aos sistemas dinamicos non auténo-
mos sen disipacién co propédsito de dar as stas ecuacions de movemento en termos
das curvas integrais dun campo de vectores en particular. Para entendelo con mais
claridade, ilustrarémolo cun exemplo.

Este capitulo apdiase en [1],[3],[5],[10],[20],[23] para desenvolver os seus contidos.

s Capitulo 2. Formalismo hamiltoniano de contacto.

Neste capitulo estudamos os sistemas de contacto. Introduciremos as nociéns mais
importantes da xeometria de contacto, definindo asi os conceptos de variedade de con-
tacto, campo de vectores de Reeb e enunciando o teorema de Darboux para este tipo
de variedades. Con este fondo xeométrico, definimos a nocién de sistema hamiltonia-
no de contacto e escribiremos as ecuaciéns de movemento ou ecuaciéns de Hamilton
de contacto en termos das curvas integrais do campo de vectores hamiltoniano. Ve-
remos como no caso particular dos sistemas mecanicos non se ten a conservacién da
enerxia.

Por ultimo introducimos as simetrias e cantidades disipadas de forma xeométrica.
Definimos diferentes tipos de simetrias para sistemas hamiltonianos de contacto (as
denominadas simetrias dindmicas e de contacto), dependendo da estrutura que se
preserve, e establecemos relacions entre elas. Veremos que hai diferenzas significativas
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con respecto aos sistemas simplécticos, e enunciaremos un ”teorema de disipacion”
analogo ao teorema de conservacion dos sistemas conservativos.

As principais referencias para este capitulo son [4],[8],[14],[15].

= Capitulo 3. Formalismo lagrangiano de contacto.

Neste capitulo estudamos os sistemas lagrangianos de contacto. Introducimos os SO-
DES (ecuaciéns diferenciais de segunda orde) na variedade T'Q) x R e describimos
brevemente a aproximacion variacional de Herglotz para obter as sias ecuaciéns de
contacto. A continuacién realizamos unha descricién xeométrica dos sistemas lagran-
gianos de contacto como un caso particular de sistema hamiltoniano de contacto para
chegar as mesmas ecuacions que Herglotz. Exponemos un caso particular de lagran-
giano de contacto cun termo de disipaciéon holonémica. Por iltimo, trasladamos as
diferentes nocions de simetrias definidas no capitulo 2 ao caso do sistema de contacto
(TQ x R,ng, Er) para unha funcién lagrangiana £, e veremos as relaciéns que hai
entre cantidades disipadas e conservadas con ditas simetrias.

As principais referencias estan en [8],[14].

= Capitulo 4. Exemplos.

Facendo uso da formulacion xeométrica de contacto dos capitulos 2 e 3, analizaremos
algins exemplos conecidos de sistemas dindmicos disipativos, como son o oscilador
armoénico amortecido, o movemento dun obxecto nun campo gravitacional constante
con friccion e a ecuacién do paracaidas. En vista de traballar con ambos formalismos,
nalgins exemplos daremos a sta descricion hamiltoniana e noutros a lagrangiana.

Os exemplos deste capitulo podémolos ver tamén en [8].

= Capitulo 5. Ecuaciéns de Herglotz en sistemas lagrangianos con ligaduras.

Sen facer uso do principio variacional de Herglotz, obtemos as ecuaciéns de contacto
como un sistema lagrangiano con ligaduras non holonémicas nunha variedade pre-
simpléctica, cunha variable disipativa s. Veremos como a dindmica e as ecuacions
diferenciais que definen as traxectorias do sistema son as mesmas que as que obtive-
mos mediante o formalismo de contacto.

As ferramentas que utilizaremos neste capitulo son resultados de xeometria pre-
simpléctica (ver [17],[20]) e o operador de Euler-Lagrange que introducimos no capitu-
lo 1. Esta aproximacion permitenos facer unha clara distincién entre sistemas onde as
ligaduras son unicamente s = L ou sistemas onde temos ademais ligaduras adicionais.

Apoiarémonos principalmente en [1],[18] para desenvolver os contidos.

Todas as variedades que imos considerar neste traballo son reais, de clase C*° e segundo
numerables. Todas as funciéns supénense diferenciables e as formas diferenciables de rango
constante.

Para finalizar, quixera deixar constancia do meu agradecemento ao profesor de inves-
tigacién do ICMAT Manuel de Leén Rodriguez pola sia activa colaboracién en diversos
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temas tratados neste traballo, asi como a Modesto Salgado polo seu apoio continuo na
realizacion do mesmo.



Capitulo 1

Formalismo simpléctico

As ecuaciéns de Hamilton e as de Euler-Lagrange, que son sistemas de ecuacions di-
ferenciais ordinarias, xogan un papel fundamental na descricion xeométrica de sistemas
fisicos na mecanica clasica, en particular dos sistemas dinamicos. Neste capitulo revisa-
remos as principais caracteristicas da xeometria simpléctica, que é o marco natural para
a descricion de sistemas conservativos. Veremos tanto o formalismo hamiltoniano coma
o lagrangiano e introduciremos conceptos como o operador de Euler-Lagrange, co fin de
proporcionar unha forma alternativa para escribir as ecuaciéns de movemento. Recorda-
remos o problema variacional non holonémico e para finalizar, daremos brevemente unha
descricion xeométrica para sistemas que dependen do tempo.

1.1. Sistemas hamiltonianos simplécticos

Nesta seccién recordamos a descricion hamiltoniana en sistemas dindmicos auténomos,
que como sabemos, desenvélvese nas variedades simplécticas.

Sexa M unha variedade diferenciable de dimension 2n. Unha variedade simpléctica é un
par (M,w) onde w é unha 2-forma pechada, dw = 0, e non dexenerada, w™ # 0.

Como consecuencia do caracter non dexenerado de w tense o seguinte isomorfismo de
C*°(M)—mbdulos

b: X(M) — QYM)
X — b(X)=w(X, -)=ixw,
onde X(M) denota o conxunto de campos de vectores en M e Q'(M) o conxunto de 1-
formas diferenciables en M.

Consideremos H : M — R unha funcién hamiltoniana. Definese o campo de vectores
hamiltoniano Xy € X(M) mediante a denominada ecuacién xeométrica simpléctica

Para ver a sia expresién en coordenadas temos o seguinte resultado de gran interese en
xeometria simpléctica.

11



12 1 Formalismo simpléctico

Teorema 1.1 (de Darboux). Dada (M,w) unha variedade simpléctica, para cada punto
p € M existe unha carta local

(U’ (qz7pl)) 3 1= ]-,---,n

onde U € un entorno aberto de p en M con coordenadas (¢, p;) e tal que

wlu :qui/\dpi. (1.2)

i=1
Observacion 1.2. De agora en adiante enténdese a suma de indices repetidos cruzados.

Das ecuacidns (1.1) e (1.2) obtemos a expresién local do campo de vectores hamiltoniano
Xpg=—7F—7F7—— — —. (1.3)

Se consideramos o caso dun sistema mecanico de particulas, as curvas integrais de
Xy son as que nos proporcionan a dindmica do sistema, e habitualmente, as coordenadas
canénicas (¢, p;) corresponden coas posiciéns e momentos xeneralizados de dito sistema.

Sexa v(t) = (¢'(t),p:(t)) unha curva integral de X, logo de (1.3) dedicese que 7y
é solucién das ecuacions do movemento ou ecuacions de Hamailton

d¢¢ O0H dp; oOH

= o

_ dpi oM —1....n. 1.4
i o @ T Tag c Tt (14

A tripla (M, w, H) denominaselle sisterna hamiltoniano simpléctico.

Observacion 1.3. En xeral, na Mecédnica Clésica, o espazo de fases é o fibrado cotanxente
T*(Q) da variedade de configuracion @, provista da sua forma simpléctica candnica, que se
constrie da seguinte maneira:

1-forma de Liouville Definese a I-forma de Liowville § € Q'(T*Q) como

0 (aq) (Xaq) = Qq (ﬂ—* (a'I) (Xaq)> )

onde oy € T*Q, X,, € To, (T7Q) € (1g), (o) : Tu, (T*Q) — T,Q denota a diferencial da
proxeccién canénica mg : 7@ — () no punto a.
Considerando as coordenadas canénicas (¢*, p;) en T*Q, onde

i i 0 ,
o) =0, plog) = (7], ) i Loon

tense que localmente

0 = pidq" . (1.5)
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Forma simpléctica A partir desta 6 definese a forma simpléctica candénica w € Q*(T*Q)
como

w = —db,

cuxa expresion local é '
w =dq" N dp;. (1.6)

dF
Observacion 1.4. Vexamos agora a evolucion temporal o dunha funcién diferenciable

arbitraria F' € C*°(M) ao longo das curvas integrais do campo de vectores hamiltoniano
Xy en termos do corchete de Poisson (ver [20]).

Dado x € M, se ¢, : I C R — M é curva integral de Xy con ¢,(0) = x, entén para
calquera ty € I tense

% , (10 02) = (¢a), (to) (% to) (F) = Xp (¢ (t0)) (F).
Polo tanto,
dF '
i Xu(F)=dF(Xy) =ix,w (Xg) = w(Xp, Xg) = {F, H}4i ), (1.7)

onde {F, H} i ) denota o corchete de Poisson das funciéns F' e H con respecto as coor-
denadas (q¢*, p;).
A expresién local do corchete de Poisson

- 8_F(9H B OF OH
) T 0q* Op;  Op; 0¢°

{F,H}q (1.8)
dedtcese de (1.2) e de (1.3).

Recordemos que unha funcién F' € C°(M) dise que é unha constante do movemen-
to, integral primeira ou cantidade conservada correspondente a un sistema hamiltoniano
(M,w, H) se F' é constante ao longo das curvas integrais de X . E dicir, como consecuencia
de (1.7) equivale a escribir {F, H} = 0.

Desta forma, de (1.7) e (1.8) dedtcese que a funciéon H é constante ao longo das curvas

integrais de Xy

dH
E:XH(H):{HvH}:Ov

e no caso en que (M,w, H) sexa un sistema mecanico, onde H representa a enerxia, a
expresion anterior representa a conservacion de dita enerxia ao longo do tempo.

1.2. SODES

Antes de adentrarnos no formalismo lagrangiano simpléctico, veremos brevemente o
que son os SODES ou ecuaciéns diferenciais de segunda orde sobre o fibrado tanxente 7'Q)
dunha variedade diferenciable () de dimension n.
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Consideremos as coordenadas canénicas (¢*, v*) en T'Q. Isto é, dado un punto v, € TQ,
tense

¢'(vg) = ¢'(q), v'(vg) =da'(q)(v), i=1,...m
Definicién 1.5. Sexa I' un campo de vectores en T'Q). Dise que I' € X(T'Q)) é un SODE
se toda curva integral a de I' é o levantamento tanxente da sta curva proxeccion « : I C

R — Q. Isto é,
a(t) = a(t),

tal que 7¢ (a(t)) = a(t) con 7 : TQ — @ a proxeccién canénica.
Vexamos a expresion local dun SODE T'. Sexa
I'=Aq',v")

0 0
iy Fz(qz’ UZ)_
e consideremos ,
dq’

o v
at) = (4. 221 )

unha curva integral de T, onde a(t) = (¢*(t)) é unha curva en Q.
Por un lado, tense

S

_ . 0 P~ 0
r (Oé(t)) =A (Oé(t)) 8(]’ a() + I (Oé(t)) avi a(t)
e por ser a(t) curva integral de I,
o dg') D d*q| 0
(a() =at) = dt 1e0qtlawy — dit? 1tovt lae

Logo,

i

At @) = | <o @),

Agora, consideremos un punto v, € T'Q) tal que a(0) = v,, entén

A’ (vg) = AT(@(0)) = v" (@(0)) =" (vg) ,

é dicir, ' 4
A'=v", i=1,...,n.
Ademais i 2y
. . ) q’ q"
I @) =T (¢ (), =] ) =
@) =1 (0.5 | ) = 5|,
Desta forma, a expresién local dun SODE T' € X(T'Q) ¢
0 -0
— 4T —
! g o’
e a curva a(t) = (¢'(t)) queda determinada polo seguinte sistema de ecuaciéns diferenciais
de segunda orde .
B d2qz
t) At s

I' =

A
F’(QJ(t),d—qt
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1.3. Sistemas lagrangianos simplécticos

Unha vez introducidos os SODES, nesta secciéon veremos unha serie de ferramentas
xeométricas que interviran na descricion lagrangiana simpléctica, e que poderemos estender
posteriormente de maneira natural ao caso de sistemas lagrangianos de contacto.

Campo de vectores de Liouville Dado un punto v, € TQ, sexa o, (t) = e'v, unha
curva en 7'Q tal que a,,(0) = v,. Definese o campo de vectores de Liouville A € X(T'Q)
como

A () = i, (0) = | e, 0,

e cuxa expresion local vén dada por

0

A= —.
an

(1.9)

Endomorfismo tanxente canénico Consideremos agora z, € T, un vector tanxente
(fixo) a @ no punto ¢ € Q). Para cada v, € T,() consideramos a curva

g, ITCR — TQ
t = oy (t) =v, Ftay,

que en tempo cero pasa por vg, isto é, a,, (0) = vq .
Denominase levantamento vertical de x4, a T'Q no punto v, € T'Q ao vector de T, (T'Q)
definido mediante

. d(vy+tx,)
g (vg) = 6, (0) = ————"| . (1.10)
o, .0 , »
Agora, se localmente z, = al—_‘ e vy, = b'=—| , entén da expresion local de o, e de
0qt'e 0qt'd a

(1.10) tense que
0

[24]" (vg) = aiwlvqy

e asi, para os campos de vectores coordenados

)
[aqz} = (1.11)

Sexan Z,, € T, (TQ) e g : TQ — @ a proxeccién canénica, cuxa diferencial nun
punto v, € T'Q denotamos por (7q), (ve) : T,, (T'Q) — T,Q.
O endomorfismo tanxente candnico en T(Q) é o seguinte campo de tensores de tipo (1,1)

definido mediante ;
J (vg) (qu) = [T* (vg) (qu)] (vg)

e a sua expresion local

J = ® dq’ (1.12)

ovt
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dedicese de (1.11).
Polo tanto, de (1.12) tense

J(vg): T,,(TQ) — T, (TQ)

0 - 0
qu vq ovt vq
0

8Ui Vg — qu

Con estas estruturas A e J, establecemos a seguinte caracterizacién dos SODES en T'Q),
que pode probarse de maneira sinxela tomando coordenadas.

Proposicién 1.6. Un campo de vectores T' € X(T'Q X R) € un SODE se e s6 se JoI' = A.

Diferenciacion vertical A diferenciacion vertical en T'Q), que denotaremos por d;, vén
descrita de forma detallada no libro [20]. Neste traballo centrarémonos principalmente na
diferenciacion vertical de funcions.

Polo tanto, dada unha funcién arbitraria F' € C*°(T'Q), definese a 1-forma d;F en T'Q
como a seguinte aplicacién

d;F =dF o J:TQ — R,

cuxa expresion local vén dada por

d;F = %dqi e QNTQ), (1.13)

que é consecuencia da expresion local de J (1.12).
Con esta definicién, introducense as denominadas formas de Cartan na variedade T'Q).

Formas de Cartan Consideremos L : T'(Q — R unha funcién lagrangiana. Definese a
1-forma 07, € Q' (T'Q) como

GL:dJL:dLoJ

e a partir desta, a 2-forma wy, € Q*(T'Q) como

Wi, = —dGL,
que escritas en coordenadas son
oL .
0, = —dq'
L= 9t
O*L . . 2L , .
= —— dq' N\ dg’ —— dq' N\ dv’ . 1.14
WL ¢l Ov* 4 ¢+ OvIiov* 1 v ( )
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Enerxia lagrangiana A enerxia lagrangiana asociada a L definese mediante a funcion
Ep=A(L)—L e C™(TQ)

que escrita en coordenadas ¢é

0L
E,=v"— —1L 1.15
L v vt ) ( )
como consecuencia da expresion local de A (1.9).
Aplicaciéon de Legendre
Definicién 1.7. Se L : T'() — R é unha funcién lagrangiana, a aplicacion
FL: TQ — T*Q
v, — FL(v,):T,Q0 —R
definida por
d
(FL(vg)) (wg) = i OL (vg + twy)
onde vy, w, € T'Q), denominase a aplicacion de Legendre de L.
En coordenadas candnicas tense
ICR — T — R
t o (¢v+tw') — L(¢', v+ tw?),
logo
oL ;
% OL(Uq + twq) = % vqw,
e polo tanto, a expresion local de F'L é
oL ;
FL(vg) = 5 =| da'(q). (1.16)

Observacion 1.8. Se w ¢é a forma simpléctica candnica (1.6) do fibrado cotanxente 7@,
pode definirse a 2-forma diferencial wy, en T'() asociada a un lagrangiano L como

FL*w = wr, .

Definicién 1.9. Dise que unha funcion lagrangiana L : T'Q) — R é regular se a stia matriz
hessiana con respecto as velocidades
0*L
viovI

¢é non singular. En caso contrario, dise que o lagrangiano é singular.
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Por 1ltimo, tense
Proposicion 1.10. As sequintes afirmacions son equivalentes:

1. L:TQ — R € un lagrangiano reqular.
2. FL:TQ — T*Q ¢é un difeomorfismo local.

3. wy, € unha forma simpléctica.

Demostracion. A proba resulta inmediata ao considerar a matriz xacobiana de
o 0L
2 (2 _ A
FL(C]W) = (q,%),

que é
L (%)

0L )
oviovi

e da expresién local de wy, (1.14). O

Formalismo lagrangiano Consideremos L € C*°(T'Q)) un lagrangiano regular, polo
tanto, da Proposicién 1.10 tense que wy, é unha forma simpléctica, e asi a seguinte aplicacién

L X(TQ) — QYTQ)
X — BL(X):WL<X,—):inL
¢ un isomorfismo de C*°(7T'Q))—mddulos.
Desta forma, como dE;, € QY(TQ), existe un unico SODE X € X(T'Q) que é solucién

da ecuacién
iXLwL :(,UL(XL,—) == dEL (117)

e cuxas curvas integrais son levantamentos tanxentes de curvas en (). E dicir, son curvas

alt) = (40, %

q

dt 1t

FEuler-Lagrange
82_Loa quj_i_ 0°L oG d2qj_ a_Lod -0
Oqi Ov' dt OvI vt dt? oq' -

De forma equivalente, podense escribir estas ecuacions na sta expresion habitual

d (0L . oL .
7 (avi oa) — (3qi oa) =0, (1.18)
parat=1,...,n.

Neste caso no que L é regular, a tripla (T'Q,wy, EL) é un caso particular de sistema
hamiltoniano simpléctico que se denomina sistema lagrangiano simpléctico.

) en TQ tal que a(t) = (¢'(t)) é curva en Q solucién das ecuacions de
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1.4. Operador de Euler-Lagrange

Nesta seccion introduciremos o operador de Euler-Lagrange, outra ferramenta de gran
interese na descricién xeométrica da mecédnica lagrangiana (ver [6],[7],[12],[26],[27] para
definicién e aplicaciéns).

1.4.1. Fibrados tanxentes de primeira e segunda orde

O fibrado tanxente de primeira orde, T'Q), dunha variedade diferenciable @) é difeomorfo
4 JH(R,Q), isto é, a variedade de 1-jets jla en 0 € R de curvas a: (—¢,¢) — Q.
O difeomorfismo que identifica estas dias variedades é

Hh(R,Q) = TQ

q
]OOC = ’Uq,
onde

g=a(0) e v, =a.0) (%‘J — W

O fibrado tanxente de segunda orde, T?Q, definese como a variedade JZ (R, Q), isto é,
a variedade de 2-jets jiov en 0 € R de curvas a: (—¢,€) — Q.
As stas coordenadas son

‘0'

ifs i i (s d(q' o ) i (s d*(¢' o )
@'(00) = (@O, iy (oe) = ===, (o) = — g —

As proxecciéns candnicas estan definidas como segue

7'22: T2Q — Q

joa > 74 (J5e) = a(0),

2.1 .
. 2,1 . .
joo — 15 (Jga) = joo,

que escritas en coordenadas son

g (¢ dyd) = (4 40n)

onde neste caso a notacién para v' = ¢, .



20 1 Formalismo simpléctico

1.4.2. Campos de vectores e 1-formas ao longo de aplicacions

O concepto de seccidns ao longo de aplicaciéns é unha nocién fundamental na descricion
xeométrica da Mecanica Clasica, véxase [28],[29],[30].

Dado un fibrado vectorial 7 : E — M e unha aplicacion diferenciable f : N — M, unha
seccion de w a lo longo de f é unha aplicacion diferenciable o : N — FE tal que moo = f,

¢ dicir, o seguinte diagrama
/ ]W
!

N——M
é conmutativo.
Sew: E — M é o fibrado tanxente de M, 7oy : TM — M é a proxeccion candnica,
enton as seccions X ao longo de f: N — M denominanse campos de vectores ao longo de

f.
TM

pd
™

Senm: E — M ¢ o fibrado cotanxente de M, 7y, : T*M — M ¢é a proxeccion candnica,
enton as seccions 0 ao longo de f: N — M denominanse 1-formas ao longo de f.

T*M
e

TM
Ny

Exemplo 1.11. Un campo de vectores W ao longo dunha curva v : I C R — ) nunha
variedade diferenciable @)

7Q
)
7 . Q
ten a seguinte expresiéon local
0
aq’

onde as w' : I C R — R son funciéns diferenciables.

W (t) = w' (t)

€Ty,

~(t)

Exemplo 1.12. Unha 1-forma € ao longo da proxeccién canénica 75 : T°Q — Q

70
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ten a seguinte expresiéon local
E (437) = & (427) dd’ (v (0)) € T3, @,

onde as & : U C T?Q — R son funciéns diferenciables nun entorno aberto de T2(Q).

1.4.3. Operador de Euler-Lagrange

Introduciremos primeiro unha serie de conceptos que interviran na propia definiciéon do
operador de Euler-Lagrange dunha funcién lagrangiana £ € C*(T'Q).

Derivada fibrada Dada unha funcién diferenciable arbitraria F' € C*°(T'Q), considere-
mos un punto ¢ € ) e a restricién de F' 4 fibra T;,Q)

F

:T,Q — R,
T,Q

cuxa diferencial en cada punto v, € T,Q é

a(r
T,

q

) (@) T, (1,0) = R
Mediante a seguinte identificacion natural entre espazos vectoriais
T, (T,Q) = T,Q
i 0 = 4 0
otle, O

a(r
T,Q

q ) (vg) € T, Q.

Polo tanto, definese a derivada fibrada ou vertical, que denotaremos por d", da funcién
F' no punto v, como

q

tense que

d"F (v,) =d (F Q) (vg) € T; Q.

q

En coordenadas, sexa o
d"F (v) = a'dq’ (q)

a expresion local desta 1-forma en @, logo

: 0 0 oF
= JdVF —_ =d|[( F —_ — :
‘ (/UQ) (aqz q) ( TqQ) (/Uq) (87}1 vq) (91)1 vq’
e polo tanto, localmente tense que
oOF .
dVF (vy) = 5= dq'(q). (1.19)

Vg
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Observacién 1.13. E importante sinalar a diferenza entre esta derivada fibrada d" e a
diferenciacion vertical d; de funciéns F' € C* (T'Q), xa que ambas tenen as mesmas com-
pofientes nas stas expresiéns locais, (1.19) e (1.13) respectivamente, pero dVF é unha
1-forma na variedade () e d;F' é unha 1-forma no seu fibrado tanxente T'Q). Esta distincion
usarémola ao longo de todo o traballo.

Observacion 1.14. Nétese tamén que para unha funcién lagrangiana £ € C*(T'Q), a sta
derivada fibrada d" £ é a propia definicién da aplicacién de Legendre da funcién lagrangiana
L dada na Definicién 1.7, con expresién local (1.16).

Consideremos agora unha curva v : I C R — @Q con coordenadas v(t) = (7'(¢)). A
curva levantamento tanxente ¢ a curva §(t) = <fyi(t), yz(t)) en T'Q). Polo tanto, dada unha

funcién lagrangiana £ € C* (T'Q), tense

o

L) = 5

dq' (v(t)) € Ty, Q. (1.20)

()

Sexa W un campo de vectores arbitrario ao longo desta curva ~,

e
A,
I~ -qQ
W0 =t () 5| = (50 0(0) € T,
da ecuacién (1.20) obtense que
4L GE) W (1) = w05 (1.21)

Involucion candnica Por outro lado, denotemos por s ao isomorfismo involucion candni-
ca dado por

s . T(TQ) — T(TQ)

(Q7 v? u7 a/) H S (Q7/U7/U’7 a/) = (q7u7 v? a)

S (u2 ) = ’Ug
dq (a) dq

Consideremos o campo de vectores W definido como

¢ dicir,
+ a2
) ov

0

+a
(q,u) ou

(qv (q7u).

W(t) = W, (t) (%L) € Twu (1TQ),
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que é un campo de vectores ao longo de W

T (TQ)

P

I TQ

dado localmente por

: o0 | e e
W(t) =~ (t)aqi wi T (t) 55 W = (7 (1), 0" (t), 7 (t), w (t)> € Tw (TQ) .
Polo tanto,
: N, LD
s (W) =wigs|  +uigs] €T Q).

Agora, como

ALG0) = o] da (0 + 5] vt (3(0) € Ty (7).
tense que
ac () (s (W) = w'e) g; o ) gfi o (1.22)

Finalmente, denotemos por

d
D=—
dt

ao operador derivada con respecto ao tempo.
Polo tanto, xa estamos en condiciéns de dar a seguinte definicion:

Operador de Euler-Lagrange

Definicién 1.15. O operador de Euler-Lagrange asociado ao lagrangiano £ definese como
a seguinte 1-forma £, ao longo da proxeccién 73 : T°Q — Q

T°Q
& l

T™Q
2040

dada por .
< Erojiy, W >=<dlLo¥,soW >—-D<d Loy W >,

para toda curva v : I C R — @ e todo campo de vectores W ao longo de 7.
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Observacién 1.16. Nétese que o elemento j2v de T2Q estd formado por todas as curvas en
() coa seguinte relacién de equivalencia:

v~ T =) = A1), A(t) =), At) =),
polo que j2v poderia identificarse cun elemento jia € JZ(R, Q) considerando a curva
a(s) =y(t+s).

Agora, escribindo en coordenadas e utilizando as expresiéns (1.21) e (1.22) tense que

0L oL d 0L
] _ () 2 _—— v
Ec (Giy(®) W(@) = w'(t) g 5 +wi(t) ovt sy dt (w Q o' “'Y(ﬂ)
_ (9C _g oL w'(t)
— \9¢i s dt \ ovi Iy 7

e como isto se cumpre para calquera campo de vectores W en T'() ao longo de vy, pédese

escribir ar 4 /or
i2 _ _ i *
e (i10) = (gl 5t (55],,) ) @0 0 € T

A forma mais habitual de escribir a expresion local de £, é a seguinte

oL d [(oc )
e (2 (%) ar 0z

Polo tanto, dicir que unha curva ~ satisfai as ecuaciéons habituais de Euler-Lagrange
(1.18), para unha funcién lagrangiana £, é equivalente a expresar que & o j2y = 0.

Vexamos agora un resultado importante que relaciona este operador £, coas solucions
da ecuacién simpléctica (1.17).

Proposicién 1.17. Un SODE X € X(T'Q) € solucion da ecuacion
ixwﬁ — dEL =0

se e s0 se as suas curvas integrais y son solucions da ecuacion

Ecojiv=0.
Demostracion. En coordenadas, sexa
.0 .0
X - j—. Bj—.
Vog T o
a expresién local do SODE X,
~ oL L . , 0L . .
=dq"'Nd - | = ———dq¢' Ndg’ —dq' A dv’
W =ag A <8w) ogiou "1 N T g T N
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a forma lagrangiana asociada a L, e

Er=v'——L
£ i
a funcién enerxia lagrangiana.

Asi,

oc ., . 0L 0L

—dE; = —dq' — v ———dq' — B’ ———dq".
Xwe ‘ aq" G ¢l Ov? 1 oviovt 4

Agora, se v(t) = (¢'(t),v'(t)) é unha curva integral de X, tense que

- dv’ d?¢

B (v(t) = —| =
V) =—| = 22|,

e polo tanto, as componentes da 1-forma ixw,; — dE,; son

oL d (oL
Ogt  dt \ovt )’

obtendo a mesma expresion que para as componentes de £, en (1.23). O]

Observacion 1.18. Sexan () e (05 duias variedades diferenciables e consideremos a variedade
produto M = @1 X @Qy. Para cada punto (q1,¢2) € Q1 X Q2, tense o seguinte isomorfismo

T(QMD) (Ql X QQ) = Tq1 Q1 ® TQ2Q2
dado por

v (d7T1 (CI1> CJQ) v, dmy (Ch, CJ2) U) )
onde v € T(g, 4) (@1 X Q2) €

T Q1 X Q2 — Q1 M Q1 X Q2 — Q2

son as proxeccions.

Polo tanto, para unha funcién arbitraria F' € C* (T (1 X @)2)), este produto ¢ X Q2
proporciona unha descomposicién dos operadores de Euler-Lagrange £ e da derivada
fibrada d" da forma

Ep = EPM + &,

onde X' e £92 denotan as restriciéns de Ep a T2Q; e T?Q, respectivamente; e
Vi v v
&V F = dY) F + d,F,

onde dglF e deF denotan as restriciéns de d” F a T'Q; e TQ, respectivamente.
No caso particular no que M = @ x R con coordenadas (¢', s), tense

_(9F d (8F\\ ,, (OF d (OF 0, R
o (L) (S () emse o

F . OF
dF = %dqz + %—Sds = doF + dy F. (1.25)
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1.5. Mecanica lagrangiana non holonémica

A mecéanica non holonémica describe sistemas dinamicos suxeitos a ligaduras que de-
penden das posiciéns e das velocidades.

Xeometricamente, consiste en tomar unha subvariedade C' — T'() de codimension h,
con h <n=dimQ@, e tal que a stia proxeccién 74(C') = Q. Localmente, C' definese como
a imaxe reciproca do cero por un conxunto de funciéns ¢* € C*(TQ) , a = 1,..., h, as
denominadas funcidns de ligadura, é dicir, C' = (¢*)~! (0), e tal que as stias diferenciais d¢®
son linealmente independentes en cada punto de C. A proxeccién C' — () suponse unha
submersion, ¢é dicir, estas ligaduras ¢ témanse de forma que as suas derivadas fibradas

d" ¢ sexan linealmente independentes en cada punto de C, que en coordenadas locais, isto
(0%

indica que a matriz B0 tena rango maximo.
v

Un camino admisible é unha curva v : I C R — @ tal que § toma valores en C.
Dada unha funcién lagrangiana £ € C*°(TQ), a tripla (T'Q, L,C) denominase sistema
lagrangiano non holondomico.

O problema variacional non holonémico para este sistema consiste en atopar caminos
admisibles v que sexan soluciéon da ecuacion

Ecojiy = Xad" 9% 07, (1.26)

para algunhas funciéns A, € C*(TQ). Este problema variacional pédese plantexar de
forma equivalente buscando campos de vectores X, € X(T'Q)) satisfacendo as seguintes
condicions:

1. X, é un SODE.
2. X, é tanxente a C.
3. X, é solucién da ecuacion

’iX£W£ — dEg = )\adj¢a. (1.27)

Se X, é un SODE solucidn desta ecuacion (1.27), as stias curvas integrais  son caminos
admisibles, é dicir, son soluciéns de (1.26), que escrito en coordenadas tense

i aEo' — (950, =\ %o'
at \ovi ° 8q"7_a@vi7'

Estas son as ecuacions de Euler-Lagrange da mecanica non holonémica.

1.6. Sistemas cosimplécticos

Noétese que todos os sistemas considerados ata agora eran sistemas auténomos, ¢ dicir,
independentes do tempo. Para finalizar o capitulo, veremos que existen sistemas mecanicos
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cuxo hamiltoniano depende explicitamente do tempo, H (¢', p;, t), e polo tanto, a ecuaciéon
simpléctica (1.1) que nos proporcionaba a dindmica nos sistemas anteriores, neste caso non
nos resulta apropiada. Para isto faise uso da denominada xeometria cosimpléctica (véxase,
por exemplo [22]), que nos facilita un escenario natural para a descricién xeométrica dos
sistemas mecanicos non auténomos. Veremos primeiro o formalismo hamiltoniano para
unha variedade cosimpléctica calquera e despois o formalismo lagrangiano para a variedade
extension do fibrado tanxente.

Unha estrutura cosimpléctica nunha variedade diferenciable M de dimension impar é un
par (£2,7n) onde  é unha 2-forma pechada, n é unha 1-forma pechada e n A Q2" # 0. Desta
forma, M ten dimensién 2n+1 e 4 tripla (M, 2, n) se lle denomina variedade cosimpléctica.

O teorema de Darboux establece que nunha variedade cosimpléctica existen coordena-
das locais (¢', p;, z) tales que

Q =dq' Adp;, n=dz, (1.28)

e un unico campo de vectores R, chamado campo de vectores de Reeb, caracterizado me-
diante as identidades
1R =0, irn =1, (1.29)

e cuxa expresion local é

0
R=o. (1.30)

1.6.1. Formalismo hamiltoniano

Consideremos o seguinte isomorfismo de C*°(M)—mdédulos dado pola estrutura co-
simpléctica (2,7)

o X(M) — QYM)

. (1.31)
X  — X)=1ixQ+n(X)n

e sexa H : M — R unha funcién hamiltoniana, H = H (¢', p;, 2).
Definese o gradiente da funcién H mediante

b (grad H) = dH,

e asi, do isomorfismo (1.31), das expresiéns locais (1.28) e da diferencial de H tense a
seguinte expresion local

0H 0 0H 0 0H 0
H= —— — —— + — —. 1.32
grad Op: O a4 I, + 92 D2 (1.32)

A raiz deste campo de vectores definense outros dous:
- O campo de vectores hamiltoniano

Xy =gradH — R(H)R,
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- O campo de vectores de evolucion
En =Xu + R.
Agora, de (1.32) e (1.30) obtemos que a expresion local do campo de vectores de evo-

lucién é
_0H 0 0H 0 N 0
~ Opi 0¢¢  Oq' Op; 0z
Polo tanto, se y(t) = (¢'(t), pi(t), z(t)) é unha curva integral de &, as ecuaciéns do
movemento para este campo de vectores son

dq’ oOH
= O ’Y

dt 8p1
dp; 0H

i 1.33
dt aq* o (1.33)
dz
b 1
dt

que son as ecuaciéns de Hamilton (1.4) do formalismo hamiltoniano simpléctico xunto coa

z
ecuacion trivial i 1, que indica que z = t + cte, polo que se poden identificar estas

duias coordenadas z e t, no sentido da derivacién con respecto a unha ou outra.
A evolucién temporal de calquera funcién F' € C*°(M) vén dada por
dF oF

& P HY i)+ =
dt { ? }(q :pz)+ at7

e como consecuencia tense que para sistemas hamiltonianos dependentes do tempo a enerxia
H do sistema non se conserva, xa que

dH OH
dt ot
Exemplo 1.19. Resorte e parede mobil.

Consideremos unha masa m unida a unha parede por un resorte horizontal con constante
de elasticidade k. Suponamos que a parede se move cara adiante e atrds con posicion
A sen(wt).

O movemento pode describirse mediante o seguinte hamiltoniano dependente do tempo

p® 1
H= o P (Aw cos(wt)) + §kq2
e asi, as ecuacions de Hamilton escribense
d OH
“ _ Py, cos(wt),
dt op m
dp OH

= —— = —kq
dt dq 1
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Combinando estas dias ecuacidéns obtense a ecuacién do oscilador armoénico con forza
externa

d*q k
— + —q = Aw?sen(wt),
Tzt (wi)
e ademais, vese que o hamiltoniano non é unha cantidade conservada, xa que
dH OH
dt Ot

1.6.2. Formalismo lagrangiano

Co proposito de realizar unha descricion lagrangiana cosimpléctica similar &4 descrita
para as variedades simplécticas, consideremos a variedade diferenciable M = TQ x R.
Sexa L : M — R unha funcién lagrangiana, L = L (¢*, v, z). Consideremos a estrutura
(Qp,dz) en M, onde
Q= —dAp;

e Ap € QN(TQ x R) é a 1-forma definida como
>\L :dJL:dLOJ,

con expresion local
oL ..
AL = ——dq',
L= 5, q
onde J é a extensién a M do endomorfismo tanxente (1.12) en T'Q). Neste caso, a forma
), ten a mesma expresién en coordenadas que a forma wy, (1.14).

Suponiamos que L é regular, é dicir, que a matriz
0*L
viovI

dz AQ A0,

e polo tanto (€2, dz) é unha estrutura cosimpléctica.
O campo de vectores de Reeb, caracterizado por (1.29), ten a seguinte expresion local

¢é non singular. Logo, tense que

(1.34)

0 PL N\ L 9
0z Oviovi 0z Ovi vt

e a funciéon enerxia lagrangiana Ej definese da mesma forma que no caso simpléctico
Ep=A(L)—L e C®(M).

Esta funcién tamén ten a mesma expresién local que a funcién enerxia (1.15) en T'Q, onde
A é a extension a M do campo de vectores de Liouville (1.9) en T'Q, que denotaremos da
mesma forma.
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Consideremos o isomorfismo de C*°(M)—mdbdulos

L X(M) — QYM)

. (1.35)
X — bL(X):ixQL—i-dZ(X)dZ

dado pola estrutura cosimpléctica (2, dz).
De novo, definense o campo de vectores gradiente

vr (gradEr) = dE,
o campo de vectores hamiltoniano
Xp, = gradEr, —R(EL) R
e o campo de vectores de evolucion
& =Xg, +R.

Utilizando as expresiéns locais (1.14), (1.15), (1.34) e o isomorfismo (1.35) obtense a
expresion local do campo de vectores de evolucion &,
0 o, 0

-+ B'— + — 1.
g + o' * 0z’ (1.36)

5[/:1)1

onde as funciéns B? satisfan o seguinte sistema de ecuaciéns

g0 (OLY, 0 (0LY 0oL
ovt \ Ovd Oqt \ OvI dgf
Observacion 1.20. Pode verse na Seccién 7.7 do libro [20] que os SODES na variedade

cosimpléctica T'Q) x R tefien esta expresion local (1.36), pois por ser z = t + cte, tense que

d
d_j =1. Desta forma, o campo de vectores de evolucién £, € X(T'Q x R) é un SODE.
Agora, se v(t) = (¢'(t),v'(t), 2(t)) é unha curva integral de £, entén esta é solucién

das ecuaciéns de Euler-Lagrange habituais (1.18)

d (oL N (9L N\,
dat \ovi 8qi7_’

parat=1,...,n.



Capitulo 2

Formalismo hamiltoniano de contacto

Neste capitulo faremos unha introducion & xeometria de contacto, dando algunhas
nocions e resultados que nos permitan estudar as ecuacions da mecédnica no caso de sistemas
dinamicos disipativos na sta descricion hamiltoniana.

2.1. Variedades de contacto

Nesta seccién presentamos o concepto de variedade de contacto. Veremos como neste
tipo de variedades a principal estrutura xeométrica que as caracteriza (a forma de contacto)
sempre se vai poder escribir localmente como unha forma canodnica en particular. Tamén
introduciremos unha nova coordenada s, que no estudo de sistemas dinamicos vai ser unha
”coordenada disipativa”, e veremos a expresion do denominado campo de vectores de Reeb.

Definicién 2.1. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién 2n 4+ 1. Unha forma
de contacto en M é unha 1-forma diferencial n € Q! (M) tal que n A dn™ é unha forma de
volume, é dicir, n A dn™ # 0. Neste caso, dise que (M, n) é unha variedade de contacto.
A forma diferencial 7 permitenos construir a seguinte aplicacion
b: X (M) — QY (M) 2.1)
X  — (X)) =ixdn+n(X)n, '

onde se ten que b é un isomorfismo de C*°(M)—mddulos se e s6 se n é unha forma de
contacto (véxase [2]).

Da mesma forma que para variedades simplécticas, hai un teorema de Darboux para
variedades de contacto, que di o seguinte:

Teorema 2.2. (Darbouzx) Sexa (M,n) unha variedade de contacto. Para cada puntop € M
existe unha carta (U;q',p;,s), coni=1,....n , tal que

n lv=ds — pidq’.

Estas son as denominadas coordenadas canonicas ou de Darboux da variedade de con-
tacto (M,n). Dise que son coordenadas adaptadas para a forma de contacto 7.

31



32 2  Formalismo hamiltoniano de contacto

Localmente, o isomorfismo b queda determinado polas identidades

0
b(3¢
0
’ (api
0
b (a_

} ¢ unha base do espazo T,,M.
p

p) = pipjdq’ + dp; — pids,

p) = —dg, (2.2)

p

onde i i g
aqi p7 Op; p7 0s

Definicién 2.3. Dada (M, n) unha variedade de contacto, definese o campo de vectores de
Reeb como o tinico campo de vectores tal que R = b~ (n).

Este campo queda caracterizado polas seguintes identidades

irdnp =0,  ign=1, (2.3)
e asi, en coordenadas de Darboux, escribese
0
R=—. 2.4
P (2.4)

Vexamos agora un par de exemplos de variedades de contacto.

Exemplo 2.4. (Estrutura canénica de contacto).

A variedade fibrado cotanxente estendido M = T*() x R ten unha estrutura canoénica
de contacto definida pola 1-forma

n=ds—0,

onde s é a coordenada cartesiana en R e 6 é o pullback da 1-forma canénica (1-forma de
Liouville) en T*@) con respecto & proxeccién m : M =T*Q x R — T*Q.

Utilizando as coordenadas (¢') en @ e as coordenadas candnicas inducidas (¢',p;) en
T*(Q, tense que a expresion local da forma de contacto é

n = ds — pidq’,
de onde se obtén que .
dn = dq" A dp;
e o campo de vectores de Reeb é
0
R=—.
ds
Exemplo 2.5. (Contactificacién dunha variedade simpléctica).
Sexa (P,w) unha variedade simpléctica tal que w = —d#, onde € é unha 1-forma en P,

e consideremos o produto M = P x R . Denotando por s & coordenada cartesiana en R e
representando por 6 o pullback de 6 ao produto, consideremos a 1-forma n = ds—6 en M.
Asi, (M,n) é unha variedade de contacto que se denomina a contactificacion de P.

Noétese que a variedade canénica de contacto (7T*Q x R,7n) do exemplo anterior é a
contactificacién de T™*() coa sua estrutura simpléctica candnica.
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2.2. Sistemas hamiltonianos de contacto

Consideremos unha variedade de contacto (M,n) e o isomorfismo definido en (2.1).

Definicién 2.6. Para cada funcién hamiltoniana H € C*°(M), definese o campo de vec-
tores hamiltoniano de contacto Xg asociado 4 funciéon H mediante

b(Xy)=dH — (R(H) + H) n (2.5)
e a tripla (M, n, H) denominaselle sistema hamiltoniano de contacto.

Se consideramos o sistema de coordenadas canénicas (¢, p;, s) en M, como Xy € X(M),
este escribese localmente da forma

0 0

Xy = o b~ + =,
H a + api—‘—cas

5o (2.6)

onde as componentes a’, b; e ¢ son funciéns diferenciables definidas nun entorno aberto de
M. Asi, aplicandolle (2.1) a (2.6), e tendo en conta as identidades (2.2) tense

b (Xg) = (a'p] — bi — cpi) dg’ + a'dp; — (a'p; — ) ds. (2.7)
Por outro lado,

OH  OH N\ 0
aql pl as p’b q 8pz

dH — (R(H) + H) n= ( dp; — Hds,  (2.8)

e igualando agora estas ecuaciéns (2.7) e (2.8), obtense a expresién local do campo de
vectores hamiltoniano

OH 0 (8}[ 8H) 0 ( OH )8

Xy = - : — — — H) — 2.
T Bp; d¢ dq* TP Op; P Op; (2:9)

s

Ecuacions de Hamilton de contacto Se consideramos agora

v: ICR — M
t o () = (' (1), pi(t), s(1))

unha curva integral deste campo de vectores Xy, enton tense que v é solucion das ecuacions
de Hamilton de contacto

dq’ o0H

= 1
dt 8]91' (2 0)
dp; OH OH

I 2.11
dt (Oq’ TP Os ) (2.11)
ds 0OH

L - (pi(?_pi _H>, (2.12)
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Observacion 2.7.

1. A ecuacion (2.12) é a definicién usual da funcidn principal de Hamilton (ver [4],[21]).
Esta introdiicese na teorfa de Hamilton-Jacobi como unha solucién completa s (¢°, t)
da ecuacién de Hamilton-Jacobi

. 0Os Js
H(q¢d —=t)=-=2
(q 9 aql7t) at7

a cal provén dun caso particular de transformacion candnica dependente do tempo.

2. En mecénica, as ecuaciéns (2.10), (2.11) e (2.12) xeneralizan as ecuaciéns de move-
mento para as posicions, os momentos e a funcion principal de Hamilton da teoria
hamiltoniana habitual. Ademais, tenien diversas aplicaciéns no estudo de sistemas
dindamicos disipativos, no campo da termodindmica, neurobioloxia, cosmoloxia, etc.

2.2.1. Evolucién temporal do hamiltoniano e a enerxia mecanica

Consideremos un sistema hamiltoniano de contacto (M, n, H) que evoluciona segundo
as ecuacions de Hamilton de contacto (2.10), (2.11) e (2.12).

Dada calquera funcién diferenciable F' € C*°(M), a sta evolucién temporal vén dada
por

E—X(F)——Ha—F+~ 8_F8H_8F8_H OF OH 0F 0H
a N 9s P\ Bs Op;  Op; Os dq' Op;  Op; O¢
oF
— _HE —l—pi{F, H}(&pi) -+ {F, H}(qi,pi%

(2.13)
onde utilizamos a expresion local (2.9) de Xp.

Observacion 2.8. Nétese que {, }(4ip,) € 0 corchete de Poisson estandar e o corchete {, }(sp,)
é simplemente unha abreviacién para as coordenadas (s, p;), sen chegar a dar unha defi-
niciéon intrinseca, pois non é posible definir un corchete de Poisson nunha variedade de
contacto. En [16],[24] en cambio, pddese ver que as variedades de contacto son un exemplo
de variedades de Jacobi, cunha estrutura proporcionada de forma natural polo corchete de
Jacobi.

Polo tanto, de (2.13) obtense que a evolucién temporal da funcién hamiltoniana de
contacto ao longo do seu fluxo é

dH OH
—r =Xu(H)=-H—- =R (H)H

e desta forma, H ¢ constante ao longo das curvas integrais de Xy se e s6 se H =0 ou H
non depende de s.
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Observacion 2.9. No estudo de sistemas mecanicos, o feito de que a funcién H non dependa
da coordenada s corresponde ao caso dun sistema conservativo, para o cal a enerxia (total)
do sistema é a enerxfa mecanica H = H,,.. (¢, pi), que é a suma das enerxfas cinética e a
potencial. Desta forma, sabemos que a enerxia mecanica se conserva.

Consideremos agora un caso de hamiltoniano mais xeral, para o cal
H = Hyee (ql>Pz) +h (S) )

onde H,e. (¢*, p;) é a enerxia mecénica do sistema e h (s) simboliza a interaccién co entorno.
Da expresion (2.13) tense que a evolucién da enerxia mecanica ao longo do tempo é

dH OH
mec — ; mec h/
o P, (s),

polo tanto, o sistema ¢é non conservativo, xa que a enerxia mecanica non se conserva.

Exemplo 2.10. Consideremos o seguinte sistema hamiltoniano de contacto 1-dimensional
con coordenadas (g, p, s) dado por

p2
H=_—+4V(q) + ks,

2m

onde V(q) denota o potencial mecénico e k é un parametro constante.
As ecuaciéns do movemento (2.10), (2.11) e (2.12) para este caso particular son

g p

dt m

dp aV(q)

= = - — k .
o a4 D (2.14)
ds p?

a = oom V(@ ks

Das dias primeiras ecuaciéns de (2.14) dedicese a denominada ecuacidn de Newton
amortecida P J L ov(g)
q q q

— +k—+—F-—==0, 2.15

dt? dt  m 0Jq ( )

a cal describe todos os sistemas que tenan unha forza de friccién que dependa linealmente

da velocidade [4].

p2

Hinee =50
ao longo do tempo vén dada por

AdHpee  OHpee,,, . dq\*
e = —p i) = ik (1)

Neste caso, como H,,.. = + V(q), pode verse que a evolucién da enerxia mecanica

que coincide cos resultados baseados na funcién de disipacién de Rayleigh (ver [19]).
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O seguinte resultado proporciona outra caracterizacién do campo de vectores hamilto-
niano de contacto Xy, que nos vai ser de gran utilidade no estudo das simetrias para este
tipo de sistemas. Pode verse dunha forma mais detallada en [8].

Proposicién 2.11. Sexa (M,n, H) un sistema hamiltoniano de contacto. As sequintes
afirmacions son equivalentes:

1. Xy € un campo de vectores hamiltoniano (€ dicir, € solucion de (2.5)).

2. Xy € solucion das ecuacions

Lxyn = —(LrH)n,

onde & denota a derivada de Lie.

3. Xg € solucion de

{z'XHdn = dH —R(H)n, (2.17)

iXHn = —H.

2.3. Simetrias, cantidades conservadas e disipadas

O papel das simetrias dentro do estudo dos sistemas dinamicos resulta de gran interese
en xeometria. No caso simpléctico, as simetrias estaban asociadas con cantidades conser-
vadas (véxase, por exemplo [20]), e polo tanto obtinase a denominada conservacién da
enerxia. Nesta seccién veremos resultados non conservativos, debido & natureza disipativa
deste tipo de sistemas, e polo tanto, as simetrias dinamicas van a estar asociadas agora
con cantidades que chamaremos disipadas.

2.3.1. Simetrias en sistemas hamiltonianos de contacto

Nun sistema dinamico existen diferentes conceptos de simetria, que dependen da estru-
tura dinamica que se preserve. Por exemplo, podemos considerar as transformacions que
preservan as estruturas xeométricas do sistema ou aquelas que preservan as sias solucions.

Sexa (M,n, H) un sistema hamiltoniano de contacto con campo de vectores de Reeb R
e campo de vectores hamiltoniano Xg.

Definicién 2.12. Unha simetria dindmica dun sistema hamiltoniano de contacto (M, n, H)
¢é un difeomorfismo ® : M — M tal que

E dicir, leva curvas soluciéns das ecuaciéns de Hamilton (2.10),(2.11),(2.12) en curvas
soluciéns.
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Unha simetria dindmica infinitesimal dun sistema hamiltoniano de contacto (M, n, H)
é un campo de vectores Y € X(M) tal que os difeomorfismos locais xenerados polo seu
fluxo son simetrias dindmicas, isto é,

L Xy =Y, Xg] =0.
Outros tipos de simetrias son as que deixan as estruturas xeométricas invariantes.

Definicién 2.13. Unha simetria de contacto dun sistema hamiltoniano de contacto
(M,n, H) é un difeomorfismo ® : M — M tal que

o*n=mn O'H=H.
Unha simetria de contacto infinitesimal dun sistema hamiltoniano de contacto (M, n, H)

é un campo de vectores Y € X(M) tal que os difeomorfismos locais xenerados polo seu
fluxo son simetrias de contacto, isto €,

gy?? = 0, ng =0.
Ademais, tense o seguinte resultado:

Proposicién 2.14. Toda simetria de contacto (infinitesimal) preserva o campo de vectores
de Reeb, isto €,
P*R=TR (2.18)

(ou [Y,R] =0).

Demostracion. Por ser @ difeomorfismo, pola caracterizacién do campo de vectores de
Reeb (2.3) e por cumprirse que ®*n = 7, tense

1 = ®* (irn) = ie=rP*n = ig-rMN,
0 = Q" (irdn) = iep:r P dn = igrd®*n = igp-rdn.

Agora, pola unicidade do campo de vectores de Reeb tense que *R = R.
A proba para o caso infinitesimal resulta inmediata a partir da definicién. ]

Finalmente, como consecuencia do anterior, tense o seguinte resultado que relaciona as
simetrias dindmicas coas simetrias de contacto.

Proposicién 2.15. Toda simetria de contacto (infinitesimal) € unha simetria dindmica
(infinitesimal).

Demostracion. Sexa X g o campo de vectores hamiltoniano de contacto caracterizado polas
identidades (2.17) da Proposicién 2.11. Logo, se ® é unha simetria de contacto e usando
(2.18), tense

i, XN = ie.x,P'N= qD*(iXHU) = CD*(—H) = —H,

e asi, pola unicidade do campo de vectores hamiltoniano X tense que ®, Xy = Xg.
A proba para o caso infinitesimal resulta inmediata a partir da definicién. ]
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2.3.2. Cantidades disipadas e conservadas en sistemas hamilto-
nianos de contacto

Uns conceptos asociados coas simetrias de sistemas hamiltonianos de contacto son os
de cantidades disipadas e conservadas.

Definicién 2.16. Unha cantidade disipada dun sistema hamiltoniano de contacto (M, n, H)
¢ unha funcién F € C*(M) tal que

Ly, F = — (LRH)F.

Nun sistema hamiltoniano de contacto pédense relacionar os conceptos de simetria e
cantidade disipada a través do seguinte resultado:

Teorema 2.17. (Teorema de disipacion para sistemas hamiltonianos de contacto).
Sexa Xy o campo de vectores hamiltoniano e Y € X(M) un campo de vectores. Se Y
¢ unha simetria dindmica infinitesimal, enton a funcion

F = —iyn
¢ unha cantidade disipada.

Demostracion. Como
L Xy =Y, Xu] =0,

tendo en conta a primeira identidade de (2.16) da Proposicién 2.11 e utilizando a propiedade
X ) = Lxy (1) — iy Lx ),
tense que
Dxpl = Ly (—ivn) = —iv(Lxyn) — iz, ,yn = (LrH)ivn +iyx,n = —(ZrH)F,
0 que proba o resultado. O

Observacion 2.18. A dltima igualdade proba que [Y, X ] € ker n é unha condicién necesaria
e suficiente para que a funcién F' sexa unha cantidade disipada.

Corolario 2.19. Se (M,n, H) € un sistema hamiltoniano de contacto, o campo de vectores
Xy € trivialmente unha simetria dindmica infinitesimal (X, Xg] = 0). Polo tanto, a
funcion hamiltoniana

F= —iXHﬁ =H

¢ unha cantidade disipada, xa que se verifica
Lx,H=—(ZrH)H. (2.19)

FEsta relacion (2.19) expresa a disipacion da enerzia en sistemas hamiltonianos de con-
tacto.



2.3.2 Cantidades disipadas e conservadas en sistemas hamiltonianos de contacto 39

En coordenadas candnicas, escribese

ai--My
0s

Demostracion. A proba resulta inmediata ao aplicar o Teorema 2.17 ao campo Xy e ao

considerar a segunda identidade de (2.17). O

Definicién 2.20. Unha cantidade conservada dun sistema hamiltoniano de contacto
(M,n, H) é unha funcién G € C*°(M) tal que

L, G = 0.

Toda cantidade disipada varfa na mesma medida (— %%z H), o cal indica que o cociente
entre duas cantidades disipadas deberia ser unha cantidade conservada; e o produto en-
tre unha cantidade conservada e unha disipada é unha cantidade disipada. Verémolo no
seguinte resultado.

Proposicién 2.21. 1. Se Iy e Fy son dias cantidades disipadas e Fy # 0, entén o

. Fy .
cociente — € unha cantidade conservada.
2

2. Se F € unha cantidade disipada e G € unha cantidade conservada, enton o produto
FG ¢é unha cantidade disipada.

Demostracion. 1.

P <F1) P, Fi— L., By FLSH  FFYRH
Xy Er = - =

— —0.
£ F2 B F3

L, (FG) = G, F + F-%x,G = —(ZRH)FG.
O

Observacion 2.22. Tendo en conta o Teorema de disipacién (2.17), se H # 0, é posible
asignarlle unha cantidade conservada a unha simetria dinamica infinitesimal Y. Desta

forma,

1

¢ unha cantidade conservada.

Por dltimo, establecemos o seguinte resultado que nos vai permitir construir novas
cantidades disipadas a partir dunha cantidade disipada dada, facendo uso das simetrias de
contacto.

Proposicién 2.23. Se & : M — M € unha simetria de contacto e F € C®(M) € unha
cantidade distpada, enton ®*F tamén o €.
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Demostracion. Como
. Xy=Xy, PH=H, PR=R e %x,F=—-(ZLrH)F,
tense
Ly (O°F) = 0 (L, F) = O (Lx, F) = & (~LpH) F) = — (Lol (0°F).

A proba para o caso infinitesimal resulta inmediata a partir da definicion. O

2.3.3. Simetrias en sistemas hamiltonianos candnicos de contacto

Consideremos a variedade canénica de contacto (T*Q) x R,n) con forma de contacto
expresada en coordenadas candnicas

n=ds — pdq’,

coma no exemplo (2.4).

Antes de falar de simetrias en (7*Q x R, n) recordemos como son os levantamentos de
difeomorfismos e campos de vectores de Q a T*(Q x R.

Se ¢ : () — @ é un difeomorfismo, podemos construir o difeomorfismo

O = (T"p, Idg) : T"Q x R — T"Q X R,

onde T*p : T*Q — T*Q é o levantamento candnico de ¢ a T*(@). Logo, dise que ® é o
levantamento candnico de p a T*(Q) xR, e calquera transformacion ® deste estilo denominase
unha transformacion natural de T*@Q) x R.

De forma andloga, consideremos un campo de vectores Z € X(Q). O seu levantamento
completo a T*Q x R é o campo de vectores Y € X (T*Q x R) cuxo fluxo local é o levanta-
mento canénico do fluxo local de Z a T*Q x R; isto é, o campo de vectores Y = Z¢, onde
Z¢ denota o levantamento completo de Z a T*Q, identificado de maneira natural como
un campo de vectores en T*Q) x R. Calquera transformacién infinitesimal Y deste estilo
denominase unha transformacion natural infinitesimal de T*Q x R.

As formas canénicas 6 € Q' (T*Q) e w € Q*(T*Q) permanecen invariantes baixo a
accion de levantamentos candnicos de difeomorfismos e campos de vectores de Q a T*(Q).
E dicir, se T*¢ ¢é o levantamento candnico a T%(), enton

(T*p) 0 =0, (T p) w = w.

Vexamos agora un resultado relacionado coa forma de contacto n € Q' (T*Q x R).
Denotemos por Diff (QQ) ao conxunto de difeomorfimos en @ e por Diff (T*Q x R) ao
conxunto de difeomorfismos en T*@) x R.

Proposicién 2.24. Sexa ® € Diff (T*Q x R) (respectivamente Y € X (T*Q x R)) un
levantamento canénico a T*Q X R dun difeomorfismo ¢ € Diff(Q) (respectivamente de
Z € X(Q)), enton
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1. ®*n =n (respectivamente Zyn =0).

2. Se ademais ®*H = H (respectivamente £y H = 0), enton € unha simetria de con-
tacto (infinitesimal).

Demostracion. Sexa A
n = ds—pidq'

e & = (T"p, Idg) a transformacién natural de T*Q x R. Logo,
O = 0" (ds — pidg’) = ©*(ds) — p;®*(dg") = d(®s) — pid(®*¢") = ds — pydg’ = 1.

E se ademais ®*H = H, resulta evidente que ® é unha simetria de contacto.
A proba para o caso infinitesimal é inmediata a partir da definicién. ]

Observacion 2.25. En particular, tense que se H non depende da coordenada ¢* para un
certo indice i, isto é, se

oOH
- =0,
oq*
entén o campo de vectores
0
- c X(T"Q xR
5y €XTQxB)

¢ unha simetria de contacto infinitesimal, e a sia cantidade disipada asociada é o corres-
pondente momento p;. E dicir,

Lxypi = — (L= H) p;.
Desta forma, se H # 0, tense que a funcién

Di
G=":
H

¢ unha cantidade conservada.






Capitulo 3

Formalismo lagrangiano de contacto

Ao redor de 1930, Gustav Herglotz introduciu a primeira formulacion lagrangiana dos
sistemas de contacto dende unha perspectiva variacional. Neste capitulo estudamos os sis-
temas lagrangianos de contacto. Tras describir os SODES na variedade extension do fibrado
tanxente T'Q) x R, desenvolveremos o formalismo lagrangiano de contacto, presentando as
principais estruturas xeométricas que intervirdn no proceso de obtencién das ecuacions
de Herglotz. Por ultimo, veremos como son as simetrias neste tipo de sistemas e dare-
mos un resultado que relaciona estas simetrias con transformaciéns naturais preservando
o lagrangiano.

3.1. SODES

Sexa () unha variedade diferenciable de dimension n. Consideremos a variedade produto
TQ x R con coordenadas (¢*,v", s) e coas stas proxecciéns candnicas

TQ xR (3.1)
PN
70
TQ QxR R
onde, se (v, s) é un punto de 7'Q) x R,
1 (Uq7 S) =Yg, To (UQ7 S) - <Q7 5) , S (Ufb 8) = S.
O isomorfismo
Tlv,.s) (TQ x R) ~ Ty, (TQ) ® TR

permitenos estender as estruturas xeométricas definidas no fibrado tanxente T'Q), como son
o endomorfismo tanxente (1.12) e o campo de vectores de Liouville (1.9), a un endomorfismo
e un campo de vectores en T'() X R, para os que utilizaremos a mesma notacién e as mesmas
expresions locais

J:

o ,
- dg' 2
507 @ dd', (3.2)

43
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— 0
— ot

Veremos agora un tipo importante de campos de vectores sobre T'() x R, que son as
ecuacions diferenciais de sequnda orde ou SODES.

A (3.3)

Definicién 3.1. Sexa o = (o, ) : I C R — @ xR unha curva en @ xR. A prolongacion
canonica de o a T'(Q) x R é a curva

a=(c,ldg): ICR — TQxR

t o d(t)z<a1(t),—

d
onde a;(t) = (al(t), % t

Neste caso dise que & é unha curva holonomica.

) ¢ a velocidade de «;.

Definicién 3.2. Un campo de vectores I' € X (7T'Q) x R) dise que é un SODE se as suas
curvas integrais son holonémicas.

Vexamos a expresion local dun SODE I'. Sexa

. 0
+g (qlvvza8> %

+ I (qi, v, s) 0

ov'
at) = (0. 22 .s0))

unha curva integral de T', con a(t) = (¢*(t), s(t)) unha curva en Q x R.
Por un lado,

I=A (qi,vi, s) 8an'

e consideremos

9,
oq’

I(3() = A (@(0)) 5+ T (@(0) 5+ 9 (6(0) o

e por ser a(t) curva integral tense

- .o ddt 9 d*qt 0 ds O
Fla() =alt) = dt 0q' * dt? ovt + dt Os’
Logo,

A (@) =2 — i @),

Consideremos un punto (v, s) € TQ x R tal que &(0) = (vy, s). Entén

A (vg, 5) = AT (a(t)) = v (&(t) =" (v, ) ,

¢ dicir,
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Ademais,

ra) - (00 %

t,s(t)) - C(i;tq;
o) = o (005 s0) = 5§

Desta forma, a expresién local dun SODE T € X (TQ x R) é

t

t

o .o 0
T LN (3.4)

[ =ov'— , —
an’ v’ g@s

e a curva a(t) = (¢'(t), s(t)) queda determinada polo seguinte sistema de ecuaciéns dife-
da?

renciais de segunda orde
ds , q
t —| = I(t), — t)].
t’S( )) ’ dt 1t g(q(>’ dt t’S< )>

o d
=I1"(¢(t),—
(¢ %

Tense a seguinte caracterizacion dos SODES, que pode probarse de maneira sinxela
tomando coordenadas.

Proposicién 3.3. Un campo de vectoresT' € X (TQ x R) é un SODE se e s6 se JoI' = A,
onde A € o campo de vectores de Liouville (3.3) e J € a estrutura tanzente (3.2).

3.2. Calculo variacional de Herglotz

Na formulacion variacional da mecanica clasica, as ecuaciéns dindmicas obténense me-
diante o Principio de Hamilton que, como recordamos, dada unha funcién lagrangiana
L € C*(TQ), consiste en atopar curvas v : I C R — @ que sexan puntos criticos do

funcional
ol / Lo,
I

e asi obter as ecuaciéns de Euler-Lagrange (1.18).

No estudo de sistemas disipativos, Gustav Herglotz xeneralizou, en 1930, este principio
introducindo unha nova variable s no lagrangiano, £ (¢*,v*,s), e cambiando o funcional
integral por un diferencial. Esta aproximacién deu lugar & posteriormente denominada
formulacién de contacto para este tipo de sistemas, e a estes lagrangianos en particular, se
lles denomina lagrangianos disipativos ou lagrangianos dependentes da accion.

Aproximacion variacional Sexa L : T(Q) x R — R unha funciéon lagrangiana. Con-
sideremos o espazo de curvas en () con extremos qg, ¢, € @ fixados, e que denotaremos
por

Q(q0,q1) ={7:10,T] — Q/7(0) = qo,¥(T) = q1 }-
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Fixamos un valor inicial 2z, € R e podemos calcular a accién s, : [0,7] — R dunha
curva 7 resolvendo o seguinte problema de Cauchy:

ds .
{ d_; = E (77 v S')/) y
s54(0) = 2.
Definese o funcional accion de Herglotz como
A: Q(qO,ql) — R

v — A7) = 5,(T) — 5,(0) = foT §ydt = f0T£ (7,7, 84) dt.

Os puntos criticos desta accién A son as curvas v tal que (7,7, s,) é unha solucién das
ecuacions de Herglotz

3ﬁ_i oL __%8£
dgt  dt \ovi)  0s vt

Na seguinte seccion veremos outra forma de chegar a estas ecuaciéns dende un punto
de vista mais xeométrico.

3.3. Formalismo lagrangiano de contacto

Unha vez introducidos o campo de vectores de Liouville A e a estrutura tanxente .J
en T'() x R, veremos unha serie de conceptos mais para completar a descricién xeométrica
lagrangiana en sistemas mecanicos disipativos.

Consideremos £ : TQ x R — R unha funcién lagrangiana, £ = L (¢*,v", s).

Definicién 3.4. Definense as formas de Cartan asociadas & funcion £ como
O =dLoJ e Q' (TQ xR), we=—df; € P*(TQ xR), (3.5)

onde localmente
oL

0, = dq'.
L é)vlq

A enerzia lagrangiana do sistema é a funcion

Er=A(L)—L €C™(TQ xR),

cuxa expresion local é

oL
ovt

Er=v'——= —L. (3.6)
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3.3.1. Aplicacién de Legendre

A seguinte ferramenta que imos introducir é a aplicacion de Legendre en TQ) x R,
definida de forma similar a como fixemos para o fibrado tanxente T°'() no capitulo 1.

Definicién 3.5. Dada £ : TQ) x R — R unha funcién lagrangiana. Definese a aplicacion
de Legendre de £ como a derivada fibrada de £, considerada como unha funcién no fibrado
vectorial 75 : TQ) x R — ) x R.

Esta aplicacién, que denotaremos por F'L, vén dada por

FL : TQxR — T*QxR
(vg,8) = FL(vg,5) = (F(L(=5)) (vg),5),

onde L (—,s) : TQ — R é o lagrangiano con s fixado e F' (L (—, s)) a aplicacién de Legendre
definida en 1.7.

Polo tanto, en coordenadas (¢*,v", s), a expresién local de FL ¢é
o . 0L
FL(q", 0" =1q,— . 3.7
(¢',v',s) (q,avl,S) (3.7)

Observacion 3.6. Notese que con esta aplicacion F'L, dase unha definicién alternativa das
formas de Cartan (3.5):

Op = FL (m70) we = FL" (mjw),

onde 6 e w son a 1-forma de Liouville e a forma simpléctica candnica en T*(), respectiva-
mente, e w1 : T%Q X R — T%() é a proxeccion no primeiro factor.

3.3.2. Forma lagrangiana de contacto

Definese a forma lagrangiana 1, como a seguinte 1-forma en 7'Q) x R
Ne = ds — 95 S 0t (TQ X R) , (38)

que cumpre dn,; = we.
En coordenadas (¢',v', s), tense

oL .
=ds — —dq' 3.9
dn, = - dq' N d —— dq' A\ dg’ ——dq' A dv’. 3.10
= Bsau ot 0qI Ov’ e 7 +8W@v’ q v ( )

Vexamos agora un resultado que nos proporciona unha condicién necesaria para que 7,
sexa unha forma de contacto.
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Proposicién 3.7. Para un lagrangiano L : TQ x R — R, son equivalentes:
1. FL é un difeomorfismo local.
2. (TQ x R,ng) € unha variedade de contacto.

Demostracion. A demostracion é consecuencia das expresions locais (3.9), (3.10) e (3.7),

xa que resulta que a matriz
0?L
vt ovI

é non singular se e 86 se 1z A (dng)™ # 0. O

No caso no que F'L sexa un difeomorfismo, & aplicacién F L se lle denomina transfor-
macion de Legendre. Polo tanto,

Definicién 3.8. Dise que un lagrangiano £ : T'QQ x R — R é regular se se cumpren
os enunciados equivalentes da Proposicion 3.7. En caso contrario, dise que o lagrangiano
¢é singular. En particular, un lagrangiano regular dise hiperreqular se a sia aplicacion de
Legendre F'L é un difeomorfismo global.

3.3.3. Ecuaciéns de Herglotz

Consideremos L : TQ) x R — R un lagrangiano regular, logo pola Proposicion 3.7 tense
que a forma 7, definida en (3.8) é unha forma de contacto, e asi, (T'Q x R,n,) é unha
variedade de contacto.

Neste caso, a tripla (T'Q x R, 7., Fz) é un modelo particular de sistema hamiltoniano
de contacto que se lle denomina sistema lagrangiano de contacto.

Consideremos entén o seguinte isomorfismo de C* (T'Q) x R) —méddulos

be: X(TQxR) — QY (TQ x R)

. (3.11)
X > b (X) = ixdne + e (X) e,
dado pola forma de contacto 7.
O correspondente campo de vectores de Reeb, definido mediante
Re=bg'(nc)
¢ 2
0 0L 0
=——-Wv - — 12
Re 0s W ds Ovi v’ (312)
2 —1 2
onde W4 = ( 8?)1'86;]) é a inversa da matriz hessiana W;; = ( 85" aﬁv j).
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Observacion 3.9. Notese que para este tipo de sistemas de contacto, o campo de vectores de
Reeb non ten unha expresién en coordenadas tan simple coma no caso hamiltoniano (2.4).
Isto é debido a que as coordenadas candnicas (¢, v?, s) en (T'Q x R) non son coordenadas
adaptadas para a forma de contacto 7., xa que esta depende da funcion lagrangiana £ a
considerar.

Observacion 3.10. Con esta expresion local (3.12), resulta facil comprobar que a enerxia
lagrangiana E dada localmente por (3.6) satisfai a seguinte relacién

oL
Lr.Er=—— 3.13
rebie = —>-, (3.13)
que utilizaremos mais adiante para expresar a disipacion da enerxia.
Sexa I'x € X (T'Q x R) o tinico campo de vectores definido mediante a ecuacién
b (FL:) =dE, — (Rﬁ(Eﬁ) + Eg) Ne. (314)

Para calcular a sta expresion local, escribamos

0 0 9,
. =A"—+ B'— —
“ aq' + o' * 085’

onde as compoiientes A’ | B® e C son funciéns diferenciables definidas nun entorno aberto
de TQ) x R.

Agora, tendo en conta o isomorfismo (3.11) e facendo un célculo directo na ecuacién
(3.14), tense que a expresion local de I'z é

.0 .0 0
F - Z—, Bz - E—
“ v@gﬂ+ 8vl+ 0s
onde as compofientes B’ satisfAn o seguinte sistema de ecuaciéns
0*L 0*L 0L oL 0L IL
B* -4 g -+ L - — = =
ovk vt oqk ov' dsovt  dq¢t  Os Qv
Observacion 3.11. Notese que o campo de vectores I'y é un SODE, pois a sia expresion
local é (3.4).
Agora, se consideramos G(t) = (¢(t),v*(t), s(t)) unha curva integral holonémica de T'z,

, dq*
onde v*(t) = d_cff , e substituimos os valores na expresién anterior (3.15), obtemos
t

(3.15)

d*q* 0L +d_q’“ 0*L +@ 0L B oL _8_58_£

dt2 ovkQvi  dt OgkOvi  dt OsOvi  O¢f  Os Ovt’
que son as ecuacions de Fuler-Lagrange xeneralizadas consideradas por G.Herglotz no seu
principio variacional

(3.16)

d (0L\ 0L  OLOL
a(avz)—aqi = D5 o (3:17)
s _ r (3.18)

dt
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Un SODE T, € X (T'Q x R) solucién desas ecuacions denominase un campo de vectores
lagrangiano de contacto.

Observacion 3.12. Se o lagrangiano £ non é regular, o campo de vectores ['x pode non
ser Unico ou existir soamente nunha subvariedade de Q) x R. En [11],[17] desenvélvese un
algoritmo de ligaduras co propdsito de resolver este tipo de problemas.

Observacién 3.13. E interesante sinalar que, no formalismo lagrangiano de sistemas disi-
pativos, a expresion (3.18) relaciona a variacién temporal da ”coordenada disipativa”s coa
funciéon lagrangiana £ e, asi, podemos identificar esta coordenada coa accién lagrangiana
dada polo principio variacional, s = [ L.

3.4. Lagrangianos con disipaciéon holonémica

Un tipo particular de lagrangianos de contacto son os que tenen unha descomposicion
da seguinte forma: por un lado, unha componente que é o pullback mediante a proxeccion
candnica dunha funcién lagrangiana en T'(), mais outra que chamaremos funcién de disi-
pacién holonémica, que non depende das coordenadas v¢. Daremos unha breve descricién
para ver como son as suas ecuacions de Herglotz.

Definicién 3.14. Un lagrangiano cun termo de disipacion holonomica en T'Q) x R é unha
funcion

L=L+¢ecC(TQxR),

onde L = 7{ Ly para unha funcion lagrangiana Ly € C*(T'Q) e ¢ = 7§ ¢ para unha funcién
¢o € C(Q x R), onde 75 e 71 denotan o pullback das proxecciéns canénicas (3.1).

Tomando coordenadas (¢°,v%, s), un lagrangiano cun termo de disipacién holonémica

ten a forma
L (qi,vi, s) =1L (qi, vi) + ¢ (qi, s) )

Isto implica que os momentos definidos mediante a aplicacion de Legendre son inde-
pgglgentes da coordenada s. Ademais, para este tipo de lagrangianos cimprese a condicion
vids
Proposiciéon 3.15. Consideremos un lagrangiano cun termo de disipacion holonémica
L=L+¢ € C®(TQ xR). Enton a sia 1-forma de Cartan, a forma de contacto, a
enerzia lagrangiana e o campo de vectores de Reeb como lagrangianos de contacto son

0
Os’
onde 0y, € a 1-forma de Cartan de L considerada via pullback como 1-forma en TQ X R, e
E; € a enerzia lagrangiana de L como funcion en T x R.

A aplicacion de Legendre de L, FL : TQ x R — T*Q x R pode expresarse mediante
FL = FL x Idg, onde FL € a aplicacion de Legendre de L. Ademais, L ¢ reqular se e
so se L € regular.

0 =05, ne =ds—0,, E=FE;—¢, Re =
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Demostracion. A demostracién faise de forma inmediata tomando coordenadas. O

Consideremos o sistema lagrangiano de contacto (T'Q x R,ng, E¢), onde L = L +
¢ é unha funcién lagrangiana cun termo de disipacién holondémica. Suponamos que L
é regular, e sexa 'y o campo de vectores definido mediante a ecuacion

e (T'z) =dE; — (R (E) + E) e,

onde b, ¢ o isomorfismo dado por (3.11).
Entén, tense que o campo de vectores ', é un SODE e as ecuaciéns de movemento
(3.17) e (3.18) convirtense en

d <8L) 0L _ 99 09 0L

dt \ ov aqt  0q * s Ovi (3.19)
b _ |
dt

Esta é a expresion en coordenadas das ecuaciéns de Euler-Lagrange de contacto para
este lagrangiano £ = L + ¢.

3.5. Simetrias en sistemas lagrangianos de contacto

Nesta tltima seccion veremos brevemente como todo o estudado no capitulo anterior
sobre simetrias e cantidades disipadas en sistemas hamiltonianos de contacto podémolo
trasladar agora ao sistema lagrangiano de contacto regular (7Q x R, 7., E.), onde s e E,
son a forma de contacto e a enerxia lagrangiana dadas por (3.9) e (3.6) respectivamente;
R, € o campo de vectores de Reeb asociado, e X, é o campo de vectores de Euler-Lagrange
de contacto.

Polo tanto, os conceptos de simetrias dinamicas e de contacto son os mesmos, e o
Teorema de disipacion 2.17 expresa que a funcion

F = —iyne

é unha cantidade disipada, para toda simetria dindmica infinitesimal Y € X (T'Q x R).
En particular, a disipacion da enerzia lagrangiana (2.19), neste sistema, establece que

Lx Br = — (LR Ec) Ec. (3.20)

En coordenadas candnicas escribese

oL
Zx, Er = gEL,

debido 4 relacién (3.13).
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De forma andloga a como construimos levantamentos de aplicacions e campos de vecto-
resde Q@ aT*Q xR, se p: Q — @ éun difeomorfismo, podemos establecer o difeomorfismo

® = (Ty,Idp): TQ x R — TQ x R,

onde T'p é o levantamento canénico de ¢ a T'(Q). Baixo estas hipéteses, o difeomorfismo ¢
dise que é unha transformacion natural de TQ) x R.

Por outro lado, dado un campo de vectores Z € X(Q), pédese definir o seu levantamento
completo a TQ X R como o campo de vectores Y € X (TQ x R) cuxo fluxo local é o
levantamento canénico do fluxo local de Z a TQ x R; isto é, o campo de vectores Y = Z¢,
onde Z¢ denota o levantamento completo de Z a T'Q, identificado de maneira natural
como un campo de vectores en T'() x R. Calquera transformacién infinitesimal Y deste
estilo denominase unha transformacion infinitesimal natural de TQ) x R.

As extensiéns a T'QQ x R do endomorfismo tanxente J e do campo de vectores de
Liouville A, que denotabamos da mesma forma, permanecen invariantes baixo a acciéon de
transformaciéns naturais de T'(Q x R. Desta forma, se ® é tal transformacién, tense que

Do J=Jod, e DA=A,

que utilizaremos para probar o seguinte resultado, que relaciona transformaciéns naturais
que preservan o lagrangiano coas simetrias de contacto.

Denotemos, de novo, por Diff (Q)) ao conxunto de difeomorfimos en @) e por Diff (7T'Q x R)
ao conxunto de difeomorfismos en T'Q) x R.

Proposicién 3.16. Sexa ® € Diff (TQ x R) (respectivamente Y € X(T'Q x R)) o levan-
tamento candnico de ¢ € Diff (Q) a TQ x R (respectivamente de Z € X(Q)) que deiza o
lagrangiano invariante, entén é unha simetria de contacto (infinitesimal), isto €,

e =nc P*E, = E
(respectivamente Lyn, =0, L Ep=0).
Como consecuencia, € tamén unha simetria dindmica (infinitesimal).

Observacion 3.17. En particular, de forma similar ao resultado de disipacion dos momentos
2.25 do capitulo anterior, se a funciéon £ non depende da coordenada ¢' para un certo indice
1, isto é, se

oL
- =0,
oq
entén o campo de vectores
0
— e X(T R
5 € XTQ xR
¢ unha simetria de contacto infinitesimal, e a sia cantidade disipada asociada é o momento
a—ﬁ.. E dicir,
» oc oc  oLocC
- ) = — E)—=——.
“xe (8@’) (Zr.Ee) ovt  OJs Ov
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Polo tanto, como o cociente entre dias cantidades disipadas é unha cantidade conservada,
se Er # 0, tense que a funcion

1 oL
¢= ETW

¢ unha cantidade conservada.






Capitulo 4

Exemplos

Neste capitulo desenvolveremos tres exemplos conecidos de sistemas mecanicos de con-
tacto.

O primeiro exemplo é o oscilador arménico amortecido, unha variacién do oscilador
armoénico simple ao engadirlle & sia funcién lagrangiana un termo de disipaciéon holonémica.
Para ver con mais claridade o estudado nos capitulos anteriores, neste exemplo faremos
a formulacion lagrangiana e hamiltoniana, e veremos como en ambos casos se chega &s
mesmas ecuacions de movemento.

O segundo exemplo é o movemento dunha particula ou un obxecto nun plano
vertical baixo a accién dunha gravidade constante e con friccién. Este move-
mento tamén se describe mediante un lagrangiano cun termo de disipaciéon holonémica, e
desenvolveremos s6 a sua formulacion lagrangiana.

O terceiro exemplo é a ecuaciéon do paracaidas, a cal describe a caida vertical dun
obxecto en presenza dunha gravidade constante. Neste caso, a forza de friccién é propor-
cional ao cadrado da velocidade, e o lagrangiano correspondente a este movemento non vai
ter un termo de disipacion holonémica. Faremos a sia descricion hamiltoniana.

4.1. Oscilador armonico amortecido

Consideremos o espazo de configuraciéon () = R. A descricion lagrangiana do oscilador
armoénico unidimensional vén dada pola funcion lagrangiana L : T'(Q) — R, onde
1, 1

L(q,v) = gmv” = §mw2q2.

A ecuacién de Euler-Lagrange ou de movemento para este lagrangiano é

d2q 2
w—i‘w q:O,

que é a ecuacion do oscilador arménico simple.
Formulaciéon lagrangiana de contacto

95
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Consideremos agora a seguinte funcién lagrangiana con termo de disipacion holonémica

L: TRxR — R
1 1

(@05) = Llgv5)=L(g,0) ks = g — S — ks

Para ilustrar este movemento, consideremos unha masa m unida ao extremo dun resorte
con constante de elasticidade C', e a un amortecedor cuxa forza de friccién é proporcional

a velocidade da masa en cada instante de tempo. Neste sistema, denotamos por k = 1
m

4 constante de amortecemento e por w = 4/ — 4 frecuencia angular.
m
2

Jvdv

Resulta evidente ver que o lagrangiano £ é regular, pois =m # 0.

Figura 4.1: Oscilador arménico amortecido
A diferencial da funcién lagrangiana é
dL = —mw?qdq + mvdv — kds,

e como neste sistema

0 0
A=v— e J=—®dg,
ov ov g
tense que a enerxia lagrangiana e a sia diferencial son

1 1
Er = AL)—-L = émv2 + §mw2q2 + ks,

dE; = mw?qdq + mudv + kds.
As formas diferenciais e o correspondente campo de vectores de Reeb son

0 = dLoJ=muvdg,
ne = ds— mudg,
dne, = mdqA dv,

0
Re = ——.
. 0s
Consideremos un campo de vectores X, € X (TR x R) con expresién local
0 0 0

Xe=a—+b— +c—.
£ a8q+ 8v+088
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Por un lado, aplicandolle (3.11) ao campo X, obtemos
be (Xz) = (am*v® — bm — cmw) dgq + amdv + (¢ — amwv) ds

e por outro,

1 1
dE; — (Re(Er)+ Ep)ne = <mw2q + mkv + §m2v3 + §m2w2q2v + mkvs> dq +

1 1
+mudv + <—§mv2 — §mw2q2 — k:s) ds.

Logo, igualando en (3.14), a expresién local de X é

Entoén, se v(t) = (q(t),v(t), s(t)) é unha curva integral de X, esta satisfai o seguinte
sistema de ecuacions diferenciais

dq dv 9 ds
4 _ 2k ®_r
a0 ar 21T dt

Das primeiras dias ecuacions do sistema obtense o seguinte sistema de ecuaciéns dife-

renciais de segunda orde

d’q  dq
— + k— 2¢=0
T

que corresponde coa ecuacién do oscilador arménico amortecido.
A disipacién da enerxia lagrangiana (3.20) neste sistema vén dada por

D%XC El: = _kEﬁ.

Formulacién hamiltoniana de contacto

Consideremos a variedade de contacto (7@ x R,n) con coordenadas (g, p, s), onde
17 = ds — pdq e o campo de ReebéR:a—.

s
Mediante a aplicacién de Legendre asociada a £ dada por
FL: TOQxR — T'Q xR
(Q7U7 S) H F‘C <q7 U? 8) = (qu = mv? S) )

definese a funcién hamiltoniana como F'L*H = E,. Desta forma,

1 1
H=_—"—p*+ -mw?¢* + ks
2m 2
e a sua diferencial é

dH = £d]D + mw?qdq + kds.
m
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Sexa Xy € X (T*Q x R) o campo de vectores con expresién local

0 0 0
Xy =as +bo 4 oo
1= 9% o s
e definido mediante (2.5).
Por un lado, aplicindolle (2.1) a Xy tense

b (X)) = (ap® —b—cp) dq + adp + (c — ap) ds.
Por outro lado,

3 1
dH — (R(H)+ H)n = (mwgq +kp+ 2p_m + imquzp - k:ps> dq +

2

1
+ de + P —mw?q® — ks | ds.
m 2m 2

Logo, igualando en (2.5), obtemos a expresién local de Xy

Asi, unha curva integral v(t) = (q(t), p(t), s(t)) de Xy é solucién do seguinte sistema
de ecuacions diferenciais
dg p dp 2 ds 1 o 1 5,
—_—=—, — = —nmw-q — kp, — = —p° — —mw°q¢" — ks.
it~ m dt L T P K
Combinando as dtas primeiras ecuaciéns do sistema anterior obtemos o sistema de
ecuacions diferenciais de segunda orde
d’q  dq
— +k— +w’q=0,
ae a0
da mesma forma que no caso lagrangiano, e a disipacién da enerxia (2.19) neste sistema
exprésase como

Ly, H = —kH.

4.2. Movemento nun campo gravitacional constante
con friccion

Consideremos o movemento dunha particula nun plano vertical baixo a acciéon da gra-
vidade constante. Neste caso, o espazo de configuracién é Q = R? con coordenadas (z, )
e o seu fibrado tanxente TQ = TR? con coordenadas (z,y, v,, vy).
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Este movemento pode describirse mediante a funcién lagrangiana

1 1
_ 2 2
L(z,y,v,,v,) = S + 5MYy — Mgy,
onde g denota a aceleracion da gravidade.
Para introducir a friccién do aire, consideramos o seguinte lagrangiano con termo de
disipacion holonémica
Lo

1
L=1L—ks=—-mv:+_-mu

5 5 vy — Mgy — ks (4.1)

en M =T@) xR e con coordenadas (z,y, vy, vy, S).
De novo, resulta evidente ver que o lagrangiano L é regular, pois a matriz

0°L _(m 0
oviovi ) \0 m

ten rango maximo.
Neste caso, temos

dL = muvydv, + muydv, — mgdy — kds,

0 0
A= g TG,
0 0
= dz + — ®d
J 8vx® x+8vy® Y

1 1
Er = AL)-L= 577“)5 + §mv§ + mgy + ks,

dE; = muydvu, + muydv, + mgdy + kds,

e formas diferenciais
0 = dLoJ=muydr+mu,dy,
ne = ds— (mv,de +mu,dy),
dne = mdz A dv, +mdy A dvy.

Consideremos X, € X (T'Q) x R) con expresion local

0 0 0 0 0
Xﬁ—a%+ba_y+cavm+da—%+€$

o unico campo de vectores solucién da ecuacién (3.14), con L o lagrangiano dado por (4.1).
Por un lado, aplicdndolle (3.11) a X obtemos

be (Xz) = (amPol+ bmPu,u, — emu, — em) dz + (amvyvy + bmPv? — emu, — dm) dy +

+ amdv, + bmdv, + (e — amv, — bmuy) ds,
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e por outro lado,

1 1
dE; — (Re(Er) + Eg)ne = (kmvgC + §m211§ + szvxvz + m2gyv, + k:mvxs) dx +

1 1
(kmvy + §m2v§vy + §m2v2 + m*gyv, + kmuys + mg) dy

1 1
+ mu,dv, + mu,dv, + <—§mv§ — Emvg —mgy — k’s) ds.

Agora, igualando en (3.14), obtemos a expresién local de X,

0 0 0 0 0
UI% + ’Uya—y — k?]x— — (k’vy +g) — + L—.

X pr—
£ o0v, v, O0s

Sexa Y(t) = (x(t), y(t), v4(t),vy(t), s(t)) unha curva integral de X . Entén v é solucién
do seguinte sistema de ecuaciéns diferenciais
dx dy dv, dv ds
— = U, — =, = —kv,, — = kv, — g, — = L.
" da Y dt ’ dt v
Combinando as ecuaciéns primeira e terceira por un lado, e a segunda e cuarta por
outro, chegamos ao seguinte sistema de ecuacions diferenciais de segunda orde

d%x dx
k=0

az T =Y
d*y  dy

LA Saia —
dt? + dt +t9=0

que describe o movemento dun obxecto nun plano vertical.
A disipacién da enerxia lagrangiana (3.20) para este sistema ¢é

P, Ep = —kEp.

4.3. Ecuacion do paracaidas

Consideremos o movemento vertical dunha particula caendo sobre un fluido baixo a
acciéon dunha gravidade constante. A friccion modélase mediante a ecuacion de arrastre,
onde a forza de friccion é proporcional ao cadrado da velocidade.

Este movemento pode describirse mediante o sistema lagrangiano de contacto (M, L),
onde M = TR x R con coordenadas (y,v, s) e

L=—-mv°—— (ezky — 1) + 2kvs,

onde k é o coeficiente de friccién, o cal depende da densidade do aire, a forma do obxecto,
etc.



4.3 Ecuacion do paracaidas 61

Mediante a aplicacién de Legendre
oL .
FL(y,v,s)=(y,p= 505) = (y,p=mv +2ks,s) e T"R xR
v

e a funcién enerxia .
Er=A(L) - £ = 5mv” + T;—g (v —1),

0
onde A = va—, definese a funcién hamiltoniana como FL*H = Ej,.
v

Asi,

2 2.2

D 2k*s*  2kps  mg , o

H:— — — y_l
2m+ m m * 2k (6 )

e a sua diferencial é
oy 1 2k
dH = mge™™dy + — (p — 2ks) dp + po (2ks — p) ds.
m

Consideremos, polo tanto, a variedade de contacto (T*R x R, n) onde n = ds — pdq e o
campo de vectores de Reeb é R = —.
S

Sexa Xy € X (T*R x R) o campo de vectores con expresién local

0 0 0
XH—aa—y—’—ba—p—’—C%

e definido mediante a ecuacién (2.5).
Por un lado, aplicandolle (2.1) obtemos

b (Xp) = (ap® — cp — b) dy + adp + (c — ap) ds,

e por outro,

Agora, igualando ambas ecuaciéns en (2.5) e despexando, chegamos a que

( p — 2ks
a= )
m
2k
b= —mge?*¥ + =P (p — 2ks),
m
C:M_@(e%y_l)
\ 2m 2k ’
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e polo tanto, a expresiéon local de Xy é

p—2ks\ 0 (2kp o\ O (PP —4K%s® mg , o 0
Xy = T (2P (p— 2ks) — v) L (PO S MI oy ) ) 2
m < m ) 8y+( m v s) —mge 6p+ 2m 2k (e ) Os

Sexa y(t) = (y(t),p(t),s(t)) unha curva integral de Xpy. Logo 7 satisfai o seguinte
sistema de ecuacions diferenciais

(dy  p—2ks

a  m

dp %y 2kp

o P 9
<dt mge +m(p ks),
ds  p*—4k*s>  mg o,

R A ~1).
| dt 2m o (¢ )

Combinando as duas primeiras ecuaciéns do sistema anterior, obtemos a ecuaciéon dife-

rencial de segunda orde
d*y dy\*
— —k(—= =0
at? (dt) T9=0

que describe a caida vertical dun obxecto en presenza da gravidade.
A disipacién da enerxia (2.19) para este sistema é

2
L, H = — <4k ° —@) H.

m m



Capitulo 5

Ecuacions de Herglotz en sistemas
lagrangianos con ligaduras

O interese deste capitulo é facer unha aproximacion aos sistemas disipativos utilizando
sistemas lagrangianos non holonémicos con ligaduras. Veremos unha forma alternativa de
chegar as ecuacions de movemento ou ecuacions de Herglotz sen recorrer ao formalismo de
contacto descrito nos capitulos anteriores.

5.1. Sistemas ordinarios non holonémicos

Consideremos £ : TQ x R — R un lagrangiano regular, £ (¢*,v",s). O noso propdsito
vai ser obter a dindmica definida por £ nunha subvariedade non holonémica de T'(Q x R),
definida pola funcién de ligadura

¢(qivviasavs) = Vs _»C = 0.

Polo tanto, se my é a proxecciéon candnica, consideramos a funcién lagrangiana L =
oL € C* (T (Q x R)) como un lagrangiano dexenerado, xa que non depende da coorde-

nada v,.
T(Q xR)

WO[ L=ngL
c
TO xR—E 3R

Asi, a ligadura non holonémica convirtese en ¢ (¢*,v", s,vs) = vs — L = 0.
Denotemos por
C=¢10)= {(qi,vi, s,vs) eT(QxR) Jvs=1L (qi,vi,s)}
4 subvariedade de T (Q x R) definida por ¢.
As formas canodnicas asociadas a este lagrangiano L son
oL

0, =d;L=—-—dq'
L J Gv’q

63



64 5 Ecuaciéns de Herglotz en sistemas lagrangianos con ligaduras

¢ 2 ) ) 2 ) ) 0?L )
Qp =—di, = ———dq¢' Nd¢’ —dq' A dv’ dq* Nd
L L 0qI V' 4 ¢+ dviov 1 v B %
onde J é a estrutura tanxente en T (Q x R) dada por
g2 ®dd + —®d (5.1)
= — s .
ovt 4 Ov, ’
L
e notando que =0.
v,
Denotemos tamén por A ao campo de vectores de Liouville en T'(Q x R), isto é
o, 0
A= ; EI YR
v ovt v Ov,
e asi, a correspondente enerxia lagrangiana é
oL
E,=v"= - L
L (% a’[}h Y
e polo tanto, a sua diferencial
O0?L , 0*L 0°L oL . . OL
dEp =" ——dq' +v"— h ds — —dq' — —d
L=y Oqtovh ¢t ovtouh v dsouh "’ oq' T 95"

5.1.1. Formulacién co campo de vectores dinamico

O problema variacional para este sistema lagrangiano non holonémico (7' (Q x R) , L, C),
como vimos na seccién 1.5, consiste en atopar campos de vectores X € T (Q X R) que
sexan SODES, tanxentes & subvariedade C' e soluciéns da ecuacion dindmica

ix, 0 — dEp = Mo, (5.2)

onde A : T(Q xR) — R é o denominado multiplicador de Lagrange, e dj¢ denota a
diferenciacion vertical da funcion ¢.

O caracter dexenerado da funcion lagrangiana obriganos a sair do formalismo simplécti-
co estandar ao que estamos acostumades para adentrarnos no formalismo presimpléctico.
Hai varios traballos xa nos que se propon un algoritmo de restriciéns co fin de poder des-
cribir a dindmica do sistema. Podémolo ver, por exemplo, na seccién 8.1.1 do libro [20] ou
en [18], entre outros.

O que daremos a continuacién é unha idea deste algoritmo de restriciéns, que nos
serd de utilidade ao longo de todo o capitulo para describir a formulacion lagrangiana non
holonémica de sistemas disipativos.

Observacion 5.1. Lagrangianos singulares.

Unha estrutura presimpléctica w nunha variedade diferenciable M de dimensién 2n + r
é unha 2-forma pechada e dexenerada, é dicir, w ten rango constante 2n. Ao par (M,w) se
lle denomina variedade presimpléctica.
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Consideremos (T'Q,w,, E¢) un sistema lagrangiano singular, isto é, a matriz hessiana
con respecto as velocidades
0?L
ovtovi

non ten rango maximo. Desta forma, w, é dexenerada e, polo tanto, é unha estrutura
presimpléctica.
Logo, a ecuacién dinamica

iXECU£ = dEE (53)

non é compatible en todo o espazo T'Q) e, cando tena solucién, non é tnica nin é necesa-
riamente un SODE.

En xeral, as soluciéns desta ecuacion (5.3) van a existir sé nunha subvariedade C' — T'Q),
denominada subvariedade de ligaduras. O obxectivo do algoritmo de restriciéns é atopar
esta subvariedade C' (se existe), onde habera definidos campos de vectores X, € X (TQ)
que van a ser SODES, tanxentes a C' e cuxas curvas integrais seran soluciéns das ecuacions
de Euler-Lagrange en C. A idea deste algoritmo é a seguinte:

1. Buscamos as condicions de compatibilidade que definen a subvariedade de T'Q) onde
a ecuacion dindmica (5.3) sexa compatible. Esta subvariedade vén definida por

P = {p S TQ/ (szEl:) (p) =0,VZ € kerwl;} .

2. Aplicamos as condicions de tanxzencia. A partir dunha base local de campos de vecto-
res Z € kerw, obtemos unha base de funciéns de ligadura i zdE, localmente definindo
Py.Se X € X (T'Q)) é asolucién xeral de (5.3) en P, entén as condiciéns de tanxencia
son

Xr(izdEg) | =0.
Py
Se seguimos aplicando o proceso, estas condiciéns poden orixinar novas ligaduras que
definan novas subvariedades. Atopamonos, polo tanto, cunha cadea de subvariedades

PP i — ... > PP —TQ

tal que pode ocorrer un dos seguintes casos: que o algoritmo contintie ata que non
atope novas funciéns de ligadura, no cal teremos unha subvariedade final P, = C’; que
chegue un momento no que P, = (), no cal non existe solucién; que a subvariedade
P, = (' sexa un conxunto de puntos illados, ou ben que o proceso sexa infinito.

3. Imponemos a condicion de SODE. Como nun principio a solucién non ten por que
ser un SODE, esiximos que J(X) = A para a solucién xeral X € X (7'Q). Obtemos,
polo tanto, unha subvariedade definida por esta nova restricion.

Ao final de todo o proceso, obteremos unha subvariedade méis pequena que acolla
todas estas condiciéns e que estea definida por todas as ligaduras impostas polo
sistema.
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Volvendo ao problema variacional inicial, tense que a forma €1y é presimpléctica, pois

¢ unha forma dexenerada xa que ker {2, =
Us

dade ten solucion a ecuacion, calculando primeiro as ligaduras primarias coa condicién de
compatibilidade

}. Polo tanto, vexamos en que subvarie-

o (ix,Q = dEp) =i (Ayo). (5.4)

Ovg

Como ¢ = vy — L e considerando a expresién local (5.1), tense que

[9J0) oo . . oL .
d;p=d = ds + —dq' = ds — —dq".
79 goJ v, s+@vl 4 ° ovt 1
Polo tanto,
ia (Adjo)=0,

e asi, ambos lados da ecuacién (5.4) son identicamente cero. Isto indica que non hai liga-
duras primarias, é dicir, que a ecuacién dindmica (5.2) ten solucién en toda a subvariedade
C.

Para calcular a expresion local do campo X € X (T (Q x R)), sexa

X, :Aia%. +Biaii +F%+Gai,
e aplicando a ecuacién (5.2) aos campos %, %, 82’ obtemos as seguintes ecuacions para
os coeficientes dq’, dv' e ds: Lo
» Para dq’,
L 0L Lk 0?L _ ph 0?L B 0*L o 0?L oL A@L (5.5)

agor  * agovi C avhow  C osov U ogovh | ag . oui
» Para dv,
- — v -
Ovtovh ovtouvh

Como estamos suponendo £ regular, enton

0%L 0%L
det (W) = det (W) 70,

de onde se deduce que A" = v".

=0.

= Para ds,
b 9%L b 0%’L oL
0sovh 0sovh  Os
oL

e utilizando que A" = v", tense que A = —.

0s

=\
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A correspondente componente para dvs non aparece.
Por ser X;, SODE en T'(Q x R), tense tamén que F' = vy = L. Logo a expresién local
do campo X é

0 0 0 0
X, =v'—+B'"—+1L G—. 5.6
L= Vg B e O, (5:6)
Para determinar (G, necesitamos a condicién de tanxencia, que indica que
XXL¢ = XL(¢) = XL('US — L) =0.
Asi,
;0L 0L oL
G=v"—+ B"— —
v oq’ ot + 0s’
e polo tanto, tense que en coordenadas, Xy, é
-0 0 0 oL oL oL\ 0
X, =v-—=+DB L — 4+ B L— .
g U(?ql—'— 81}1+ 85+<vaq+ 8vl+ 03)81}8
Agora, introducindo os valores de A" e A na ecuacién (5.5), tense
0*L 0*L 0*L oL 0L OL
h h +L (5.7)

v dghovt ovhovi dsovt  Ogi ~ 0s Ovi’
Se consideramos y(t) = (¢'(t),v'(t), s(t), vs(t)) unha curva integral de X, da sta ex-
presion local (5.6) obténiense
: dq’ : dv’ ds dv,
i _ B _ L _ 2 _
v () =1 B ) G =21 cne =2

e substituindo na ecuacion (5.7), determinanse as traxectorias do sistema como soluciéns
das ecuacions de Herglotz

%<0L) oL 9L OL (55)

o' dqt  0s vt
Observacion 5.2. Hai outra forma de escribir estas ecuaciéns (5.8), cuxas traxectorias son
as soluciéns dunha ecuacién diferencial dada en termos do operador de Euler-Lagrange &,

en @ x R,
Epojiy=xd"¢o4A. (5.9)

Neste caso A é a mesma da ecuacion (5.2) e, considerando as expresions locais (1.23) e
(1.20), de &1, e d respectivamente, obtéiense
oL d (0L oL oL d

- — — ) =-A—, — ——(0)
aq’ o’ ov' ds dt
xa que L non depende de v,.

Polo tanto, unha curva y(t) = (¢'(), s(t)) en Q x R solucién de (5.9) é unha solucién

das ecuacidns
oL d (8L) B oL 0L

:A,

o dt \ovi) s i’

que se corresponden coas componientes (5.8) da ecuacién dindmica (5.2).
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Por tltimo, para concluir o noso estudo sobre sistemas non holonémicos disipativos
dende este punto de vista do campo de vectores dinamico Xy, é interesante observar como
varia a enerxia lagrangiana ao longo das siias curvas integrais.

Polo tanto, partindo da ecuacién dinamica

ix,Qp —dEL = Mo,

oL
e utilizando que A = —, tense

0s

oL oL
'iXLQL:dEL+_ (dS— dqz> .

0s ovt

Agora, facendo a contraccién con iy, , com