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2.3.3. Simetŕıas en sistemas hamiltonianos canónicos de contacto . . . . . 40

3. Formalismo lagrangiano de contacto 43
3.1. SODES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2. Cálculo variacional de Herglotz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3. Formalismo lagrangiano de contacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.1. Aplicación de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3.2. Forma lagrangiana de contacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3
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Resumo

A mecánica xeométrica é a rama da f́ısica matemática que estuda a mecánica clásica
dende o punto de vista da xeometŕıa. Nos últimos anos xurdiu un gran interese por describir
conceptos como a disipación e irreversibilidade dos sistemas dinámicos. Comprobouse que
a xeometŕıa de contacto é un marco teórico adecuado para estudar este tipo de sistemas.

O obxectivo principal deste traballo é estudar a dinámica nos sistemas de contacto.
Revisaremos as principais caracteŕısticas da dinámica simpléctica para poder xeneralizalas
despois ao caso de contacto. Faremos unha descrición hamiltoniana e lagrangiana de ditos
sistemas, presentando aśı esta xeometŕıa de contacto como unha candidata natural para
describir sistemas disipativos e non disipativos.

Por último, veremos como a dinámica de contacto obtida mediante o principio variacio-
nal de Herglotz pode describirse como un sistema lagrangiano non holonómico, dependendo
dunha variable disipativa e cunha elección adecuada de ligadura.

Abstract

Geometric Mechanics is the branch of the mathematical physics that studies Classical
Mechanics from the point of view of geometry. In the last years there has been a great
interest in describing terms such as the dissipation and irreversibility of dynamical systems.
It was found that contact geometry is a suitable theoretical framework to study this type
of systems.

The main purpose of this work is to study the dynamics of contact systems. We will
review the main characteristics of symplectic dynamics to be able to generalize them later
to the contact case. We will make a Hamiltonian and Lagrangian description of contact
systems, showing how this geometry is a natural candidate to describe dissipative and
non-dissipative systems.

Finally, we will see how the contact dynamics obtained by Herglotz’s variational prin-
ciple can be described as a non-holonomic Lagrangian system depending on a dissipative
variable with an adequate choice of one constraint.
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Introdución

Dende tempos antigos, o estudo dos sistemas dinámicos tivo unha gran repercusión
nalgunhas ramas das matemáticas, a f́ısica e a enxeñeŕıa. Ata a segunda metade do século
XX, os principais avances neste campo de estudo estaban baseados en métodos numéricos e
anaĺıticos. Sen embargo, sobre os anos 60 xa se comezaron a usar métodos máis modernos en
xeometŕıa diferencial co propósito de estudar sistemas f́ısicos. Pode verse, por exemplo, nos
traballos de C. Godbillon [9], de W. M. Tulczyjew [28],[29],[30] ou nos de A. Lichnerowicz
[24], entre outros.

Esta xeometrización dos sistemas f́ısicos proporciona unha correspondencia entre con-
ceptos f́ısicos e obxectos xeométricos intrinsecamente ben definidos. Por exemplo, as ecua-
cións diferenciais que definen un sistema f́ısico poden ser pensadas como campos de vectores
na variedade de fases do sistema, as simetŕıas poden identificarse con accións de grupos
de Lie, e as ligaduras que restrinxen un sistema f́ısico definen subvariedades no espazo de
fases. Ademais, estes conceptos f́ısicos non dependen das coordenadas, o que xustifica que
a formulación xeométrica das teoŕıas f́ısicas sexa independente do sistema de coordenadas
a considerar.

A formulación hamiltoniana da mecánica clásica é unha ferramenta de gran utilidade
na descrición de sistemas mecánicos debido ás súas salientábeis propiedades xeométricas, e
ademais proporciona unha forma natural de estender a teoŕıa clásica ao contexto cuántico.
Hoxe en d́ıa, é ben coñecido que o marco xeométrico natural para os sistemas hamiltonianos
autónomos é a xeometŕıa simpléctica, mentres que para a descrición dos sistemas non
autónomos faise uso da denominada xeometŕıa cosimpléctica. Un resultado interesante en
ambos marcos xeométricos é o teorema de Darboux (véxase [1]).

Sen embargo, esta formulación describe exclusivamente sistemas illados cunha dinámica
reversible, en contraste coa realidade, onde nos atopamos constantemente con sistemas que
están en interacción cun entorno que introduce os fenómenos de disipación e irreversibili-
dade. Polo tanto, unha cuestión interesante seŕıa preguntarnos se é posible constrúır unha
nova teoŕıa na mecánica que teña en conta todas as vantaxes do formalismo hamiltoniano e
ademais considere os efectos do medio ambiente no sistema. A resposta dánola a xeometŕıa
de contacto.

Nos últimos anos houbo un aumento de interese polo estudo dun marco xeométrico para
describir sistemas con disipación. Unha ferramenta especialmente útil é esta xeometŕıa de
contacto, que xorde de maneira natural para describir sistemas dinámicos non conservati-
vos, tanto hamiltonianos como lagrangianos. Esta xeometŕıa resultou de gran utilidade en

7



8 Introdución

moitas áreas diferentes como en termodinámica [25], mecánica cuántica, teoŕıa de circúıtos,
teoŕıa de control, etc, co propósito de describir varios tipos de sistemas f́ısicos.

Neste traballo centrarémonos principalmente nos sistemas mecánicos con disipación.
Aı́nda que a xeometŕıa de contacto se aplicou inicialmente para dar unha descrición de
tipo hamiltoniano para estes sistemas, recentemente tamén se fixeron estudos para o caso
lagrangiano. É interesante sinalar que a primeira formulación lagrangiana de sistemas de
contacto foi introducida por Gustav Herglotz, ao redor de 1930 (véxase [13]), dende unha
perspectiva variacional.

Unha das vantaxes desta mecánica hamiltoniana de contacto é que inclúe dentro dun
mesmo formalismo tanto aos sistemas disipativos coma aos non disipativos. Por outro lado,
en [17] preséntase un modelo máis xeral, inspirado na formulación cosimpléctica de sistemas
mecánicos non autónomos.

Este traballo consta de 5 caṕıtulos.

Caṕıtulo 1. Formalismo simpléctico.

Revisamos os principais aspectos da mecánica non disipativa. Describiremos breve-
mente o formalismo hamiltoniano e lagrangiano en variedades simplécticas, recor-
dando as súas principais estruturas xeométricas. Logo introduciremos o denominado
operador de Euler-Lagrange asociado a unha función lagrangiana, que é unha ferra-
menta de gran interese na mecánica lagrangiana xeométrica, co fin de proporcionar
unha forma alternativa de escritura das ecuacións de Euler-Lagrange en termos des-
te operador. Con este marco, plantéxase o problema variacional para un sistema
dinámico non holonómico con ligaduras, isto é, con restricións nas velocidades.

Para rematar, veremos a xeometŕıa que subxace aos sistemas dinámicos non autóno-
mos sen disipación co propósito de dar as súas ecuacións de movemento en termos
das curvas integrais dun campo de vectores en particular. Para entendelo con máis
claridade, ilustrarémolo cun exemplo.

Este caṕıtulo apóiase en [1],[3],[5],[10],[20],[23] para desenvolver os seus contidos.

Caṕıtulo 2. Formalismo hamiltoniano de contacto.

Neste caṕıtulo estudamos os sistemas de contacto. Introduciremos as nocións máis
importantes da xeometŕıa de contacto, definindo aśı os conceptos de variedade de con-
tacto, campo de vectores de Reeb e enunciando o teorema de Darboux para este tipo
de variedades. Con este fondo xeométrico, definimos a noción de sistema hamiltonia-
no de contacto e escribiremos as ecuacións de movemento ou ecuacións de Hamilton
de contacto en termos das curvas integrais do campo de vectores hamiltoniano. Ve-
remos como no caso particular dos sistemas mecánicos non se ten a conservación da
enerx́ıa.

Por último introducimos as simetŕıas e cantidades disipadas de forma xeométrica.
Definimos diferentes tipos de simetŕıas para sistemas hamiltonianos de contacto (as
denominadas simetŕıas dinámicas e de contacto), dependendo da estrutura que se
preserve, e establecemos relacións entre elas. Veremos que hai diferenzas significativas
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con respecto aos sistemas simplécticos, e enunciaremos un ”teorema de disipación”
análogo ao teorema de conservación dos sistemas conservativos.

As principais referencias para este caṕıtulo son [4],[8],[14],[15].

Caṕıtulo 3. Formalismo lagrangiano de contacto.

Neste caṕıtulo estudamos os sistemas lagrangianos de contacto. Introducimos os SO-
DES (ecuacións diferenciais de segunda orde) na variedade TQ × R e describimos
brevemente a aproximación variacional de Herglotz para obter as súas ecuacións de
contacto. A continuación realizamos unha descrición xeométrica dos sistemas lagran-
gianos de contacto como un caso particular de sistema hamiltoniano de contacto para
chegar ás mesmas ecuacións que Herglotz. Expoñemos un caso particular de lagran-
giano de contacto cun termo de disipación holonómica. Por último, trasladamos as
diferentes nocións de simetŕıas definidas no caṕıtulo 2 ao caso do sistema de contacto
(TQ× R, ηL, EL) para unha función lagrangiana L, e veremos as relacións que hai
entre cantidades disipadas e conservadas con ditas simetŕıas.

As principais referencias están en [8],[14].

Caṕıtulo 4. Exemplos.

Facendo uso da formulación xeométrica de contacto dos caṕıtulos 2 e 3, analizaremos
algúns exemplos coñecidos de sistemas dinámicos disipativos, como son o oscilador
armónico amortecido, o movemento dun obxecto nun campo gravitacional constante
con fricción e a ecuación do paracáıdas. En vista de traballar con ambos formalismos,
nalgúns exemplos daremos a súa descrición hamiltoniana e noutros a lagrangiana.

Os exemplos deste caṕıtulo podémolos ver tamén en [8].

Caṕıtulo 5. Ecuacións de Herglotz en sistemas lagrangianos con ligaduras.

Sen facer uso do principio variacional de Herglotz, obtemos as ecuacións de contacto
como un sistema lagrangiano con ligaduras non holonómicas nunha variedade pre-
simpléctica, cunha variable disipativa s. Veremos como a dinámica e as ecuacións
diferenciais que definen as traxectorias do sistema son as mesmas que as que obtive-
mos mediante o formalismo de contacto.

As ferramentas que utilizaremos neste caṕıtulo son resultados de xeometŕıa pre-
simpléctica (ver [17],[20]) e o operador de Euler-Lagrange que introducimos no caṕıtu-
lo 1. Esta aproximación permı́tenos facer unha clara distinción entre sistemas onde as
ligaduras son unicamente ṡ = L ou sistemas onde temos ademais ligaduras adicionais.

Apoiarémonos principalmente en [1],[18] para desenvolver os contidos.

Todas as variedades que imos considerar neste traballo son reais, de clase C∞ e segundo
numerables. Todas as funcións supóñense diferenciables e as formas diferenciables de rango
constante.

Para finalizar, quixera deixar constancia do meu agradecemento ao profesor de inves-
tigación do ICMAT Manuel de León Rodŕıguez pola súa activa colaboración en diversos
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temas tratados neste traballo, aśı como a Modesto Salgado polo seu apoio continuo na
realización do mesmo.



Caṕıtulo 1

Formalismo simpléctico

As ecuacións de Hamilton e as de Euler-Lagrange, que son sistemas de ecuacións di-
ferenciais ordinarias, xogan un papel fundamental na descrición xeométrica de sistemas
f́ısicos na mecánica clásica, en particular dos sistemas dinámicos. Neste caṕıtulo revisa-
remos as principais caracteŕısticas da xeometŕıa simpléctica, que é o marco natural para
a descrición de sistemas conservativos. Veremos tanto o formalismo hamiltoniano coma
o lagrangiano e introduciremos conceptos como o operador de Euler-Lagrange, co fin de
proporcionar unha forma alternativa para escribir as ecuacións de movemento. Recorda-
remos o problema variacional non holonómico e para finalizar, daremos brevemente unha
descrición xeométrica para sistemas que dependen do tempo.

1.1. Sistemas hamiltonianos simplécticos

Nesta sección recordamos a descrición hamiltoniana en sistemas dinámicos autónomos,
que como sabemos, desenvólvese nas variedades simplécticas.

Sexa M unha variedade diferenciable de dimensión 2n. Unha variedade simpléctica é un
par (M,ω) onde ω é unha 2-forma pechada, dω = 0, e non dexenerada, ωn 6= 0.

Como consecuencia do carácter non dexenerado de ω tense o seguinte isomorfismo de
C∞(M)−módulos

[̄ : X(M) −→ Ω1(M)

X 7−→ [̄(X) = ω(X,−) = iXω ,

onde X(M) denota o conxunto de campos de vectores en M e Ω1(M) o conxunto de 1-
formas diferenciables en M .

Consideremos H : M → R unha función hamiltoniana. Def́ınese o campo de vectores
hamiltoniano XH ∈ X(M) mediante a denominada ecuación xeométrica simpléctica

[̄(XH) = iXH
ω = dH. (1.1)

Para ver a súa expresión en coordenadas temos o seguinte resultado de gran interese en
xeometŕıa simpléctica.

11



12 1 Formalismo simpléctico

Teorema 1.1 (de Darboux). Dada (M,ω) unha variedade simpléctica, para cada punto
p ∈M existe unha carta local (

U, (qi, pi)
)
, i = 1, ... , n

onde U é un entorno aberto de p en M con coordenadas (qi, pi) e tal que

ω|U =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi . (1.2)

Observación 1.2. De agora en adiante enténdese a suma de ı́ndices repetidos cruzados.

Das ecuacións (1.1) e (1.2) obtemos a expresión local do campo de vectores hamiltoniano

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
. (1.3)

Se consideramos o caso dun sistema mecánico de part́ıculas, as curvas integrais de
XH son as que nos proporcionan a dinámica do sistema, e habitualmente, as coordenadas
canónicas (qi, pi) corresponden coas posicións e momentos xeneralizados de dito sistema.

Sexa γ(t) ≡ (qi(t), pi(t)) unha curva integral de XH , logo de (1.3) dedúcese que γ
é solución das ecuacións do movemento ou ecuacións de Hamilton

dqi

dt
=

∂H

∂pi
◦ γ , dpi

dt
= −∂H

∂qi
◦ γ , i = 1, ... , n. (1.4)

Á tripla (M,ω,H) denomı́naselle sistema hamiltoniano simpléctico.

Observación 1.3. En xeral, na Mecánica Clásica, o espazo de fases é o fibrado cotanxente
T ∗Q da variedade de configuración Q, provista da súa forma simpléctica canónica, que se
constrúe da seguinte maneira:

1-forma de Liouville Def́ınese a 1-forma de Liouville θ ∈ Ω1(T ∗Q) como

θ (αq)
(
Xαq

)
= αq

(
π∗ (αq)

(
Xαq

))
,

onde αq ∈ T ∗Q, Xαq ∈ Tαq (T ∗Q) e (πQ)∗ (αq) : Tαq (T ∗Q) → TqQ denota a diferencial da
proxección canónica πQ : T ∗Q→ Q no punto αq.

Considerando as coordenadas canónicas (qi, pi) en T ∗Q, onde

qi(αq) = qi(q) , pi(αq) = αq

(
∂

∂qi
∣∣
q

)
, i = 1, ... , n,

tense que localmente

θ = pidq
i . (1.5)
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Forma simpléctica A partir desta θ def́ınese a forma simpléctica canónica ω ∈ Ω2(T ∗Q)
como

ω = −dθ,

cuxa expresión local é
ω = dqi ∧ dpi. (1.6)

Observación 1.4. Vexamos agora a evolución temporal
dF

dt
dunha función diferenciable

arbitraria F ∈ C∞(M) ao longo das curvas integrais do campo de vectores hamiltoniano
XH en termos do corchete de Poisson (ver [20]).

Dado x ∈ M , se φx : I ⊂ R → M é curva integral de XH con φx(0) = x, entón para
calquera t0 ∈ I tense

d

dt

∣∣∣
t0

(F ◦ φx) = (φx)∗ (t0)

(
d

dt

∣∣∣
t0

)
(F ) = XH (φx (t0)) (F ) .

Polo tanto,

dF

dt
= XH(F ) = dF (XH) = iXF

ω (XH) = ω (XF , XH) = {F,H}(qi,pi), (1.7)

onde {F,H}(qi,pi) denota o corchete de Poisson das funcións F e H con respecto ás coor-
denadas (qi, pi).

A expresión local do corchete de Poisson

{F,H}(qi,pi) =
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi
(1.8)

dedúcese de (1.2) e de (1.3).
Recordemos que unha función F ∈ C∞(M) dise que é unha constante do movemen-

to, integral primeira ou cantidade conservada correspondente a un sistema hamiltoniano
(M,ω,H) se F é constante ao longo das curvas integrais de XH . É dicir, como consecuencia
de (1.7) equivale a escribir {F,H} = 0.

Desta forma, de (1.7) e (1.8) dedúcese que a función H é constante ao longo das curvas
integrais de XH

dH

dt
= XH(H) = {H,H} = 0,

e no caso en que (M,ω,H) sexa un sistema mecánico, onde H representa a enerx́ıa, a
expresión anterior representa a conservación de dita enerx́ıa ao longo do tempo.

1.2. SODES

Antes de adentrarnos no formalismo lagrangiano simpléctico, veremos brevemente o
que son os SODES ou ecuacións diferenciais de segunda orde sobre o fibrado tanxente TQ
dunha variedade diferenciable Q de dimensión n.
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Consideremos as coordenadas canónicas (qi, vi) en TQ. Isto é, dado un punto vq ∈ TQ,
tense

qi(vq) = qi(q) , vi(vq) = dqi(q)(vq), i = 1, ... , n.

Definición 1.5. Sexa Γ un campo de vectores en TQ. Dise que Γ ∈ X(TQ) é un SODE
se toda curva integral α̃ de Γ é o levantamento tanxente da súa curva proxección α : I ⊂
R→ Q. Isto é,

α̃(t) = α̇(t),

tal que τQ (α̃(t)) = α(t) con τQ : TQ→ Q a proxección canónica.

Vexamos a expresión local dun SODE Γ. Sexa

Γ = Ai(qi, vi)
∂

∂qi
+ Γi(qi, vi)

∂

∂vi

e consideremos

α̃(t) ≡
(
qi(t),

dqi

dt

∣∣∣
t

)
unha curva integral de Γ, onde α(t) ≡ (qi(t)) é unha curva en Q.

Por un lado, tense

Γ (α̃(t)) = Ai (α̃(t))
∂

∂qi

∣∣∣
α̃(t)

+ Γi (α̃(t))
∂

∂vi

∣∣∣
α̃(t)

e por ser α̃(t) curva integral de Γ,

Γ (α̃(t)) = ˙̃α(t) =
dqi

dt

∣∣∣
t

∂

∂qi

∣∣∣
α̃(t)

+
d2qi

dt2

∣∣∣
t

∂

∂vi

∣∣∣
α̃(t)

.

Logo,

Ai (α̃(t)) =
dqi

dt

∣∣∣
t

= vi (α̃(t)) .

Agora, consideremos un punto vq ∈ TQ tal que α̃(0) = vq, entón

Ai (vq) = Ai (α̃(0)) = vi (α̃(0)) = vi (vq) ,

é dicir,
Ai = vi , i = 1, ... , n.

Ademais

Γi (α̃(t)) = Γi
(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣
t

)
=
d2qi

dt2

∣∣∣
t
.

Desta forma, a expresión local dun SODE Γ ∈ X(TQ) é

Γ = vi
∂

∂qi
+ Γi

∂

∂vi
,

e a curva α(t) ≡ (qi(t)) queda determinada polo seguinte sistema de ecuacións diferenciais
de segunda orde

Γi
(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣
t

)
=
d2qi

dt2

∣∣∣
t
.
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1.3. Sistemas lagrangianos simplécticos

Unha vez introducidos os SODES, nesta sección veremos unha serie de ferramentas
xeométricas que intervirán na descrición lagrangiana simpléctica, e que poderemos estender
posteriormente de maneira natural ao caso de sistemas lagrangianos de contacto.

Campo de vectores de Liouville Dado un punto vq ∈ TQ, sexa αvq(t) = etvq unha
curva en TQ tal que αvq(0) = vq. Def́ınese o campo de vectores de Liouville ∆ ∈ X(TQ)
como

∆ (vq) = α̇vq(0) =
d

dt

∣∣∣
0
αvq(t),

e cuxa expresión local vén dada por

∆ = vi
∂

∂vi
. (1.9)

Endomorfismo tanxente canónico Consideremos agora xq ∈ TqQ un vector tanxente
(fixo) a Q no punto q ∈ Q. Para cada vq ∈ TqQ consideramos a curva

αxq : I ⊂ R −→ TQ
t 7−→ αxq(t) = vq + t xq

que en tempo cero pasa por vq, isto é, αxq(0) = vq .
Denomı́nase levantamento vertical de xq a TQ no punto vq ∈ TQ ao vector de Tvq (TQ)

definido mediante

[xq]
V (vq) = α̇xq(0) =

d (vq + t xq)

dt

∣∣∣
0
. (1.10)

Agora, se localmente xq = ai
∂

∂qi
∣∣
q

e vq = bi
∂

∂qi
∣∣
q
, entón da expresión local de αxq e de

(1.10) tense que

[xq]
V (vq) = ai

∂

∂vi
∣∣
vq
,

e aśı, para os campos de vectores coordenados[
∂

∂qi

]V
=

∂

∂vi
. (1.11)

Sexan Zvq ∈ Tvq (TQ) e τQ : TQ → Q a proxección canónica, cuxa diferencial nun
punto vq ∈ TQ denotamos por (τQ)∗ (vq) : Tvq (TQ)→ TqQ.

O endomorfismo tanxente canónico en TQ é o seguinte campo de tensores de tipo (1, 1)
definido mediante

J (vq)
(
Zvq
)

=
[
τ∗ (vq)

(
Zvq
)]V

(vq) ,

e a súa expresión local

J =
∂

∂vi
⊗ dqi (1.12)
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dedúcese de (1.11).

Polo tanto, de (1.12) tense

J (vq) : Tvq(TQ) −→ Tvq(TQ)

∂

∂qi

∣∣∣
vq

7−→ ∂

∂vi

∣∣∣
vq

∂

∂vi

∣∣∣
vq

7−→ 0vq

Con estas estruturas ∆ e J , establecemos a seguinte caracterización dos SODES en TQ,
que pode probarse de maneira sinxela tomando coordenadas.

Proposición 1.6. Un campo de vectores Γ ∈ X(TQ×R) é un SODE se e só se J ◦Γ = ∆.

Diferenciación vertical A diferenciación vertical en TQ, que denotaremos por dJ , vén
descrita de forma detallada no libro [20]. Neste traballo centrarémonos principalmente na
diferenciación vertical de funcións.

Polo tanto, dada unha función arbitraria F ∈ C∞(TQ), def́ınese a 1-forma dJF en TQ
como a seguinte aplicación

dJF = dF ◦ J : TQ −→ R,

cuxa expresión local vén dada por

dJF =
∂F

∂vi
dqi ∈ Ω1(TQ), (1.13)

que é consecuencia da expresión local de J (1.12).

Con esta definición, introdúcense as denominadas formas de Cartan na variedade TQ.

Formas de Cartan Consideremos L : TQ → R unha función lagrangiana. Def́ınese a
1-forma θL ∈ Ω1(TQ) como

θL = dJL = dL ◦ J

e a partir desta, a 2-forma ωL ∈ Ω2(TQ) como

ωL = −dθL,

que escritas en coordenadas son

θL =
∂L

∂vi
dqi,

ωL =
∂2L

∂qj∂vi
dqi ∧ dqj +

∂2L

∂vj∂vi
dqi ∧ dvj . (1.14)
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Enerx́ıa lagrangiana A enerx́ıa lagrangiana asociada a L def́ınese mediante a función

EL = ∆(L)− L ∈ C∞(TQ)

que escrita en coordenadas é

EL = vi
∂L

∂vi
− L, (1.15)

como consecuencia da expresión local de ∆ (1.9).

Aplicación de Legendre

Definición 1.7. Se L : TQ→ R é unha función lagrangiana, a aplicación

FL : TQ −→ T ∗Q

vq 7−→ FL(vq) : TqQ −→ R

definida por

(FL(vq)) (wq) =
d

dt

∣∣∣
0
L (vq + t wq)

onde vq, wq ∈ TQ, denomı́nase a aplicación de Legendre de L.

En coordenadas canónicas tense

I ⊂ R −→ TQ −→ R
t 7−→ (qi, vi + twi) 7−→ L (qi, vi + twi) ,

logo
d

dt

∣∣∣
0
L (vq + t wq) =

∂L

∂vi

∣∣∣
vq
wi,

e polo tanto, a expresión local de FL é

FL(vq) =
∂L

∂vi

∣∣∣
vq
dqi(q). (1.16)

Observación 1.8. Se ω é a forma simpléctica canónica (1.6) do fibrado cotanxente T ∗Q,
pode definirse a 2-forma diferencial ωL en TQ asociada a un lagrangiano L como

FL∗ ω = ωL .

Definición 1.9. Dise que unha función lagrangiana L : TQ→ R é regular se a súa matriz
hessiana con respecto ás velocidades (

∂2L

∂vi∂vj

)
é non singular. En caso contrario, dise que o lagrangiano é singular.



18 1 Formalismo simpléctico

Por último, tense

Proposición 1.10. As seguintes afirmacións son equivalentes:

1. L : TQ→ R é un lagrangiano regular.

2. FL : TQ→ T ∗Q é un difeomorfismo local.

3. ωL é unha forma simpléctica.

Demostración. A proba resulta inmediata ao considerar a matriz xacobiana de

FL
(
qi, vi

)
=

(
qi,

∂L

∂vi

)
,

que é 
In (∗)

0

(
∂2L

∂vi∂vj

)
 ,

e da expresión local de ωL (1.14).

Formalismo lagrangiano Consideremos L ∈ C∞(TQ) un lagrangiano regular, polo
tanto, da Proposición 1.10 tense que ωL é unha forma simpléctica, e aśı a seguinte aplicación

[̄L : X(TQ) −→ Ω1(TQ)

X 7−→ [̄L(X) = ωL(X,−) = iXωL

é un isomorfismo de C∞(TQ)−módulos.
Desta forma, como dEL ∈ Ω1(TQ), existe un único SODE XL ∈ X(TQ) que é solución

da ecuación
iXL

ωL = ωL(XL,−) = dEL (1.17)

e cuxas curvas integrais son levantamentos tanxentes de curvas en Q. É dicir, son curvas

α̇(t) ≡
(
qi(t),

dqi

dt

∣∣∣
t

)
en TQ tal que α(t) ≡ (qi(t)) é curva en Q solución das ecuacións de

Euler-Lagrange (
∂2L

∂qj∂vi
◦ α̇
)
dqj

dt
+

(
∂2L

∂vj∂vi
◦ α̇
)
d2qj

dt2
−
(
∂L

∂qi
◦ α̇
)

= 0.

De forma equivalente, pódense escribir estas ecuacións na súa expresión habitual

d

dt

(
∂L

∂vi
◦ α̇
)
−
(
∂L

∂qi
◦ α̇
)

= 0, (1.18)

para i = 1, ... , n.
Neste caso no que L é regular, a tripla (TQ, ωL, EL) é un caso particular de sistema

hamiltoniano simpléctico que se denomina sistema lagrangiano simpléctico.
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1.4. Operador de Euler-Lagrange

Nesta sección introduciremos o operador de Euler-Lagrange, outra ferramenta de gran
interese na descrición xeométrica da mecánica lagrangiana (ver [6],[7],[12],[26],[27] para
definición e aplicacións).

1.4.1. Fibrados tanxentes de primeira e segunda orde

O fibrado tanxente de primeira orde, TQ, dunha variedade diferenciable Q é difeomorfo
á J1

0 (R, Q), isto é, a variedade de 1-jets j1
0α en 0 ∈ R de curvas α : (−ε, ε)→ Q.

O difeomorfismo que identifica estas dúas variedades é

J1
0 (R, Q) ≡ TQ

j1
0α ≡ vq,

onde

q = α(0) e vq = α∗(0)

(
d

dt

∣∣∣
0

)
=
d(qi ◦ α)

dt

∣∣∣
0
.

O fibrado tanxente de segunda orde, T 2Q, def́ınese como a variedade J2
0 (R, Q), isto é,

a variedade de 2-jets j2
0α en 0 ∈ R de curvas α : (−ε, ε)→ Q.

As súas coordenadas son

qi(j2
0α) = qi(α(0)), qi(1)(j

2
0α) =

d(qi ◦ α)

dt

∣∣∣
0
, qi(2)(j

2
0α) =

d2(qi ◦ α)

dt2

∣∣∣
0
.

As proxeccións canónicas están definidas como segue

τ 2
Q : T 2Q −→ Q

j2
0α 7−→ τ 2

Q (j2
0α) = α(0),

τ 2,1
Q : T 2Q −→ TQ

j2
0α 7−→ τ 2,1

Q (j2
0α) = j1

0α,

que escritas en coordenadas son

τ 2
Q

(
qi, qi(1), q

i
(2)

)
=
(
qi
)
,

τ 2,1
Q

(
qi, qi(1), q

i
(2)

)
=
(
qi, qi(1)

)
,

onde neste caso a notación para vi = qi(1).
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1.4.2. Campos de vectores e 1-formas ao longo de aplicacións

O concepto de seccións ao longo de aplicacións é unha noción fundamental na descrición
xeométrica da Mecánica Clásica, véxase [28],[29],[30].

Dado un fibrado vectorial π : E →M e unha aplicación diferenciable f : N →M , unha
sección de π a lo longo de f é unha aplicación diferenciable σ : N → E tal que π ◦ σ = f ,
é dicir, o seguinte diagrama

E

π

��
N

σ

>>

f //M

é conmutativo.
Se π : E → M é o fibrado tanxente de M , τM : TM → M é a proxección canónica,

entón as seccións X ao longo de f : N → M denomı́nanse campos de vectores ao longo de
f .

TM

τM

��
N

X

==

f //M

Se π : E →M é o fibrado cotanxente de M , πM : T ∗M →M é a proxección canónica,
entón as seccións θ ao longo de f : N →M denomı́nanse 1-formas ao longo de f .

T ∗M

πM

��
N

θ

<<

f //M

Exemplo 1.11. Un campo de vectores W ao longo dunha curva γ : I ⊂ R → Q nunha
variedade diferenciable Q

TQ

τQ

��
I

W

??

γ // Q

ten a seguinte expresión local

W (t) = wi (t)
∂

∂qi

∣∣∣
γ(t)
∈ Tγ(t)Q,

onde as wi : I ⊂ R→ R son funcións diferenciables.

Exemplo 1.12. Unha 1-forma E ao longo da proxección canónica τ 2
Q : T 2Q→ Q

T ∗Q

πQ

��
T 2Q

E
<<

τ2Q // Q
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ten a seguinte expresión local

E
(
j2

0γ
)

= Ei
(
j2

0γ
)
dqi (γ (0)) ∈ T ∗γ(0)Q,

onde as Ei : U ⊂ T 2Q→ R son funcións diferenciables nun entorno aberto de T 2Q.

1.4.3. Operador de Euler-Lagrange

Introduciremos primeiro unha serie de conceptos que intervirán na propia definición do
operador de Euler-Lagrange dunha función lagrangiana L ∈ C∞(TQ).

Derivada fibrada Dada unha función diferenciable arbitraria F ∈ C∞(TQ), considere-
mos un punto q ∈ Q e a restrición de F á fibra TqQ

F
∣∣∣
TqQ

: TqQ −→ R,

cuxa diferencial en cada punto vq ∈ TqQ é

d

(
F
∣∣∣
TqQ

)
(vq) : Tvq (TqQ) −→ R.

Mediante a seguinte identificación natural entre espazos vectoriais

Tvq (TqQ) ∼= TqQ

ai
∂

∂vi

∣∣∣
vq
≡ ai

∂

∂qi

∣∣∣
q

tense que

d

(
F
∣∣∣
TqQ

)
(vq) ∈ T ∗qQ.

Polo tanto, def́ınese a derivada fibrada ou vertical, que denotaremos por dV , da función
F no punto vq como

dV F (vq) = d

(
F
∣∣∣
TqQ

)
(vq) ∈ T ∗qQ.

En coordenadas, sexa
dV F (vq) = aidqi (q)

a expresión local desta 1-forma en Q, logo

ai = dV F (vq)

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)
= d

(
F
∣∣∣
TqQ

)
(vq)

(
∂

∂vi

∣∣∣
vq

)
=
∂F

∂vi

∣∣∣
vq
,

e polo tanto, localmente tense que

dV F (vq) =
∂F

∂vi

∣∣∣
vq
dqi (q) . (1.19)
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Observación 1.13. É importante sinalar a diferenza entre esta derivada fibrada dV e a
diferenciación vertical dJ de funcións F ∈ C∞ (TQ), xa que ambas teñen as mesmas com-
poñentes nas súas expresións locais, (1.19) e (1.13) respectivamente, pero dV F é unha
1-forma na variedade Q e dJF é unha 1-forma no seu fibrado tanxente TQ. Esta distinción
usarémola ao longo de todo o traballo.

Observación 1.14. Nótese tamén que para unha función lagrangiana L ∈ C∞(TQ), a súa
derivada fibrada dVL é a propia definición da aplicación de Legendre da función lagrangiana
L dada na Definición 1.7, con expresión local (1.16).

Consideremos agora unha curva γ : I ⊂ R → Q con coordenadas γ(t) ≡ (γi(t)). A

curva levantamento tanxente é a curva γ̇(t) ≡
(
γi(t), γ̇i(t)

)
en TQ. Polo tanto, dada unha

función lagrangiana L ∈ C∞ (TQ), tense

dVL (γ̇(t)) =
∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)
dqi (γ(t)) ∈ T ∗γ(t)Q. (1.20)

Sexa W un campo de vectores arbitrario ao longo desta curva γ,

TQ

τQ

��
I

W

??

γ // Q

como

W (t) = wi (t)
∂

∂qi

∣∣∣
γ(t)
≡
(
γi(t), wi(t)

)
∈ Tγ(t)Q,

da ecuación (1.20) obtense que

dVL (γ̇(t)) (W (t)) = wi(t)
∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)
. (1.21)

Involución canónica Por outro lado, denotemos por s ao isomorfismo involución canóni-
ca dado por

s : T (TQ) −→ T (TQ)

(q, v, u, a) 7−→ s (q, v, u, a) = (q, u, v, a)

é dicir,

s

(
u
∂

∂q

∣∣∣
(q,v)

+ a
∂

∂v

∣∣∣
(q,v)

)
= v

∂

∂q

∣∣∣
(q,u)

+ a
∂

∂u

∣∣∣
(q,u)

.

Consideremos o campo de vectores Ẇ definido como

Ẇ (t) = W∗(t)

(
d

dt

∣∣∣
t

)
∈ TW (t) (TQ) ,
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que é un campo de vectores ao longo de W

T (TQ)

τTQ

��
I

Ẇ

<<

W // TQ

dado localmente por

Ẇ (t) = γ̇i(t)
∂

∂qi

∣∣∣
W (t)

+ ẇi(t)
∂

∂vi

∣∣∣
W (t)
≡
(
γi(t), wi(t), γ̇i(t), ẇi(t)

)
∈ TW (t) (TQ) .

Polo tanto,

s
(
Ẇ (t)

)
= wi(t)

∂

∂qi

∣∣∣
γ̇(t)

+ ẇi(t)
∂

∂vi

∣∣∣
γ̇(t)
∈ Tγ̇(t) (TQ) .

Agora, como

dL (γ̇(t)) =
∂L
∂qi

∣∣∣
γ̇(t)
dqi (γ̇(t)) +

∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)
dvi (γ̇(t)) ∈ T ∗γ̇(t) (TQ) ,

tense que

dL (γ̇(t))
(
s
(
Ẇ (t)

))
= wi(t)

∂L
∂qi

∣∣∣
γ̇(t)

+ ẇi(t)
∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)
. (1.22)

Finalmente, denotemos por

D ≡ d

dt

ao operador derivada con respecto ao tempo.
Polo tanto, xa estamos en condicións de dar a seguinte definición:

Operador de Euler-Lagrange

Definición 1.15. O operador de Euler-Lagrange asociado ao lagrangiano L def́ınese como
a seguinte 1-forma EL ao longo da proxección τ 2

Q : T 2Q→ Q

T ∗Q

πQ

��
T 2Q

EL
<<

τ2Q // Q

dada por
< EL ◦ j2

t γ,W >:=< dL ◦ γ̇, s ◦ Ẇ > −D < dVL ◦ γ̇,W >,

para toda curva γ : I ⊂ R→ Q e todo campo de vectores W ao longo de γ.
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Observación 1.16. Nótese que o elemento j2
t γ de T 2Q está formado por todas as curvas en

Q coa seguinte relación de equivalencia:

γ ∼ γ̃ ⇐⇒ γ(t) = γ̃(t), γ̇(t) = ˙̃γ(t), γ̈(t) = ¨̃γ(t),

polo que j2
t γ poderia identificarse cun elemento j2

0α ∈ J2
0 (R, Q) considerando a curva

α(s) = γ(t+ s).

Agora, escribindo en coordenadas e utilizando as expresións (1.21) e (1.22) tense que

EL (j2
t γ(t)) (W (t)) = wi(t)

∂L
∂qi

∣∣∣
γ̇(t)

+ ẇi(t)
∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)
− d

dt

(
wi(t)

∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)

)
=

(
∂L
∂qi

∣∣∣
γ̇(t)
− d

dt

(
∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)

))
wi(t),

e como isto se cumpre para calquera campo de vectores W en TQ ao longo de γ, pódese
escribir

EL
(
j2
t γ(t)

)
=

(
∂L
∂qi

∣∣∣
γ̇(t)
− d

dt

(
∂L
∂vi

∣∣∣
γ̇(t)

))
dqi (γ(t)) ∈ T ∗γ(t)Q.

A forma máis habitual de escribir a expresión local de EL é a seguinte

EL =

(
∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂vi

))
dqi. (1.23)

Polo tanto, dicir que unha curva γ satisfai as ecuacións habituais de Euler-Lagrange
(1.18), para unha función lagrangiana L, é equivalente a expresar que EL ◦ j2

t γ = 0.
Vexamos agora un resultado importante que relaciona este operador EL coas solucións

da ecuación simpléctica (1.17).

Proposición 1.17. Un SODE X ∈ X(TQ) é solución da ecuación

iXωL − dEL = 0

se e só se as súas curvas integrais γ son solucións da ecuación

EL ◦ j2
t γ = 0.

Demostración. En coordenadas, sexa

X = vj
∂

∂qj
+Bj ∂

∂vj

a expresión local do SODE X,

ωL = dqi ∧ d
(
∂L
∂vi

)
=

∂2L
∂qj∂vi

dqi ∧ dqj +
∂2L
∂vj∂vi

dqi ∧ dvj
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a forma lagrangiana asociada a L, e

EL = vi
∂L
∂vi
− L

a función enerx́ıa lagrangiana.
Aśı,

iXωL − dEL =
∂L
∂qi

dqi − vj ∂2L
∂qj∂vi

dqi −Bj ∂2L
∂vj∂vi

dqi.

Agora, se γ(t) ≡ (qi(t), vi(t)) é unha curva integral de X, tense que

Bj (γ(t)) =
dvj

dt

∣∣∣
t

=
d2qj

dt2

∣∣∣
t
,

e polo tanto, as compoñentes da 1-forma iXωL − dEL son

∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂vi

)
,

obtendo a mesma expresión que para as compoñentes de EL en (1.23).

Observación 1.18. Sexan Q1 e Q2 dúas variedades diferenciables e consideremos a variedade
produto M = Q1 ×Q2. Para cada punto (q1, q2) ∈ Q1 ×Q2, tense o seguinte isomorfismo

T(q1,q2) (Q1 ×Q2) ' Tq1Q1 ⊕ Tq2Q2

dado por
v 7−→ (dπ1 (q1, q2) v, dπ2 (q1, q2) v) ,

onde v ∈ T(q1,q2) (Q1 ×Q2) e

π1 : Q1 ×Q2 → Q1 , π2 : Q1 ×Q2 → Q2

son as proxeccións.
Polo tanto, para unha función arbitraria F ∈ C∞ (T (Q1 ×Q2)), este produto Q1 ×Q2

proporciona unha descomposición dos operadores de Euler-Lagrange EF e da derivada
fibrada dV da forma

EF = EQ1

F + EQ2

F ,

onde EQ1

F e EQ2

F denotan as restricións de EF a T 2Q1 e T 2Q2 respectivamente; e

dV F = dVQ1
F + dVQ2

F,

onde dVQ1
F e dVQ2

F denotan as restricións de dV F a TQ1 e TQ2 respectivamente.
No caso particular no que M = Q× R con coordenadas (qi, s), tense

EF =

(
∂F

∂qi
− d

dt

(
∂F

∂vi

))
dqi +

(
∂F

∂s
− d

dt

(
∂F

∂ṡ

))
ds = EQF + ERF , (1.24)

dV F =
∂F

∂vi
dqi +

∂F

∂ṡ
ds = dVQF + dVRF. (1.25)
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1.5. Mecánica lagrangiana non holonómica

A mecánica non holonómica describe sistemas dinámicos suxeitos a ligaduras que de-
penden das posicións e das velocidades.

Xeometricamente, consiste en tomar unha subvariedade C ↪→ TQ de codimensión h,
con h < n = dimQ, e tal que a súa proxección τQ(C) = Q. Localmente, C def́ınese como
a imaxe rećıproca do cero por un conxunto de funcións φα ∈ C∞ (TQ) , α = 1, ... , h, as
denominadas funcións de ligadura, é dicir, C = (φα)−1 (0), e tal que as súas diferenciais dφα

son linealmente independentes en cada punto de C. A proxección C → Q suponse unha
submersión, é dicir, estas ligaduras φα tómanse de forma que as súas derivadas fibradas
dV φα sexan linealmente independentes en cada punto de C, que en coordenadas locais, isto

indica que a matriz

(
∂φα

∂vi

)
teña rango máximo.

Un camiño admisible é unha curva γ : I ⊂ R → Q tal que γ̇ toma valores en C.
Dada unha función lagrangiana L ∈ C∞(TQ), a tripla (TQ,L, C) denomı́nase sistema
lagrangiano non holonómico.

O problema variacional non holonómico para este sistema consiste en atopar camiños
admisibles γ que sexan solución da ecuación

EL ◦ j2
t γ = λαd

V φα ◦ γ̇, (1.26)

para algunhas funcións λα ∈ C∞(TQ). Este problema variacional pódese plantexar de
forma equivalente buscando campos de vectores XL ∈ X(TQ) satisfacendo as seguintes
condicións:

1. XL é un SODE.

2. XL é tanxente a C.

3. XL é solución da ecuación

iXLωL − dEL = λαdJφ
α. (1.27)

Se XL é un SODE solución desta ecuación (1.27), as súas curvas integrais γ son camiños
admisibles, é dicir, son solucións de (1.26), que escrito en coordenadas tense

d

dt

(
∂L
∂vi
◦ γ̇
)
−
(
∂L
∂qi
◦ γ̇
)

= λα

(
∂φα

∂vi
◦ γ̇
)
.

Estas son as ecuacións de Euler-Lagrange da mecánica non holonómica.

1.6. Sistemas cosimplécticos

Nótese que todos os sistemas considerados ata agora eran sistemas autónomos, é dicir,
independentes do tempo. Para finalizar o caṕıtulo, veremos que existen sistemas mecánicos
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cuxo hamiltoniano depende explicitamente do tempo, H (qi, pi, t), e polo tanto, a ecuación
simpléctica (1.1) que nos proporcionaba a dinámica nos sistemas anteriores, neste caso non
nos resulta apropiada. Para isto faise uso da denominada xeometŕıa cosimpléctica (véxase,
por exemplo [22]), que nos facilita un escenario natural para a descrición xeométrica dos
sistemas mecánicos non autónomos. Veremos primeiro o formalismo hamiltoniano para
unha variedade cosimpléctica calquera e despois o formalismo lagrangiano para a variedade
extensión do fibrado tanxente.

Unha estrutura cosimpléctica nunha variedade diferenciable M de dimensión impar é un
par (Ω, η) onde Ω é unha 2-forma pechada, η é unha 1-forma pechada e η ∧Ωn 6= 0. Desta
forma, M ten dimensión 2n+1 e á tripla (M,Ω, η) se lle denomina variedade cosimpléctica.

O teorema de Darboux establece que nunha variedade cosimpléctica existen coordena-
das locais (qi, pi, z) tales que

Ω = dqi ∧ dpi , η = dz , (1.28)

e un único campo de vectores R, chamado campo de vectores de Reeb, caracterizado me-
diante as identidades

iRΩ = 0 , iRη = 1, (1.29)

e cuxa expresión local é

R =
∂

∂z
. (1.30)

1.6.1. Formalismo hamiltoniano

Consideremos o seguinte isomorfismo de C∞(M)−módulos dado pola estrutura co-
simpléctica (Ω, η)

[̃ : X(M) −→ Ω1(M)

X 7−→ [̃(X) = iXΩ + η(X)η
(1.31)

e sexa H : M → R unha función hamiltoniana, H = H (qi, pi, z).
Def́ınese o gradiente da función H mediante

[̃ (gradH) = dH,

e aśı, do isomorfismo (1.31), das expresións locais (1.28) e da diferencial de H tense a
seguinte expresión local

gradH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
+
∂H

∂z

∂

∂z
. (1.32)

A ráız deste campo de vectores def́ınense outros dous:
· O campo de vectores hamiltoniano

XH = gradH − R(H)R,
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· O campo de vectores de evolución

EH = XH + R.

Agora, de (1.32) e (1.30) obtemos que a expresión local do campo de vectores de evo-
lución é

EH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
+

∂

∂z
.

Polo tanto, se γ(t) ≡ (qi(t), pi(t), z(t)) é unha curva integral de EH , as ecuacións do
movemento para este campo de vectores son

dqi

dt
=

∂H

∂pi
◦ γ

dpi
dt

= −∂H
∂qi
◦ γ

dz

dt
= 1

(1.33)

que son as ecuacións de Hamilton (1.4) do formalismo hamiltoniano simpléctico xunto coa

ecuación trivial
dz

dt
= 1, que indica que z = t + cte, polo que se poden identificar estas

dúas coordenadas z e t, no sentido da derivación con respecto a unha ou outra.
A evolución temporal de calquera función F ∈ C∞(M) vén dada por

dF

dt
= {F,H}(qi,pi) +

∂F

∂t
,

e como consecuencia tense que para sistemas hamiltonianos dependentes do tempo a enerx́ıa
H do sistema non se conserva, xa que

dH

dt
=
∂H

∂t
.

Exemplo 1.19. Resorte e parede móbil.
Consideremos unha masam unida a unha parede por un resorte horizontal con constante

de elasticidade k. Supoñamos que a parede se move cara adiante e atrás con posición
Asen(ωt).

O movemento pode describirse mediante o seguinte hamiltoniano dependente do tempo

H =
p2

2m
− p (Aω cos(ωt)) +

1

2
kq2

e aśı, as ecuacións de Hamilton escŕıbense

dq

dt
=

∂H

∂p
=

p

m
− Aω cos(ωt),

dp

dt
= −∂H

∂q
= −kq.
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Combinando estas dúas ecuacións obtense a ecuación do oscilador armónico con forza
externa

d2q

dt2
+
k

m
q = Aω2sen(ωt),

e ademais, vese que o hamiltoniano non é unha cantidade conservada, xa que

dH

dt
=
∂H

∂t
6= 0.

1.6.2. Formalismo lagrangiano

Co propósito de realizar unha descrición lagrangiana cosimpléctica similar á descrita
para as variedades simplécticas, consideremos a variedade diferenciable M = TQ× R.

Sexa L : M → R unha función lagrangiana, L = L (qi, vi, z). Consideremos a estrutura
(ΩL, dz) en M , onde

ΩL = −dλL;

e λL ∈ Ω1 (TQ× R) é a 1-forma definida como

λL = dJL = dL ◦ J,

con expresión local

λL =
∂L

∂vi
dqi,

onde J é a extensión a M do endomorfismo tanxente (1.12) en TQ. Neste caso, a forma
ΩL ten a mesma expresión en coordenadas que a forma ωL (1.14).

Supoñamos que L é regular, é dicir, que a matriz(
∂2L

∂vi∂vj

)
é non singular. Logo, tense que

dz ∧ Ωn
L 6= 0,

e polo tanto (ΩL, dz) é unha estrutura cosimpléctica.
O campo de vectores de Reeb, caracterizado por (1.29), ten a seguinte expresión local

R =
∂

∂z
−
(

∂2L

∂vi∂vj

)−1
∂2L

∂z ∂vj
∂

∂vi
, (1.34)

e a función enerx́ıa lagrangiana EL def́ınese da mesma forma que no caso simpléctico

EL = ∆(L)− L ∈ C∞(M).

Esta función tamén ten a mesma expresión local que a función enerx́ıa (1.15) en TQ, onde
∆ é a extensión a M do campo de vectores de Liouville (1.9) en TQ, que denotaremos da
mesma forma.
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Consideremos o isomorfismo de C∞(M)−módulos

[̃L : X(M) −→ Ω1(M)

X 7−→ [̃L (X) = iXΩL + dz (X) dz
(1.35)

dado pola estrutura cosimpléctica (ΩL, dz).
De novo, def́ınense o campo de vectores gradiente

[̃L (gradEL) = dEL,

o campo de vectores hamiltoniano

XEL
= gradEL −R (EL)R

e o campo de vectores de evolución

EL = XEL
+R.

Utilizando as expresións locais (1.14), (1.15), (1.34) e o isomorfismo (1.35) obtense a
expresión local do campo de vectores de evolución EL

EL = vi
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+

∂

∂z
, (1.36)

onde as funcións Bi satisfán o seguinte sistema de ecuacións

Bi ∂

∂vi

(
∂L

∂vj

)
+ vi

∂

∂qi

(
∂L

∂vj

)
− ∂L

∂qj
= 0.

Observación 1.20. Pode verse na Sección 7.7 do libro [20] que os SODES na variedade
cosimpléctica TQ×R teñen esta expresión local (1.36), pois por ser z = t+ cte, tense que
dz

dt
= 1. Desta forma, o campo de vectores de evolución EL ∈ X(TQ×R) é un SODE.

Agora, se γ(t) ≡ (qi(t), vi(t), z(t)) é unha curva integral de EL, entón esta é solución
das ecuacións de Euler-Lagrange habituais (1.18)

d

dt

(
∂L

∂vi
◦ γ
)
−
(
∂L

∂qi
◦ γ
)

= 0,

para i = 1, ... , n.



Caṕıtulo 2

Formalismo hamiltoniano de contacto

Neste caṕıtulo faremos unha introdución á xeometŕıa de contacto, dando algunhas
nocións e resultados que nos permitan estudar as ecuacións da mecánica no caso de sistemas
dinámicos disipativos na súa descrición hamiltoniana.

2.1. Variedades de contacto

Nesta sección presentamos o concepto de variedade de contacto. Veremos como neste
tipo de variedades a principal estrutura xeométrica que as caracteriza (a forma de contacto)
sempre se vai poder escribir localmente como unha forma canónica en particular. Tamén
introduciremos unha nova coordenada s, que no estudo de sistemas dinámicos vai ser unha
”coordenada disipativa”, e veremos a expresión do denominado campo de vectores de Reeb.

Definición 2.1. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensión 2n + 1. Unha forma
de contacto en M é unha 1-forma diferencial η ∈ Ω1 (M) tal que η ∧ dηn é unha forma de
volume, é dicir, η ∧ dηn 6= 0. Neste caso, dise que (M, η) é unha variedade de contacto.

A forma diferencial η permı́tenos constrúır a seguinte aplicación

[ : X (M) −→ Ω1 (M)

X 7−→ [ (X) = iXdη + η (X) η,
(2.1)

onde se ten que [ é un isomorfismo de C∞(M)−módulos se e só se η é unha forma de
contacto (véxase [2]).

Da mesma forma que para variedades simplécticas, hai un teorema de Darboux para
variedades de contacto, que di o seguinte:

Teorema 2.2. (Darboux) Sexa (M, η) unha variedade de contacto. Para cada punto p ∈M
existe unha carta (U ; qi, pi, s), con i = 1, ... , n , tal que

η |U= ds− pidqi.

Estas son as denominadas coordenadas canónicas ou de Darboux da variedade de con-
tacto (M, η). Dise que son coordenadas adaptadas para a forma de contacto η.

31
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Localmente, o isomorfismo [ queda determinado polas identidades

[

(
∂

∂qi

∣∣∣
p

)
= pipjdq

j + dpj − pids,

[

(
∂

∂pi

∣∣∣
p

)
= −dqj,

[

(
∂

∂s

∣∣∣
p

)
= −pidqj + ds,

(2.2)

onde

{
∂

∂qi

∣∣∣
p
,
∂

∂pi

∣∣∣
p
,
∂

∂s

∣∣∣
p

}
é unha base do espazo TpM .

Definición 2.3. Dada (M, η) unha variedade de contacto, def́ınese o campo de vectores de
Reeb como o único campo de vectores tal que R = [−1(η).

Este campo queda caracterizado polas seguintes identidades

iRdη = 0 , iRη = 1 , (2.3)

e aśı, en coordenadas de Darboux, escŕıbese

R =
∂

∂s
. (2.4)

Vexamos agora un par de exemplos de variedades de contacto.

Exemplo 2.4. (Estrutura canónica de contacto).
A variedade fibrado cotanxente estendido M = T ∗Q × R ten unha estrutura canónica

de contacto definida pola 1-forma
η = ds− θ,

onde s é a coordenada cartesiana en R e θ é o pullback da 1-forma canónica (1-forma de
Liouville) en T ∗Q con respecto á proxección π1 : M = T ∗Q× R→ T ∗Q.

Utilizando as coordenadas (qi) en Q e as coordenadas canónicas inducidas (qi, pi) en
T ∗Q, tense que a expresión local da forma de contacto é

η = ds− pidqi,
de onde se obtén que

dη = dqi ∧ dpi
e o campo de vectores de Reeb é

R =
∂

∂s
.

Exemplo 2.5. (Contactificación dunha variedade simpléctica).
Sexa (P, ω) unha variedade simpléctica tal que ω = −dθ, onde θ é unha 1-forma en P ,

e consideremos o produto M = P × R . Denotando por s á coordenada cartesiana en R e
representando por θ o pullback de θ ao produto, consideremos a 1-forma η = ds− θ en M .
Aśı, (M, η) é unha variedade de contacto que se denomina a contactificación de P .

Nótese que a variedade canónica de contacto (T ∗Q× R, η) do exemplo anterior é a
contactificación de T ∗Q coa súa estrutura simpléctica canónica.
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2.2. Sistemas hamiltonianos de contacto

Consideremos unha variedade de contacto (M, η) e o isomorfismo definido en (2.1).

Definición 2.6. Para cada función hamiltoniana H ∈ C∞(M), def́ınese o campo de vec-
tores hamiltoniano de contacto XH asociado á función H mediante

[ (XH) = dH − (R (H) + H) η (2.5)

e á tripla (M, η,H) denomı́naselle sistema hamiltoniano de contacto.

Se consideramos o sistema de coordenadas canónicas (qi, pi, s) en M , como XH ∈ X(M),
este escŕıbese localmente da forma

XH = ai
∂

∂qi
+ bi

∂

∂pi
+ c

∂

∂s
, (2.6)

onde as compoñentes ai, bi e c son funcións diferenciables definidas nun entorno aberto de
M . Aśı, aplicándolle (2.1) a (2.6), e tendo en conta as identidades (2.2) tense

[ (XH) =
(
ai p2

i − bi − c pi
)
dqi + ai dpi −

(
ai pi − c

)
ds. (2.7)

Por outro lado,

dH − (R(H) + H) η =

(
∂H

∂qi
+ pi

∂H

∂s
+ piH

)
dqi +

∂H

∂pi
dpi − H ds, (2.8)

e igualando agora estas ecuacións (2.7) e (2.8), obtense a expresión local do campo de
vectores hamiltoniano

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
−
(
∂H

∂qi
+ pi

∂H

∂s

)
∂

∂pi
+

(
pi
∂H

∂pi
− H

)
∂

∂s
. (2.9)

Ecuacións de Hamilton de contacto Se consideramos agora

γ : I ⊂ R −→ M
t 7−→ γ(t) ≡ (qi(t), pi(t), s(t))

unha curva integral deste campo de vectores XH , entón tense que γ é solución das ecuacións
de Hamilton de contacto

dqi

dt
=

∂H

∂pi
(2.10)

dpi
dt

= −
(
∂H

∂qi
+ pi

∂H

∂s

)
(2.11)

ds

dt
=

(
pi
∂H

∂pi
− H

)
. (2.12)
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Observación 2.7.

1. A ecuación (2.12) é a definición usual da función principal de Hamilton (ver [4],[21]).
Esta introdúcese na teoŕıa de Hamilton-Jacobi como unha solución completa s (qi, t)
da ecuación de Hamilton-Jacobi

H

(
qi,

∂s

∂qi
, t

)
= −∂s

∂t
,

a cal provén dun caso particular de transformación canónica dependente do tempo.

2. En mecánica, as ecuacións (2.10), (2.11) e (2.12) xeneralizan as ecuacións de move-
mento para as posicións, os momentos e a función principal de Hamilton da teoŕıa
hamiltoniana habitual. Ademais, teñen diversas aplicacións no estudo de sistemas
dinámicos disipativos, no campo da termodinámica, neurobiolox́ıa, cosmolox́ıa, etc.

2.2.1. Evolución temporal do hamiltoniano e a enerx́ıa mecánica

Consideremos un sistema hamiltoniano de contacto (M, η,H) que evoluciona segundo
as ecuacións de Hamilton de contacto (2.10), (2.11) e (2.12).

Dada calquera función diferenciable F ∈ C∞(M), a súa evolución temporal vén dada
por

dF

dt
= XH (F ) = −H∂F

∂s
+ pi

(
∂F

∂s

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂s

)
+

(
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
= −H∂F

∂s
+ pi{F,H}(s,pi) + {F,H}(qi,pi),

(2.13)
onde utilizamos a expresión local (2.9) de XH .

Observación 2.8. Nótese que { , }(qi,pi) é o corchete de Poisson estándar e o corchete { , }(s,pi)

é simplemente unha abreviación para as coordenadas (s, pi), sen chegar a dar unha defi-
nición intŕınseca, pois non é posible definir un corchete de Poisson nunha variedade de
contacto. En [16],[24] en cambio, pódese ver que as variedades de contacto son un exemplo
de variedades de Jacobi, cunha estrutura proporcionada de forma natural polo corchete de
Jacobi.

Polo tanto, de (2.13) obtense que a evolución temporal da función hamiltoniana de
contacto ao longo do seu fluxo é

dH

dt
= XH(H) = −H∂H

∂s
= −R (H)H

e desta forma, H é constante ao longo das curvas integrais de XH se e só se H = 0 ou H
non depende de s.
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Observación 2.9. No estudo de sistemas mecánicos, o feito de que a función H non dependa
da coordenada s corresponde ao caso dun sistema conservativo, para o cal a enerx́ıa (total)
do sistema é a enerx́ıa mecánica H = Hmec (qi, pi), que é a suma das enerx́ıas cinética e a
potencial. Desta forma, sabemos que a enerx́ıa mecánica se conserva.

Consideremos agora un caso de hamiltoniano máis xeral, para o cal

H = Hmec

(
qi, pi

)
+ h (s) ,

onde Hmec (qi, pi) é a enerx́ıa mecánica do sistema e h (s) simboliza a interacción co entorno.
Da expresión (2.13) tense que a evolución da enerx́ıa mecánica ao longo do tempo é

dHmec

dt
= −pi

∂Hmec

∂pi
h′(s),

polo tanto, o sistema é non conservativo, xa que a enerx́ıa mecánica non se conserva.

Exemplo 2.10. Consideremos o seguinte sistema hamiltoniano de contacto 1-dimensional
con coordenadas (q, p, s) dado por

H =
p2

2m
+ V (q) + ks ,

onde V (q) denota o potencial mecánico e k é un parámetro constante.
As ecuacións do movemento (2.10), (2.11) e (2.12) para este caso particular son

dq

dt
=

p

m
dp

dt
= − ∂V (q)

∂q
− kp

ds

dt
=

p2

2m
− V (q) − ks

(2.14)

Das dúas primeiras ecuacións de (2.14) dedúcese a denominada ecuación de Newton
amortecida

d2q

dt2
+ k

dq

dt
+

1

m

∂V (q)

∂q
= 0, (2.15)

a cal describe todos os sistemas que teñan unha forza de fricción que dependa linealmente
da velocidade [4].

Neste caso, como Hmec =
p2

2m
+ V (q), pode verse que a evolución da enerx́ıa mecánica

ao longo do tempo vén dada por

dHmec

dt
= −pi

∂Hmec

∂pi
h′(s) = −mk

(
dq

dt

)2

,

que coincide cos resultados baseados na función de disipación de Rayleigh (ver [19]).
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O seguinte resultado proporciona outra caracterización do campo de vectores hamilto-
niano de contacto XH , que nos vai ser de gran utilidade no estudo das simetŕıas para este
tipo de sistemas. Pode verse dunha forma máis detallada en [8].

Proposición 2.11. Sexa (M, η,H) un sistema hamiltoniano de contacto. As seguintes
afirmacións son equivalentes:

1. XH é un campo de vectores hamiltoniano (é dicir, é solución de (2.5)).

2. XH é solución das ecuacións{
LXH

η = − (LRH) η,
iXH

η = −H, (2.16)

onde L denota a derivada de Lie.

3. XH é solución de {
iXH

dη = dH −R (H) η,
iXH

η = −H. (2.17)

2.3. Simetŕıas, cantidades conservadas e disipadas

O papel das simetŕıas dentro do estudo dos sistemas dinámicos resulta de gran interese
en xeometŕıa. No caso simpléctico, as simetŕıas estaban asociadas con cantidades conser-
vadas (véxase, por exemplo [20]), e polo tanto obt́ıñase a denominada conservación da
enerx́ıa. Nesta sección veremos resultados non conservativos, debido á natureza disipativa
deste tipo de sistemas, e polo tanto, as simetŕıas dinámicas van a estar asociadas agora
con cantidades que chamaremos disipadas.

2.3.1. Simetŕıas en sistemas hamiltonianos de contacto

Nun sistema dinámico existen diferentes conceptos de simetŕıa, que dependen da estru-
tura dinámica que se preserve. Por exemplo, podemos considerar as transformacións que
preservan as estruturas xeométricas do sistema ou aquelas que preservan as súas solucións.

Sexa (M, η,H) un sistema hamiltoniano de contacto con campo de vectores de Reeb R
e campo de vectores hamiltoniano XH .

Definición 2.12. Unha simetŕıa dinámica dun sistema hamiltoniano de contacto (M, η,H)
é un difeomorfismo Φ : M →M tal que

Φ∗XH = XH .

É dicir, leva curvas solucións das ecuacións de Hamilton (2.10),(2.11),(2.12) en curvas
solucións.
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Unha simetŕıa dinámica infinitesimal dun sistema hamiltoniano de contacto (M, η,H)
é un campo de vectores Y ∈ X(M) tal que os difeomorfismos locais xenerados polo seu
fluxo son simetŕıas dinámicas, isto é,

LYXH = [Y,XH ] = 0.

Outros tipos de simetŕıas son as que deixan as estruturas xeométricas invariantes.

Definición 2.13. Unha simetŕıa de contacto dun sistema hamiltoniano de contacto
(M, η,H) é un difeomorfismo Φ : M →M tal que

Φ∗η = η, Φ∗H = H.

Unha simetŕıa de contacto infinitesimal dun sistema hamiltoniano de contacto (M, η,H)
é un campo de vectores Y ∈ X(M) tal que os difeomorfismos locais xenerados polo seu
fluxo son simetŕıas de contacto, isto é,

LY η = 0, LYH = 0.

Ademais, tense o seguinte resultado:

Proposición 2.14. Toda simetŕıa de contacto (infinitesimal) preserva o campo de vectores
de Reeb, isto é,

Φ∗R = R (2.18)

(ou [Y,R] = 0).

Demostración. Por ser Φ difeomorfismo, pola caracterización do campo de vectores de
Reeb (2.3) e por cumprirse que Φ∗η = η, tense

1 = Φ∗ (iRη) = iΦ∗RΦ∗η = iΦ∗Rη,

0 = Φ∗ (iRdη) = iΦ∗RΦ∗dη = iΦ∗RdΦ∗η = iΦ∗Rdη.

Agora, pola unicidade do campo de vectores de Reeb tense que Φ∗R = R.
A proba para o caso infinitesimal resulta inmediata a partir da definición.

Finalmente, como consecuencia do anterior, tense o seguinte resultado que relaciona as
simetŕıas dinámicas coas simetŕıas de contacto.

Proposición 2.15. Toda simetŕıa de contacto (infinitesimal) é unha simetŕıa dinámica
(infinitesimal).

Demostración. Sexa XH o campo de vectores hamiltoniano de contacto caracterizado polas
identidades (2.17) da Proposición 2.11. Logo, se Φ é unha simetŕıa de contacto e usando
(2.18), tense

iΦ∗XH
dη = iΦ∗XH

dΦ∗η = Φ∗(iXH
dη) = Φ∗ (dH −R(H)η) = dH −R(H)η,

iΦ∗XH
η = iΦ∗XH

Φ∗η = Φ∗(iXH
η) = Φ∗(−H) = −H,

e aśı, pola unicidade do campo de vectores hamiltoniano XH tense que Φ∗XH = XH .
A proba para o caso infinitesimal resulta inmediata a partir da definición.
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2.3.2. Cantidades disipadas e conservadas en sistemas hamilto-
nianos de contacto

Uns conceptos asociados coas simetŕıas de sistemas hamiltonianos de contacto son os
de cantidades disipadas e conservadas.

Definición 2.16. Unha cantidade disipada dun sistema hamiltoniano de contacto (M, η,H)
é unha función F ∈ C∞(M) tal que

LXH
F = − (LRH)F.

Nun sistema hamiltoniano de contacto pódense relacionar os conceptos de simetŕıa e
cantidade disipada a través do seguinte resultado:

Teorema 2.17. (Teorema de disipación para sistemas hamiltonianos de contacto).
Sexa XH o campo de vectores hamiltoniano e Y ∈ X(M) un campo de vectores. Se Y
é unha simetŕıa dinámica infinitesimal, entón a función

F = −iY η

é unha cantidade disipada.

Demostración. Como
LYXH = [Y,XH ] = 0,

tendo en conta a primeira identidade de (2.16) da Proposición 2.11 e utilizando a propiedade

i[XH ,Y ]η = LXH
(iY η)− iY LXH

η,

tense que

LXH
F = LXH

(−iY η) = −iY (LXH
η)− iLXH

Y η = (LRH)iY η + i[Y,XH ]η = −(LRH)F,

o que proba o resultado.

Observación 2.18. A última igualdade proba que [Y,XH ] ∈ ker η é unha condición necesaria
e suficiente para que a función F sexa unha cantidade disipada.

Corolario 2.19. Se (M, η,H) é un sistema hamiltoniano de contacto, o campo de vectores
XH é trivialmente unha simetŕıa dinámica infinitesimal ([XH , XH ] = 0). Polo tanto, a
función hamiltoniana

F = −iXH
η = H

é unha cantidade disipada, xa que se verifica

LXH
H = − (LRH)H. (2.19)

Esta relación (2.19) expresa a disipación da enerx́ıa en sistemas hamiltonianos de con-
tacto.
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En coordenadas canónicas, escŕıbese

LXH
H = −∂H

∂s
H.

Demostración. A proba resulta inmediata ao aplicar o Teorema 2.17 ao campo XH e ao
considerar a segunda identidade de (2.17).

Definición 2.20. Unha cantidade conservada dun sistema hamiltoniano de contacto
(M, η,H) é unha función G ∈ C∞(M) tal que

LXH
G = 0.

Toda cantidade disipada vaŕıa na mesma medida (−LRH), o cal indica que o cociente
entre dúas cantidades disipadas debeŕıa ser unha cantidade conservada; e o produto en-
tre unha cantidade conservada e unha disipada é unha cantidade disipada. Verémolo no
seguinte resultado.

Proposición 2.21. 1. Se F1 e F2 son dúas cantidades disipadas e F2 6= 0, entón o

cociente
F1

F2

é unha cantidade conservada.

2. Se F é unha cantidade disipada e G é unha cantidade conservada, entón o produto
FG é unha cantidade disipada.

Demostración. 1.

LXH

(
F1

F2

)
=
F2LXH

F1 − F1LXH
F2

F 2
2

= −F1LRH

F2

+
F1F2LRH

F 2
2

= 0.

2.
LXH

(FG) = GLXH
F + FLXH

G = −(LRH)FG.

Observación 2.22. Tendo en conta o Teorema de disipación (2.17), se H 6= 0, é posible
asignarlle unha cantidade conservada a unha simetŕıa dinámica infinitesimal Y . Desta
forma,

G = − 1

H
iY η

é unha cantidade conservada.

Por último, establecemos o seguinte resultado que nos vai permitir constrúır novas
cantidades disipadas a partir dunha cantidade disipada dada, facendo uso das simetŕıas de
contacto.

Proposición 2.23. Se Φ : M → M é unha simetŕıa de contacto e F ∈ C∞(M) é unha
cantidade disipada, entón Φ∗F tamén o é.
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Demostración. Como

Φ∗XH = XH , Φ∗H = H , Φ∗R = R e LXH
F = − (LRH)F,

tense

LXH
(Φ∗F ) = Φ∗ (LΦ∗XH

F ) = Φ∗ (LXH
F ) = Φ∗ ((−LRH)F ) = − (LRH) (Φ∗F ) .

A proba para o caso infinitesimal resulta inmediata a partir da definición.

2.3.3. Simetŕıas en sistemas hamiltonianos canónicos de contacto

Consideremos a variedade canónica de contacto (T ∗Q× R, η) con forma de contacto
expresada en coordenadas canónicas

η = ds− pidqi,

coma no exemplo (2.4).
Antes de falar de simetŕıas en (T ∗Q× R, η) recordemos como son os levantamentos de

difeomorfismos e campos de vectores de Q a T ∗Q× R.
Se ϕ : Q→ Q é un difeomorfismo, podemos constrúır o difeomorfismo

Φ = (T ∗ϕ, IdR) : T ∗Q× R −→ T ∗Q× R,

onde T ∗ϕ : T ∗Q → T ∗Q é o levantamento canónico de ϕ a T ∗Q. Logo, dise que Φ é o
levantamento canónico de ϕ a T ∗Q×R, e calquera transformación Φ deste estilo denomı́nase
unha transformación natural de T ∗Q× R.

De forma análoga, consideremos un campo de vectores Z ∈ X(Q). O seu levantamento
completo a T ∗Q×R é o campo de vectores Y ∈ X (T ∗Q× R) cuxo fluxo local é o levanta-
mento canónico do fluxo local de Z a T ∗Q×R; isto é, o campo de vectores Y = ZC

∗ , onde
ZC
∗ denota o levantamento completo de Z a T ∗Q, identificado de maneira natural como

un campo de vectores en T ∗Q × R. Calquera transformación infinitesimal Y deste estilo
denomı́nase unha transformación natural infinitesimal de T ∗Q× R.

As formas canónicas θ ∈ Ω1 (T ∗Q) e ω ∈ Ω2 (T ∗Q) permanecen invariantes baixo a
acción de levantamentos canónicos de difeomorfismos e campos de vectores de Q a T ∗Q.
É dicir, se T ∗ϕ é o levantamento canónico a T ∗Q, entón

(T ∗ϕ)∗ θ = θ , (T ∗ϕ)∗ ω = ω.

Vexamos agora un resultado relacionado coa forma de contacto η ∈ Ω1 (T ∗Q× R).
Denotemos por Diff (Q) ao conxunto de difeomorfimos en Q e por Diff (T ∗Q× R) ao

conxunto de difeomorfismos en T ∗Q× R.

Proposición 2.24. Sexa Φ ∈ Diff (T ∗Q× R) (respectivamente Y ∈ X (T ∗Q× R)) un
levantamento canónico a T ∗Q × R dun difeomorfismo ϕ ∈ Diff (Q) (respectivamente de
Z ∈ X(Q)), entón
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1. Φ∗η = η (respectivamente LY η = 0).

2. Se ademais Φ∗H = H (respectivamente LYH = 0), entón é unha simetŕıa de con-
tacto (infinitesimal).

Demostración. Sexa
η = ds− pidqi

e Φ = (T ∗ϕ, IdR) a transformación natural de T ∗Q× R. Logo,

Φ∗η = Φ∗
(
ds− pidqi

)
= Φ∗(ds)− piΦ∗(dqi) = d(Φ∗s)− pid(Φ∗qi) = ds− pidqi = η.

E se ademais Φ∗H = H, resulta evidente que Φ é unha simetŕıa de contacto.
A proba para o caso infinitesimal é inmediata a partir da definición.

Observación 2.25. En particular, tense que se H non depende da coordenada qi para un
certo ı́ndice i, isto é, se

∂H

∂qi
= 0,

entón o campo de vectores
∂

∂qi
∈ X (T ∗Q× R)

é unha simetŕıa de contacto infinitesimal, e a súa cantidade disipada asociada é o corres-
pondente momento pi. É dicir,

LXH
pi = − (LRH) pi.

Desta forma, se H 6= 0, tense que a función

G =
pi
H

é unha cantidade conservada.





Caṕıtulo 3

Formalismo lagrangiano de contacto

Ao redor de 1930, Gustav Herglotz introduciu a primeira formulación lagrangiana dos
sistemas de contacto dende unha perspectiva variacional. Neste caṕıtulo estudamos os sis-
temas lagrangianos de contacto. Tras describir os SODES na variedade extensión do fibrado
tanxente TQ× R, desenvolveremos o formalismo lagrangiano de contacto, presentando as
principais estruturas xeométricas que intervirán no proceso de obtención das ecuacións
de Herglotz. Por último, veremos como son as simetŕıas neste tipo de sistemas e dare-
mos un resultado que relaciona estas simetŕıas con transformacións naturais preservando
o lagrangiano.

3.1. SODES

Sexa Q unha variedade diferenciable de dimensión n. Consideremos a variedade produto
TQ× R con coordenadas (qi, vi, s) e coas súas proxeccións canónicas

TQ× R
τ1

zz
τ0
��

s

##
TQ Q× R R

(3.1)

onde, se (vq, s) é un punto de TQ× R ,

τ1 (vq, s) = vq , τ0 (vq, s) = (q, s) , s (vq, s) = s.

O isomorfismo
T(vq ,s) (TQ× R) ' Tvq (TQ)⊕ TsR

permı́tenos estender as estruturas xeométricas definidas no fibrado tanxente TQ, como son
o endomorfismo tanxente (1.12) e o campo de vectores de Liouville (1.9), a un endomorfismo
e un campo de vectores en TQ×R, para os que utilizaremos a mesma notación e as mesmas
expresións locais

J =
∂

∂vi
⊗ dqi, (3.2)

43
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∆ = vi
∂

∂vi
. (3.3)

Veremos agora un tipo importante de campos de vectores sobre TQ × R, que son as
ecuacións diferenciais de segunda orde ou SODES.

Definición 3.1. Sexa α = (α1, α2) : I ⊂ R −→ Q×R unha curva en Q×R. A prolongación
canónica de α a TQ× R é a curva

α̃ = (α̇1, IdR) : I ⊂ R −→ TQ× R

t 7−→ α̃(t) ≡
(
α1(t),

dα1

dt

∣∣∣
t
, α2(t)

)
,

onde α̇1(t) ≡
(
α1(t),

dα1

dt

∣∣∣
t

)
é a velocidade de α1.

Neste caso dise que α̃ é unha curva holonómica.

Definición 3.2. Un campo de vectores Γ ∈ X (TQ× R) dise que é un SODE se as súas
curvas integrais son holonómicas.

Vexamos a expresión local dun SODE Γ. Sexa

Γ = Ai
(
qi, vi, s

) ∂

∂qi
+ Γi

(
qi, vi, s

) ∂

∂vi
+ g

(
qi, vi, s

) ∂
∂s

e consideremos

α̃(t) ≡
(
qi(t),

dqi

dt

∣∣∣
t
, s(t)

)
unha curva integral de Γ, con α(t) ≡ (qi(t), s(t)) unha curva en Q× R.

Por un lado,

Γ (α̃(t)) = Ai (α̃(t))
∂

∂qi
+ Γi (α̃(t))

∂

∂vi
+ g (α̃(t))

∂

∂s
,

e por ser α̃(t) curva integral tense

Γ (α̃(t)) = ˙̃α(t) =
dqi

dt

∂

∂qi
+
d2qi

dt2
∂

∂vi
+
ds

dt

∂

∂s
.

Logo,

Ai (α̃(t)) =
dqi

dt
= vi (α̃(t)) .

Consideremos un punto (vq, s) ∈ TQ× R tal que α̃(0) = (vq, s). Entón

Ai (vq, s) = Ai (α̃(t)) = vi (α̃(t)) = vi (vq, s) ,

é dicir,
Ai = vi, i = 1, ... , n.
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Ademais,

Γi (α̃(t)) = Γi
(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣
t
, s(t)

)
=

d2qi

dt2

∣∣∣
t

g (α̃(t)) = g

(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣
t
, s(t)

)
=

ds

dt

∣∣∣
t

Desta forma, a expresión local dun SODE Γ ∈ X (TQ× R) é

Γ = vi
∂

∂qi
+ Γi

∂

∂vi
+ g

∂

∂s
(3.4)

e a curva α(t) ≡ (qi(t), s(t)) queda determinada polo seguinte sistema de ecuacións dife-
renciais de segunda orde

d2qi

dt2

∣∣∣
t

= Γi
(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣
t
, s(t)

)
,

ds

dt

∣∣∣
t

= g

(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣
t
, s(t)

)
.

Tense a seguinte caracterización dos SODES, que pode probarse de maneira sinxela
tomando coordenadas.

Proposición 3.3. Un campo de vectores Γ ∈ X (TQ× R) é un SODE se e só se J ◦Γ = ∆,
onde ∆ é o campo de vectores de Liouville (3.3) e J é a estrutura tanxente (3.2).

3.2. Cálculo variacional de Herglotz

Na formulación variacional da mecánica clásica, as ecuacións dinámicas obtéñense me-
diante o Principio de Hamilton que, como recordamos, dada unha función lagrangiana
L ∈ C∞ (TQ), consiste en atopar curvas γ : I ⊂ R → Q que sexan puntos cŕıticos do
funcional

γ 7→
∫
I

L ◦ γ̇,

e aśı obter as ecuacións de Euler-Lagrange (1.18).
No estudo de sistemas disipativos, Gustav Herglotz xeneralizou, en 1930, este principio

introducindo unha nova variable s no lagrangiano, L (qi, vi, s), e cambiando o funcional
integral por un diferencial. Esta aproximación deu lugar á posteriormente denominada
formulación de contacto para este tipo de sistemas, e a estes lagrangianos en particular, se
lles denomina lagrangianos disipativos ou lagrangianos dependentes da acción.

Aproximación variacional Sexa L : TQ × R → R unha función lagrangiana. Con-
sideremos o espazo de curvas en Q con extremos q0, q1 ∈ Q fixados, e que denotaremos
por

Ω (q0, q1) = {γ : [0, T ] −→ Q/γ(0) = q0, γ(T ) = q1}.
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Fixamos un valor inicial z0 ∈ R e podemos calcular a acción sγ : [0, T ] → R dunha
curva γ resolvendo o seguinte problema de Cauchy:{

dsγ
dt

= L (γ, γ̇, sγ) ,

sγ(0) = z0.

Def́ınese o funcional acción de Herglotz como

A : Ω (q0, q1) −→ R

γ 7−→ A(γ) := sγ(T )− sγ(0) =
∫ T

0
ṡγdt =

∫ T
0
L (γ, γ̇, sγ) dt.

Os puntos cŕıticos desta acción A son as curvas γ tal que (γ, γ̇, sγ) é unha solución das
ecuacións de Herglotz

∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂vi

)
= −∂L

∂s

∂L
∂vi

.

Na seguinte sección veremos outra forma de chegar a estas ecuacións dende un punto
de vista máis xeométrico.

3.3. Formalismo lagrangiano de contacto

Unha vez introducidos o campo de vectores de Liouville ∆ e a estrutura tanxente J
en TQ×R, veremos unha serie de conceptos máis para completar a descrición xeométrica
lagrangiana en sistemas mecánicos disipativos.

Consideremos L : TQ× R −→ R unha función lagrangiana, L = L (qi, vi, s).

Definición 3.4. Def́ınense as formas de Cartan asociadas á función L como

θL = dL ◦ J ∈ Ω1 (TQ× R) , ωL = −dθL ∈ Ω2 (TQ× R) , (3.5)

onde localmente

θL =
∂L
∂vi

dqi.

A enerx́ıa lagrangiana do sistema é a función

EL = ∆(L)− L ∈ C∞ (TQ× R) ,

cuxa expresión local é

EL = vi
∂L
∂vi
− L. (3.6)



3.3.1 Aplicación de Legendre 47

3.3.1. Aplicación de Legendre

A seguinte ferramenta que imos introducir é a aplicación de Legendre en TQ × R,
definida de forma similar a como fixemos para o fibrado tanxente TQ no caṕıtulo 1.

Definición 3.5. Dada L : TQ × R → R unha función lagrangiana. Def́ınese a aplicación
de Legendre de L como a derivada fibrada de L, considerada como unha función no fibrado
vectorial τ0 : TQ× R→ Q× R.

Esta aplicación, que denotaremos por FL, vén dada por

FL : TQ× R −→ T ∗Q× R

(vq, s) 7−→ FL(vq, s) = (F (L(−, s)) (vq) , s) ,

onde L (−, s) : TQ→ R é o lagrangiano con s fixado e F (L (−, s)) a aplicación de Legendre
definida en 1.7.

Polo tanto, en coordenadas (qi, vi, s), a expresión local de FL é

FL
(
qi, vi, s

)
=

(
qi,

∂L
∂vi

, s

)
. (3.7)

Observación 3.6. Nótese que con esta aplicación FL, dase unha definición alternativa das
formas de Cartan (3.5):

θL = FL∗ (π∗1θ) , ωL = FL∗ (π∗1ω) ,

onde θ e ω son a 1-forma de Liouville e a forma simpléctica canónica en T ∗Q, respectiva-
mente, e π1 : T ∗Q× R→ T ∗Q é a proxección no primeiro factor.

3.3.2. Forma lagrangiana de contacto

Def́ınese a forma lagrangiana ηL como a seguinte 1-forma en TQ× R

ηL = ds− θL ∈ Ω1 (TQ× R) , (3.8)

que cumpre dηL = ωL.
En coordenadas (qi, vi, s), tense

ηL = ds− ∂L
∂vi

dqi, (3.9)

dηL =
∂2L
∂s∂vi

dqi ∧ ds+
∂2L
∂qj∂vi

dqi ∧ dqj +
∂2L
∂vj∂vi

dqi ∧ dvj. (3.10)

Vexamos agora un resultado que nos proporciona unha condición necesaria para que ηL
sexa unha forma de contacto.
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Proposición 3.7. Para un lagrangiano L : TQ× R→ R, son equivalentes:

1. FL é un difeomorfismo local.

2. (TQ× R, ηL) é unha variedade de contacto.

Demostración. A demostración é consecuencia das expresións locais (3.9), (3.10) e (3.7),
xa que resulta que a matriz (

∂2L

∂vi∂vj

)
é non singular se e só se ηL ∧ (dηL)n 6= 0.

No caso no que FL sexa un difeomorfismo, á aplicación FL se lle denomina transfor-
mación de Legendre. Polo tanto,

Definición 3.8. Dise que un lagrangiano L : TQ × R → R é regular se se cumpren
os enunciados equivalentes da Proposición 3.7. En caso contrario, dise que o lagrangiano
é singular. En particular, un lagrangiano regular dise hiperregular se a súa aplicación de
Legendre FL é un difeomorfismo global.

3.3.3. Ecuacións de Herglotz

Consideremos L : TQ×R→ R un lagrangiano regular, logo pola Proposición 3.7 tense
que a forma ηL definida en (3.8) é unha forma de contacto, e aśı, (TQ× R, ηL) é unha
variedade de contacto.

Neste caso, a tripla (TQ× R, ηL, EL) é un modelo particular de sistema hamiltoniano
de contacto que se lle denomina sistema lagrangiano de contacto.

Consideremos entón o seguinte isomorfismo de C∞ (TQ× R)−módulos

[L : X (TQ× R) −→ Ω1 (TQ× R)

X 7−→ [L (X) = iXdηL + ηL (X) ηL,
(3.11)

dado pola forma de contacto ηL.

O correspondente campo de vectores de Reeb, definido mediante

RL = [−1
L (ηL)

é

RL =
∂

∂s
−W ij ∂2L

∂s ∂vj
∂

∂vi
, (3.12)

onde W ij =

(
∂2L
∂vi∂vj

)−1

é a inversa da matriz hessiana Wij =

(
∂2L
∂vi∂vj

)
.
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Observación 3.9. Nótese que para este tipo de sistemas de contacto, o campo de vectores de
Reeb non ten unha expresión en coordenadas tan simple coma no caso hamiltoniano (2.4).
Isto é debido a que as coordenadas canónicas (qi, vi, s) en (TQ× R) non son coordenadas
adaptadas para a forma de contacto ηL, xa que esta depende da función lagrangiana L a
considerar.

Observación 3.10. Con esta expresión local (3.12), resulta fácil comprobar que a enerx́ıa
lagrangiana EL dada localmente por (3.6) satisfai a seguinte relación

LRLEL = −∂L
∂s
, (3.13)

que utilizaremos máis adiante para expresar a disipación da enerx́ıa.

Sexa ΓL ∈ X (TQ× R) o único campo de vectores definido mediante a ecuación

[L (ΓL) = dEL − (RL(EL) + EL) ηL. (3.14)

Para calcular a súa expresión local, escribamos

ΓL = Ai
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+ C

∂

∂s
,

onde as compoñentes Ai , Bi e C son funcións diferenciables definidas nun entorno aberto
de TQ× R.

Agora, tendo en conta o isomorfismo (3.11) e facendo un cálculo directo na ecuación
(3.14), tense que a expresión local de ΓL é

ΓL = vi
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+ L ∂

∂s

onde as compoñentes Bi satisfán o seguinte sistema de ecuacións

Bk ∂2L
∂vk ∂vi

+ vk
∂2L

∂qk ∂vi
+ L ∂2L

∂s ∂vi
− ∂L
∂qi

=
∂L
∂s

∂L
∂vi

. (3.15)

Observación 3.11. Nótese que o campo de vectores ΓL é un SODE, pois a súa expresión
local é (3.4).

Agora, se consideramos α̃(t) ≡ (qi(t), vi(t), s(t)) unha curva integral holonómica de ΓL,

onde vi(t) =
dqi

dt

∣∣∣
t
, e substitúımos os valores na expresión anterior (3.15), obtemos

d2qk

dt2
∂2L

∂vk ∂vi
+
dqk

dt

∂2L
∂qk ∂vi

+
ds

dt

∂2L
∂s ∂vi

− ∂L
∂qi

=
∂L
∂s

∂L
∂vi

, (3.16)

que son as ecuacións de Euler-Lagrange xeneralizadas consideradas por G.Herglotz no seu
principio variacional

d

dt

(
∂L
∂vi

)
− ∂L
∂qi

=
∂L
∂s

∂L
∂vi

, (3.17)

ds

dt
= L. (3.18)
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Un SODE ΓL ∈ X (TQ× R) solución desas ecuacións denomı́nase un campo de vectores
lagrangiano de contacto.

Observación 3.12. Se o lagrangiano L non é regular, o campo de vectores ΓL pode non
ser único ou existir soamente nunha subvariedade de TQ×R. En [11],[17] desenvólvese un
algoritmo de ligaduras co propósito de resolver este tipo de problemas.

Observación 3.13. É interesante sinalar que, no formalismo lagrangiano de sistemas disi-
pativos, a expresión (3.18) relaciona a variación temporal da ”coordenada disipativa”s coa
función lagrangiana L e, aśı, podemos identificar esta coordenada coa acción lagrangiana
dada polo principio variacional, s =

∫
L.

3.4. Lagrangianos con disipación holonómica

Un tipo particular de lagrangianos de contacto son os que teñen unha descomposición
da seguinte forma: por un lado, unha compoñente que é o pullback mediante a proxección
canónica dunha función lagrangiana en TQ, máis outra que chamaremos función de disi-
pación holonómica, que non depende das coordenadas vi. Daremos unha breve descrición
para ver como son as súas ecuacións de Herglotz.

Definición 3.14. Un lagrangiano cun termo de disipación holonómica en TQ×R é unha
función

L = L+ φ ∈ C∞ (TQ× R) ,

onde L = τ ∗1L0 para unha función lagrangiana L0 ∈ C∞(TQ) e φ = τ ∗0φ0 para unha función
φ0 ∈ C∞ (Q× R), onde τ ∗0 e τ ∗1 denotan o pullback das proxeccións canónicas (3.1).

Tomando coordenadas (qi, vi, s), un lagrangiano cun termo de disipación holonómica
ten a forma

L
(
qi, vi, s

)
= L

(
qi, vi

)
+ φ

(
qi, s

)
.

Isto implica que os momentos definidos mediante a aplicación de Legendre son inde-
pendentes da coordenada s. Ademais, para este tipo de lagrangianos cúmprese a condición
∂2L
∂vi∂s

= 0.

Proposición 3.15. Consideremos un lagrangiano cun termo de disipación holonómica
L = L + φ ∈ C∞ (TQ× R). Entón a súa 1-forma de Cartan, a forma de contacto, a
enerx́ıa lagrangiana e o campo de vectores de Reeb como lagrangianos de contacto son

θL = θL , ηL = ds− θL , EL = EL − φ , RL =
∂

∂s
,

onde θL é a 1-forma de Cartan de L considerada v́ıa pullback como 1-forma en TQ×R, e
EL é a enerx́ıa lagrangiana de L como función en TQ× R.

A aplicación de Legendre de L, FL : TQ × R → T ∗Q × R pode expresarse mediante
FL = FL × IdR, onde FL é a aplicación de Legendre de L. Ademais, L é regular se e
só se L é regular.
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Demostración. A demostración faise de forma inmediata tomando coordenadas.

Consideremos o sistema lagrangiano de contacto (TQ× R, ηL, EL), onde L = L +
φ é unha función lagrangiana cun termo de disipación holonómica. Supoñamos que L
é regular, e sexa ΓL o campo de vectores definido mediante a ecuación

[L (ΓL) = dEL − (RL (EL) + EL) ηL,

onde [L é o isomorfismo dado por (3.11).
Entón, tense que o campo de vectores ΓL é un SODE e as ecuacións de movemento

(3.17) e (3.18) conv́ırtense en

d

dt

(
∂L

∂vi

)
− ∂L

∂qi
=
∂φ

∂qi
+
∂φ

∂s

∂L

∂vi

ds

dt
= L

(3.19)

Esta é a expresión en coordenadas das ecuacións de Euler-Lagrange de contacto para
este lagrangiano L = L+ φ.

3.5. Simetŕıas en sistemas lagrangianos de contacto

Nesta última sección veremos brevemente como todo o estudado no caṕıtulo anterior
sobre simetŕıas e cantidades disipadas en sistemas hamiltonianos de contacto podémolo
trasladar agora ao sistema lagrangiano de contacto regular (TQ× R, ηL, EL), onde ηL e EL
son a forma de contacto e a enerx́ıa lagrangiana dadas por (3.9) e (3.6) respectivamente;
RL é o campo de vectores de Reeb asociado, e XL é o campo de vectores de Euler-Lagrange
de contacto.

Polo tanto, os conceptos de simetŕıas dinámicas e de contacto son os mesmos, e o
Teorema de disipación 2.17 expresa que a función

F = −iY ηL

é unha cantidade disipada, para toda simetŕıa dinámica infinitesimal Y ∈ X (TQ× R).
En particular, a disipación da enerx́ıa lagrangiana (2.19), neste sistema, establece que

LXLEL = − (LRLEL)EL. (3.20)

En coordenadas canónicas escŕıbese

LXLEL =
∂L
∂s
EL,

debido á relación (3.13).
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De forma análoga a como constrúımos levantamentos de aplicacións e campos de vecto-
res de Q a T ∗Q×R, se ϕ : Q→ Q é un difeomorfismo, podemos establecer o difeomorfismo

Φ = (Tϕ, IdR) : TQ× R −→ TQ× R,

onde Tϕ é o levantamento canónico de ϕ a TQ. Baixo estas hipóteses, o difeomorfismo Φ
dise que é unha transformación natural de TQ× R.

Por outro lado, dado un campo de vectores Z ∈ X(Q), pódese definir o seu levantamento
completo a TQ × R como o campo de vectores Y ∈ X (TQ× R) cuxo fluxo local é o
levantamento canónico do fluxo local de Z a TQ×R; isto é, o campo de vectores Y = ZC ,
onde ZC denota o levantamento completo de Z a TQ, identificado de maneira natural
como un campo de vectores en TQ × R. Calquera transformación infinitesimal Y deste
estilo denomı́nase unha transformación infinitesimal natural de TQ× R.

As extensións a TQ × R do endomorfismo tanxente J e do campo de vectores de
Liouville ∆, que denotabamos da mesma forma, permanecen invariantes baixo a acción de
transformacións naturais de TQ× R. Desta forma, se Φ é tal transformación, tense que

Φ∗ ◦ J = J ◦ Φ∗ e Φ∗∆ = ∆,

que utilizaremos para probar o seguinte resultado, que relaciona transformacións naturais
que preservan o lagrangiano coas simetŕıas de contacto.

Denotemos, de novo, por Diff (Q) ao conxunto de difeomorfimos enQ e por Diff (TQ× R)
ao conxunto de difeomorfismos en TQ× R.

Proposición 3.16. Sexa Φ ∈ Diff (TQ× R) (respectivamente Y ∈ X (TQ× R)) o levan-
tamento canónico de ϕ ∈ Diff (Q) a TQ × R (respectivamente de Z ∈ X(Q)) que deixa o
lagrangiano invariante, entón é unha simetŕıa de contacto (infinitesimal), isto é,

Φ∗ηL = ηL , Φ∗EL = EL

(respectivamente LY ηL = 0 , LYEL = 0).

Como consecuencia, é tamén unha simetŕıa dinámica (infinitesimal).

Observación 3.17. En particular, de forma similar ao resultado de disipación dos momentos
2.25 do caṕıtulo anterior, se a función L non depende da coordenada qi para un certo ı́ndice
i, isto é, se

∂L
∂qi

= 0,

entón o campo de vectores
∂

∂qi
∈ X(TQ× R)

é unha simetŕıa de contacto infinitesimal, e a súa cantidade disipada asociada é o momento
∂L
∂vi

. É dicir,

LXL

(
∂L
∂vi

)
= − (LRLEL)

∂L
∂vi

=
∂L
∂s

∂L
∂vi

.
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Polo tanto, como o cociente entre dúas cantidades disipadas é unha cantidade conservada,
se EL 6= 0, tense que a función

G =
1

EL

∂L
∂vi

é unha cantidade conservada.





Caṕıtulo 4

Exemplos

Neste caṕıtulo desenvolveremos tres exemplos coñecidos de sistemas mecánicos de con-
tacto.

O primeiro exemplo é o oscilador armónico amortecido, unha variación do oscilador
armónico simple ao engadirlle á súa función lagrangiana un termo de disipación holonómica.
Para ver con máis claridade o estudado nos caṕıtulos anteriores, neste exemplo faremos
a formulación lagrangiana e hamiltoniana, e veremos como en ambos casos se chega ás
mesmas ecuacións de movemento.

O segundo exemplo é o movemento dunha part́ıcula ou un obxecto nun plano
vertical baixo a acción dunha gravidade constante e con fricción. Este move-
mento tamén se describe mediante un lagrangiano cun termo de disipación holonómica, e
desenvolveremos só a súa formulación lagrangiana.

O terceiro exemplo é a ecuación do paracáıdas, a cal describe a cáıda vertical dun
obxecto en presenza dunha gravidade constante. Neste caso, a forza de fricción é propor-
cional ao cadrado da velocidade, e o lagrangiano correspondente a este movemento non vai
ter un termo de disipación holonómica. Faremos a súa descrición hamiltoniana.

4.1. Oscilador armónico amortecido

Consideremos o espazo de configuración Q = R. A descrición lagrangiana do oscilador
armónico unidimensional vén dada pola función lagrangiana L : TQ→ R, onde

L (q, v) =
1

2
mv2 − 1

2
mω2q2.

A ecuación de Euler-Lagrange ou de movemento para este lagrangiano é

d2q

dt2
+ ω2q = 0,

que é a ecuación do oscilador armónico simple.
Formulación lagrangiana de contacto

55
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Consideremos agora a seguinte función lagrangiana con termo de disipación holonómica

L : TR× R −→ R

(q, v, s) 7−→ L (q, v, s) = L (q, v)− ks =
1

2
mv2 − 1

2
mω2q2 − ks.

Para ilustrar este movemento, consideremos unha masa m unida ao extremo dun resorte
con constante de elasticidade C, e a un amortecedor cuxa forza de fricción é proporcional

á velocidade da masa en cada instante de tempo. Neste sistema, denotamos por k =
ρ

m

á constante de amortecemento e por ω =

√
C

m
á frecuencia angular.

Resulta evidente ver que o lagrangiano L é regular, pois
∂2L
∂v∂v

= m 6= 0.

Figura 4.1: Oscilador armónico amortecido

A diferencial da función lagrangiana é

dL = −mω2qdq +mvdv − kds,

e como neste sistema

∆ = v
∂

∂v
e J =

∂

∂v
⊗ dq,

tense que a enerx́ıa lagrangiana e a súa diferencial son

EL = ∆(L)− L =
1

2
mv2 +

1

2
mω2q2 + ks,

dEL = mω2qdq +mvdv + kds.

As formas diferenciais e o correspondente campo de vectores de Reeb son

θL = dL ◦ J = mvdq,
ηL = ds−mvdq,
dηL = mdq ∧ dv,

RL =
∂

∂s
.

Consideremos un campo de vectores XL ∈ X (TR× R) con expresión local

XL = a
∂

∂q
+ b

∂

∂v
+ c

∂

∂s
.
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Por un lado, aplicándolle (3.11) ao campo XL, obtemos

[L (XL) =
(
am2v2 − bm− cmv

)
dq + amdv + (c− amv) ds

e por outro,

dEL − (RL(EL) + EL) ηL =

(
mω2q +mkv +

1

2
m2v3 +

1

2
m2ω2q2v +mkvs

)
dq+

+mvdv +

(
−1

2
mv2 − 1

2
mω2q2 − ks

)
ds.

Logo, igualando en (3.14), a expresión local de XL é

XL = v
∂

∂q
+
(
−ω2q − kv

) ∂
∂v

+ L ∂
∂s
.

Entón, se γ(t) ≡ (q(t), v(t), s(t)) é unha curva integral de XL, esta satisfai o seguinte
sistema de ecuacións diferenciais

dq

dt
= v ,

dv

dt
= −ω2q − kv , ds

dt
= L.

Das primeiras dúas ecuacións do sistema obtense o seguinte sistema de ecuacións dife-
renciais de segunda orde

d2q

dt2
+ k

dq

dt
+ ω2q = 0,

que corresponde coa ecuación do oscilador armónico amortecido.
A disipación da enerx́ıa lagrangiana (3.20) neste sistema vén dada por

LXLEL = −kEL.

Formulación hamiltoniana de contacto
Consideremos a variedade de contacto (T ∗Q× R, η) con coordenadas (q, p, s), onde

η = ds− pdq e o campo de Reeb é R =
∂

∂s
.

Mediante a aplicación de Legendre asociada a L dada por

FL : TQ× R −→ T ∗Q× R

(q, v, s) 7−→ FL (q, v, s) = (q, p = mv, s) ,

def́ınese a función hamiltoniana como FL∗H = EL. Desta forma,

H =
1

2m
p2 +

1

2
mω2q2 + ks

e a súa diferencial é
dH =

p

m
dp+mω2qdq + kds.
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Sexa XH ∈ X (T ∗Q× R) o campo de vectores con expresión local

XH = a
∂

∂q
+ b

∂

∂p
+ c

∂

∂s
,

e definido mediante (2.5).
Por un lado, aplicándolle (2.1) a XH tense

[ (XH) =
(
ap2 − b− cp

)
dq + adp+ (c− ap) ds.

Por outro lado,

dH − (R(H) +H) η =

(
mω2q + kp+

p3

2m
+

1

2
mω2q2p+ kps

)
dq+

+
p

m
dp+

(
− p2

2m
− 1

2
mω2q2 − ks

)
ds.

Logo, igualando en (2.5), obtemos a expresión local de XH

XH =
p

m

∂

∂q
+
(
−mω2 − kp

) ∂
∂p

+

(
1

2m
p2 − 1

2
mω2q2 − ks

)
∂

∂s
.

Aśı, unha curva integral γ(t) ≡ (q(t), p(t), s(t)) de XH é solución do seguinte sistema
de ecuacións diferenciais

dq

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −mω2q − kp , ds

dt
=

1

2m
p2 − 1

2
mω2q2 − ks.

Combinando as dúas primeiras ecuacións do sistema anterior obtemos o sistema de
ecuacións diferenciais de segunda orde

d2q

dt2
+ k

dq

dt
+ ω2q = 0,

da mesma forma que no caso lagrangiano, e a disipación da enerx́ıa (2.19) neste sistema
exprésase como

LXH
H = −kH.

4.2. Movemento nun campo gravitacional constante

con fricción

Consideremos o movemento dunha part́ıcula nun plano vertical baixo a acción da gra-
vidade constante. Neste caso, o espazo de configuración é Q = R2 con coordenadas (x, y)
e o seu fibrado tanxente TQ = TR2 con coordenadas (x, y, vx, vy).
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Este movemento pode describirse mediante a función lagrangiana

L (x, y, vx, vy) =
1

2
mv2

x +
1

2
mv2

y −mgy,

onde g denota a aceleración da gravidade.
Para introducir a fricción do aire, consideramos o seguinte lagrangiano con termo de

disipación holonómica

L = L− ks =
1

2
mv2

x +
1

2
mv2

y −mgy − ks (4.1)

en M = TQ× R e con coordenadas (x, y, vx, vy, s).
De novo, resulta evidente ver que o lagrangiano L é regular, pois a matriz(

∂2L
∂vi∂vj

)
=

(
m 0
0 m

)
ten rango máximo.

Neste caso, temos

dL = mvxdvx +mvydvy −mgdy − kds,

∆ = vx
∂

∂vx
+ vy

∂

∂vy
,

J =
∂

∂vx
⊗ dx+

∂

∂vy
⊗ dy,

EL = ∆(L)− L =
1

2
mv2

x +
1

2
mv2

y +mgy + ks,

dEL = mvxdvx +mvydvy +mgdy + kds,

e formas diferenciais
θL = dL ◦ J = mvxdx+mvydy,
ηL = ds− (mvxdx+mvydy) ,
dηL = mdx ∧ dvx +mdy ∧ dvy.

Consideremos XL ∈ X (TQ× R) con expresión local

XL = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

∂

∂vx
+ d

∂

∂vy
+ e

∂

∂s

o único campo de vectores solución da ecuación (3.14), con L o lagrangiano dado por (4.1).
Por un lado, aplicándolle (3.11) a XL obtemos

[L (XL) = (am2v2
x + bm2vxvy − emvx − cm) dx+

(
am2vxvy + bm2v2

y − emvy − dm
)
dy+

+ amdvx + bmdvy + (e− amvx − bmvy) ds,
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e por outro lado,

dEL − (RL(EL) + EL) ηL =

(
kmvx +

1

2
m2v3

x +
1

2
m2vxv

2
y +m2gyvx + kmvxs

)
dx+(

kmvy +
1

2
m2v2

xvy +
1

2
m2v3

y +m2gyvy + kmvys+mg

)
dy

+mvxdvx +mvydvy +

(
−1

2
mv2

x −
1

2
mv2

y −mgy − ks
)
ds.

Agora, igualando en (3.14), obtemos a expresión local de XL

XL = vx
∂

∂x
+ vy

∂

∂y
− kvx

∂

∂vx
− (kvy + g)

∂

∂vy
+ L ∂

∂s
.

Sexa γ(t) ≡ (x(t), y(t), vx(t), vy(t), s(t)) unha curva integral de XL. Entón γ é solución
do seguinte sistema de ecuacións diferenciais

dx

dt
= vx ,

dy

dt
= vy ,

dvx
dt

= −kvx ,
dvy
dt

= −kvy − g ,
ds

dt
= L.

Combinando as ecuacións primeira e terceira por un lado, e a segunda e cuarta por
outro, chegamos ao seguinte sistema de ecuacións diferenciais de segunda orde

d2x

dt2
+ k

dx

dt
= 0,

d2y

dt2
+ k

dy

dt
+ g = 0,

que describe o movemento dun obxecto nun plano vertical.
A disipación da enerx́ıa lagrangiana (3.20) para este sistema é

LXLEL = −kEL.

4.3. Ecuación do paracáıdas

Consideremos o movemento vertical dunha part́ıcula caendo sobre un fluido baixo a
acción dunha gravidade constante. A fricción modélase mediante a ecuación de arrastre,
onde a forza de fricción é proporcional ao cadrado da velocidade.

Este movemento pode describirse mediante o sistema lagrangiano de contacto (M,L),
onde M = TR× R con coordenadas (y, v, s) e

L =
1

2
mv2 − mg

2k

(
e2ky − 1

)
+ 2kvs,

onde k é o coeficiente de fricción, o cal depende da densidade do aire, a forma do obxecto,
etc.
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Mediante a aplicación de Legendre

FL (y, v, s) =

(
y, p =

∂L

∂v
, s

)
= (y, p = mv + 2ks, s) ∈ T ∗R× R

e a función enerx́ıa

EL = ∆(L)− L =
1

2
mv2 +

mg

2k

(
e2ky − 1

)
,

onde ∆ = v
∂

∂v
, def́ınese a función hamiltoniana como FL∗H = EL.

Aśı,

H =
p2

2m
+

2k2s2

m
− 2kps

m
+
mg

2k

(
e2ky − 1

)
e a súa diferencial é

dH = mge2kydy +
1

m
(p− 2ks) dp+

2k

m
(2ks− p) ds.

Consideremos, polo tanto, a variedade de contacto (T ∗R× R, η) onde η = ds− pdq e o

campo de vectores de Reeb é R =
∂

∂s
.

Sexa XH ∈ X (T ∗R× R) o campo de vectores con expresión local

XH = a
∂

∂y
+ b

∂

∂p
+ c

∂

∂s

e definido mediante a ecuación (2.5).
Por un lado, aplicándolle (2.1) obtemos

[ (XH) =
(
ap2 − cp− b

)
dy + adp+ (c− ap) ds,

e por outro,

dH−(R(H) +H) η =

(
2k2ps(2 + s)

m
+
mgp

2k

(
e2ky − 1

)
+
p3 − 4kp2(1 + s)

2m
+mge2ky

)
dy

+

(
p

m
− 2ks

m

)
dp+

(
2kps

m
− p2

2m
− 2k2s2

m
− mg

2k

(
e2ky − 1

))
ds.

Agora, igualando ambas ecuacións en (2.5) e despexando, chegamos a que

a =
p− 2ks

m
,

b = −mge2ky +
2kp

m
(p− 2ks) ,

c =
p2 − 4k2s2

2m
− mg

2k

(
e2ky − 1

)
,
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e polo tanto, a expresión local de XH é

XH =

(
p− 2ks

m

)
∂

∂y
+

(
2kp

m
(p− 2ks)−mge2ky

)
∂

∂p
+

(
p2 − 4k2s2

2m
− mg

2k

(
e2ky − 1

)) ∂

∂s
.

Sexa γ(t) ≡ (y(t), p(t), s(t)) unha curva integral de XH . Logo γ satisfai o seguinte
sistema de ecuacións diferenciais

dy

dt
=
p− 2ks

m
,

dp

dt
= −mge2ky +

2kp

m
(p− 2ks) ,

ds

dt
=
p2 − 4k2s2

2m
− mg

2k

(
e2ky − 1

)
.

Combinando as dúas primeiras ecuacións do sistema anterior, obtemos a ecuación dife-
rencial de segunda orde

d2y

dt2
− k

(
dy

dt

)2

+ g = 0,

que describe a cáıda vertical dun obxecto en presenza da gravidade.
A disipación da enerx́ıa (2.19) para este sistema é

LXH
H = −

(
4k2s

m
− 2kp

m

)
H.



Caṕıtulo 5

Ecuacións de Herglotz en sistemas
lagrangianos con ligaduras

O interese deste caṕıtulo é facer unha aproximación aos sistemas disipativos utilizando
sistemas lagrangianos non holonómicos con ligaduras. Veremos unha forma alternativa de
chegar ás ecuacións de movemento ou ecuacións de Herglotz sen recorrer ao formalismo de
contacto descrito nos caṕıtulos anteriores.

5.1. Sistemas ordinarios non holonómicos

Consideremos L : TQ × R → R un lagrangiano regular, L (qi, vi, s). O noso propósito
vai ser obter a dinámica definida por L nunha subvariedade non holonómica de T (Q× R),
definida pola función de ligadura

φ
(
qi, vi, s, vs

)
= vs − L = 0.

Polo tanto, se π0 é a proxección canónica, consideramos a función lagrangiana L =
π∗0L ∈ C∞ (T (Q× R)) como un lagrangiano dexenerado, xa que non depende da coorde-
nada vs.

T (Q× R)

π0

��

L=π∗0L

$$
TQ× R L // R

Aśı, a ligadura non holonómica conv́ırtese en φ (qi, vi, s, vs) = vs − L = 0.
Denotemos por

C = φ−1(0) =
{(
qi, vi, s, vs

)
∈ T (Q× R) /vs = L

(
qi, vi, s

)}
á subvariedade de T (Q× R) definida por φ.

As formas canónicas asociadas a este lagrangiano L son

θL = dJL =
∂L

∂vi
dqi

63
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e

ΩL = −dθL =
∂2L

∂qj∂vi
dqi ∧ dqj +

∂2L

∂vj∂vi
dqi ∧ dvj +

∂2L

∂s∂vi
dqi ∧ ds,

onde J é a estrutura tanxente en T (Q× R) dada por

J =
∂

∂vi
⊗ dqi +

∂

∂vs
⊗ ds, (5.1)

e notando que
∂L

∂vs
= 0.

Denotemos tamén por ∆ ao campo de vectores de Liouville en T (Q× R), isto é

∆ = vi
∂

∂vi
+ vs

∂

∂vs
,

e aśı, a correspondente enerx́ıa lagrangiana é

EL = vh
∂L

∂vh
− L,

e polo tanto, a súa diferencial

dEL = vh
∂2L

∂qi∂vh
dqi + vh

∂2L

∂vi∂vh
+ vh

∂2L

∂s∂vh
ds− ∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂s
ds.

5.1.1. Formulación co campo de vectores dinámico

O problema variacional para este sistema lagrangiano non holonómico (T (Q× R) , L, C),
como vimos na sección 1.5, consiste en atopar campos de vectores XL ∈ T (Q× R) que
sexan SODES, tanxentes á subvariedade C e solucións da ecuación dinámica

iXL
ΩL − dEL = λdJφ, (5.2)

onde λ : T (Q× R) → R é o denominado multiplicador de Lagrange, e dJφ denota a
diferenciación vertical da función φ.

O carácter dexenerado da función lagrangiana obŕıganos a sáır do formalismo simplécti-
co estándar ao que estamos acostumades para adentrarnos no formalismo presimpléctico.
Hai varios traballos xa nos que se propón un algoritmo de restricións co fin de poder des-
cribir a dinámica do sistema. Podémolo ver, por exemplo, na sección 8.1.1 do libro [20] ou
en [18], entre outros.

O que daremos a continuación é unha idea deste algoritmo de restricións, que nos
será de utilidade ao longo de todo o caṕıtulo para describir a formulación lagrangiana non
holonómica de sistemas disipativos.

Observación 5.1. Lagrangianos singulares.
Unha estrutura presimpléctica ω nunha variedade diferenciable M de dimensión 2n+ r

é unha 2-forma pechada e dexenerada, é dicir, ω ten rango constante 2n. Ao par (M,ω) se
lle denomina variedade presimpléctica.
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Consideremos (TQ, ωL, EL) un sistema lagrangiano singular, isto é, a matriz hessiana
con respecto ás velocidades (

∂2L
∂vi∂vj

)
non ten rango máximo. Desta forma, ωL é dexenerada e, polo tanto, é unha estrutura
presimpléctica.

Logo, a ecuación dinámica
iXLωL = dEL (5.3)

non é compatible en todo o espazo TQ e, cando teña solución, non é única nin é necesa-
riamente un SODE.

En xeral, as solucións desta ecuación (5.3) van a existir só nunha subvariedade C ↪→ TQ,
denominada subvariedade de ligaduras. O obxectivo do algoritmo de restricións é atopar
esta subvariedade C (se existe), onde haberá definidos campos de vectores XL ∈ X (TQ)
que van a ser SODES, tanxentes a C e cuxas curvas integrais serán solucións das ecuacións
de Euler-Lagrange en C. A idea deste algoritmo é a seguinte:

1. Buscamos as condicións de compatibilidade que definen a subvariedade de TQ onde
a ecuación dinámica (5.3) sexa compatible. Esta subvariedade vén definida por

P1 = {p ∈ TQ/ (iZdEL) (p) = 0,∀Z ∈ kerωL} .

2. Aplicamos as condicións de tanxencia. A partir dunha base local de campos de vecto-
res Z ∈ kerωL obtemos unha base de funcións de ligadura iZdEL localmente definindo
P1. Se XL ∈ X (TQ) é a solución xeral de (5.3) en P1, entón as condicións de tanxencia
son

XL (iZdEL)
∣∣∣
P1

= 0.

Se seguimos aplicando o proceso, estas condicións poden orixinar novas ligaduras que
definan novas subvariedades. Atopámonos, polo tanto, cunha cadea de subvariedades

... Pi ↪→ Pi−1 ↪→ ... ↪→ P2 ↪→ P1 ↪→ TQ

tal que pode ocorrer un dos seguintes casos: que o algoritmo continúe ata que non
atope novas funcións de ligadura, no cal teremos unha subvariedade final Pr = C; que
chegue un momento no que Pr = ∅, no cal non existe solución; que a subvariedade
Pr = C sexa un conxunto de puntos illados, ou ben que o proceso sexa infinito.

3. Impoñemos a condición de SODE. Como nun principio a solución non ten por que
ser un SODE, esiximos que J(X) = ∆ para a solución xeral X ∈ X (TQ). Obtemos,
polo tanto, unha subvariedade definida por esta nova restrición.

Ao final de todo o proceso, obteremos unha subvariedade máis pequena que acolla
todas estas condicións e que estea definida por todas as ligaduras impostas polo
sistema.
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Volvendo ao problema variacional inicial, tense que a forma ΩL é presimpléctica, pois

é unha forma dexenerada xa que ker ΩL =

{
∂

∂vs

}
. Polo tanto, vexamos en que subvarie-

dade ten solución a ecuación, calculando primeiro as ligaduras primarias coa condición de
compatibilidade

i ∂
∂vs

(iXL
ΩL − dEL) = i ∂

∂vs
(λdJφ) . (5.4)

Como φ = vs − L e considerando a expresión local (5.1), tense que

dJφ = dφ ◦ J =
∂φ

∂vs
ds+

∂φ

∂vi
dqi = ds− ∂L

∂vi
dqi.

Polo tanto,
i ∂
∂vs

(λdJφ) = 0,

e aśı, ambos lados da ecuación (5.4) son identicamente cero. Isto indica que non hai liga-
duras primarias, é dicir, que a ecuación dinámica (5.2) ten solución en toda a subvariedade
C.

Para calcular a expresión local do campo XL ∈ X (T (Q× R)), sexa

XL = Ai
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+ F

∂

∂s
+G

∂

∂vs
,

e aplicando a ecuación (5.2) aos campos
∂

∂qi
,
∂

∂vi
,
∂

∂s
, obtemos as seguintes ecuacións para

os coeficientes dqi, dvi e ds:

Para dqi,

Ah
∂2L

∂qi∂vh
− Ah ∂2L

∂qh∂vi
−Bh ∂2L

∂vh∂vi
− F ∂2L

∂s∂vi
− vh ∂2L

∂qi∂vh
+
∂L

∂qi
= −λ∂L

∂vi
. (5.5)

Para dvi,

Ah
∂2L

∂vi∂vh
− vh ∂2L

∂vi∂vh
= 0.

Como estamos supoñendo L regular, entón

det

(
∂2L

∂vi∂vh

)
= det

(
∂2L
∂vi∂vh

)
6= 0,

de onde se deduce que Ah = vh.

Para ds,

Ah
∂2L

∂s∂vh
− vh ∂2L

∂s∂vh
+
∂L

∂s
= λ,

e utilizando que Ah = vh, tense que λ =
∂L

∂s
.
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A correspondente compoñente para dvs non aparece.
Por ser XL SODE en T (Q× R), tense tamén que F = vs = L. Logo a expresión local

do campo XL é

XL = vi
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+ L

∂

∂s
+G

∂

∂vs
. (5.6)

Para determinar G, necesitamos a condición de tanxencia, que indica que

LXL
φ = XL(φ) = XL(vs − L) = 0.

Aśı,

G = vi
∂L

∂qi
+Bi ∂L

∂vi
+ L

∂L

∂s
,

e polo tanto, tense que en coordenadas, XL é

XL = vi
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+ L

∂

∂s
+

(
vi
∂L

∂qi
+Bi ∂L

∂vi
+ L

∂L

∂s

)
∂

∂vs
.

Agora, introducindo os valores de Ah e λ na ecuación (5.5), tense

vh
∂2L

∂qh∂vi
+Bh ∂2L

∂vh∂vi
+ L

∂2L

∂s∂vi
− ∂L

∂qi
=
∂L

∂s

∂L

∂vi
. (5.7)

Se consideramos γ(t) ≡ (qi(t), vi(t), s(t), vs(t)) unha curva integral de XL, da súa ex-
presión local (5.6) obtéñense

vi (γ(t)) =
dqi

dt

∣∣∣
t
, Bi (γ(t)) =

dvi

dt

∣∣∣
t
, L (γ(t)) =

ds

dt

∣∣∣
t
, G (γ(t)) =

dvs
dt

∣∣∣
t
,

e substitúındo na ecuación (5.7), determı́nanse as traxectorias do sistema como solucións
das ecuacións de Herglotz

d

dt

(
∂L

∂vi

)
− ∂L

∂qi
=
∂L

∂s

∂L

∂vi
. (5.8)

Observación 5.2. Hai outra forma de escribir estas ecuacións (5.8), cuxas traxectorias son
as solucións dunha ecuación diferencial dada en termos do operador de Euler-Lagrange EL
en Q× R,

EL ◦ j2
t γ = λdV φ ◦ γ̇. (5.9)

Neste caso λ é a mesma da ecuación (5.2) e, considerando as expresións locais (1.23) e
(1.20), de EL e dV respectivamente, obtéñense

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂vi

)
= −λ∂L

∂vi
,

∂L

∂s
− d

dt
(0) = λ,

xa que L non depende de vs.
Polo tanto, unha curva γ(t) ≡ (qi(t), s(t)) en Q × R solución de (5.9) é unha solución

das ecuacións
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂vi

)
= −∂L

∂s

∂L

∂vi
,

que se corresponden coas compoñentes (5.8) da ecuación dinámica (5.2).
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Por último, para conclúır o noso estudo sobre sistemas non holonómicos disipativos
dende este punto de vista do campo de vectores dinámico XL, é interesante observar como
vaŕıa a enerx́ıa lagrangiana ao longo das súas curvas integrais.

Polo tanto, partindo da ecuación dinámica

iXL
ΩL − dEL = λdJφ,

e utilizando que λ =
∂L

∂s
, tense

iXL
ΩL = dEL +

∂L

∂s

(
ds− ∂L

∂vi
dqi
)
.

Agora, facendo a contracción con iXL
, como iXL

(iXL
ΩL) = 0, obtense

0 = iXL

(
dEL +

∂L

∂s

(
ds− ∂L

∂vi
dqi
))

= iXL
dEL +

∂L

∂s
iXL

(
ds− ∂L

∂vi
dqi
)

= LXL
EL +

∂L

∂s
(L−∆(L))

= LXL
EL −

∂L

∂s
EL.

Logo a relación

LXL
EL =

∂L

∂s
EL

expresa a disipación da enerx́ıa lagrangiana (3.20), como vimos no caṕıtulo 3.

5.1.2. Formulación co operador de Euler-Lagrange

Pódese plantexar o mesmo problema dende un punto de vista do operador de Euler-
Lagrange da seguinte maneira:

A ecuación dinámica (5.2) escŕıbese agora como

EL = λdV φ, (5.10)

e debido a (1.24) e (1.25), pódese descompoñer ambos lados da ecuación en

EL =

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂vi

))
dqi +

(
∂L

∂s
− d

dt

(
∂L

∂vs

))
ds = EQL +

∂L

∂s
ds

e

dV φ = − ∂L
∂vi

dqi + ds.
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Agora, igualando na ecuación (5.10) tense

EQL +
∂L

∂s
ds = −λ∂L

∂vi
dqi + λds,

e identificando as compoñentes en ds, chégase a que

∂L

∂s
= λ.

Polo tanto, a ecuación dinámica en coordenadas escŕıbese como

EQL = −∂L
∂s

∂L

∂vi
dqi,

que é a clásica ecuación de Herglotz para sistemas lagrangianos disipativos.

5.2. Lagrangianos disipativos con ligaduras

Nesta sección consideramos un caso máis xeral de sistemas con ligaduras. Describiremos
brevemente a dinámica determinada por un lagrangiano disipativo, restrinxido a moverse
nunha subvariedade definida por unha familia de ligaduras independentes das velocidades,
e outra que é a ligadura debido á disipación que vimos na sección anterior.

Sexa L : TQ × R → R un lagrangiano disipativo regular, L = L (qi, vi, s), e sexa
L = π∗0L ∈ C∞ (T (Q× R)) o lagrangiano dexenerado dado polo pullback de L mediante
a proxección π0.

Consideremos a subvariedade N ⊂ TQ definida pola familia de ligaduras

φα : TQ→ R , α = 1, ... , h,

independentes con respecto ás velocidades (v1, ... , vn), isto é,

rango

(
∂(φ1, ... , φh)

∂(v1, ... , vn)

)
= h.

Por outro lado, imos considerar tamén a ligadura non holonómica

φ
(
qi, vi, s, vs

)
= vs − L = 0.

Polo tanto, atopámonos nunha subvariedade C ⊂ N ⊂ T (Q× R) definida pola familia de
ligaduras {φ, φα} independentes das velocidades (vs, v

i, ... , vn), xa que

rango

(
∂(φ, φ1, ... , φh)

∂(vs, v1, ... , vn)

)
= h+ 1.

O problema variacional agora para o sistema lagrangiano non holonómico con liga-
duras definido por (T (Q× R) , L, φ, φα) consiste en atopar campos de vectores XL ∈
X (T (Q× R)) que sexan SODES, tanxentes a C e solucións da ecuación dinámica

iXL
ΩL − dEL = λdJφ+ λαdJφ

α, (5.11)
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onde λ, λα : T (Q× R) → R son os multiplicadores de Lagrange. A forma ΩL, a función
enerx́ıa lagrangiana EL e a súa diferencial dEL son as mesmas que na sección 5.1, polo que
teñen a mesma expresión en coordenadas.

Polo tanto, seguindo o mesmo procedemento da sección anterior, calculamos a expresión
local do campo de vectores XL

XL = vi
∂

∂qi
+Bi ∂

∂vi
+ L

∂

∂s
+

(
vi
∂L

∂qi
+Bi ∂L

∂vi
+ L

∂L

∂s

)
∂

∂vs
,

onde agora as funcións Bi satisfán o seguinte sistema de ecuacións

vh
∂2L

∂qh∂vi
+Bh ∂2L

∂vh∂vi
+ L

∂2L

∂s∂vi
− ∂L

∂qi
=
∂L

∂s

∂L

∂vi
− λα

∂φα

∂vi
.

Observación 5.3. Nótese que realmente agora para calcular os multiplicadores de Lagrange
λα e os coeficientes Bi necesitamos considerar as ligaduras non holonómicas φα = 0 como
ecuacións adicionais. Desta forma, o campo de vectores dinámico XL queda completamente
determinado.

Polo tanto, tense que as traxectorias do sistema (T (Q× R) , L, C) son curvas integrais
do campo XL tales que son solucións das ecuacións

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂vi

)
= −∂L

∂s

∂L

∂vi
+ λα

∂φα

∂vi
. (5.12)

Para ver a variación da enerx́ıa lagrangiana neste caso, consideremos a ecuación dinámi-

ca (5.11) e, utilizando que λ =
∂L

∂s
, facemos de novo a contracción con iXL

, obtendo aśı

0 = iXL

(
dEL +

∂L

∂s

(
ds− ∂L

∂vi
dqi
)

+ λα
∂φα

∂vi
dqi
)

= LXL
EL +

∂L

∂s

(
L− vi ∂L

∂vi

)
+ λαv

i∂φ
α

∂vi

= LXL
EL −

∂L

∂s
EL + λα∆ (φα) ,

onde ∆ denota e extensión a T (Q× R) do campo de vectores de Liouville en TQ.
Polo tanto, obtense a relación

LXL
EL =

∂L

∂s
EL − λα∆ (φα) (5.13)

que expresa a disipación da enerx́ıa lagrangiana (3.20) máis un termo correspondente ás
ligaduras non holonómicas.

Agora ben, voltando ao noso problema inicial, existe unha forma equivalente de escribir
as traxectorias do sistema (T (Q× R) , L, C) en termos do operador de Euler-Lagrange,
onde agora a ecuación dinámica (5.11) é

EL = λdV φ+ λαd
V φα,
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e as traxectorias dinámicas son curvas γ : I ⊂ R → Q × R solucións dun sistema de
ecuacións diferenciais onde as compoñentes son as propias ecuacións (5.12).

Usando a descomposición (1.24) e (1.25) para os operadores EL e dV , tense

EQL +
∂L

∂s
ds = −λ∂L

∂vi
dqi + λds+ λα

∂φα

∂vi
dqi,

e identificando as compoñentes en ds e dqi a ambos lados da ecuación, chégase a que

λ =
∂L

∂s
,

e aśı, a ecuación de movemento escŕıbese

EQL = −∂L
∂s

∂L

∂vi
dqi + λα

∂φα

∂vi
dqi.

5.3. Exemplo: disco vertical rodante sen deslizamento

Para finalizar o caṕıtulo, veremos un exemplo sinxelo de sistema disipativo non ho-
lonómico con ligaduras, onde utilizando as ferramentas descritas nas seccións anteriores,
daremos as súas ecuacións de movemento.

Consideremos un disco vertical que roda sobre o plano XY e que xira sobre o seu eixo
vertical. Denotemos por (x, y) á posición de contacto do disco co plano XY , por θ ao ángulo
de rotación dun punto dado do disco con respecto ao eixo vertical, e por ϕ ao ángulo de
orientación do disco, como vemos na Figura 5.1.

Figura 5.1: Disco vertical rodante

Desta forma, o espazo de configuración é Q = R2×S1×S1 con coordenadas (x, y, θ, ϕ).
Por outro lado, en vista de considerar a disipación, engadimos a maiores o termo ks, que
simboliza a fricción co medio, con coeficiente k > 0. Para simplificar a notación, denotemos

por q̇i =
dqi

dt
e por q̈i =

d2qi

dt2
, onde qi son as coordenadas na variedade de configuración.



72 5 Ecuacións de Herglotz en sistemas lagrangianos con ligaduras

O lagrangiano deste sistema, definido en T (R2 × S1 × S1 × R), é

L =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 + ϕ̇2

)
+ ks,

e as ligaduras non holonómicas ás que está sometido son

φ1 = ẋ− θ̇ cosϕ , φ2 = ẏ − θ̇ senϕ.

Polo tanto, as ecuacións dinámicas (5.12) para este sistema lagrangiano non holonómi-
co (T (R2 × S1 × S1 × R) , L, C), onde a subvariedade C está definida polas funcións de
ligadura φ1 = 0 e φ2 = 0, son

−ẍ = −kẋ+ λ1,

−ÿ = −kẏ + λ2,

−θ̈ = −kθ̇ − λ1 cosϕ− λ2 senϕ,

−ϕ̈ = −kϕ̇,

e a disipación da enerx́ıa lagrangiana (5.13) neste sistema vén dada pola expresión

LXLEL =
1

2
k
(
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 + ϕ̇2

)
− k2s.
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