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Resumen

Kulkarni mostré que un difeomorfismo entre dos variedades Riemannianas que preser-
va la curvatura seccional es necesariamente una transformacion conforme en el conjunto
de puntos donde dicha curvatura seccional no es constante. El andlisis de los fundamen-
tos de la geometria conforme permite concluir que, si la dimensiéon es mayor que tres,
dicha transformacién conforme ha de ser una homotecia. La situacién en dimensién tres
es esencialmente diferente y Yau construyo ejemplos de variedades isocurvadas que no son
homotéticas. En este trabajo se aborda el estudio de los resultados anteriores, con especial
dedicacién a los aspectos conformes.

Abstract

Kulkarni proved that a curvature-preserving diffeomorphism between Riemannian ma-
nifolds is a conformal transformation in the closure of the set of points where the sectional
curvature is not constant. The analysis of conformal geometry conclude that such a con-
formal transformation needs to be an homothety if the dimension is greater than three.
The three dimensional case is quite different and Yau constructed examples of isocurved
manifolds which are not homothetics. This thesis approaches the study of this results, with
emphasis in the conformal geometry.






Introduccion

Corria el ano 1827 cuando Gauss consigue demostrar su famoso Teorema FEgregium,
uno de los resultados mas importantes en la geometria Riemanniana, que nos asegura que
la curvatura es un invariante de la métrica. En otras palabras, la curvatura de Gauss es
intrinseca a la superficie. Esto no es poco, pues hasta entonces otras herramientas para
la medida de la curvatura no gozaban de esta propiedad (como la curvatura media en
superficies, o la curvatura y torsién de curvas diferenciables). Ya en la segunda mitad
del siglo XIX, Riemann generalizé la idea de superficie y curvatura de Gauss (lo que
posteriormente recibiria el nombre de variedad y tensor curvatura de Riemann) de forma
que ésta aun permanece invariante por isometrias.

Dado este paso, matematicos de principio del siglo XX comenzaron a preguntarse si
se podia recorrer el camino inverso, es decir, en qué sentido la curvatura determinaria la
métrica. En esta direccién se obtuvieron resultados de caracter local, como el conocido
Teorema de Cartan, que imponian hipdétesis nada triviales sobre la curvatura.

En esta memoria se ha realizado un estudio de la métrica y curvatura de variedades de
Riemann en ese sentido, buscando un resultado mas general y de caracter global. Como
punto de partida situamos el trabajo de Kulkarni [2], en donde consiguié demostrar que
variedades isocurvadas (aquellas entre las que existe un difeomorfismo que preserva la
curvatura seccional) de dimensién mayor que 3 son globalmente isométricas en los puntos
en los que dicha curvatura no es constante (puntos isotrépicos).

El trabajo de Kulkarni deja cerrado el problema para dimensiones superiores a 3. En
dimensiéon 1 queda clara la desconexién entre métrica y curvatura: toda 1-variedad de Rie-
mann es llana, es decir, su tensor de curvatura es nulo. Para dimensién 2, existen ejemplos
explicitos de superficies con misma curvatura no isométricas. El caso 3-dimensional se con-
vierte en el mas conflictivo, ain abierto; pues si bien Yau demostré que el resultado de
Kulkarni no aplica en dimensién igual a 3, bajo ciertas hipdtesis el teorema si es cierto. De
un modo ma&s preciso, la memoria se estructura como sigue.

En el Capitulo 1 se establece la notacién que se usard en lo que sigue del trabajo y
se introducen los diferentes objetos de la geometria de Riemann que se usaran: tensor
de curvatura, tensor de Ricci, curvatura escalar, etc. Se definen también el producto de
Kulkarni-Nomizu, el tensor de Schouten y tensor de Weyl, herramientas basicas en nuestro
estudio, asi como los principales operadores diferenciables de utilidad.

En el Capitulo 2 comenzamos estudiando las transformaciones conformes que sufren
estos objetos, haciendo especial énfasis en los tensores que permanecen invariantes por estos
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8 Introduccién

cambios (tensor de Weyl y Cotton). Acabamos introduciendo las variedades localmente
conformemente llanas y probando como éstas quedan completamente caracterizadas por
los tensores de Weyl y Cotton.

El Capitulo 3 se centra en los difeomorfismos entre variedades de Riemann que preser-
van la curvatura seccional, y se llega a probar uno de los principales resultados del trabajo:
variedades isocurvadas son conformes en la clausura de puntos no isotrépicos. De este resul-
tado nos valdremos para deducir la isometria global en variedades isocurvadas localmente
conformemente llanas; para el resto de variedades obtenemos un resultado similar al que
necesitamos anadirle la condicién extra de que los puntos isotropicos sean densos.

Con todas estas herramientas, el Capitulo 4 esta enteramente dedicado a la relacion
entre métrica y curvatura, donde se prueba que variedades isocurvadas de dimensién mayor
que 3 con métrica analitica y curvatura seccional no constante son globalmente isométricas.
Ademas, se hace un pequeno estudio relajando la condicién de analiticidad sobre la métri-
ca. Respecto a las variedades 2-dimensionales, se demuestra que la curvatura no aporta
suficiente informacion sobre la métrica en superficies, pues basta considerar el helicoide y
la superficie de revolucion de la curva logaritmica para obtener un ejemplo de variedades
con misma curvatura no isométricas.

En el Capitulo 5 analizamos el caso méas conflictivo, las variedades 3-dimensionales. La
primera parte del capitulo se dedica a la construcciéon de un contraejemplo que ponga de
manifiesto que el resultado de Kulkarni no se verifica de manera general para dimension 3.
En la segunda parte, buscamos hipdtesis extra sobre las que si tenemos la isometria global
para variedades isocurvadas, como son la compacidad, el caracter localmente conforme-
mente llano o la completitud métrica.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos notacion y conceptos necesarios para el desarrollo del
trabajo. Se omite alguna prueba y en su lugar se aporta referencia bibliografica para su
consulta (ver, por ejemplo, [4]).

1.1. Elementos basicos de la geometria Riemanniana

Una wvaritedad de Riemann es una variedad diferenciable M de dimensién n dotada
de una métrica, esto es, un tensor tipo (0,2) simétrico y definido positivo. Con T, M nos
referiremos al espacio tangente a M en el punto p € M y reservamos las letras X, Y, Z, T,V
para campos de vectores diferenciables sobre M (es decir, elementos de X(M)) a menos
que se indique expresamente otro uso.

Dada (M, g) una variedad de Riemann, existe una tinica conexién V simétrica que hace
paralela a la métrica, es decir,

(1) VxY —VyX =[X,Y]
(it) Xg(Y.Z) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),
a la que nos referiremos como conezxion de Levi-Civita ([-,-] denota el corchete de Lie, que
recordamos que actia sobre campos de vectores como [X, Y] = XY —Y X). Dicha conexién
viene dada por la conocida férmula de Koszul:
20(VxY,Z) = Xg(YV,2)+Yg(X,Z)— Zg(X,Y)
+9([2. X],Y) + 9([2,Y], X) + 9([X, Y], Z).

Los coeficientes de la conexién de Levi-Civita en una carta local (U, (z*, ..., z")) se deno-

minan simbolos de Christoffel, que escribimos Ffj, es decir,
_ ok
Vo, 0; = '} 0k.
Estos estan determinados a su vez en términos de la métrica, como presentamos a conti-
nuacion:

1
rk = §gk€{aigjz + 0;9i0 — Ocgij }-

9



10 1 Preliminares

Curvatura
A la aplicacién R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definida por
R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V ixyZ,

que define un campo de tensores de tipo (1,3), la llamaremos endomorfismo curvatura
de Riemann. Su expresion en coordenadas puede darse en términos de los simbolos de
Christoffel del siguiente modo:

Rijkzl = airé‘k - ajrék + Z (Fﬁkrép B injkré‘p)‘
p=1

En ocasiones, sera conveniente usar el tensor de tipo (0, 4) asociado,
R(X,)Y,Z,T)=g(R(X,Y)Z,T),

al que nos referiremos por tensor curvatura de Riemann.

Debido a que no siempre es facil trabajar con tensores de tipo (0,4), es conveniente
construir tensores mas simples que guarden parte de la informacién que nos aporta el tensor
de curvatura. Para ello construimos el tensor de Ricci, que denotaremos por p, como el
tensor de tipo (0, 2) resultante de contraer el endomorfismo de curvatura R en el primer y
ultimo indice, es decir,

p(X, Y) = (CiR)(Xv Y)a

que podemos expresar en coordenadas como pjr = R;;i". Al tensor de tipo (1,1) asociado,
Ric, determinado por g(Ric(X),Y) = p(X,Y’), nos referiremos como operador de Ricci. La
curvatura escalar, 7, es la funcién definida como la traza del operador de Ricci:

T = trqRic,

es decir, T = ,oj: = R,;;7". Otro tensor de utilidad es el llamado tensor de Ricci sin traza,
que denotaremos por p y que resulta

. T
p=pPp——4,
n

y escribiremos Ric para su operador de tipo (1,1) asociado.
Dado II un subespacio 2-dimensional de T,M y {X,Y} una base de II, definimos la
curvatura seccional K correspondiente al plano II en el punto p € M como

R(X,Y)Y X)
g(X,X)g(Y, Y) - g(X’ Y)Q'

K(X,Y) =

Se puede comprobar que la definicion de la curvatura seccional no depende de la base
elegida, ademads, de la anterior expresion deducimos que la curvatura seccional es constante
K = c en un punto p € M si y solo si el tensor curvatura de Riemann en dicho punto es

de la forma R, = cRg, donde Rg(X, Y, Z,T) = g,(X,T)g,(Y, Z) — g,(X, Z)g,(Y,T).
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1.2. Estructura algebraica de la curvatura

El tensor de curvatura nace motivado por su aplicaciéon geométrica, no obstante, goza
de ciertas propiedades de caracter puramente algebraico. A este estudio dedicamos esta
seccion, asi como a las aplicaciones a la geometria Riemanniana que de él se deducen.

Se puede ver que el tensor curvatura de Riemann posee las siguientes propiedades de
simetria:

1. R(X,Y,Z,T) = —R(Y, X, Z,T)
2. R(X,Y,Z,T) = —R(X,Y,T, Z)
3. R(X,Y,Z,T)+ R(Y,Z,X,T)+ R(Z,X,Y,T) = 0
4. R(X,Y,Z,T)=R(Z,T,X.,Y).

Dado V' un espacio vectorial arbitrario dotado de un producto escalar (-, -), llamamos
tensor curvatura algebraico a cualquier tensor A de tipo (0,4) sobre V' verificando las
anteriores propiedades y denotamos por R(V™*) al espacio vectorial de los tensores curvatura
algebraicos sobre V. Los conceptos de curvatura seccional algebraica K 4, tensor y operador
de Ricci algebraicos (pa v Rica), curvatura escalar 74 y tensor y operador de Ricci sin traza
(pa v Rics) se definen de manera andloga al caso riemanniano.

Ademas, el tensor curvatura construido a partir de la conexién de Levi-Civita verifica
también otra propiedad. A saber, la llamada identidad diferencial de Bianchi:

VrR(X,Y,Z,V)+V,R(X,Y,V,T) + VyR(X,Y,T, Z) = 0, (1.1)

que podemos escribir en coordenadas como R;jxe.m + Rijemk + Rijmikye = 0. Como conse-
cuencia de la anterior propiedad y las identidades algebraicas, se obtienen las conocidas
como tdentidades contraidas de Biancha,

(OQVR)(Y; Z7T) = va<Za Y) _va<X’T)7 (12)
(C)(X) = 37, (19

que en coordenadas se expresan, respectivamente,

i
Rijké; = Ptk — Ptk

il
il; 9 e

Observacion 1.1. Sea K un campo de tensores de tipo (r,s) y un entorno coordenado
U, (x',...,2")) donde el campo de tensores se expresa como

K=K 90 @... 0 @de’ @ - -+ @ da’s.

J1s--50s
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La notacién K7 "7, expresa las componentes del campo de tensores derivada covariante
de K respecto a la conexién de Levi-Civita, es decir, el tensor (r,s + 1) de componentes
Ulyegler _ ) J J
Kiie= (Vo ,K)(Opiry . Opir, da?*, o dx®).
l s .
7 denotard simplemente el tensor que

resulta de subir indices al anterior en la componente 0,¢. Siguiendo este criterio, el orden
de los indices sera primero el del propio tensor y después el indice de derivacion.

A lo largo del trabajo, cuando se escriba ICE“ :

Lo que haremos ahora sera construir un operador que transforme elementos de ¥2(1*)
(el espacio de los tensores simétricos de tipo (0, 2)) en tensores curvatura algebraicos. El fin
de construir un tal operador sera obtener nuevas herramientas en el estudio de la métrica
y curvatura.

Definicién 1.2. Sea V' un espacio vectorial y h,q € ¥2(V*). Definimos el tensor tipo (0, 4)
h @ q, lamado producto de Kulkarni-Nomizu de h y q, como

h®q(X,Y,Z,T)=h(X,T)q(Y,Z) + MY, Z)q(X,T)
—hX,2)q(Y,T) — h(Y,T)q(X, Z),

cuya expresion en coordenadas es la siguiente:
(h® q)ijke = hieqie + ke — hirGje — Pjegik.

De la propia definicién se deduce la conmutatividad del producto y la ratificacion
de las propiedades del tensor curvatura algebraico. Ademds, cabe senalar que cualquier
métrica o producto escalar es un tensor simétrico de tipo (0, 2), por lo que podemos realizar
su producto de Kulkarni-Nomizu, obteniendo (-,-) ® (-,-) = 2R’; ademés su tensor de
Ricci tomard la forma p(. ygq(.,) = 2(n — 1)(-,-). El siguiente Lema nos muestra otras dos

propiedades de utilidad.

Lema 1.3. Sea V un espacio vectorial con dimV = n dotado de un producto escalar (-,-).
Sea h un tensor simétrico tipo (0,2) en V', S un tensor curvatura algebraico en V', p su
tensor de Ricci y tr(..y la traza de un operador respecto al producto escalar. Se tiene:

1. Ph®(,) = (n — 2>h + (t?“<.7.)h)<-, '>,
2. ((S,h @ () = H(ps, ).

Demostracion. Para el apartado 1, necesitamos convertir el producto de Kulkarni-Nomizu
en un tensor tipo (1,3) para poder calcular el tensor de Ricci asociado. Para ello subimos
indices en la ltima componente y desarrollando en un sistema local ortonormal de coor-
denadas obtenemos

(h @ <'7 '>)ijfk = <" >km<h @ <'7 '>)ij€m
(oY ™ (i (-5 Ve 4 el Yim = hae(s -V jm — T (-5 -Die),
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contrayendo ahora en el primer y tltimo indice

=(h@® ¢ Nige = ™D (5 ))ijem

(o)™ (i -5 Yo+ Pye (s -Yim = Pae(s =) jm = Bgm -, -)ie)
hat (e A e, )™ i — Tge = B

Rt (-, )je + (n = 2)hje

Prd(-,

que es la expresion en coordenadas de 1.

En el apartado 2, ((-,-)) denota la extensién del producto escalar sobre tensores, dada
por {{(S,h® (-, ))) = Sijar(h @ (-, -))*. Si tomamos la expresién del lado izquierdo de la
igualdad en un sistema de coordenadas ortonormal, entonces

(h @ < >)U£k (h @ < ) >)mm’s<'7 >mz<a ‘>nj<" '>M<'7 '>Sk
= (h D < ) ))mnm&n&ﬁfiéf (h D < >)ij€k-

Y por tanto ((S,A@ (-, ))) = 201 k=1 Sijek(R@ (-, ) )ijer, que desarrollando en el producto
de Kulkarni-Nomizu se transforma en

Sijee(h D (-, ))ijex = Sijexhir (-, ) je + Sijexhje(-, )ik
— Sijohie(-, )ik — Sijehin (-5 e

Teniendo en cuenta las simetrias del tensor curvatura algebraico, podemos reescribir

Sijer(h @ (5 ))ijew = Sexijhir (-, -)j1 + Sijexhje(-s - )in
+ Sjiokhie -, ) ik + Sijrehir (-, ie
= Sekijhik5§ + Sijorhjedr
+ Sjiochied} + Siinehi0t.

De esta manera llegamos a que ((S,h @ (-,-))) = Sjkijhwi + Sijeihje + Sjieihie + Sijrilvir =
4S;;kihji, como estabamos buscando. O

Nuestro objetivo ahora es, valiéndonos de las propiedades algebraicas del tensor de cur-
vatura, introducir el tensor de Weyl sobre variedades de Riemann. Para ello, mostramos
primero unos resultados preliminares y llegaremos a probar que en dimensién 3 el tensor de
Weyl es idénticamente nulo. Veremos en capitulos posteriores todo el partido que le pode-
mos sacar a este tensor, como por ejemplo su invariancia por transformaciones conformes,
propiedad clave en la demostracion del resultado central del trabajo.

Lema 1.4. [4] Sea V' un espacio vectorial de dimension n, entonces

n?(n* — 1)‘

dimR(V*) = ——
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Proposicion 1.5. Sea V' un espacio vectorial de dimension n > 3 dotado de un producto
escalar (-,-). La aplicacion G : X*(V*) — R(V*) definida por
1 t?“<. ) (h)
G(h) = h— N -
()= 25 (h= 52 ) @
es inversa por la derecha del tensor de Ricci p y su tmagen es el complemento ortogonal
del nicleo de p en R(V*).

Demostracion. Si calculamos el tensor de Ricci asociado al tensor curvatura algebraico

G(h), se tiene

PG(h) = n— 2ph®<'w> 2(n— 1)(n — 2) PD)»
y si usamos el Lemal|l.3|y que pi. @y = 2(n—1)(:, ) tenemos que efectivamente pg = Id,

por tanto G es inyectiva y p sobreyectivo, asi
dimKer(p)*™ = codimKer(p) = dimR(V*) — dimKer(p)
= dimX*(V*) = dimIm(G).

Ademis Ker(p) C Im(G)* pues si T € Ker(p), por el Lema ((T,G(h))) = 0, y por
tener igual dimensién Ker(p)) = Im(G)*, de donde deducimos el resultado. O

Corolario 1.6. Sea V un espacio vectorial de dimensién 3. Entonces G : ¥?(V*) — R(V*)
es un isomorfismo.

Demostracion. G es inyectiva por la Proposicién y dimR(V*) = 6 por el Lema
Ademés dimX?(V*) = 6 también (combinaciones con repeticién de 3 elementos tomados
de 2 en 2), luego G es un isomorfismo. O

Definimos ahora el llamado tensor de Schouten sobre una variedad de Riemann (M, g),
un tensor simétrico de tipo (0,2) dado por

]

El tensor de Weyl es entonces el tensor tipo (0,4) que resulta
W=R-P®y.

Notar que apoyandonos en la Proposicion , W = R — G(p). A partir de esto la demos-
tracion del siguiente resultado es directa.

Proposicién 1.7. Para toda variedad de Riemann (M, g) de dimension n > 3, el tensor de
Ricci asociado al tensor de Weyl es cero y R=W + P @ g es la descomposicion ortogonal
de R correspondiente a R(V*) = Ker(p) ® Ker(p)*.

Corolario 1.8. En toda variedad de Riemann (M, g) de dimension 3, el tensor de Weyl
es cero.

Demostracion. Por el Corolario[L.6]sabemos que G es un isomorfismo en dimensién 3. Dado
que pg = Id por la Proposicién [I.5, deducimos que p es también un isomorfismo. Como
p(W) = 0 por la Proposicién , necesariamente W = 0. ]
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1.3. Operadores diferenciales

En esta seccion introducimos los principales operadores diferenciales sobre funciones
definidas en variedades de Riemann que estaremos usando a lo largo del trabajo. En to-
do momento consideramos (M, g) una variedad de Riemann y f : M — R una funcién
diferenciable.

Gradiente

Definimos el gradiente de f como el campo de vectores que resulta de subir indices al
covector df. Lo denotamos como V f y esta caracterizado como el inico campo de vectores
que para X € X(M) verifica

df(X) = g(Vf, X).

En coordenadas locales el gradiente de f se expresa (Vf); = ¢0;f; cabe notar que las
componentes del gradiente en un sistema de coordenadas normales coinciden con las de la
1-forma df en el punto base de dicho sistema coordenado.

Hessiano

Dados X,Y campos de vectores arbitrarios, definimos el hessiano de f como el tensor
de tipo (0,2) dado por
Hy(X,Y) = X(Y[) = (VxY)(f).
La expresién en coordenadas toma la forma (Hy);; = f.;, donde f;; = 0;0,f — Ffﬁk f,
y en particular en un sistema de coordenadas normales f,;; = 0;0;f en el punto base de

dichas coordenadas. Equivalentemente, podemos considerar el tensor (1,1) relativo a Hy,
que denotamos por hy y resulta ser el inico operador que verifica

g(hp(X),Y) = Hy(X,Y).

Resulta ademés que hf(X) = VxVf y en coordenadas locales se puede escribir (h;)] =

(Hy)ixg?*. De hecho, dado que (Vxdf)(Y) = X(df(Y)) - df(VxY) = X(V ) — (VxY) (1),
podemos reescribir el hessiano como H; = V(df).

Laplaciano

Definimos el laplaciano de f, Af, como la funcién diferenciable definida por
Af = t?”g(hf)7

que podemos reescribir Af = (Hy)g™".
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Divergencia

Definimos la divergencia de un campo de vectores X como la funcién dada por
divX =tr(VX),

que podemos expresar localmente como

i=1

donde {F;} es una base local ortonormal de campos de vectores en M. En general, si T es
un campo de tensores de tipo (0, s), definimos la r-divergencia como el campo de tensores
tipo (0, s — 1) dado por

(div, T)(X1, .., Xy = 1) = > (VeT) (X1, X, — LE;, X, X, — 1),

=1

Observacion 1.9. A continuacién se presentan los dominios de accién de cada uno de los
operadores anteriores.

V:C® 5 X(M)

hy : X(M) = X(M)
A:C®—C™

div : X(M) — C*

Donde se tiene la relaciéon

A =divo V.



Capitulo 2

Variedades conformes

En este capitulo estudiaremos la geometria Riemanniana conforme. Una aplicacion
conforme entre variedades de Riemann es una funcién diferenciable f : (M, g) — (M, §)
de forma que f*(g) = e*?g, donde ¢ : M — R es una aplicacién diferenciable.

Diremos que dos variedades (M, g) y (M, §) son conformes (también conformemente
equivalentes o de métricas conformes) si existe un difeomorfismo conforme entre ellas.

Ejemplo 2.1. Consideramos por un lado la esfera menos el polo norte, S*n (0,0, 1), dotada
por la métrica inducida como variedad embebida en R?. Por otro lado, tomamos el plano
euclideo. Estas variedades son conformes mediante la proyeccién estereogréfica.

2.1. Transformaciones conformes

Una ventaja que nos aporta tener variedades conformemente equivalentes, es que pode-
mos relacionar los diferentes objetos de ambas. Es decir, conociendo elementos béasicos de
(M, g) podemos determinar enteramente los de su variedad conforme (M, §). Los resultados
siguientes muestran como se transforman los objetos geométricos que venimos estudiando
mediante la accién de difeomorfismos conformes.

Lema 2.2. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensionn, y sea § = e2¢ g una métri-
ca conforme a g. StV y V denotan las conexiones de Levi-Civita de g y g respectivamente,
entonces

VxY = VxY + (XQ)Y + (Y)X — g(X,Y)Ve.

En coordenadas locales, los simbolos de Christoffel de las dos conexiones estan relacionados
por
D" = Ti* + 000" + 0500" — g™ Oepys;.

Demostracion. La formula de Koszul para g nos dice

29(VxY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(X,Z)— Zg(X,Y)
+9([2, X, Y) + (12, Y], X) + 9(IX, Y], Z).

17



18 2 Variedades conformes

Usando esta formula para la métrica g, obtenemos

2e%9(VxY,2Z) = X(e*g(Y,Z)) +Y(*g(X, 2)) = Z(*g(X,Y))
+€2¢g([27 XLY)+ empg([Z? Y], X)+ 62909([)(7 Y], Z),

y desarrollando los tres primeros sumandos de la forma X (e2?¢(Y, 7)) = 2(X¢)e*?g(Y, Z)+
e** X g(Y, Z) llegamos a que

26 g(VxY — VxY,Z) = 2e{(X)g(Y, Z) + (Y)g(X, Z) — (Zp)g(X.Y)}

de donde se sigue el resultado teniendo en cuenta que Zyp = g(V, Z).
Para la segunda parte, el resultado es directo tras usar la expresién de los simbolos de
Christoffel en coordenadas locales para g y desarrollar:

~ 1
F,ij - =
2
1
= 56_2“’gke{28,~g062“"gjg + 205950 + 20;p€** gig

3*40:gj0 + 0;Gic — Ocij}

+ 62“’8jgz‘e — 205@@2“"91-]- — 62@369@‘}
1
= ¢"{0ipgje + 0509 — Depgs} + 519ig5¢ + 091 — Ougis}
= Tyi* + 0,08, + 0;08% — g"0ppys;.
]

Lema 2.3. Sea (M,g) una variedad de Riemann de dimension n y g = e*?g. Si RyR
denotan los endomorfismos de curvatura de Riemann para las métricas g y g, se tiene:

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z + H, (X, Z)Y — H,(Y, Z)X
+ (X, Z)h(Y) — g(Y, Z)hy(X)
+ Y)(Zp)X — (Xp)(Zp)Y (2.1)
— Vel {g(Y, 2)X — g(X, Z)Y'}
+{(Xp)g(Y,Z) = (Y)g(X, 2)}Ve.

Demostracion. Se sigue del Lema aplicando dos veces la transformacion conforme de
la conexién de Levi-Civita a los términos de la forma V xVy Z:

VixVyZ =V {VyZ+Y(p)Z + Z(p)Y — g(Y, Z)V}
=VxVUWZ+X()VyZ+VyZ(p)X —g(X,VyZ)Vp
+Vx(Y(9)2) + X(0)Y(9)Z + Y (p)Z(9) X —g(X,Y(0)2) Ve
+Vx(Z(9)Y) + X(9)Z(0)Y + Z()Y (9)X — g(X, Z(9)Y) Ve
— Vx(g(Y, 2)Vp) — X(p)9(Y, Z2)Ve — g(Y, Z)Vp(p) X + 9(X, 9(Y, Z)Vp)Vp

y teniendo en cuenta las relaciones Vip(p) = [|[Vo||? v X (e2?) = 2(X p)e??. O
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Observacion 2.4. La expresion de la transformacion conforme del tensor de curvatura puede
simplificarse si usamos el producto de Kulkarni-Nomizu. Si desarrollamos en coordenadas
la igualdad (2.1) y tomando la Definicién obtenemos:

R=e*(R—H,® g+ (e ®de) ® g~ 5 Vl(s ®9))

Lema 2.5. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n y g = e*%g. Si p, T y
p denotan el tensor de Ricci, la curvatura escalar y el tensor de Ricci sin traza para la
métrica g, respectivamente, se tiene:

A, 2) = plY, Z)~ (=2 H,(Y, Z)+(n=2) (Y 0)(Z9)—{ g+ (=2 Vi Yo Y, Z), (2.2)
F= e (= 2(n— 1A — (n—1)(n 2| V4|?) (23)
BV, 2) = (Y, 2) ~ (n = DLV, 2) — (Vo) (Zo)} + "2 {Bp — [VelPYo(Y 7). (24)

Demostracion. Calculamos el tensor de Ricci sobre la expresion ([2.1]) respecto a una base
ortonormal {£;} de ¢:

(Y, Z) =p(Y, Z) —|—Zg Zg 9(E;, E;)

+ Zg(Ei,z>g<h¢<Y>,Ei - 9(he(Er), B1)
(

)~ > oY, 2)g(
+ 2 O)NZe)g(Bi B) = Y _(Bip)(Z0)g(Y, Ey)

i=1

= 2 Vel oY, 2)9(E:, Ei) = g(E;, Z)g(Y, Ei)}

+ 3 UEQ9(Y, 2) - (Y9)g(Ei 2)}9(Ve, ).

Usando g(hy(X),Y) = H,(X,Y), > g9(Ei, E;) = ny Ap = try(hy), los sumandos
anteriores se transforman en
p(Y,2) =p(Y,Z) + H,(Y, Z) = nH (Y, Z)
+n(Yo)(Ze) — (Yo)(Zyp)
—(n = D[IVe[?g(Y. 2)
+[VelPPg(Y. Z) = (Yo)(Zy)
como queriamos probar.

Para probar la segunda identidad basta aplicar tr; en la expresién (2.2)) y se obtiene el
resultado. La tercera identidad es consecuencia de las dos anteriores. ]
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Gracias a estos resultados, la demostracién del siguiente lema es directa.

Lema 2.6. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensiénn > 3 y g = e*g. Si Py
W denotan los tensores de Schouten y Weyl para la métrica g, respectivamente, se tiene:

P(Y,Z) = P(Y. Z) ~ Ho(Y, 2) + (V)(Z¢) — 5[ VelPg(Y, 2),

W(X,Y,Z,T) =e*W(X,Y,Z,T).

Observacion 2.7. Si consideramos el tensor tipo (1, 3) que resulta de subir el dltimo indice
al tensor de Weyl de tipo (0,4), entonces en las mismas hipétesis del Lema se tiene que
W =W, ya que, en un sistema local de coordenadas se tiene

/ I ~m/l 20 —2 ml ml V4
VVijk = Wijkmg =e™e @V[/ijkmg = Wijkmg = Wijk .

Como ya habiamos adelantado, el tensor de Weyl de tipo (1, 3) permanecerd invariante
por transformaciones conformes, propiedad de la que nos valdremos repetidas veces en el
trabajo.

2.2. Tensor de Cotton

Debido a que el tensor de Weyl en dimensién 3 es nulo (Corolario , no nos aporta
informaciéon de utilidad, por lo que necesitamos otra herramienta sustitutiva del tensor de
Weyl en dimension 3 con propiedades similares: el tensor de Cotton.

Definimos el tensor de Cotton, C, en una variedad de Riemann (M, g) como el tensor
tipo (0, 3) dado por:

C(X.Y,Z) = (VxP)(Y,Z) = (Vy P)(X, Z),

donde P representa el tensor de Schouten. En coordenadas, el tensor de Cotton toma la
siguiente forma:

donde Pj; = (Vg , P)(04,0,+) respecto a un sistema local de coordenadas (z',...,z").
Directamente la definicién se tiene

Cijr + Crij + Cjri = 0,
Cijk = —Cjik-

Lo primero a comprobar para que el tensor de Cotton sea un buen suplente del tensor
de Weyl en dimension 3, es ver que conserva la propiedad de invariancia conforme.

Proposicién 2.8. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensionn =3 y g = e*%g
para alguna funcion p € C°(M). Si C' y C denotan los tensores de Cotton relativos a g y

g, respectivamente, entonces C' = C.
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Demostracion. Tomamos la expresion en coordenadas del tensor de Cotton para g, Cji =

Pj.; — Pi;; y desarrollamos, obteniendo

Cijre = 0:Pj, — T, Py — T3, Py — (4, §),

donde usamos ¥(7,j) como el simétrico en i y en j de todos los sumandos anteriores.
Recordemos ahora la transformacién conforme de los simbolos de Christoffel en el Lema 2.2]
y del tensor de Schouten dada en el Lema [2.6] en el que por comodidad denotaremos
P =P+ Bsiendo B(Y,Z) = —H,(Y,Z) + (Y¢)(Z¢) — 3|V|[?g(Y, Z). Teniendo esto en
cuenta podemos reescribir el tensor de Cotton como

Cijie = 0iPj + 0B — (Tl + 0:0087 + 0,067 — g 0ppgi;) (Prr, + Byy)
— (T}, + 0100}, + OkpS; — 9" Oupgin) (Pjr + Biyy)

Usando ahora la expresién del tensor de Cotton, sabiendo que Pjj,; = &ij—F;’j P,—TI7 Py,
conseguimos la siguiente expresién:

Ciji — Cijr = — 0ip Py — 00 P + " 00095 P

— 0 Pji, — O Pyi + 9" Oupgin P

— (T}, + 005 + 0;007 — g Oupgij) B
— (T}, + 0i06;, + OnpS; — 9" Ovpgin) Bjyr
+ 9;Bjr, — (i, j)-

Lo que haremos ahora serd desarrollar Bj, = —8,0;¢ + I't;000 + 0;00,¢ — 59°° 00005091,
calcular 0;B;j, y eliminar los términos simétricos en i y j con los de X(i, j).

Cijk — Cijk = —0;p Py, + stagika
— TLy000 — Ti0;00,0 + %Fi-"kg“ﬁ Oap0sPgjr
— 9ol O0pp + %@‘SOQQB OatpOs0gk — g 0rpgin 0,00
+ 9" OupginTt ;0up + 9" Orpgin 0500 — %g”@ewgmgaﬁ DapDp0gjr
+ OypdiTy,; — % 19°° 0000509 — %g“ﬁé‘ié’awaﬁ%r
1

- 59 B 0np0i050g;r — 59 B0np0500:95r — (i, §).

Por la expresion del endomorfismo de curvatura en coordenadas, 8gg0(9iff;j — kal“fijﬁggo -

X(i,7) = (‘MoRfjk, ademéas podemos reescribir 9;p Py, como 9y Pj0f, por tanto la anterior



22 2 Variedades conformes

expresién queda en

Cijr — Cijr. — aMRfjk + aijkfsf - awgikpf - 3@90]Dik5f + 8@909jkpf
= —130;00:¢ + %F?kgaﬁ Dot Gir

— 0y} O0pp + %ai@gaﬁaaSDaﬁ‘ngk — 9" 0upgin0,0;p

+ grgaesogikrfjaw + gr@éwgikaj%l?aﬁ@ - %gréawgikgaﬂaa@aﬁ%@jr

- %&g“ﬁaasoaasogjr - %g“ﬁ&-@a@@ﬁ%r

1 1 o
— 59"‘5 D000i0509r — 59“5 Ou00300;g5r — X(i, ).

La parte izquierda de la igualdad, por definicién del tensor de Weyl y producto de Kulkarni-
Nomizu resulta ser Cjj, — Cjji, — ang;-k. Se puede ver que la parte derecha se va anular con

Y(i,7) por simetrias en i y j, por lo que C’ijk = Ciji + 85ijk, y dado que en dimensién 3
el tensor de Weyl es nulo (Corolario , tenemos el resultado. O

Ademas, el tensor de Cotton estd estrechamente relacionado con el tensor de Weyl,
como podemos ver en el siguiente resultado.

Lema 2.9. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n > 4, y sean W y C' los
tensores de Weyl y Cotton, respectivamente. Entonces

(divyW) = (n — 3)C.

Demostracion. Si escribimos (div4W) en un sistema de coordenadas respecto a una base
ortonormal, usando W = R — P (N g tenemos que

Wike! = Rijie.' — (P ® 9)ijne."-
Apoyéandonos ahora en la identidad contraida de Bianchi Rijkg;i = Pjky—Pjek, llegamos
a
Wikt =pjke — pjek — Pie' gin
— Pie.'gie + P gjo + Pie. gire-
Para simplificar esta expresion, basta observar que P]kZ Git = Pk y Pj[;igik = Pjy, usar la

definicién del tensor de Schouten y la identidad contraida de Bianchi (1.2)), pi.* = %@zS,
para obtener

i 1 i 0yiS B 1
Pie; = m (pié; - mgw) = maﬂé’,

y su expresién analoga para Py’ Sustituyendo esta igualdad en la anterior expresién y
aprovechando la simetria del tensor de Schouten, llegamos a que

Wike,' = (n = 2)(Pajie — Prjir) — Prjie + Py = (0 — 3)Clia,

como buscabamos. O
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Corolario 2.10. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n > 4. Si el tensor
de Weyl es nulo, también lo serd el tensor de Cotton.

Por lo tanto, parece tener sentido la eleccién de un tal tensor que nos aporte informacién
alli cuando el tensor de Weyl no sea de utilidad. De hecho, como veremos méas adelante, el
tensor de Cotton nos servira también para caracterizar lo que llamamos variedad localmente
conformemente llana en dimensién 3, mientras que el tensor de Weyl lo hara en dimensiones
superiores.

Por 1ltimo, mostramos una caracteristica del tensor de Cotton que usaremos mas ade-
lante, la anulacion de su traza. Notese que por la antisimetria en las dos primeras compo-
nentes, el resultado siguiente sigue siendo valido si contraemos en el segundo y tercer indice.

Proposicién 2.11. Sea (M, g) una variedad de Riemann y sea C' su tensor de Cotton,
entonces C(C) = 0.

Demostracion. Si tomamos la expresion en coordenadas

1 1

Ciak = 55 (Piks = i) = 2(n = 1)(n - 2)

(5;?7-;1‘ - 5§T;j)

y contraemos en el primer y 1ltimo indice obtenemos

, 1 . : 1 : .
Ciit=——(pt. —pi.)— 0iTy — 0:T.5).
J n_2<p]7l pZ,]) 2(n_ 1)(77/_2)( jTy ZTv.j)
Usando ahora la identidad contraida de Bianchi ([1.2)) llegamos a
, 1 7 1
C.t = 2 ) M
_ Ty + (n =17, —0.

2(n—2) 2(n—-1)(n—2)

2.3. Variedades localmente conformemente llanas

Dentro de las variedades conformes, guardan especial interés las variedades localmente
conformemente llanas, es decir, aquellas en las que para todo p € M existe un entorno
U de p y una funcién diferenciable ¢ definida en U tal que (U, e*?g) es una variedad de
Riemann llana, esto es, que su tensor de curvatura R es idénticamente nulo.

Geométricamente esto quiere decir que de manera local, estas variedades “se compor-
tan” como un espacio euclideo. No obstante, cabe senalar que aunque todo espacio euclideo
sea localmente conformemente llano (de hecho, globalmente), un espacio localmente con-
formemente 1lano no es necesariamente un espacio euclideo (por ejemplo, el toro T").

El fin de este capitulo es llegar a probar como los tensores de Weyl y Cotton caracterizan
este tipo de variedades. Los dos siguientes corolarios nos demuestran ya una implicacion.
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Corolario 2.12. Si (M, g) es una variedad de Riemann localmente conformemente llana
de dimension n = 3, entonces el tensor de Cotton de g es nulo.

Demostracion. Sea C' el tensor de Cotton relativo a g. Por ser (M, g) localmente confor-
memente llana, para cada p € M existe un entorno U de p y ¢ € C(M) tal que (U, e*?g)
es una variedad de Riemann con tensor de curvatura R = 0. Como ademés el tensor de
Weyl es nulo en dimension 3, necesariamente P =0, por lo que el tensor de Cotton C' es
nulo, y por la Proposicién también lo serd C. [

Corolario 2.13. Si (M, g) una variedad de Riemann localmente conformemente llana de
dimension n > 3, entonces el tensor de Weyl de g es nulo.

Demostracion. Por ser (M, g) localmente conformemente llana, para cada p € M existe
un entorno U y un embebimiento ¢ : U — R" tal que ¢ realiza el pullback de una métrica
llana en R™ a una métrica de la forma § = €2#g. Por ser § llana tiene tensor de Weyl W
nulo, pues R = 0, luego necesariamente W = 0 por el Lema . O

Para el reciproco, necesitamos valernos de la teoria de ecuaciones diferenciales. Para
aligerar la demostracion del teorema tltimo, presentamos los siguientes lemas previos.

Lema 2.14. [3] Sea W un abierto de R* x R™, y o = (o) : W — M(m x n,R) una
funcion diferenciable con imagen en el espacio de matrices verificando

% la_; — 004}; l 3@2 (2.5)
oxk ol O 702 '
para todo i, j, k, donde denotamos un punto de R"xR™ por (z,z) = (z',... 2" 2", ..., 2™).

Entonces para cada condicion inicial (xo, 29) € W existe un entorno U de xq en R™ y
una unica funcion diferenciable u : U — R™ solucion de (2.5)) tal que u(xg) = zo.

Lema 2.15. Sea (M, g) una variedad de Riemann, y consideramos el sistema de ecuaciones
sobredeterminado

VE = A(¢) (2.6)

donde A es una aplicacion diferenciable que lleva tensores (0,1) en tensores tipo (0,2)
cumpliendo la siguiente condicion de compatibilidad: para cada tensor tipo (0,1) &, el campo
de tensores tipo (0,3) VA(E) verifica

A(E)ijh — AlE)iry = Rjni&r. (2.7)

Entonces para cada condicion inicial (p,no) € T*M existe una solucion de (2.6) en un
entorno de p verificando &, = 1.

Demostracidn. Sea p € M con coordenadas (z¢), la ecuacién (2.6) es equivalente a

oI

= a(v,&(2)),
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donde a;;(x,£) = I'};(x)& + A(€);. Por el lema anterior, si se verifica

(9al-j (’3aij aaik 8aik

Ok ke o0& Oxi —Hwa_&

(2.8)

tendriamos probado el resultado.

Aplicando laregla de la cadena, esta igualdad equivale a que las derivadas Oy (a;;(x, £(2))),
tras substituir sy () por age(z,&(z)), sean simétricas en j y k. Dado que & = 0y —
I m, la sustitucion equivale a cambiar A()ge por &xe. Si desarrollamos en términos
de los simbolos de Christoffel, el lado izquierdo de la igualdad nos devuelve

A(&)ijik — A( )iy =0kA(E)ij — I'056m + F?érfnjﬁe
— I0m&i + AN

kj~ im

— O A )i + T OkEm — T4 &0

J
+ T 0m& — T

Mientras, el lado derecho toma la forma

Rj'€ =0;T5,60 — OpT5& + TD: & — TITY &0,

ki~ jm
Igualando ambas expresiones llegamos justamente a que

0 =0k A(€)ij — Tip0i&m — O A )ik + T 0kEm — O30 + ORT56
= Ok(aij(z,&§(2))) — Oj(aun(z, {(x))),

como queriamos probar. O
Teorema 2.16 (Weyl-Schouten). Sea (M, g) una variedad de Riemann.

1. Si dim M > 4, entonces (M, g) es localmente conformemente llana si y solo si su
tensor de Weyl es cero.

2. St dim M = 3, entonces (M, g) es localmente conformemente llana si y solo si su
tensor de Cotton es cero.

Demostracion. El Corolario muestra que si (M, g) es localmente conformemente llana,
W = 0. Para n = 3, el Corolario [2.12| nos muestra que C' = 0.

Reciprocamente, por el Lema [2.6 si W = 0, entonces el tensor de Weyl asociado a la
métrica § = e2¢g, W, es también cero, por lo que R = P @ g (lo mismo ocurre en dimensién
3 para el tensor de Cotton gracias ). Lo que haremos serd probar que en todo entorno de
cada punto podemos tomar una funcién ¢ tal que P =0, obteniendo asf el resultado.

Del Lema se sigue que P = 0 si y solo si

1
P =V (dp) + (dp © dip) — 5g(dyp, dp)*g = 0.
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Esta ecuacion la podemos escribir en la forma V(dp) = A(dp), donde A es la aplicacién
que lleva tensores (0, 1) en tensores simétricos (0,2) dada por

A©) = (€2€) — 50(6.67 + P

que podemos expresar en coordenadas como

A()ij = &G&5 — %ﬁmfmgz‘j + Py, (2.9)

Para resolver esta ecuacién, buscaremos una 1-forma & que satisfaga V& = A(€). En
coordenadas locales, si escribimos £ = £;da?, el problema se convierte en un sistema so-
bredeterminado de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden para las n funciones
desconocidas &1, . .., &, (n funciones desconocidas frente a n? ecuaciones).

Tomamos ahora la conexion de Levi-Civita en la expresién y obtenemos

Aijie — Aikj = &G + &Gk — Emik€" i3 — &iii€k — ik + Emii€ gik + Cijis

y si sustituimos &.; = A(£);; con la férmula (2.9) y restamos a ambos lados Rj;’¢,, obte-
nemos

Aiji, — Aing — Rjni* €& = —Wiki*& + Cijn.

Por hipotesis, el lado derecho de la ecuacion es cero, y ya podemos aplicar el Lema anterior.

Por tanto, de la simetria de A(€);; en i y j podemos deducir la simetria de &;.; que,
sumada a que Tfj = F;?i, concluye la simetria de las derivadas 0;&;. Y asi, (d€);; = 0;§; —
0;& = 0, es decir £ es una 1-forma cerrada y por el Lema de Poincaré (ver, por ejemplo,
[5, Theorem 11.49]), existe un entorno de cada punto tal que £ = dy para una cierta ¢

diferenciable. O



Capitulo 3

Difeomorfismos que preservan la
curvatura

Recordemos que nuestro objetivo principal es estudiar en que sentido la curvatura
determina la métrica. El procedimiento a seguir sera trabajar con difeomorfismos que
preserven la curvatura seccional.

Definicién 3.1. Sea f : (M, g) — (M, §) un difeomorfismo entre variedades de Riemann
de dimensién mayor que 2. Diremos que f preserva la curvatura seccional si se cumple:

K(0) = K(f.0)

para todo o un 2-subespacio de T, M. Dos variedades entre las que existe un difeomorfismo
que preserva la curvatura se dicen isocurvadas.

Por asi decirlo, la métrica es a las isometrias lo que la curvatura seccional a este tipo
de difeomorfismos. De este modo, pedimos una hipétesis sobre la curvatura y buscamos
recoger conclusiones en relacién a la métrica de ambas variedades.

3.1. Consideraciones algebraicas

Sea (M, g) una variedad de Riemann con dim M > 3. Diremos que un punto p € M es
1sotropico si la curvatura seccional es constante en dicho punto, esto es, independiente del
plano II C T,,M.

El primer paso sera llegar a probar que variedades isocurvadas son conformes sobre
la clausura del conjunto de puntos no isotrépicos, objetivo al que dedicamos esta seccion,
cuyos resultados fueron probados originalmente en [2].

En los siguientes resultados de cardcter puramente algebraico nos valemos de la nociéon
de referencia adaptada; una referencia no es méas que una base ortonormal de vectores
{e;} de un espacio vectorial, diremos que una referencia es adaptada si para todo triple de
indices distintos 7,5,k los valores de K (e;, e;),K (e;, ex), K (ej, ex) son todos diferentes.

27
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Lema 3.2. Sea V' un espacio vectorial con producto interior (-,-) y tensor curvatura R. Si
la curvatura seccional es no constante, entonces V' admite una referencia adaptada.

Demostracion. Dividiremos la prueba en dos partes: el caso en que dimV = 3 y el caso
general dimV > 3.

1. Supongamos entonces que dimV = 3. Siempre podemos tomar una base ortonormal
(referencia) de V, que denotamos {e;, e;, e, }. Escribiremos K;; = K (e;, €;) para cada
combinacion de elementos de la base. Si K;;,K;;, K, no son todos distintos, tenemos
dos posibilidades.

Que sean todos iguales, en cuyo caso denotaremos Ky a cada una de las curvaturas
seccionales anteriores. Por linealidad del tensor de curvatura y la métrica, si todas las
componentes mixtas R;,,; fueran cero, la curvatura seccional seria constante, por lo
que supondremos que la componente R # 0. Sea ¢ una transformaciéon ortogonal
que rota el plano generado por {e;,e;} un angulo 6 y deja fijo e;. De esta forma
podemos escribir

o(e;) = xe; + ye;
o(e;) = —ye; + xe;

donde = = cos(#), y = sin(6). Denotamos { f;, f;, fx} la imagen por ¢ de los elementos
del referencia. Por ser ¢ transformacién ortogonal, { fi, f;, fx} es base de V, veamos
que es también una referencia adaptada. Con un sencillo calculo vemos que es una
base ortogonal, ademas

K(fi, f;) = Kij = Ko
K(fi, fx) = 2 Rigs + 22y R + y° Rjrrj = Ko + sin(20) Ry
K(fi, fr) = 2°Rjrrj — 20y Rirrj + ¥* Rigi = Ko — 5in(20) Rigj.-

Como Rjji; # 0, basta tomar un 6 adecuado y {f;, f;, fr} serd una referencia adap-
tada de V.

La otra posibilidad es que no sean todos iguales, pero K;; = K;, # Kj;. Sea |K;; —
K| = €. La misma transformacién de antes nos lleva ahora a

K(fw f]) = Kij = KO
K(fz, fk) — sz = SZTLQ(@) (Kj — sz) + SZTL(QQ)RZMW
K(fz, fk) — Kjk = SZTLZ(@)(Kl — Kj ) — S’LH(Q(Q)R“C]CJ

Ajustando adecuadamente 6 de manera que las dos ultimas diferencias sean distintas
de cero, pero con valor absoluto menor que , { fi, f;, fi} serd una referencia adaptada.
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2. Supongamos ahora de forma general dimV = n. Definimos una aplicaciéon r que
a cada referencia b = {ej,...,e,} de V le asocia el numero de triplas distintas
{i,7,k} tal que K;j, K, K, son distintos. Por continuidad del tensor de curvatura,
si b es una referencia adaptada, ¢(b) también lo serd, donde ahora ¢ denota una
transformacion ortogonal en un entorno de la identidad de O(n) suficientemente

pequeno. Asi, r(b) < r(¢(b)).

Tomamos entonces b tal que r(b) es méximo. Si b no fuera adaptada, existiria una tri-
pla {e;, e;, e} tal que K;;, K, K, no son todos distintos. Ahora, si variar {e;, e;, ex}
por cada elemento de un entorno de la identidad de O(n) suficientemente pequetio da
como resultado un espacio 3-dimensional de curvatura seccional constante, la curvatu-
ra seccional seria siempre constante. Luego necesariamente existe una transformacion
Y que convierte a {e;, e;,e,} en la base de un espacio 3-dimensional con curvatura
no constante, y ya podriamos aplicar el resultado en el caso de dimensién 3, pero
entonces 7(b) < r(1(b)), contradiciendo nuestra eleccién de b como el maximo.

O

Teorema 3.3. Sean V.,V dos espacios vectoriales de dimension n > 3 con productos
interiores (-,-)v, y (-, )¢, respectivamente. Sean R.R dos tensores curvatura algebraicos
y K,K las correspondientes curvaturas seccionales. Si K es no constante y f - V. — V
es un isomorfismo que preserva la curvatura seccional (esto es, K(0) = K(fo) para cada
subespacio 2-dimensional o), entonces f es una homotecia, es decir,

con \ constante.

Demostracion. En virtud del Lema , tomamos {ey,...,e,} una referencia adaptada
de V. Denotaremos f(e;) = &, (é;,€;); = a;; para cada 7,j. Las componentes de R las
escribiremos respecto la base {¢é;}.
Por un lado, por conservar f la curvatura seccional tenemos la igualdad K(e;, e;) =
K(&, é;), y por lo tanto .
Rijji = (aisagy — ag;) Rijjie (3.1)
Por otro lado, sean x,y € R distintos de cero. Sea {i,j, k} una tripla de elementos
diferentes. Entonces:

TRy + 22y Ry + y2Rjkkj
x? 492

K(ze; + yej, ex) =

R (00 + ye,,61) = 2 Rivss + 20y Ruvny + y* Ry
! Yei» ek ([L’QCLZ'Z' + 2acya2-j + y2ajj)akk — (xaik + yajk)Q'

Igualando ambas expresiones y desarrollando, llegamos a una igualdad de polinomios en
dos variables. Igualando coeficiente a coeficiente obtenemos las siguientes expresiones:
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1. Coeficiente 23y:
Rikkj = Rikkj (@i, — az,) + Rikki(@ijare — ainaj)- (3.2)
2. Coeficiente x1°:
Rirj = Riej (ag5am — a2) + Ry (aijam — aima)- (3.3)
3. Coeficiente z%y*:
Rikki + Rjkkj :Rikki(ajjakk - afk)

+ Rk (aziap, — afk) (3.4)
+ 4 Rigrj (@ijapr — i)

Si ahora tomamos

P = (azap, — azy,) — (a0 — a3y)
Q= Qi QK — QikAjk

u = Rippi — Rjkr;j

U= Rikkj

y restamos (3.2)) menos ([3.3]), obtenemos Qu + Pv = 0. Tras simplificar (3.4]) apoyandonos
en (3.1)), llegamos a —Pu + 4Quv = 0. Tenemos por tanto el siguiente sistema

Qu+ Pv=20
—Pu+4Quv =0

donde u y v son conocidas, y u nunca puede ser 0 por tomar una referencia adaptada.
Solo cabe entonces que P = ) = 0. Si escribimos los dangulos Z(€;,€;) = 0,£(é;,éx) = ¢,
Z(é,€;) =1, entonces la condicién @) = 0 se traduce en:

€1l 1€5 1l l1€x 15 cos(8) — cos()cos(w) &1y I Elllléxll = 0.

Dividiendo por [|&|¢ &l lléxl|Z, y rotando los papeles de i,j,k, llegamos al siguiente
sistema

cos(8) — cos(¢)cos(1)
cos(¢) — cos(0)cos(v))
cos(1) — cos(6)cos ()

de donde deducimos que la tnica posibilidad es que la base {€;,€;, €} sea ortogonal. De
igual manera usando la condicién P = 0 y rotando los papeles de 7,7,k concluimos que los
vectores €;,€;,6; tienen la misma longitud. Como esto se tiene para toda tripla {7, j, k} de
elementos distintos, necesariamente {é;} es una base ortogonal con vectores de la misma
longitud, lo que equivale a que f sea una homotecia. ]

0
0
0
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Centrandonos ya en variedades de Riemann (M, g), nos interesara particularizar el Teo-
rema [3.3] Llamamos 2-grassmanniana sobre M a la variedad formada por los subespacios
vectoriales 2-dimensionales de T,,M, que escribimos Go(T,M). El fibrado de Grassmann
serd la variedad Go(T'M) = UpenG2(T,M).

Con este nuevo concepto, podemos ver la curvatura seccional K de una variedad de
Riemann (M, g) como una aplicacién diferenciable K : G3(T'M) — R que a cada p =
(p,II) € G5(T'M) le hace corresponder K,(X,Y) tal como la definimos anteriormente,
donde {X, Y} es una base del espacio 2-dimensional II. La independencia de la eleccién de
la base a la hora de calcular la curvatura seccional asociada a II hace que nuestra aplicacion
K esté bien definida.

Se tiene entonces que un punto p € M es isotrdpico si K| es constante, donde

—1(p)

7 Go(TM) — M representa la proyeccién 7(u) = m(p,I1) = p. En caso contrario diremos
que p es no isotropico.

Proposicién 3.4. Sea f : M — M wun difeomorfismo que preserva la curvatura seccio-
nal entre dos variedades de Riemann de dimension n > 3. Entonces la métrica f*g es
conformemente equivalente a g en la clausura del conjunto de puntos no isotropicos.

El resultado se sigue directamente del Teorema anterior, pues para cualesquiera campos
de vectores X,Y en M se tiene que (f*¢),(X,Y) = gsp) ([ X, [LY) = X2gs) (X, Y).

Este es el primer resultado que nos aporta informacion sobre la métrica sabiendo condi-
ciones sobre la curvatura, y servira como punto de partida a la hora de obtener consecuen-
cias mas fuertes (por ejemplo, isometrias). La siguiente proposicién, como veremos, serviré
de complemento a las transformaciones conformes ya vistas para estudiar estas isometrias.

Proposicion 3.5. Sea V' un espacio vectorial dotado con dos productos escalares (),
(+,+) y dos tensores de curvatura R, R tal que

(a) (-,-) = A(-,-) para X\ € R positivo,
(b) K =K.

Entonces el endomorfismo de curvatura (1, 3) verifica R = A\R. Ademds p = \p, Ric = Ric,
T=1yW =AW donde W denota el tensor de Weyl de tipo (1, 3).

Demostracion. De la condicién (b) tenemos la igualdad

R(X,Y,Y,X) R(X,Y,Y,X)

X, X) YY) = (XY)? Xy - (X

y por tanto R(X,Y,Y,X) = N2R(X,Y,Y, X). Sustituyendo X por X + T e Y por Y +
Z llegamos a que R(X,Y,Z,T) = NR(X,Y, Z,T) para campos de vectores arbitrarios
X,Y,Z,T. De esta forma (R(X,Y)Z,T) = NX*(R(X,Y)Z,T) y por tanto R = AR con R
de tipo (1,3).
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Para el tensor de Ricci p tomamos coordenadas y operamos:

——Im ~
pi = (") Rijim = AN Rijiom = A, )™ Rijiom = Apjk-
Las igualdades del operador de Ricci Ric y la curvatura escalar T se obtienen de subir

indices a la expresion anterior y calcular su traza.
En cuanto al tensor de Weyl, basta observar

~ 1 T
P=— (X p———X-,) | =P
n—Q(p 2(n — 1) <’>)
yasi W=R—-PQ® m = MR- NP (,-) = N>W. De igual manera que hicimos para
el tensor de curvatura, deducimos que el tensor de Weyl de tipo (1, 3) verifica W = AW
como queriamos probar. O]

3.2. Caso no localmente conformemente llano

Llegados ya hasta aqui, dividiremos el estudio de los difeomorfismos e isometrias en dos
casos: el caso en que la variedad es localmente conformemente llana; y el caso en que no
lo es, que viene determinado por el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Sean (M, g) y (M, g) variedades isocurvadas de dimension n > 4. Si M no
es localmente conformemente llana, entonces todo difeomorfismo que preserve la curvatura
secctonal es una isometria.

Demostracion. Sea f : M — M un difeomorfismo que preserva la curvatura seccional.
Dado que M mno es localmente conformemente llana y tiene dimension n > 4, por el

Teorema W #0.

Por otro lado, W = R— n—;p@g + mg @ g, v en los puntos donde la curvatura

seccional sea constantemente K (puntos isotrépicos) tenemos R = KyR? = %g A g, asi

K 1
W=7Og®g——p@g+ ad®g.
n—2 2

-
(n—1)(n—2)
Teniendo en cuenta que en este caso, pypmg = 2(n—1)g por la propia definicién del producto
de Kulkarni-Nomizu (Definicién [1.2)) y por tanto 7 = 2n(n — 1), la expresion del tensor de
Weyl nos queda

K, n—1 n
W==g®g- Kog® g+ ——=Kog® g =0.
2 n—2 n—2

Por tanto, el conjunto de puntos no isotrépicos es denso en M. Estamos entonces en condi-
ciones de aplicar la Proposicién [3.4] que nos asegura que existe una cierta funcién diferen-
ciable ¢ tal que f*g = e*#g. Esto nos permite a su vez aplicar la Proposicién y deducir
que W = %W con W el tensor de Weyl de tipo (1,3). No obstante, el tensor de Weyl
(1,3) queda invariante por transformaciones conformes como vimos en la Observacion
luego €*? =1, y asi f*§ = g como querfamos probar. ]
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3.3. Caso localmente conformemente llano

Queremos ahora probar un resultado analogo al del capitulo anterior, una condicién
necesaria para que un difeomorfismo sobre una variedad conformemente llana sea una iso-
metria. El caracter conformemente llano nos impide ahora reducir la prueba a la invariancia
del tensor de Weyl como hicimos previamente, pues por el Teorema [2.16 ahora W = 0.
Ademas, esto provoca que sea necesario anadir una condicion extra al resultado, la densi-
dad de los puntos no isotrépicos sobre la variedad, que en la situacion anterior deduciamos
también a partir del tensor de Weyl. El principal Teorema de la seccion es el que sigue.

Teorema 3.7. Sean (M, g),(M,§) dos variedades de Riemann isocurvadas de dimension
n > 4. Si M es localmente conformemente llana y el conjunto de puntos no isotropicos
es denso en M, entonces todo difeomorfismo que preserve la curvatura seccional es una
1sometria.

Aunque la propiedad de ser conformemente llana es de caracter local, trabajaremos sin
pérdida de generalidad como si toda la variedad M fuera difeomorfa a un abierto de R™ y
su métrica verificase g = €*? ¢y, con o una funcién diferenciable y gy una métrica llana.

Antes de entrar en la propia demostracién del resultado, tendremos que deducir tres
igualdades que involucran diferentes objetos de la geometria de Riemann y que seran
necesarias para la prueba. En ellas estaremos trabajando con 3 métricas diferentes: la
asociada a M, ¢; la métrica que resulta de realizar el pullback sobre la métrica de M a
través de un difeomorfismo que preserva la curvatura seccional que, abusando de notacion,
denotaremos por ¢; y la métrica llana que es conforme a g, que denotaremos por gg. Todo
objeto derivado de estas métricas recibirdn la misma notacién (una tilde o un subindice)
que la propia métrica.

De la Proposicion [3.4] tenemos que § = €?#g para una cierta funcién diferenciable ¢.
Ademds, como K = K por hipétesis, de la Proposicién E b/ tenemos entonces que R = e*R
donde R es el endomorfismo de curvatura (1, 3).

Por otro lado, M es conformemente llana, asi que el endomorfismo de curvatura, usando
la igualdad para transformaciones conformes (ver Lema tomara la forma

R(X,Y)Z =H,(X,Z2)Y — H,(Y, Z)X
+ 90(X, Z2) o (Y) = go(Y Z)hoo (X)
+ (Yo)(Zo)X — (Xo)(Zo)Y
- ||VU||3{90(Y7 Z)X — (X, 2)Y'}
+{(X0)g0(Y, Z2) — (Yo)go(X, Z)}Voo.

Cogiendo XY, Z ortonormales respecto la métrica g, obtenemos las relaciones:
R(X,)Y)Z =H,,(X,2)Y —H,,(Y,Z2)X + (Yo)(Zo)X — (X0o)(Zo)Y, (A1)

RX, V)X =H (X, X)Y — H,(Y, X)X + h,o(Y)+ (Yo)(Xo)X

— (Xo)(Xo)Y + ||[Voa|3Y — (Yo)Vo. (A2)
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Por comodidad escribiremos S(X,Y) = (X¢)Y + (Y¢) X — g(X,Y)Vyp, de manera que
el cambio conforme de la conexién de Levi-Civita se expresa como VxY = VxY +S(X,Y).
Tenemos pues

(VxR)(Y, Z)W =Vx(R(Y,Z)W) — R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)VxW
= (VxR)(Y,Z)W — S(X,R(Y, Z)W) — R(S(X,Y), Z)W
— R(Y,S(X, Z))W — R(Y, Z)S(X, W),

y desarrollando S(X,Y) en el primer y tltimo sumando y operando llegamos a

(VxR)(Y, Z)W =(VxR)(Y, Z)W + (R(Y, Z)W)eX — g(X, R(Y, Z)W)V
— R(S(X,Y)Z)W + R(S(X, 2), Y)W —WeR(Y, Z) X

— g(X, W)R(Y, Z)V .

Lo que haremos ahora sera fijar W' y tomar una suma ciclica sobre los términos X, Y, Z. La
identidad diferencial de Bianchi (1.1]) y la relacién R = ¢*? R permite reescribir la ecuacién
como
(VxR)(Y, Z)W + (VyR)(Z, X)W + (VzR)(X, Y)W =
22 {XoR(Y, Z)W + Y oR(Z, X)W + ZpR(X,Y)W}.

Entonces la expresién entera, usando las mismas relaciones y cancelando los factores e%?
queda finalmente

21 XoR(Y, Z)W +YoR(Z, X)W + ZpR(X, Y)W}
+{(R(YY, 2)W)pX + (R(Z, X)W)pY + (R(X,Y)W)pZ} (3.5)
+g(X, WR(Y, Z)V + g(Y,W)R(Z, X)Vo + g(Z, W)R(X,Y)Vy = 0.

Si X,Y,Z, W son campos de vectores ortonormales para la métrica gy y realizando el
producto escalar por X, el primer corchete de la anterior expresiéon nos queda (usando la

ecuacién (A1)

2Y{H,;(Z, W) —ZoWo} —2Zp{H,,(Y,W)—-YcWoc}.
Del mismo modo el segundo corchete serd entonces

ZoH (Y, W) =Y pH J(Z,W)+YpZoWo — ZpYoWo.

Por tanto, la expresion total, donde sélo quedaran los elementos de los corchetes pues el
resto de sumandos se anulan al considerar XY, Z, W ortonormales, nos da la siguiente
relacién importante:

YoH o (Z, W) — ZoH (Y, W)+ ZeoWoYo —YypWoZo = 0. (B)
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Vamos ahora a obtener la tltima relacién que necesitamos. Para ello empezamos to-
mando W = X en (3.5)) y, suponiendo de nuevo que X,Y, Z son ortonormales respecto go,
llegamos a la expresion

U XpR(Y,Z)X +YR(Z, X)X + ZeR(X,Y)X}
+{(R(Y,2)X)pX + (R(Z, X)X )oY + (R(X,Y)X)pZ
+ | X|IPR(Y, Z)V} = 0.

Tomamos el producto escalar por Y, y usando las relaciones (Al]) y (A2)), el primer corchete
se convierte en

~XoH (2, X))+ XpZoXo —YoH,,(Z,Y)+YoZoYo+ ZpH,.(X, X)
+ ZoH (YY) — ZoXoXo + Z||Vool||* — ZeYoYo.

Y la otra parte la reescribimos como

_ZSDHOO'(X7 X) + XQDHOU(Za X) - hOU(Z>SD - (ZU)(XU)XQD + (XO-)(XO-)ZQO
— Voo ||’ Zp + (Zo) Voo — €2 H o (Z, V) + > (Za) V(o).

Teniendo en cuenta que (Vo); = g¥0ip = e27g5 10 = e727(Vip);, entonces se tiene que
e H,, (Z, V) = go(hyo(Z),e 2 Vop) = H,o(Z,V ) y €2 (Zo)V(o) = (Za)Vop(o). La
igualdad total resulta en

Zp{iH, o (X, X) = (X0)(X0)} = Xp{H,;(Z, X) — (Zo)(X0)}
+Zp{Ho (YY) = (Yo)(Yo)} = Yo{H,(2,Y) = (Z0)(Yo)}
—2H,,(Z,Vop) +2(Zo)(Vopo) = 0.

Cogemos {FE1,..., E,} base ortonormal de campos de vectores respecto gy, entonces
Vop =3 1" (Eip)E;, y obtenemos asi la dltima relacién que necesitamos

Zo{H,o(X, X) = (X0)(X0)} = Xp{H,;(Z, X) — (Zo)(X0)}

+Zp{Ho (YY) = (Yo)(Yo)} = Yo{H,(2,Y) = (Z0)(Yo)} ©)

—2 Z(EM)HOU(Z, E)) +2(Z0)> (Eip)(Eio) =0.

=1

Ya con todas las igualdades necesarias, estamos en condiciones de probar el resultado
central del capitulo, que deduciremos de dos lemas previos.
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Lema 3.8. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension n > 3 conformemente llana
con tensor de curvatura R. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. M tiene curvatura seccional constante;
2. H,(X,Y)=(Xo)(Yo) para cualesquiera campos de vectores ortogonales X,Y ;
3. Hyoxyy — (Xo)(Yo) = Ago(X,Y) para una cierta funcion A : M — R.

Demostracion. 1. = 2. Por tener M curvatura seccional constante Ky, sabemos que el
endomorfismo de curvatura esta dado por

Ademés, usando la igualdad (Al):

{H,0(X,Z) = (X0)(Zo)}Y = {H,(Y,Z) + (Yo)(Z0o)} X
= Kog(X, Z2)Y — Kog(Y, Z) X,

y tomando X, Y, Z ortogonales respecto g, entonces H,,(X, Z) = (Xo)(Z0) como querfamos
probar.
2. = 3. Denotamos por L al tnico tensor (1, 1) que verifica

gO(L(X)>Y) = Hoa(Xv Y) - (XJ)(YJ)

Por 2., L(X,) LY, para todo Y, € X, donde X,- es el subespacio de dimensién n — 1 de
T,M en cada punto p € M; de este modo L(X,) = AX, donde X es un valor escalar.

Ademés, A solo dependera del punto p, pues P(X,+Z,) = P(X,)+P(Z,) = M X,+ X\ Z,
por un lado, y por otro P(X, + Z,) = A3(X, + Z,) para X, Z, campos de vectores
ortogonales, luego A\ = Ay = As.

Por tanto H,(X,Y) — (Xo)(Yo) = go(L(X),Y) = Ago(X,Y) donde A es nuestra
funcién buscada.

3.= 1. Sea p € M y II un plano 2-dimensional de 7,M con {X,,Y,} base ortonormal
respecto go. Entonces

K(X,,Y)p) :6_20(p)90(R(Xp7Yp)YmXp) =
e O Hy o (Y, Yy) = (Y,0) (Yp0) + Hoo (X, X,) = (X,0)(X,0) + ([ Voo (p) 5}
y por 3., reescribimos

K(X,,Y,) = e PLAP)g(Y,Y) + Ap)g(X, X) + Voo (p) I}
= e 2W{2A(p) + Voo ()13}
Vemos que la curvatura seccional no depende del plano 2-dimensional, luego todo punto

p € M es isotrépico, y por aplicacién del Teorema de Schur [I], la curvatura es constante
en M. [
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Centrandonos ya en nuestro caso en concreto, recordemos que trabajamos con tres
métricas relacionadas por § = e?*?g y g = €27 gy para ciertas funciones p, 0 € C®(M).

Lema 3.9. Si para p € M se verifica (Vop), # 0, entonces el punto p es isotrdpico.

Demostracion. Sea

Vop

1= 7w 1

IVosllo”

y completamos a una base ortonormal respecto go con {FEs, ..., F,}. Entonces

(Erp)(p) = IVowllo # 0

y E;p = 0 para ¢ > 1 por como hemos definido Fj.
Tomamos ahora la expresion haciendo las sustituciones Y = E,7Z = E;,WW = E;
con {1,4, 7} distintos y obtenemos

EIQOHOU(E%'; Ej) - EiQOHOU(El’ Ej)
=+ EZQD(E]O')(ElU) — EHD(EJO')(ElO') =0

y por tanto H ,(E;, E;) = (E0)(E;0).

Por otro lado, sustituyendo en la expresiéon (C) X = E,,Y = E;, Z = E; con {1,1,5}
diferentes conseguimos H,(E1, E;) = (Ey0)(E;0).

Finalmente, de nuevo en la expresion sustituimos X = F;,Y = E;,Z = E; con
{1,1,7} diferentes y conseguimos

H00<Ez'a EZ) — (EZO')(EZO')
+ Hyo (Ej, Ej) — (Ejo)(Ejo)
= 2{H,(Ey, E\) + (Ev0)(Er0)}

y dado que la igualdad es cierta para todo elemento de la base {E,..., E,} deducimos
Hog(El, El) — (E10'>(E10') = HOJ(Ei, Ez) — (EzCT)(EZO')

Es decir, para campos de vectores ortonormales { F1, . . ., E,, } tenemos que H ,(E;, E;)—
(Ei0)(E;0) = A\ con A funcién real en M. Se verifica entonces la condicién 2. del Lema
por lo que p es isotrépico. O

Llegados a este punto, no queda mas que la propia demostracion del teorema, que como
veremos se deduce directamente de lo hecho hasta ahora.

Teorema 3.10. Sean (M, g), (M, g) dos variedades de Riemann isocurvadas de dimension
n > 4. Si M es conformemente llana y el conjunto de puntos no isotrdopicos es denso en
M, entonces todo difeomorfismo que preserve la curvatura seccional es una isometria.
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Demostracion. Empleando la misma notacién que hasta ahora, si (Vo) # 0, entonces por
el Lema|3.9| el conjunto de puntos isotréopicos tendria interior no vacio, por lo que ¢ ha de
ser una funcién constante, y en ese caso por el Lema R = R. Si calculamos entonces la
curvatura seccional K (X,Y) con X,Y campos de vectores ortonormales para §

K(‘X’ Y) = g(R(Xv Y)K X) = Q(R(X, Y>Y’X)
=e ¥g(R(X,Y)Y,X) =e ¥K(X,Y).

No obstante, la hipdtesis de que nuestro difeomorfismo preserva la curvatura seccional
hace que por la igualdad anterior ¢ = 0, y nuestro difeomorfismo se convierte asi en una

isometria.
O



Capitulo 4

Curvatura y métrica

4.1. Dimensiones 1y 2

En dimensién 1, la relacion entre métrica y curvatura estd muy diferenciada, pues
toda variedad de Riemann 1-dimensional es llana. En dimensién 2, la curvatura no aporta
la suficiente informacién para determinar la métrica de manera general (en este caso,
la curvatura es una unica funcién evaluada en la variedad). De hecho, existen ejemplos
explicitos donde variedades con la misma curvatura no son isométricas. Presentamos uno
de ellos a continuacion.

Ejemplo 4.1. [3] Consideramos por un lado la superficie de revolucién en R? resultante de
girar en el eje z° la curva logaritmica, que parametrizamos por (vcos(u),vsin(u),log(v))
(Figura[d.1)). Por otra parte, tomamos el helicoide parametrizado por (tcos(a), vsin(w), @).

Figura 4.1: Curva logaritmica revolucionada

Figura 4.2: Helicoide

Es sencillo comprobar que la primera forma fundamental para la primera superficie es

1
ds® = (v*)du @ du + (1 + ﬁ)dv ® dv,
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mientras que para el helicoide tenemos
ds® = (1+9*)da ® di + dv @ db.
Obteniendo curvaturas de Gauss, respectivamente,
-1
(1+0?)?
- -1
(140
Por lo que la aplicacién que envia coordenada en coordenada verifica que en puntos corres-
pondientes ambas superficies tienen la misma curvatura de Gauss. En las figuras y
curvas del mismo color tienen la misma curvatura.

Lo que veremos ahora es que no puede existir ninguna isometria entre ambas superfi-
cies. De la igualdad entre las curvaturas de Gauss deducimos que necesariamente v = +v
mientras @ es una funcién ¢(u,v) a la que suponemos d,¢ # 0 para que el Jacobiano sea
distinto de cero.

Para que ambas superficies sean isométricas por una aplicacion f, debe verificarse
f*(ds?) = ds?. Sustituyendo en @ y ¥ obtenemos:

432 = (1 + 0*)((Buddu + Bypdv) ® (Dupdu + Dydv)) + dv @ dv.

Igualando con ds?, deducimos que 9,¢ = 0y 1+ (1 +v?)(0y¢)*> = 1+ =5, llegando a una
contradiccion, por lo que estas superficies no pueden ser isométricas.

4.2. Dimensiones superiores

Todo lo hecho hasta ahora culmina en este resultado central, en donde lo tnico que
estamos haciendo es apoyarnos en los resultados del capitulo anterior y esquivar la condicién
de puntos no isotrépicos. Al caso conflictivo 3 dimensional dedicamos el capitulo siguiente.

Teorema 4.2. Si la dimension es mayor o igual que 4 y su curvatura seccional es no cons-
tante, entonces variedades de Riemann isocurvadas con métrica analitica son globalmente
1sométricas.

Observacion 4.3. Como veremos, la analiticidad de la métrica es simplemente una condiciéon
para asegurar la densidad de los puntos no isotrépicos en la variedad. No obstante, si la
curvatura seccional es constante en toda la variedad, el resultado no se verifica. De hecho,
si (M, g) es una variedad de curvatura seccional constante, todo difeomorfismo f : M — M
preserva la curvatura seccional, pero no es necesariamente una isometria.

Basta considerar las variedades (R”, go) y ((—%,5)",7"g0), donde gy denota la métrica
euclidea en R" y i*gy la métrica inducida en (=5,%)" = (=35,5)x .7 x(=5.5), y el
difeomorfismo

n
f : (_ga g) — (Rn>gﬂ)
(z',...,2") = (tan(z'),.. ., tan(z")).
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Ambas variedades tienen curvatura seccional constante nula, por tanto f es un difeomor-

fismo que (trivialmente) preserva la curvatura seccional; no obstante, las variedades no son

globalmente isométricas aunque si lo sean localmente ((R", gg) es geodésicamente completa
m™ T

mientras (—%,%)" no lo es).

Demostracion. En el capitulo anterior hemos visto que todo difeomorfismo que preserve la
curvatura seccional entre variedades de Riemann de dimensién n > 4 es una isometria en
la clausura del conjunto de puntos no isotrépicos. Por tanto, lo inico que resta es probar
que el conjunto de puntos no isotrépicos es denso en M.

Si probamos que la existencia de un punto no isotrépico (condicién que tenemos ase-
gurada por el cardcter no constante de la curvatura seccional) implica la densidad del
conjunto de puntos no isotrépicos, habremos acabado. Supongamos pues que el conjunto
de puntos isotrépicos tiene interior no vacio, entonces por el Teorema de Schur [I] la cur-
vatura seccional seria constante en cada una de las componentes conexas del conjunto de
puntos isotropicos. En particular, lo serfa en un abierto de Gy(T'M), y por tanto todos los
puntos serian isotrépicos por la analiticidad de la métrica. ]

Hasta ahora no hemos puesto ninguna restriccién a la regularidad de la métrica. Si
intentamos relajar la condicién de analiticidad, el Teorema se complica y, en general,
no es cierto. Para estudiar esta situacion, debemos notar que para que los resultados del
Capitulo 3 se verifiquen, la métrica ha de ser, por lo menos, de clase C* (pues al calcular
V R estamos requiriendo tal regularidad).

Atn en el caso en el que la métrica sea de clase C*, tenemos asegurada la isometria
sobre el conjunto de puntos no isotrépicos. Para los puntos isotrépicos, el siguiente resultado
conocido nos asegura una isometria local.

Proposicién 4.4. [J|] Sean (M, g) y (M, §) variedades de Riemann de curvatura seccional
constante c. Entonces para cualesquiera p € M, p € M existen entornos U de p, U de p y
una sometria F - U — U.

Es decir, tanto en el interior del conjunto de puntos isotrépicos como del conjunto de
los no isotrépicos tenemos asegurada la isometria local entre variedades isocurvadas. ; Qué
pasa entonces en la frontera del interior de los puntos isotrépicos? Para extender a una
isometria local en estos puntos, necesitamos anadir otra condicién, como aclara el siguiente
resultado.

Teorema 4.5. Sea f : (M, g) — (M, §) un difeomorfismo que preserva la curvatura sec-
cional entre variedades de Riemann con métricas de clase C*. Si para los puntos de la
frontera del conjunto de puntos isotropicos se verifica que existe un entorno U tal que su
interseccion con dicha frontera es una subvariedad totalmente geodésica, entonces M y M
son localmente isométricas.

Observacion 4.6. Una subvariedad de Riemann (NN, ¢') de (M, g) se dice totalmente geodési-
ca si toda geodésica relativa a g tangente a M en un cierto ¢y, permanece en N para un
intervalo de tiempo t € (tg — €, 1ty + €).
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Demostracion. Sea x € M y U el entorno que nos aseguran las hipotesis del teorema.
Llamamos NN al conjunto de puntos no isotrépicos de U e [ al conjunto de los si isotropicos.
Denotamos f(p) = po, f(N) = Ny, f(I) = Iy. Si nuestra variedad M es de dimensién n, asi
lo serdn N e I, y la frontera de I, 01, tendra dimensién n — 1.

Por hipétesis 01 es totalmente geodésica, por lo que toda geodésica (al menos en un
entorno inicial) que empiece en p permanece en N o bien en I. Suponemos que U =
exp,(B(0,¢€)), donde B(0, €) denota una bola de radio € en 7M. Suponemos también que
la aplicacién exponencial es inyectiva en dicho conjunto (tomando U todo lo pequeno que
sea necesario), y lo mismo para expy, .

Ahora bien, tomamos g € UNJI y llamamos ~ a la tinica geodésica minimizante uniendo
p vy q. Los puntos de dicha geodésica se pueden ver como puntos limite de geodésicas en
N, por lo que f(v) es una geodésica en 0y pues f es una isometria. Por lo que 0l serd
también totalmente geodésica. Por lo que la situacién es ahora [ e I variedades de igual
curvatura constante con I y 0l totalmente geodésicas e isométricas.

Apoyédndonos ahora en la Proposicién [4.4] tenemos asegurados entornos .J de 9I en [
y Jo de Oly en Iy tal que J y Jy son isométricos. Buscamos extender la isometria a un
entorno de p en M, para ello empezamos construyendo la isometria entre J y .Jy, tomamos
Y € T,M de norma tan pequena como sea necesaria, exp,Y € I, tal que si f.Y =Y
entonces exp,, Yy € Iy. Tomamos entonces F(y) = yo = expp, Yo € Io.

Para extender F', tomamos € > 0 suficientemente pequeno para que U = exp,(B(p, €)),
Up = expp,(B(po,€)), U=NUJ, Uy= NoUJyy tal que U, N, J, Uy, Ny, Jy sea convexos
(es decir, para cualesquiera dos puntos dentro de esos conjuntos existe una tinica geodésica
minimizante que los une).

La aplicacion F' = U — Uy definida como F|y = f y en J tal como lo hicimos
antes. De esta manera, tenemos una aplicacion que preserva distancias entre U y U,.
La diferenciabilidad (y por tanto el cardcter isométrico local) viene garantizada por un
resultado de Myers y Steenrod [0, Theorem 1].

]



Capitulo 5
Dimension 3

El caso en el que nuestra variedad (M, g) tiene dimensién 3 es mas complicado. Si bien
el Teorema (3.4] sigue siendo cierto, a priori ninguno de los resultados probados hasta ahora
nos permite asegurar algin tipo de isometria entre variedades isocurvadas. El objetivo de
este capitulo es precisamente el estudio de como la métrica determina la curvatura en el
caso particular de variedades de Riemann 3-dimensionales.

5.1. Variedades isocurvadas no localmente isométri-
cas

Empezamos por la construccién de un contraejemplo dado por Yau en [8] que muestre
que la restriccion para la dimensién en el Teorema [4.2] es la mejor posible.

Por comodidad en los cédlculos, trabajaremos sobre la curvatura seccional asociada al
tensor de Ricci, esto es:

_ p(X,X)
Bolo) ="

donde ahora o es un subespacio de dimensién 1 del tangente (es decir, K, toma valores en
la 1-grassmanniana). El siguiente resultado nos garantiza que podremos trabajar con este
nuevo objeto para nuestro objetivo sin pérdida de generalidad.

Proposicion 5.1. Entre variedades de Riemann de dimension 3, un difeomorfismo pre-
serva la curvatura seccional de Ricci si y solo si preserva la curvatura seccional.

Demostracion. Consideramos {E;} base ortonormal. Llega con ver que en dimensién 3 la
curvatura seccional determina p(E;, E;) para cada i y viceversa, pues K,(E;) = p(E;, E;).
Por un lado, sabemos que

Pis = ZRjiij = ZKjia

luego la curvatura seccional determina el valor de p(E;, E;).
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Por otro lado, recordemos que en dimensién 3 el tensor de Weyl es nulo (Proposi-
cion , por tanto R = P () g, que en nuestro caso:

T T
R=pDg—7909=rDg—5R"

Por tanto,
T o
Kij = Rijji = (0 ® 9)igsi — (5B )i
Pii + Pjj + Prk
= Pjj + Pii — +
1

= 5Pt + Pij = prk),
y de esta manera p(E;, ;) determina completamente la curvatura seccional como queriamos
ver. O]

Veamos pues que en dimension 3 el Teorema [4.2| no es cierto. Para ello, consideramos
la variedad R3 dotada de la métrica

g = edrt @ dat + e da® @ da? + da® ® da?,
donde h y k son funciones diferenciables que dependen tinicamente de la coordenada 3.

Observacion 5.2. Esta variedad es un doble producto deformado de la forma R x.» R x xR
donde estamos considerando R con su métrica usual y funciones de deformacién h(x?), k(z3).

Por otro lado, consideramos la variedad (R3,g), donde § = €*g con ¢ una funcién
diferenciable que también depende tnicamente de 2. De esta manera, la construccién de
nuestro contraejemplo se reduce a probar la existencia de funciones h, k, o verificando:

(a) " #0y @ #0,
(0) f{ﬁ = Ky,
(c) todos los puntos son no isotrépicos respecto a p.

Conseguirfamos asi dos variedades de dimensién 3, isocurvadas (la identidad sirve como
difeomorfismo que preserva la curvatura seccional) y con todos sus puntos no isotrépicos de
forma que no son globalmente isométricas (pues ¢ # 0), contradiciendo asi el Teorema

Para esto, el primer paso serd expresar las condiciones (a), (b) y (¢) de formas més
manejables. A ello dedicamos los siguientes lemas.

Lema 5.3. En las condiciones citadas, para que se verifiquen las condiciones (b) y (c) es
suficiente con que tener (b') y (), siendo:

A= (1—e*)B +ME+h0?)+¢"+ ¢ 20 + k) +¢? =0
(V) A, (1—e*) K" +WE +E*)+¢" + 02K +Rh)+p*=0

Az = (1—e*) (R +h”+ K" +K*) + 20"+ (W + k) =0
() h' # K'en todo punto.
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Demostracion. Empezamos calculando objetos que nos seran ttiles para los cdlculos. De-
notamos Fj; una base ortonormal de R3 respecto la métrica g dada por

E1 = G_haxl E2 = €_kax2 E3 = 8:23

Recordemos que los simbolos de Christoffel respecto d,: estdan determinados por la métrica
de la siguiente manera

1
Ffj = 59“{@1‘%@ + 02i gie — Oyt 9ij }
y en nuestro caso particular tomaran la forma
[ = —eh' T, = -k Tiy=h Th=F (5.1)

y el resto seran cero (salvo simetrias). Conocer los simbolos de Christoffel nos permite
calcular de manera directa las componentes del tensor de curvatura, pues

ort,  ort "
l k ik l l
Rip! = 25 — o84+ 3 (DL, — DRI, ).

p=1
Por tanto, en nuestro ejemplo,
R1221 — _h/kIGQk R2112 — _h/k/€2h
R1331 — _p" — h/2 R3113 — _€2h(h/2 + h”)
R2332 _ —k'// . k,l2 R3223 _ —€2k(k/2 + k,//)

y el resto serdn cero (salvo simetrias). También podemos deducir a partir de estas las
componentes del tensor de Ricci

,0<E1, El) = —(h/// + h/k/ + h/2)
p(Ey, Ey) = — (K" + WE + k?) (5.2)
p(Eg,Eg) — _(h/l + h12 + k” + le)

donde el resto son cero. Ademas, el gradiente y el hessiano de ¢ toman la siguiente forma

Vgo =¢'E,
H,(E,E) =Wy (5.3)
(EQa 2) = k/ !
(E37E3)

Teniendo en cuenta las igualdades que involucran al tensor de Ricci (2.2]) v [3.5] obte-
nemos que (b) es equivalente a la siguiente ecuacion:

(1—e*)p(Y, Z) = Hy(Y, Z) — (Y¢)(Zp)
+ Apg(Y, Z) + |Vl l?g(Y, Z),
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y sustituyendo ahora en (5.2)) y (5.3]), obtenemos las 3 ecuaciones siguientes:

(1—€2¢)(h”+h/k/+h,2)—F(p”—i—(p/(Qh/—Fk/)+90,2:O
(1—€2<p)(k’”+h/kj+k/2)+90”+S0/(2]€/+h,)+(10/2:O
(1 _624p)(h//+h/2 +k//+k/2> +2§0”+g0/<h/+k,) — 0

como buscdbamos.

Para probar (¢/) = (c), supongamos que existe p € R3 no isotrépico respecto a p,
entonces (K,(X)), es constante para todo campo de vectores X, y asi de las dos primeras
ecuaciones anteriores deducimos h' = k. ]

Lema 5.4. En las condiciones que venimos trabajando, la condicion (') es equivalente a
la siguiente desigualdad:

" 2\ 2 2 "
3 2
(90 Lk ) T s Y (5.4)

7 (T—e%)

Demostracion. Usando la Proposicion obtenemos P = e¥p — 2(7;—1)62@9 = e?**P y por
tanto
C(X,Y.Z) = (VxP)(Y,2) - (Vy P)(X, Z)
= *{2X,P(Y,Z) +VxP(Y,Z) - 2Y,P(X,Z) — VyP(X, Z)}.
Recordando ahora la féormula obtenida para el cambio conforme de la transformacion de
Levi-Civita en el Lema [2.2] y operando llegamos a
e2C(X,Y, Z) - C(X,Y, Z) =

X, P(Y,Z)=Y,P(X,Z) + g(X, Z)P(Y,Vy) — g(Y, Z)P(X, V). (5:5)

Contrayendo ahora en la primera y tltima componente, usando la Proposicion obte-
nemos

0= Z(E%P)P(Y, E;) = YoP(E;, E;) + g(Ei, E;)P(Y, V) — g(Y, E;) P(Ei, V)

=P(Y,Vp)-Yop +nP(Y,Vy) — P(Y,Vy)

-
2(n—1)
para {E;} base ortonormal. Por tanto

P(Y, V) — ngm = 0. (5.6)

Ahora bien, dado que

—pP-—— g (5.7)
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deducimos que p(Y, V) = 0 para cualquier campo de vectores Y.
Gracias a la igualdad ([2.4]), en nuestro caso particular 3-dimensional obtenemos
Ap Vel
R —g'

EZﬁ—Hw—ngD@ng-i-Tg 3

Si despejamos el operador Hessiano, obtenemos

. A Vo2
Hy = (1—62¢)p+d¢®d¢+7¢g—%g,
que evaluando en (Vip, Vo) teniendo en cuenta (5.3) y p(Ve, Vi) = 0, se convierte en la

siguiente igualdad:

h/ /+ k/ / + " 12
QOIQQO// — 90I4 4 v 390 v 90/2 _ %()OQ.
Operando conseguimos la relacion

2(§0” + 80/2) — g0/<h/ 4 kl) (58)

Por otro lado, podemos reescribir el sistema del Lema de la siguiente manera equi-
valente:

%1 (1 —€2¢)h/k/+g0,(h/+k‘/)+g0/2 =0
B,y (1= K"+ + "+ o'k =0 (5.9)
%3 = (1 o ngo)(h//+ hlz) +(P” +90/h/ — 0’

donde simplemente B, = A, +2, —2A, B, = —A, +2, +2, y B, = A, —A, +2, y dividimos
por 2. Despejando Ak’ en la primera igualdad y gracias a la relacién (5.8]) llegamos a que

2@// + 390/2

WK = .
(1 — e2¢)

(5.10)

Vamos a probar entonces que h’' # k' es equivalente a
(,0” + 90/2 2 390/2 + 2<,0”
( ¥ ) (1—e*)

Suponemos primero que b’ = £/, entonces el resultado se deduce directamente de (/5.8]).
Reciprocamente, supongamos que no se tiene la desigualdad que queremos probar,

entonces por (5.10) tenemos que

2
S0// + S0/2

£0

pero entonces (usando de nuevo (|5.8))),
(h/ . k/)Q — O,
de donde deducimos b’ = k' O
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Hemos reducido el problema a probar la existencia de funciones ¢, h y k verificando

las condiciones (a), (5.4)) y (5.9). Vamos a construirlas.
Si sumamos ahora las dos primeras ecuaciones del Lema [5.3| obtenemos

(1 _ eZga)((h// + k”) + (h/ + k/)2) + 290// 4 3(,0/(h/ + kl> + 2@’2 — O,
y si sustituimos con ayuda de (5.8) (de donde deducimos también h”+k" = 2—‘% — 2—%2—1-%0” )
llegamos a la siguiente ecuacién diferencial en ¢:

2(1 — e2%)

(10/2

4l4+4 ", 12
@W%¢W+Ww—WM¢W+ﬁ%:%ﬁ)ﬂy (5.11)

Por la teoria de ecuaciones diferenciales, existe localmente una solucién ¢ para la anterior
ecuacién verificando 0 < ¢ <1, o' #0y

" 2\ 2 2 "
3 2
((p + ¢ ) 2" (5.12)

¥ (1—e?)

Teniendo ya ¢, sea ¢ = k' solucién de la ecuacion diferencial que se obtiene de 9B, en (5.9)):
(1= e*)(¢' + %) +¢" + 6 =0,

satisfaciendo la condicién inicial (que resulta de sustituir A’ en 98, usando (/5.8])):

g 2R o B2
@' 1—e2
Resolviendo la anterior ecuacién en ¢, obtenemos la condicién <%ﬁ”/2> 32’1/222;’3" > 0,

por lo que la ecuacién diferencial tiene solucién. A’ queda también totalmente determinada:

2 " 12
¥

Lo tnico que falta es probar que estas funciones asi construidas verifican las condiciones
(), B-9) v B9

La condicién (a) siempre se va a cumplir localmente, pues nos hemos restringido a un
entorno donde 0 < p < 1y ¢ # 0.

La condicién se cumple también por la condicion impuesta a ¢.

Ahora, usando que B, se cumple directamente por nuestra eleccion de k', se tiene
también B, = B, = 0 sin mas que operar sobre B, y B, utilizando y (5.15).
Por tanto, se verifican las ecuaciones , de donde se sigue la existencia de variedades
isocurvadas en dimensién tres que no son localmente isométricas.
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5.2. Curvatura y métrica en dimensién 3

. Qué podemos decir entonces sobre la relacién entre curvatura y métrica en dimensiéon
37 Si bien no vamos a tener un resultado tan potente como en dimensiones superiores,
podemos anadir condiciones bajo las que si es posible garantizar que el cardcter isocurvado
garantiza el caracter isométrico.

El primer paso sera caracterizar estas isometrias entre variedades isocurvadas de dimen-
sion 3 mediante la constante que define el siguiente resultado. Recordemos que denotamos
por p el tensor de Ricci sin traza, esto es, p = p — Tg; y escribimos Ric para su ten-
sor (1,1) asociado. Presentamos los siguientes lemas previos, de los que omitiremos sus
demostraciones y proponemos como referencia el articulo de Nasu [7].

Lema 5.5. [7] Sean (M, g) y (M, §) variedades de Riemann isocurvadas relacionadas por
un cambio conforme f*§ = e?¢q, las funciones asociadas ¢ y f cumplen:

1. Las curvas integrales del campo V. son segmentos de geodésicas en un entorno de
un punto p € M wverificando (V), # 0,

2. d(|[Vell?) = 2{Ap + (n — [ Ve|*}de.

Lema 5.6. [7] Sean (M, g) y (M, §) variedades de Riemann isocurvadas relacionadas por
un cambio conforme f*G = €*¢g. Ewisten funciones diferenciables p y v en M' = {p €

M/(dy), # 0} tal que
1. d1 = pdey,
2. dp = pdy.
La funcion p esta dada de forma explicita por

2n(e* — 1) ° °
= ——————tr (Ric o Ric). 5.13
P Tl e o

Lema 5.7. [7] En las hipdtesis del lema anterior, se tiene en M’
2, 4 2 2
VIVl + 5pVe+ 2ol Vel” = 0.

Lema 5.8. [7] Sean (M, g) y (M, §) variedades isocurvadas relacionadas por un cambio
conforme f*g = e*%g sobre la clausura de puntos no isotrépicos, que suponemos igqual a
M. Entonces la funcion

F = (7% —1)||Vg|tr,(Ric o Ric). (5.14)

es constante en todo M.
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Demostracién. Suponemos que M’ # (), pues en caso contrario el resultado se cumple
trivialmente. Si despejamos trg(Roic o Roic) usando (5.13)), reescribimos F' de la siguiente
manera:
plIVell*

Ge2e

Aplicando ahora la diferencial a la anterior expresién valiéndonos del Lema conse-
guimos:

F=—

) 4 2
—6dF = e *||[Vo|* (|| Vel* + PR+ §p||V90||2)ds0,

y por el Lema[5.7] deducimos que dF = 0 en los puntos de M’. Por tanto, F es constante en
cada componente conexa de M’ luego si M = M’ el resultado esta probado. Si M # M’,
entonces F' = 0 por la expresion (|5.14]). O]

Por tanto, para aquellos difeomorfismos f : M — M que preserven la curvatura seccio-
nal definimos la constante dada por el Lema anterior ¢; = (e72# — 1)||V||*¢r,(Ric o Ric).

Teorema 5.9. Sea f : M — M un difeomorfismo que preserva la curvatura seccional entre
dos variedades de Riemann de dimension n = 3 y supongamos que el conjunto de puntos
no isotropicos es denso en M. Entonces, f es una isometria si y solo si cy = 0.

Demostracién. Si f es una isometria, entonces necesariamente ¢ = 0, por lo que e 2% = 1
y por tanto ¢y = 0 como querfamos.

Reciprocamente, si e72? = 1, f es trivialmente una isometria. Si V¢ = 0, entonces ¢
serfa una funcién constante, y por tanto por el Lema 3| R = R. Pero dado que K = e*°K,
necesariamente ¢ = 0 luego f es una isometria.

Como por hipétesis ¢y = (e72¢ — 1)]\V@\]2trg(ﬁic o Ric) = 0, necesariamente trg(Roic o
Rlc) = 0, y dado que Ric es autoadjunto (por la simetria del tensor de Ricci), trg(ROic o
Ric) = try(Ric o Ric*) = ((Ric, Ric)) = 0, luego p = Tg.

Dado que el tensor de Weyl en dimension 3 es idénticamente nulo, obtenemos la siguiente
descomposicién del tensor de curvatura:

R=W+P@®g=P@g=—r7 ! — <p—ﬁg) Dy
- (Tg—ﬁg)@g
- (s~ ) 10
:<m)RO.

Luego la curvatura seccional seria constante en dicho entorno abierto, lo que contradice
la hipétesis de que el conjunto de puntos no isotrépicos es denso en M. O
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El Teorema anterior es de gran utilidad, pues nos permite deducir resultados en dimen-
sion 3 para las que variedades isocurvadas sean globalmente isométricas, como presentamos
a continuacion.

Corolario 5.10. En las hipotesis del Teorema st (M, g) es localmente conformemente
llana entonces f es una isometria.

Demostracion. Como vimos en la demostracién del Lemal5.4, p(Y, V) = 0 para cualquier
campo de vectores Y.

Por otro lado, teniendo en cuenta (5.6) y (5.7)) la ecuacién (5.5) se convierte en

5(Y, 2) p(X, 2)

Xp)————= = (Yo)————= =10

(Xo)~ —5 — (Yo)= —
debido a que el tensor de Weyl se anula en el caso localmente conformemente llano. Po-
niendo Y = Ve y usando que p(Vy) = 0, obtenemos ||[Vy||? = 0, por lo que ¢y =0y f
seria asi una isometria. O]

Corolario 5.11. Bajo las hipdtesis del Teorema[5.9, si M es compacta entonces f es una
1sometria.

Demostracion. La funcién asociada al cambio conforme ¢ : M — R es ahora una funcion
continua definida en un compacto, luego alcanza un punto critico en M, por lo que en
dicho punto Vi = 0, luego ¢y = 0 y por el Teorema f es una isometria. O

Como vemos, aunque en dimensiéon 3 la curvatura seccional no aporte la suficiente in-
formacién para tener resultados tan potentes como en dimensiones superiores, si anadimos
ciertas hipdtesis atin podemos hacer un buen estudio de la métrica a partir de la curva-
tura. En este utimo resultado que viene, se pone de manifiesto que la completitud de una
variedad de Riemann también juega un papel importante en el caracter isométrico.

Teorema 5.12. Bajo las hipdtesis del Teoremal[5.9, supongamos que g, g son dos métricas
completas. Si f es un difeomorfismo sobreyectivo y T no se anula, entonces f es una
1sometria.

Demostracion. Supongamos que f no es una isometria. Como 7 # 0 y M es conexo, 7 > 0
o7 <0,y asf o bien (1 —e?*?)7 0 bien (1 — e *?)7 toma valores positivos.

[ es sobreyectiva y se cumple @1 = —p o f~1 (pues si R= e?#’ R, entonces R = e 2R
y (f71)*(e72#7) = e2¢r°/ "), Tenemos por tanto:

S = €2¢f’1)7~') =(1- ezgz’f*l)% of =(1- 6—2<pf)7_.

Por tanto, podemos asumir que (1 — e*?)7 > 0, en caso contrario basta tomar f*. El flujo
de Vi, ¢,(t), verificando ¢,(0) = p es una geodésica (apartado del Lema anterior).
Asumiremos ¢,(t) parametrizada por longitud de arco. De este modo, por el apartado
del Lema anterior, obtenemos

Vel _ 2

2Vl R = SIVel(Ag + 20 Vil
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Por otro lado usando el Lema [2.5 conseguimos
(1 —e*)r =400 + 2| Vo>

Despejando Ay de ambas ecuaciones llegamos a

IVel?  (A—e*)r 1 2
= =V 5.15
ks T vl (5.15)

a lo largo de ¢,(1).

Por comodidad llamaremos z(t) = ||V||(t). Consideramos pues la ecuacién diferencial
auxiliar p .

T
con solucién z(t) = 7% con ¢ € R. Si pedimos la condicién inicial x(0) = || V]|, entonces
_ -2

) = TR

Ahora bien, la solucién de la ecuacién diferencial es siempre mayor que la solucién
de en el intervalo [0, 2||Vpl|/!) pues (1 — e**)7 es siempre mayor que 0, por lo que
necesariamente la solucion de ha de llegar a una singularidad en un tiempo finito.
Esto es imposible teniendo en cuenta que ¢,(t) debe extenderse indefinidamente por ser
geodésica y la métrica g ser completa. [
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