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Resumen

Kulkarni mostró que un difeomorfismo entre dos variedades Riemannianas que preser-
va la curvatura seccional es necesariamente una transformación conforme en el conjunto
de puntos donde dicha curvatura seccional no es constante. El análisis de los fundamen-
tos de la geometŕıa conforme permite concluir que, si la dimensión es mayor que tres,
dicha transformación conforme ha de ser una homotecia. La situación en dimensión tres
es esencialmente diferente y Yau construyó ejemplos de variedades isocurvadas que no son
homotéticas. En este trabajo se aborda el estudio de los resultados anteriores, con especial
dedicación a los aspectos conformes.

Abstract

Kulkarni proved that a curvature-preserving diffeomorphism between Riemannian ma-
nifolds is a conformal transformation in the closure of the set of points where the sectional
curvature is not constant. The analysis of conformal geometry conclude that such a con-
formal transformation needs to be an homothety if the dimension is greater than three.
The three dimensional case is quite different and Yau constructed examples of isocurved
manifolds which are not homothetics. This thesis approaches the study of this results, with
emphasis in the conformal geometry.

5





Introducción

Corŕıa el año 1827 cuando Gauss consigue demostrar su famoso Teorema Egregium,
uno de los resultados más importantes en la geometŕıa Riemanniana, que nos asegura que
la curvatura es un invariante de la métrica. En otras palabras, la curvatura de Gauss es
intŕınseca a la superficie. Esto no es poco, pues hasta entonces otras herramientas para
la medida de la curvatura no gozaban de esta propiedad (como la curvatura media en
superficies, o la curvatura y torsión de curvas diferenciables). Ya en la segunda mitad
del siglo XIX, Riemann generalizó la idea de superficie y curvatura de Gauss (lo que
posteriormente recibiŕıa el nombre de variedad y tensor curvatura de Riemann) de forma
que ésta aún permanece invariante por isometŕıas.

Dado este paso, matemáticos de principio del siglo XX comenzaron a preguntarse si
se pod́ıa recorrer el camino inverso, es decir, en qué sentido la curvatura determinaŕıa la
métrica. En esta dirección se obtuvieron resultados de carácter local, como el conocido
Teorema de Cartan, que impońıan hipótesis nada triviales sobre la curvatura.

En esta memoria se ha realizado un estudio de la métrica y curvatura de variedades de
Riemann en ese sentido, buscando un resultado más general y de carácter global. Como
punto de partida situamos el trabajo de Kulkarni [2], en donde consiguió demostrar que
variedades isocurvadas (aquellas entre las que existe un difeomorfismo que preserva la
curvatura seccional) de dimensión mayor que 3 son globalmente isométricas en los puntos
en los que dicha curvatura no es constante (puntos isotrópicos).

El trabajo de Kulkarni deja cerrado el problema para dimensiones superiores a 3. En
dimensión 1 queda clara la desconexión entre métrica y curvatura: toda 1-variedad de Rie-
mann es llana, es decir, su tensor de curvatura es nulo. Para dimensión 2, existen ejemplos
expĺıcitos de superficies con misma curvatura no isométricas. El caso 3-dimensional se con-
vierte en el más conflictivo, aún abierto; pues si bien Yau demostró que el resultado de
Kulkarni no aplica en dimensión igual a 3, bajo ciertas hipótesis el teorema śı es cierto. De
un modo más preciso, la memoria se estructura como sigue.

En el Capitulo 1 se establece la notación que se usará en lo que sigue del trabajo y
se introducen los diferentes objetos de la geometŕıa de Riemann que se usarán: tensor
de curvatura, tensor de Ricci, curvatura escalar, etc. Se definen también el producto de
Kulkarni-Nomizu, el tensor de Schouten y tensor de Weyl, herramientas básicas en nuestro
estudio, aśı como los principales operadores diferenciables de utilidad.

En el Caṕıtulo 2 comenzamos estudiando las transformaciones conformes que sufren
estos objetos, haciendo especial énfasis en los tensores que permanecen invariantes por estos

7



8 Introducción

cambios (tensor de Weyl y Cotton). Acabamos introduciendo las variedades localmente
conformemente llanas y probando como éstas quedan completamente caracterizadas por
los tensores de Weyl y Cotton.

El Caṕıtulo 3 se centra en los difeomorfismos entre variedades de Riemann que preser-
van la curvatura seccional, y se llega a probar uno de los principales resultados del trabajo:
variedades isocurvadas son conformes en la clausura de puntos no isotrópicos. De este resul-
tado nos valdremos para deducir la isometŕıa global en variedades isocurvadas localmente
conformemente llanas; para el resto de variedades obtenemos un resultado similar al que
necesitamos añadirle la condición extra de que los puntos isotrópicos sean densos.

Con todas estas herramientas, el Caṕıtulo 4 está enteramente dedicado a la relación
entre métrica y curvatura, donde se prueba que variedades isocurvadas de dimensión mayor
que 3 con métrica anaĺıtica y curvatura seccional no constante son globalmente isométricas.
Además, se hace un pequeño estudio relajando la condición de analiticidad sobre la métri-
ca. Respecto a las variedades 2-dimensionales, se demuestra que la curvatura no aporta
suficiente información sobre la métrica en superficies, pues basta considerar el helicoide y
la superficie de revolución de la curva logaŕıtmica para obtener un ejemplo de variedades
con misma curvatura no isométricas.

En el Caṕıtulo 5 analizamos el caso más conflictivo, las variedades 3-dimensionales. La
primera parte del caṕıtulo se dedica a la construcción de un contraejemplo que ponga de
manifiesto que el resultado de Kulkarni no se verifica de manera general para dimensión 3.
En la segunda parte, buscamos hipótesis extra sobre las que si tenemos la isometŕıa global
para variedades isocurvadas, como son la compacidad, el carácter localmente conforme-
mente llano o la completitud métrica.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo introduciremos notación y conceptos necesarios para el desarrollo del
trabajo. Se omite alguna prueba y en su lugar se aporta referencia bibliográfica para su
consulta (ver, por ejemplo, [4]).

1.1. Elementos básicos de la geometŕıa Riemanniana

Una variedad de Riemann es una variedad diferenciable M de dimensión n dotada
de una métrica, esto es, un tensor tipo (0, 2) simétrico y definido positivo. Con TpM nos
referiremos al espacio tangente a M en el punto p ∈M y reservamos las letras X, Y, Z, T, V
para campos de vectores diferenciables sobre M (es decir, elementos de X(M)) a menos
que se indique expresamente otro uso.

Dada (M, g) una variedad de Riemann, existe una única conexión ∇ simétrica que hace
paralela a la métrica, es decir,

(i) ∇XY −∇YX = [X, Y ]

(ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

a la que nos referiremos como conexión de Levi-Civita ([·, ·] denota el corchete de Lie, que
recordamos que actúa sobre campos de vectores como [X, Y ] = XY −Y X). Dicha conexión
viene dada por la conocida fórmula de Koszul:

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )
+g([Z,X], Y ) + g([Z, Y ], X) + g([X, Y ], Z).

Los coeficientes de la conexión de Levi-Civita en una carta local (U , (x1, . . . , xn)) se deno-
minan śımbolos de Christoffel, que escribimos Γkij, es decir,

∇∂i∂j = Γkij∂k.

Estos están determinados a su vez en términos de la métrica, como presentamos a conti-
nuación:

Γkij =
1

2
gk`{∂igj` + ∂jgi` − ∂`gij}.

9



10 1 Preliminares

Curvatura

A la aplicación R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M) definida por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

que define un campo de tensores de tipo (1, 3), la llamaremos endomorfismo curvatura
de Riemann. Su expresión en coordenadas puede darse en términos de los śımbolos de
Christoffel del siguiente modo:

Rijk
l = ∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik +

n∑
p=1

(
ΓpjkΓ

l
ip − ΓpikΓ

l
jp

)
.

En ocasiones, será conveniente usar el tensor de tipo (0, 4) asociado,

R(X, Y, Z, T ) = g(R(X, Y )Z, T ),

al que nos referiremos por tensor curvatura de Riemann.
Debido a que no siempre es fácil trabajar con tensores de tipo (0, 4), es conveniente

construir tensores más simples que guarden parte de la información que nos aporta el tensor
de curvatura. Para ello construimos el tensor de Ricci, que denotaremos por ρ, como el
tensor de tipo (0, 2) resultante de contraer el endomorfismo de curvatura R en el primer y
último ı́ndice, es decir,

ρ(X, Y ) = (C1
4R)(X, Y ),

que podemos expresar en coordenadas como ρjk = Rijk
i. Al tensor de tipo (1, 1) asociado,

Ric, determinado por g(Ric(X), Y ) = ρ(X, Y ), nos referiremos como operador de Ricci. La
curvatura escalar, τ , es la función definida como la traza del operador de Ricci:

τ = trgRic,

es decir, τ = ρjj = Rij
ji. Otro tensor de utilidad es el llamado tensor de Ricci sin traza,

que denotaremos por ρ̊ y que resulta

ρ̊ = ρ− τ

n
g,

y escribiremos R̊ic para su operador de tipo (1, 1) asociado.
Dado Π un subespacio 2-dimensional de TpM y {X, Y } una base de Π, definimos la

curvatura seccional K correspondiente al plano Π en el punto p ∈M como

K(X, Y ) =
R(X, Y, Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
.

Se puede comprobar que la definición de la curvatura seccional no depende de la base
elegida, además, de la anterior expresión deducimos que la curvatura seccional es constante
K = c en un punto p ∈ M si y solo si el tensor curvatura de Riemann en dicho punto es
de la forma Rp = cR0

p, donde R0
p(X, Y, Z, T ) = gp(X,T )gp(Y, Z)− gp(X,Z)gp(Y, T ).
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1.2. Estructura algebraica de la curvatura

El tensor de curvatura nace motivado por su aplicación geométrica, no obstante, goza
de ciertas propiedades de carácter puramente algebraico. A este estudio dedicamos esta
sección, aśı como a las aplicaciones a la geometŕıa Riemanniana que de él se deducen.

Se puede ver que el tensor curvatura de Riemann posee las siguientes propiedades de
simetŕıa:

1. R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T )

2. R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z)

3. R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = 0

4. R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y ).

Dado V un espacio vectorial arbitrario dotado de un producto escalar 〈·, ·〉, llamamos
tensor curvatura algebraico a cualquier tensor A de tipo (0, 4) sobre V verificando las
anteriores propiedades y denotamos porR(V ∗) al espacio vectorial de los tensores curvatura
algebraicos sobre V . Los conceptos de curvatura seccional algebraica KA, tensor y operador
de Ricci algebraicos (ρA y RicA), curvatura escalar τA y tensor y operador de Ricci sin traza
(ρ̊A y R̊icA) se definen de manera análoga al caso riemanniano.

Además, el tensor curvatura construido a partir de la conexión de Levi-Civita verifica
también otra propiedad. A saber, la llamada identidad diferencial de Bianchi :

∇TR(X, Y, Z, V ) +∇ZR(X, Y, V, T ) +∇VR(X, Y, T, Z) = 0, (1.1)

que podemos escribir en coordenadas como Rijk`;m + Rij`m;k + Rijmk;` = 0. Como conse-
cuencia de la anterior propiedad y las identidades algebraicas, se obtienen las conocidas
como identidades contráıdas de Bianchi,

(C1
5∇R)(Y, Z, T ) = ∇Tρ(Z, Y )−∇Zρ(X,T ), (1.2)

(C1
3ρ)(X) =

1

2
Xτ, (1.3)

que en coordenadas se expresan, respectivamente,

Rijk`;
i = ρ`k;l − ρj`;k

ρi`;
i =

1

2
τ;`.

Observación 1.1. Sea K un campo de tensores de tipo (r, s) y un entorno coordenado
(U , (x1, . . . , xn)) donde el campo de tensores se expresa como

K = Ki1,...,irj1,...,js
∂xi1 ⊗ . . . ∂xir ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs .
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La notación Ki1,...,irj1,...,js;`
expresa las componentes del campo de tensores derivada covariante

de K respecto a la conexión de Levi-Civita, es decir, el tensor (r, s+ 1) de componentes

Ki1,...,irj1,...,js;`
= (∇∂

x`
K)(∂xi1 , . . . , ∂xir , dx

j1 , . . . , dxjs).

A lo largo del trabajo, cuando se escriba Ki1,...,ir;`j1,...,js
denotará simplemente el tensor que

resulta de subir ı́ndices al anterior en la componente ∂x` . Siguiendo este criterio, el orden
de los ı́ndices será primero el del propio tensor y después el ı́ndice de derivación.

Lo que haremos ahora será construir un operador que transforme elementos de Σ2(V ∗)
(el espacio de los tensores simétricos de tipo (0, 2)) en tensores curvatura algebraicos. El fin
de construir un tal operador será obtener nuevas herramientas en el estudio de la métrica
y curvatura.

Definición 1.2. Sea V un espacio vectorial y h,q ∈ Σ2(V ∗). Definimos el tensor tipo (0, 4)
h©∧ q, llamado producto de Kulkarni-Nomizu de h y q, como

h©∧ q(X, Y, Z, T ) =h(X,T )q(Y, Z) + h(Y, Z)q(X,T )

−h(X,Z)q(Y, T )− h(Y, T )q(X,Z),

cuya expresión en coordenadas es la siguiente:

(h©∧ q)ijk` = hi`qjk + hjkqi` − hikqj` − hj`qik.

De la propia definición se deduce la conmutatividad del producto y la ratificación
de las propiedades del tensor curvatura algebraico. Además, cabe señalar que cualquier
métrica o producto escalar es un tensor simétrico de tipo (0, 2), por lo que podemos realizar
su producto de Kulkarni-Nomizu, obteniendo 〈·, ·〉 ©∧ 〈·, ·〉 = 2R0; además su tensor de
Ricci tomará la forma ρ〈·,·〉©∧ 〈·,·〉 = 2(n − 1)〈·, ·〉. El siguiente Lema nos muestra otras dos
propiedades de utilidad.

Lema 1.3. Sea V un espacio vectorial con dimV = n dotado de un producto escalar 〈·, ·〉.
Sea h un tensor simétrico tipo (0, 2) en V , S un tensor curvatura algebraico en V , ρ su
tensor de Ricci y tr〈·,·〉 la traza de un operador respecto al producto escalar. Se tiene:

1. ρh©∧〈·,·〉 = (n− 2)h+ (tr〈·,·〉h)〈·, ·〉,

2. 〈〈S, h©∧ 〈·, ·〉〉〉 = 4〈〈ρS, h〉〉.

Demostración. Para el apartado 1, necesitamos convertir el producto de Kulkarni-Nomizu
en un tensor tipo (1, 3) para poder calcular el tensor de Ricci asociado. Para ello subimos
ı́ndices en la última componente y desarrollando en un sistema local ortonormal de coor-
denadas obtenemos

(h©∧ 〈·, ·〉)ij`k = 〈·, ·〉km(h©∧ 〈·, ·〉)ij`m
= 〈·, ·〉km(him〈·, ·〉j` + hj`〈·, ·〉im − hi`〈·, ·〉jm − hjm〈·, ·〉i`),
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contrayendo ahora en el primer y último ı́ndice

ρh©∧〈·,·〉j` = (h©∧ 〈·, ·〉)ij`i = 〈·, ·〉im(h©∧ 〈·, ·〉)ij`m
= 〈·, ·〉im(him〈·, ·〉j` + hj`〈·, ·〉im − hi`〈·, ·〉jm − hjm〈·, ·〉i`)
= hi

i〈·, ·〉j` + hj`〈·, ·〉im〈·, ·〉im − hj` − hj`
= hi

i〈·, ·〉j` + (n− 2)hj`

que es la expresión en coordenadas de 1.
En el apartado 2, 〈〈·, ·〉〉 denota la extensión del producto escalar sobre tensores, dada

por 〈〈S, h©∧ 〈·, ·〉〉〉 = Sij`k(h©∧ 〈·, ·〉)ij`k. Si tomamos la expresión del lado izquierdo de la
igualdad en un sistema de coordenadas ortonormal, entonces

(h©∧ 〈·, ·〉)ij`k = (h©∧ 〈·, ·〉)mnrs〈·, ·〉mi〈·, ·〉nj〈·, ·〉r`〈·, ·〉sk

= (h©∧ 〈·, ·〉)mnrsδimδjnδ`rδks = (h©∧ 〈·, ·〉)ij`k.

Y por tanto 〈〈S, h©∧ 〈·, ·〉〉〉 =
∑n

i,j,l,k=1 Sij`k(h©∧ 〈·, ·〉)ij`k, que desarrollando en el producto
de Kulkarni-Nomizu se transforma en

Sij`k(h©∧ 〈·, ·〉)ij`k = Sij`khik〈·, ·〉j` + Sij`khj`〈·, ·〉ik
− Sij`khi`〈·, ·〉jk − Sij`khjk〈·, ·〉i`.

Teniendo en cuenta las simetŕıas del tensor curvatura algebraico, podemos reescribir

Sij`k(h©∧ 〈·, ·〉)ij`k = S`kijhik〈·, ·〉jl + Sij`khj`〈·, ·〉ik
+ Sji`khi`〈·, ·〉jk + Sijk`hjk〈·, ·〉i`
= S`kijhikδ

`
j + Sij`khj`δ

k
i

+ Sji`khi`δ
k
j + Sijk`hjkδ

`
i .

De esta manera llegamos a que 〈〈S, h©∧ 〈·, ·〉〉〉 = Sjkijhki + Sij`ihj` + Sji`jhi` + Sijkihjk =
4Sijkihjk, como estábamos buscando.

Nuestro objetivo ahora es, valiéndonos de las propiedades algebraicas del tensor de cur-
vatura, introducir el tensor de Weyl sobre variedades de Riemann. Para ello, mostramos
primero unos resultados preliminares y llegaremos a probar que en dimensión 3 el tensor de
Weyl es idénticamente nulo. Veremos en caṕıtulos posteriores todo el partido que le pode-
mos sacar a este tensor, como por ejemplo su invariancia por transformaciones conformes,
propiedad clave en la demostración del resultado central del trabajo.

Lema 1.4. [4] Sea V un espacio vectorial de dimensión n, entonces

dimR(V ∗) =
n2(n2 − 1)

12
.



14 1 Preliminares

Proposición 1.5. Sea V un espacio vectorial de dimensión n ≥ 3 dotado de un producto
escalar 〈·, ·〉. La aplicación G : Σ2(V ∗)→ R(V ∗) definida por

G(h) =
1

n− 2

(
h−

tr〈·,·〉(h)

2(n− 1)
〈·, ·〉

)
©∧ 〈·, ·〉

es inversa por la derecha del tensor de Ricci ρ y su imagen es el complemento ortogonal
del núcleo de ρ en R(V ∗).

Demostración. Si calculamos el tensor de Ricci asociado al tensor curvatura algebraico
G(h), se tiene

ρG(h) =
1

n− 2
ρh©∧〈·,·〉 −

tr〈·,·〉(h)

2(n− 1)(n− 2)
ρ〈·,·〉©∧ 〈·,·〉,

y si usamos el Lema 1.3 y que ρ〈·,·〉©∧ 〈·,·〉 = 2(n−1)〈·, ·〉 tenemos que efectivamente ρG = Id,
por tanto G es inyectiva y ρ sobreyectivo, aśı

dimKer(ρ)⊥ = codimKer(ρ) = dimR(V ∗)− dimKer(ρ)

= dimΣ2(V ∗) = dimIm(G).

Además Ker(ρ) ⊂ Im(G)⊥ pues si T ∈ Ker(ρ), por el Lema 1.3 〈〈T,G(h)〉〉 = 0, y por
tener igual dimensión Ker(ρ)) = Im(G)⊥, de donde deducimos el resultado.

Corolario 1.6. Sea V un espacio vectorial de dimensión 3. Entonces G : Σ2(V ∗)→ R(V ∗)
es un isomorfismo.

Demostración. G es inyectiva por la Proposición 1.5 y dimR(V ∗) = 6 por el Lema 1.4.
Además dimΣ2(V ∗) = 6 también (combinaciones con repetición de 3 elementos tomados
de 2 en 2), luego G es un isomorfismo.

Definimos ahora el llamado tensor de Schouten sobre una variedad de Riemann (M, g),
un tensor simétrico de tipo (0, 2) dado por

P =
1

n− 2

(
ρ− τ

2(n− 1)
g

)
.

El tensor de Weyl es entonces el tensor tipo (0, 4) que resulta

W = R− P ©∧ g.

Notar que apoyándonos en la Proposición 1.5, W = R −G(ρ). A partir de esto la demos-
tración del siguiente resultado es directa.

Proposición 1.7. Para toda variedad de Riemann (M, g) de dimensión n ≥ 3, el tensor de
Ricci asociado al tensor de Weyl es cero y R = W +P ©∧ g es la descomposición ortogonal
de R correspondiente a R(V ∗) = Ker(ρ)⊕Ker(ρ)⊥.

Corolario 1.8. En toda variedad de Riemann (M, g) de dimensión 3, el tensor de Weyl
es cero.

Demostración. Por el Corolario 1.6 sabemos que G es un isomorfismo en dimensión 3. Dado
que ρG = Id por la Proposición 1.5, deducimos que ρ es también un isomorfismo. Como
ρ(W ) = 0 por la Proposición 1.7, necesariamente W = 0.
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1.3. Operadores diferenciales

En esta sección introducimos los principales operadores diferenciales sobre funciones
definidas en variedades de Riemann que estaremos usando a lo largo del trabajo. En to-
do momento consideramos (M, g) una variedad de Riemann y f : M → R una función
diferenciable.

Gradiente

Definimos el gradiente de f como el campo de vectores que resulta de subir ı́ndices al
covector df . Lo denotamos como ∇f y está caracterizado como el único campo de vectores
que para X ∈ X(M) verifica

df(X) = g(∇f,X).

En coordenadas locales el gradiente de f se expresa (∇f)j = gij∂if ; cabe notar que las
componentes del gradiente en un sistema de coordenadas normales coinciden con las de la
1-forma df en el punto base de dicho sistema coordenado.

Hessiano

Dados X, Y campos de vectores arbitrarios, definimos el hessiano de f como el tensor
de tipo (0, 2) dado por

Hf (X, Y ) = X(Y f)− (∇XY )(f).

La expresión en coordenadas toma la forma (Hf )ij = f;ij, donde f;ij = ∂j∂if − Γkji∂kf ,
y en particular en un sistema de coordenadas normales f;ij = ∂j∂if en el punto base de
dichas coordenadas. Equivalentemente, podemos considerar el tensor (1, 1) relativo a Hf ,
que denotamos por hf y resulta ser el único operador que verifica

g(hf (X), Y ) = Hf (X, Y ).

Resulta además que hf (X) = ∇X∇f y en coordenadas locales se puede escribir (hf )
j
i =

(Hf )ikg
jk. De hecho, dado que (∇Xdf)(Y ) = X(df(Y ))−df(∇XY ) = X(Y f)− (∇XY )(f),

podemos reescribir el hessiano como Hf = ∇(df).

Laplaciano

Definimos el laplaciano de f , ∆f , como la función diferenciable definida por

∆f = trg(hf ),

que podemos reescribir ∆f = (Hf )ikg
ik.
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Divergencia

Definimos la divergencia de un campo de vectores X como la función dada por

divX = tr(∇X),

que podemos expresar localmente como

divX =
n∑
i=1

g(∇EiX,Ei),

donde {Ei} es una base local ortonormal de campos de vectores en M . En general, si T es
un campo de tensores de tipo (0, s), definimos la r-divergencia como el campo de tensores
tipo (0, s− 1) dado por

(divrT )(X1, ..., Xs − 1) =
n∑
i=1

(∇EiT )(X1, ..., Xr − 1, Ei, Xr, ..., Xs − 1).

Observación 1.9. A continuación se presentan los dominios de acción de cada uno de los
operadores anteriores.

∇ : C∞ → X(M)

hf : X(M)→ X(M)

∆ : C∞ → C∞

div : X(M)→ C∞

Donde se tiene la relación
∆ = div ◦ ∇.



Caṕıtulo 2

Variedades conformes

En este caṕıtulo estudiaremos la geometŕıa Riemanniana conforme. Una aplicación
conforme entre variedades de Riemann es una función diferenciable f : (M, g) → (M̃, g̃)
de forma que f ∗(g̃) = e2ϕg, donde ϕ : M → R es una aplicación diferenciable.

Diremos que dos variedades (M, g) y (M̃, g̃) son conformes (también conformemente
equivalentes o de métricas conformes) si existe un difeomorfismo conforme entre ellas.

Ejemplo 2.1. Consideramos por un lado la esfera menos el polo norte, S2n(0, 0, 1), dotada
por la métrica inducida como variedad embebida en R3. Por otro lado, tomamos el plano
eucĺıdeo. Estas variedades son conformes mediante la proyección estereográfica.

2.1. Transformaciones conformes

Una ventaja que nos aporta tener variedades conformemente equivalentes, es que pode-
mos relacionar los diferentes objetos de ambas. Es decir, conociendo elementos básicos de
(M, g) podemos determinar enteramente los de su variedad conforme (M̃, g̃). Los resultados
siguientes muestran como se transforman los objetos geométricos que venimos estudiando
mediante la acción de difeomorfismos conformes.

Lema 2.2. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n, y sea g̃ = e2ϕg una métri-
ca conforme a g. Si ∇ y ∇̃ denotan las conexiones de Levi-Civita de g y g̃ respectivamente,
entonces

∇̃XY = ∇XY + (Xϕ)Y + (Y ϕ)X − g(X, Y )∇ϕ.

En coordenadas locales, los śımbolos de Christoffel de las dos conexiones están relacionados
por

Γ̃ij
k = Γij

k + ∂iϕδj
k + ∂jϕδi

k − gk`∂`ϕgij.

Demostración. La formula de Koszul para g nos dice

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )
+g([Z,X], Y ) + g([Z, Y ], X) + g([X, Y ], Z).

17
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Usando esta fórmula para la métrica g̃, obtenemos

2e2ϕg(∇̃XY, Z) = X(e2ϕg(Y, Z)) + Y (e2ϕg(X,Z))− Z(e2ϕg(X, Y ))
+e2ϕg([Z,X], Y ) + e2ϕg([Z, Y ], X) + e2ϕg([X, Y ], Z),

y desarrollando los tres primeros sumandos de la formaX(e2ϕg(Y, Z)) = 2(Xϕ)e2ϕg(Y, Z)+
e2ϕXg(Y, Z) llegamos a que

2e2ϕg(∇̃XY −∇XY, Z) = 2e2ϕ{(Xϕ)g(Y, Z) + (Y ϕ)g(X,Z)− (Zϕ)g(X, Y )}

de donde se sigue el resultado teniendo en cuenta que Zϕ = g(∇ϕ,Z).
Para la segunda parte, el resultado es directo tras usar la expresión de los śımbolos de

Christoffel en coordenadas locales para g̃ y desarrollar:

Γ̃ij
k =

1

2
g̃k`{∂ig̃j` + ∂j g̃i` − ∂`g̃ij}

=
1

2
e−2ϕgk`{2∂iϕe2ϕgj` + e2ϕ∂igj` + 2∂jϕe

2ϕgi`

+ e2ϕ∂jgi` − 2∂`ϕe
2ϕgij − e2ϕ∂`gij}

= gk`{∂iϕgj` + ∂jϕgi` − ∂`ϕgij}+
1

2
{∂igj` + ∂jgi` − ∂`gij}

= Γij
k + ∂iϕδj

k + ∂jϕδi
k − gk`∂`ϕgij.

Lema 2.3. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n y g̃ = e2ϕg. Si RyR̃
denotan los endomorfismos de curvatura de Riemann para las métricas g y g̃, se tiene:

R̃(X, Y )Z =R(X, Y )Z +Hϕ(X,Z)Y −Hϕ(Y, Z)X

+ g(X,Z)hϕ(Y )− g(Y, Z)hϕ(X)

+ (Y ϕ)(Zϕ)X − (Xϕ)(Zϕ)Y

− ‖∇ϕ‖2{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }
+ {(Xϕ)g(Y, Z)− (Y ϕ)g(X,Z)}∇ϕ.

(2.1)

Demostración. Se sigue del Lema 2.2 aplicando dos veces la transformación conforme de
la conexión de Levi-Civita a los términos de la forma ∇̃X∇̃YZ:

∇̃X∇̃YZ = ∇̃X{∇YZ + Y (ϕ)Z + Z(ϕ)Y − g(Y, Z)∇ϕ}
= ∇X∇YZ +X(ϕ)∇YZ +∇YZ(ϕ)X − g(X,∇YZ)∇ϕ
+∇X(Y (ϕ)Z) +X(ϕ)Y (ϕ)Z + Y (ϕ)Z(ϕ)X − g(X, Y (ϕ)Z)∇ϕ
+∇X(Z(ϕ)Y ) +X(ϕ)Z(ϕ)Y + Z(ϕ)Y (ϕ)X − g(X,Z(ϕ)Y )∇ϕ
−∇X(g(Y, Z)∇ϕ)−X(ϕ)g(Y, Z)∇ϕ− g(Y, Z)∇ϕ(ϕ)X + g(X, g(Y, Z)∇ϕ)∇ϕ

y teniendo en cuenta las relaciones ∇ϕ(ϕ) = ‖∇ϕ‖2 y X(e2ϕ) = 2(Xϕ)e2ϕ.



2.1 Transformaciones conformes 19

Observación 2.4. La expresión de la transformación conforme del tensor de curvatura puede
simplificarse si usamos el producto de Kulkarni-Nomizu. Si desarrollamos en coordenadas
la igualdad (2.1) y tomando la Definición 1.2 obtenemos:

R̃ = e2ϕ(R−Hϕ©∧ g + (dϕ⊗ dϕ)©∧ g − 1

2
‖∇ϕ‖2(g©∧ g)).

Lema 2.5. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n y g̃ = e2ϕg. Si ρ̃, τ̃ y
˜̊ρ denotan el tensor de Ricci, la curvatura escalar y el tensor de Ricci sin traza para la
métrica g̃, respectivamente, se tiene:

ρ̃(Y, Z) = ρ(Y, Z)−(n−2)Hϕ(Y, Z)+(n−2)(Y ϕ)(Zϕ)−{∆ϕ+(n−2)‖∇ϕ‖2}g(Y, Z), (2.2)

τ̃ = e−2ϕ(τ − 2(n− 1)∆ϕ− (n− 1)(n− 2)‖∇ϕ‖2), (2.3)

˜̊ρ(Y, Z) = ρ̊(Y, Z)− (n− 2){Hϕ(Y, Z)− (Y ϕ)(Zϕ)}+
n− 2

n
{∆ϕ−‖∇ϕ‖2}g(Y, Z). (2.4)

Demostración. Calculamos el tensor de Ricci sobre la expresión (2.1) respecto a una base
ortonormal {Ei} de g:

ρ̃(Y, Z) =ρ(Y, Z) +
n∑
i=1

g(hϕ(Ei), Z)g(Y,Ei)−
n∑
i=1

g(hϕ(Y ), Z)g(Ei, Ei)

+
n∑
i=1

g(Ei, Z)g(hϕ(Y ), Ei)−
n∑
i=1

g(Y, Z)g(hϕ(Ei), Ei)

+
n∑
i=1

(Y ϕ)(Zϕ)g(Ei, Ei)−
n∑
i=1

(Eiϕ)(Zϕ)g(Y,Ei)

−
n∑
i=1

‖∇ϕ‖2{g(Y, Z)g(Ei, Ei)− g(Ei, Z)g(Y,Ei)}

+
n∑
i=1

{(Eiϕ)g(Y, Z)− (Y ϕ)g(Ei, Z)}g(∇ϕ,Ei).

Usando g(hϕ(X), Y ) = Hϕ(X, Y ),
∑n

i=1 g(Ei, Ei) = n y ∆ϕ = trg(hϕ), los sumandos
anteriores se transforman en

ρ̃(Y, Z) =ρ(Y, Z) +Hϕ(Y, Z)− nHϕ(Y, Z)

+Hϕ(Y, Z)−∆ϕg(Y, Z)

+ n(Y ϕ)(Zϕ)− (Y ϕ)(Zϕ)

− (n− 1)‖∇ϕ‖2g(Y, Z)

+ ‖∇ϕ‖2g(Y, Z)− (Y ϕ)(Zϕ)

como queŕıamos probar.
Para probar la segunda identidad basta aplicar trg̃ en la expresión (2.2) y se obtiene el

resultado. La tercera identidad es consecuencia de las dos anteriores.
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Gracias a estos resultados, la demostración del siguiente lema es directa.

Lema 2.6. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n ≥ 3 y g̃ = e2ϕg. Si P̃ y
W̃ denotan los tensores de Schouten y Weyl para la métrica g̃, respectivamente, se tiene:

P̃ (Y, Z) = P (Y, Z)−Hϕ(Y, Z) + (Y ϕ)(Zϕ)− 1

2
‖∇ϕ‖2g(Y, Z),

W̃ (X, Y, Z, T ) = e2ϕW (X, Y, Z, T ).

Observación 2.7. Si consideramos el tensor tipo (1, 3) que resulta de subir el último ı́ndice
al tensor de Weyl de tipo (0, 4), entonces en las mismas hipótesis del Lema 2.6 se tiene que
W̃ = W , ya que, en un sistema local de coordenadas se tiene

W̃ijk
` = W̃ijkmg̃

m` = e2ϕe−2ϕWijkmg
m` = Wijkmg

m` = Wijk
`.

Como ya hab́ıamos adelantado, el tensor de Weyl de tipo (1, 3) permanecerá invariante
por transformaciones conformes, propiedad de la que nos valdremos repetidas veces en el
trabajo.

2.2. Tensor de Cotton

Debido a que el tensor de Weyl en dimensión 3 es nulo (Corolario 1.8), no nos aporta
información de utilidad, por lo que necesitamos otra herramienta sustitutiva del tensor de
Weyl en dimensión 3 con propiedades similares: el tensor de Cotton.

Definimos el tensor de Cotton, C, en una variedad de Riemann (M, g) como el tensor
tipo (0, 3) dado por:

C(X, Y, Z) = (∇XP )(Y, Z)− (∇Y P )(X,Z),

donde P representa el tensor de Schouten. En coordenadas, el tensor de Cotton toma la
siguiente forma:

Cijk = Pjk;i − Pik;j
donde Pjk;i = (∇∂xi

P )(∂xj , ∂xk) respecto a un sistema local de coordenadas (x1, . . . , xn).
Directamente la definición se tiene

Cijk + Ckij + Cjki = 0,

Cijk = −Cjik.

Lo primero a comprobar para que el tensor de Cotton sea un buen suplente del tensor
de Weyl en dimensión 3, es ver que conserva la propiedad de invariancia conforme.

Proposición 2.8. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n = 3 y g̃ = e2ϕg
para alguna función ϕ ∈ C∞(M). Si C y C̃ denotan los tensores de Cotton relativos a g y
g̃, respectivamente, entonces C̃ = C.
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Demostración. Tomamos la expresión en coordenadas del tensor de Cotton para g̃, C̃ijk =
P̃jk;i − P̃ik;j y desarrollamos, obteniendo

C̃ijk = ∂iP̃jk − Γ̃rijP̃rk − Γ̃rikP̃jr − Σ(i, j),

donde usamos Σ(i, j) como el simétrico en i y en j de todos los sumandos anteriores.
Recordemos ahora la transformación conforme de los śımbolos de Christoffel en el Lema 2.2
y del tensor de Schouten dada en el Lema 2.6, en el que por comodidad denotaremos
P̃ = P +B siendo B(Y, Z) = −Hϕ(Y, Z) + (Y ϕ)(Zϕ)− 1

2
‖∇ϕ‖2g(Y, Z). Teniendo esto en

cuenta podemos reescribir el tensor de Cotton como

C̃ijk = ∂iPjk + ∂iBjk − (Γrij + ∂iϕδ
r
j + ∂jϕδ

r
i − gr`∂`ϕgij)(Prk +Brk)

− (Γrik + ∂iϕδ
r
k + ∂kϕδ

r
i − gr`∂`ϕgik)(Pjr +Bjr)

− Σ(i, j).

Usando ahora la expresión del tensor de Cotton, sabiendo que Pjk;i = ∂iPjk−ΓrijPrk−ΓrikPjr,
conseguimos la siguiente expresión:

C̃ijk − Cijk =− ∂iϕPjk − ∂jϕPik + gr`∂`ϕgijPrk

− ∂iϕPjk − ∂kϕPji + gr`∂`ϕgikPjr

− (Γrij + ∂iϕδ
r
j + ∂jϕδ

r
i − gr`∂`ϕgij)Brk

− (Γrik + ∂iϕδ
r
k + ∂kϕδ

r
i − gr`∂`ϕgik)Bjr

+ ∂iBjk − Σ(i, j).

Lo que haremos ahora será desarrollar Bjr = −∂r∂jϕ+ Γ`rj∂`ϕ+ ∂jϕ∂rϕ− 1
2
gαβ∂αϕ∂βϕgjr,

calcular ∂iBjk y eliminar los términos simétricos en i y j con los de Σ(i, j).

C̃ijk − Cijk = −∂iϕPjk + ∂`ϕgikP
`
j

− ΓrikΓ
`
rj∂`ϕ− Γrik∂jϕ∂rϕ+

1

2
Γrikg

αβ∂αϕ∂βϕgjr

− ∂iϕΓ`kj∂`ϕ+
1

2
∂iϕg

αβ∂αϕ∂βϕgjk − gr`∂`ϕgik∂r∂jϕ

+ gr`∂`ϕgikΓ
`
rj∂`ϕ+ gr`∂`ϕgik∂jϕ∂rϕ−

1

2
gr`∂`ϕgikg

αβ∂αϕ∂βϕgjr

+ ∂`ϕ∂iΓ
`
kj −

1

2
∂ig

αβ∂αϕ∂βϕgjr −
1

2
gαβ∂i∂αϕ∂βϕgjr

− 1

2
gαβ∂αϕ∂i∂βϕgjr −

1

2
gαβ∂αϕ∂βϕ∂igjr − Σ(i, j).

Por la expresión del endomorfismo de curvatura en coordenadas, ∂`ϕ∂iΓ
`
kj − ΓrikΓ

`
rj∂`ϕ −

Σ(i, j) = ∂`ϕR
`
ijk, además podemos reescribir ∂iϕPjk como ∂`ϕPjkδ

`
i , por tanto la anterior
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expresión queda en

C̃ijk − Cijk − ∂`ϕR`
ijk + ∂`ϕPjkδ

`
i − ∂`ϕgikP `

j − ∂`ϕPikδ`j + ∂`ϕgjkP
`
i

= −Γrik∂jϕ∂rϕ+
1

2
Γrikg

αβ∂αϕ∂βϕgjr

− ∂iϕΓ`kj∂`ϕ+
1

2
∂iϕg

αβ∂αϕ∂βϕgjk − gr`∂`ϕgik∂r∂jϕ

+ gr`∂`ϕgikΓ
`
rj∂`ϕ+ gr`∂`ϕgik∂jϕ∂rϕ−

1

2
gr`∂`ϕgikg

αβ∂αϕ∂βϕgjr

− 1

2
∂ig

αβ∂αϕ∂βϕgjr −
1

2
gαβ∂i∂αϕ∂βϕgjr

− 1

2
gαβ∂αϕ∂i∂βϕgjr −

1

2
gαβ∂αϕ∂βϕ∂igjr − Σ(i, j).

La parte izquierda de la igualdad, por definición del tensor de Weyl y producto de Kulkarni-
Nomizu resulta ser C̃ijk−Cijk−∂`W `

ijk. Se puede ver que la parte derecha se va anular con

Σ(i, j) por simetŕıas en i y j, por lo que C̃ijk = Cijk + ∂`W
`
ijk, y dado que en dimensión 3

el tensor de Weyl es nulo (Corolario 1.8), tenemos el resultado.

Además, el tensor de Cotton está estrechamente relacionado con el tensor de Weyl,
como podemos ver en el siguiente resultado.

Lema 2.9. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n ≥ 4, y sean W y C los
tensores de Weyl y Cotton, respectivamente. Entonces

(div4W ) = (n− 3)C.

Demostración. Si escribimos (div4W ) en un sistema de coordenadas respecto a una base
ortonormal, usando W = R− P ©∧ g tenemos que

Wijk`;
i = Rijk`;

i − (P ©∧ g)ijk`;
i.

Apoyándonos ahora en la identidad contráıda de Bianchi (1.2) Rijk`;
i = ρjk;`−ρj`;k, llegamos

a

Wijk`;
i =ρjk;` − ρj`;k − Pi`;igjk
− Pjk;igi` + Pik;

igj` + Pj`;
igik.

Para simplificar esta expresión, basta observar que Pjk;
igi` = Pjk;` y Pj`;

igik = Pj`;k, usar la
definición del tensor de Schouten y la identidad contráıda de Bianchi (1.2), ρi`;

i = 1
2
∂x`S,

para obtener

Pi`;
i =

1

n− 2

(
ρi`;

i − ∂xiS

2(n− 1)
gi`

)
=

1

2(n− 1)
∂x`S,

y su expresión análoga para Pi`;
i. Sustituyendo esta igualdad en la anterior expresión y

aprovechando la simetŕıa del tensor de Schouten, llegamos a que

Wijk`;
i = (n− 2)(Pkj;` − P`j;k)− Pkj;` + P`j;k = (n− 3)Cjk`,

como buscábamos.
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Corolario 2.10. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n ≥ 4. Si el tensor
de Weyl es nulo, también lo será el tensor de Cotton.

Por lo tanto, parece tener sentido la elección de un tal tensor que nos aporte información
alĺı cuando el tensor de Weyl no sea de utilidad. De hecho, como veremos más adelante, el
tensor de Cotton nos servirá también para caracterizar lo que llamamos variedad localmente
conformemente llana en dimensión 3, mientras que el tensor de Weyl lo hará en dimensiones
superiores.

Por último, mostramos una caracteŕıstica del tensor de Cotton que usaremos más ade-
lante, la anulación de su traza. Nótese que por la antisimetŕıa en las dos primeras compo-
nentes, el resultado siguiente sigue siendo válido si contraemos en el segundo y tercer ı́ndice.

Proposición 2.11. Sea (M, g) una variedad de Riemann y sea C su tensor de Cotton,
entonces C1

3(C) = 0.

Demostración. Si tomamos la expresión en coordenadas

Cijk =
1

n− 2
(ρjk;i − ρik;j)−

1

2(n− 1)(n− 2)
(δkj τ;i − δiiτ;j)

y contraemos en el primer y último ı́ndice obtenemos

Cij
i =

1

n− 2
(ρij;i − ρii;j)−

1

2(n− 1)(n− 2)
(δijτ;i − δiiτ;j).

Usando ahora la identidad contráıda de Bianchi (1.2) llegamos a

Cij
i =

1

n− 2
(
τ;j
2
− τ;j)−

1

2(n− 1)(n− 2)
(τ;j − nτ;J)

=
−τ;j

2(n− 2)
+

(n− 1)τ;j
2(n− 1)(n− 2)

= 0.

2.3. Variedades localmente conformemente llanas

Dentro de las variedades conformes, guardan especial interés las variedades localmente
conformemente llanas, es decir, aquellas en las que para todo p ∈ M existe un entorno
U de p y una función diferenciable ϕ definida en U tal que (U, e2ϕg) es una variedad de
Riemann llana, esto es, que su tensor de curvatura R es idénticamente nulo.

Geométricamente esto quiere decir que de manera local, estas variedades “se compor-
tan” como un espacio eucĺıdeo. No obstante, cabe señalar que aunque todo espacio eucĺıdeo
sea localmente conformemente llano (de hecho, globalmente), un espacio localmente con-
formemente llano no es necesariamente un espacio eucĺıdeo (por ejemplo, el toro Tn).

El fin de este caṕıtulo es llegar a probar como los tensores de Weyl y Cotton caracterizan
este tipo de variedades. Los dos siguientes corolarios nos demuestran ya una implicación.
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Corolario 2.12. Si (M, g) es una variedad de Riemann localmente conformemente llana
de dimensión n = 3, entonces el tensor de Cotton de g es nulo.

Demostración. Sea C el tensor de Cotton relativo a g. Por ser (M, g) localmente confor-
memente llana, para cada p ∈M existe un entorno U de p y ϕ ∈ C∞(M) tal que (U, e2ϕg)
es una variedad de Riemann con tensor de curvatura R̃ = 0. Como además el tensor de
Weyl es nulo en dimensión 3, necesariamente P̃ = 0, por lo que el tensor de Cotton C̃ es
nulo, y por la Proposición 2.8 también lo será C.

Corolario 2.13. Si (M, g) una variedad de Riemann localmente conformemente llana de
dimensión n ≥ 3, entonces el tensor de Weyl de g es nulo.

Demostración. Por ser (M, g) localmente conformemente llana, para cada p ∈ M existe
un entorno U y un embebimiento φ : U → Rn tal que φ realiza el pullback de una métrica
llana en Rn a una métrica de la forma g̃ = e2ϕg. Por ser g̃ llana tiene tensor de Weyl W̃
nulo, pues R̃ = 0, luego necesariamente W = 0 por el Lema 2.6.

Para el rećıproco, necesitamos valernos de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales. Para
aligerar la demostración del teorema último, presentamos los siguientes lemas previos.

Lema 2.14. [5] Sea W un abierto de Rn × Rm, y α = (αij) : W → M(m × n,R) una
función diferenciable con imagen en el espacio de matrices verificando

∂αij
∂xk

+ αlk
αij
∂zl

=
∂αik
∂xj

+ αlj
∂αik
∂zl

(2.5)

para todo i, j, k, donde denotamos un punto de Rn×Rm por (x, z) = (x1, . . . , xn, z1, . . . , zm).
Entonces para cada condición inicial (x0, z0) ∈ W existe un entorno U de x0 en Rn y

una única función diferenciable u : U → Rm solución de (2.5) tal que u(x0) = z0.

Lema 2.15. Sea (M, g) una variedad de Riemann, y consideramos el sistema de ecuaciones
sobredeterminado

∇ξ = A(ξ) (2.6)

donde A es una aplicación diferenciable que lleva tensores (0, 1) en tensores tipo (0, 2)
cumpliendo la siguiente condición de compatibilidad: para cada tensor tipo (0, 1) ξ, el campo
de tensores tipo (0, 3) ∇A(ξ) verifica

A(ξ)ij;k − A(ξ)ik;j = Rjki
`ξ`. (2.7)

Entonces para cada condición inicial (p, η0) ∈ T ∗M existe una solución de (2.6) en un
entorno de p verificando ξp = η0.

Demostración. Sea p ∈M con coordenadas (xi), la ecuación (2.6) es equivalente a

∂ξi(x)

∂xj
= aij(x, ξ(x)),
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donde aij(x, ξ) = Γkij(x)ξk + A(ξ)ij. Por el lema anterior, si se verifica

∂aij
∂xk

+ ak`
∂aij
∂ξ`

=
∂aik
∂xj

+ aj`
∂aik
∂ξ`

(2.8)

tendŕıamos probado el resultado.
Aplicando la regla de la cadena, esta igualdad equivale a que las derivadas ∂k(aij(x, ξ(x))),

tras substituir ∂`ξk(x) por ak`(x, ξ(x)), sean simétricas en j y k. Dado que ξk;` = ∂`ξk −
Γmk`ξm, la sustitución equivale a cambiar A(ξ)k` por ξk;`. Si desarrollamos (2.7) en términos
de los śımbolos de Christoffel, el lado izquierdo de la igualdad nos devuelve

A(ξ)ij;k − A(ξ)ik;j =∂kA(ξ)ij − Γmik∂jξm + ΓmikΓ
`
mjξ`

− Γmkj∂mξi + ΓmkjΓ
`
imξ`

− ∂jA(ξ)ik + Γmji∂kξm − ΓmjiΓ
`
mkξ`

+ Γmjk∂mξi − ΓmjkΓ
`
imξ`.

Mientras, el lado derecho toma la forma

Rjki
`ξ` =∂jΓ

`
kiξ` − ∂kΓ`jiξ` + ΓmkiΓ

`
jmξ` − ΓmjiΓ

`
kmξ`.

Igualando ambas expresiones llegamos justamente a que

0 =∂kA(ξ)ij − Γmik∂jξm − ∂jA(ξ)ik + Γmji∂kξm − ∂jΓ`kiξ` + ∂kΓ
`
jiξ`

= ∂k(aij(x, ξ(x)))− ∂j(aik(x, ξ(x))),

como queŕıamos probar.

Teorema 2.16 (Weyl-Schouten). Sea (M, g) una variedad de Riemann.

1. Si dimM ≥ 4, entonces (M, g) es localmente conformemente llana si y solo si su
tensor de Weyl es cero.

2. Si dimM = 3, entonces (M, g) es localmente conformemente llana si y solo si su
tensor de Cotton es cero.

Demostración. El Corolario 2.13 muestra que si (M, g) es localmente conformemente llana,
W = 0. Para n = 3, el Corolario 2.12 nos muestra que C = 0.

Rećıprocamente, por el Lema 2.6, si W = 0, entonces el tensor de Weyl asociado a la
métrica g̃ = e2ϕg, W̃ , es también cero, por lo que R̃ = P̃©∧ g̃ (lo mismo ocurre en dimensión
3 para el tensor de Cotton gracias ). Lo que haremos será probar que en todo entorno de
cada punto podemos tomar una función ϕ tal que P̃ = 0, obteniendo aśı el resultado.

Del Lema 2.6 se sigue que P̃ = 0 si y solo si

P −∇(dϕ) + (dϕ⊗ dϕ)− 1

2
g(dϕ, dϕ)2g = 0.
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Esta ecuación la podemos escribir en la forma ∇(dϕ) = A(dϕ), donde A es la aplicación
que lleva tensores (0, 1) en tensores simétricos (0, 2) dada por

A(ξ) = (ξ ⊗ ξ)− 1

2
g(ξ, ξ)2g + P,

que podemos expresar en coordenadas como

A(ξ)ij = ξiξj −
1

2
ξmξ

mgij + Pij. (2.9)

Para resolver esta ecuación, buscaremos una 1-forma ξ que satisfaga ∇ξ = A(ξ). En
coordenadas locales, si escribimos ξ = ξjdx

j, el problema se convierte en un sistema so-
bredeterminado de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden para las n funciones
desconocidas ξ1, . . . , ξn (n funciones desconocidas frente a n2 ecuaciones).

Tomamos ahora la conexión de Levi-Civita en la expresión (2.9) y obtenemos

Aij;k − Aik;j = ξi;kξj + ξiξj;k − ξm;kξ
mgij − ξi;jξk − ξiξk;j + ξm;jξ

mgik + Cijk,

y si sustituimos ξi;j = A(ξ)ij con la fórmula (2.9) y restamos a ambos lados Rjki
`ξ`, obte-

nemos
Aij;, − Aik;j −Rjki

`ξ` = −Wjki
`ξ` + Cijk.

Por hipótesis, el lado derecho de la ecuación es cero, y ya podemos aplicar el Lema anterior.
Por tanto, de la simetŕıa de A(ξ)ij en i y j podemos deducir la simetŕıa de ξi;j que,

sumada a que Γkij = Γkji, concluye la simetŕıa de las derivadas ∂jξi. Y aśı, (dξ)ij = ∂iξj −
∂jξi = 0, es decir ξ es una 1-forma cerrada y por el Lema de Poincaré (ver, por ejemplo,
[5, Theorem 11.49]), existe un entorno de cada punto tal que ξ = dϕ para una cierta ϕ
diferenciable.



Caṕıtulo 3

Difeomorfismos que preservan la
curvatura

Recordemos que nuestro objetivo principal es estudiar en que sentido la curvatura
determina la métrica. El procedimiento a seguir será trabajar con difeomorfismos que
preserven la curvatura seccional.

Definición 3.1. Sea f : (M, g) → (M̃, g̃) un difeomorfismo entre variedades de Riemann
de dimensión mayor que 2. Diremos que f preserva la curvatura seccional si se cumple:

K(σ) = K̃(f∗σ)

para todo σ un 2-subespacio de TpM . Dos variedades entre las que existe un difeomorfismo
que preserva la curvatura se dicen isocurvadas.

Por aśı decirlo, la métrica es a las isometŕıas lo que la curvatura seccional a este tipo
de difeomorfismos. De este modo, pedimos una hipótesis sobre la curvatura y buscamos
recoger conclusiones en relación a la métrica de ambas variedades.

3.1. Consideraciones algebraicas

Sea (M, g) una variedad de Riemann con dimM ≥ 3. Diremos que un punto p ∈M es
isotrópico si la curvatura seccional es constante en dicho punto, esto es, independiente del
plano Π ⊂ TpM .

El primer paso será llegar a probar que variedades isocurvadas son conformes sobre
la clausura del conjunto de puntos no isotrópicos, objetivo al que dedicamos esta sección,
cuyos resultados fueron probados originalmente en [2].

En los siguientes resultados de carácter puramente algebraico nos valemos de la noción
de referencia adaptada; una referencia no es más que una base ortonormal de vectores
{ei} de un espacio vectorial, diremos que una referencia es adaptada si para todo triple de
ı́ndices distintos i,j,k los valores de K(ei, ej),K(ei, ek),K(ej, ek) son todos diferentes.

27



28 3 Difeomorfismos que preservan la curvatura

Lema 3.2. Sea V un espacio vectorial con producto interior 〈·, ·〉 y tensor curvatura R. Si
la curvatura seccional es no constante, entonces V admite una referencia adaptada.

Demostración. Dividiremos la prueba en dos partes: el caso en que dimV = 3 y el caso
general dimV ≥ 3.

1. Supongamos entonces que dimV = 3. Siempre podemos tomar una base ortonormal
(referencia) de V , que denotamos {ei, ej, ek}. Escribiremos Kij = K(ei, ej) para cada
combinación de elementos de la base. Si Kij,Kik,Kjk no son todos distintos, tenemos
dos posibilidades.

Que sean todos iguales, en cuyo caso denotaremos K0 a cada una de las curvaturas
seccionales anteriores. Por linealidad del tensor de curvatura y la métrica, si todas las
componentes mixtas Rikkj fueran cero, la curvatura seccional seŕıa constante, por lo
que supondremos que la componente Rikkj 6= 0. Sea φ una transformación ortogonal
que rota el plano generado por {ei, ej} un ángulo θ y deja fijo ek. De esta forma
podemos escribir

φ(ei) = xei + yej

φ(ej) = −yei + xej

φ(ek) = ek

donde x = cos(θ), y = sin(θ). Denotamos {fi, fj, fk} la imagen por φ de los elementos
del referencia. Por ser φ transformación ortogonal, {fi, fj, fk} es base de V , veamos
que es también una referencia adaptada. Con un sencillo cálculo vemos que es una
base ortogonal, además

K(fi, fj) = Kij = K0

K(fi, fk) = x2Rikki + 2xyRikkj + y2Rjkkj = K0 + sin(2θ)Rikkj

K(fi, fk) = x2Rjkkj − 2xyRikkj + y2Rikki = K0 − sin(2θ)Rikkj.

Como Rikkj 6= 0, basta tomar un θ adecuado y {fi, fj, fk} será una referencia adap-
tada de V .

La otra posibilidad es que no sean todos iguales, pero Kij = Kik 6= Kjk. Sea |Kij −
Kjk| = ε. La misma transformación de antes nos lleva ahora a

K(fi, fj) = Kij = K0

K(fi, fk)−Kik = sin2(θ)(Kjk −Kik) + sin(2θ)Rikkj

K(fi, fk)−Kjk = sin2(θ)(Kik −Kjk)− sin(2θ)Rikkj.

Ajustando adecuadamente θ de manera que las dos últimas diferencias sean distintas
de cero, pero con valor absoluto menor que ε

2
, {fi, fj, fk} será una referencia adaptada.
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2. Supongamos ahora de forma general dimV = n. Definimos una aplicación r que
a cada referencia b = {e1, . . . , en} de V le asocia el numero de triplas distintas
{i, j, k} tal que Kij,Kik,Kjk son distintos. Por continuidad del tensor de curvatura,
si b es una referencia adaptada, φ(b) también lo será, donde ahora φ denota una
transformación ortogonal en un entorno de la identidad de O(n) suficientemente
pequeño. Aśı, r(b) ≤ r(φ(b)).

Tomamos entonces b tal que r(b) es máximo. Si b no fuera adaptada, existiŕıa una tri-
pla {ei, ej, ek} tal que Kij,Kik,Kjk no son todos distintos. Ahora, si variar {ei, ej, ek}
por cada elemento de un entorno de la identidad de O(n) suficientemente pequeño da
como resultado un espacio 3-dimensional de curvatura seccional constante, la curvatu-
ra seccional seŕıa siempre constante. Luego necesariamente existe una transformación
ψ que convierte a {ei, ej, ek} en la base de un espacio 3-dimensional con curvatura
no constante, y ya podŕıamos aplicar el resultado en el caso de dimensión 3, pero
entonces r(b) < r(ψ(b)), contradiciendo nuestra elección de b como el máximo.

Teorema 3.3. Sean V ,Ṽ dos espacios vectoriales de dimensión n ≥ 3 con productos
interiores 〈·, ·〉V , y 〈·, ·〉Ṽ , respectivamente. Sean R,R̃ dos tensores curvatura algebraicos
y K,K̃ las correspondientes curvaturas seccionales. Si K es no constante y f : V → Ṽ
es un isomorfismo que preserva la curvatura seccional (esto es, K(σ) = K̃(fσ) para cada
subespacio 2-dimensional σ), entonces f es una homotecia, es decir,

〈f(x), f(y)〉Ṽ = λ〈x, y〉V

con λ constante.

Demostración. En virtud del Lema 3.2, tomamos {e1, . . . , en} una referencia adaptada
de V . Denotaremos f(ei) = ẽi, 〈ẽi, ẽj〉Ṽ = aij para cada i,j. Las componentes de R̃ las
escribiremos respecto la base {ẽi}.

Por un lado, por conservar f la curvatura seccional tenemos la igualdad K(ei, ej) =
K̃(ẽi, ẽj), y por lo tanto

R̃ijji = (aiiajj − a2ij)Rijji. (3.1)

Por otro lado, sean x,y ∈ R distintos de cero. Sea {i, j, k} una tripla de elementos
diferentes. Entonces:

K(xei + yej, ek) =
x2Rikki + 2xyRikkj + y2Rjkkj

x2 + y2

K̃(xẽi + yẽj, ẽk) =
x2R̃ikki + 2xyR̃ikkj + y2R̃jkkj

(x2aii + 2xyaij + y2ajj)akk − (xaik + yajk)2
.

Igualando ambas expresiones y desarrollando, llegamos a una igualdad de polinomios en
dos variables. Igualando coeficiente a coeficiente obtenemos las siguientes expresiones:
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1. Coeficiente x3y:

R̃ikkj = Rikkj(aiiakk − a2ik) +Rikki(aijakk − aikajk). (3.2)

2. Coeficiente xy3:

R̃ikkj = Rikkj(ajjakk − a2jk) +Rjkkj(aijakk − aikajk). (3.3)

3. Coeficiente x2y2:

R̃ikki + R̃jkkj =Rikki(ajjakk − a2ik)
+Rjkkj(aiiakk − a2ik)
+ 4Rikkj(aijakk − aikajk).

(3.4)

Si ahora tomamos

P = (aiiakk − a2ik)− (ajjakk − a2jk)
Q = aijakk − aikajk
u = Rikki −Rjkkj

v = Rikkj

y restamos (3.2) menos (3.3), obtenemos Qu+Pv = 0. Tras simplificar (3.4) apoyándonos
en (3.1), llegamos a −Pu+ 4Qv = 0. Tenemos por tanto el siguiente sistema

Qu+ Pv = 0

−Pu+ 4Qv = 0

donde u y v son conocidas, y u nunca puede ser 0 por tomar una referencia adaptada.
Solo cabe entonces que P = Q = 0. Si escribimos los ángulos ∠(ẽi, ẽj) = θ,∠(ẽj, ẽk) = φ,
∠(ẽl, ẽi) = ψ, entonces la condición Q = 0 se traduce en:

‖ẽi‖Ṽ ‖ẽj‖Ṽ ‖ẽk‖
2
Ṽ
cos(θ)− cos(φ)cos(ψ)‖ẽj‖Ṽ ‖ẽi‖Ṽ ‖ẽk‖

2
Ṽ

= 0.

Dividiendo por ‖ẽi‖Ṽ ‖ẽj‖Ṽ ‖ẽk‖2Ṽ , y rotando los papeles de i,j,k, llegamos al siguiente
sistema

cos(θ)− cos(φ)cos(ψ) = 0

cos(φ)− cos(θ)cos(ψ) = 0

cos(ψ)− cos(θ)cos(φ) = 0

de donde deducimos que la única posibilidad es que la base {ẽi, ẽj, ẽk} sea ortogonal. De
igual manera usando la condición P = 0 y rotando los papeles de i,j,k concluimos que los
vectores ẽi,ẽj,ẽk tienen la misma longitud. Como esto se tiene para toda tripla {i, j, k} de
elementos distintos, necesariamente {ẽi} es una base ortogonal con vectores de la misma
longitud, lo que equivale a que f sea una homotecia.
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Centrándonos ya en variedades de Riemann (M, g), nos interesará particularizar el Teo-
rema 3.3. Llamamos 2-grassmanniana sobre M a la variedad formada por los subespacios
vectoriales 2-dimensionales de TpM , que escribimos G2(TpM). El fibrado de Grassmann
será la variedad G2(TM) = ∪p∈MG2(TpM).

Con este nuevo concepto, podemos ver la curvatura seccional K de una variedad de
Riemann (M, g) como una aplicación diferenciable K : G2(TM) → R que a cada µ =
(p,Π) ∈ G2(TM) le hace corresponder Kp(X, Y ) tal como la definimos anteriormente,
donde {X, Y } es una base del espacio 2-dimensional Π. La independencia de la elección de
la base a la hora de calcular la curvatura seccional asociada a Π hace que nuestra aplicación
K esté bien definida.

Se tiene entonces que un punto p ∈ M es isotrópico si K|π−1(p)
es constante, donde

π : G2(TM)→M representa la proyección π(µ) = π(p,Π) = p. En caso contrario diremos
que p es no isotrópico.

Proposición 3.4. Sea f : M → M̃ un difeomorfismo que preserva la curvatura seccio-
nal entre dos variedades de Riemann de dimensión n ≥ 3. Entonces la métrica f ∗g̃ es
conformemente equivalente a g en la clausura del conjunto de puntos no isotrópicos.

El resultado se sigue directamente del Teorema anterior, pues para cualesquiera campos
de vectores X, Y en M se tiene que (f ∗g)p(X, Y ) = gf(p)(f∗X, f∗Y ) = λ2gf(p)(X, Y ).

Este es el primer resultado que nos aporta información sobre la métrica sabiendo condi-
ciones sobre la curvatura, y servirá como punto de partida a la hora de obtener consecuen-
cias mas fuertes (por ejemplo, isometŕıas). La siguiente proposición, como veremos, servirá
de complemento a las transformaciones conformes ya vistas para estudiar estas isometŕıas.

Proposición 3.5. Sea V un espacio vectorial dotado con dos productos escalares 〈·, ·〉,
〈·, ·〉 y dos tensores de curvatura R, R̃ tal que

(a) 〈·, ·〉 = λ〈·, ·〉 para λ ∈ R positivo,

(b) K̃ = K.

Entonces el endomorfismo de curvatura (1, 3) verifica R̃ = λR. Además ρ̃ = λρ, R̃ic = Ric,
τ̃ = τ y W̃ = λW donde W denota el tensor de Weyl de tipo (1, 3).

Demostración. De la condición (b) tenemos la igualdad

R(X, Y, Y,X)

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2
=

R̃(X, Y, Y,X)

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉
2 ,

y por tanto R̃(X, Y, Y,X) = λ2R(X, Y, Y,X). Sustituyendo X por X + T e Y por Y +
Z llegamos a que R̃(X, Y, Z, T ) = λ2R(X, Y, Z, T ) para campos de vectores arbitrarios

X, Y, Z, T . De esta forma 〈R̃(X, Y )Z, T 〉 = λ2〈R(X, Y )Z, T 〉 y por tanto R̃ = λR con R
de tipo (1, 3).
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Para el tensor de Ricci ρ tomamos coordenadas y operamos:

ρ̃jk = 〈̃·, ·〉
lm
R̃ljkm = λ−1λ2〈·, ·〉lmRljkm = λ〈·, ·〉lmRljkm = λρjk.

Las igualdades del operador de Ricci Ric y la curvatura escalar τ se obtienen de subir
ı́ndices a la expresión anterior y calcular su traza.

En cuanto al tensor de Weyl, basta observar

P̃ =
1

n− 2

(
λρ− τ

2(n− 1)
λ〈·, ·〉

)
= λP

y aśı W̃ = R̃− P̃ ©∧ 〈̃·, ·〉 = λ2R− λ2P ©∧ 〈·, ·〉 = λ2W . De igual manera que hicimos para
el tensor de curvatura, deducimos que el tensor de Weyl de tipo (1, 3) verifica W̃ = λW
como queŕıamos probar.

3.2. Caso no localmente conformemente llano

Llegados ya hasta aqúı, dividiremos el estudio de los difeomorfismos e isometŕıas en dos
casos: el caso en que la variedad es localmente conformemente llana; y el caso en que no
lo es, que viene determinado por el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Sean (M, g) y (M̃, g̃) variedades isocurvadas de dimensión n ≥ 4. Si M no
es localmente conformemente llana, entonces todo difeomorfismo que preserve la curvatura
seccional es una isometŕıa.

Demostración. Sea f : M → M̃ un difeomorfismo que preserva la curvatura seccional.
Dado que M no es localmente conformemente llana y tiene dimensión n ≥ 4, por el
Teorema 2.16 W 6= 0.

Por otro lado, W = R− 1
n−2ρ©∧ g+ τ

2(n−1)(n−2)g©∧ g, y en los puntos donde la curvatura

seccional sea constantemente K0 (puntos isotrópicos) tenemos R = K0R
0 = K0

2
g©∧ g, aśı

W =
K0

2
g©∧ g − 1

n− 2
ρ©∧ g +

τ

2(n− 1)(n− 2)
g©∧ g.

Teniendo en cuenta que en este caso, ρg©∧ g = 2(n−1)g por la propia definición del producto
de Kulkarni-Nomizu (Definición 1.2) y por tanto τ = 2n(n− 1), la expresión del tensor de
Weyl nos queda

W =
K0

2
g©∧ g − n− 1

n− 2
K0g©∧ g +

n

n− 2
K0g©∧ g = 0.

Por tanto, el conjunto de puntos no isotrópicos es denso en M . Estamos entonces en condi-
ciones de aplicar la Proposición 3.4, que nos asegura que existe una cierta función diferen-
ciable ϕ tal que f ∗g̃ = e2ϕg. Esto nos permite a su vez aplicar la Proposición 3.5 y deducir
que W̃ = e2ϕW con W el tensor de Weyl de tipo (1, 3). No obstante, el tensor de Weyl
(1, 3) queda invariante por transformaciones conformes como vimos en la Observación 2.7,
luego e2ϕ = 1, y aśı f ∗g̃ = g como queŕıamos probar.
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3.3. Caso localmente conformemente llano

Queremos ahora probar un resultado análogo al del caṕıtulo anterior, una condición
necesaria para que un difeomorfismo sobre una variedad conformemente llana sea una iso-
metŕıa. El carácter conformemente llano nos impide ahora reducir la prueba a la invariancia
del tensor de Weyl como hicimos previamente, pues por el Teorema 2.16, ahora W = 0.
Además, esto provoca que sea necesario añadir una condición extra al resultado, la densi-
dad de los puntos no isotrópicos sobre la variedad, que en la situación anterior dedućıamos
también a partir del tensor de Weyl. El principal Teorema de la sección es el que sigue.

Teorema 3.7. Sean (M, g), (M̃, g̃) dos variedades de Riemann isocurvadas de dimensión
n ≥ 4. Si M es localmente conformemente llana y el conjunto de puntos no isotrópicos
es denso en M , entonces todo difeomorfismo que preserve la curvatura seccional es una
isometŕıa.

Aunque la propiedad de ser conformemente llana es de carácter local, trabajaremos sin
pérdida de generalidad como si toda la variedad M fuera difeomorfa a un abierto de Rn y
su métrica verificase g = e2σg0, con σ una función diferenciable y g0 una métrica llana.

Antes de entrar en la propia demostración del resultado, tendremos que deducir tres
igualdades que involucran diferentes objetos de la geometŕıa de Riemann y que serán
necesarias para la prueba. En ellas estaremos trabajando con 3 métricas diferentes: la
asociada a M , g; la métrica que resulta de realizar el pullback sobre la métrica de M̃ a
través de un difeomorfismo que preserva la curvatura seccional que, abusando de notación,
denotaremos por g̃; y la métrica llana que es conforme a g, que denotaremos por g0. Todo
objeto derivado de estas métricas recibirán la misma notación (una tilde o un sub́ındice)
que la propia métrica.

De la Proposición 3.4, tenemos que g̃ = e2ϕg para una cierta función diferenciable ϕ.
Además, como K = K̃ por hipótesis, de la Proposición 3.5 tenemos entonces que R̃ = e2ϕR
donde R es el endomorfismo de curvatura (1, 3).

Por otro lado, M es conformemente llana, aśı que el endomorfismo de curvatura, usando
la igualdad para transformaciones conformes (ver Lema 2.3) tomará la forma

R(X, Y )Z =H0σ(X,Z)Y −H0σ(Y, Z)X

+ g0(X,Z)h0σ(Y )− g0(Y, Z)h0σ(X)

+ (Y σ)(Zσ)X − (Xσ)(Zσ)Y

− ‖∇σ‖20{g0(Y, Z)X − g0(X,Z)Y }
+ {(Xσ)g0(Y, Z)− (Y σ)g0(X,Z)}∇0σ.

Cogiendo X, Y, Z ortonormales respecto la métrica g0 obtenemos las relaciones:

R(X, Y )Z = H0σ(X,Z)Y −H0σ(Y, Z)X + (Y σ)(Zσ)X − (Xσ)(Zσ)Y, (A1)

R(X, Y )X =H0σ(X,X)Y −H0σ(Y,X)X + h0σ(Y ) + (Y σ)(Xσ)X

− (Xσ)(Xσ)Y + ‖∇0σ‖20Y − (Y σ)∇0σ.
(A2)
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Por comodidad escribiremos S(X, Y ) = (Xϕ)Y + (Y ϕ)X− g(X, Y )∇ϕ, de manera que
el cambio conforme de la conexión de Levi-Civita se expresa como ∇̃XY = ∇XY +S(X, Y ).
Tenemos pues

(∇̃XR̃)(Y, Z)W =∇̃X(R̃(Y, Z)W )− R̃(∇̃XY, Z)W − R̃(Y, ∇̃XZ)W − R̃(Y, Z)∇̃XW

= (∇XR̃)(Y, Z)W − S(X, R̃(Y, Z)W )− R̃(S(X, Y ), Z)W

− R̃(Y, S(X,Z))W − R̃(Y, Z)S(X,W ),

y desarrollando S(X, Y ) en el primer y último sumando y operando llegamos a

(∇̃XR̃)(Y, Z)W =(∇XR̃)(Y, Z)W + (R̃(Y, Z)W )ϕX − g(X, R̃(Y, Z)W )∇ϕ
− R̃(S(X, Y )Z)W + R̃(S(X,Z), Y )W −WϕR̃(Y, Z)X

− g(X,W )R̃(Y, Z)∇ϕ.

Lo que haremos ahora será fijar W y tomar una suma ćıclica sobre los términos X, Y, Z. La
identidad diferencial de Bianchi (1.1) y la relación R̃ = e2ϕR permite reescribir la ecuación
como

(∇XR̃)(Y, Z)W + (∇Y R̃)(Z,X)W + (∇ZR̃)(X, Y )W =

2e2ϕ{XϕR(Y, Z)W + Y ϕR(Z,X)W + ZϕR(X, Y )W}.

Entonces la expresión entera, usando las mismas relaciones y cancelando los factores e2ϕ

queda finalmente

2{XϕR(Y, Z)W + Y ϕR(Z,X)W + ZϕR(X, Y )W}
+ {(R(Y, Z)W )ϕX + (R(Z,X)W )ϕY + (R(X, Y )W )ϕZ}
+ g(X,W )R(Y, Z)∇ϕ+ g(Y,W )R(Z,X)∇ϕ+ g(Z,W )R(X, Y )∇ϕ = 0.

(3.5)

Si X, Y, Z,W son campos de vectores ortonormales para la métrica g0 y realizando el
producto escalar por X, el primer corchete de la anterior expresión nos queda (usando la
ecuación (A1))

2Y ϕ{H0σ(Z,W )− ZσWσ} − 2Zϕ{H0σ(Y,W )− Y σWσ}.

Del mismo modo el segundo corchete será entonces

ZϕH0σ(Y,W )− Y ϕH0σ(Z,W ) + Y ϕZσWσ − ZϕY σWσ.

Por tanto, la expresión total, donde sólo quedarán los elementos de los corchetes pues el
resto de sumandos se anulan al considerar X, Y, Z,W ortonormales, nos da la siguiente
relación importante:

Y ϕH0σ(Z,W )− ZϕH0σ(Y,W ) + ZϕWσY σ − Y ϕWσZσ = 0. (B)
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Vamos ahora a obtener la última relación que necesitamos. Para ello empezamos to-
mando W = X en (3.5) y, suponiendo de nuevo que X, Y, Z son ortonormales respecto g0,
llegamos a la expresión

2{XϕR(Y, Z)X + Y ϕR(Z,X)X + ZϕR(X, Y )X}
+ {(R(Y, Z)X)ϕX + (R(Z,X)X)ϕY + (R(X, Y )X)ϕZ

+ ‖X‖2R(Y, Z)∇ϕ} = 0.

Tomamos el producto escalar por Y , y usando las relaciones (A1) y (A2), el primer corchete
se convierte en

−XϕH0σ(Z,X) +XϕZσXσ − Y ϕH0σ(Z, Y ) + Y ϕZσY σ + ZϕH0σ(X,X)

+ ZϕH0σ(Y, Y )− ZϕXσXσ + Zϕ‖∇0σ‖2 − ZϕY σY σ.

Y la otra parte la reescribimos como

−ZϕH0σ(X,X) +XϕH0σ(Z,X)− h0σ(Z)ϕ− (Zσ)(Xσ)Xϕ+ (Xσ)(Xσ)Zϕ

− ‖∇0σ‖2Zϕ+ (Zσ)∇0σϕ− e2σH0σ(Z,∇ϕ) + e2σ(Zσ)∇ϕ(σ).

Teniendo en cuenta que (∇ϕ)j = gij∂iϕ = e−2σgij0 ∂iϕ = e−2σ(∇0ϕ)j, entonces se tiene que
e2σH0σ(Z,∇ϕ) = g0(h0σ(Z), e−2σ∇0ϕ) = H0σ(Z,∇ϕ) y e2σ(Zσ)∇ϕ(σ) = (Zσ)∇0ϕ(σ). La
igualdad total resulta en

Zϕ{H0σ(X,X)− (Xσ)(Xσ)} −Xϕ{H0σ(Z,X)− (Zσ)(Xσ)}
+ Zϕ{H0σ(Y, Y )− (Y σ)(Y σ)} − Y ϕ{H0σ(Z, Y )− (Zσ)(Y σ)}
− 2H0σ(Z,∇0ϕ) + 2(Zσ)(∇0ϕσ) = 0.

Cogemos {E1, . . . , En} base ortonormal de campos de vectores respecto g0, entonces
∇0ϕ =

∑m
i=1(Eiϕ)Ei, y obtenemos aśı la última relación que necesitamos

Zϕ{H0σ(X,X)− (Xσ)(Xσ)} −Xϕ{H0σ(Z,X)− (Zσ)(Xσ)}
+ Zϕ{H0σ(Y, Y )− (Y σ)(Y σ)} − Y ϕ{H0σ(Z, Y )− (Zσ)(Y σ)}

− 2
m∑
i=1

(Eiϕ)H0σ(Z,Ei) + 2(Zσ)
m∑
i=1

(Eiϕ)(Eiσ) = 0.

(C)

Ya con todas las igualdades necesarias, estamos en condiciones de probar el resultado
central del caṕıtulo, que deduciremos de dos lemas previos.
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Lema 3.8. Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensión n ≥ 3 conformemente llana
con tensor de curvatura R. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. M tiene curvatura seccional constante;

2. H0σ(X, Y ) = (Xσ)(Y σ) para cualesquiera campos de vectores ortogonales X, Y ;

3. H0σ(X,Y ) − (Xσ)(Y σ) = λg0(X, Y ) para una cierta función λ : M → R.

Demostración. 1. ⇒ 2. Por tener M curvatura seccional constante K0, sabemos que el
endomorfismo de curvatura está dado por

R(X, Y )Z = K0{g(X,Z)Y − g(Y, Z)X}.

Además, usando la igualdad (A1):

{H0σ(X,Z)− (Xσ)(Zσ)}Y − {H0σ(Y, Z) + (Y σ)(Zσ)}X
= K0g(X,Z)Y −K0g(Y, Z)X,

y tomandoX, Y, Z ortogonales respecto g, entoncesH0σ(X,Z) = (Xσ)(Zσ) como queŕıamos
probar.

2.⇒ 3. Denotamos por L al único tensor (1, 1) que verifica

g0(L(X), Y ) = H0σ(X, Y )− (Xσ)(Y σ).

Por 2., L(Xp) ⊥ Yp para todo Yp ∈ X⊥p , donde X⊥p es el subespacio de dimensión n− 1 de
TpM en cada punto p ∈M ; de este modo L(Xp) = λXp donde λ es un valor escalar.

Además, λ solo dependerá del punto p, pues P (Xp+Zp) = P (Xp)+P (Zp) = λ1Xp+λ2Zp
por un lado, y por otro P (Xp + Zp) = λ3(Xp + Zp) para Xp, Zp campos de vectores
ortogonales, luego λ1 = λ2 = λ3.

Por tanto H0σ(X, Y ) − (Xσ)(Y σ) = g0(L(X), Y ) = λg0(X, Y ) donde λ es nuestra
función buscada.

3.⇒ 1. Sea p ∈ M y Π un plano 2-dimensional de TpM con {Xp, Yp} base ortonormal
respecto g0. Entonces

K(Xp, Yp) =e−2σ(p)g0(R(Xp, Yp)Yp, Xp) =

e−2σ(p){H0σ(Yp, Yp)− (Ypσ)(Ypσ) +H0σ(Xp, Xp)− (Xpσ)(Xpσ) + ‖∇0σ(p)‖20}

y por 3., reescribimos

K(Xp, Yp) = e−2σ(p){λ(p)g(Y, Y ) + λ(p)g(X,X) + ‖∇0σ(p)‖20}
= e−2σ(p){2λ(p) + ‖∇0σ(p)‖20}.

Vemos que la curvatura seccional no depende del plano 2-dimensional, luego todo punto
p ∈ M es isotrópico, y por aplicación del Teorema de Schur [1], la curvatura es constante
en M .
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Centrándonos ya en nuestro caso en concreto, recordemos que trabajamos con tres
métricas relacionadas por g̃ = e2ϕg y g = e2σg0 para ciertas funciones ϕ, σ ∈ C∞(M).

Lema 3.9. Si para p ∈M se verifica (∇0ϕ)p 6= 0, entonces el punto p es isotrópico.

Demostración. Sea

E1 =
∇0ϕ

‖∇0ϕ‖0
,

y completamos a una base ortonormal respecto g0 con {E2, . . . , En}. Entonces

(E1ϕ)(p) = ‖∇0ϕ‖0 6= 0

y Eiϕ = 0 para i > 1 por como hemos definido E1.
Tomamos ahora la expresión (B) haciendo las sustituciones Y = E1, Z = Ei,W = Ej

con {1, i, j} distintos y obtenemos

E1ϕH0σ(Ei, Ej)− EiϕH0σ(E1, Ej)

+ Eiϕ(Ejσ)(E1σ)− E1ϕ(Ejσ)(Eiσ) = 0

y por tanto H0σ(Ei, Ej) = (Eiσ)(Ejσ).
Por otro lado, sustituyendo en la expresión (C) X = E1, Y = Ei, Z = Ej con {1, i, j}

diferentes conseguimos H0σ(E1, Ej) = (E1σ)(Ejσ).
Finalmente, de nuevo en la expresión (C) sustituimos X = Ei, Y = Ej, Z = E1 con

{1, i, j} diferentes y conseguimos

H0σ(Ei, Ei)− (Eiσ)(Eiσ)

+H0σ(Ej, Ej)− (Ejσ)(Ejσ)

= 2{H0σ(E1, E1) + (E1σ)(E1σ)}

y dado que la igualdad es cierta para todo elemento de la base {E1, . . . , En} deducimos
H0σ(E1, E1)− (E1σ)(E1σ) = H0σ(Ei, Ei)− (Eiσ)(Eiσ).

Es decir, para campos de vectores ortonormales {E1, . . . , En} tenemos queH0σ(Ei, Ej)−
(Eiσ)(Ejσ) = λδji con λ función real en M . Se verifica entonces la condición 2. del Lema 3.8,
por lo que p es isotrópico.

Llegados a este punto, no queda más que la propia demostración del teorema, que como
veremos se deduce directamente de lo hecho hasta ahora.

Teorema 3.10. Sean (M, g), (M̃, g̃) dos variedades de Riemann isocurvadas de dimensión
n ≥ 4. Si M es conformemente llana y el conjunto de puntos no isotrópicos es denso en
M , entonces todo difeomorfismo que preserve la curvatura seccional es una isometŕıa.
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Demostración. Empleando la misma notación que hasta ahora, si (∇0ϕ) 6≡ 0, entonces por
el Lema 3.9 el conjunto de puntos isotrópicos tendŕıa interior no vaćıo, por lo que ϕ ha de
ser una función constante, y en ese caso por el Lema 2.3 R̃ = R. Si calculamos entonces la
curvatura seccional K̃(X, Y ) con X, Y campos de vectores ortonormales para g̃

K̃(X, Y ) = g̃(R̃(X, Y )Y,X) = g̃(R(X, Y )Y,X)

= e−2ϕg(R(X, Y )Y,X) = e−2ϕK(X, Y ).

No obstante, la hipótesis de que nuestro difeomorfismo preserva la curvatura seccional
hace que por la igualdad anterior ϕ = 0, y nuestro difeomorfismo se convierte aśı en una
isometŕıa.



Caṕıtulo 4

Curvatura y métrica

4.1. Dimensiones 1 y 2

En dimensión 1, la relación entre métrica y curvatura está muy diferenciada, pues
toda variedad de Riemann 1-dimensional es llana. En dimensión 2, la curvatura no aporta
la suficiente información para determinar la métrica de manera general (en este caso,
la curvatura es una única función evaluada en la variedad). De hecho, existen ejemplos
expĺıcitos donde variedades con la misma curvatura no son isométricas. Presentamos uno
de ellos a continuación.

Ejemplo 4.1. [3] Consideramos por un lado la superficie de revolución en R3 resultante de
girar en el eje x3 la curva logaŕıtmica, que parametrizamos por (vcos(u), vsin(u), log(v))
(Figura 4.1). Por otra parte, tomamos el helicoide parametrizado por (ṽcos(ũ), ṽsin(ũ), ũ).

Figura 4.1: Curva logaŕıtmica revolucionada

Figura 4.2: Helicoide

Es sencillo comprobar que la primera forma fundamental para la primera superficie es

ds2 = (v2)du⊗ du+ (1 +
1

v2
)dv ⊗ dv,

39
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mientras que para el helicoide tenemos

ds̃2 = (1 + ṽ2)dũ⊗ dũ+ dṽ ⊗ dṽ.

Obteniendo curvaturas de Gauss, respectivamente,

K =
−1

(1 + v2)2

K̃ =
−1

(1 + ṽ2)2
.

Por lo que la aplicación que env́ıa coordenada en coordenada verifica que en puntos corres-
pondientes ambas superficies tienen la misma curvatura de Gauss. En las figuras 4.1 y 4.2,
curvas del mismo color tienen la misma curvatura.

Lo que veremos ahora es que no puede existir ninguna isometŕıa entre ambas superfi-
cies. De la igualdad entre las curvaturas de Gauss deducimos que necesariamente ṽ = ±v
mientras ũ es una función φ(u, v) a la que suponemos ∂uφ 6= 0 para que el Jacobiano sea
distinto de cero.

Para que ambas superficies sean isométricas por una aplicación f , debe verificarse
f ∗(ds̃2) = ds2. Sustituyendo en ũ y ṽ obtenemos:

ds̃2 = (1 + v2)((∂uφdu+ ∂vφdv)⊗ (∂uφdu+ ∂vφdv)) + dv ⊗ dv.

Igualando con ds2, deducimos que ∂vφ = 0 y 1 + (1 + v2)(∂vφ)2 = 1 + 1
v2

, llegando a una
contradicción, por lo que estas superficies no pueden ser isométricas.

4.2. Dimensiones superiores

Todo lo hecho hasta ahora culmina en este resultado central, en donde lo único que
estamos haciendo es apoyarnos en los resultados del caṕıtulo anterior y esquivar la condición
de puntos no isotrópicos. Al caso conflictivo 3 dimensional dedicamos el caṕıtulo siguiente.

Teorema 4.2. Si la dimensión es mayor o igual que 4 y su curvatura seccional es no cons-
tante, entonces variedades de Riemann isocurvadas con métrica anaĺıtica son globalmente
isométricas.

Observación 4.3. Como veremos, la analiticidad de la métrica es simplemente una condición
para asegurar la densidad de los puntos no isotrópicos en la variedad. No obstante, si la
curvatura seccional es constante en toda la variedad, el resultado no se verifica. De hecho,
si (M, g) es una variedad de curvatura seccional constante, todo difeomorfismo f : M →M
preserva la curvatura seccional, pero no es necesariamente una isometŕıa.

Basta considerar las variedades (Rn, g0) y ((−π
2
, π
2
)n, i∗g0), donde g0 denota la métrica

eucĺıdea en Rn y i∗g0 la métrica inducida en (−π
2
, π
2
)n = (−π

2
, π
2
)× n. . . ×(−π

2
, π
2
), y el

difeomorfismo

f :
(
−π

2
,
π

2

)n
−→ (Rn, g0)

(x1, . . . , xn) 7→ (tan(x1), . . . , tan(xn)).
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Ambas variedades tienen curvatura seccional constante nula, por tanto f es un difeomor-
fismo que (trivialmente) preserva la curvatura seccional; no obstante, las variedades no son
globalmente isométricas aunque śı lo sean localmente ((Rn, g0) es geodésicamente completa
mientras (−π

2
, π
2
)n no lo es).

Demostración. En el caṕıtulo anterior hemos visto que todo difeomorfismo que preserve la
curvatura seccional entre variedades de Riemann de dimensión n ≥ 4 es una isometŕıa en
la clausura del conjunto de puntos no isotrópicos. Por tanto, lo único que resta es probar
que el conjunto de puntos no isotrópicos es denso en M .

Si probamos que la existencia de un punto no isotrópico (condición que tenemos ase-
gurada por el carácter no constante de la curvatura seccional) implica la densidad del
conjunto de puntos no isotrópicos, habremos acabado. Supongamos pues que el conjunto
de puntos isotrópicos tiene interior no vaćıo, entonces por el Teorema de Schur [1] la cur-
vatura seccional seŕıa constante en cada una de las componentes conexas del conjunto de
puntos isotrópicos. En particular, lo seŕıa en un abierto de G2(TM), y por tanto todos los
puntos seŕıan isotrópicos por la analiticidad de la métrica.

Hasta ahora no hemos puesto ninguna restricción a la regularidad de la métrica. Si
intentamos relajar la condición de analiticidad, el Teorema 4.2 se complica y, en general,
no es cierto. Para estudiar esta situación, debemos notar que para que los resultados del
Caṕıtulo 3 se verifiquen, la métrica ha de ser, por lo menos, de clase C4 (pues al calcular
∇R estamos requiriendo tal regularidad).

Aún en el caso en el que la métrica sea de clase C4, tenemos asegurada la isometŕıa
sobre el conjunto de puntos no isotrópicos. Para los puntos isotrópicos, el siguiente resultado
conocido nos asegura una isometŕıa local.

Proposición 4.4. [4] Sean (M, g) y (M̃, g̃) variedades de Riemann de curvatura seccional
constante c. Entonces para cualesquiera p ∈M , p̃ ∈ M̃ existen entornos U de p, Ũ de p̃ y
una isometŕıa F : U → Ũ .

Es decir, tanto en el interior del conjunto de puntos isotrópicos como del conjunto de
los no isotrópicos tenemos asegurada la isometŕıa local entre variedades isocurvadas. ¿Qué
pasa entonces en la frontera del interior de los puntos isotrópicos? Para extender a una
isometŕıa local en estos puntos, necesitamos añadir otra condición, como aclara el siguiente
resultado.

Teorema 4.5. Sea f : (M, g) → (M̃, g̃) un difeomorfismo que preserva la curvatura sec-
cional entre variedades de Riemann con métricas de clase C4. Si para los puntos de la
frontera del conjunto de puntos isotrópicos se verifica que existe un entorno U tal que su
intersección con dicha frontera es una subvariedad totalmente geodésica, entonces M y M̃
son localmente isométricas.

Observación 4.6. Una subvariedad de Riemann (N, g′) de (M, g) se dice totalmente geodési-
ca si toda geodésica relativa a g tangente a M en un cierto t0, permanece en N para un
intervalo de tiempo t ∈ (t0 − ε, t0 + ε).
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Demostración. Sea x ∈ M y U el entorno que nos aseguran las hipótesis del teorema.
Llamamos N al conjunto de puntos no isotrópicos de U e I al conjunto de los śı isotrópicos.
Denotamos f(p) = p0, f(N) = N0, f(I) = I0. Si nuestra variedad M es de dimensión n, aśı
lo serán N e I, y la frontera de I, ∂I, tendrá dimensión n− 1.

Por hipótesis ∂I es totalmente geodésica, por lo que toda geodésica (al menos en un
entorno inicial) que empiece en p permanece en N o bien en I. Suponemos que U =
expp(B(0, ε)), donde B(0, ε) denota una bola de radio ε en TpM . Suponemos también que
la aplicación exponencial es inyectiva en dicho conjunto (tomando U todo lo pequeño que
sea necesario), y lo mismo para expp0 .

Ahora bien, tomamos q ∈ U∩∂I y llamamos γ a la única geodésica minimizante uniendo
p y q. Los puntos de dicha geodésica se pueden ver como puntos ĺımite de geodésicas en
N , por lo que f(γ) es una geodésica en ∂I0 pues f es una isometŕıa. Por lo que ∂I0 será
también totalmente geodésica. Por lo que la situación es ahora I e I0 variedades de igual
curvatura constante con ∂I y ∂I0 totalmente geodésicas e isométricas.

Apoyándonos ahora en la Proposición 4.4, tenemos asegurados entornos J de ∂I en I
y J0 de ∂I0 en I0 tal que J y J0 son isométricos. Buscamos extender la isometŕıa a un
entorno de p en M , para ello empezamos construyendo la isometŕıa entre J y J0, tomamos
Y ∈ TpM de norma tan pequeña como sea necesaria, exppY ∈ I, tal que si f∗Y = Y0
entonces expp0Y0 ∈ I0. Tomamos entonces F (y) = y0 = expp0Y0 ∈ I0.

Para extender F , tomamos ε > 0 suficientemente pequeño para que U = expp(B(p, ε)),
U0 = expp0(B(p0, ε)), U = N ∪ J , U0 = N0 ∪ J0 y tal que U , N , J , U0, N0, J0 sea convexos
(es decir, para cualesquiera dos puntos dentro de esos conjuntos existe una única geodésica
minimizante que los une).

La aplicación F = U → U0 definida como F |N = f y en J tal como lo hicimos
antes. De esta manera, tenemos una aplicación que preserva distancias entre U y U0.
La diferenciabilidad (y por tanto el carácter isométrico local) viene garantizada por un
resultado de Myers y Steenrod [6, Theorem 1].



Caṕıtulo 5

Dimensión 3

El caso en el que nuestra variedad (M, g) tiene dimensión 3 es más complicado. Si bien
el Teorema 3.4 sigue siendo cierto, a priori ninguno de los resultados probados hasta ahora
nos permite asegurar algún tipo de isometŕıa entre variedades isocurvadas. El objetivo de
este caṕıtulo es precisamente el estudio de como la métrica determina la curvatura en el
caso particular de variedades de Riemann 3-dimensionales.

5.1. Variedades isocurvadas no localmente isométri-

cas

Empezamos por la construcción de un contraejemplo dado por Yau en [8] que muestre
que la restricción para la dimensión en el Teorema 4.2 es la mejor posible.

Por comodidad en los cálculos, trabajaremos sobre la curvatura seccional asociada al
tensor de Ricci, esto es:

Kρ(σ) =
ρ(X,X)

‖X‖2
,

donde ahora σ es un subespacio de dimensión 1 del tangente (es decir, Kρ toma valores en
la 1-grassmanniana). El siguiente resultado nos garantiza que podremos trabajar con este
nuevo objeto para nuestro objetivo sin pérdida de generalidad.

Proposición 5.1. Entre variedades de Riemann de dimensión 3, un difeomorfismo pre-
serva la curvatura seccional de Ricci si y sólo si preserva la curvatura seccional.

Demostración. Consideramos {Ei} base ortonormal. Llega con ver que en dimensión 3 la
curvatura seccional determina ρ(Ei, Ei) para cada i y viceversa, pues Kρ(Ei) = ρ(Ei, Ei).

Por un lado, sabemos que

ρii =
3∑
j=1

Rjiij =
3∑
j=1

Kji,

luego la curvatura seccional determina el valor de ρ(Ei, Ei).

43
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Por otro lado, recordemos que en dimensión 3 el tensor de Weyl es nulo (Proposi-
ción 1.8), por tanto R = P ©∧ g, que en nuestro caso:

R = ρ©∧ g − τ

4
g©∧ g = ρ©∧ g − τ

2
R0.

Por tanto,

Kij = Rijji = (ρ©∧ g)ijji − (
τ

2
R0)ijji

= ρjj + ρii −
ρii + ρjj + ρkk

2

=
1

2
(ρii + ρjj − ρkk),

y de esta manera ρ(Ei, Ei) determina completamente la curvatura seccional como queŕıamos
ver.

Veamos pues que en dimensión 3 el Teorema 4.2 no es cierto. Para ello, consideramos
la variedad R3 dotada de la métrica

g = e2hdx1 ⊗ dx1 + e2kdx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3,

donde h y k son funciones diferenciables que dependen únicamente de la coordenada x3.

Observación 5.2. Esta variedad es un doble producto deformado de la forma R×ehR×ek R
donde estamos considerando R con su métrica usual y funciones de deformación h(x3), k(x3).

Por otro lado, consideramos la variedad (R3, g̃), donde g̃ = e2ϕg con ϕ una función
diferenciable que también depende únicamente de x3. De esta manera, la construcción de
nuestro contraejemplo se reduce a probar la existencia de funciones h, k, ϕ verificando:

(a) ϕ′ 6= 0 y ϕ 6= 0,

(b) K̃ρ̃ = Kρ,

(c) todos los puntos son no isotrópicos respecto a ρ.

Conseguiŕıamos aśı dos variedades de dimensión 3, isocurvadas (la identidad sirve como
difeomorfismo que preserva la curvatura seccional) y con todos sus puntos no isotrópicos de
forma que no son globalmente isométricas (pues ϕ 6= 0), contradiciendo aśı el Teorema 4.2.

Para esto, el primer paso será expresar las condiciones (a), (b) y (c) de formas más
manejables. A ello dedicamos los siguientes lemas.

Lema 5.3. En las condiciones citadas, para que se verifiquen las condiciones (b) y (c) es
suficiente con que tener (b′) y (c′), siendo:

(b′)

A1 ≡ (1− e2ϕ)(h′′ + h′k′ + h′2) + ϕ′′ + ϕ′(2h′ + k′) + ϕ′2 = 0

A2 ≡ (1− e2ϕ)(k′′ + h′k′ + k′2) + ϕ′′ + ϕ′(2k′ + h′) + ϕ′2 = 0

A3 ≡ (1− e2ϕ)(h′′ + h′2 + k′′ + k′2) + 2ϕ′′ + ϕ′(h′ + k′) = 0

(c′) h′ 6= k′en todo punto.
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Demostración. Empezamos calculando objetos que nos serán útiles para los cálculos. De-
notamos Ei una base ortonormal de R3 respecto la métrica g dada por

E1 = e−h∂x1 E2 = e−k∂x2 E3 = ∂x3 .

Recordemos que los śımbolos de Christoffel respecto ∂xi están determinados por la métrica
de la siguiente manera

Γkij =
1

2
gk`{∂xigj` + ∂xjgi` − ∂x`gij},

y en nuestro caso particular tomarán la forma

Γ3
11 = −e2hh′ Γ3

22 = −e2kk′ Γ1
13 = h′ Γ2

23 = k′ (5.1)

y el resto serán cero (salvo simetŕıas). Conocer los śımbolos de Christoffel nos permite
calcular de manera directa las componentes del tensor de curvatura, pues

Rijk
l =

∂Γljk
∂xi
− ∂Γlik

∂xj
+

n∑
p=1

(
ΓpjkΓ

l
ip − ΓpikΓ

l
jp

)
.

Por tanto, en nuestro ejemplo,

R122
1 = −h′k′e2k R211

2 = −h′k′e2h

R133
1 = −h′′ − h′2 R311

3 = −e2h(h′2 + h′′)

R233
2 = −k′′ − k′2 R322

3 = −e2k(k′2 + k′′)

y el resto serán cero (salvo simetŕıas). También podemos deducir a partir de estas las
componentes del tensor de Ricci

ρ(E1, E1) = −(h′′ + h′k′ + h′2)

ρ(E2, E2) = −(k′′ + h′k′ + k′2)

ρ(E3, E3) = −(h′′ + h′2 + k′′ + k′2)

(5.2)

donde el resto son cero. Además, el gradiente y el hessiano de ϕ toman la siguiente forma

∇ϕ = ϕ′En

Hϕ(E1, E1) = h′ϕ′

Hϕ(E2, E2) = k′ϕ′

Hϕ(E3, E3) = ϕ′′.

(5.3)

Teniendo en cuenta las igualdades que involucran al tensor de Ricci (2.2) y 3.5, obte-
nemos que (b) es equivalente a la siguiente ecuación:

(1− e2ϕ)ρ(Y, Z) = Hϕ(Y, Z)− (Y ϕ)(Zϕ)

+ ∆ϕg(Y, Z) + ‖∇ϕ‖2g(Y, Z),
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y sustituyendo ahora en (5.2) y (5.3), obtenemos las 3 ecuaciones siguientes:

(1− e2ϕ)(h′′ + h′k′ + h′2) + ϕ′′ + ϕ′(2h′ + k′) + ϕ′2 = 0

(1− e2ϕ)(k′′ + h′k′ + k′2) + ϕ′′ + ϕ′(2k′ + h′) + ϕ′2 = 0

(1− e2ϕ)(h′′ + h′2 + k′′ + k′2) + 2ϕ′′ + ϕ′(h′ + k′) = 0

como buscábamos.
Para probar (c′) ⇒ (c), supongamos que existe p ∈ R3 no isotrópico respecto a ρ,

entonces (Kρ(X))p es constante para todo campo de vectores X, y aśı de las dos primeras
ecuaciones anteriores deducimos h′ = k′.

Lema 5.4. En las condiciones que venimos trabajando, la condición (c′) es equivalente a
la siguiente desigualdad: (

ϕ′′ + ϕ′2

ϕ′

)2

+
3ϕ′2 + 2ϕ′′

(1− e2ϕ)
6= 0. (5.4)

Demostración. Usando la Proposición 3.5 obtenemos P̃ = e2ϕρ− τ
2(n−1)e

2ϕg = e2ϕP y por
tanto

C̃(X, Y, Z) = (∇̃XP̃ )(Y, Z)− (∇̃Y P̃ )(X,Z)

= e2ϕ{2XϕP (Y, Z) + ∇̃XP (Y, Z)− 2YϕP (X,Z)− ∇̃Y P (X,Z)}.

Recordando ahora la fórmula obtenida para el cambio conforme de la transformación de
Levi-Civita en el Lema 2.2 y operando llegamos a

e−2ϕC̃(X, Y, Z)− C(X, Y, Z) =

XϕP (Y, Z)−YϕP (X,Z) + g(X,Z)P (Y,∇ϕ)− g(Y, Z)P (X,∇ϕ).
(5.5)

Contrayendo ahora en la primera y última componente, usando la Proposición 2.11 obte-
nemos

0 =
n∑
i=1

(Eiϕ)P (Y,Ei)− Y ϕP (Ei, Ei) + g(Ei, Ei)P (Y,∇ϕ)− g(Y,Ei)P (Ei,∇ϕ)

= P (Y,∇ϕ)− Y ϕ τ

2(n− 1)
+ nP (Y,∇ϕ)− P (Y,∇ϕ)

para {Ei} base ortonormal. Por tanto

P (Y,∇ϕ)− Y ϕ τ

2n(n− 1)
= 0. (5.6)

Ahora bien, dado que
ρ̊

n− 2
= P − τ

2n(n− 1)
g, (5.7)



5.1 Variedades isocurvadas no isométricas 47

deducimos que ρ̊(Y,∇ϕ) = 0 para cualquier campo de vectores Y .
Gracias a la igualdad (2.4), en nuestro caso particular 3-dimensional obtenemos

˜̊ρ = ρ̊−Hϕ + dϕ⊗ dϕ+
∆ϕ

3
g − ‖∇ϕ‖

2

3
g.

Si despejamos el operador Hessiano, obtenemos

Hϕ = (1− e2ϕ)ρ̊+ dϕ⊗ dϕ+
∆ϕ

3
g − ‖∇ϕ‖

2

3
g,

que evaluando en (∇ϕ,∇ϕ) teniendo en cuenta (5.3) y ρ̊(∇ϕ,∇ϕ) = 0, se convierte en la
siguiente igualdad:

ϕ′2ϕ′′ = ϕ′4 +
h′ϕ′ + k′ϕ′ + ϕ′′

3
ϕ′2 − ϕ′2

3
ϕ′2.

Operando conseguimos la relación

2(ϕ′′ + ϕ′2) = ϕ′(h′ + k′). (5.8)

Por otro lado, podemos reescribir el sistema del Lema 5.3 de la siguiente manera equi-
valente:

B1 ≡ (1− e2ϕ)h′k′ + ϕ′(h′ + k′) + ϕ′2 = 0

B2 ≡ (1− e2ϕ)(k′′ + k′2) + ϕ′′ + ϕ′k′ = 0

B3 ≡ (1− e2ϕ)(h′′ + h′2) + ϕ′′ + ϕ′h′ = 0,

(5.9)

donde simplemente B1 = A1+A2−A3,B2 = −A1+A2+A3 y B3 = A1−A2+A3 y dividimos
por 2. Despejando h′k′ en la primera igualdad y gracias a la relación (5.8) llegamos a que

h′k′ = −2ϕ′′ + 3ϕ′2

(1− e2ϕ)
. (5.10)

Vamos a probar entonces que h′ 6= k′ es equivalente a(
ϕ′′ + ϕ′2

ϕ′

)2

+
3ϕ′2 + 2ϕ′′

(1− e2ϕ)
6= 0.

Suponemos primero que h′ = k′, entonces el resultado se deduce directamente de (5.8).
Rećıprocamente, supongamos que no se tiene la desigualdad que queremos probar,

entonces por (5.10) tenemos que

h′k′ =

(
ϕ′′ + ϕ′2

ϕ′

)2

,

pero entonces (usando de nuevo (5.8)),

(h′ − k′)2 = 0,

de donde deducimos h′ = k′.
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Hemos reducido el problema a probar la existencia de funciones ϕ, h y k verificando
las condiciones (a), (5.4) y (5.9). Vamos a construirlas.

Si sumamos ahora las dos primeras ecuaciones del Lema 5.3 obtenemos

(1− e2ϕ)((h′′ + k′′) + (h′ + k′)2) + 2ϕ′′ + 3ϕ′(h′ + k′) + 2ϕ′2 = 0,

y si sustituimos con ayuda de (5.8) (de donde deducimos también h′′+k′′ = 2ϕ′′′

ϕ′
− 2ϕ′′2

ϕ′2
+2ϕ′′)

llegamos a la siguiente ecuación diferencial en ϕ:

2(1− e2ϕ)

ϕ′2

(
2(ϕ′′ + ϕ′2)2 + ϕ′′ϕ′2 − ϕ′′2 + ϕ′ϕ′′′ +

4ϕ′4 + 4ϕ′′ϕ′2

1− e2ϕ

)
= 0. (5.11)

Por la teoŕıa de ecuaciones diferenciales, existe localmente una solución ϕ para la anterior
ecuación verificando 0 < ϕ < 1, ϕ′ 6= 0 y(

ϕ′′ + ϕ′2

ϕ′

)2

+
3ϕ′2 + 2ϕ′′

(1− e2ϕ)
> 0. (5.12)

Teniendo ya ϕ, sea φ = k′ solución de la ecuación diferencial que se obtiene de B2 en (5.9):

(1− e2ϕ)(φ′ + φ2) + φ′′ + ϕ′φ = 0,

satisfaciendo la condición inicial (que resulta de sustituir h′ en B1 usando (5.8)):

φ2 − 2(ϕ′′ + ϕ′2)

ϕ′
φ− 3ϕ′2 + 2ϕ′′

1− e2ϕ
= 0.

Resolviendo la anterior ecuación en φ, obtenemos la condición
(
ϕ′′+ϕ′2

ϕ′

)2
+ 3ϕ′2+2ϕ′′

(1−e2ϕ) > 0,

por lo que la ecuación diferencial tiene solución. h′ queda también totalmente determinada:

h′ =
2(ϕ′′ + ϕ′2)

ϕ′
− k′.

Lo único que falta es probar que estas funciones aśı construidas verifican las condiciones
(a), (5.4) y (5.9).

La condición (a) siempre se va a cumplir localmente, pues nos hemos restringido a un
entorno donde 0 < ϕ < 1 y ϕ′ 6= 0.

La condición (5.4) se cumple también por la condición (5.12) impuesta a ϕ.

Ahora, usando que B2 se cumple directamente por nuestra elección de k′, se tiene
también B1 = B3 = 0 sin más que operar sobre B1 y B3 utilizando (5.8) y (5.15).
Por tanto, se verifican las ecuaciones (5.9), de donde se sigue la existencia de variedades
isocurvadas en dimensión tres que no son localmente isométricas.
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5.2. Curvatura y métrica en dimensión 3

¿Qué podemos decir entonces sobre la relación entre curvatura y métrica en dimensión
3? Si bien no vamos a tener un resultado tan potente como en dimensiones superiores,
podemos añadir condiciones bajo las que śı es posible garantizar que el carácter isocurvado
garantiza el carácter isométrico.

El primer paso será caracterizar estas isometŕıas entre variedades isocurvadas de dimen-
sión 3 mediante la constante que define el siguiente resultado. Recordemos que denotamos
por ρ̊ el tensor de Ricci sin traza, esto es, ρ̊ = ρ − τ

n
g; y escribimos R̊ic para su ten-

sor (1, 1) asociado. Presentamos los siguientes lemas previos, de los que omitiremos sus
demostraciones y proponemos como referencia el art́ıculo de Nasu [7].

Lema 5.5. [7] Sean (M, g) y (M̃, g̃) variedades de Riemann isocurvadas relacionadas por
un cambio conforme f ∗g̃ = e2ϕg, las funciones asociadas ϕ y f cumplen:

1. Las curvas integrales del campo ∇ϕ son segmentos de geodésicas en un entorno de
un punto p ∈M verificando (∇ϕ)p 6= 0,

2. d(‖∇ϕ‖2) = 2
n
{∆ϕ+ (n− 1)‖∇ϕ‖2}dϕ.

Lema 5.6. [7] Sean (M, g) y (M̃, g̃) variedades de Riemann isocurvadas relacionadas por
un cambio conforme f ∗g̃ = e2ϕg. Existen funciones diferenciables ρ y ψ en M ′ = {p ∈
M/(dϕ)p 6= 0} tal que

1. dτ = ρdϕ,

2. dρ = ψdϕ.

La función ρ esta dada de forma expĺıcita por

ρ =
2n(e2ϕ − 1)

(n− 2)‖∇ϕ‖2
trg(R̊ic ◦ R̊ic). (5.13)

Lema 5.7. [7] En las hipótesis del lema anterior, se tiene en M ′

ψ‖∇ϕ‖2 +
4

3
ρ∇ϕ+

2

3
ρ‖∇ϕ‖2 = 0.

Lema 5.8. [7] Sean (M, g) y (M̃, g̃) variedades isocurvadas relacionadas por un cambio
conforme f ∗g̃ = e2ϕg sobre la clausura de puntos no isotrópicos, que suponemos igual a
M . Entonces la función

F = (e−2ϕ − 1)‖∇ϕ‖2trg(R̊ic ◦ R̊ic). (5.14)

es constante en todo M .
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Demostración. Suponemos que M ′ 6= ∅, pues en caso contrario el resultado se cumple
trivialmente. Si despejamos trg(R̊ic ◦ R̊ic) usando (5.13), reescribimos F de la siguiente
manera:

F = −ρ‖∇ϕ‖
4

6e2ϕ
.

Aplicando ahora la diferencial a la anterior expresión valiéndonos del Lema 5.6 conse-
guimos:

−6dF = e−2ϕ‖∇ϕ‖2(ψ‖∇ϕ‖2 +
4

3
ρ∆ϕ+

2

3
ρ‖∇ϕ‖2)dϕ,

y por el Lema 5.7 deducimos que dF = 0 en los puntos de M ′. Por tanto, F es constante en
cada componente conexa de M ′, luego si M = M ′, el resultado está probado. Si M 6= M ′,
entonces F = 0 por la expresión (5.14).

Por tanto, para aquellos difeomorfismos f : M → M̃ que preserven la curvatura seccio-
nal definimos la constante dada por el Lema anterior cf = (e−2ϕ − 1)‖∇ϕ‖2trg(R̊ic ◦ R̊ic).

Teorema 5.9. Sea f : M → M̃ un difeomorfismo que preserva la curvatura seccional entre
dos variedades de Riemann de dimensión n = 3 y supongamos que el conjunto de puntos
no isotrópicos es denso en M . Entonces, f es una isometŕıa si y solo si cf = 0.

Demostración. Si f es una isometŕıa, entonces necesariamente ϕ = 0, por lo que e−2ϕ = 1
y por tanto cf = 0 como queŕıamos.

Rećıprocamente, si e−2ϕ = 1, f es trivialmente una isometŕıa. Si ∇ϕ = 0, entonces ϕ
seŕıa una función constante, y por tanto por el Lema 2.3 R = R̃. Pero dado que K̃ = e2ϕK,
necesariamente ϕ = 0 luego f es una isometŕıa.

Como por hipótesis cf = (e−2ϕ − 1)‖∇ϕ‖2trg(R̊ic ◦ R̊ic) = 0, necesariamente trg(R̊ic ◦
R̊ic) = 0, y dado que R̊ic es autoadjunto (por la simetŕıa del tensor de Ricci), trg(R̊ic ◦
R̊ic) = trg(R̊ic ◦ R̊ic∗) = 〈〈R̊ic, R̊ic〉〉 = 0, luego ρ = τ

n
g.

Dado que el tensor de Weyl en dimensión 3 es idénticamente nulo, obtenemos la siguiente
descomposición del tensor de curvatura:

R =W + P ©∧ g = P ©∧ g =
1

n− 2

(
ρ− τ

2(n− 1)
g

)
©∧ g

=
1

n− 2

(
τ

n
g − τ

2(n− 1)
g

)
©∧ g

=

(
τ

n(n− 2)
− τ

2(n− 1)(n− 2)

)
g©∧ g

=

(
τ

2n(n− 2)

)
R0.

Luego la curvatura seccional seŕıa constante en dicho entorno abierto, lo que contradice
la hipótesis de que el conjunto de puntos no isotrópicos es denso en M .
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El Teorema anterior es de gran utilidad, pues nos permite deducir resultados en dimen-
sión 3 para las que variedades isocurvadas sean globalmente isométricas, como presentamos
a continuación.

Corolario 5.10. En las hipótesis del Teorema 5.9, si (M, g) es localmente conformemente
llana entonces f es una isometŕıa.

Demostración. Como vimos en la demostración del Lema 5.4, ρ̊(Y,∇ϕ) = 0 para cualquier
campo de vectores Y .

Por otro lado, teniendo en cuenta (5.6) y (5.7) la ecuación (5.5) se convierte en

(Xϕ)
ρ̊(Y, Z)

n− 2
− (Y ϕ)

ρ̊(X,Z)

n− 2
= 0

debido a que el tensor de Weyl se anula en el caso localmente conformemente llano. Po-
niendo Y = ∇ϕ y usando que ρ̊(∇ϕ) = 0, obtenemos ‖∇ϕ‖2 = 0, por lo que cf = 0 y f
seŕıa aśı una isometŕıa.

Corolario 5.11. Bajo las hipótesis del Teorema 5.9, si M es compacta entonces f es una
isometŕıa.

Demostración. La función asociada al cambio conforme ϕ : M → R es ahora una función
continua definida en un compacto, luego alcanza un punto cŕıtico en M , por lo que en
dicho punto ∇ϕ = 0, luego cf = 0 y por el Teorema 5.9 f es una isometŕıa.

Como vemos, aunque en dimensión 3 la curvatura seccional no aporte la suficiente in-
formación para tener resultados tan potentes como en dimensiones superiores, si añadimos
ciertas hipótesis aún podemos hacer un buen estudio de la métrica a partir de la curva-
tura. En este útimo resultado que viene, se pone de manifiesto que la completitud de una
variedad de Riemann también juega un papel importante en el carácter isométrico.

Teorema 5.12. Bajo las hipótesis del Teorema 5.9, supongamos que g, g̃ son dos métricas
completas. Si f es un difeomorfismo sobreyectivo y τ no se anula, entonces f es una
isometŕıa.

Demostración. Supongamos que f no es una isometŕıa. Como τ 6= 0 y M es conexo, τ > 0
o τ < 0, y aśı o bien (1− e2ϕ)τ o bien (1− e−2ϕ)τ toma valores positivos.

f es sobreyectiva y se cumple ϕ̃f−1 = −ϕf ◦f−1 (pues si R̃ = e2ϕfR, entonces R = e−2ϕR̃

y (f−1)∗(e−2ϕf ) = e−2ϕf◦f
−1

). Tenemos por tanto:

f ∗((1− e2ϕ̃f−1 )τ̃) = (1− e2ϕ̃f−1 )τ̃ ◦ f = (1− e−2ϕf )τ.

Por tanto, podemos asumir que (1− e2ϕ)τ > 0, en caso contrario basta tomar f ∗. El flujo
de ∇ϕ, φp(t), verificando φp(0) = p es una geodésica (apartado (1) del Lema anterior).
Asumiremos φp(t) parametrizada por longitud de arco. De este modo, por el apartado (2)
del Lema anterior, obtenemos

2‖∇ϕ‖d‖∇ϕ‖
dt

=
2

3
‖∇ϕ‖(∆ϕ+ 2‖∇ϕ‖2).
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Por otro lado usando el Lema 2.5 conseguimos

(1− e2ϕ)τ = 4∆ϕ+ 2‖∇ϕ‖2.

Despejando ∆ϕ de ambas ecuaciones llegamos a

‖∇ϕ‖2

dt
=

(1− e2φ)τ

12
+

1

2
‖∇ϕ‖2 (5.15)

a lo largo de φp(t).
Por comodidad llamaremos x(t) = ‖∇ϕ‖(t). Consideramos pues la ecuación diferencial

auxiliar
dx

dt
=

1

2
x(t)2 (5.16)

con solución x(t) = −2
t+c

con c ∈ R. Si pedimos la condición inicial x(0) = ‖∇ϕ‖p, entonces

x(t) = −2
t+2‖∇ϕ‖−1

p
.

Ahora bien, la solución de la ecuación diferencial (5.15) es siempre mayor que la solución
de (5.16) en el intervalo [0, 2‖∇ϕ‖−1p ) pues (1− e2ϕ)τ es siempre mayor que 0, por lo que
necesariamente la solución de (5.15) ha de llegar a una singularidad en un tiempo finito.
Esto es imposible teniendo en cuenta que φp(t) debe extenderse indefinidamente por ser
geodésica y la métrica g ser completa.
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