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Resumo

O obxectivo deste traballo é estudar a existencia de métricas lorentzianas de Einstein
invariantes 4 esquerda en grupos de Lie de dimension 4. Para isto, axudamonos da corres-
pondencia entre as métricas invariantes & esquerda en grupos de Lie e os produtos escalares
nas suas alxebras de Lie para traballar con estas a nivel alxébrico. Proporciéonase unha cla-
sificacién completa de ditas métricas, asi como un estudo da xeometria que presenta cada
un dos exemplos. Mostrase que as métricas lorentzianas de Einstein invariantes & esquer-
da son localmente simétricas, ondas planas Ricci-chas ou se corresponden con tres clases
homotéticas de métricas non simétricas.

Abstract

The goal of this work is to study the existence of left-invariant Einstein Lorentzian
metrics in 4-dimensional Lie groups. For this purpose, we use the correspondence between
left-invariant metrics on Lie groups and inner products in their Lie algebras in order to work
with them at the algebraic level. We give a complete classification of Einstein metrics on 4-
dimensional Lorentzian Lie gropus and analyze the geometry of the different examples. The
only non-symmetric examples correspond to Ricci-flat plane waves and three homothetic
classes of Lie groups with left-invariant Lorentzian metrics.






Introducion

As métricas invariantes & esquerda en grupos de Lie proporcionan exemplos de métricas
distinguidas para determinadas propiedades xeométricas tales como estruturas Kéhler [22],
estruturas homoxéneas ciclicas [7], [12], soliténs de Ricci [18] ete. E importante mencionar
que a clase de métricas invariantes & esquerda en grupos de Lie é moi ampla, non s6 polo
feito de que exista unha infinidade de grupos de Lie, senén tamén porque o conxunto de
métricas invariantes pola esquerda (no caso conexo e simplemente conexo) se corresponde
co de produtos escalares nas correspondentes alxebras de Lie.

Un aspecto importante de todas estas cuestions son os problemas de existencia ou non
existencia destas métricas, isto é, decidir cando un grupo de Lie dado admite métricas
invariantes 4 esquerda verificando algunha propiedade xeométrica preestablecida e, de ser
o caso, describir o espazo destas médulo isometrias. Neste traballo centramonos no estudo
da existencia das métricas de Einstein.

As métricas de Einstein, sendo criticas para o funcional curvatura escalar total, son
as que presentan unha distribucién maéis uniforme da sia curvatura. En dias dimensions,
a curvatura escalar total é un invariante topoléxico en virtude do Teorema de Gauss-
Bonnet, polo que toda métrica ¢é solucién das ecuaciéns de Einstein. Dado que as métricas
de Einstein en dimensién tres son sempre de curvatura seccional constante, a primeira
situacién non trivial aparece en dimension catro.

As métricas de Einstein invariantes 4 esquerda sobre grupos de Lie de dimensién catro
foron clasificadas por Jensen [14] para o caso riemanniano, mostrando que todas elas son
localmente simétricas e, polo tanto, localmente isométricas a espazos de curvatura seccio-
nal constante, a superficies kiahlerianas de curvatura seccional holomorfa constante ou ao
produto de superficies coa mesma curvatura de Gauss constante. Unha consecuencia impor-
tante do traballo de Jensen e da clasificacién dos espazos homoxéneos de dimension catro
feita por Bérard-Bergery [2] é que os exemplos anteriores proporcionan todas as métricas
riemannianas de Einstein homoxéneas en dimensién catro.

Un resultado andlogo non é valido no ambito lorentziano, onde as variedades ondas pla-
nas proporcionan exemplos Ricci-chans homoxéneos (incluso simétricos) que non son chans,
o que supén unha diferenza esencial coa situacién riemanniana [1], [25]. A existencia de es-
pazos homoxéneos lorentzianos non redutivos, algins dos cales se realizan localmente como
métricas invariantes pola esquerda en grupos de Lie, presenta outra diferenza esencial con
respecto ao caso definido positivo. Neste sentido, é importante sinalar que a completitude
xeodésica non esta garantida para os espazos homoxéneos lorentzianos; en particular, as
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8 Introducién

métricas lorentzianas invariantes pola esquerda en grupos de Lie non son necesariamente
completas.

As métricas lorentzianas de Einstein invariantes a4 esquerda en grupos de Lie de di-
mensién 4 foron clasificadas por Calvaruso e Zaeim [9], quen mostraron a existencia de
16 familias de métricas con curvatura seccional non constante. O noso obxectivo neste
traballo é clarificar dita clasificaciéon, para o que procedemos de forma distinta mediante
unha descriciéon das métricas invariantes & esquerda en grupos de Lie de dimensién 4. Po-
demos asi obter de forma sinxela as expresions do tensor de Ricci en cada caso e analizar
a xeometria subxacente a cada exemplo.

A lista de grupos de Lie lorentzianos conexos e simplemente conexos en dimensién 4
pode ser descrita de modo sinxelo: tratase dos grupos produto SL(2,R) x R, SU(2) xR e
os produtos semidirectos correspondentes a grupos de Lie unimodulares en dimension tres
E(2) xR, E(1,1) xR, Hs xR e R* x R. O resultado esencial do traballo pode ser recollido
no seguinte teorema:

Teorema 6.2. Unha métrica lorentziana de Einstein invariante d esquerda nun grupo de
Lie de dimension 4 € ou ben simétrica, ou unha onda plana, ou localmente homotética a
unha das sequintes métricas en R3 x R:

(i) As métricas Ricci-chds determinadas, nunha base ortonormal {eq,es,e3,e4} con es
temporal, por

le1, e4] = —2e, le2, e4] = €2 + V3es, le3, e4] = —V/3ey + e,
que non son ondas planas.

(ii) As métricas non Ricci-chds con operador de Weyl nilpotente en dous pasos deter-
minadas, nunha base pseudo-ortonormal {uy,us, ug,us} con (uy,ug) = (us,uz) =
(ug, us) =1, por

[ub U4] = —u; + (5“27 [Ug, U4] = 5“27 [Ug, U4] = 2“3)

onde § € un pardametro real distinto de cero. Estas métrica son localmente isométricas
ao unico espazo non redutivo lorentziano de Einstein con curvatura seccional non
constante.

(iii) As métricas non Ricci-chds con operador de Weyl nilpotente en tres pasos deter-
minadas, nunha base pseudo-ortonormal {uy,us, ug,us} con (uy,ug) = (us,uz) =
(ug,ug) =1, por

[uy, ug) = duy, [ug, uy] = —2uy + dus, [us, us] = duy + us,
onde d € un pardametro real distinto de cero.

Obtemos, desta maneira, que os grupos §i(2, R)xR e SU(2) xR non admiten estruturas
de Einstein para o caso lorentziano. Unha caracterizacién da xeometria dos exemplos para
o resto de grupos proporciénase no seguinte teorema:
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Teorema 6.3. Sexa (G, g) un grupo de Lie lorentziano de dimension 4 con G = G3 x R.
Se g € unha métrica de Einstein, enton tense unha das sequintes posibilidades:

(a) G=E(2) xR, e (G,g) ¢ localmente isométrica ao espazo de Minkowski R?.

(b) G =E(1,1) xR, e (G,g) € localmente isométrica a R}, ao pseudo-espazo hiperboli-
co Hi(r) ou a un produto de planos hiperbdlicos coa mesma curvatura seccional

H2 (r) x H2(r).
(c) G=H3; xR, e (G,g) é unha onda plana ou € localmente isométrica a R} ou Hi(r).

(d) G = R3> xR e g é de curvatura seccional constante, unha onda plana, ou un dos
exemplos dados no teorema 6.2.

En canto & estrutura da memoria, no capitulo 1 establécese a notacién necesaria para o
desenvolvemento do traballo, ponendo especial énfase na introducién das variedades fronte
de onda e os espazos simétricos de Lorentz.

Os grupos de Lie lorentzianos de dimension catro introdicense no capitulo 2 a partir
dos grupos de Lie unimodulares 3-dimensionais. Para o estudo das métricas nestes gru-
pos, analizaranse os distintos produtos escalares nas correspondentes alxebras de Lie, para
asi poder afrontar o problema dende un punto de vista alxébrico. Dado que a restricion
dun produto escalar lorentziano a un subespazo dado pode ser lorentziana, riemanniana ou
dexenerada, preséntanse tres situaciéns esencialmente diferentes: as extensions lorentzianas
de dlxebras de Lie riemannianas, as extensiéns lorentzianas de alxebras lorentzianas e as
extensions lorentzianas de dlxebras dexeneradas.

As extensions lorentzianas de alxebras de Lie riemannianas analizanse no capitulo 3,
mostrandose que esta situacion é moi rixida. Os tnicos exemplos de métricas de Einstein
invariantes 4 esquerda nesta situacién son as de curvatura seccional constante en R x R
ou E(2) x R.

O capitulo 4 adicase a analizar as extensions lorentzianas de alxebras de Lie lorentzia-
nas. Esta situacién, que é moito mais rica que a analizada no capitulo precedente, pro-
porciona os exemplos mencionados no teorema 6.2. As métricas de Lorentz sobre dlxebras
unimodulares de dimension tres estan descritas en termos do seu operador de estrutura,
e as suas extensions catro-dimensionais exprésanse en termos das derivacions sobre ditas
alxebras. Todos estes operadores presentan unha parte autoadxunta que no ambito lo-
rentziano é moito mais complexa de estudar que no caso definido positivo, xa que pode
presentar catro posibles formas de Jordan.

O quinto capitulo céntrase na andlise das extensions lorentzianas de alxebras onde a
métrica é dexenerada. Mostramos que os grupos de Lie que admiten métricas cuxa restricion
a subalxebra derivada sexa dexenerada se corresponden cos exemplos xa estudados nos
capitulos 3 e 4 ou ben son métricas chés ou ondas planas homoxéneas en R* xR e H; x R.

Finalmente, no capitulo 6, proporciéonase unha vision xeral dos resultados obtidos, en-
globando a anélise dos distintos capitulos para proporcionar resultados xerais sobre a cla-
sificacién de métricas de Einstein en grupos de Lie lorentzianos 4-dimensionais. Achéganse
tamén algunhas posibles linas de estudo para estender os resultados obtidos neste traballo.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Variedades semi-riemannianas

Unha variedade semi-riemanniana (M, g) de dimensién n é unha variedade diferenciable
M de dimensién n dotada dun campo de tensores de tipo (0,2) simétrico, non dexenerado
e de indice constante, que chamamos tensor métrico; isto é, unha asignacién C*> a cada
punto p € M dun produto escalar g, en T,,M de indice fixado. A mitido dendtase (X,Y), =
9p(X,Y).

O valor 0 < v < n do indice de g, en cada punto chdmase o indice de M. Se v = 0, dise
que M ¢é unha variedade riemanniana, e neste caso cada g, ¢ un produto escalar definido
positivo en T,M. Se n > 2 e v = 1, dicimos que M ¢ unha variedade lorentziana.

Se (V,(-,-)) é un espazo vectorial dotado dun produto escalar, dise que un vector
velVé

= espacial se (v,v), >0 ouv =0,
= nulo se (v,v), =0,
= temporal se (v,v), < 0.

Dado un espazo vectorial dotado cun produto escalar (V, (-, -)), podemos descomporier
V=V,eV_.&Vy, onde Vj = {veV|{(v,z) =0,V € V} e Vi, V_ son subespazos de
V nos que a métrica é definida positiva e definida negativa, respectivamente. Definese a
signatura de (-, -) como a tripla (p,q,r), onde p = dim(V,), ¢ = dim(V_) (o indice de q),
er =dim(Vp). A lei de inercia de Sylvester asegura que esta definicién é independente da
descomposicién escollida.

Se ¢ = (x1,...,x,) é un sistema de coordenadas nun aberto U C M, as componentes
de g en (U, ) son g;; = g(0;,0;) . Desta maneira, se X e Y son campos de vectores de
forma que Xy = > X'9; e Yy = > Y70;, entén

11



12 1 Preliminares

Como g é simétrico, g;; = gj;, € podemos escribir
gu = Zgijdxi ® da’.

Isometrias

Unha isometria entre dias variedades semi-riemannianas (M, gar) e (IV, gn) é un difeo-
morfismo ¢: M — N que conserva o tensor métrico, isto é, ¢*gn = gy Noutras palabras,
para todo p € M, e para v,w € T,M, (v,w), = (Pp:V, PpW)4(p)- Dlias variedades semi-
riemannianas dinse isométricas se existe unha isometria entre elas.

A conexién de Levi-Civita

Unha coneridn nunha variedade M é unha aplicacion D: X(M) x X(M) — X(M) sa-
tisfacendo:

(b) Dx(fY)=X(f)Y + fDxY,
(C) DfX+h2Y = fDXy + thy

Onde \,p e R, f,he F(M)e X,Y,Z € X(M).

Unha conexién D nunha variedade semi-riemanniana (), g) dise adaptada & métrica se
X(Y.Z) = (DxY,Z)+ (Y,DxZ), e simétrica se DxY — Dy X = [X,Y]. Dada unha varie-
dade semi-riemanniana, existe nela unha tnica conexién simétrica e adaptada 4 métrica,
que chamamos a conexion de Levi-Civita en M e denotamos por V. Ademais, dita conexion
esta determinada pola férmula de Koszul:

Curvatura riemanniana

Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana e V a sia conexién de Levi-Civita.
Definese o tensor curvatura (de Riemann) de tipo (1,3) ou operador curvatura de M
como

R(X, Y)Z = V[X,y}Z—[Vx, Vy]Z = V[X,y]Z—vXVyZ—I—vaXz paraX, Y, Z c .%(M)
O tensor curvatura de tipo (0,4) de M é o tensor
R(X,Y,2,U) = g(R(X,Y)Z,U),

onde X, Y, Z U € X(M).
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Proposicién 1.1 (Simetrias do tensor curvatura). Sexan X,Y,Z, U,V campos de vecto-
res nunha variedade semi-riemanniana M. Entén o tensor curvatura de tipo (0,4) de M
cumpre as sequintes simetrias:

1. R(X,Y,Z,U) = —R(Y,X,Z,U) = —R(X,Y,U, Z),

2. R(X,Y,Z,U) = R(Z,U,X,Y),

3. R(X,Y,Z,U)+R(Y,Z,X,U)+ R(Z,X,Y,U) =0,

4. (VxR)(Y, Z,U, V) + (VyR)(Z, X, U, V) + (VZR)(X,Y,U,V) = 0.

Asigualdades 3 e 4 denominanse, respectivamente, primeira e sequnda identidades de Bian-
chi (ou identidades de Bianchi alzébrica e diferencial).

Un tensor de tipo (0,4) sobre un espazo vectorial cun produto escalar (V, (-, -)) que
verifique as igualdades 1, 2 e 3 anteriores dise un tensor curvatura alxébrico. Un exemplo
deste tipo de tensores vén dado polo tensor curvatura estindar R°(z,y, z,t) = (x, 2){y, t) —

(2, 1) {y, ).

Definicién 1.2. Sexa R o tensor curvatura de tipo (0,4) dunha variedade semi-riemanniana
M, e x,y vectores tanxentes a M nun punto p xerando un plano non dexenerado = C T, M.
Definese a curvatura seccional de m como

R<:B7 y7 z? y)

K(n) = —~2 D)
(71-) Ro(x7y7x7 y)’

onde se pode comprobar que K (7) é independente da eleccién dos x,y. Asi, unha variedade
ten curvatura seccional constante ¢ se, e soamente se, o seu tensor curvatura de tipo (0, 4)
¢ un multiplo do tensor curvatura estdndar R = cR° en cada punto.

Dtas variedades completas e simplemente conexas de curvatura seccional constante
son isométricas se, e soamente se, tenen a mesma dimensién, indice e curvatura (ver, por
exemplo, [21]). Nestas condiciéns, unha variedade semi-riemanniana de dimensién n e indice
v con curvatura seccional constante ¢ é isométrica a un dos seguintes modelos:

» A pseudoesfera S}(r) se ¢ > 0, onde r = \/LE
» O pseudo-espazo R se ¢ = 0.
» O pseudo-espazo hiperbédlico H”(r) se ¢ < 0, onde r = 4/ _71

Definicién 1.3. Sexa (V,(-,-)) un espazo vectorial dotado dun produto escalar e R un
tensor curvatura alxébrico definido sobre V. Definese o tensor de Ricci asociado a R como

p(r,y) =tr{z— R(z,2),y}, paraz,y,zeV,

onde R é o operador curvatura de tipo (1,3) definido por (R(x,y)z,t) = R(x,y, z,1).
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Dada unha base ortonormal {e;} de V', o tensor de Ricci pddese expresar como
p(x,y) =D (R(z, ey, e,
e séguese, grazas as simetrias de R, que p(z,y) = p(y, x).
O operador de Ricci asociado a R, Ric, definese como o tensor de tipo (1, 1) verificando

(Ric(z),y) = p(z,y), para todo x,y € V.

Definicién 1.4. Sexa (V, (-,-)) un espazo vectorial dotado dun produto escalar. A curva-
tura escalar dun tensor curvatura alxébrico é

7 = tr Ric.

No que segue, dada unha variedade semi-riemanniana, referirémonos ao campo de ten-
sores de tipo (0,2) resultante de considerar o tensor de Ricci asociado & curvatura R en
cada punto como o tensor de Ricci da variedade, e & curvatura escalar en cada punto como
a curvatura escalar desta.

Definicién 1.5. Unha variedade semi-riemanniana (M, ¢g) de dimensién n dise que é unha
variedade de Einstein se o seu tensor de Ricci é un multiplo da métrica, é dicir, se existe
un A € R tal que

p=Ag.
Séguese, tomando trazas, que A = ~. Unha variedade semi-riemanniana ¢ entén de Einstein
se, e soamente se,

p=-g.
n

1.2. O tensor de Weyl. Variedades localmente confor-
memente chas

Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de dimensiéon n. Definese o tensor de
Schouten de (M, g) como o campo de tensores de tipo (0,2) dado por

)

A partir do tensor de Schouten, definese o tensor de Weyl de (M, g) como o campo de
tensores de tipo (0,4) dado por

W=R-S0y,
onde S ® g denota o produto de Kulkarni-Nomizu

(S®9)(X,Y,Z,T)=S(X,Z)g(Y,T) - S(X,T)g(Y, Z)
+9(X,2)S(Y,T) — g(X,T)S(Y, Z),

para calquera campos de vectores X, Y, Z, T sobre M.
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Observacion 1.6. Unha variedade (M, g) ten curvatura seccional constante ¢ se, e soamente
se, R=cR’ = $9 © g. Neste caso, o tensor de RICCI é p=(n—1)cg, e a curvatura escalar
7 =n(n —1)c. Asi, o tensor de Schouten ¢ S = 1cg, e o tensor de Weyl W = R— S0 g =
%cg ©g-— %cg ® g = 0, co que unha variedade con curvatura seccional constante é de
Einstein e ten tensor de Weyl nulo.

Reciprocamente dado que o tensor de Schouten dunha variedade de Einstein ¢S =
2n(n =D 9> © tensor curvatura de M vén dado por R=W +S©g=W +5 ol )g®g Desta
maneira, unha variedade de Einstein con tensor de Weyl nulo ten curvatura seccional
constante ¢ = m
Observacion 1.7. Séguese das simetrias do tensor curvatura que o tensor de Weyl se anula
sempre en dimensién tres, polo que o tensor curvatura dunha variedade tridimensional
vén dado por R = S ® g. Unha consecuencia inmediata disto é que en dimensién 3 unha
variedade ¢ de Einstein se, e soamente se, ten curvatura seccional constante [17, th. 6.13].

Duas métricas g e g sobre unha variedade M dinse conformemente equivalentes se
existe unha funcién o € C®(M) de maneira que § = €*?g. O tensor de Weyl de tipo
(1, 3), determinado por gW(X,Y)Z,T) = W(X,Y, Z,T), é invariante por transformaciéns
conformes, isto é W = W, mentres que o tensor de Weyl de tipo (0,4) se reescala polo
factor conforme W = e2?W (véxase [17)).

Unha variedade (M, g) é localmente conformemente chd se para calquera punto p € M
existe unha vecinanza aberta U de p tal que g;y ¢ conformemente equivalente a unha métrica
chd, é dicir, se existe unha funcién o € C**(U) de maneira que g; = %7 g;y é unha métrica
cha en U. Como se viu anteriormente que o tensor de Weyl dunha variedade cha é 0, o
tensor de Weyl dunha variedade localmente conformemente cha tamén se anula. Schouten
demostrou que o reciproco deste resultado é tamén certo para dimensiéon n > 4 (ver [17,
teorema 8.31]), polo que unha variedade de dimensién n > 4 é localmente conformemente
cha se, e soamente se, o seu tensor de Weyl se anula. En particular, toda variedade con
curvatura seccional constante é localmente conformemente ché.

1.3. Variedades fronte de onda

Sexa (M, g) unha variedade lorentziana, e £ unha distribucién sobre M. L dise paralela
(ou invariante por transporte paralelo) se Vx£ C L para todo campo de vectores X sobre
M. Utilizando o caracter paralelo do tensor métrico, tense que a distribucién £ é paralela
se, e soamente se, a distribucién ortogonal £+ ¢ paralela (isto é, VL C £1).

Nesta seccion centrarémonos en distribuciéns de dimensién 1, polo que suponendo que
L esta localmente xerada por un campo de vectores Y, entén o caracter paralelo de L
é equivalente a que o campo de vectores sexa recurrente, isto é, VY = w® Y para algunha
1-forma w. En particular, todo campo de vectores paralelo é recurrente.

Se a restricién da métrica a £ é non dexenerada ou, equivalentemente, £ estd localmen-
te xerada por un campo de vectores Y non nulo, entéon pddese descomponer localmente
a variedade M como un produto R x N, onde N é unha variedade integral da distribu-
cién Y+. Cando a distribucién £ estd xerada localmente por un campo de vectores nulo,
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tense que £ N L+ # {0}, polo que non da lugar a unha descomposicién local como pro-
duto. Brinkmann [5] demostrou a existencia de sistemas de coordenadas adaptadas nesta
situacién. Centrandose no ambito de dimensién 4, unha variedade de Lorentz M dise que
é unha onda de Brinkmann se existe nela unha distribucion unidimensional nula paralela
(localmente xerada por un campo de vectores U nulo e recurrente). Neste caso existen
coordenadas locais (u,v, 2", 2%) sobre M de maneira que a métrica se expresa como

g =duodv+ H(u,v,2",2%)dv o dv + gi;(v, 2", 2%)dz’ o dz’ + b;(v, 2", 2%)dz" o dv  (1.1)

para certas funciéns H, g;; e b;, onde "o’ denota o produto simétrico won = %(w®n+n®w),
e 0, = U. Ademais, a distribucién L esta xerada por un campo de vectores nulo paralelo
se, e soamente se, d,H = 0. Neste caso, as coordenadas locais poden ser elixidas de forma
que [24]

g =duodv+ gi(v,z', 2*)dx’ o da’. (1.2)

Seguindo a discusién feita en [19], unha variedade fronte de onda, ou pp-wave, é unha
onda de Brinkmann localmente xerada por un campo de vectores nulo paralelo que é ade-
mais transversalmente cha, isto é, o tensor curvatura verifica

R(X,Y) =0

para calquera campos de vectores X,Y € L£t. Toda variedade fronte de onda admite
coordenadas locais (u, v, z!, z%) de forma que o tensor métrico se expresa como

g=duodv+ H(v,z",2*)dv o dv + dx" o dz". (1.3)

O seguinte criterio de caracterizacién para variedades fronte de onda resultara de grande
utilidade no desenvolvemento do traballo:

Lema 1.8. [19] Sexa (M, g) unha onda de Brinkmann con distribucion nula paralela L.
Enton (M, g) é unha variedade fronte de onda se, e soamente se, cumpre as sequintes
condicions

(1) (M, g) é transversalmente chd (R(X,Y) = 0 para todo X,Y € L),
(2) (M,g) € Ricci-isotrépica, isto é, g(Ric(X),Ric(X)) =0 para todo X € X(M).

En particular, toda onda de Brinkmann Ricci-cha e transversalmente chd é unha variedade
fronte de onda.

Unha onda plana é unha variedade fronte de onda para a cal a derivada covarian-
te do tensor curvatura verifica VxR = 0 para todo campo de vectores X € L+. Neste
caso, existen coordenadas locais (u,v,x!,2?) onde o tensor métrico se expresa como en
(1.3), onde H(v,z',x?) é cuadratica nas variables espaciais z', z? con coeficientes depen-
dentes da coordenada v. Ademais, as coordenadas poden ser reescaladas de maneira que
H(v, 2", 2?) = a;;(v)az'a.

Para o caso particular de variedades fronte de onda localmente homoxéneas, Globke e
Leistner probaron en [13] que, no caso Ricci-chan, toda fronte de onda é unha onda plana.
Asi, para grupos de Lie, tense
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Lema 1.9. Seza (G, g) unha onda de Brinkmann Ricci-chd con distribucion nula paralela
L sobre un grupo de Lie G. Se (G, g) € transversalmente chd, entdn é unha onda plana.

As ondas planas homoxéneas foron caracterizadas grazas ao traballo de Blau e O’Lou-
ghlin [3] (véxase tamén [13]) como segue: sexa (M, g) unha onda plana caracterizada por
(1.3), con H determinada por unha forma bilinear simétrica

H(v,o'2?) = (2 a2 ) ( an(v) afv) > < ’ )

192 (U) 929 (’U)

Entén (M, g) é localmente homoxénea se, e soamente se, a forma bilinear A = (a;;(v))
esta determinada por unha das seguintes posibilidades:

(I) A= efAge ™ onde Ay = < @1 12 ) ¢ unha matriz simétrica e F' = ( 0 —A )

Q12 A2 A0
¢ unha matriz antisimétrica, ambas arbitrarias. Ademais, a onda plana é de Einstein
(e de feito Ricci-cha) se, e soamente se, Ay ten traza nula. Neste caso as funciéns a;
son da forma

a11(v) = a11(cos*(Av) — sen®*(\v)) — ajp sen(2\v)
a12(v) = a1 cos(2Av) + aqy sen(2Av) ,
age(v) = a11(sen*(\v) — cos*(\v)) + a2 sen(2Xv) .

a; a , C e
(IT) A= (vjb)Q elos(vHOF A o—log(w+h)F onde Ay = 1712 ) ¢ yunha matriz simétrica e
a2 Q22
0 —f 1\, . . o .
F = Fo0 ¢ unha matriz antisimétrica, ambas arbitrarias. Ademais, a onda

plana é de Einstein (e de feito Ricci-chd) se, e soamente se, Ay ten traza nula. Neste
caso as funciéns a;; son da forma

(v + b)2ay; (v) = cos(Alog(—(u + b))) {a1; cos(Alog(u + b)) — arzsen(Alog(u + b))}
+ sen(Alog(—(u + b))) {a12 cos(Alog(u + b)) 4+ a1 sen(Alog(u + b))},
(v + b)?a12(v) = sen(Alog(—(u + b)) {arz sen(Xlog(u + b)) — a1 cos(Alog(u + b))}

+ cos(Alog(—(u +b))) {a12 sen(Alog(u + b)) — ay cos(Alog(u + b))},
(v + b)?axn(v) = —sen(Aog(—(u + b)) {a1z cos(Alog(u + b)) + a1 sen(Alog(u + b))}
+ cos(Aog(—(u + b))) {az sen(Alog(u + b)) — aq; cos(Alog(u + b))} .

Se (M, g) é unha onda plana localmente homoxénea con campo de vectores nulo paralelo
U ep e M, considerando o conxunto de campos de Killing transversais a UpL, poden ocorrer
duias situaciéns: ou ben existe un campo de vectores de Killing X para o que a derivada
covariante Vi X|, = 0, caso para o que a xeometria de M ¢ a correspondente ao caso (I),
ou ben a derivada covariante na direccién de U ¢é non nula para todo campo de Killing,
correspondéndose isto coa xeometria do caso (II).
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1.4. Meétricas lorentzianas localmente simétricas

Sexa (M, ¢g) unha variedade semi-riemanniana. Dise que (M, g) é irreducible se non ad-
mite ningunha distribucién paralela non trivial ® (i.e., ® # {0}, # T'M), e reducible se
admite algunha. No caso riemanniano, toda variedade reducible se pode expresar localmen-
te como un produto, pero no caso semi-riemanniano isto esta suxeito a que a restricion da
métrica a algunha distribucién paralela non trivial ® sexa non dexenerada. Unha varieda-
de (M, g) dise indescomponible (ou debilmente irreducible) se as tnicas distribuciéns non
triviais que admite son dexeneradas. A diferenza da situacion riemanniana, unha variedade
lorentziana pode ser reducible pero indescomponible se admite unha distribucién paralela
dexenerada, como pode ser no caso das ondas de Brinkmann descritas na secciéon 1.3.

Unha variedade semi-riemanniana dise [ocalmente simétrica se o tensor curvatura € pa-
ralelo, isto é, VxR = 0 para todo campo de vectores X sobre M. Xeometricamente, o
caracter localmente simétrico dunha variedade esta caracterizado polo feito de que para
todo punto p € M, a simetria xeodésica (definida localmente)

Sp: q = exp,(ru) — S,(q) = exp,(—ru), ueTT,M,

sexa unha isometria.

Unha consecuencia inmediata do caracter paralelo do tensor de curvatura é que o opera-
dor de Ricci é un campo de tensores de tipo (1,1) paralelo sobre M. No caso riemanniano
esta propiedade restrinxe notablemente a xeometria, xa que a variedade ten que ser de
Einstein ou un produto de variedades de Einstein. No caso lorentziano existen outras po-
sibilidades relacionadas co feito de que o operador de Ricci pode non ser diagonalizable,
malia que sexa autoadxunto (véxase [4]).

Chamase espazo simétrico de Cahen-Wallach 4-dimensional a unha onda plana deter-
minada por unha funcién H (v, z',2%) = apa'a' + anr®z?, onde a;; € R. Se ajjaz # 0,
entén (M, g) é unha variedade irreducible, mentres que se aj1a92 = 0, a variedade é local-
mente un produto R x N, onde N é un espazo simétrico de Cahen-Wallach 3-dimensional,
e polo tanto reducible. Un calculo directo mostra que os espazos de Cahen-Wallach son
variedades de Einstein se, e soamente se, a1 + as = 0, caso no cal o tensor de Ricci se
anula.

Os espazos de Cahen-Wallach son especialmente relevantes no ambito lorentziano, onde
0s espazos simétricos poden ser determinados a partir do seguinte resultado:

Teorema 1.10. [6] Sexa (M, g) unha variedade de Lorentz simétrica e indescomponible,
enton tense un dos sequintes casos

(i) (M,gq) € irreducible e ten curvatura seccional constante.

(ii) (M,g) € un espazo simétrico de Cahen-Wallach.
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A partir deste resultado, obtense que unha variedade lorentziana localmente simétrica
de dimensién catro (M, g) se corresponde cunha das seguintes situaciéns:

(M, g) é irreducible, e logo de curvatura seccional constante.

(M, g) é indescomponible pero non irreducible, e entén é localmente isométrica a un
espazo de Cahen-Wallach.

(M, g) é localmente isométrica a un produto (R x N, —dt*+gy), onde (NN, gn) é unha
variedade riemanniana simétrica irreducible, e polo tanto de Einstein e de curvatura
seccional constante, & vista da observacién 1.7.

(M, g) é localmente isométrica a un produto (R x N,dt?> + gy), onde (N, gy) é unha
variedade lorentziana simétrica irreducible, e logo ou ben ten curvatura seccional
constante ou ben é un espazo de Cahen-Wallach de dimension 3.

(M, g) é localmente isométrica a un produto (M; X Ms, g, + gas,), onde (My, gq)
¢ unha superficie lorentziana e (Ms, go) é unha superficie riemanniana, ambas de
curvatura seccional constante c.

Observacion 1.11. Para os obxectivos deste traballo é importante sinalar que os tnicos
espazos simétricos lorentzianos de Einstein en dimensién catro son:

Os espazos de curvatura seccional constante M(c).

Os produtos Mj(c) x My(c), onde M;(c) é unha superficie lorentziana e Ms(c) é unha
superficie riemanniana.

Os espazos simétricos de Cahen-Wallach con a1 + ass = 0.






Capitulo 2

Grupos de Lie lorentzianos

Un grupo de Lie G é unha variedade diferenciable dotada dunha estrutura de grupo
tal que a operaciéon de grupo o: G Xx G — G e a inversién i: G — G sexan C*°. Un
homomorfismo de grupos de Lie é un homomorfismo de grupos que é ademais diferenciable
como aplicacion entre variedades.

Unha dlzebra de Lie (sobre R) é un espazo vectorial real g cun operador [-,-]: gxg — ¢
bilinear satisfacendo as seguintes propiedades para todo z,y, 2z € g:

1. (Antisimetria) [z,y] = —[y, z],
2. (Identidade de Jacobi) [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

Un homomorfismo de dlrebras de Lie é unha aplicaciéon linear ¢: g — b satisfacendo
olzr,y] = [p(x), p(y)] para todo z,y € g. Dada unha édlxebra de Lie g, dicimos que un
subespazo vectorial b é unha subdlrebra de Lie de g se é pechado para os corchetes. Un
ideal i de g é unha subdlxebra que satisfai a condicién maéis forte de que [x,a] € i para
calquera x € g e a € i. Un exemplo de ideal é a subdlrebra derivada dunha alxebra de Lie
g, o subespazo span {[z,y] | z,y € g}, que se denota [g, g] ou simplemente g'.

Dado un grupo de Lie G, dicimos que un campo de vectores X sobre G é invariante
pola esquerda se para todo g,h € G, (Lg)uXn = Xp,n), onde Ly: G — G denota a
multiplicacién pola esquerda en G.

O corchete de Lie de campos de vectores proporciona unha estrutura de dlxebra de Lie
no espazo de campos de vectores invariantes & esquerda dun grupo de Lie, que chamamos
alxebra de Lie do grupo, e denotamos g. A édlxebra de Lie dun grupo de Lie G ¢ isomorfa
ao espazo tanxente a G no elemento neutro mediante

p: g — T.G,
X — X..

O terceiro teorema de Lie (ver [15]) afirma que toda élxebra de Lie de dimensién finita g
¢ isomorfa & alxebra de Lie dun unico grupo de Lie conexo e simplemente conexo G agés
isomorfismo, co que hai unha correspondencia 1 a 1 entre alxebras de Lie de dimension

21
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finita n e grupos de Lie conexos e simplemente conexos de dimensién n. No que segue,
todolos grupos de Lie considerados suponense conexos e simplemente conexos, co obxectivo
de identificalos coas suas alxebras de Lie. Esta correspondencia tense tamén a nivel de
homomorfismos. Dado un homomorfismo de grupos de Lie ¢p: G — H, a suia diferencial no
neutro dé lugar a un homomorfismo de alxebras de Lie ¢, : g — b. Reciprocamente, dado
un homomorfismo entre dias alxebras de Lie ¢: g — b, existe un tinico homomorfismo
® entre os grupos de Lie conexos e simplemente conexos correspondentes de maneira que
o, = .

Ao tratar con grupos de Lie que sexan ademais variedades semi-riemannianas, resulta
natural o estudo das métricas para as cales L,: G — G ¢é unha isometria para todo h € G.
Estas métricas denominanse métricas invariantes d esquerda.

Dar unha métrica invariante a4 esquerda nun grupo de Lie G é esencialmente o mesmo
que dar un produto escalar na dlxebra de Lie g do grupo (ou un produto escalar en T,.G).
Dada unha métrica invariante & esquerda, (X,Y), é constante para todo X,Y € g, o
que proporciona un produto escalar ben definido en g. Reciprocamente, dado un produto
escalar (-,-) en TG, podemos definir unha métrica invariante & esquerda en G mediante

(X, V) = (Lp=1)+Xe, (Lp-1).Ye), para XY € X(G).

A invariancia da métrica permitenos tamén obter expresions xerais para a conexion de
Levi-Civita, curvatura etc. dun grupo de Lie semi-riemanniano a partir dos corchetes e
a métrica nunha base de g. De feito, se consideramos a férmula de Koszul para X,Y, Z
campos de vectores invariantes pola esquerda, temos que

VLY, Z) =X(Y, Z) + Y(X, Z) — Z(X,Y)
- <X7 D/a Z]> + <Y7 [Z’ X]) + <Zv [X’ Y]>
= <X7 D/a Z]> + <Y7 [Z,XD + <Zv [XvYDa

xa que (Y, Z), (X, Z) e (X,Y) son constantes, e logo X (Y, Z) =Y (X, Z) = Z(X,Y) = 0.
En particular, tomando unha base ortonormal {e;} de g e oj; = ([e;, €51, ex),

1
(Ve,ej,ex) = 5(045‘

i J
L= QT ag,),

e logo
€k, k i j
Ve, = E E(aij — Qp t+ i) ek
k

onde € = (eg, ex), polo que conecendo como actiian os corchetes e a métrica nunha base
de g, podemos deducir as propiedades xeométricas de G.

2.1. Produtos semidirectos de grupos de Lie

Sexan (b1, [+, ]p,) € (b2, [, ]p,) dlxebras de Lie, e sexa g a suma directa de by e by
como espazos vectoriais. Pédese definir unha estrutura de alxebra de Lie en g tomando



2.1 Produtos semidirectos de grupos de Lie 23

como corchete [v,v'] = [v,V']y,, [w, W] = [w, w']y,, [v,w] = 0 para v, € h; e w,w € bs,
e estendendo por linearidade. (g, [-,-]) dise a alxebra de Lie suma directa de by e bho, e
dendtase by D bs.

Sexa g unha alxebra de Lie, h; un ideal de g e by unha subalxebra de g de maneira
que g = h; ® bhy. Se w € hy, é unha consecuencia inmediata da identidade de Jacobi que
D = ad,, = [w, -] é unha derivacién da alxebra de Lie by, isto é,

Dlu,v] = [D(u),v] + [u, D(v)], para todo u,v € by.

Desta maneira, ad: hs — Der(h;) proporciona un homomorfismo de alxebras de Lie entre by
e a dlxebra de Lie de derivaciéns de by, Der(h;), onde o corchete vén dado polo conmutador.
Este homomorfismo determina de feito como son tédolos corchetes de elementos de by cos
de by, xa que [w,v] = ad,,(v) para v € h; e w € ha, polo que para conecer g abonda cotniecer
as alxebras de Lie by, b, e ad: ha — Der(hy).

A construcién anterior pédese xeneralizar para un homomorfismo ¢: h — Der(g) cal-
quera, onde g e h son dlxebras de Lie. Pédese probar que existe unha tnica estrutura de
alxebra de Lie no espazo vectorial g @ b de maneira que [v,v'] = [v,0']y, [w, '] = [w, w']
e [w,v] = p(w)(v) para todo v,v" € g e w,w’ € h. g B h con este corchete dise o produto
semidirecto de g por b via ¢, e dendtase g x,, b.

Pasando a grupos de Lie, dado un produto de grupos de Lie G x H, tense que Lie(G x
H)=g®h, con g e b ideais de g @ h. Reciprocamente, dado un grupo de Lie G e Hy, Hy
subgrupos de G de maneira que g = by @ hs, entén G = H; x Hy como grupos de Lie.

Ao igual que no caso das dlxebras de Lie, pddese estender a nociéon de produto de grupos
de Lie & de produtos semidirectos. Dados dous grupos de Lie G e H, dise que G actia por
automorfismos sobre H se existe unha accion diferenciable o: G x H — H de maneira que
o(g,-) € Aut(H) para todo g € G (ou de maneira equivalente, se existe un homomorfismo
de grupos de Lie 7: G — Aut(H)). A multiplicaciéon en G x H dada por

(g1, 1) - (g2, h2) = (9192, 7(g5 ', h1)h2), para gi,92 € G,hi,hy € H,

da lugar a unha estrutura de grupo de Lie en G x H, que se chama o produto semidirecto
de H por G via g, e se denota H x,G. G e H son subgrupos pechados de H x, G, e de feito
H é un subgrupo normal. Obsérvese que cando a accién € trivial, a estrutura resultante
¢ a do produto usual de grupos de Lie.

Pédese comprobar que a alxebra de Lie dun produto semidirecto de grupos de Lie
H %, G é o produto semidirecto das sias élxebras de Lie via a derivada de @ = o(g, ),
b X4z g. Reciprocamente, dado un produto semidirecto de dlxebras de Lie h %, g, se G ¢
H son os unicos grupos de Lie conexos e simplemente conexos con alxebra de Lie g e b,
existe unha tnica accién por automorfismos ® de GG sobre H de maneira que d® = ¢ e
H x4 G ¢ o unico subgrupo de Lie conexo e simplemente conexo con dlxebra de Lie b <, g.
Isto proporciona unha correspondencia entre os produtos semidirectos de grupos de Lie e
os produtos semidirectos de alxebras de Lie.
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2.2. Grupos de Lie unimodulares

Para falar de grupos de Lie unimodulares, debemos de introducir previamente o concep-
to de medida de Haar. Sexa G un grupo de Lie, unha medida de Haar en G é unha medida
regular p definida na o-alxebra de Borel de G, B(G), que verifica ademais a condicién de
invariancia pola esquerda

w(E) = pu(gE), paratodo FE € B(G),g € G,
ou a condicién de invariancia pola dereita
w(E) = p(Eg), paratodo E € B(G),g € G,

onde gF = {gz|x € E} e Eg = {xg|r € E}. Falamos en cada un destes casos dunha
medida de Haar invariante pola esquerda ou pola dereita, respectivamente.

Dado un grupo de Lie GG, podemos afirmar que existe unha tnica medida de Haar
invariante pola esquerda (respectivamente, pola dereita) en GG agds por unha constante
multiplicativa (véxase [10]). Dicimos que un grupo de Lie é unimodular se a sia medida
de Haar invariante pola esquerda e pola dereita coinciden.

A seguinte proposicién, probada en [20], proporciona unha caracterizacién sinxela dos
grupos de Lie unimodulares:

Proposicion 2.1. Un grupo de Lie conexo G € unimodular se, e soamente se, o automor-
fismo adzunto da sua dlrebra de Lie ad,: g — g ten traza cero para todo x € g.

A raiz disto, dicimos que unha alxebra de Lie satisfacendo tr(ad,) = 0 para todo = € g
é unha dlxebra de Lie unimodular.

2.3. Grupos de Lie unimodulares semi-riemannianos
3-dimensionais

En dimensién tres, o poder traballar con alxebras de Lie permitenos axudarnos do
produto vectorial para simplificar as contas relativas aos corchetes e, de feito, clasificar os
grupos de Lie unimodulares.

Sexa g unha alxebra de Lie de tridimensional cun produto escalar non dexenerado
(+,-),ex:gxg— go unico produto vectorial verificando que (e; X e;, ;) = det(e;, €;, )
para calquera base ortonormal {e;} de g. Podemos agora definir unha aplicacién linear L
tomando, nunha base ortonormal,

L(ey x e3) = [eq, €3], L(ey x e3) = [eq, €3], L(ey x e3) = [eq, e3).

L é tal que L(u x v) = [u,v] para calquera dous vectores u,v € g, e logo proporciona como
son os corchetes na alxebra g. Referirémonos a L como o operador de estrutura de g. Tanto
no caso riemanniano coma no lorentziano, escribindo L(e;) = Y a;€j, e calculando a traza
de ad(e;) en funcién dos «;;, probase (véxase [20],[23])
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Proposicion 2.2. L ¢ autoadzunto se, e soamente se, G ¢ unimodular.

Desta maneira, é posible o estudo das dlxebras de Lie unimodulares a través destes
operadores autoadxuntos nas distintas signaturas. Co propésito de simplificar a presenta-
cion, tratamos de xeito independente os casos nos que g ¢ unha alxebra riemanniana ou
lorentziana.

2.3.1. Alxebras de Lie riemannianas unimodulares en dimension
tres

Para o caso no que g é unha alxebra de Lie riemanniana, tense que e; X ey = eg3,
€3 X €1 = €3 € €9 X 3 = €1, pOlO que

L(e1) = [ea, €3], L(ez) = [e3, e1], L(es) = [e1, ea].

Se a alxebra é ademais unimodular, entén L diagonaliza nunha base ortonormal de
autovectores, é dicir, se A1, A\s, A3 denotan os autovalores de L, existe unha base con respecto
da cal

[62, 63] = ey, [63, 61] = Agea, [61, 62] = Azes.

Os grupos de Lie unimodulares correspondentes pddense clasificar en base ao signo dos
autovalores de L, tal e como probou Milnor en [20]. Na seguinte tdboa recéllese a casuistica:

‘ )\1 )\2 )\3 ‘ Grupo de Lie ‘

+ 4+ o+ SU(2)
+ + - SL(2,R)
+ + 0 E(2)
+ - 0 E(1,1)
+ 0 0 H,

0 0 0 R3

A descricién dos grupos de Lie que aparecen na taboa é a seguinte:

» SU(2): o grupo de matrices unitarias 2 x 2 de determinante 1. A sia alxebra de Lie,
su(2), é a de matrices antihermitianas 2 x 2 con traza cero.

. S‘E(Z R): a cuberta universal do grupo de matrices reais 2 X 2 con determinante 1. A
sua alxebra de Lie, sl(2,R), esta formada polas matrices 2 x 2 reais con traza cero.

» F(2): a cuberta universal do grupo de movementos rixidos do plano euclidiano. A
correspondente alxebra de Lie, a dlzebra euclidiana ¢(2), é o produto semidirecto
t2 x t determinado por un endomorfismo de t? con autovalores imaxinarios.
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» F(1,1): o grupo de movementos rixidos do plano de Minkowski. A dlxebra de Lie co-
rrespondente, a dlzebra de Poincaré e(1, 1), é o produto semidirecto t* xt determinado
por un endomorfismo de t? con autovalores reais distintos.

= Hj: o grupo de Heisenberg de orde 3, formado polas matrices 3 x 3 da forma

1 a b
01 c], para a,b,c € R,
0 01

cuxa alxebra de Lie é a dlxebra h3 de matrices triangulares superiores e diagonal cero.

» R3: 0 grupo abeliano, con 4lxebra de Lie t3.

2.3.2. Alxebras de Lie lorentzianas unimodulares en dimension
tres

A descricién das alxebras unimodulares lorentzianas segue a mesma idea ca do caso
riemanniano partindo de que, pola proposicion 2.2, L é un endomorfismo autoadxunto.
Tomando unha base ortonormal {ej, €5, 3} da dlxebra de Lie lorentziana con ez temporal,
tense que ey X e3 = €1, €3 X €] = €5 € €] X €3 = —eg, CO que

L(ey) = [e, €3], L(ey) = [es, e1], L(es) = [ea, €1].

A diferenza do caso riemanniano, un operador autoadxunto nun espazo vectorial lorentziano
non é necesariamente diagonalizable; de feito, en dimensiéon 3 poden darse catro posibi-
lidades, que se corresponden coas posibles formas de Jordan do operador L. Seguindo a
descricién dada por O’Neill [21, pp. 261-262], ténense as seguintes posibilidades alxébricas
para o operador de estrutura dunha dlxebra de Lie lorentziana de dimensién tres:

Lema 2.3 (Forma candnica dun operador autoadxunto nun espazo vectorial lorentzia-
no). Sexa L un operador linear autoadzunto nun espazo vectorial lorentziano (V, (-, -)) de
dimension 3. Enton tense un dos sequintes casos:

Ia. L é diagonalizable. Eziste unha base {ey,es,e3} de (V, (-, -)), con respecto da cal

A0 0 10 0
L=|o0o x of, ¢9=]01 o],
0 0 X 00 —1

para \i, Aa, A3 € R.

Ib. L ten autovalores complexos. Eriste unha base {e1,eq,e3} de (V. (-, -)), con
respecto da cal

0
o)

o O

A
L=10 <.7.>:
0

o ™o
O O =
o = o

-8
para o, B, A € R e 5 # 0.
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II. L ten unha raiz dobre do polinomio caracteristico con multiplicidade
xeométrica 1. Existe unha base {uy,us,uz} de (V, (-, -)), con respecto da cal

A0 0 010
L= x 0o, (,)=[10 0],
0 0 X 001

con A, A € R, sendo € = £1.

III. L ten unha raiz tripla do polinomio caracteristico con multiplicidade xeométri-
ca 1. Eziste unha base {uy,us,uz} de (V, (-, -)), con respecto da cal

L=

o O >

0 1
A 0], (-,-)=
1 A

O = O

10
00|,
0 1

para A € R.

Rahmani [23] proporcionou unha clasificacién das dlxebras de Lie lorentzianas unimo-
dulares segundo as distintas posibilidades do operador de estrutura L no lema 2.3. As clases
correspondentes aos tipos Ib, I e III non tenen analogo riemanniano, o que mostra que a
estrutura lorentziana é moito mais rica que no caso definido positivo.

Caso Ia: Alxebras lorentzianas correspondentes a un operador de estrutura
diagonalizable.

Neste caso, tense que existe unha base ortonormal {ey, e9, e3}, con e3 temporal, na que
os corchetes de g venen dados por

[62, 63] = L(el) = /\161, [63, 61] = L(eg) = )\262, [62, 61] = L(@g) = )\363. (21)
As diferentes édlxebras de Lie (2.1) distinguense en termos dos autovalores de L como segue
» Se tédolos autovalores \; son cero, entén a alxebra tritase da dlxebra abeliana t3.

= Se soamente hai un autovalor distinto de cero, a alxebra derivada g’ ten dimension
1, polo que se trata da alxebra de Heisenberg g = bs.

= Para o caso no que un dos autovalores é cero e os outros dous distintos de cero,
dim(g') = 2, polo que g = ¢(2) ou e(1,1). Estes casos pddense distinguir mediante
o signo dos autovalores non nulos: se €;6;A;A; > 0 a dlxebra trétase da alxebra
euclidiana ¢(2), mentres que se £;6; A < 0, g =¢(1,1).

» Cando os tres autovalores de L son non nulos, a dlxebra resultante é su(2) se os g;);
tefien todos o mesmo signo e s[(2, R) noutro caso.
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A seguinte taboa recolle as posibilidades anteriores en funcién das expresiéns (2.1).
Para reducir a listaxe de casos, tense en conta que A\; e Ay xogan o mesmo papel para a
clasificacién das alxebras e que se pode suponier que \; > 0 sen perda de xeneralidade,
cambiando o signo de tédolos autovalores se fose necesario:

>
Ner

Ao A3 ‘ Alxebra de Lie ‘

+ + s[(2,R)
- s(2,R)
su(2)
¢(2)
e(2)
e(1,1)
e(1,1)
bs
bs

t3

So++++++++
o+ +
o |

oo o o |
o+ o+ o |

Caso Ib: Alxebras lorentzianas correspondentes a un operador de estrutura
con autovalores complexos.

Considerando o operador de estrutura L segundo a situacién correspondente ao lema
2.3-Ib, tense que g estd determinada, nunha base ortonormal {ej, es, e3}, con e3 temporal,
polos corchetes

lea, €3] = L(er) = Xey, les,e1] = L(ea) = aea — Bes,  [ea, e1] = L(eg) = fea + aes. (2.2)
As alxebras de Lie 2.2 correspéndense coas seguintes posibilidades

» Se A = 0, span{es, e3} é a dlxebra abeliana t?, e g = 2 Xad,, t, onde ad., se pode

expresar como
8 —a
ade, = (—a g )

Dado que ad,, ten autovalores reais distintos +4/6% + a2, a édlxebra resultante co-
rrespéndese con e(1,1).

= Se A # 0, dim(g’) = 3, e calculando a forma de Killing vese que esta é non definida,
polo que g = sl(2,R).

Caso II: Alxebras lorentzianas correspondentes a un operador de estrutura
cun autovalor dobre.

Considerando o operador de estrutura L segundo a situacion correspondente ao lema
2.3-11, tense garantida a existencia dunha base pseudo-ortonormal {u;,us,uz} de g con
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respecto da cal

A0 0 010
L=|e x 0o, (.9=[100
0 0 X 001

Tense agora que u; X ug = usz, Us X Uz = Ug, Uz X U] = Uy, polo que con respecto da base
{uy,us,u3} os corchetes son da forma

[U3,U1] = L(”l) = AUy + €ug, [U27U3] = L(Uz) = A2, [U17U2] = L(Us) = AolU3. (2-3)

As ecuacidéns (2.3) dan lugar s seguintes dlxebras de Lie:

Se A1 = 0 e Ay # 0, entén span{us, uz} é unha subdlxebra abeliana, e a dlxebra g é o
produto semidirecto t? x v determinado pola derivacién

0 -—¢
ad,, = (Az 0 ) .
Asi, g=1¢(2)secA2>0eg=r¢e(l,1)sech <0.

» Se Ag =0 e A\ #0, entén span{uy, us} xera unha subdlxebra abeliana, e a élxebra g
¢ o produto semidirecto t? x t determinado pola derivacién

A 0
adu3 = (51 _/\1) )

que ten autovalores reais distintos +\;, polo que g = ¢(1,1).

s Cando A\ Ap # 0, entén a dlxebra derivada g’ ten dimensién 3, e comprébase que a
forma de Killing é non definida, polo que g = sl(2, R).

» Para o caso A\; = Ay = 0, o tnico corchete non nulo é [uz, u;] = euy, e logo g = hs.

As diferentes posibilidades de alxebras de Lie recéllense na seguinte taboa

‘ A1 Ao € ‘ Alxebra de Lie ‘

40 40 =1 sI(2,R)
0 >0 1 e(2)
0 <0 -1 e(2)
0 <0 1 e(1,1)
0 >0 -1 e(1,1)

40 0 =1 e(1,1)
0 0 =1 b
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Caso III: Alxebras lorentzianas correspondentes a un operador de estrutura
cun autovalor triplo.

Por ultimo, consideramos o caso correspondente ao lema 2.3-II1, no que se ten que existe
unha base pseudo-ortonormal {uy, us, us} de g, con uy e us nulos, uz espacial e g(uy, uz) = 1
con respecto da cal

[ug,u1] = L(u1) = Aur,  [ug, ug) = L(ug) = Aug +uz, [u1,us] = L(ug) = ui + Aug, (2.4)

para A € R.
As alxebras de Lie que son realizables en termos das ecuaciéns (2.4) estan determinadas
como segue:

= Se A =0, entén span{uy, uz} xera unha 4lxebra abeliana t?, e g ¢ o produto semidi-
recto g = t2 x v determinado por

-1 0
adu2:<0 1),

que ten autovalores +1, e logo correspéndese con ¢(1,1).

= Se A # 0, tense que dim(g’) = 3, e pddese comprobar ademais que a forma de Killing
de g é non definida, polo que g = sl(2,R).

2.4. Grupos de Lie lorentzianos en dimensién catro

Os grupos de Lie lorentzianos de dimension n conexos e simplemente conexos coinciden
cos riemannianos mediante a seguinte correspondencia: Dado un grupo de Lie conexo e sim-
plemente conexo (G, as métricas lorentzianas invariantes pola esquerda en GG correspondense
con produtos interiores de signatura (n — 1, 1) na sta édlxebra de Lie g, que se pode carac-
terizar dando unha base ortonormal {e;} de g con e, temporal. Tomando {e;} como base
ortonormal para un produto escalar definido positivo, obtemos unha métrica riemanniana
invariante pola esquerda en GG. Reciprocamente, dado un produto escalar definido positi-
vo sobre g, abonda con cambiar o cardcter dun dos vectores da base de forma que sexa
temporal para determinar unha métrica lorentziana invariante pola esquerda en G.

Isto permitenos utilizar a seguinte clasificacién, dada por Bérard Bérgery en [2] para
clasificar os grupos de Lie lorentzianos en dimensién 4:

Proposicién 2.4. Os grupos de Lie riemannianos conexos e simplemente conexos de di-
mension 4 son:

1. Os produtos directos SU(2) xR e ﬁ@,R) x R.
2. Os produtos semidirectos non triviais E(2) x R e E(1,1) x R.

3. Os produtos semidirectos non nilpotentes Hz x R.
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4. Os produtos semidirectos R® x R.

Polo tanto, os grupos de Lie que admiten métricas lorentzianas en dimension 4 son
SU(2) xR, SL(2,R) xR, F(2) xR, E(1,1) xR, H; xR e R* x R. Obsérvese que todos os
exemplos comparten a mesma estrutura: as suas alxebras de Lie son produtos semidirectos
g3 X t, con gz unha alxebra de Lie unimodular de dimension 3. Malia a coincidencia entre os
grupos de Lie lorentzianos e riemannianos, a xeometria no caso lorentziano é mais diversa,
e o seu estudo resulta mais dificil. Mentres que no caso riemanniano a restricién da métrica
gjg; & subdlxebra de dimension 3 ¢é riemanniana, no caso lorentziano g5, pode ser rieman-
niana, lorentziana ou dexenerada. Estas posibilidades recéllense no seguinte teorema, dado
en [9], que garante a existencia dunha “boa base” de g coa que traballar en cada caso.

Teorema 2.5. Sexa (g, (-, -)) unha dlzebra de Lie lorentziana 4-dimensional. Enton, exis-
te unha base {ey,eq,e3,e4} de g tal que:

» g3 = span{ey, es, e3} € unha dlxebra de Lie unimodular 3-dimensional e ey actia como
unha derivacion en gs (isto €, g = g3 X t, onde v = span{ey}),

» con respecto da base {ey,es,e3,e4}, 0 produto escalar lorentziano presenta unha das
sequintes formas:

100 0 10 0 0 1000
010 0 01 0 0 0100
@l o011 0 | O o0 10| @100 01
000 —1 00 0 1 0010

Demostracion. Sexa g = b Xt un produto semidirecto de dlxebras de Lie, con v = span{v}
unidimensional. Notese que para calquera w € h se ten de novo g = h x ¢, con t =
span{v + w}.

Sexa g un produto escalar lorentziano nunha alxebra de Lie g de dimensién 4. Pola
proposicién 2.4, tense que g = gz X t, con gz unimodular e v = span{v}. Diferenciamos
agora tres casos, dependendo de que a restricién de (-, -) a gz sexa definido positivo,
lorentziano ou dexenerado:

Caso 1. A restricién (-, - )|, é definida positiva.

Sexa {e, ez, e3} unha base ortonormal de g3 para (-, -)|g,. Considérase a proxeccién
3 - ~ - .
ortogonal de v en g3, w = > 7 (v,e;)e;, e sexan 0 = v — w e t = span{v}. Como se viu
antes, séguese a ter g = gz x t. Ademais ¥ é ortogonal a g3, co que T = g3, € como a
restricién de (-, -) a g3 é non dexenerada, a restriciéon de (-, -) a t tamén o é. O indice de
(-, ) é asuma dos indices de (-, - )jg; € (-, *)gt, polo que (-, - )z ten indice 1, e tomando
€4 = ———10, (-, -) toma a forma (a) respecto da base {e1, s, €3, €4}.
V —(0,2)
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Caso 2. A restricién (-, -)|,, € lorentziana.

Procédese de forma case idéntica ao caso 1, pero esta vez fixando unha base ortonormal
{e1,eq,€3} en g3 con ez temporal, e coa diferenza de que a proxeccién ortogonal vén dada
por w =" ;(v,e;)e;, onde g; = (e;, ¢;). Agora g = g x T, onde ¥ = span{?} = gz, con
U = v — w espacial, e e, =

V.

1
(0,0)
Caso 3. A restricién (-, - )|, é dexenerada.

Como (-, -) é lorentziano, un subespazo de g no que (-, -) se anule ten ao sumo dimen-
sién 1, polo que (-, -)|g, ten que ter signatura (2,0, 1) (véxase [21]). Sexa {u1, u2, us} unha
base de g3 con u;, us espaciais unitarios e uz nulo e ortogonal a span{uy, us}, e considérase
w =37 (v,u)u; e & = v —w, de forma que ¥ é ortogonal a span{u;,uy}. Polo cardcter

non dexenerado de (-, - ), necesariamente (ug, 0) # 0. Tomando us = m (17 — %w)),

tense que uy actia como unha derivacién sobre g3, e (-, ) toma a forma (c) respecto da
base {ul, U9, U3, U4} de g.
[



Capitulo 3

Extensiéns lorentzianas de grupos de
Lie riemannianos

Comezamos o estudo sistematico de métricas de Einstein en grupos de Lie lorentzianos
de dimensién catro. Atendendo ao teorema 2.5, dividese a andlise nos casos en que a métri-
ca é unha extension lorentziana dun grupo de Lie unimodular riemanniano de dimensién 3
(caso(a)), unha extension lorentziana dun grupo de Lie unimodular lorentziano de dimen-
sién 3 (caso(b)) ou unha extensién lorentziana dun grupo de Lie unimodular de dimensién
3 cunha métrica dexenerada (caso(c)). Neste capitulo estiudase o primeiro dos casos.

Seguindo a discusién feita na seccién 2.3, o automorfismo de estrutura L(u X v) = [u, v]
de g3 é un operador autoadxunto nun espazo vectorial euclidiano, polo que L diagonaliza
nunha base ortonormal de autovectores {e1, ez, e3} de g3, é dicir:

[62763] = \ieq, [63, 61} = A\aea, [61762] = \ze3.

Seguindo o proceso feito na seccion 2.4, esta base podese completar a unha base ortonormal
{e1,e9,€3,e4} de g, con ey temporal, de xeito que a alxebra de Lie g = g3 x span{e,} da
lugar ao grupo G. O feito de que e, actiie como unha derivaciéon sobre gz é equivalente a
que se cumpra a identidade de Jacobi en g = g3 x span{es} e, polo tanto, tena estrutura
de alxebra de Lie.

O resultado esencial deste capitulo mostra que a condicién de Einstein é extremada-
mente rixida neste contexto, segundo o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seza (G, g) unha extension lorentziana dun grupo de Lie riemanniano tres-
dimensional. Enton (G, g) € unha variedade de Finstein se, e soamente se, a stua curvatura
seccional € constante. Tales métricas s6 terien lugar nos grupos E(2) xR (no caso de métri-
cas chds) e R* xR (no caso de métricas con curvatura seccional constante non negativa,).

Diferenciamos agora para os célculos os distintos grupos de Lie de dimension 3 posibles
en funcién dos autovalores de L atendendo a clasificacion feita na seccién 2.3:

33
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3.1. Os casos SL(2,R) x R e SU(2) x R

Toda métrica invariante pola esquerda en SL(2,R) x R ou SU(2) x R que se restrinxa
a un produto escalar definido positivo en sl(2,R) ou su(2) estd determinada, nunha base
ortonormal {ey, es, €3, €4} con e4 temporal, polos corchetes non nulos seguintes:

[62, 63] = ey, [637 61] = \g€g, [61, 62] = Ases,
[617 64] = K3Aa2€2 — KaAses, [@2, 64] = K1A3€3 — Kg\€eq, (3-1)

[637 64] = KgA1€] — K1g€,

onde A\ A3 # 0 e Ky, ko, k3 son parametros reais arbitrarios.

Co obxectivo de simplificar a notacién para o estudo da condicién de Einstein, introdu-
cimos o tensor simétrico de tipo (0,2) & = p — 7g. Desta maneira, a estrutura considerada
¢ Einstein se, e soamente se, £ = 0. Denotamos &;; = £(e;, €;), e vemos que un célculo
directo das componentes de £ proporciona:

811 = —5A3 (K3 + 15 — 1) + 201 (Ao (53 — 1) + A (53 — 1)) — N3(k3 — 3k3 + 3)
+ 2X0A3 (K] +3) — A3 (k] — 3K3 +3),

2810 = ()\1)\2 — )\g) K1Ka,

2813 = ()\1)\3 — )\g) K1K3,

2E1 = (A2 — A3)%ka,

8Epy = —A2(k2 — 3k2 4 3) + 20\ (Mo (k2 — 1) + A3(k2 +3)) — 5A3(k? + k2 — 1)
+ 20 03(k] — 1) + M3 (3K — k3 — 3),

2603 = (Aods — AD) Kok,

2854 = ()\1 - )\3)2/‘627

833 = A} (3k3 — K3 — 3) + 201 (Ma(K3 + 3) + As(k3 — 1)) + A3 (3K7 — K3 — 3)
+ 203 (K] — 1) = B5A3 (k] + k5 — 1),

2E31 = (A1 — Na)*ks,

881 = =7 (3k3 + 3k3 + 1) + 20 (Aa(3K5 + 1) + A3(3k3 + 1)) — A3 (3k7 + 3k + 1)
+2X0A3(3k7 + 1) — A] (3k] +3k3 + 1) .

Comproébase a partir destas ecuaciéns que non existen soluciéns para &; = 0 con
A A2 A3 # 0, polo que para este caso non se atopa ningtin exemplo de métricas lorentzianas
de Einstein invariantes pola esquerda.

Lema 3.2. Non existen métricas lorentzianas invariantes pola esquerda de Einstein en
SL(2,R) x R ou SU(2) x R que se restrinzan a produtos escalares definidos positivos en
sl(2,R) ou su(2).
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3.2. Oscasos F(2) xR e E(1,1) xR

Nestes casos, o nucleo do operador de estrutura ten dimensién un, polo que un dos
autovalores de L (que se pode suponier A3 sen perda de xeneralidade) é cero e os outros
dous son distintos de cero. Utilizando a identidade de Jacobi, obtense que e4 actia como
unha derivacién sobre g3 se, e soamente se,

[617 64] = ae; — \ofey,
lea, e4] = A1 ey + aes,

les, e4] = ve1 + dea,

con a, 3,7,6 € R, polo que toda métrica invariante pola esquerda en E(Q) xRouE(1,1)xR
que se restrinxa a un produto escalar definido positivo en ¢(2) ou ¢(1, 1) estd determinada,
nunha base ortonormal {eq, 5, €3, €4} con ey temporal, polos corchetes non nulos seguintes:

{ [62, 63] = ey, [63761] = A\oea, (3‘2)

le1, ea] = ey — Xofea, [ea,e4] = A1 fer + e, es, eq] = ye1 + ey,

onde A\ Ay # 0 e «, B,7,0 son parametros reais arbitrarios.
As componentes do tensor £ con respecto desta base resultan

8E11 = 4a® — 5y — 5% + 5AT — 58207 — 20 0 + 2682\ Ay — 3A3 + 3323,
2815 = =70 + 2Ba(A — Na),

2613 = 3ay — B0,

2814 = 0y,

8Ey = 40 — 42 — 56% — 3XZ £ 36%A2 — 201 Mg + 282 A Mg + BN — 55%)2,
2E93 = 3ad + Py,

289, = — A,

8E33 = —120” 4 37% + 362 — 302 — B2A2 + 61 \g + 267N Ay — 3)3 — 572,
2831 = B\ — X2,

884 = —4a® — 372 — 367 — AT — 33°AT 4+ 20\ A + 66° M A — A5 — 35705,

Resolvendo o sistema de ecuaciéns &;; = 0, atopamos unha tnica solucién, dada por
a=v=0=0eA = \. Pddese ver agora que para estes parametros o tensor curvatura da
métrica cumpre R = 0, polo que se corresponde cunha métrica chd en F(2) x R e obtemos:

Lema 3.3. Sexa g unha métrica lorentziana invariante pola esquerda en E’(2) X R que se
restrinze a un produto escalar definido positivo en ¢(2). Entén g é unha métrica de Einstein
se, e soamente se, € chad.

Lema 3.4. Non existe ningunha métrica lorentziana invariante pola esquerda de Einstein
en E(1,1) xR que se restrinza a un produto escalar definido positivo en e(1,1).
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Observacion 3.5. As métricas correspondentes ao lema 3.3 estan caracterizadas polos cor-
chetes non nulos

le1, e3] = —Aea, lea, e3] = Aey, le1, e4] = aea, lea, e4] = —aey

onde A # 0 e o é un parametro real arbitrario.

3.3. O caso H3 xR

Neste caso, dimker L = 2, polo que dous dos autovalores de L (que podemos supofier
A1 e A\g) son cero, e o outro A3 # 0. Neste caso, e4 actiia como unha derivacién sobre b3 se,
e soamente se,

le1, e4] = aer + anes + ases,
2, e4] = Bre1 + Baey + Pes,
les, eq] = (an + Ba)es,
para «;, B; € R, co que toda métrica invariante pola esquerda en H3 x R que se restrinxa

a un produto escalar definido positivo en h3 esta determinada, nunha base ortonormal
{e1, eq,€3,€e4} con ey temporal, polos corchetes non nulos seguintes:

e1, | = Ases, e1,e4] = are; + ages + ases,
{[12] 3€3 le1, €4] = aner + azes + azes 33)

lea, e4] = Prer + Paes + Paes, [es, e4] = (a1 + Ba)es,

onde «;, f; son parametros reais arbitrarios.
Escribindo as componentes non nulas do tensor £ con respecto desta base, obtense

8E11 = 402 + 302 + 302 — 20281 — 5B% — dan By — 1282 — 52 — 3)2,
2E12 = (g + 3B1) + 3aafz + Bi B + asfs,

2E13 = 20103 + 33 B — B1Ps,

2614 = B3)3,

8Ex = —12a7 — 50j — af — 2051 + 367 — 4o By + 465 + 365 — 3)3,
2693 = —anag + 313 + 2025,

2694 = —agAs,

8E33 = dai — a3 — 5aj — 2a981 — B7 + 120182 + 485 — 583 + 5A3,
8E4 = —4a? — 303 — 303 — 608 — 387 + 4a1 By — 485 — 363 — A3,

comprobandose que non hai soluciéns do sistema &;; = 0 para A3 # 0, co que

Lema 3.6. Non existe ningunha métrica lorentziana invariante pola esquerda de Einstein
en Hsy X R que se restrinxa a un produto escalar definido positivo en bs.
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3.4. OcasoR*xR

Ao tratarse do caso abeliano, todo endomorfismo D de R? actiia como unha derivacién
sobre a dlxebra gs = t3. Co obxectivo de simplificar os cdlculos, considérase a forma bilinear
O(z,y) := g(Dx,y) asociada ao endomorfismo D = [—, e4], que se pode descomporier na
sta parte simétrica e antisimétrica

Bn(r.4) = S {B) + D)} Bualrn) = (D) - By}

Ténense agora endomorfismos asociados Dy, € D,y dados por

(I)sim(w7 y) = g(Dautxa y)a (I)ant(w7 y) = g(Dantx7 y)a
onde D,,; é autoadxunto e D,,; anti-autoadxunto, respectivamente, xa que

g(Dautxa y) = cI)szm(l‘7y) = (I)sim(ya :L‘) = g(Dauty7x)a

g(DCmt'TJ y) = q)cmt(l', y) = _(I)ant(y,x> = _g<Danty7'T)'

Como D,,; é un endomorfismo autoadxunto dun espazo vectorial dotado dun produto es-
calar definido positivo, Dg,; diagonaliza nunha base ortonormal de autovectores {eq, es, e3}
de g3, con respecto da cal

o0 0 O 0 a f
Daut: 0 62 0 ) Dant: -« 0 Y
0 0 & B - 0

Desta maneira, unha métrica invariante pola esquerda en R? x R que se restrinxa a un
produto escalar definido positivo en t® estd determinada, nunha base ortonormal axeitada
{e1, eq,€3,€e4} con e, temporal, polos corchetes non nulos seguintes:

le1, eq] = 01€1 — ey — fes,
[ea, 4] = ey + doey — yes, (3.4)
les, eq] = Per + ves + daes,

onde «, 3,7, d; son parametros reais arbitrarios. Escribindo as componentes non nulas do
tensor £ con respecto desta base obtense

2E11 = 5% — 53 — 0203 — (5§ + 91 (02 + 03),
o = 04(51 - 52),
E13 = (01 — d3),

2E9) = —67 + 03 + 61(6y — 83) + G203 — 67,
Eoz = 7(52 - 53);

2E33 = —067 — 03 + 0303 + 02 4 61(d3 — 03),

2E44 = —67 — 05 + G203 — 63 + 61(0y + 03).
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Resolvendo as ecuaciéns &;; = 0, obtense unha familia de soluciéns caracterizada por
01 = 02 = d3. Un célculo directo amosa que as variedades desta familia tenen curvatura
seccional constante non negativa.

Lema 3.7. Sexa g unha métrica lorentziana invariante pola esquerda en R® x R que se
restrinze a un produto escalar definido positivo en R3. Enton g é unha métrica de Einstein
se, e soamente se, ten curvatura seccional constante non negativa.

Observacion 3.8. As métricas de curvatura seccional constante do lema 3.7 estdn determi-
nadas en termos da élxebra de Lie, respecto dunha base ortonormal {eq, ey, €3, €4}, con ey
temporal, polos corchetes non nulos

[617 64] = de; — aey — fes, [62, 64] = ey + deg — yes, [63, 64] = fBey + yea + des,

para parametros reais arbitrarios 9, a, 3, 7.



Capitulo 4

Extensiéns lorentzianas de grupos de
Lie lorentzianos

Neste capitulo continiase coa andlise dos casos descritos no teorema 2.5. Estidase a
continuacién o caso (b), que se corresponde con métricas de Lorentz en produtos semidi-
rectos g = g3 X t onde a restricion da métrica a g3 é lorentziana.

Ao longo deste capitulo {eq, es, €3} representard unha base ortonormal de g3, na que por
convenio suporemos que ez ¢ temporal. Sexa L: g3 — g3 o operador de estrutura definido
por

L(e1) = [ea, €3], L(ez) = [es, e1], L(ez) = [eq, e1],

que é tal que [u,v] = L(u X v) para todos u, v € g3. Como consecuencia da proposicién 2.2,
L é autoadxunto. A diferenza esencial con respecto do caso tratado no capitulo anterior
radica no feito de que un operador autoadxunto nun espazo vectorial lorentziano non
é necesariamente diagonalizable. Seguindo o lema 2.3, en dimensiéon tres L pode adoptar
catro formas canodnicas distintas. Isto da lugar a novos exemplos esencialmente diferentes
dos estudados no capitulo 3.

O resultado principal do capitulo recollese nos teoremas 4.4, 4.6, 4.8 e 4.10, que descri-
ben as métricas de Einstein invariantes pola esquerda en extensions lorentzianas de grupos
de Lie lorentzianos de dimension tres. No caso Ricci-chan non localmente simétrico, ditas
métricas poden ser ondas planas ou estruturas con invariantes da curvatura non nulos. No
caso no que o tensor de Ricci non sexa cero existen duas familias non simétricas de métricas
de Einstein invariantes pola esquerda (teorema 4.4). E importante sinalar que ningin dos
exemplos anteriores ten un analogo riemanniano, sendo especificos da signatura lorentziana.

A continuacion dividese a andlise dependendo das diferentes formas candnicas que pode
adoptar o operador de estrutura de gz no lema 2.3. En cada caso, complétase cada unha
das bases de g3 proporcionadas polo lema a unha base {vy, vs,v3,v4} de g de maneira que

g(va,v4) = 1, g(vi,v4) = 0 para i # 4 e g = g3 X span{vy}.

39
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4.1. O operador de estrutura é diagonalizable: Caso
Ia

Neste caso existe unha base {ej, ez, €e3,e4} de g = g3 X t, con g3 = span{ey, es,e3} €
v = span{ey}, respecto da cal

10 0 0 [61,62] = L(€1 X 62) = —L(eg) = —)\363,
= 01 _O 0 s [61763] = L(Gl X 63) = —L(Gg) = —)\262,
97100 -1 0
00 0 1 [62,63] = L(GQ X 63) = L(el) = >\1€1.

O feito de que e4 actie como unha derivacion sobre gz é equivalente a que se cumpra a
identidade de Jacobi para os vectores da base. Escribindo de maneira formal

[e1, e4] = a1eg + pey + azes,  [ea, 4] = Breg + Pares + Paes,  [es, eq] = viea + y2e2 + 363,
a identidade de Jacobi resulta equivalente a que cumpra o seguinte sistema de ecuacions:

063)\1 — "}/1)\3 = O, 53)\2 — ’}/2)\3 = O, 052)\1 + 51)\2 = O, (4 1)
(a1 — P2 —y3)A\ =0, (a1 — B2 +73) A2 = 0, (a1 + B2 —3)A3 = 0. '

Dependendo dos autovalores \; do operador de estrutura L, ténense as seguintes posibili-
dades:

4.1.1. Meétricas inducidas por un produto escalar lorentziano en
s[(2,R) ou su(2)

O caso no que os autovalores A\;\2A3 # 0 correspondese con métricas lorentzianas en
s[(2,R) ou su(2) xa que a dimensién da subédlxebra derivada g} é 3. Nesta ocasién, séguese
das ecuaciéns (4.1) que (g, g) estd determinada, nunha base ortonormal {eq, es, €3, €4} con
e3 temporal, polos seguintes corchetes non nulos:

[61, 62] = —\zes, [61, 63] = —\ge2, [62,63] = ey,
[e1, eq] = KgAoea + Kadses  [e2, e4] = KiAses — KgAieq, (4.2)
le3, e4] = KaAier + KiAges,

onde K1, Ko, k3 son parametros reais arbitrarios.
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Escribindo as componentes do tensor £ = p — 7g obtense

811 = —5(1 4+ k3 — k3)A] — (=3 + K] + 3K3)A5 + 2(—3 + K]) Xa)3
+ (3 — K2+ 3K3)A5 + 201 (A2 — K3Ag + A3 + K3A3),

2815 = Kika( A2 — M),

2813 = lillig()\g — A1A3),

2E14 = k1(Xa — A3)?,

8Ex = — (=3 + K3 4+ 3k2)AT — 5(1 + K2 — k2)A3 + 2(1 + K2) A2 A3
+ (34 3] — K3)A3 + 201 (A2 — K3Ag + (=3 + K3)A3),

2803 = Kakz(AT — Aa)3),

2804 = Ka(M — A3)?,

8E33 = —(3+ 3k3 + K3)AT — (34 3kT + K3)A5 — 2(1 + KT) A3
+5(1 4 k2 4+ KDAZ 4+ 201 ((3 + £2) Ay — (14 kD) A3)

2834 = k3(M\1 — Aa)?,

841 = (=1 + 3k3 — 3k3)AT + (=1 + 3k] — 3Kk3)A5 + (2 — 6K7) Xa)3
4 (=1 4362 + 3622 + 20 (g + 33N + A3 — 3k2N3),

e comprobase que non existen soluciéns das ecuaciéns &;; = 0 para \jA2A3 # 0, polo que
non existen produtos escalares lorentzianos de Einstein en s[(2,R) x R nin en su(2) x R
que se restrinxan a produtos lorentzianos en s[(2, R) ou su(2) e diagonalicen o operador de
estrutura.

4.1.2. Métricas inducidas por un produto escalar lorentziano en
¢(2) ou e(1,1)

O caso no que un 86 dos autovalores de L se anula correspondese con produtos lorentzia-
nos en ¢(2) ou e(1, 1). Distinguese a situacién na que ker L é espacial (e polo tanto Ay = 0
ou Ay = 0) ou temporal (ocasién na que A3 = 0).

Métricas con ker L espacial

Para o caso A\ = 0, \y # 0 e A3 # 0, séguese de (4.1) que (g, g) esta determinada, nunha
base ortonormal {ey, es, €3, ¢4} con e3 temporal, polos corchetes non nulos:

{ le1, e2] = —Ases, le1, €3] = —Aseg, (4.3)

le1,e4] = vea + des, [e2, e4] = aea + BAzes, [es, eq] = SAaes + aes,

onde A A3 # 0 e «, B,7,0 son parametros reais arbitrarios.
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As componentes do tensor £ con respecto desta base resultan
8€11 = 1202 — 372 + 352 + 3A3 — B2A] — 6A2A3 + 232 Mo )3 + 3A3 — B2,
2E12 = =3y + (o3,
2813 = 30 — ByAg,
2814 = B2 — N3)%,
89 = —4a” + 57% — 6% — BA; — 5873 + 2Xa )3 + 26°Xa)s + 3A3 + 36%A3,
2E53 = —y0 + 2a5(A3 — A2),

2524 — _5)\3,
833 = 4a® — 2 + 562 — 32 — 38222 — 2Xo)3 — 267X As + 5AZ 4 58%NE
2834 = YA,

8E4 = —4a® — 377 4+ 307 — A3 + 38203 + 20903 — 657 Xa)3 — A2+ 332\2.

Resolvendo o sistema &;; = 0 obtense unha tnica solucién, dada por o = v = 0 =
0, Ay = A3, que se corresponde cunha métrica chd en E(1,1). As contas para o caso
A # 0, = 0 e A3 # 0 correspéndense coas anteriores mediante o cambio de base
€] =e9,eh = ey, € =e3, € €) = ey.

Métricas con ker L. temporal

Para o caso no que A3 = 0 e A\;\y # 0, das ecuaciéns (4.1) obtense que (g, g) esta deter-
minada, nunha base ortonormal {eq, ey, €3,€e4} con ez temporal, polos seguintes corchetes
non nulos:

[61, 63] = —\ze, [62763] = \eq, [61764] = ae; — BAgey, (4 4)
[62, 64] = fA1e1 + e, [637 64] = e + des, '

para Mg # 0 e a, 3,7, parametros reais arbitrarios.
As componentes do tensor £ resultan

8E11 = —4a® — 5y — 0% — BAT + 582N + 20 0\ — 232\ \g + 3A3 — 3523,

2819 = —v0 + 2aB(Aa — A1),

2613 = —3ary + B0)s,

2814 = 0,

8Ep = —4a® — 4% — 58 + 3AT — 36%NT + 2\ Ay — 282N\ Ny — 5A3 + 557N,

2893 = =306 — By,

2621 = =7\,

8E33 = —12a% — 397 — 38 — 3N — B2AT + 6M 1\ + 287N\ — 305 — 323,

2831 = —B(M — \2)?,

84 = —4a® + 372 + 36 — AT — 3B6%AT + 20 M0 + 6687\ A — A3 — 3675,
Resolvendo &;; = 0 atépase unha tnica solucién, dada por o =y =0 =0, A\; = Ay, que se
corresponde cunha métrica chd en E(2).
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4.1.3. Meétricas inducidas por un produto escalar lorentziano na
alxebra de Heisenberg h;
Neste caso o operador de estrutura L ten nicleo dous-dimensional. Distinguese a conti-

nuacién a posibilidade de que a restriciéon do produto a ker L sexa definida positiva (Az # 0)
ou tena signatura lorentziana (A3 = 0).

Métricas co subespazo ker L definido positivo

Neste caso (A = Ay = 0 e A3 # 0) o autovector asociado ao unico autovalor non nulo
de L é temporal, e as ecuaciéns (4.1) mostran que (g, g) estd determinada, nunha base
ortonormal {ey, ey, €3, €4} con ez temporal, polos seguintes corchetes non nulos:

[61762] = —\ses,
le1, e4] = cer + anes + ages,  [ea, 4] = Breq + Paea + Pes, (4.5)
les, e4] = (a1 + Ba)es,

con A3 # 0 e «;, B; parametros reais arbitrarios.
Escribindo as componentes non nulas do tensor £ obtemos

8E11 = —4a? — 302 + 302 + 2081 + 567 + 4oy By + 1282 — B2 4 3X\2,
2E12 = —an(az + 351) — 3azf — B1fa + a3,

2613 = 20103 + 3azfe — 5155,

2814 = B33,

8y = 1207 + a3 — a3 + 20031 — 37 + 4 Be — 465 + 35 + 373,
2893 = —anag + 3183 + 2025,

2654 = —a s,

833 = 4a] — aj + 5a3 — 2a81 — B + 1201 82 + 483 + 553 + 53,
8€u = —4daj — 3a} + 30 — 6agfy — 367 +daufz — 455 + 365 — Aj,

e comprébase que non existen soluciéns de &;; = 0 se A3 # 0.

Meétricas co subespazo ker L lorentziano

Neste caso tense que \j = A3 = 0e Ay # 0 ou Ay = A3 = 0 e A\; # 0. De novo un
cambio de base permitenos asumir que Ay # 0, caso para o que (4.1) mostra que (g,g)
estd determinada, nunha base ortonormal {ej, es, €3, €4} con ez temporal, polos seguintes
corchetes non nulos:

[61, 63} = —)\2627
le1, e4] = are1 + azes + ases, [ea, e4] = (a1 + 73)ea, (4.6)
les, e4] = Y161 + Y2€2 + Y3€3,

con Ay # 0 e «y,y; pardmetros reais arbitrarios.
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As componentes non nulas de £ nesta base resultan

8€11 = —4at — 3a3 + 3a3 + 2a3y1 — 5YF — 75 + dagys + 1292 + 3A3,
2612 = =200 — 172 — 30273,

2813 = an(az — 3m) — aane + 3azys — 173,

2814 = 2,

8Ex0 = —4ai +5a3 — a3 + 2a3y1 — Vi — 5vs — 12a1y3 — 4795 — 5A3,
2893 = —aa3 — 3172 — 27273,

8E33 = —12a7 — a3 + b5az — 2a3y1 — 377 — 375 — dayys + 4vs — 3)3,
2834 = as)s,

8Em = —4af — 305 4 303 — 6asm1 + 377 + 373 + darys — 495 — A3,

e non se obtenen soluciéns para &;; = 0 con Ay # 0.

4.1.4. Meétricas inducidas por un produto escalar lorentziano en
RS

Para o caso \; = Ay = A3 = 0, ao tratarse do caso no que a subalxebra gz é abeliana,
toda aplicacion linear D: g3 — g3 é unha derivacién. Co obxectivo de simplificar os calculos,
considérase a forma bilinear ® asociada ao endomorfismo D = [-,uy], ®(z,y) := g(Dx,y).
Procedendo de forma andloga a como se fixo na seccién 3.4, descomponse ¢ na sia parte
simétrica e antisimétrica

1 1
(I)sim(x7 y) = 5{(1)(1', y) + q)(yy JZ)}, (I)ant<x7 y) = 5{(1)(1‘7 y) - q)(y7 fL’)}
Ténense agora endomorfismos asociados Dy, € D,y dados por

q)sim(x) y) = g(DautI7 y)u q)umt<x) y) = g(DantI7 y)u

onde D,,; é autoadxunto e D,,; anti-autoadxunto.

Traballando coa parte autoadxunta, D,,; ten que tomar unha das formas descritas no
lema 2.3. Nos casos (Ia) e (Ib), con respecto dunha base ortonormal {ey, e, e3} de g3, con
e3 temporal, tense

0 o p
Dant = —a 0 R
6oy 0

mentres que nos casos (II) e (III), con respecto dunha base pseudo-ortonormal {uy, us, us}
con g(uj,us) =1, uy e up nulos, e uz espacial,

a 0 p
Dyt = 0 —a v
-y =B 0

A continuacion estidase cada unha das distintas posibilidades.
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Produtos semidirectos con D,,; diagonalizable

Asumimos, en primeiro lugar, que a parte autoadxunta e anti-autoadxunta da derivacion
venen dadas por

5 0 0 0 a g
Daut: 0 52 0 5 Dant: —a 0 IR
0 0 & 8 4 0

con respecto dunha base ortonormal {e;, €5, e3} de R? con e3 temporal. (g, g) estd determi-
nada entén, nunha base ortonormal {ey, es, 3, ¢4} de g = R3 x span{es}, con ez temporal,
polos corchetes non nulos

(4.7)

le1, eq] = d1e1 — aeq + Pes, lea, e4] = aey + daeo + ves,
3, e4] = Peq + vea + dses,

onde d;, v, B e v son pardmetros reais arbitrarios.
As componentes non nulas do tensor £ con respecto desta base son:

2E11 = —67 + 05 + 0203 + 05 — 61( 5y + J3),
Eg = 04(52 - 51>,
813 = 6(53 - 51)a

2Ey0 = 67 — 63 — Ga03 + (5§ + 01(03 — 62),
Egz = ’7(53 - 52)7

2E33 = —07 — 03 + 6903 + 65 + 61 (03 — 02),

2E44 = —067 — 05 + 6203 — 63 + 61( 0y + 03).

Resolvendo &;; = 0 obtense unha tnica solucién, dada por 6; = d; = d3 = 9, que se
corresponde cunha métrica de curvatura seccional constante K = —42.

Produtos semidirectos nos que D,,; ten autovalores complexos

No caso no que D,,; ten autovalores complexos i 4 ix e un autovalor real 9, tense que

o 0 0 0 a f
Daut: 0 M R ) Dant: —a 0 R
0 —Kk pu g v 0

con respecto dunha base ortonormal {ej, s, e3} de g3 con es temporal. (g, g) estd determi-
nada entén, nunha base ortonormal {ey, s, €3, ¢4} de g = R? x span{es}, con e3 temporal,
polos corchetes non nulos

{ le1, e4] = de; — aes + fes, le2, e4] = ey + pea + (v — K)es, (48)

les, ea) = Per + (v + Kk)eg + pes,
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para o, u,, 3,7 € R e k # 0. Escribindo as componentes non nulas do tensor £ con
respecto desta base tense

26 = —52—1*62—25#4—3,&2, E12 = Br + a(p —6),
513: —Qﬁ+ﬁ(ﬂ_5), 2822 :624_4'7’{_’@2_:“27
Eaz = k(0 + 2p), 2633 = —0° 4+ dyk + K + 11,

284y = —0% 4+ 3% + 260 — p*.

Resolvendo o sistema &;; = 0 atopamos soluciéns dadas por a« = 8 = v = 0, —g =pu =
+= # 0. Os casos y = \/ig e = —\/ig correspéndense mediante un cambio de base,
resultante de intercambiar e; e —eq, polo que se pode suponer pu = \/ig Asi, obtemos unha

tnica familia de métricas lorentzianas invariantes pola esquerda de Einstein en R? xR para
este caso, caracterizada polos corchetes non nulos

e, 4] = —2pe1,  [ea, eq] = ples +V3es), e [es,eq] = pu(—V3eq + e3). (4.9)

con respecto dunha base ortonormal {ey, es, €3, €4} de R? xspan{es} con e3 temporal. Estas
métricas son Ricci-chés, e estudando os invariantes da curvatura de orde 3 comprébase que
IVR||*> = —9216, polo que a variedade non é localmente simétrica nin pode ser unha fronte
de onda (un célculo directo mostra que toda variedade fronte de onda verifica | VR|]? = 0).

Produtos semidirectos nos que D,,; ten un autovalor dobre con multiplicidade
xeométrica un

No caso no que Dg,; ten un autovalor d; dobre con multiplicidade xeométrica 1 tense
que existe unha base {uy, u2, u3} con respecto da cal

00 0 0 « 0 p 010
Daut = € 51 0 ) Dant = 0 - 7], Jgz = 100 )
0 0 & -8 0 00 1

polo que (g, g) estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal {uy,us, uz,us} de g =
g3 X span{uy}, con uy, ug nulos, ug, uy espaciais e g(uy, uz) = 1, polos corchetes non nulos

{[ul,u4] = (01 + a)ur +eup —yus,  [ug, ua] = (61 — @)uz — Pus, (4.10)

[us, ug] = Puy + yug + dous,

onde 01,09, , 3,7 € R e e = 1. As componentes non nulas de £ con respecto desta base
resultan

En = (200 + 26, + &2)e, 2E15 = 62 — 62, &1z = (02 — 01) — e,
Eaz = B(d2 — 61), 2833 = 307 — 26105 — 05, 2E4 = (62— 61)%,
e para &;; = 0 obtense unha familia de soluciéns, dada por 0, = d2 = 2n, 8 =0e¢ a = =37,

onde 1 é un parametro real arbitrario. Asi, esta familia de exemplos de métricas de Einstein
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estd determinada, con respecto da base {uy, ug, us, us} de g = gz xspan{uy}, polos corchetes
non nulos

[uy, ug) = —nug + cug — yug,  [ug, ws] = dnua, e [ug, us] = yug + 2nus, (4.11)

onde 7,7 € R e ¢ = 1. Para o caso n = 0, a métrica determinada por (4.11) é cha,
mentres que se 1 # 0, a métrica invariante asociada ten curvatura escalar 7 = —12n?, polo
que o exemplo non é unha variedade fronte de onda (un calculo directo mostra que para
este tipo de variedades 7 = 0). Ademais, a métrica non é localmente simétrica para n # 0.

Observacion 4.1. O operador de curvatura R : A> — A? no espazo de 2-formas asociado a
unha métrica determinada por (4.11) vén dado por

-2 0 0 0 0 0 -1 0000 0
0O - 0 0 0 0 0 00100
o 0o —*» 0o 0o o0 [ ooo0oo01o0
= 0 —en 0 -1 0 O D=0 100 0 0
0 0 e 0 —n*> 0 0 01000
o 0 0 0 0 —p? 0 000071

con respecto da base de 2-formas {u* A u?, ut A ud, ut Aut,u? Audu? Aut,ud Aut), onde
({-,-)) denota o produto inducido no espazo A%. En consecuencia, o operador R + n? Idz
¢é nilpotente en dous pasos.

Produtos semidirectos nos que D,,; ten un autovalor triplo con multiplicidade
xeométrica un

Por 1ultimo, para o caso no que D,,; ten un autovalor triplo § con multiplicidade
xeométrica 1 tense que, respecto dunha base pseudo-ortonormal

50 1 a 0 B 010
Daut: 000 5 Dant: 0 -« v, Gg3 = 1 00 )
01 6 v =8 0 00 1

polo que (g, g) estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal {uy,us, uz,us} de g =
g3 X span{uy}, con uy, us nulos, ug, uy espaciais e g(uy, uz) = 1, polos corchetes non nulos

{ [ug, ug) = (0 + @)ug — yus, [ug, ug] = (6 — a)us + (1 — B)us, (4.12)
[us, ua] = (14 B)uy + yuy + dus,

onde J,a, 5 e v son constantes reais arbitrarias. As compoiientes non nulas do tensor &£
resultan agora
512 =7 522 = Qﬁa 523 = — 35, 533 = —2"}/,

e obtense unha familia de soluciéns de &;; = 0 caracterizada por 8 = v = 0 e o = 30.
Escribindo os corchetes non nulos con respecto da base pseudo-ortonormal, tense

[ur, ug] = 46uy, [ug, us] = —20us + us, e |us,uq] =us + dug, (4.13)
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onde  é un parametro real arbitrario.
Cando § = 0, u; determina un campo de vectores nulo paralelo, e a métrica é Ricci-ché e
transversalmente cha, polo que se corresponde cunha onda plana en virtude do lema 1.9.
Cando ¢ # 0, a métrica ten curvatura escalar 7 = —126% e non é localmente simétrica.

Observacion 4.2. O operador de curvatura R : A2 — A? no espazo de 2-formas asociado a
unha métrica determinada por (4.13) vén dado por

-5 0 0 o 0 0 -1 00 000

-5 =6 0 1 0 0 0 00100

0 0 -6 0 -1 4 0 00010
= 0 0 0 -6 0 0 D= 0 10000 [’

0 0 0 0 -6 0 0 01 000

0 0 0 0 5 =6 0 00 0O0T1

respecto da base de 2-formas {u' A u? u' A w3 ut A ut u? A udu? A ut ud A ul}, onde
((-, +)) denota o produto inducido no espazo A%. En consecuencia, o operador R + §2 Idz
é nilpotente en tres pasos, de onde se segue que as métricas determinadas por (4.11) e
(4.13) non son localmente isométricas (e de feito nin sequera localmente homotéticas).

Observacion 4.3. As métricas homoxéneas non redutivas foron clasificadas por Fels e Ren-
ner en [11], onde se demostra que existe unha unica familia de métricas de Einstein non
redutivas con curvatura seccional non constante. Tales espazos son localmente isométricos
a grupos de Lie con métricas invariantes pola esquerda [8], e un célculo sinxelo utilizando as
expresions do operador curvatura na observacion 4.1 e na observacion 4.2 mostra que ditas
métricas son localmente isométricas 4s métricas en R® x R determinadas pola expresién
(4.11).

Os resultados desta seccion recéllense de xeito resumido no seguinte teorema, que esta-
blece a clasificacién de extensions lorentzianas de Einstein de alxebras de Lie lorentzianas
con operador de estrutura diagonalizable.

Teorema 4.4. Sexa g un produto escalar lorentziano nunha dlrebra de Lie g = g3 X ¢
de dimension 4 tal que g se restrinze a un produto escalar lorentziano en g3 e o operador
de estrutura L: g3 — g3 € diagonalizable. Enton a métrica invariante d esquerda asocia-
da a g € unha métrica de Einstein se, e soamente se, € isométrica a unha das métricas
determinadas polos sequintes casos:

1. Respecto dunha base ortonormal {ey, ea, €3,e4} de g = g3 X span{es}, con e3 temporal,
polos corchetes non nulos

= [e1,62) = —Aez,  [en,e3] = —Aea,  [eg,ea] = ez e [es,e4] = ey
FEstas métricas correspondense con métricas chas en E(1,1) x R.

. [61763] = — ey, [62,63] = ey, [61764] = —Qey € [62764] = ey

Estas métricas correspdndense con métricas chds en E(2) x R.
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w [e1,e4] = deg—aea+Pes,  [eg,e4] = aey+degtyes, e [es,es] = Ber+yea+des.
FEstas métricas son métricas de curvatura seccional constante non positiva —5°
en R? x R.

n [er,eq) = —2per,  [es,eq] = plea+V3es), e les,eq] = pu(—v3es + e3),
Estas métricas en R® x R son Ricci-chds con |[VR|* # 0, polo que non son
localmente isométricas a ningunha onda plana.

2. Respecto dunha base pseudo-ortonormal {uy,ug, us,us} de g = g3 X span{us}, con
uy, ug nulos, us, uy espaciais e g(uy, us) = 1, polos corchetes non nulos

w [up, uy] = —nuy + eug — yus,  [ug, ug] = bnug, e |us, uq] = yug + 2nus.
Estas métricas en R® x R tenen curvatura escalar 7 = —12n%, e nunca son
localmente simétricas para n # 0. Para n =0, son variedades chds.

v [ug,ug] = 40uy, [ug,uq] = —20us +us, e |us, uyg] = uy + dus.

Estas métricas en R3xR son non localmente simétricas e tenien curvatura escalar
T = —126%. Para 6 =0, son ondas planas.

para o, 3,7, X, 0,n constantes reais, € = +1 e u # 0.

Observacion 4.5. Se se pretende traballar nunha clase homotética, pédense simplificar as
expresion dos exemplos non simétricos anteriores como segue:

(i) As métricas Ricci-chds determinadas, nunha base ortonormal {ey, e, e3,e4} con es
temporal, por

le1,e4] = —2pe1, ez, ea] = plea +V3es), e [es,ea] = p(—V3es + e3),
son localmente homotéticas & métrica determinada por
le1,ea) = —2e1,  [ez,eq] = €2+ V3es, e [es, ea] = —V3es + e,

con respecto da base {ej, s, €3, €4}.

(ii) Para as métricas non Ricci-chds con operador de Weyl nilpotente en dous pasos
non chds determinadas, nunha base pseudo-ortonormal {uy, ug, us, us} con (uy,us) =
(us, us) = (ug,us) =1, por

(U1, ug) = —nuq +cug — yus, [ug, ws) = dnua, e [ug, us] = yug + 2nus,

comproébase que o tensor curvatura non depende de 7. Kulkarni probou en [16] que
para variedades de dimensién n > 4 e curvatura seccional non constante os difeomor-
fismos que conservan a curvatura son isometrias, polo que fixando v = 0 se obtenen
métricas localmente isométricas 4 métrica anterior. Agora, podemos dividir os vecto-
res da base por 7 e permanecer na mesma clase homotética. Desta maneira, obtense
que as métricas anteriores son homotéticas d4s determinadas, con respecto da base
{uq, us, ug, us}, por

[U17U4] = —uy + Oua, [U27U4] = dug, e [U3,U4] = 2ug,

onde ¢ é un parametro real distinto de cero.
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(iii) As métricas non Ricci-chas con operador de curvatura nilpotente en tres pasos non
localmente simétricas determinadas, nunha base pseudo-ortonormal {uy,ug, ug, us}

con g(u1,uz) = g(us, uz) = g(ua, us) = 1, por

[ur, ug] = 46uy, [ug, us] = —20us + us, e |us,uq] = u + dug,
correspondense coa clase homotética que se obtén dividindo os vectores da base por
0. Asi tense que as métricas anteriores son homotéticas as determinadas, con respecto
da base {u1, ug, us, us}, polos corchetes non nulos

[ur, ug) = 4duy,  [ug, ug) = —2us + dus, e |us,uq] = duy + ug,

onde § é un parametro distinto de 0.

4.2. O operador de estrutura ten autovalores comple-
XO0S:

Caso Ib

Nesta ocasién, tense que existe unha base {e, ey, e3,e4} de g = g3 ¥ v tal que g3 =
span{ey, ea, e3}, t = span{e, }, e con respecto da cal

10 00 [61762] = —L(es) = —fey — aes,
~ (0! _O 0 , le1, e3] = —L(e2) = —aey + Pes,
9= 10 0 =1 0
00 0 1 [e2, €3] = L(e1) = Aey,

onde 5 # 0 e a, A son autovalores reais arbitrarios. Escribindo formalmente unha extensién
semidirecta da alxebra anterior dada por

3 3 3
le1, 4] = Z pi€i,  lea,eq] = Z Kiei, [e3, €d] = Z Vi€i,
1 1 1

obtense que e4 actiia como unha derivacién sobre g; (ou equivalentemente se verifica a
identidade de Jacobi en g) se, e soamente se,

N+ k1 — puzA = 0, K3 — Yo + py 8 = 0,
ki — 18 4 psA =0, 1+ Koox — 30 — 2k303 = 0, (4.14)
o — ke + 3+ 2798 = 0, (1 — K2 —3)A = 0.

Na andlise das ecuaciéns anteriores distinguiremos as situaciéns nas que o autovalor real A
do operador de estrutura sexa nulo ou non.
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O autovalor real do operador de estrutura é cero: extensions lo-
rentzianas de métricas lorentzianas en ¢(1, 1)
Se A = 0, a dimensién de g4 é 2, polo que g3 = ¢(1, 1) segundo se veu na seccién 2.3.

Séguese de (4.14) que (g, g) estd determinada, nunha base ortonormal {eq, ey, e3,€e4} con
e3 temporal, polos seguintes corchetes non nulos:

(4.15)

[61, 62] = —fes — aes, [@1, 6’3] = —aey + Pes, [61, 64] = o€ + li3€3,
[e2, €4] = 2BKaes + (Ko — 7y3)ves, le3, e4] = (k2 — y3)aes + 273 €3,

onde 8 #£ 0 e a, u;, K, y; son parametros reais arbitrarios.
As componentes do tensor £ con respecto desta base son
81 = =35 + 33 + 46% (=3 + 4r3 + droys + 493),
2E19 = apiz(ke — 73) — Bua(2k2 + 73),
2E13 = Bus(kz + 273) — ape(k2 — 73),
E1a = 2% (73 — o),
889 = bz — i + 487 (1 — 4k3 — droys + 473),
2653 = —piaps — 4aB(1 + K5 — 2K273 4+ 73),
2894 = Pz — aps,
83 = —pu + 53 + 467 (=1 — 4w + dkays + 473),
2834 = apy + Pus,
8E4 = —3M§ + 3,“?2) + 452(1 - 4"13 + 4dKoys — 4’7:’3)-
Resolvendo o sistema de ecuacions &; = 0, as soluciéns venen dadas por a = g = iz = 0

€ kg =73 = :I:%, e correspondense con métricas localmente simétricas en G = E(1,1) x R.
As familias de soluciéns dadas por kg = 73 = % € kg = Y3 = —% correspéndense, de feito,
mediante o cambiando e, por —ey, co que se pode supofier Ky = 73 = + sen perda de

2
xeneralidade. Para este caso, no que os corchetes non nulos son da forma

[61762] = —[fey, [61763] = fes, [62,64] = fBey, e [63764] = [es.

Comprébase que span{es, eq + €1} e span{es, e, — e;} definen distribuciéns paralelas non
dexeneradas, polo que a métrica invariante pola esquerda asociada é localmente isométrica
a un produto de variedades de dimensién 2 con curvatura seccional constante negativa K =
—2/3%. Desta maneira, (G, g) ¢ localmente isométrico a un produto de planos hiperbdlicos
coa mesma curvatura seccional, un deles riemanniano e o outro lorentziano, H?(r) x H2(r),

_ [
onde r = 75

O autovalor real do operador de estrutura é distinto de cero: ex-
tensidns lorentzianas de métricas lorentzianas en sl(2,R)

O caso no que A\ # 0, tendo en conta a clasificacion feita na seccién 2.3, correspéndese
g3 = sl(2,R). Considerando a identidade de Jacobi (4.14), tense que (g, g) esta determina-
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da, nunha base ortonormal {e;, ey, €3, €4} con ez temporal, polos seguintes corchetes non
nulos:

le1, 2] = —fey — aes, le1, €3] = —aey + Pes, [ea, €3] = ey,

le1, es] = (a® + %) (0169 + Oae3), (4.16)
[ea, €4] = (028 — d1c¥) Aey — d38eq — d3cves, '
3, e4] = (02 + 01 8) Aey — dzaen + 03 f3e3,

para A\, # 0 e a,0; € R.
As componentes non nulas de £ con respecto desta base resultan
811 = —128% + 405 8% + 4aX — 5A* + 45,:5,8\(a® + 37 — ba)
—62(3a* + 3B* + 20\ + 2a8°\ + 56°2% + a?(65% — 5A?))
+ 62(3at + 38 + 203\ + 208\ + 532X\ + a2(65% — 5A?)),
89 = 4% — daX + 3\* + 46,6, 8M(a* + B + a \)
+ 02(5at + 58 — 2P\ — 208\ — B2A% 4 o (103% — 3)0?))
—02(a* + B — 203\ — 2082\ + 33°\% + a?(28% 4 \?)),
293 = STaBN? — 0169 (a* + a?(28% — N2) + B2(B% + A%)) — B(=2\ + a (4 + d3)\?)),
281 = 01 8(a® + 8% — N?) — §y(a® — 2a° X — 282X + a(B% + N\?)),
833 = —407 + dad — 3X2 — 45,5,6M (0% + B2+ a \)
— 8ot + B — 20N — 2a8%\ + 36%0% + a?(26% + \?))
+ 62(5a* + 58" — 2P\ — 2032\ — B2A? + o? (105? — 3)?)),
2E31 = 023(a® + 5% — N?) + 81 (a® — 20X — 282\ + (% + \?)),
8E4 = 467 + 4aX — N2 — 126,0,6A(a” + 8% — a \)
— 36 (o' + B* = 20X — 2a8°X — BN + o® (28° + \%))
+ 305 (a* 4 B — 203X\ — 2a8%\ — BZA% 4 o? (287 + \?)).
Un cdlculo longo mostra que o sistema de ecuaciéns &;; = 0 non ten soluciéns, polo que

non hai métricas de Einstein nesta situacién.
Os resultados desta seccién resimense no seguinte teorema:

Teorema 4.6. Sexa g unha métrica lorentziana invariante pola esquerda nun grupo de
Lie G = G3 x R de dimension 4 tal que g se restrinze a un produto escalar lorentziano
en g3 e o operador de estrutura L: g3 — g3 ten un autovalor complero. Enton g é unha
métrica de Finstein se, e soamente se, (G,g) € localmente isométrica a un produto de
espazos hiperbdlicos coa mesma curvatura, H?(r) x H2(r), un deles riemanniano e o outro
lorentziano. Neste caso G = E(1,1) x R.

Observacion 4.7. As métricas anteriores no teorema 4.6 son homotéticas 4 determinada
polos seguintes corchetes non nulos en g =¢(1,1) x t

[61,62] = —é€g, [61,63] = €3, [62764] = €2, € [63764] = és3,

onde {ey,eq,e3,e4} ¢ unha base ortonormal con es temporal de maneira que e(1,1) =
span{ey, ea, e3} e v = span{ey}.
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4.3. O operador de estrutura ten un autovalor dobre
con multiplicidade xeométrica 1: Caso 11
Se L ten unha raiz dobre do seu polinomio caracteristico con multiplicidade xeométrica

1, entén existe unha base {uy,us,usz,us} de g = g3 x v tal que gz = span{uq, ug, us},
v = span{uy }, e con respecto da cal

PR [u1, us] = L(us) = Asus,
1 0 00

9=1g 01 0| [wuwl=-Llw)=-wu-cu,
0 0 01 [U27U3] - L(UQ) = A1U2,

onde \; é unha raiz dobre do polinomio minimo de L con multiplicidade xeométrica 1 e Ay
unha raiz simple. A identidade de Jacobi cimprese agora se, e soamente se,

p3A1 + 71 A2 = 0, Y3A1L — e = 0,
2#1)\1 = 0, Iig/\l + ’)/2)\2 + U3E = 0, (417)
(k1 4+ pr2 —v3)Ae =0, 2K\ — (k1 — pa + 73)e =0,

onde a extensién de gz se escribe de maneira formal como

3 3 3
[Uh U4] = Z RiUs, [UQ, u4} = Z iU,y [U3, U4] = Z Yil;-
1 1 1

As posibles extensions correspondentes as solucions de (4.17) dependen dos autovalores de
L, segundo sexan Ay =0 e X =0, A1 =0e XM #0, A\ #Z0e X =00u) #0e \ #0.
Estudanse a continuacion cada unha das posibilidades de maneira separada.

Caso \; = 0 e \y = 0: extensions lorentzianas da alxebra lorentziana

bs

Cando ambos autovalores son 0, a subalxebra derivada g5 ten dimensién 1, co que g =
hs x R. Resolvendo as ecuacions de Jacobi (4.17), tense que (g, g) estd determinada, nunha
base pseudo-ortonormal {uy, us, us, us} con uy e ug nulos, us e uy espaciais e g(uy, us) = 1,
polos seguintes corchetes non nulos:

[U17U3] = —E&Uy,
(U1, ug] = Kauy + Koug + Kus, [ug, us] = (K1 + y3)us, (4.18)

[us, us] = Y101 + Yous + Y3us,

onde ¢ = £1 e Ky, 7; son pardmetros reais arbitrarios.
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As componentes non nulas de £ con respecto desta base son

2811 = —4K1ke — K5 + 75 — 2Ka7s,

812 = —4KT + 2K3m1 + 67172 — k173 + 373,
2813 = —koy1 — Ki(ks + 372) — (2K3 + 72)73,
2614 = —mg,

289 = 712a

2823 =N (3%1 -+ 2"}/3),
833 = 12K7 + 2K371 — 67172 + 4K173 — 573,
8E44 = —4K] — 6Ky — 67172 + 4K17Y3 — V3.

Resolvendo o sistema de ecuacions &;; = 0, obténense duias familias de solucidns, a primeira
dada por kg = 73 = 73 = 0 e k3 = *7, e a segunda por kKo = 73 = 0, K3 = —)2 €
2k = 73 # 0. Estas tres solucions presentan diferentes xeometrias:

» Cando ks =y = 73 = 0 e k3 = —7», a métrica asociada ¢ unha métrica cha.
= A solucion dada por ko = 71 = 0 e k3 = —7 e 2k; = 73 da lugar a variedades con
curvatura seccional constante negativa K = —k?.

s No caso ke = 71 = 73 = 0 e k3 = 79, se 75 = 0 a métrica e chd, e se 79 # 0 comprobase
que non ¢ localmente simétrica. Neste caso, o vector us é nulo e paralelo, polo que
a métrica resultante é unha onda de Brinkmann. Comprébase ademais que (G, g)
é transversalmente cha (isto é, R(z,y) = 0 para calquera z,y € uy) e Ricci-cha,
polo que aplicando o lema 1.9 é unha onda plana, e polo tanto correspéndese coas
métricas consideradas na seccion 1.3.

Caso \1 =0e Xy #0

No caso no que o autovalor dobre é cero e o outro distinto de cero, a subalxebra derivada
g5 ten dimensién dous, polo que g = ¢(2) x v oue(l,1) x t.

Utilizando as expresiéns da identidade de Jacobi en (4.17), obtense que (g, g) estd deter-
minada, nunha base pseudo-ortonormal {uy, us, us, us} con u; e us nulos, uz e uy espaciais
e g(uy,us) = 1, polos corchetes non nulos

[ula u?] = )\2U3, [ula U’3] = —&Ug, (4 19)
[ur, us] = cqug + Bug,  [ug, us] = yug — dedaus, [uz, us] = dus + yus, '

onde € = +1, \y # 0 e «, 3,7, son parametros reais arbitrarios.
As componentes non nulas de £ con respecto desta base son agora

281 = =% + 6% = 20y + 2e s, 812 = 372 + \o(2B0e — 26% + 3)y),
2813 = =207 — 0(y + aghy), 2814 = (B + 0+ )\,

2E99 = —6°)3, 2E93 = 307e N,

2E9y = 0eN;, 8E33 = —57% — Ao (1085 + 25%€ + 5)As),

8E4 = —72 + (680 + 66% — X))\,
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de onde se segue que non hai soluciéns para o sistema de ecuaciéns &; = 0 con Ay # 0.

Caso \{ #0e Xy =0

O caso no que autovalor dobre de L é distinto de cero e o outro se anula correspondese
con produtos semidirectos e(1, 1) xt. (g, g) estd determinada neste caso, nunha base pseudo-
ortonormal {uy,us, us, us} con u; e uy nulos, ug e uy espaciais e g(uy,uz) = 1, polos
corchetes non nulos

{ (U1, us) = —Mug — eug, [ug, us] = Auy, (4.20)

[u1, us] = auy + Buo, (U2, us] = (@ — 2e\ B)ug, [us, us] = yus + duo,

onde ¢ = £1, \; # 0 e «, 3,7, d son pardametros reais arbitrarios.

As componentes non nulas de £ resultan

281, = —4af + 6% — ey, 4€15 = —20* + 357 + dafe); — 28°)\2,
2613 = —3ad — [y + 2B0e), 2614 = —7E — A1,

260 =", 2893 = —3ary + 4PyeA,

2824 = ’7)\1, 4533 = 3(20&2 — (5’)/ — 40éﬁ€)\1 + 262)\%),

4844 = —20[2 — 35’7 + 405B8)\1 — 2/32>\%,

e comprobase que non existen soluciéns de &;; = 0 con \; # 0.

Caso A1 #0e Ny #0

Se os dous autovalores de L son distintos de 0, g = s[(2,R) x R segundo a clasificaciéon
feita en 2.3. As ecuaciéns (4.17) aseguran agora que (g, g) estd determinada, nunha base
pseudo-ortonormal {uy, ug, uz, us} con uy e ug nulos, uz e uy espaciais e g(uy, ug) = 1, polos
corchetes non nulos seguintes:

[u1, uz] = Aaus, [ur, uz] = —=Ajuy — euy, [ua, us] = Ajuy,
[’LLl, U4] = —(52)\1’&1 — 862%2 + 61)\2“3, [UQ, U4] = 62)\1162 — 53)\2“3, (421)

[us, ug] = d3A1ur + (€05 — I3 \1)ug,

onde ¢ = £1, A\{\y # 0 e §; pardmetros reais arbitrarios.
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As componentes non nulas de £ resultan

2811 = 0262 — 261036\ + e(—4(1 4+ 63\ +20) + 53 (AT — \D),

8E12 = 052(6A1 — 2X2) + Aa(—4A1 + 3X2) + 20153(—3X7 + 2M\ A + A3),
2E13 = 02(01 A1(—A1 + Ao) + 038(2A1 + A2)),

2814 = — (A1 — Ag)(2036 + 01(— A1 + No)),

289 = 5%()\% - )\3)7

2893 = —0203A1 (A1 — A2),

2524 = 63(>\1 - >\2)27

833 = (4M1 — BAg) Ay — 202e(3A1 + o) + 26105(3X02 + 22X My — 5A2),
8E4 = 66103(A\1 — Ao)? 4 (4A1 — o) Ao + 662e(—A1 + Ng).

Para A\; # 0 e Ay # 0, non se obtenen soluciéns, polo que non existen métricas de Einstein
nesta situacion.

Os resultados desta seccion recollense no seguinte teorema:

Teorema 4.8. Sexa g un produto escalar lorentziano nunha dlrebra de Lie g = g3 X t de
dimension 4 tal que a restricion giq, € lorentziana e o operador de estrutura L: gz — g3 ten
un autovalor dobre con multiplicidade zeométrica 1. Enton a métrica invariante d esquerda
asociada a g € unha métrica Finstein se, e soamente se, € unha métrica con curvatura
secctonal constante ou unha onda plana en Hz x R.

Observacion 4.9. As métricas do teorema anterior estan determinadas, nunha base pseudo-
ortonormal {uy, ug, ug, us} de hyxspan{uy}, con u; e us nulos, uz e uy espaciais e g(uy, ug) =
1, polos corchetes non nulos

= [ug,uz] = Fug,  [ur,ug] = oug +yus,  [ug, us] = yug, para algins «,y € R.
Neste caso a métrica tratase dunha onda plana. Se v = 0, a variedade é cha.

w [up,ug] = fug,  |ug,uq] = qug — yus, [us, ug] = yus, para algins «,y € R.
Esta métrica tratase dunha métrica cha.

v [up,ug] = Fug,  [ug,ugl = quyp — yuz,  [us, ug] = yus + 20us, para o # 0, v € R.
Este caso correspondese con métricas de curvatura seccional constante negativa
K = —o?.

4.4. O operador de estrutura ten un autovalor triplo
con multiplicidade xeométrica 1: caso III

Cando L ten unha raiz tripla do seu polinomio caracteristico con multiplicidade xeométri-
ca 1, tense que existe unha base {uy, us, uz, us} de g = gz x ¢ tal que g3 = span{uy, us, us},
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v = span{uy} e con respecto da cal

0100 [ul,UQ]:U1+)\U3,
1000 1 1] — A
g= 0010 € Uy, Us| = Uy,
0001 [ua, us] = Aus + us,

para algin A € R. Escribindo de xeito formal a extensién g = g3 X t como
[ur, us] = arur+apuy+asus,  [ug, us] = Brui+Boug+Paus,  [us, ug] = y1ur +y2us +y3u3,
onde v = span{uy, }, a identidade de Jacobi cimprese se, e soamente se,

as + (a3 +72)A =0, Ba = (B3 +71)A, 2a3 = (o + B2 — 73) A,

(4.22)
O-/Z)\ = Oa T2 = ,}/3)\7 4! + 61)\ =0.

A continuacion estudanse as posibilidades de dlxebras de Lie g = g3 X t que aparecen en
funcion de se o autovalor A de L é 0 ou distinto de 0.

Caso )\ = 0: extensions lorentzianas da alxebra lorentziana e(1,1)

Se A = 0, entén a alxebra de Lie resultante é g = ¢(1,1) x t. Resolvendo o siste-
ma de ecuaciéns (4.22) tense que (g, g) estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal
{uy, ug, us, us} con uy e us nulos, uz e uy espaciais e g(uy, ug) = 1, polos seguintes corchetes
non nulos:

[u17 UQ] - ul? [u27 U3] = u37 (4 23)
[U1,U4] = U, [U27U4] = Buy + yus, [U37U4] = dug, '

para «, 3,7, 0 parametros reais positivos.
As componentes non nulas do tensor £ venen dadas por

81y =40" —a”,  2p=-4-200—19",  En=-07,
2E94 = 20 — «, 833 = 30 — dad — 40°%, 8E4 = —(a — 26)%.

Resolvendo o sistema de ecuaciéns &;; = 0, obtense unha familia de soluciéns, caracterizada

por vy =0,5 =0 = _72, con  # 0, que se corresponde cunha métrica con curvatura
seccional constante negativa.

Caso A\ # 0. Métricas en sl(2,R) x ¢

Para o caso A\ # 0, tense que g = sl(2,R). A identidade de Jacobi (4.22) proporciona
agora que (g, g) estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal {uy, us, ug, us} con uy e
ug nulos, uz e uy espaciais e g(uq,uz) = 1, polos seguintes corchetes non nulos:

[Ul, UQ] = U + Aus, [U17U3] = —Auy, [U2, u3] = \ug + us,
[ul, U4] = —(Oé + 5)\ - 7/\2)’U/1 - Oé)\Ug, (424)
[u2, U4] =yu; + )\(5 - ’Y>\)U2 + [us, [U3, U4] = —yAu + alug + aus,
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para A # 0 e «, 3,y parametros reais arbitrarios.
As componentes non nulas do tensor £ resultan neste caso

8€12 = 30” — X* +4aX(B - \), 2615 = 3a’),
269 = —4 — 87 — 20y —4BYA+57°N%, 2603 = —a(28 4 37A) — A2+ B2 — 2674 + 97N,
285 = 3a, 8E33 = 3a” — N> + 8aA(—B + 7N),

544 = —90[2 + 3)\2,
e non se tenen soluciéns para &; = 0, xa que A # 0. Desta maneira obtense:

Teorema 4.10. Sexa g un produto escalar lorentziano nunha dlrebra de Lie g = g3 X ¢
de dimension 4 tal que g se restrinze a un produto escalar lorentziano en g3 e o operador
L: g3 — g3 ten un autovalor triplo con multiplicidade xeométrica 1. Enton a métrica
wmvariante d esquerda asociada a g € unha métrica de Einstein se, e soamente se, é unha
métrica de curvatura seccional constante negativa en E(1,1) x R.

Observacion 4.11. As métricas do teorema 4.10 estan caracterizadas, nunha base pseudo-
ortonormal {uy, ug, uz,us} de g =e(1,1) x span{us} con u; e up nulos, us e uy espaciais e
g(u1,uz) = 1, polos corchetes non nulos

2
[U1,U2] = Ui, [U27U3] = us, [U1,U4] = 20y, [U27U4] = —aub [U3,U4] = aug,

para « # 0, sendo o valor da curvatura seccional K = —a?.



Capitulo 5

Extensions lorentzianas de grupos de
Lie dexenerados

Neste capitulo séguese coa analise dos casos descritos no teorema 2.5, esta vez co caso
(¢), que se corresponde con produtos semidirectos g = gz X t onde a restricién da métrica
a g3 ¢ dexenerada.

O resultado principal do capitulo podese resumir no seguinte teorema, onde se mostra
que os exemplos especificos desta situacion se corresponden con métricas chas ou ondas
planas.

Teorema 5.1. Sexa g unha métrica de Finstein nun grupo de Lie lorentziano G = Gz x R
de dimension 4 que se restrinxe a un produto dexenerado en gs3. Enton tense un dos se-
gquintes casos

(i) G=R*%xR e (G,g) € chd ou unha onda plana determinada, nunha base pseudo-
ortonormal {uy, us, uz, us} de g =3 x span{us} con uy e uy espaciais, uz e uy nulos
e g(us,uq) = 1, polos corchetes non nulos

[u1, us] = quy + agug + azus, [ug, ug) = Bruy + Bous + Baus,
[ug, ug] = 200 (0o )+ 25, 3
’ 2(ay + ) 7

para oy, B; pardmetros reais tales que oy + B # 0.
(i) G=H3; xR e(G,g) é unha onda plana determinada por
[ur, ug] = £ (k2 + pr)us,  [ur, us] = n3us + Koug + Kaus,
[u2, ua] = prus + pizus, [z, ua] = nzus,
para ki, j1; e n; pardmetros reais arbitrarios, ou ben

(52 + pn)* — %)

[u1, us] = aug, (U1, uy] = m Uy + Kol + Kaus,
2
Ko + 11)? — a?
(U2, us] = priug + pots + pgug, [us, us] = (( 2 Z;) + M2) Uz,
2

29
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para ki, it; € R con pgy # 0, onde {uy, us, ug, us} denota unha base pseudo-ortonormal
de g = b3 x span{ug} con uy e ug espaciais, uz e ug nulos e g(ug, uy) = 1.

(iii) G =FE(2) xR ou E(1,1) xR e g € unha das métricas za estudadas nos capitulos 3
€ 4.

Estudanse a continuacién as diferentes posibilidades de alxebras de Lie deste tipo en
funcién da dimensién da subdlxebra derivada g5 = [gs, g3] de g3. Asi, se dim(g}) = 0,
g =1t xrt Sedim(gy) =1, g = h3 x t. Os casos nos que dim(g;) = 2 correspéndense
con produtos semidirectos g = ¢(2) x vt ou g = ¢(1,1) x v. Por ultimo, se dim(g}) = 3, g
correspéndese cun dos produtos directos sl(2,R) x v ou su(2) x t.

5.1. O caso R® xR

Se dim(g}) = 0, g3 = t* e a identidade de Jacobi satisfaise sempre. Seguindo o teore-
ma 2.5, existe unha base pseudo-ortonormal {u, us, us, us} de g = g3 x span{uy} con u; e
ug espaciais, uz e uy nulos e g(us, uyg) = 1, e con respecto da cal os corchetes non nulos son
da forma

[y, ug) = qug +aoua+asus,  [ug, us] = Brug+ Pous+Paus,  [us, ug] = y1us+y2us +ysus,

para «;, B;,v; € R. Escribindo as componentes do tensor £ distintas de 0 con respecto desta
base obtense

8811 = =572 — 2, 2612 = — 72,
2814 = 2a01 + Boyi + aaya, 80 = —71 — 53,
289 = P11 + (a1 + 262)72, 834 = 3(77 +13),

264 = =202 — a3 — 2003, — 37 — 232
— 2a3y1 — 28372 + 2017y + 28273,

e ténense duas familias de soluciéns para &;; = 0, unha caracterizada por oy = 2 = 71 =

2 2 2
72 =0e ay = —f, e a segunda dada por 71 =y =0 e 73 = 2al+é?;jfgi)+2'82
= Para o caso a; = 85 =1 = v = 0 e ag = —f31, a métrica correspondente é cha.

2 2 2
» Candoyy =y =0ey; = 2a1+§?;jféi)+w 2 escribindo a conexiéon de Levi-Civita en

termos da base, comprébase que us é un campo de vectores recurrente e nulo, polo
que xera unha distribucién paralela nula. Pédese ver agora que R(x,y) = 0 para todo
T,y € uy e, ademais, a variedade é Ricci-chd, polo que é unha onda plana polo lema
1.9.

Lema 5.2. Sezxa g unha métrica lorentziana invariante pola esquerda en G = R3 x R tal
que a restricion grs € devenerada. Enton g € unha métrica de Einstein se, e soamente se,
¢ unha onda plana.
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Observacion 5.3. As métricas do lema 5.2 estan determinadas, nunha base pseudo-ortonormal
{uy,ug,us,us} de g = g3 x span{uy} con u; e uy espaciais, uz e uy nulos e g(us,uy) = 1,
polos corchetes non nulos

(w1, us] = qug + Bug,  [ug, wa] = —auy +yuz,  [uz, ug] = dus,
para «, 3,7,0 € R, caso no que g é unha métrica cha; ou ben por

(U1, ug] = oquy + agug + agug,  [ug, us] = Brug + Baug + Paus,
202 + (ap + B1)% + zggu
2(oq + f2) >

para a;, 3j € R e a; # [, para o caso de ondas planas.

[us, us] =

5.2. O caso H3 xR

Se dim(g5) = 1, g3 = bs, e logo g5 = span{z} para algin = € g3. Como g, ten
signatura (2,0, 1), pédese escribir x = v 4+ Aug, con v espacial e ug nulo. Diferéncianse a
continuacion duas posibilidades, dependendo de se x é espacial ou nulo.

Caso 1. g5 é un subespazo nulo

Para o caso no que v = 0, g = span{us}, e entén pddese escoller unha base {uy, us, us, w4}
de g = g3 x v tal que g3 = span{uq, ug, us}, v = spanf{uy}, e

(1) (1) 8 0 (U1, us] = aug, [ur, us] = prug + pots + pigus,
g = 000 1 ) [uh Ug] = 5“37 [u2a U4] = R1u1 + RoUg + R3Uus,
0010 [ug, us] = yus, [us,uq] = 01us + daug + d3us,

para algin dos «, 3, v distinto de cero e u;, k;, 0; € R de maneira que se cumpra a identidade
de Jacobi, condicién equivalente a que

0 =0, dba=0, pa+ kea —dza+ k3 — puzy=0.
516 = Oa 626 = 07 /'LI/B + M2 = 07 (51)
01y =0, 60y=0, K18+ Kkoy=0.

Dependendo dos valores de o, 5 e v ténense as seguintes posibilidades de alxebras de Lie:

» Se f=0e~v =0 (e polo tanto a # 0), resolver as ecuaciéns (5.1) asegura que (g, g)
estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal {uy, us, us, us} de g = gz xspan{uy}
con uy e uy espaciais, ug e uy nulos e g(us,us) = 1, polos corchetes non nulos

[Uh Uz] = Qug,
(U1, ug] = Kiuy + Kolg + Kaus, [Ug, Ua] = priuy + plous + psus,
[U37U4] = ('%1 + IUQ)U&
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A tnica compotiente non nula de £ resulta agora 2€44 = — (ko + 1) + 4k1 0 + 02, e
obténense duias familias de soluciéns para &;; = 0, a primeira delas dada por ps = 0
e = (ko + 1) # 0, e a segunda delas caracterizada por ry = (k3 + 2kapy + p2 —
a?)/(4pz), con py # 0. Todos estas métricas son ondas planas con vector recurrente
nulo us.

» Sef=0evy #0,(g,g) estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal {u;, us, uz, uy}
de g = g3 x span{us} con u; e uy espaciais, us e uy nulos e g(ug, us) = 1, polos cor-
chetes non nulos

[Ul, u2] = QUus, [UQ, U3] = yus
[Uh U4] = Yu1u1 + 04(#1 - 53)”3, [U2, U4] = KU1 + K3U3,
[U3, U4] = y03u3,

para «, ji;, k; parametros reais arbitrarios e v # 0. Calculando as coordenadas do
tensor £ obtense que 8&1; = 37?2, polo que non hai soluciéns para &; = 0 con 7 # 0.

» Por dltimo, se § # 0, como consecuencia de (5.1), (g,g) estd determinada, nunha
base pseudo-ortonormal {uy, us, ugz,us} de g = g3 x span{uy} con uy e usy espaciais,
ug e uy nulos e g(us,uy) = 1, polos corchetes non nulos

[U‘h uZ] = aus, [U’lu Ug] = 5637 [u27 U3] = €3
(w1, 4] = B(—ypous + Buous + psus),  [us, us] = Sdsus,
(U2, us] = =YKoty + Brous + (s + aype — Ko + 03))us,

para «,7, li;, ki, 03 parametros reais arbitrarios e § # 0. Tense agora que 8&3; =
— 3% — +?, polo que non hai soluciéns para &; = 0 con § # 0.

Caso 2. g5 é un subespazo riemanniano

Se v # 0, podemos tomar u; = ﬁ, que é un vector espacial e unitario, uz = es, e

completar a unha base {uy, us, us, us} de g, con respecto da cal se ten

(1) (1) 8 8 [ur, ug] = cqur, [uy, us] = Kius + Koug + K3us,
9=10 0 0 11|° [ur, ug) = Puy, [ug, us] = prus + poug + pgus,
00 10 [ug, us] = yuy, [us, wq] = Mug + naus + nsus,
con polo menos un dos «, 8,7 # 0 e pu;, ki, 0; € R. A identidade de Jacobi cimprese agora

se, e soamente se,

koo =0, Kkza =0, poa+puzf =0
ligﬁ = O, Ifgﬁ = 0, 5204 + 536 =0 (52)
Koy =0, K3y =0, da— P+ (k1 — pg—0d3)y=0

Dependendo dos valores de a e 3 ténense as seguintes posibilidades de dlxebras de Lie:
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» Sea=0e =0 (epolotanto v # 0), dediicese de (5.2) que (g, g) estd determinada,
nunha base pseudo-ortonormal {uj,us, us, us} de g = g3 x span{uy} con u; e uy
espaciais, uz e ug nulos e g(us, uy) = 1, polos corchetes non nulos

[z, uz] = yui, [ur, ug] = (p2 + m3)un,

[ug, us] = pauy + protin + pus, [us, us] = nrug + Nous + N3us,
con v, i, k; € R. Agora, podese comprobar que £33 = —%, polo que non hai solucions
para &;; = 0.

» Sea=0ef #0, tense que (g, g) estd determinada, nunha base pseudo-ortonormal
{uy, ug, us, us} de g = gz xspanf{uy} con uy e uy espaciais, uz e uy nulos e g(us, uy) = 1,
polos corchetes non nulos

{[Ubus] = Buy, [U2,U3] = Yuz, [Ul, U4] = KiUg,

[U2, U4] = KoYu1 + ('fl - H25)U2> [U37 U4] = K3U1 + K4Ug,

B2++2
2

para x; € R. Neste, caso, £33 = — , e non hai solucién para &;; = 0.

» Por iltimo, se a # 0, resolvendo as ecuaciéns (5.2) tense que (g, g) estd determinada,
nunha base pseudo-ortonormal {uj,us,us, us} de g = g3 X span{uy} con u; e uy
espaciais, uz e uy nulos e g(us, uy) = 1, polos corchetes non nulos

{[Ul, U’Q] = Uy, [Ul, U’3] = ﬁula [UQ, Ug] = Yuq,

[Uh U4] = R1lUq, [U2, U4] = RgYUu1 + (/‘01 - /<~'25)U27 [U3, U4] = K3U1 + KU,
para a # 0 e k; € R. Tense agora

8 = —4a® — 5/@%62 - /iiﬁz + 10k 8(K1 + Ky — R3B)y — 5/4;%72 — 10k 1 KsY? — 5/@2172
+ 10K1 k3672 + 10k3K457% — 5%%,8272 + a(=8k1 3 + 4k B — 4K 2 + 10k27),
2853 = =2 — 7,

e comprobase facilmente que non hai soluciéns de &;; = 0 se a # 0.
Finalmente, obtense:

Lema 5.4. Sexa g unha métrica lorentziana invariante pola esquerda en G = H3 x R tal
que g se restrinxze a un produto escalar dexenerado en bs. Enton, g € unha métrica de
Einstein se, e soamente se, ¢ unha onda plana.

Observacion 5.5. As métricas no lema 5.4 son isométricas a unha das dadas, nunha base
pseudo-ortonormal {uy, ug, us, us} de g = g3 X span{uy} con u; e uy espaciais, uz e uy nulos
e g(ug,uq) = 1, polos corchetes non nulos

[uy, ug) = £(k2 + p1)us, [u1, usg] = n3uy + Koug + Kaus,

[Ug, us] = paug + pgus, [uz, wa) = n3us,
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para s;, i;,n; € R, ou ben

(k2 4 1) — o?)

[Uh Uz] = Qug, [Uh U4] = 4p Uy + KolUg + K3Us,
2
Ko 4+ 111)% — a?
[Ug, us] = pug + prous + p3us,  [ug, ug] = (( 2 Z;) + uz) us,
2

para kg, fi,m; € R e pg # 0.

5.3. O caso £(2) xR ou E(1,1) xR

Se a dimensién da subdlxebra derivada g4 ¢ 2, h = ¢(1,1) x v ou ¢(2) x v. Podemos
suponier sen perda de xeneralidade que a subalxebra derivada de g, g’ = [g, g, é a subdlxebra
de dimensién 3 g3: se dim(g’) < 3, entén existen dous vectores linearmente independentes
v,w € g actuando como derivaciéns en g. Como g é lorentziana, ten que existir algtin vector
u € span{v, w} non nulo, e logo podemos escribir g = h x span{u} para unha subélxebra
h de dimensién 3 na que a métrica é non dexenerada, co que g é unha das alxebras de Lie
dos capitulos 3 e 4.

Escribindo g5 = span{w,,wy} para wy,ws € g3, podemos descomponer cada un dos
vectores wq, wy como w; = v; + A\juz, onde os v; son vectores espaciais e ug nulo e or-
togonal aos v;. Distinguense agora dous casos, dependendo de se v; e vy son linearmente
independentes (e entén g5 é un subespazo riemanniano), ou non (e a restriciéon de g a g
é dexenerada).

Caso 1. g, é un subespazo riemanniano

Se v; e vy son linearmente independentes, tomando uq, us unha base ortonormal de
span{vy, v}, chégase a que existe unha base de g3 con respecto da cal

[ur, ug] = arug + agug,  [ur, ws) = Ki1ug + Koug + Kaug,
e [ur,us] = Bruy + Poug, [ug, us) = puy + poug + paus,

[Ug, usz] = y1ur + Yaus, [us, us] = mug + naus + Naus,

S

I
co o~
oo~ o
— o oo
o oo

para oy, Bi, Vi, ki, i, i € R, onde as matrices

Qa1 Qo a1 B K1 o1 m
B B € as B2 2 Ko 2 M2
Y2 0 0 0 w3 ps m3

tenen rango maximo. Escribindo as condiciéns para que se verifique a identidade de Jacobi,
achamos que para calquera «;, 5; e 7;, a dlxebra resultante é tal que dim(g’) < 2, co que
como se discutiu anteriormente, estas estruturas se corresponden coas xa estudadas nos
capitulos 3 e 4.
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Caso 2. A restricién de g a g} é dexenerada

Se vy e vy son linearmente dependentes, tomando u; = 2, tense que {u;,uz} é unha
’ [ ’

base de g5, a cal se pode completar a unha base pseudo-ortonormal {u,us,us, us} de
g = g3 x span{uy} con respecto da cal

(1) (1) 8 8 (U1, us] = aquy + agus, [ur, ws) = K1y + Kous + Kaus,
9= 000 1 e [ug,us] = Prus + Psus, [ug,ws] = pus + pous + psus,
0010 [ug, us] = mur +y3us,  [ug, wa] = mus + nouz + N3us,
onde as matrices
a1 Qo ar B Y1 R M1 T
Bi B2 e 0 0 0 kKo po 12
Y12 as B3 3 Kz ps M3

tenien rango méaximo. De novo, escribindo as condiciéns para que g = g3 x span{uy}, tense
que dim(g’) < 2, polo que g é unha das alxebras estudadas anteriormente.

5.4. O caso SL(2,R) x R ou SU(2) x R

Neste caso a subélxebra derivada g5 = g3, co que se se considera a base pseudo-
ortonormal {uq,uy, us,us} de g = g3 x span{us} do caso (c) no teorema 2.5 e o endo-
morfismo adxunto ad,,: g3 — g3, este ten que ter necesariamente ou ben dous autovalores
reais non nulos ou ben dous autovalores complexos conxugados. Ademais, pédese escribir
ug = [v, w] para algins v, w € g3, polo que ad,, = ad, ad,, — ad,, ad,, do que se deduce que
tr(ad,,) = 0. Preséntanse agora duas posibilidades:

Caso 1. ad,, ten autovalores reais

Se ad,, ten autovalores reais 0, A e —\, con A # 0, sexan vy, v, autovectores unitarios
de forma que [vy,us3] = Avy e [vg, u3] = —Avq. Escribindo a identidade de Jacobi obtense
que [vy,vs] € span{us}. Desta maneira, posiblemente reescalando uz, obtense unha base
{v1,v9,v3,v4} de g = g3 x span{v,} con respecto da cal

[v1, V2] = v3, [v1,v4] = —awy + Pus,
v, vs] = Awg, [Va, V4] = Qg + Y3,

[02,1}3] = —)\Ug, [’03,2}4] = )\(")/Ul + 6’02),

=)
Il
[ R R

para A # 0, k # £1 e «a, 3, pardmetros reais arbitrarios.
A componente (3,3) do tensor £ con respecto desta base resulta 33 = %_21, polo que
non se obtenen soluciéns para &; = 0 con A # 0.
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Caso 2. ad,, ten autovalores complexos

Se ad,, ten autovalores 0, i3 e —i3, con [ # 0, pédense tomar vy, vy vectores unitarios
de forma que [vy,u3] = Bvy e [vg, ug] = —pPv;. Escribindo a identidade de Jacobi obtense
que [vy,vs] € span{ugz}. Desta maneira, reescalando uz de ser necesario, tense que existe
unha base {vy, v2,v3,v4} de g = g3 x span{vy} con respecto da cal

1 x 00 [Ul,vg] = V3, [1}1’1)4] = —Q9 ‘|—’}/'U3,
| 100 oy, vs] = B (o v4] = v + 60
g = 00 0 1 ) 1, 03] — 2, 2, V4] — 1 3

0010 [v2,v3] = —Bu1,  [v3,v4] = B(yv1 + dva),

para a,7v,0 € R, k # +1 e  # 0. As componentes do tensor £ son agora

8(k? — 1)E1 /B =44 57?8 + 10vkdB — 10v&358 + 628 — 4k52p
+ k(=8 + 40a — 5B + 36%B),
8(k? — 1)E12/ = 4766 + 2yk*5B — 67K 08 + k(—4 + 320 + 5726 + 56°53)
+ 1% (8a — 5(v* + 6%) 1),
2813 = — (5 +0)47,
2(k* = 1)E14/B = —vk(2+ (=1 + kH)a) — (1 + (=3 + a) — a)d,
8(k* — 1)Ex/B = 4+ 2B — 4v*k*B + 107K B — 107K36 8 + 5623
+ K* (=8 + 40 + 37*8 — 56%3),
2693 = (v + K0) 37,
2(k% = 1)&4/B =71+ K*(=3 +a) — a) + k(2 + (=1 + x*)a)s,
(K% — 1)Es3 = 26237,
8(k? — 1)E34/B = —4 — 37*B — 6ykdB + 6358 — 36°B + k*(—8a + 3(7* + 6%)B),
2(K% — )& = =1+ 2925+ 26°8 — 25%(—207 + (2 + 6%) ).

Resolvendo &;; = 0, comprdbase que non existen soluciéns con 3 # 0.

Lema 5.6. Non existen métricas lorentzianas invariantes pola esquerda de Einstein en
SL(2,R) xR ou SU(2) x R que se restrinzan a produtos escalares dexenerados en sl(2,R)
ou su(2).



Capitulo 6

Conclusions

A partir dos resultados obtidos nos capitulos 3, 4 e 5, estamos en condiciéns de dar
finalmente unha clasificacion xeral de tédalas métricas lorentzianas de Einstein invariantes
a esquerda en dimensién 4.

6.1. Ondas planas invariantes a esquerda

Paga a pena destacarmos previamente algunhas simplificacions para o produto corchete
das familias de ondas planas non chés obtidas nos capitulos 4 e 5.

O primeiro exemplo de onda plana de Einstein, que se obtinia no teorema 4.4, corres-
pondiase coas métricas dadas con respecto dunha base pseudo-ortonormal {u;, ug, us, us}
de g = v3 x span{uy} con u; e uy nulos, us e uy espaciais e g(us,us) = 1, polos corchetes
non nulos

[ug, ug) = uz, e [ug,ug] = us.

Sexan U] = ug, Uy = Uy, Uz = U7, Uy = Us. Tense agora que os inicos corchetes non nulos con
respecto desta nova base son [, Us| = U3 e [tg, Uy] = —1y, polo que span{y, tg, U3} = b3
e g = b3 x span{dy}. Con respecto da base {uy, U2, U3, Uy}, tense que

@
I
oo o~
oo~ O
—_ o oo
=)

polo que estes exemplos son isométricos as ondas planas estudadas no capitulo 5 en Hz xR.
Na seccion 4.3 obtinase outro exemplo de ondas planas, esta vez caracterizadas polos
corchetes distintos de cero

[ur, us] = Ffug,  [ur,ws] = qug +yuz,  [uz, us] = yus,

onde {u1, us, uz, us} denota unha base pseudo-ortonormal de g = t* x span{uy} con u; e
ug nulos, ug e uy espaciais e g(us,us) = 1. Tomando Uy = uy, s = uz, Uz = ug, Ug = uy,

67
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tense que con respecto desta nova base de g os corchetes non nulos son
[, o] = —7liz,  [lo, U] = —aily — ylp, [3, 0] = Fi3

polo que span{iy, s, i3} = b3 e g = bh3 x span{i, }. Comprobase agora que g|span{iy,is,is}
¢é dexenerada, co que esta variedade é isométrica as ondas planas estudadas no capitulo 5
para H3 x R.

= Polo tanto, as ondas planas de Einstein en grupos de Lie lorentzianos de dimension
4 podemos describilas sempre como métricas en R? x R ou Hs x R de maneira que
a restricién de g a t3 ou b3 sexa un produto escalar dexenerado.

Pédense tamén simplificar as expresions obtidas no capitulo 5 para os exemplos de
ondas planas, especialmente se se quere traballar con clases homotéticas. Por exemplo,
para as métricas determinadas no teorema 5.2 por

[y, ug] = a1uy + aug + asus, [ug, ug) = Bruy + Bous + Baus,
[z, ug) = 200+ (02 + )" +26;

comprobase que o tensor curvatura non depende de a3 nin (33, polo que utilizando o traballo
de Kulkarni [16] son localmente isométricas s dadas por

2053 4 (g + f1)* + 2053
us.
2(041 + 52)

[uy, ug] = arug + aoug,  [ug, ug] = Brug + Pouta,  [ug, u4] =

Agora, estas métricas correspéndense con produtos semidirectos determinados por unha
derivacién de R? que deixa invariante o subespazo span{u, us}. A restricion 9| spanfu uz}
é definida positiva, e logo pédese atopar unha base ortonormal {@, 42} de span{u, us} na
que a derivacion se descompdédn nunha parte simétrica e outra antisimétrica. Con respecto
desta base, os corchetes son da forma

of + 33

(g, ug] = arug + g, [ug, us] = —aouy + Poug,  [us,us] = o 1 B ug,

e reescribindo k = aq + s, que ¢ distinto de cero, tense

of + (k — o)’
[ur, ug] = oqus + ogua,  [ug, ug] = —auy + (K — ar)ug,  [ug,ug) = — (n s s

Dividindo os vectores da base por k, seguimos a traballar na mesma clase homotética,
obtendo

ek a o k—o o2+ (kK —aq)?
K K K 5
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= Desta maneira, as métricas do segundo exemplo no lema 5.2 son localmente ho-
motéticas 4s determinadas, nunha base pseudo-ortonormal {uq,us,us,us} de g =
t® x span{uy} con u; e uy espaciais, uz e uy nulos e g(us, us) = 1, polos corchetes non
nulos

[U1,U4] = au; + Pug, [U2,U4] = —fBuy + (1 - 04)“2, [U3, U4] = (1 — 20+ 2042)“37

para «, 0 parametros reais arbitrarios. Estas métricas son localmente simétricas se,
e soamente se, son chas.

Ao igual que para o caso R3 xR, pédense simplificar bastante as expresiéns dos corchetes
dos exemplos na observaciéon 5.5. Para o exemplo caracterizado por

[uy, ug) = £(ko + p1)us, [uy, ug] = N3y + Koua + Kaus,
[Ug, ug] = p1ug + p3us, [us, us] = n3u3,

o tensor curvatura de tipo (0,4) non depende de k3 nin p3, polo que de novo utilizando
o traballo de Kulkarni [16] se poden suponer estes pardmetros iguais a cero. Se ademais
escribimos 0 = kg + 1, obtemos

[U17u2] = +dug, [U17U4] = N3uU1 + Kolg, [U2,U4] = (5 - H2)U1, [U3,U4] = 73U3.

= Reescalando os vectores da base, tense que estas métricas son homotéticas as deter-
minadas nunha base pseudo-ortonormal {uy, us, u3, us} de g = b3 x span{uy}, por

1000 [, ]
o1t oo [ur, us] = cuy + Bus,
7o o0 1) [ua, ug] = (1 — B)ua,
0010 [u3,u4]:au3,

para «, 0 parametros reais arbitrarios. Estas métricas son localmente simétricas se,
e soamente se, § = 0, caso para o que a variedade é cha.

No caso de métricas na observacién 5.5 determinadas polos corchetes

Ko+ 101)2 — a2
[u1, ug] = ovug, (U1, uq] = (s ZL) )Ul + KolUg + K3us,
2

Ko + 1p)? — a?
[Ug, us] = pug + prous + p3us, [ug, ug] = (( 2 5/1)2 + ,UQ) us,

comprobase que R non depende de k3 nin ug, polo que estes parametros se poden suponer
cero. Reescalando os vectores da base, as métricas anteriores son localmente homotéticas
as determinadas en H3 X R por

((kg 4+ p1)? — o?)

[u, us] = aus, (U1, ua] = 1 Uy + KoUsg,
Ko 4+ 111)% — a?
(U2, Ua] = pr1uq + Ug, [ug, us] = (( 2 Mi) + 1) us.
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Agora, a derivacion D que determina o produto semidirecto h3 x t neste caso deixa fixo
o subespazo span{uj,us}, no que o produto escalar é definido positivo. Podemos entén
escoller unha nova base ortonormal de span{u,us} con respecto da cal

apn —ai2
D= ,
a2 A22
onde 4a;1bye + o = 0, condicién que vén imposta de que aq; e beg sexan os autovalores de
)
% {D + DT}. Con respecto desta nova base,

[Uh Uz] = Qusg, [Ul, U4] = U1 — A12Ug,
o? o?
[U2,U4] = Q12U — (Hn) U, [U3,U4] = (1 - m) us.

» Reescalando os vectores da base, obtemos que as métricas da segunda familia de
exemplos na observacién 5.5 son localmente homotéticas s métricas determinadas,
nunha base pseudo-ortonormal {uy, us, us, us} de g = hs x span{uy}, por

[U1, Ug] = Uus,

1000 [uq, ug) = duy — yua,
(0100 1
9= 000 11 [U27U4] = Yui1 — 4—5U2>
0 010 1

ol = (5~ L)

onde § # 0 e os v é un parametro real arbitrario.

Desta maneira, tense que as ondas planas que aparecian ao longo do traballo pertencen
a unha de tres familias de métricas homotéticas.

6.2. Descricion das métricas de Einstein invariantes
a esquerda

Tendo en conta os resultados da seccion anterior, as ondas planas de Einstein invariantes
& esquerda en grupos de Lie lorentzianos estan determinadas como segue.

Teorema 6.1. Sexa g unha onda plana de Einstein invariante d esquerda nun grupo de
Lie lorentziano G de dimension 4. Enton (G, g) € localmente homotético a un dos sequintes
grupos:

(i) As ondas planas en R? x R determinadas polos corchetes non nulos
[wr, ua] = quy + Bus,  [ug,us] = —fur + (1 — )z, [ug,ua] = (1 — 20 + 20°)ug,

con a, € R.
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(ii) As ondas planas en Hz x R determinadas polos corchetes non nulos
[ur, uo] = Fus,  [ur, wa] = awy + Pus,  [ug,us] = (1= Blur,  [us, ua] = o,
onde «, B son pardmetros reais arbitrarios.

(iii) As ondas planas en H3 x R determinadas polos corchetes non nulos

1 1
[UhUQ] = Uus, [Ul,u4] = du;—yug, [U27U4] = YU1— U2, [U37U4] = <5 - —) us,

46 40
para § #0 ey € R.

En cada caso, {uy,us, ug,us} denota unha base pseudo-ortonormal de g = gz X span{us}
con uy e uy espaciais, us e uy nulos e g(us,uy) = 1.

Ademais, unha onda plana de Einstein invariante d esquerda nun grupo de Lie lorent-
ziano G de dimension 4 € localmente simétrica se, e soamente se, € chd.

Retomando a clasificacion xeral dos grupos e tendo en conta os resultados dados ao
longo do traballo, podemos enunciar o seguinte teorema, que proporciona unha vision
xeral da xeometria dos diferentes exemplos de métricas de Einstein obtidos:

Teorema 6.2. Unha métrica lorentziana de Einstein invariante d esquerda nun grupo de
Lie de dimension catro é ou ben localmente simétrica, ou unha onda plana en R? x R ou
Hs xR, ou localmente homotética a unha das sequintes métricas en R? x R:

(i) As métricas Ricci-chds determinadas, nunha base ortonormal {ey,eq,€3,€e4} con e
temporal, por

le1, €4] = —2e, €2, €4] = €5 + V/3es, le3, e4] = —V/3es + €3,
que non son ondas planas.

(ii) As métricas non Ricci-chds con operador de Weyl nilpotente en dous pasos deter-
minadas, nunha base pseudo-ortonormal {uy,us, ug,us} con (uy,us) = (us,uz) =
(ug, us) =1, por

[u1, us] = —uy + dus, (U2, us] = Bug, [uz, us] = 2us,

onde & € un pardametro real distinto de cero. Estas métrica son localmente isométricas
ao unico espazo non redutivo lorentziano de Einstein con curvatura seccional non
constante.

(iii) As métricas non Ricci-chds con operador de Weyl nilpotente en tres pasos deter-
minadas, nunha base pseudo-ortonormal {uy,us, ug,us} con (uy,ug) = (us,uz) =
(ug,ug) =1, por

(w1, us] = 4uy, (U2, us] = —2uy + dus, [ug, ug] = duq + us,

onde d € un pardametro real distinto de cero.
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Pédese dar tamén unha clasificacion atendendo aos grupos nos que se realizan os exem-
plos como se fai no seguinte resultado, onde se mostra, por exemplo, que os grupos lo-
rentzianos SL(2,R) x R e SU(2) x R non admiten métricas de Einstein invariantes pola
esquerda.

Teorema 6.3. Sexa (G, g) un grupo de Lie lorentziano de dimension 4 con G = G3 x R.
Se g € unha métrica de Einstein, enton tense unha das sequintes posibilidades:

(a) G=E(2) xR, e (G,g) ¢ localmente isométrica ao espazo de Minkowski R?.

(b) G =FE(1,1) xR, e (G,g) € localmente isométrica a R}, ao pseudo-espazo hiperboli-
co H}(r) ou a un produto de planos hiperbdlicos coa mesma curvatura seccional

H2(r) x H?(r).
(c) G=H3 xR, e (G,g) é unha onda plana ou é localmente isométrica a R} ou Hi(r).

(d) G = R3 xR e g é de curvatura seccional constante, unha onda plana, ou un dos
exemplos dados no teorema 6.2.

Problemas abertos

Os resultados anteriores proporcionan non sé as distintas clases homotéticas de métricas
de Einstein invariantes & esquerda en grupos de Lie, senén tamén unha ferramenta para
traballar con ditas métricas a partir da descricion das mesmas levada a cabo nos capitulos
3,4 e 5. No momento de concluir este traballo ainda quedan abertos algins aspectos como
os seguintes

» Esencialmente existen duas familias de ondas planas homoxéneas. Seria desexable
poder decidir a que familia se corresponden cada unha das métricas no teorema
6.1. De igual maneira, seria desexable poder decidir se as distintas posibilidades no
teorema 6.1 se corresponden con distintas clases homotéticas ou non.

= As tres clases homotéticas no teorema 6.2 son claramente diferentes. A primeira delas
consiste dun punto singular no espazo de métricas, mentres que os outros dous casos
se corresponden con curvas en dito espazo. Seria importante decidir se as distintas
posibilidades do pardmetro § nas situacions (ii) e (iii) no teorema 6.2 determinan
distintas clases homotéticas.

= Unha vez que se completou a clasificacién de grupos de Lie con métrica de Einstein
invariante pola esquerda, xorde de xeito natural a pregunta de que grupos estan
na clase conforme dunha destas variedades. Mais xenericamente pddese proponer o
problema de atopar que métricas invariantes a esquerda nun grupo de Lie lorentziano
4-dimensional son conformemente Einstein. Estas métricas estan caracterizadas pola
existencia dunha funcion f coa que se satisfaga a ecuacién

Af+7+39(Vf, V)
A g

1
Hesf—l—p+§df®df:
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Como se ve, se f é constante, recuperamos a ecuaciéon de Einstein.

Co obxectivo final de clasificar as métricas lorentzianas de Einstein homoxéneas en dimen-
sién 4, cabe preguntarse se os teoremas anteriores cobren tédalas posibilidades. A resposta
a isto é negativa. De feito, existen espazos simétricos que non se realizan como métricas
invariantes 4 esquerda en grupos de Lie (por exemplo os produtos S? x S? ou as métricas de
Cahen-Wallach Ricci chés e non chés). Por outra banda, dado que os espazos homoxéneos
de Einstein non redutivos aparecen na clasificacion local no teorema 6.2, seria interesante
dar resposta a seguinte cuestién

» Unha métrica lorentziana de Einstein homoxénea non simétrica é localmente isométri-
ca a unha métrica invariante a esquerda nun grupo de Lie?

Unha resposta a este problema suporia sen dibida un avance significativo cara & clasi-
ficacion das métricas de Einstein homoxéneas en dimension catro.
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