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A inferencia estatistica é, xunto coa estatistica descri-
tiva e cos fundamentos da teoria da probabilidade, un
dos piares basicos da metodoloxia estatistica clasica. O
obxectivo final da inferencia estatistica é o de poder tirar
conclusiéns sobre unha poboacién de interese a partir
da observacion dunha parte dela. Dependendo do tipo
de conclusidns extraidas poderemos clasificar os labores
de inferencia en duas grandes categorias:

e Estimacion: consiste en aproximar un valor dun
certo parametro ou caracteristica de interese, e
pode facerse proporcionando un Unico valor (esti-
maciéon puntual) ou proporcionando un rango que
contefa o valor de interese cunha certa probabili-
dade (estimacién por intervalos de confianza).

e Contrastes de hipdteses: consiste en establecer un
procedemento de decisidn para unha certa condi-
cién imposta (hipotese) sobre a caracteristica de
interese.

N Para ilustrar estes conceptos empregaremos un
exemplo sinxelo: interésanos saber a altura media do profesorado

da Facultade de Matematicas. Nese caso teriamos como poboacion
todo o profesorado, como mostra unha seleccién deste colectivo
a quen lle a sua estatura, que sera a variable de interese, e como
parametro teriamos a media da estatura de todo o profesorado.

Estimacion por intervalos de confianza

Consideremos unha mostra aleatoria simple
{Xi,...,X,} de X con distribucion Fj descofiecida
pero con I’ cunha certa forma paramétrica (Normal,

Para poder desenvolver correctamente as técnicas de
inferencia estatistica, precisamos cofecer algliins con-
ceptos fundamentais:

e Poboacidn: universo de individuos ao que se refire
o estudo que se pretende realizar.

e Mostra: subconxunto representativo da poboa-
cion. Asise X é avariable de interese, denotaremos
por {Xi, ..., X, } unha mostra, onde cada variable
X; tomara un valor x, que se correspondera coa
observacion da variable X na unidade i-ésima da
mostra.

e Parametro: caracteristica da poboacién que carac-
teriza o comportamento da variable de interese.

e Estatistico: calquera funcién da mostra.

e Estimador: estatistico independente dos parame-
tros poboacionais que se emprega para estimalos, é
dicir, todos os estimadores son estatisticos, pero non
todos os estatisticos son estimadores (s6 o son aque-
les que tefien por obxectivo estimar un parametro).

Binomial, Poisson, ...). A idea é construir un intervalo
que contefia o pardmetro ¢ cunha certa probabili-
dade.

Intervalo de confianza: un intervalo de confianza para o pardmetro 6 cun nivel de confianza de (1 — «), con
ae(0,1) é un intervalo aleatorio (L(Xq,..., X)), UXy, ..., X)) tal que
P(L(Xy,...,X,)<0<U(Xy,..., X,))=1—cq. E dicir, o intervalo contén o verdadeiro valor de 8 cunha certa
probabilidade. Nétese que, en efecto, os extremos son aleatorios posto que dependen da mostra. No caso de
que o que se cumpra sexa P(L( Xy, ..., X,)<0<U(Xy,...,X,)) = 1 — q, dirase que se trata dun intervalo
de confianza aproximado cun nivel de confianza de (1 — «), con v € (0, 1).




Intervalo de confianza para unha proporcion

Consideremos unha mostra aleatoria simple { X1, ..., X,,} de X € Ber(p), interésanos construir un inter-
valo de confianza para p, a proporcién tedrica. Para iso necesitamos recordar que, como consecuencia do
teorema central do limite, temos que

p—p

p(1-p)

~ N(0,1),

sendop = + > | X o estimador puntual de p e n o tamafio da mostra. Este tipo de estatisticos cuxa distri-
n i=1

bucién non depende do parametro de interese denominanse pivotes. Notese que o denominador do pivote,
que se cofiece como erro tipico e denotaremos por

p(1—p)

ET(p) =
representa o erro da estimacidon proporcionada por p.

Partindo da distribucién do pivote, podemos escribir:

P(—Zl_a/g < Q < Zl—a/2) %1—0é<:>]P>( Zl—a)2 ET ]/7\) < ﬁ—p < Zl_a/g'ET(ﬁ)) ~1l—a«a
ET(p)
P(~21-a2  ET(0) =P < —p < zi-apz ET(h) =) = 1 —
<:>P(z1 a2 ET( )—I—ﬁ>p>zl,a/2-ET(ﬁ)—ﬁ)zl—a
P(p—ziapp- ET(D) < p < D+ 21-a2- ET(D)) =1 — «

onde z;_,/2 denota o cuantil de orde 1—«/2 dunha distribuciéon Normal estdndar. Asi teriamos que

~ . N~ . ~ p(1—p p(1—p
(p— cuantil - ET(p), p+ cuantil - ET(p)) = ( — 21 a/g\/ ,p 21— a/g\/ )

é un intervalo de confianza para p a un nivel de confianza de (1 — «)100 %.

Como o termo da raiz non se pode obter a partir dunha mostra posto que depende do pardmetro tedrico,
existen diferentes procedementos para solucionar isto, un dos mais habituais é substituir nese termo p por
D obtendo como intervalo final:

~ R N g ~ p(l—Dp) p(l—p
(p— cuantil - ET(p), p+ cuantil - ET(p)) = (p—zl_a/gwu,p—l—zl_a/ﬂ/u).
n n

N(0,1)

Nesta imaxe da esquerda ilustrase a construcién dun
intervalo de confianza para o caso no que o estatistico
segue unha distribucién Normal (tal e como ocorre coa
proporcion).

Podemos ver como delimitamos unha zona central que
abrangue unha probabilidade (1 — «), e que deixa polo
tanto en cada unha das colas unha probabilidade «//2.

E importante destacar que se poderian construir interva-
los de confianza de nivel (1 — «) non centrados, pero os
que se presentan aqui tefien menor lonxitude.




Intervalos de confianza para unha poboacion Normal, N(u, 6?)

Consideremos unha mostra aleatoria simple { X1, ..., X,,} de X€ N(y, 02). Neste caso existen dous pardme-
tros, a media e a varianza, e veremos a continuacién como se obterian os intervalos de confianza en cada caso.

Intervalo de confianza para a media con varianza poboacional coiecida

Neste caso a media poboacional, 11, € o pardmetro de interese e imos supofier que a varianza poboacional é
cofiecida, é dicir, o® toma un valor cofiecido. Polo tanto, o pivote que precisamos neste escenario é:

X —
_ a/vin
sendo X = % > | X, 0 estimador puntual que se cofiece como media da mostra. Nétese que neste caso o
erro tipico vén dado por ET(X) = =

EN(O 1),

Seguindo o mesmo procedemento que para o caso da proporcién, chegamos a seguinte expresion do inter-
valo de confianza de nivel de confianza (1 — «)100 % para a media con varianza poboacional cofiecida:

(X — cuantil - ET(X), X + cuantil - ET(X)) = <7 21 a/g\/_ X+ 2 a/g\j_)

onde 21_q/2 denota o cuantil de orde 1 — /2 dunha distribucién Normal estandar.

Intervalo de confianza para a media con varianza poboacional descoiecida

Neste caso a media poboacional, /4, segue a ser o parametro de interese, pero coa diferenza de que agora
a varianza poboacional é descofiecida. Polo tanto, o pivote non pode incluir o valor de o, xa que non se
cofiece, e ten que ser substituido por un estimador, que alterara a distribucidn do pivote:

X —u X —p
———¢cT,; ou €Th,
S/vn—1 ! S./\/n !
, 1 2 o2 1 < <\ 2 . . . .
onde S = — Z (Xl- — X) es: = Z (XZ- — X) son estimadores puntuais da varianza, varianza
n n—1

i=1 =1
mostral e cuasivarianza, respectivamente; e 7}, denota a distribucién T de Student con n—1 graos de liberdade.
De maneira analoga ao caso anterior, tendo en conta que neste caso o erro tipico vén dado por
S/v/n —1 = S./y/n, chegamos ao intervalo de confianza de nivel de confianza (1 — «)100 % para a media
con varianza poboacional descofecida:

— S — S — Se S,
X —tp11-ap—F—— ) X+tphigap—F——]=(X—ti 110 X tn— a =
( 1,1-a/2 Jn1 +tn11-a/2 m) ( 11-a/2=F—= g’ +tn-11-a/2 \/—)

ondet,,_11_o/2 denota o cuantil de orde 1— /2 dunha distribucién T de Student con n—1 graos de liberdade.

Intervalo de confianza para a varianza
Neste caso, o parametro de interese é a varianza o>, e imos asumir que a media poboacional non é cofiecida
(situacidn mais habitual). Entdn o pivote que se precisa é:

ns? (n—1)5?

— X2, ou € X,

o2 o2 n—b

onde X2_| denota a distribucién de khi cadrado con n—1 graos de liberdade. Neste caso o procedemento
que se debe seguir é analogo aos anteriores cun matiz, que a distribucién de khi cadrado non é simétrica,
polo que o intervalo de confianza resultante tampouco o sera:

nS? nS? [ (n=1)S? (n—1)8S?
Xn 1,1—a/2 Xn 1,a/2 Xn 1,1— 04/27 Xn 1,a/2
onde X2 _ 1.1_o denota o cuantil de orde 1—a/2 e X2 1.« 0 cuantil de orde «/2 nunha distribucién de khi
cadrado con n—1 graos de liberdade.




Intervalos de confianza para unha poboacion Normal, N(u, 6?) (continuacién)

m No caso de querer obter un intervalo de confianza de nivel (1—«) para a desviacidn tipica, o, non
existe un pivote nin un método especifico, sendn que o procedemento consiste en obter un intervalo de
confianza dese mesmo nivel para a varianza, % e aplicarlle a raiz cadrada a cada un dos seus extremos, é
dicir, o intervalo seria

nS? nS? _ (n—1)S2 (n—1)52
X121—1,1—a/2 X?L—l,a/2 X?L—l,l—oa/2 Xzz—l,oz/2

Contrastes de hipdteses

Un contraste de hipdteses é un procedemento esta- * Hipétese alternativa: é, habitualmente, o com-
tistico mediante o que se investiga a veracidade ou plementario da hipétese nula, é dicir, aquilo que
falsidade dunha certa hipdtese (conxectura sobre o sucede cando a hipdtese nula non é certa. Dené-
parametro de interese). A idea é partir dunha conxec- tase habitualmente por H, ou H,.

tura e basedndonos nas observaciéns da mostra, ser
quen de determinar se existen evidencias para rexei-
tar esa hipdtese. Para formalizar este procedemento
precisamos definir unha serie de conceptos:

e Erro de tipo I: é o erro que se comete cando
rexeitamos a hipétese nula sendo certa. E o prin-
cipal erro que desexamos controlar.

e Errodetipoll: é o erro que se comete cando non
rexeitamos a hipétese nula sendo falsa.

¢ Nivel de significacion: é a probabilidade do erro
de tipo |, é dicir, P(rexeitar Hy | Hy ¢ certa).
Dendtase habitualmente por a.

e Hipodtese nula: é aquela conxectura que se da
por certa antes de obter a realizacién mostral,
é dicir, é a hipdtese que goza de “presuncion de
inocencia”, posto que se asume valida salvo que
a mostra proporcione evidencias do contrario.
Dendtase habitualmente por H,.

Decision
Rexeitar H, Aceptar H,
H, verdadeira @
0 Erro de tipo | @
H, falsa @ @
Erro de tipo Il
e Estatistico de contraste: é unha funcién da mos- Para realizar calquera contraste de hipdteses debe-

tra (por ser un estatistico) cunha distribucion mos de seguir sempre estes pasos:
cofecida baixo H, e que serve para medir a dis-
crepancia entre H, e a informacién que propor-
ciona a mostra sobre esta hipdtese.

* Rexion de rexeitamento: é o conxunto de valo-
res do estatistico de contraste para os que se
rexeita a hipdtese nula. 3. Determinar un estatistico de contraste axeitado

e Valor p ou nivel critico: é o menor nivel de sig- e establecer a sua distribucion baixo H,,.
nificacion para o que podemos rexeitar . Polo 4
tanto, permitiranos determinar se podemos
rexeitar ou non Hxa que:

1. Determinar a hipdtese nula, H, e a hipdtese
alternativa, H,,.

2. Fixar un nivel de significacién, sendo a=0.1,
a=0.050u a=0.01 os mais habituais.

. Construir a rexidon de rexeitamento.

5. Avaliar o estatistico na mostra e determinar
se pertence ou non 3 rexion de rexeitamento.

— €0 valor p € menor que o r1.|vel de significa- Alternativamente tamén poderiamos calcular o
cién, valor p < o, entdn rexeitamos H, p-valor ou nivel critico

— se o valor p é maior ou igual que o nivel de
significacion, valor p > «, entén non temos
evidencias para rexeitar H,.

6. Redactar a conclusion do contraste.




A continuacién imos considerar e detallar tanto os contrastes para unha proporcién (nunha poboacion Ber-
noulli), como os contrastes para a media, 1, e a varianza, o2 nunha poboacion Normal.

Contrastes para unha proporcion

Consideremos de novo unha mostra aleatoria simple { X1, ..., X,,} de X € Ber(p), o noso obxectivo neste
caso é valorar unha certa conxectura sobre o pardmetro de interese, a proporcion p.

En funcidn do tipo de hipdtese que se queira establecer existen tres posibles contrastes:

Contraste bilateral Contraste unilateral 4 esquerda Contraste unilateral & dereita
Hy:p=mpo Hoy:p=>po Hy:p<po
Hy i p# po Hy:p<po Hy:p>po

Estatistico de contraste e rexion de rexeitamento

Retomando o pivote que empregamos para o intervalo de confianza para unha proporcidn, e considerando
neste caso a sua distribucidn baixo a hipdtese nula teriamos que:
P— Do
~ N(O7 1))

po(1—po)
n

T =

e deste xeito xa poderemos establecer a rexién de rexeitamento en cada contraste:

(—007 _zl—a/Q) U (Zl—a/27 +OO) (=00, —21-4) (21-a, +00)

T~N(0,1) T~N(0,1) T~N(0,1)

~Z1a/2 0 Z1af2 ~Z1¢ 0 0 Ziq

ETELTIEFA O Colexio de Odontdlogos quere realizar un estudo que lles pro-
porcione informacion sobre a necesidade ou non de realizar unha campafia
de atencién bucodental entre as/os adolescentes do Concello de Santiago de
Compostela. Para iso acoden a varios centros de educacién secundaria para
realizar unha enquisa na que se pregunta a 500 mozas/os se acoden habitual-
mente a/ao dentista, obtendo 440 respostas positivas e 60 negativas.

O Colexio de Odontdlogos decidira realizar a campafia se a proporcién de
mozas/os que visitan habitualmente 4/ao dentista é inferior ao 90 %. A vista
dos datos, hai probas significativas deste feito a un nivel de significacion do
1 %? Que decidird o Colexio de Odontdlogos?

1 ‘ Hy:p>09
Ha:p <09 54— PP 0.88 09 _ —1.49 que non pertence & RR.
\/po(l—po) \/09(1—09)
n 500
2. «=0.01
p—p 6. Non se rexeita H, é dicir, non existen, segundo estes datos, evi-
3.7 = 0 ~ N(0,1) . o o
S - ’ dencias estatisticamente significativas de que a porcentaxe de
n mozas/os que acoden a/ao dentista sexa inferior ao 90 %.

4. RR = (—00, —20.99) = (=00, —2.33)




Contrastes para unha poboacion Normal, N(u, 62)

Consideremos unha mostra aleatoria simple {X1,..., X,,} de XEN (11, 0%), neste caso existen dous parame-
tros, a media e a varianza, e veremos a continuacion como se poderian realizar contrastes de hipdteses en
cada caso.

Contraste para a media con varianza poboacional coilecida
Se a media poboacional, 14, é o parametro de interese, e estamos no contexto de varianza poboacional cofie-
cida, podemos considerar os seguintes contrastes:

Contraste bilateral

Contraste unilateral 4 esquerda

Contraste unilateral & dereita

Hy:p=po
Hy o p # o

‘ Hy:p = po

Hy :p < po

Hy:p < po
Hy:p> po

Estatistico de contraste e rexion de rexeitamento
Dado que a varianza poboacional é cofiecida, retomando o pivote que empregabamos para os intervalos de
confianza neste contexto, teriamos o seguinte estatistico de contraste baixo a hipdtese nula:

X — 1o
—a/\/ﬁ € N(0,1),

0 que nos permite determinar a rexién de rexeitamento en cada caso:

(zl—oc 9 +OO)

(—00, —21-4)

(—OO, _zl—a/2) U (Zl—a/2; +OO)

Contraste para a media con varianza poboacional descoiecida

Neste caso a media poboacional, 1, segue a ser o pardmetro de interese, pero coa diferenza de que agora a
varianza poboacional é descofiecida. Os contrastes que podemos considerar seguen a ser:

Contraste unilateral & dereita

Ho:p < po
Ha::u>,u0

Contraste bilateral Contraste unilateral 4 esquerda
Hy: o= po Ho = p = pio
Hy o p# o Hy o < po

Estatistico de contraste e rexion de rexeitamento
Agora, como a varianza poboacional é descoiecida, debemos considerar como estatistico de contraste:
X — o A~ Ho

—————=¢c¢ 1,1 ou e, 1

S/v/n—1 " S YN
cuxa distribucién baixo a hipdtese nula nos permite determinar as rexions de rexeitamento asociadas a cada
contraste:
(7001 7tn71,17a/2) U (tnfl,lfa/27 +OO) (_OO ) _tnfl,lfa) (tnfl,lfa ) +OO)

Contraste para a varianza

Finalmente, se o pardmetro de interese é a varianza poboacional, 0%, poderiamos considerar os seguintes
contrastes:

Contraste unilateral & dereita
.2 2
Hy: 0% <oj
) 2
H,:0°>o0;

Contraste bilateral Contraste unilateral 4 esquerda

HO O'—O'g Hy : a>00
102 # o H,:0% <o}

Estatistico de contraste e rexion de rexeitamento

Supofiendo que a media poboacional non é cofecida, de maneira analoga ao que vimos cos intervalos de
confianza, entdn o estatistico de contraste vén dado por:

nS? (n — l)S2
e’ , ou 5 EXS,
03 (70

0 que nos permite determinar as rexiéns de rexeitamento en cada caso:
(O Xn 1 a/2) (Xn 1,1—a/2 +OO) (0 Xn 1 a)

(Xi—l,l—a ; +OO)




Contrastes para unha poboacion Normal, N(¢,6%) (continuacion)

ETELTIEEN Deséxase analizar se un determinado tipo de auga mineral ¢ apta para pacientes hipertensos.
Para isto, analizase o contido de sodio (en mg/l) en 10 botellas de distintos lotes deste agua:

49.6 447 487 48.4 416 48.0 413 476 49.8 495
A vista dos resultados, e asumindo que o contido en sodio segue unha distribucién Normal,

a) A auga mineral considérase apta para persoas con hipertensién se, en media, o contido de sodio
é inferior a 50 mg/I. Tendo en conta a mostra anterior, existen evidencias para que un profesional
da medicina recomende o consumo desta auga as persoas hipertensas cun nivel de significacién
do 1 %?

b) Nas tarefas de control de calidade da empresa de envasado, non so terdn en conta o contido medio
de sodio, senén tamén a variabilidade deste. Considérase que unha desviacion tipica superior a 3
mg/| é inaceptable para manter o selo de calidade da empresa. En base aos datos recollidos, podera
a empresa manter os seus estandares de calidade? (Realiza este contraste a un nivel de significacién
do 5 %).

O primeiro que faremos sera definir a variable de interese: X = “Contido en sodio dunha botella de auga”,
gue sabemos que segue unha distribucién Normal con media e varianza poboacionais descofiecidas, isto
é, X € N(u,0?). A continuacion resolveremos o apartado a) seguindo o mesmo esquema de pasos que o
levado a cabo no Exemplo 2.

Ho:p > 50 5.¢= Z-#o _ 46.92=50 _ _ 3 ()] que si pertence & RR.
1. H,: <50 se/v/n  3.23/4/10
2. «=0.01 6. Rexéitase Hy, é dicir, existen evidencias estatisticamente sig-
< nificativas de que o contido medio de sodio é inferior a 50
3. T = SJ\’;% € Th mg/|, polo queo profesional da medicina pode recomendar o

consumo desta auga as persoas hipertensas.
4, RR = (—OO, —tg’(].gg) = (—OO, —2.82)

Agora resolveremos o problema que se presenta no apartado b), que se basea na mesma variable aleatoria
xa definida ao comezo do exemplo.

1 || Horo=3 Hy : O’z <9 5. t= (”;233 = 21841 — 70,44 que si pertence 4 RR.
H,:0>3 H,:0°>9 0
2. «=0.05 6. Non se rexeita Ho, é dicir, non existen evidencias estatisti-
(n_1)52 , camente significativas de que a desviacidn tipica do contido
n— c . . .
3.7 = 2 - € Xnp-1 de sodio sexa superior a 3 mg/l, polo que asumimos que a

0
empresa pode manter o seu selo de calidade.

4. RR = (X3 .95, +o0) = (16.92, +00)
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