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Definicion de serie de Fourier

A serie de Fourier dunha funcién f : [-L, L] — R (L > 0) definese como
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Exemplo. Serie de Fourier dafuncién descontinua f(x) = 0 para « € [—1,0] e f(z) = 1 para « € (0, 1].

Calculamos os coeficientes usando as férmulas (neste caso con L = 1):

—%/if(x)dxz/oldle,

e, paracada n € N,
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sen(nmz) |° _ 0 (recorda sen(nm) =0 se n € N),
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by, = / sen(nmx)dr = — = (recorda cos(nm) = (—1)" se n € N).
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Polo tanto, a serie de Fourier da funcién f é
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Criterios de converxencia das series de Fourier

Como se observa na definicidn, as series de Fourier son 2L— Nosseguintesenunciadossupofiemosquef : [—L, L] — R
periddicas, é dicir, Sf(z +2L) e Sf(x) son a mesma serie  é unha funcién continua a anacos e limitada.

para calquera x € R, polo que abonda estudar a converxen-

cia de Sf(x)nos puntos z € (—L, L].

Criterio das derivadas laterais

Se nun punto zp € (—L, L) a funcién f ten as duas tes), entdn a serie de Fourier é converxente no punto
derivadas laterais (non necesariamente coinciden- = =y e Sf(xo) = f(zo).

Criterio dos limites laterais da derivada

Se nun punto xo € (—L, L) existen os dous limites late-  Caso x¢ = FL. Se existen os dous limites
rais da derivada lim f'(z) e lim (z)

K f/(m) e R, r——L* rz—L—

Ty entén a serie de Fourier Sf é converxente nos puntos
entdn a serie de Fourier Sf é converxente no punto r==+Le F(—L*) + F(L7)
T =uxg0e Sf(=L)=Sf(L) =

+ - 2

’ 2 O[x*=2]0]
onde f(zg) (f(zy)) denota o limite de f(z) cando z Ty L
tende a x pola dereita (esquerda). ""r-.t"._r.'i

Visualiza nesta ligazon E :‘l':l-"ln_

Nota. A continuidade de f nun punto ¢ non abonda para garantir a converxencia da serie S f (3:0).

Series de senos e de cosenos

As simetrias simplifican os cdlculos!

Se f é impar entdn todos os a,,’s valen cero pois
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Dise entdn que a serie de Fourier é unha serie de senos, e ademais temos duas expresidns para os b,,’s:

1 [ 2 [
bn—L/_Lf(x) sennzxda:—L/o f(x) sen?dw, n=1223,...
~—_——

Par

Analogamente, se f e par, todos os b,,’s son cero. Temos asi unha serie de Fourier de cosenos e 0s a,,’s
(incluindo ao ag) poden calcularse como integrais sobre a parte positiva do intervalo:

1 [r 2 [*
anzz/_Lf(x) cos?d:ﬂ:z/o f(z) 008$d$, n=0,1,2,3,...
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Se f(x) soamente estd definida para x € [0, L], entdn
abondaria con definila “de calquera xeito” no intervalo

[—L,0) para construirlle unha serie Fourier. Asi e todo, hai
duas extensions que son especialmente naturais e Utiles.

Serie de senos de f

E a serie de Fourier da extension impar de f ao intervalo [—L, L], é dicir, é a serie 1 o0
o0
g b sen@
" L
=il "
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2 L nmwxT
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Serie de cosenos de f
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E a serie de Fourier da extensién par de f a[—L, L], é dicir, é a serie
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a =7 /0 flx)dx e ay 7 /0 f(x) cos T dr, n ,2,3,
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Series de senos e de
cosenos con SagelVlath

Aplicacion a resolucion de ecuacidns en derivadas parciais

Ugt + aug +bu+ cug, = F(x,t),

dente significado analogo

Sexana,b,c € R, ¢ # 0, e sexan F(z,t), f(x)e g(z)funciéns dadas. Tratase de achar u = u(x, t) tal que

(x,t) € (0,L) x (0,+00), (1)
u(z,0) = f(x), x€][0,L], (2)
ut(m,()) - g(l‘), x € [OvL]v (3)

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0. (4)

Nota. us; denota a derivada parcial segunda da solucién u(m, t) con respecto 4 variable ¢, e os termos 1+ e ., tefien o correspon-

(1) é unha ecuacién en derivadas parciais (EDP) de segunda
orde, lineal e de coeficientes constantes.

(2)-(3) son as condicidns iniciais (fixadas no instante ¢t = 0).
Hai duas porque (1) é de segunda orde na variable t.

O método de resolucidn que imos explicar pode adaptarse
a EDPs doutras ordes na variable t, pero haberia que usar
tantas condicidns iniciais como orde da ecuacién. Por exem-
plo, a ecuacion da calor é de primeira orde en t e, nese caso,

soamente consideraremos a condicion inicial (2). Se, por
outra banda, desexamos resolver unha EDP de orde tres en
t, enton imporemos as condicidns (2) e (3) e engadiremos
unha condicién similar sobre u(x, 0).

(4) son condicidns de fronteira, neste caso de tipo Dirichlet,
nos puntosx = Oex = L (fronteira do dominio espacial da
EDP). E posible impor duas condiciéns porque (1) é de segunda
orde na variable x (velaqui a importancia de que ¢ # 0).

As condicidns iniciais e de fronteira deben ser compa-
tibles. Por exemplo, tendo en conta (2) e (4), deducimos
que f(0) = u(0,0) = 0etamén f(L) = 0. En xeral,

as solucidns que obteremos terdn boas propiedades de
regularidade se os datos f e g son funciéns regulares que
cumpren as condiciéns de fronteira.
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Unha idea importante antes de resolver o problema (1)-(2)—(3)—(4) cando F sé depende de x

No caso F'(z,t) = F(x)convén comezar por calcular unha solucién de (1) e (4) que s6 dependa de , pois iso permitird
reducir o problema de partida a outro con F'(x,t) = 0.

Para iso temos que achar algunha solucién y(x) do problema
cy’(z) +by(x) = F(z), y(0)=y(L) =0,

(0 que non sempre é posible) e despois realizar o cambio de variable dependente v(z,t) = u(z,t) — y(x). A funcién
v(z,t) é solucién dun problema do mesmo tipo que (1)—(2)—-(3)—(4), pero con F'(z,t) = 0.

O METODO DE FOURIER PARA RESOLVER O PROBLEMA (1)-(2)—(3)-(4).

O método de Fourier pddese esquematizar nas tres etapas seguintes:

Expresion dos datos F'(z,t), f(z) e g(x) en series de senos. Escéllense as representacidns en series de senos
porque as funciéns sen (nwz/L), n € N, cumpren as condiciéns de fronteira (4).

Nesta etapa simplemente reescribimos o problema (1)—(2)—(3)—(4) na forma
Ut +aus +bu+ cugy = ZBn(t) sen(nmz/L) (1)
u(z,0) = Zb sen(nmx/L) (2)

u(z,0) = Zb sen(nwz/L) (3
(0, t) =u(L,t)=0 (4)

A serie de senos da funcién F'(x, t) debe entenderse como serie con respecto a variable z, é dicir,

F(x,t) =

9 (L
onde B,(t) = L/ F(x,t) sen?dm, n=1,2,3,...
0

Principio de superposicion. A solucién do problema (1)—(2)—(3)—(4) pddese obter como

)= un(z,1),

onde cada un u,(x,t) (n =1,2,3,...)é solucién do problema elemental (sen sumatorios)

Ut + aug + bu + cugyy = By(t) sen(nmwz/L)
u(z,0) = b, sen(nmz/L)

w(x,0) = by, sen(nmwz/L)

u(0,t) =u(L,t) =0

(Fn)

Resolucién dos problemas (P,,), n = 1,2,3,... Calculamos cada unha das u,(x,t) supofiendo que tefien a
mesma forma que o dato inicial de (P, ), mais con funciéns da variable ¢ no lugar da constante b,,. E dicir, supofie-
mos que un u,, (x,t) = v, (t) sen(nwz/L), onde v, (t) é unha funcién que determinamos substituindo

nwT

= v, (t —=
u = vy (t) sen 7

nas tres primeiras ecuacions de ( P, ). Neste proceso desapareceran todos os factores sen (nmx /L) e chegaremos
a un problema cunha EDO para v,, ().




Exercicio resolto

Acha a solucion do seguinte problema coa ecuacién da corda vibrante (ou ecuacion de ondas unidimensional) cos
extremos fixos:

Ut — g = 0, (z,t) € (0,7) x (0, +00),
u(z,0) = f(z) =z(r —z), z€[0,n],
ut(xao) = g(.’L‘) =0, ze€ [Oaﬂ']a

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

Solucién:

1) Expandimos os datos en series de senos: os datos F'(z,t) = 0 e us(x,0) = g(x) = 0xa estdn expresados en series
de senos (as series triviais que tefien todos os termos nulos) e
o0
41— (=1)"
u(z,0) = f(x) = Z b, sennz, onde b, = 41-C0"

- 3 ,n=123 ...

2) Asolucion é u(z,t) = >, u,(z,t), onde cada u, é solucion do problema elemental

Utr — Uy = 0, (x,t) € (0,7) X (0,400),
u(z,0) = b, sennz, z € (0,7,

ut(z,0) =0, z€]l0,7],

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

(Pn)

3) Supoiiemos que u, (z,t) = v,(t)sennx e determinamos vy, (t) substituindo u = v, (t) sen nz nas tres primeiras
ecuacions de (P,). Ao facelo, deducimos que v,, () debe ser solucién de

ol (1) +nun(t) =0,  v,(0) = by, v),(0) =0.

A Unica solucion deste problema é v, (t) = b,, cos nt; asi que a solucién do problema (P) é

[(2n — 1)t 2n —1
Zb cosnt sennx = —ZCOS n 5 ]Seln)[g( n—1z ]
n_

O METODO DE FOURIER CON CONDICIONS DE FRONTEIRA DE TIPO NEUMANN

Se cambiamos (4) polas condicidns Neumann ux(0,t) = ux(L,t) = 0, ¢ > 0, entén o método de resolucién é analogo,
pero usando series de cosenos.

Neste caso, na terceira etapa do método debemos supofier que u,,(z,t) = v, (t) cos(nmz/L)paran = 0,1,2,3, ... (o caso
n = 0 non hai que consideralo cando as condiciéns de fronteira son de tipo Dirichlet), e a solucidn sera da forma

u(z, t) = vo(t) + Z v (t) cos ﬂLx

O METODO DE FOURIER CON CONDICIONS DE FRONTEIRA DE TIPO PERIODICO

Para as condicions de fronteira periédicas no intervalo[—L, L], é dicir,

w(—L,t) =u(L,t) e  ux(—L,t) =ux(L,t), t €R,

debemos procurar solucions en serie de Fourier completa:

o0

nmx

u(z,t) = ap(t) + Z an(t) COS— + Z Bn(t) sen—
n=1



TRES TIPOS FUNDAMENTAIS DE EDPS RESOLTOS CO METODO DE FOURIER E SAGEMATH

Ecuacion de ondas Ecuacion da calor Ecuacion de Laplace
Ut — czum =0 Ut — QUgy = 0 Ugg + Uyy = 0
(c>0) (a>0) 0<z<L 0O<y<R

u(z,t) é a altura do punto z, | u(z,t) é a temperatura do [u(z,y) é un modelo para
no instante ¢, dunha corda | punto = dun arame no ins- | moitos fendmenos bidimen-
horizontal que vibra vertical- | tante ¢ sionais que non cambian co
mente por mor da tension tempo (distribucions esta-
cionarias de temperaturas
nunha placa, concentraciéns
quimicas, potenciais...)

Condiciéns de fronteira |

Corda suxeita Temperatura Valores
nos extremos constante prefixados na
nesta ligazon LIS Visualiza
Visualiza nesta ligazén
nesta ligazén
E E Corda libre Arame ter- Derivadas
nos extremos micamente na direccion
.:f Visualiza illado normal
E nesta ligazon Visualiza ]E)reﬁtxa}das na
n nesta ligazén ronteira
Visualiza

nesta ligazon

ALGUNS PROBLEMAS DE FRONTEIRA REDUCIBLES AO DIRICHLET OU AO NEUMANN HOMOXENEOS

Condicidns de fronteira mixtas (1): Solucién da forma

u(0,t) = uz (L, t) =0 u(z, t) = Z o t)sen(2" ;L1)

(Observa que é a solucion dun problema Dirichlet no intervalo dobre
[0,2L]. Cal e ese problema?)

Condicidns de fronteira mixtas (Il): Solucién da forma

uz(0,t) = u(L,t) =0 u(z,t) Z’Un(t cos 1)71'1'

(Neste caso emprégase a solucion dun problema Neumann no intervalo
dobre [0,2L] e con vy (t) = 0. Cal é ese problema?)

Condiciéns Dirichlet non homoxéneas: Supofiendo que p(t) e ¢(t) son regulares dabondo, o cambio de variable
dependente

L—=x
uw(0,t) = p(t), u(L,t)=q(t) v(z,t) = u(x,t) — p(t) 7
reduce o problema a outro para v(x,t) con condiciéns homoxéneas (do
tipo (4)). (Que cambio de variable podemos usar para tratar as condiciéns
Neumann non homoxéneas?)
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