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Introdución

Un obxectivo fundamental no campo da xeometría é a busca de obxectos óptimos con res-
pecto a unha certa propiedade ou característica. A miúdo ditos obxectos preséntanse en estreita
relación con certos funcionais xeométricos cuxos valores críticos permiten detectar os comporta-
mentos buscados. A modo de exemplo, as xeodésicas sobre unha variedade riemanniana identifí-
canse como os puntos críticos do funcional de lonxitude sobre o espazo de curvas diferenciables
a cachos unindo dous puntos dados. Considerando aplicacións entre variedades e a súa segunda
forma fundamental como medida da súa desviación respecto do carácter totalmente xeodésico da
aplicación, as aplicacións harmónicas xorden como aquelas cuxa enerxía é crítica. Se (M, g) é
unha variedade riemanniana orientable e dvolg é o elemento de volume riemanniano, as métricas
críticas para o funcional de volume (cando se considera dito funcional sobre variacións normais
para subvariedades en Rm) son precisamente as subvariedades minimais. Ditas subvariedades
correspóndense con aquelas nas que a masa está máis uniformemente distribuída.

Dado que a curvatura escalar representa o invariante escalar máis sinxelo dunha estrutura
pseudo-riemanniana, a busca de variedades onde dita curvatura (que xeneraliza de forma natural
a curvatura de Gauss dunha superficie) se distribúe da forma máis uniforme posible deu lugar
ao estudo do funcional de Hilbert-Einstein, ou funcional da curvatura escalar total. Dado que
o funcional de Hilbert-Einstein non é invariante por reescalamentos da métrica, con frecuencia
introdúcese un factor que o compensa, ou, alternativamente,restrínxese o funcional a variacións
de métricas que manteñan o volume da variedade constante. Neste caso as métricas Einstein
correspóndense cos puntos críticos de dito funcional. As métricas Einstein desempeñan un papel
central non só en xeometría senón tamén en física, onde o funcional da curvatura escalar total é
fundamental na formulación da relatividade xeral.

Xeneralizando a curvatura escalar, os invariantes escalares cuadráticos da curvatura dunha
variedade pseudo-riemanniana constitúen un espazo vectorial de dimensión catro para o que
{τ 2, ‖ρ‖2, ‖R‖2,∆τ} representa unha base. Asociado aos elementos da mesma xorden de xeito
natural os funcionais cuadráticos da curvatura que veñen dados polas normas L2 da curvatura
escalar, do tensor de Ricci e do tensor de curvatura. En xeral, un funcional cuadrático está dado
por

g 7→
∫
M

{aτ 2 + b‖ρ‖2 + c‖R‖2}dovlg, a, b, c ∈ R.

É importante sinalar que algúns funcionais relevantes (como a norma L2 do tensor de Weyl, o
funcional de volume de esferas xeodésicas ou os funcionais determinados polo tensor de Schou-
ten) se obteñen como combinacións lineares dos tres funcionais anteriores. Ademais, estes fun-
cionais son a base sobre a que se constrúen distintas xeneralizacións da relatividade xeral como
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X Introdución

a nova gravitación masiva [13, 14]. A busca de métricas críticas para distintos funcionais cua-
dráticos foi unha constante na investigación matemática desde o traballo de Berger [11] (ver
tamén [4, 5, 7, 45, 80], así como [46] e as súas referencias).

Noutras situacións, os funcionais cuadráticos considerados limítanse a variacións con propie-
dades preestablecidas. Así, o funcional de Calabi [36] consiste na norma L2 da curvatura escalar
restrinxida a métricas nunha clase de Kähler dada. As ecuacións de Euler-Lagrange das súas mé-
tricas (denominadas métricas extremais) correspóndense co feito de que o gradiente da curvatura
escalar sexa un campo de vectores holomorfo, isto é, un automorfismo infinitesimal da estrutura
complexa (ver, por exemplo, [15]). Boyer, Galicki e Simanca consideraron o funcional corres-
pondente para variacións de métricas Sasakianas [16]. O funcional de pinzamento do tensor de
Ricci, g 7→

∫
M

τ2

‖ρ‖2dvolg, considerado en [101,102] é equivalente aos funcionais cuadráticos con
enerxía cero no caso homoxéneo. Cómpre indicar que, mentres as métricas críticas descritas por
Lauret e Will se obteñen restrinxindo o funcional a variacións por métricas invariantes á esquer-
da sobre grupos de Lie, as consideradas nesta memoria non son necesariamente homoxéneas. En
outras ocasións considéranse as métricas críticas dos funcionais cando estes se restrinxen a varia-
cións na clase conforme ou a variacións nunha clase caracterizadas por propiedades adicionais.
Exemplos disto son o funcional de Yamabe [105] redúcese ao funcional de Hilbert-Einstein res-
calado, e a conxectura de Besse, que se establece a partir de considerar a variación da curvatura
escalar total para métricas de volumen e curvatura escalar constante [15] (para máis información
ver, por exemplo, [15, 46]).

O feito de que o tensor de Weyl se anule en dimensión tres permite amosar que toda métri-
ca Einstein é crítica para calquera funcional cuadrático en dita dimensión. Tamén en dimensión
catro toda métrica Einstein é crítica para calquera funcional cuadrático, pero neste caso é conse-
cuencia do Teorema de Chern-Gauss-Bonnet. En dimensións superiores as métricas Einstein son
críticas para o funcional determinado pola norma L2 do tensor de curvatura se e só se a variedade
é Einstein e Ř-Einstein [15]. En consecuencia, o noso traballo centrarase en dimensións baixas
n = 3 e n = 4, onde abordaremos a clasificación das métricas que son críticas para algún funcio-
nal cuadrático da curvatura. Ademais, todo funcional cuadrático da curvatura nestas dimensións
é equivalente a un dos seguintes:

S : g 7→
∫
M

τ 2dvolg,Ft : g 7→
∫
M

{‖ρ‖2 + tτ 2}dvolg, con t ∈ R.

O noso primeiro obxectivo nesta memoria foi a clasificación das métricas críticas para fun-
cionais cuadráticos da curvatura sobre variedades cun alto grao de homoxeneidade, o que permite
simplificar as ecuacións de Euler-Lagrange correspondentes de xeito que sexan máis tratables.
Un segundo obxectivo é analizar a existencia de métricas que, sen seren Einstein, son críticas
para todos os funcionais cuadráticos. Mostramos a existencia de tales exemplos no ámbito rie-
manniano e lorentziano, onde as variedades correspondentes a ondas de Brinkmann desempeñan
un papel esencial.

Dunha forma máis precisa, o contido desta memoria estrutúrase como segue. No Capítulo 1
introducimos a notación que utilizaremos ao longo da memoria, así como certas nocións sobre
as que se traballará en capítulos posteriores.



Introdución XI

A primeira parte da memoria, que inclúe os Capítulos 2, 3 e 4, céntrase no estudo de mé-
tricas riemannianas. No Capítulo 2 analizamos a existencia de métricas homoxéneas críticas en
dimensión tres. Amosamos que todo funcional cuadrático da curvatura admite unha métrica crí-
tica homoxénea cuxo grupo de isometrías ten dimensión catro. A seguinte táboa recolle todas as
posibles métricas homoxéneas que son críticas para algún funcional cuadrático da curvatura. A
única métrica F−3-crítica homoxénea non Einstein correspóndese coa xeometríaNil3 e realízase
sobre o grupo de Heisenberg. Así mesmo, as únicas métricas F−1/2-críticas non Einstein realí-
zanse sobre produtos simétricos R × N2(c). Para o valor t = −1 existen métricas F−1-críticas
sobre espazos con grupo de isometrías de dimensión catro que se realizan sobre SL(2,R) ou
O(1, 2), e métricas F−1-críticas no grupo de Poincaré que se corresponden coa xeometría Sol3.
As métricas Ft-críticas que se sitúan debaixo do eixo t correspóndense con métricas invariantes
á esquerda en grupos de Lie unimodulares e non unimodulares determinados por unha derivación
auto-adxunta do grupo abeliano R2 (β = γ) onde o grupo de isometrías ten dimensión tres.

d
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2 •

|
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•
|

-1
2

|

-1
3

|

9+5
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2

SU(2) or SO(3) SL(2,R) or O(1, 2) SU(2) or SO(3)

Heis

SL(2,R) or O(1, 2) SU(2) or SO(3)

E(1, 1)

R×N

β = γ
•

Rango de t para as métricas Ft-críticas en espazos homoxéneos.

Como aplicación do noso resultado obtense que o exemplo de métrica crítica para a norma
L2 do tensor de curvatura (F−1/4-crítica) sobre a esfera S3 construído por Lamontagne [98] é o
único posible. Ademais, amosamos que a compacidade é unha condición esencial para garantir
o carácter localmente conformemente chan das métricas F−3/8-críticas con enerxía cero que
obtiveron Gursky e Viaclovsky [80]. Así mesmo, estudando a enerxía dos funcionais, mostramos
a seguinte relación entre métricas e solitóns de Ricci.

Teorema 2.17. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana homoxénea de dimensión tres. Entón,
(M, g) é un solitón de Ricci se e só se (M, g) é crítica para un funcional cuadrático da curvatura
con enerxía cero.

O contexto homoxéneo de dimensión catro, tratado no Capítulo 3, é significativamente máis
complexo. As ecuacións de Euler-Lagrange correspondentes ás métricas críticas invariantes á
esquerda poden formularse en termos dun sistema (xeralmente sobredeterminado) de nove ecua-
cións polinómicas de seis variables e grao oito. En xeral, a análise de ditos sistemas de ecuacións
é inabordable,mais o uso de métodos computacionais para o cálculo de bases de Gröbner permi-
tiu obter as correspondentes solucións. A diferenza dos rangos obtidos para t en dimensión tres,
tan só os funcionais Ft con t < −1

4
admiten métricas homoxéneas críticas non simétricas.



XII Introdución

No caso simétrico, os produtos R × N3(c) e R2 × N2(c) son Ft-críticos para t = −1
3

e
t = −1

2
, respectivamente. Os produtos localmente conformemente chans N2(c) ×M2(−c) son

Ft-críticos para todo valor de t ∈ R. Calquera outra variedade homoxénea non simétrica corres-
póndese cunha métrica invariante á esquerda sobre un grupo de Lie. Non existen métricas inva-
riantes á esquerda non simétricas sobre S̃L(2,R)×R e a única métrica crítica sobre SU(2)×R
é isométrica ao produto S3 × R (véxase o Teorema 3.5). As métricas críticas sobre produtos
semidirectos dos grupos euclidiano e de Poincaré veñen determinadas polos seguintes valores
determinados no Teorema 3.8.

t
−3 −1 5− 2

√
7− 3

2 − 1
2 −

1
3−

3
10

(1)

{
Rn E(1, 1)

Rn E(2)

(2) Rn E(2)

(3) Rn E(2)

(4) Rn E(1, 1)

Métricas críticas en Rn E(1, 1) e Rn E(2). Os funcionais Ft que admiten métricas críticas
non triviais correspóndense con valores de t ∈ (−3, 5− 2

√
7).

As métricas críticas en R n E(2) nunca teñen enerxía cero e as críticas en R n E(1, 1) teñen
enerxía cero só no caso (4) para t = −1.

As métricas Ft-críticas non simétricas que se realizan en produtos semi-directos do grupo
de Heisenberg correspóndense, segundo se proba no Teorema 3.12 e na Observación 3.15, cos
seguintes valores:

t
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7
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Métricas críticas sobre RnH3. Os funcionais Ft que admiten métricas críticas non triviais
correspóndense cos valores de t ∈ (−3,−1

4
).

As métricas Ft-críticas non simétricas que se realizan en produtos semi-directos do grupo
abeliano R3 correspóndense, segundo se amosa no Teorema 3.19 e a Observación 3.22, cos se-
guintes valores:
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t
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Métricas críticas sobre Rn R3. Os funcionais Ft que admiten métricas críticas non triviais
correspóndense cos valores de t ∈ (−∞,−1

4
).

Séguese dos resultados anteriores que unha métrica homoxénea é Ft-crítica para algún t ≥
−1/4 (en particular crítica para a norma L2 do tensor de curvatura) se e só se é Einstein ou
homotética ao producto S2×H2. As métricas homoxéneas Bach-chás foron clasificadas en [41].
Como consecuencia dos resultados anteriores obtense ditas métricas se realizan en R n E(1, 1)
(familia (1)), RnH3 (familias (1) e (2)), e en RnR3 (familia (3)) con enerxía cero e con enerxía
distinta de cero en Rn R3 (familias indicadas en vermello).

Motivados polo resultado en dimensión tres, estudamos a relación entre solitóns de Ricci e
métricas con enerxía cero tamén en dimensión catro, obtendo o seguinte:

Teorema 3.1. Unha métrica homoxénea é crítica para algún funcional cuadrático da curvatura
con enerxía cero se e só se é homotética a un solitón de Ricci ou a unha métrica invariante á
esquerda en Rn R3 determinada por

[e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = −(p+ 1)e2 + he3, [e3, e4] = −ce1 − he2 + pe3,

con respecto a unha base ortonormal {e1, ... , e4}, onde c2 + h2 6= 0 e ademais:

(i) Se c = 0, entón p = κ − 1
2

para κ >
√

3
2

e h2 = κ2 4κ2+3
4κ2−3

. Estas métricas son Ft-críticas
para t = −48κ4−9

16κ4−9
∈ (−∞,−3).

(ii) Se p = −2, entón h = 1√
2

√
9− 2c2 para 0 < c < 3√

2
. Estas métricas son F−13/4-críticas.

(iii) Se (p+ 2)ch 6= 0, entón c e h son as solucións positivas de

c2 = − (2p+1)(8p3+15p2+3p+1)
(p+2)(5p2−p−1)

, h2 = (p+1)(p−1)(5p3+12p2+1)
(p+2)(5p2−p−1)

,

para algún p 6= 0, con p ∈ (−∞, ζ1) ∪ (ζ2,−1) ∪ (1−
√

21
10

, 1+
√

21
10

), onde ζ1 = −2, 433 ...
e ζ2 = −1, 697 ... son as únicas solucións reais das ecuacións 5p3 + 12p2 + 1 = 0
e 8p3 + 15p2 + 3p + 1 = 0, respectivamente. Estas métricas son Ft-críticas para t =
− 30p4−3p2−6p−3

2(p2+p+1)(5p2−p−1)
∈ (−∞,−3

2
).
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No Capítulo 4 abordamos a existencia de métricas críticas para todos os funcionais cuadrá-
ticos. A maiores das métricas Einstein, a métrica produto en S2 × H2 é crítica para todos os
funcionais cuadráticos con curvatura escalar cero. Na sección 4.1 construímos métricas críticas
sobre conos con curvatura escalar non constante:

Corolario 4.8. Un cono non chan R+ ×r N é crítico para todos os funcionais cuadráticos da
curvatura se e só se (N, gN) é unha variedade Einstein de dimensión tres con curvatura seccional
constante cN = −3.

A estrutura subxacente aos conos (produto warped localmente conformemente chan con ba-
se de dimensión un) é, en realidade, a estrutura subxacente ás métricas críticas para todos os
funcionais con curvatura escalar non constante nun sentido xenérico.

Teorema 4.12. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión catro cuxa curvatura
escalar é unha función propia que non se anula en ningún punto. Entón, (M, g) é crítica para
todos os funcionais cuadráticos se e só se é Einstein ou localmente isométrica a un produto
warped localmente conformemente chan R×fN(c) cuxa función de deformación f = eσ satisfai

σ(4)(r) = 2c2e−4σ(r) + 2ce−2σ(r) (σ′(r)2 − σ′′(r))
− 3

(
2σ′′(r)2 + σ′(r)σ(3)(r)

)
,

A segunda parte da memoria, constituída polos Capítulos 5, 6 e 7, céntrase na análise das mé-
tricas lorentzianas en dimensión tres. No Capítulo 5 estudamos ditas métricas baixo condicións
de homoxeneidade. De novo, o estudo redúcese aos espazos simétricos e as métricas invariantes
á esquerda sobre grupos de Lie. Aquí foi necesaria unha revisión profunda da bibliografía exis-
tente xa que existían omisións na descrición de ditas métricas. A diferenza do caso riemanniano,
existen espazos homoxéneos non simétricos que son críticos para todos os funcionais cuadráticos
da curvatura. Ditos espazos realízanse nun bo número de casos como ondas de Brinkmann. Ou-
tra diferenza co caso riemanniano é a existencia de solitóns de Ricci que non son homotéticos a
ningún solitón alxébrico. Para estes últimos amosamos que se corresponden con métricas críticas
con enerxía cero e, reciprocamente, que toda métrica homoxénea crítica con enerxía cero é un
solitón de Ricci.

No Capítulo 6 analizamos a existencia de métricas críticas sobre variedades curvatura homo-
xéneas. Dita condición, aínda que permite simplificar as ecuacións de Euler-Lagrange, mantén
o carácter diferenciable das mesmas, que resultan nun sistema sobredeterminado de EDPs. Ob-
temos unha descrición completa de ditas variedades no contexto semi-simétrico, isto é, cando o
tensor de curvatura está modelado nun espazo simétrico. A situación en que o operador de Ricci
sexa diagonalizable tan só permite métricas F−1/2-críticas e todas elas se realizan sobre ondas
de Brinkmann.

Teorema 6.10. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica
de dimensión tres con operador de Ricci diagonalizable e que non é homoxénea. Se (M, g) é
crítica para algún funcional cuadrático da curvatura, entón é F−1/2-crítica e é unha onda de
Brinkmann 1-curvatura homoxénea.
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Ademais, existen coordenadas locais (v, u, x) tales que o tensor métrico é da forma g =
dx2 + 2dudv + f(v, u, x)du2, onde a función de Brinkmann vén dada por

f(v, u, x) = λv2 + v(α(u) + xβ(u)) +
x2β(u)2

4λ
+ xδ(u) + γ(u)

para funcións diferenciables α, β, γ e δ e unha constante λ 6= 0.

A situación en que o operador de Ricci sexa nilpotente en dous pasos dá lugar a métricas que
son Ft-críticas para todos os funcionais. Ditas métricas son espazo-tempos de Kundt.

Teorema 6.18. Sexa (M, g) unha variedade curvatura homoxénea semi-simétrica de dimensión
tres con operador de Ricci nilpotente en dous pasos que non é homoxénea. Se (M, g) é críti-
ca para algún funcional cuadrático da curvatura Ft, entón é crítica para todos os funcionais
cuadráticos da curvatura e é un espazo-tempo de Kundt dexenerado.

Ademais, existen coordenadas locais (v, u, x) tales que

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ vf1(u) + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx,

onde f1(u) é unha función arbitraria e f0(u, x) é un polinomio de orde catro en x: f0(u, x) =
α4(u)x4 + α3(u)x3 + α2(u)x2 + α1(u)x, con α3(u)2 + α4(u)2 6= 0.

Utilizando os resultados anteriores foi posible construír novos exemplos en teorías de gravi-
tación masiva, estes atópanse recollidos na sección 6.4.

No Capítulo 7 estudamos a existencia de ondas de Brinkmann que son críticas para algún
funcional cuadrático da curvatura. Mostramos no Teorema 7.1 que as ondas de Brinkmann son
S-críticas se e só se a súa curvatura escalar é cero. Para os funcionaisFt a situación e ben diversa.
Se unha onda de Brinkmann é Ft-crítica para algún t distinto de −1/2, −1/3 ou −1/4, entón
a métrica é crítica para todos os funcionais cuadráticos (Teorema 7.3). Os casos excepcionais
correspóndense cos funcionais dados pola norma L2 do tensor de Ricci sen traza cando t =
−1/3 e a norma L2 do tensor de curvatura cando t = −1/4. O caso t = −1/2 é un valor
distinguido polo feito de que ‖ρ‖2 − 1

2
τ 2 = 0 para calquera onda de Brinkmann de dimensión

tres. Analizamos por separado os tres funcionais anteriores.
As ondas de Brinkmann F−1/3-críticas están determinadas pola súa curvatura escalar, como

se amosa no Teorema 7.5. A existencia de ondas de Brinkmann F−1/4-críticas está estreitamente
relacionada coas funcións elípticas de Weierstrass, mostramos no Teorema 7.6 que tales funcións
permiten parametrizar ditas variedades. Finalmente as ondas críticas correspondentes a t = −1/2
analízanse na sección 7.3.3, onde usamos o Teorema de Cauchy-Kovalevskaya para probar o
seguinte resultado:

Teorema 7.9. Sexa (Σ, gΣ) unha variedade de Brinkmann analítica de dimensión dous. Entón,
esta pode ser estendida a unha onda de Brinkmann analítica F−1/2-crítica de dimensión tres
(M, g) tal que (Σ, gΣ) é unha subvariedade totalmente xeodésica de (M, g).





Capítulo 1

Preliminares

1.1. Xeometría pseudo-riemanniana

Nesta sección introducimos a notación e as nocións básicas de xeometría pseudo-riemanniana
seguidas ao longo do traballo.

Unha métrica pseudo-riemanniana g nunha variedade diferenciable M de dimensión n é un
campo de tensores g de tipo (0, 2) simétrico e non dexenerado. Chamaremos variedade pseudo-
riemanniana ao par (M, g). Esta tese centrarase no estudo de certos casos especiais de variedades
pseudo-riemannianas. Se o tensor g é definido positivo, dise que (M, g) é unha variedade rie-
manniana. (M, g) é unha variedade lorentziana se a métrica g ten sinatura (1, n − 1), é dicir, se
o maior subespazo onde a restrición da métrica é definida negativa ten dimensión un.

Nas variedades pseudo-riemannianas poden existir vectores con norma positiva, cero ou ne-
gativa. Deste xeito, dise que un vector v ∈ TpM é espacial se gp(v, v) > 0, nulo ou luminoso se
gp(v, v) = 0, v 6= 0, e temporal se gp(v, v) < 0.

Dada unha variedade pseudo-riemanniana (M, g), a Fórmula de Koszul,

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )

− g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z]) + g(Z, [X, Y ]),

con X, Y, Z ∈ X(M), determina unha única conexión linear ∇ libre de torsión de xeito que a
métrica é paralela respecto dela. Esta conexión∇ denomínase conexión de Levi-Civita.

Fixadas unhas coordenadas locais (x1, ... , xn) en M , denotamos con ∂xi os campos de vec-
tores coordenados e con dxi as 1-formas duais. Podemos expresar localmente a métrica g como

g = gijdx
i ⊗ dxj,

onde gij = g(∂xi , ∂xj) son as funcións coordenadas locais da métrica. Considerando a matriz
(gij), o carácter non dexenerado da métrica amosa que existe inversa (gij)

−1 = (gij).
O tensor métrico permite transformar os campos de tensores de tipo (r, s) en campos de

tensores de tipo (r+1, s−1) e viceversa. Ao longo do traballo, isto será usado especialmente para
establecer relacións entre tensores de tipo (0, 2) e de tipo (1, 1). Dado un tensor de tipo (0, 2) T ,
defínese o tensor de tipo (1, 1) metricamente equivalente, QT , como T (X, Y ) = g(QT (X), Y ).
Así, as expresións en coordenadas locais de T = Tijdx

i ⊗ dxj e QT
i
j∂xi ⊗ dxj relaciónanse

mediante Tij = QT
k
j gki, ou equivalentemente, QT

k
j = Tjig

ik.

1



2 1 Preliminares

1.1.1. Curvatura
Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana de dimensión n. O tensor de curvatura de

M é o tensor de tipo (1, 3) dado por

R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z −∇X∇YZ +∇Y∇XZ.

A partir deste tensor de tipo (1, 3), podemos definir o tensor de curvatura de tipo (0,4) facendo
uso da métrica como

R(X, Y, Z, T ) = g(R(X, Y )Z, T ).

Este tensor satisfai as seguintes propiedades:

R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T ) = −R(X, Y, T, Z),

R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y ),

R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = 0,

(∇XR)(Y, Z, T, U) + (∇YR)(Z,X, T, U) + (∇ZR)(X, Y, T, U) = 0,

sendo as dúas últimas propiedades as chamadas Primeira e Segunda Identidade de Bianchi, res-
pectivamente. Ademais, diremos que un tensor de tipo (0,4) é un tensor de curvatura alxébrico
se satisfai as tres primeiras identidades.

Dicimos que unha variedade (M, g) é chá se todo punto ten unha veciñanza isométrica a un
aberto de Rn ou, equivalentemente, se o tensor de curvatura é cero.

Definimos o tensor de curvatura alxébrico estándar nun espazo vectorial V cun produto
escalar 〈, 〉 como

R0(X, Y, Z, T ) = 〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉.
Así, definimos a curvatura seccional dun plano Π = span{X, Y } como

K(Π) =
R(X, Y,X, Y )

R0(X, Y,X, Y )
,

dando así a relación entre os tensoresR eR0 en cada plano. Se a curvatura seccional da variedade
(M, g) satisfai que K(Π) = c para todo plano Π ⊂ TM en todo punto de M , diremos que a
variedade ten curvatura seccional constante e, polo tanto, o tensor de curvatura de tipo (0,4) está
determinado por

R(X, Y, Z, T ) = cR0(X, Y, Z, T ).

Se unha variedade pseudo-riemanniana é completa e de curvatura seccional constante, dici-
mos que a variedade é un espazo forma. O recubrimento universal destes espazos é isométrico á
esfera Sn, ao espazo hiperbólico Hn ou ao espazo euclidiano Rn, dependendo de se a curvatura
seccional é positiva, negativa ou cero, respectivamente.

A partir do tensor de curvatura, defínese o tensor de Ricci como

ρ(X, Y ) = tr {Z 7→ R(X,Z)Y } =
n∑
i=1

g(R(X,Ei)Y,Ei) =
n∑
i=1

R(X,Ei, Y, Ei),
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sendo {E1, ... , En} unha referencia ortonormal.
A partir deste tensor de tipo (0, 2), definimos o operador de Ricci Ric como o tensor de tipo

(1, 1) que satisfai ρ(X, Y ) = g(Ric(X), Y ). Defínese así a curvatura escalar dunha variedade
(M, g) como a traza do operador de Ricci, é dicir, τ = tr Ric.

Unha métrica g dise que é Einstein se o tensor de Ricci é un múltiplo constante da métrica,
é dicir, se ρ = λg onde λ ∈ R. Tomando trazas nesta expresión vemos que λ = τ

n
. Toda

variedade pseudo-riemanniana de dimensión dous verifica esta condición punto a punto, polo
que é Einstein se e só se a curvatura escalar é constante. En dimensións maiores isto non é
certo, mais a curvatura escalar de toda métrica Einstein é constante. As variedades Einstein en
dimensión tres teñen curvatura seccional constante (véxase, por exemplo, [96]), mentres que en
calquera dimensión superior existen exemplos Einstein con curvatura seccional non constante.

Unha cuestión que xorde de xeito natural é a xeneralización do concepto de métrica Eins-
tein. Unha primeira idea é adaptar a ecuación (1.6) a outros tensores de tipo (0,2) asociados á
curvatura. Isto dá lugar ás chamadas métricas debilmente Einstein, que se obteñen considerando
os tensores Ř, ρ̌ e R[ρ]. Estes defínense en coordenadas como Řij = RiαβγRj

αβγ , ρ̌ = ρiαρj
α e

R[ρ] = Riαjβρ
αβ .

Unha variedade (M, g) dise ρ̌-Einstein se satisfai ρ̌ = ‖ρ‖2
n
g.

Unha variedade (M, g) dise R[ρ]-Einstein se satisfai R[ρ] = ‖ρ‖2
n
g.

Unha variedade (M, g) dise Ř-Einstein se satisfai Ř = ‖R‖2
n
g.

Claramente, toda métrica Einstein é ρ̌-Einstein e R[ρ]-Einstein. En dimensión n ≤ 4, as mé-
tricas Einstein son tamén Ř-Einstein, pero non é así en dimensións superiores. As variedades
debilmente Einstein foron estudadas, por exemplo, en [34, 74]. Como se verá máis adiante, es-
tas condicións desempeñan un papel importante na análise das métricas críticas para funcionais
cuadráticos da curvatura.

Utilizando o tensor de Ricci e a curvatura escalar, definimos o tensor de Schouten como

S = 1
n−2

(
ρ− τ

2(n−1)
g
)
,

e o tensor de Weyl como
W = R− S � g,

sendo � o produto de Kulkarni-Nomizu, dado por

(A�B)(X, Y, Z, T ) = A(X,Z)B(Y, T )− A(Y, Z)B(X,T )

+ A(Y, T )B(X,Z)− A(X,T )B(Y, Z),

para calquera tensores de tipo (0, 2) A e B. Denotaremos porW o tensor de tipo (1, 3) asociado
ao tensor de Weyl.

Definimos o tensor de Cotton como o tensor de tipo (0, 3) dado por

C(X, Y, Z) = (n− 2){(∇XS)(Y, Z)− (∇Y S)(X,Z)}.
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Este tensor mide a simetría das derivadas do tensor de Schouten, anulándose se estas son simé-
tricas.

Sexan (M, g) e (N, ḡ) dúas variedades pseudo-riemannianas e sexa Φ : M → N unha
aplicación diferenciable entre elas. Dicimos que Φ é unha aplicación conforme se existe unha
función distinta de cero λ : M → R tal que para todo punto p ∈M ,

ḡΦ(p)(Φ∗(p)X,Φ∗(p)Y ) = λ2(p)g(X, Y ).

Se λ é constante dicimos que Φ é unha homotecia e se λ = 1 dicimos que é unha isometría.
Nestes casos diremos que M e N están conformemente relacionadas (ou homoteticamente ou
isometricamente, respectivamente).

Deste xeito, diremos que unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) é localmente confor-
memente chá se para cada punto da variedade existe unha veciñanza conformemente relacionada
cunha variedade chá. Se λ está definida en toda a variedade diremos que é conformemente chá.
As variedades localmente conformemente chás relaciónanse co tensor de Weyl mediante o se-
guinte resultado (véxase [96]).

Lema 1.1. Sexan (M, g) e (N, ḡ) dúas variedades pseudo-riemannianas conformemente rela-
cionadas e sexan W e W̄ os seus tensores de Weyl. Entón,W = W̄ e W̄ = λ2W . En particular,
se unha variedade pseudo-riemanniana é localmente conformemente chá, entón W = 0.

En dimensión tres, o tensor de Weyl anúlase sempre. Polo tanto, a condición a satisfacer para
que unha variedade sexa localmente conformemente chá en dimensión tres é diferente.

Teorema 1.2. [104] Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana de dimensión n. Entón

Se n ≥ 4, M é localmente conformemente chá se e só se o tensor de Weyl é identicamente
cero.

Se n = 3,M é localmente conformemente chá se e só se o tensor de Cotton é identicamente
cero.

1.1.2. Operadores diferenciais
Nesta sección introducimos os operadores diferenciais asociados ás variedades pseudo-rie-

mannianas que serán utilizados ao longo da tese.
Sexa f : M → R unha función real. Definimos o gradiente de f , denotado por ∇, como o

campo de vectores que satisfai a relación

g(∇f,X) = X(f).

Así, o operador hessiano asociado a f defínese como a derivada covariante do gradiente,

hesf (X) = ∇X∇f,

e o hessiano de f como o tensor simétrico de tipo (0, 2) dado por

∇2f(X, Y ) = g(hesf (X), Y ).
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A partir do operador hessiano, definimos o laplaciano de f como

∆f = trhesf .

Considerando a extensión da conexión de Levi-Civita como derivación de campos de tenso-
res, defínese o laplaciano dun campo de tensores T de tipo (0, k) como

∆T (X1, ... , Xk) = trhesT (X1, ... , Xk) =
n∑
i=1

(∇2
EiEi

T )(X1, ... , Xk),

sendo {E1, ... , En} unha referencia ortonormal de (M, g).

1.2. Variedades homoxéneas

Unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) é homoxénea se algún subgrupo do grupo de
isometrías actúa transitivamente sobre ela. Denotando con G o grupo que actúa transitivamente
por isometrías e sendo K o subgrupo de isotropía, todo espazo homoxéneo admite unha pre-
sentación como variedade cociente M = G/K. Denotando con g e k as álxebras de Lie de G
e K respectivamente, o espazo tanxente a M nun punto arbitrario pódese identificar co espazo
cociente g/k. O espazo homoxéneo G/K dirase redutivo se g admite unha descomposición redu-
tiva g = m + k (isto é, [k,m] ⊂ m se K é conexo). A existencia dunha descomposición redutiva
pódese garantir no caso riemanniano, mais non noutras sinaturas [69]. Así mesmo, é importante
indicar que un mesmo espazo homoxéneo (M, g) pode presentar distintas realizacións da forma
G/K se ben todas elas se corresponden coa mesma variedade desde o punto de vista estritamente
pseudo-riemanniano.

En xeral, diremos que (M, g) é localmente homoxénea se para cada par de puntos p, q ∈ M
existe algunha isometría local ϕpq : Up → Uq entre veciñanzas abertas de p ∈ Up e q ∈ Uq
tal que ϕpq(p) = q. É importante indicar que a condición de homoxeneidade local non é unha
versión local da homoxeneidade no sentido de que existen variedades localmente homoxéneas
de dimensión n ≥ 5 que non son localmente isométricas a ningunha variedade homoxénea.
Kowalski [94] construíu os primeiros exemplos nesta dirección.

Unha variedade pseudo-riemanniana é localmente simétrica se a reflexión xeodésica respecto
a cada punto p ∈ M , expp(u) 7→ expp(−u) é unha isometría definida nunha veciñanza de p ou,
equivalentemente, o seu tensor de curvatura é paralelo (∇R = 0). Toda variedade localmente
simétrica é localmente homoxénea, se ben o recíproco non é certo.

Outra familia importante de variedades homoxéneas é a proporcionada polos grupos de Lie
con métricas invariantes á esquerda, onde as traslacións á esquerda son isometrías que actúan
transitivamente.

Na situación riemanniana, toda variedade homoxénea é completa, mais a completitude xeo-
désica non está garantida no caso lorentziano (aínda que se cumple baixo a hipótese de compa-
cidade [112]). De feito existen grupos de Lie con métrica invariante á esquerda non completa no
contexto lorentziano [75].
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O noso traballo céntrase en dimensións baixas, n = 3 e n = 4, onde é máis sinxelo abordar
a existencia de métricas críticas para funcionais cuadráticos da curvatura. Un aspecto clave na
análise que levaremos a cabo é a posibilidade de describir os espazos localmente homoxéneos en
dimensión n = 3 grazas ao traballo de Sekigawa [122] e Calvaruso [40] en sinaturas riemanniana
e lorentziana, respectivamente.

Teorema 1.3. [40, 122] Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana de dimensión tres.
Entón, é localmente homoxénea se e só se é localmente simétrica ou localmente isométrica a un
grupo de Lie con métrica invariante á esquerda.

A análise dos espazos localmente simétricos é especialmente sinxelo en dimensións baixas.
Como o operador de Ricci é paralelo, os seus autovalores son constantes e os autoespazos asocia-
dos son paralelos, polo que a variedade se descompón localmente como un produto de variedades
Einstein en sinatura riemanniana. No ámbito lorentziano, aínda que é lixeiramente máis comple-
xo, redúcense igualmente a produtos locais de variedades Einstein e espazos de Cahen-Wallach.
Esta situación é tratada na sección 5.1. Así, o estudo das variedades localmente homoxéneas en
dimensión tres reducirase á análise de métricas invariantes sobre grupos de Lie.

Os grupos de Lie de dimensión tres poden ser estruturados como

(I) Grupos de Lie unimodulares (para todo x ∈ g, tense que tr ad(x) = 0):

SU(2): o subgrupo de matrices unitarias 2 × 2 de determinante 1, cuxa álxebra de
Lie su(2) son as matrices 2× 2 anti-hermitianas con traza cero.

S̃L(2,R); o recubrimento universal do grupo de matrices 2 × 2 con determinante 1,
cuxa álxebra de Lie sl(2,R) son as matrices 2× 2 de traza cero.

Ẽ(2): o recubrimento universal dos movementos ríxidos do plano euclidiano, cuxa
álxebra de Lie e(2) é o produto semidirecto rn r2 determinado por un endomorfismo
de r2 con autovalores complexos imaxinarios.

E(1, 1): o grupo de movementos ríxidos do plano de Minkowski, con álxebra de Lie
e(1, 1) determinada polo produto semidirecto rn r2 asociado a un endomorfismo de
r2 con autovalores reais opostos.

H3: o grupo de Heisenberg de orde tres, con álxebra de Lie h determinada polo
corchete [x, y] = z.

R3: o grupo abeliano, con álxebra de Lie r3.

(II) Grupos de Lie non-unimodulares. O núcleo unimodular u = {x ∈ g; tr ad(x) = 0} é un
ideal abeliano que contén a [g, g]. Así, considerando un vector z /∈ u, a álxebra de Lie
descríbese como un produto semidirecto rn r2 caracterizado por ad(x).

As métricas invariantes á esquerda sobre grupos de Lie de dimensión tres foron descritas
por Milnor [110] na situación riemanniana e Rahmani [119] e Cordero e Parker [59] no caso
lorentziano. Ditas métricas serán estudadas en detalle nos capítulos 2 e 5, respectivamente. É
importante destacar que se traballa con dous niveis de estrutura: un alxébrico (como grupos de
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Lie) e outro xeométrico (como variedades pseudo-riemannianas). Así, ocorrerá en ocasións que
métricas invariantes sobre grupos de Lie non isomorfos dean lugar á mesma estrutura pseudo-
riemanniana, sendo localmente (ou globalmente) isométricas.

O estudo dos espazos homoxéneos riemannianos de dimensión n = 4 pode levarse a cabo
seguindo un proceso semellante a partir do seguinte resultado de Berard-Bergery.

Teorema 1.4. [10] Todo espazo homoxéneo riemanniano de dimensión n = 4 simplemente co-
nexo é un espazo simétrico ou isométrico a un grupo de Lie cunha métrica invariante á esquerda.

A descrición dos grupos de Lie simplemente conexos de dimensión catro é relativamente
curta, como segue [10]:

(1) Os grupos produto SU(2)× R ou S̃L(2,R)× R.

(2) Os produtos semidirectos resolubles Ẽ(2) oR, E(1, 1) oR, H3 oR e R3 oR.

A descrición das métricas invariantes á esquerda sobre estes grupos levarase a cabo no capítulo 3.
Aínda que formalmente non difire moito do caso de dimensión tres, a análise das mesmas é
significativamente máis complexa. É importante indicar que os produtos semidirectos en (2) non
son clases completamente disxuntas, xa que extensións semidirectas de distintos grupos poden
ser isomorfas.

Os espazos homoxéneos lorentzianos en dimensión catro son unha clase moito máis ampla
que a dada no Teorema 1.4. Por exemplo, a existencia de espazos homoxéneos non redutivos
marca unha diferenza esencial coa xeometría riemanniana [69]. Na situación redutiva, os espazos
homoxéneos de dimensión catro lorentzianos con isotropía non trivial foron clasificados por
Komrakov [95].

1.3. Solitóns de Ricci

Unha variedade riemanniana (M, g) é un solitón de Ricci se existe un campo de vectores X
en M satisfacendo

LXg + ρ = λg (1.1)

para algún λ ∈ R, onde LX denota a derivada de Lie respecto de X . Os solitóns de Ricci
xeneralizan as métricas Einstein, que se corresponden coa situación na que o campo de vectores
solitón X é cero ou é un campo de Killing. En tal caso diremos que o solitón de Ricci é trivial,
polo que o noso interese se centrará na situación non trivial. É importante sinalar que a existencia
de solitóns de Ricci é unha propiedade invariante por homotecias. De feito, a ecuación (1.1) é
homoteticamente invariante tras un rescalado do campo de vectores solitón.

Máis alá do seu interese como xeneralización das métricas Einstein, os solitóns de Ricci
xorden de forma natural no estudo do fluxo de Ricci. Unha familia 1-paramétrica de métricas
g(t) nunha variedade M definida sobre un intervalo I ⊂ R é unha solución do fluxo de Ricci se
verifica a ecuación

∂

∂t
g(t) = −2ρg(t).
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Se (M, g(0)) é unha variedade Einstein, entón g(t) = (1 − 2t τ
n
)g(0) é unha solución do fluxo

de Ricci que se mantén na clase homotética de g(0). Xeneralizando esta situación e, dado que
o tensor de Ricci é invariante por homotecias, son particularmente interesantes as solucións do
fluxo de Ricci que permanecen invariantes por homotecias e difeomorfismos, o que dá lugar ás
denominadas solucións auto-similares. Sexa Ψt unha familia 1-paramétrica de difeomorfismos
de M e σ(t) unha función real positiva. A familia de métricas asociada g(t) = σ(t)Ψ∗tg(0)
denomínase solución auto-similar se verifica a ecuación do fluxo de Ricci. Ditas solucións están
en correspondencia cos solitóns de Ricci, onde o campo de vectores X está asociado ao grupo
1-paramétrico de difeomorfismos Ψt (véxase [53]).

Un solitón de Ricci dise expansivo, estable ou contractivo se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0,
respectivamente. Estas condicións correspóndense (en certo sentido) coas situacións de curvatura
de Ricci negativa, cero, ou positiva, respectivamente. Por exemplo, é coñecido que os únicos
solitóns de Ricci nunha variedade compacta son Einstein ou contractivos [53].

Na situación especial na que o campo de vectores X é un gradiente, X = ∇f , o solitón
denomínase solitón de Ricci gradiente e a función f que satisfai ∇f = X denomínase fun-
ción potencial. Os solitóns gradientes son importantes non só por seren unha simplificación máis
manexable da situación xeral, senón tamén porque baixo certas condicións (por exemplo a com-
pacidade), o campo de vectores solitón é suma dun campo de Killing e un campo de vectores
gradiente.

No contexto das variedades homoxéneas, Petersen e Wylie [116] demostraron que os solitóns
de Ricci gradientes homoxéneos son ríxidos, é dicir, son isométricos a un produto Rk × N ,
onde N é unha variedade Einstein, e a función potencial vén dada pola proxección no factor
euclídeo f = λ

2
‖πRk‖2. Dado que todas as variedades de Einstein de dimensión dous ou tres

son localmente simétricas (de feito, de curvatura seccional constante), os solitóns ríxidos en
dimensións tres e catro son necesariamente localmente simétricos e correspóndense con produtos
Rk × Sn−k ou Rk ×Hn−k.

En xeral, para un solitón de Ricci (M, g,X), considerando o X-laplaciano definido por
∆Xh = ∆h−g(X,∇h) para calquera función h ∈ C∞(M), amósase en [48] que oX-laplaciano
da curvatura escalar satisfai

1

2
∆X τ = λτ − ‖ρ‖2.

Así, no contexto localmente homoxéneo todo solitón de Ricci debe verificar ‖ρ‖2 = λτ . Se o
solitón é estable (λ = 0) a métrica debe ser Ricci-chá e polo tanto chá [127]. No caso contractivo
(λ > 0), os traballos de Naber [111] e Perelman [114] amosan que os solitóns de Ricci son
gradientes e, polo tanto, ríxidos. Así, todo solitón de Ricci homoxéneo é expansivo (λ < 0) con
curvatura escalar negativa.

Lauret introduciu en [99] os solitóns de Ricci alxébricos. A idea subxacente reside en con-
siderar, sobre un grupo de Lie G, solucións auto-similares do fluxo de Ricci onde o grupo de
difeomorfismos Ψt está dado por automorfismos do grupo. Dado que a álxebra de Lie do grupo
Aut(G) de automorfismos de G está determinada polas derivacións da álxebra de Lie Der(g), un
solitón de Ricci alxébrico sobre un grupo de Lie cunha métrica invariante á esquerda, (G, 〈, 〉), é
unha derivación da forma

D = Ric−λ Id . (1.2)
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En tal caso, considerando a familia 1-paramétrica de automorfismos de G determinados por

ϕt(e) = e, d(ϕt)e = exp

(
t

2
D

)
,

obtense un campo de vectores X : p ∈ G 7→ X(p) = d
dt |t=0

ϕt(p) de tal forma que (G, 〈, 〉, X) é
un solitón de Ricci expansivo [99].

Todo solitón de Ricci homoxéneo é isométrico a un solitón alxébrico en dimensión n ≤ 5
[6, 87, 88], polo que é posible determinar os solitóns de Ricci sobre variedades homoxéneas de
dimensión baixa resolvendo un problema alxébrico. Na sección 2.4 descríbense todos os soli-
tóns riemannianos homoxéneos de dimensión tres, mentres que o caso de dimensión catro se
desenvolve na sección 3.3.

As consideracións anteriores restrínxense ao ámbito das métricas definidas positivas. O pro-
blema no contexto lorentziano é moi distinto xa que, aínda que ten sentido cuestionarse a exis-
tencia de solucións auto-similares do fluxo de Ricci, non está garantida a existencia de solucións
locais do mesmo.

Para unha variedade lorentziana, un solitón de Ricci é unha solución da ecuación (1.1), aínda
que o seu comportamento difire esencialmente do caso riemanniano. Así, os solitóns de Ricci
gradientes homoxéneos non son necesariamente ríxidos (véxase [28] para unha clasificación en
dimensión tres). Por outro lado, a sinatura lorentziana permite a existencia de solitóns de Ricci
sobre grupos de Lie con campo solitón invariante á esquerda (véxase, por exemplo, [27, 70]),
mentres que tal situación non é posible no caso riemanniano [65].

Os solitóns de Ricci alxébricos lorentzianos foron clasificados en [19] para dimensión tres.
Na sección 5.4.4 volveremos sobre dita clasificación, clarificando algúns aspectos e estudando a
súa relación coas métricas críticas para funcionais cuadráticos da curvatura.

1.4. Variedades curvatura homoxéneas

Unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) dise k-curvatura homoxénea se para cada par de
puntos p, q ∈M existe unha isometría linear Φpq : TpM → TqM satisfacendo Φ∗pq∇iRq = ∇iRp

para todo 0 ≤ i ≤ k. Diremos que a variedade é curvatura homoxénea se k = 0, é dicir, se a
isometría linear satisfai Φ∗pqRq = Rp.

Dado que unha variedade é localmente homoxénea se para cada par de puntos existe unha
isometría local entre veciñanzas deles que transforma un punto no outro, temos que toda varie-
dade localmente homoxénea é k-curvatura homoxénea para todo k ≥ 0. Porén, unha variedade
pode ser k-curvatura homoxénea para algún k sen ser homoxénea.

Posto que o operador de Ricci dunha variedade riemanniana é diagonalizable e en dimen-
sión tres o operador de Ricci determina o tensor de curvatura, para unha variedade riemanniana
tridimensional basta con que o operador de Ricci teña autovalores constantes para que sexa cur-
vatura homoxénea. Ademais, neste contexto particular, a 1-curvatura homoxeneidade implica a
homoxeneidade local (véxase [122]).

A diferenza do caso riemanniano, o operador de Ricci dunha variedade lorentziana non sem-
pre é diagonalizable. Así, dada unha base ortonormal {e1, e2, e3} con sinatura (+,+,−), a forma
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de Jordan do operador de Ricci correspóndese cunha das seguintes (véxase [82]):a 0 0
0 b 0
0 0 c

 ,

a 0 0
0 b c
0 −c b

 ,

a 0 0
0 b 1
0 −1 b± 2

 ,

b a −a
a b 0
a 0 b

 .

Tipo I.a Tipo I.b Tipo II Tipo III

Polo tanto, unha variedade lorentziana de dimensión tres é curvatura homoxénea se e só se as
curvaturas de Ricci e a forma normal de Jordan do operador de Ricci non varían de punto a
punto (véxase [76]). Deste xeito, o estudo destas variedades escinde en catro casos xerais corres-
pondentes ás catro posibilidades alxébricas, todas elas realizables xeometricamente, como foi
amosado en [38]. Ademais, no caso lorentziano a 2-curvatura homoxeneidade garante a homo-
xeneidade local e as variedades 1-curvatura homoxéneas redúcense a dúas únicas familias que
non son localmente homoxéneas (véxase [33]).

Unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) dise semi-simétrica se o seu tensor de curvatura
satisfai a condición alxébrica R(X, Y ) ·R = 0, onde R(X, Y ) actúa como unha derivación

(R(X, Y ) ·R)(Z1, ... , Z4) = −R(R(X, Y )Z1, ... , Z4)
− ...−R(Z1, ... , R(X, Y )Z4),

para calquera campos de vectores X, Y, Z1, ... , Z4. Equivalentemente,

∇[X,Y ]R−∇X∇YR +∇y∇XR = 0,

de onde se segue que o tensor de curvatura de calquera variedade localmente simétrico é semi-
simétrico, sendo certo o recíproco no seguinte caso. Unha variedade é semi-simétrica se e só
se en cada punto p ∈ M o tensor de curvatura Rp ∈ ⊗4T ∗pM é o tensor de curvatura dun
espazo simétrico (véxase, por exemplo, [81]). Obviamente, o espazo simétrico no que se modela
o tensor de curvatura pode cambiar dun punto a outro polo que, a pesar de non seren localmente
homoxéneas, as variedades semi-simétricas están moi preto das variedades localmente simétricas
[128]. Para o caso de dimensión tres con sinatura lorentziana, tense que un tensor de curvatura
alxébrico é semi-simétrico se e só se o operador de Ricci asociado é un múltiplo da identidade,
diagonalizable con autovalores (0, λ, λ) ou nilpotente en dous pasos.

Unha variedade semi-simétrica non é necesariamente curvatura homoxénea e, no caso homo-
xéneo, ser semi-simétrica non implica ser localmente simétrica, como se amosa na sección 5.2.

1.5. Produtos warped
Unha estrutura que atopamos de xeito natural en múltiples contextos é a dunha variedade que

escinde como produto de variedades pero na que a métrica se ve influída por algunha función que
está definida sobre a variedade ou exclusivamente en algún dos factores. Os produtos warped,
amplamente estudados na literatura (ver, por exemplo, [49, 112]), son un exemplo disto.

Sexan (B, gB) e (F, gF ) variedades pseudo-riemannianas e sexa f : B → R unha función
diferenciable positiva. O produto warped M = B ×f F é a variedade produto B × F dotada
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da métrica g = gB + f 2gF . As variedades B e F denomínanse base e fibra do produto warped,
respectivamente, e a función f denomínase función de deformación.

No capítulo 4 traballaremos con produtos warped cuxa base ten dimensión un, é dicir, pro-
dutos warped da forma I ×f N , sendo I ⊂ R un aberto de R. Neste caso, os elementos da
curvatura poden ser descritos en función dos elementos da curvatura da fibra e da función de
deformación [112].

Sexa (N, gN) unha variedade pseudo-riemanniana de dimensión n e f : I → R unha función
de deformación. Se ∂r é o campo coordenado tanxente á base I e X , Y e Z son os levantamentos
a I ×f N dos campos de vectores tanxentes a N , a conexión de Levi-Civita do produto warped
vén dada por

∇∂r∂r = 0, ∇∂rX = ∇X∂r = f ′

f
X, ∇XY = −f ′

f
g(X, Y )∂r +∇N

XY,

onde ∇N é a conexión de Levi-Civita de (N, gN).
Nun produto I × N temos as foliación canónicas horizontal LI e vertical LN . Á vista das

expresións da conexión de Levi-Civita no produto warped deducimos que a foliación LI é total-
mente xeodésica, xa que a segunda forma fundamental asociada a LI é cero. Por outro lado, a
segunda forma fundamental asociada a LN vén dada por IIN(X, Y ) = −f ′

f
g(X, Y )∂r, polo que

a foliación é umbílica. Como, ademais, ∂r é paralelo con respecto da fibra, é dicir, ∇X∂r é orto-
gonal a ∂r, tense que a foliación é, de feito, esférica. Estas propiedades caracterizan os produtos
warped do seguinte xeito [118]:

Teorema 1.5. Sexa g unha métrica pseudo-riemanniana nunha variedade produto I × N de
modo que as foliacións canónicas LI e LN se intersecan perpendicularmente. Se LI é totalmente
xeodésica e LN é esférica entón a variedade é localmente un produto warped.

As compoñentes que poden ser distintas de cero do tensor de curvatura R son as seguintes:

R(X, ∂r)∂r = f ′′

f
X, R(∂r, X)Y = f ′′

f
g(X, Y )∂r,

R(X, Y )Z = RN(X, Y )Z −
(
f ′

f

)2

{g(X,Z)Y − g(Y, Z)X},

onde RN é o tensor de curvatura de (N, gN). Mediante un cálculo directo obtense que o tensor
de Ricci vén dado por

ρ(∂r, ∂r) = −nf ′′
f
, ρ(∂r, X) = 0

ρ(X, Y ) = ρN(X, Y )−
{
f ′′

f
+ (n− 1)

(
f ′

f

)2
}
g(X, Y ),

onde ρN é o tensor de Ricci de (N, gN). Tomando a traza do tensor de Ricci, temos que a curva-
tura escalar do produto warped é

τ = 1
f2

(
τN − 2nff ′′ − n(n− 1)(f ′)2

)
,

onde τN é a curvatura escalar de (N, gN).
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A completitude dun produto warped en sinatura riemanniana vén dada pola da súa base e a
súa fibra [112]. Así, un produto warped I ×f N é completo se I = R e (N, gN) é completa,
para calquera función de deformación f definida en R. En cambio, en sinatura lorentziana esta
caracterización non é certa e precísase unha condición adicional sobre a función de deformación,
como se amosa a continuación:

Teorema 1.6. [44] Sexa M = I ×f N un produto warped onde I = (α, β) é un intervalo
(posiblemente non acoutado) e (N, gN) é unha variedade xeodesicamente completa. Entón M é
espacial, temporal e nula xeodesicamente completa se e só se para algún γ ∈ (α, β) tense∫ γ

α

f√
1 + f 2

dr =

∫ β

γ

f√
1 + f 2

dr = +∞.

Un caso especial de produtos warped son os conos que serán tratados na sección 4.1. A fin
de situalos no seu contexto, se (M, g) é unha variedade pseudo-riemanniana, o cono sobre M é
a variedade produto R+ ×M dotada da métrica εdr2 + r2g, de xeito que o cono se dirá espacial
cando ε = 1 e temporal cando ε = −1.

Os conos poden ser caracterizados como as únicas variedades sobre as que existe un campo
de vectores non nulo ξ para as cales se verifican as EDPs dadas por ∇ξ = Id, simplemente
considerando ξ = r ∂

∂r
. O recíproco séguese do traballo de Gallot [72], así como dos resultados

de Ponge e Reckziegel [118] e as expresións anteriores da conexión de Levi-Civita.

1.6. Espazo-tempos con campo de vectores nulo distinguido

Nesta sección introducimos diversas familias de variedades lorentzianas que se caracterizan
por ter un campo de vectores nulo que satisfai algunha condición adicional. A existencia destes
campos de vectores afecta á estrutura da variedade e, en ocasións, existen unhas coordenadas
canónicas que permiten describir a métrica da variedade localmente.

1.6.1. Espazo-tempos de Kundt
Sexa (M, g) unha variedade lorentziana e ` un campo de vectores nulo. Considerando o tensor

de tipo (1, 1) dado pola derivada covariante∇`, sexa (∇`)0 = ∇`− 1
n
tr (∇`)Id a súa compoñente

sen traza. A descomposición en compoñente simétrica (∇`)sim0 e antisimétrica (∇`)ant0 teñen
especial relevancia física. Así, o cizallamento e a torsión asociados a un campo de vectores nulo
veñen dados polas partes simétrica e antisimétrica de (∇`)0, respectivamente.

Unha variedade lorentziana (M, g) é un espazo-tempo de Kundt se admite un campo de vec-
tores nulo xeodésico ` sen cizallamento, sen torsión e que non se expande (isto é, que a traza de
∇` é cero). Dado que en dimensión tres un campo de vectores nulo xeodésico sen expansión non
ten torsión nin cizallamento, un espazo-tempo tridimensional é de Kundt se admite un campo
de vectores nulo xeodésico libre de expansión, é dicir, ‖`‖2 = 0, ∇`` = 0 e tr∇` = 0. Máis
alá do significado físico, os espazo-tempos de Kundt son importantes desde un punto de vista
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xeométrico dado que toda métrica lorentziana con invariantes escalares da curvatura nulos (de-
nominadas VSI, por Vanishing Scalar Invariants) é necesariamente un espazo-tempo de Kundt
(véxase [56, 57]).

A forma xeral dun espazo-tempo de Kundt de dimensión tres en coordenadas locais (v, u, x)
é

g =
1

P (u, x)2
dx2 + 2dudv + f(v, u, x)du2 + 2W (v, u, x)dudx,

onde podemos asumir que P (u, x) = 1 considerando o cambio da coordenada x̃ =
∫

1
P
dx (véxa-

se, por exemplo, [55]). Polo tanto, un espazo-tempo de Kundt de dimensión tres pode escribirse
localmente da forma

g = dx2 + 2dudv + f(v, u, x)du2 + 2W (v, u, x)dudx. (1.3)

Unha métrica de Kundt dise dexenerada se ∂vvW = ∂vvvf = 0.

1.6.2. Ondas de Brinkmann
Un caso particular de espazos de Kundt dase cando a distribución dexenerada span{`} é

paralela (ou equivalentemente, o campo de vectores nulo ` é recorrente, isto é, ∇` = ω ⊗ ` para
algunha 1-forma ω).

Unha variedade lorentziana que admite unha distribución paralela span{`} (é dicir, existe
un campo de vectores ` recorrente) escinde localmente como un produto cando ` é non nulo.
Porén, se o campo de vectores ` é nulo, non se obtén a escisión anterior. Os espazo-tempos
que admiten campos de vectores destas características foron amplamente estudados no contexto
da relatividade xeral, onde son denominados pp-waves (plane-fronted waves with parallel rays)
no caso transversalmente chan, isto é, se o endomorfismo da curvatura satisfai R(`⊥, `⊥) = 0
[66]. Ademais, o espazo-tempo é unha onda plana se o tensor de curvatura é transversalmente
paralelo (é dicir, ∇`⊥R = 0). As ondas planas Ricci-chás denomínanse ondas gravitacionais
planas e xogan un papel especial en relatividade (véxase [113, 115, 120]). Os recentes achados
de ondas gravitacionais fixeron que o interese destas clases de espazo-tempos aumentase nos
últimos tempos.

Dun xeito máis xeral, unha variedade lorentziana denomínase onda de Brinkmann se admite
unha distribución unidimensional nula paralela. En dimensión tres podemos tomar coordenadas
(u, x, y) de xeito que o tensor métrico vén dado por (véxase [20])

g = 2dudy + dx2 + ϕ(u, x, y)dy2. (1.4)

A distribución unidimensional nula paralela está xerada localmente por un campo de vectores
nulo recorrente.Para unha métrica (1.4), o campo de vectores que desempeña este papel é ∂u,
que é nulo e recorrente. O campo de vectores nulo ∂u pódese reescalar a un campo de vectores
paralelo se e só se o operador de Ricci é nilpotente en dous pasos, en cuxo caso pódense adaptar
as coordenadas para que a función que determina o tensor métrico ϕ(u, x, y) non dependa da
coordenada u. Neste caso a variedade (M, g) é unha pp-wave. Ademais, nesta situación (M, g) é
unha onda plana se e só se a función ϕ é un polinomio cuadrático na coordenada x, o que reduce
a expresión de ϕ a ϕ(x, y) = a(y)x2 tras facer os cambios de coordenadas apropiados.
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Observación 1.7. As ondas de Brinkmann son un caso particular de espazo-tempos de Kundt. De
feito, a expresión en coordenadas de Kundt dunha onda de Brinkmann vén dada fixando W = 0
en (1.3) (véxase [20]), é dicir,

g = dx2 + 2dudv + f(v, u, x)du2. (1.5)

Desta forma, no capítulo 6 trataremos as ondas de Brinkmann curvatura homoxéneas como va-
riedades lorentzianas obtidas de xeito natural a partir dos espazos de Kundt e utilizaremos a
expresión en coordenadas (1.5), mais no capítulo 7, onde estudamos as ondas de Brinkmann sen
condicións a maiores, faremos uso da expresión en coordenadas (1.4) por ser esta máis utilizada
neste contexto.

1.7. Funcionais da curvatura
A busca de obxectos óptimos (isto é, cun comportamento destacable) é un aspecto común en

xeometría que se aborda mediante o estudo de puntos críticos para determinados funcionais. As
xeodésicas (curvas críticas para o funcional de lonxitude), as superficies minimais (críticas para
o funcional de área) ou as aplicacións harmónicas (críticas para o funcional de enerxía) son só
algúns exemplos.

O obxectivo central deste traballo é a obtención de métricas óptimas sobre variedades rie-
mannianas e lorentzianas con respecto á distribución de distintos invariantes da curvatura.

Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana e sexa {Ei} unha referencia local ortonor-
mal. Un invariante escalar da curvatura é un polinomio nas compoñentes do tensor de curvatura
e as súas derivadas covariantes que non depende da escolla da referencia local utilizada na súa
construción. Ditos invariantes obtéñense mediante contraccións nas compoñentes do tensor de
curvatura e nas súas derivadas covariantes (véxase [29]). Diremos que un invariante ten orde k
se involucra un total de k-derivadas do tensor métrico. Dado que cada compoñente do tensor
de curvatura involucra dúas derivadas do tensor métrico, denotaremos con I(k, n) o espazo de
invariantes de orde 2k sobre unha variedade de dimensión n.

O espazo I(1, n) ten dimensión un e está xerado pola curvatura escalar, I(1, n) = span{τ}.
Tense ademais que dim I(2, n) = 4 e unha base deste espazo vén dada por {τ 2, ‖ρ‖2, ‖R‖2,∆τ}
(véxase [12]).

1.7.1. Funcional de Hilbert-Einstein
Un funcional amplamente estudado en xeometría pseudo-riemanniana é o funcional de Hilbert-

Einstein, tamén chamado funcional da curvatura escalar total. Dada unha variedade pseudo-
riemanniana compacta (M, g) de dimensión n, o funcional defínese como a integral de volume
da curvatura escalar,

SHE : g 7→
∫
M

τdvolg.

Considerando variacións da forma g[t] = g+ th, onde h é un campo de tensores simétrico de
tipo (0, 2), diremos que a métrica g é crítica para dita variación se d

dt
|t=0SHE(g[t]). Escribindo a
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expresión anterior como
d

dt
|t=0SHE(g[t]) =

∫
M

〈∇SHE, h〉dvolg

para un campo de tensores simétrico ∇SHE de tipo (0, 2), diremos que ∇SHE é o gradiente do
funcional SHE . O gradiente do funcional de Hilbert-Einstein vén dado por∇SHE = −ρ+ τ

2
g.

Dado que o funcional SHE non é invariante por homotecias, considérase a súa restrición ao
espazo de métricas de volume constante un sobre a variedade compacta M . Tendo en conta que
todas as métricas da variación g[t] teñen volume constante se o campo de tensores h é ortogonal á
métrica g, as ecuacións de Euler-Lagrange correspondentes está determinadas por ∇SHE = λg.
Tomando trazas a ambos os dous lados da igualdade, dedúcese que λ = 1

n
tr (∇SHE) = n−2

2n
τ.

Así, a ecuación resultante é a seguinte:

ρ− τ

n
g = 0. (1.6)

Deste xeito, as métricas críticas para o funcional de Hilbert-Einstein restrinxido a variacións
con volume constante son aquelas cuxo tensor de Ricci é proporcional ao tensor métrico, isto é,
as métricas Einstein [96].

O Teorema de Gauss-Bonnet en dimensión dous amosa que o funcional SHE é constantemen-
te un múltiplo da característica de Euler. Así, todas as métricas son críticas en dita dimensión,
de onde se segue que 0 = ∇SHE = −ρ + τ

2
g, o que proporciona unha identidade universal da

curvatura en dimensión dous.
Aínda que nas consideracións anteriores se asume que a variedade M é compacta e sen fron-

teira, poderían considerarse variacións g[t] = g+th sobre unha variedade compacta con fronteira
sempre e cando o campo de tensores da variación h se anule nunha veciñanza da fronteira. En
tal caso as métricas críticas veñen caracterizadas polas mesmas ecuacións, o que permite falar de
métricas críticas sobre variedades non compactas, considerando a restrición do funcional dado a
calquera aberto con clausura compacta e variacións con soporte contido no aberto dado (véxase,
por exemplo, a discusión en [90] sobre aplicacións harmónicas en variedades non compactas).

As métricas Einstein correspóndense con aquelas cuxa curvatura escalar está mellor distri-
buída ao longo da variedade e teñen especial relevancia na física, máis concretamente no ámbito
da relatividade xeral, xa que estas variedades son solucións das ecuacións do campo de Einstein
no baleiro [15].

1.7.2. Funcionais cuadráticos da curvatura

Considerando o espazo de invariantes da curvatura de orde dous,I(2, n) = span{τ 2, ‖ρ‖2,
‖R‖2,∆τ}, un funcional cuadrático da curvatura vén dado por

g 7→
∫
M

{a τ 2 + b ‖ρ‖2 + c ‖R‖2 + d∆τ}dvolg

para algúns a, b, c, d ∈ R. Supoñendo que M é compacta e sen fronteira, tense que

g 7→
∫
M
{a τ 2 + b ‖ρ‖2 + c ‖R‖2 + d∆τ}dvolg

=
∫
M
{a τ 2 + b ‖ρ‖2 + c ‖R‖2}dvolg
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Polo tanto, todo funcional está determinado polos tres funcionais seguintes:

S : g 7→
∫
M

τ 2dvolg, T : g 7→
∫
M

‖ρ‖2dvolg, R : g 7→
∫
M

‖R‖2dvolg,

que serán denominados funcionais cuadráticos da curvatura. Os gradientes destes funcionais
veñen dados por [11]

∇S = 2∇2τ − 2∆τg − τ
(
2ρ− 1

2
τg
)
,

∇T = −∆ρ+∇2τ − 1
2
∆τg − 2R[ρ] + 1

2
‖ρ‖2g,

∇R = −4∆ρ+ 2∇2τ − 2Ř + 1
2
‖R‖2g − 4R[ρ] + 4ρ̌.

En dimensión tres, o tensor de curvatura R está totalmente determinado polo tensor de Ricci,
debido á anulación do tensor de Weyl. Isto implica que os tres invariantes están relacionados
mediante a expresión

‖R‖2 = 2‖ρ‖2 − 1
2
τ 2.

Polo tanto, o funcional da norma L2 do tensor de curvatura en dimensión tres vén dado pola
combinación linearR = 2T − 1

2
S.

En dimensión catro, o Teorema de Chern-Gauss-Bonnet determina que a característica de
Euler, χ(M), dunha variedade pseudo-riemanniana compacta e sen fronteira vén dada por

χ(M) = 1
8π2

∫
M

(
‖R‖2 − 4‖ρ‖2 + τ 2

)
dvolg.

Polo tanto, o funcional R en dimensión catro vén dado por R = 8π2χ(M) + 4T − S e, dado
que a característica de Euler dunha variedade é unha constante, os puntos críticos do funcional
R correspóndense cos puntos críticos de 4{T − 1

4
S}, o que amosa que os funcionaisR e T − 1

4
S

son equivalentes.
Deste xeito, para achar as métricas críticas correspondentes aos funcionais cuadráticos da

curvatura en dimensión tres e catro bastará con estudar os puntos críticos dos funcionais

S : g 7→
∫
M

τ 2dvolg, Ft : g 7→
∫
M

{
‖ρ‖2 + tτ 2

}
dvolg,

para todo t ∈ R. Os gradientes destes funcionais veñen dados por (ver, por exemplo, [46])

∇S = 2∇2τ − 2∆τg − τ
(
2ρ− 1

2
τg
)
,

∇Ft = −∆ρ+ (1 + 2t)∇2τ − 1+4t
2

∆τg − 2R[ρ] + 1
2
‖ρ‖2g +

1

2
tτ 2g − 2tτρ,

Seguindo o mesmo procedemento que co funcional de Hilbert-Einstein, ao restrinxir o estudo
ao espazo de métricas de volume constante, as ecuacións de Euler-Lagrange están determinadas
por ∇S = λSg e ∇Ft = λFg, respectivamente. Tomando trazas a ambos os dous lados das
igualdades temos que

λS = 2−2n
n

∆τ + n−4
2n
τ 2,

λF =
(

2t
n
− 1+4t

2

)
∆τ + n−4

2n
(‖ρ‖2 + tτ 2)
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Así, as ecuacións de Euler-Lagrange para os funcionais S e Ft restrinxidos a variacións con
volume constante son as seguintes:

∇2τ − 1
n
∆τg − τ

(
ρ− 1

n
τg
)

= 0, (1.7)

∆ρ− (1 + 2t)∇2τ + 2
n
t∆τg + 2(R[ρ]− 1

n
‖ρ‖2g) + 2tτ(ρ− 1

n
τg) = 0. (1.8)

É importante observar que toda métrica de Einstein é crítica para o funcional S e para cal-
quera funcional Ft, xa que o termo da esquerda na ecuación (1.8) redúcese a 2(R[ρ]− 1

n
‖ρ‖2g),

que é cero por ser toda métrica Einstein R[ρ]-Einstein. En consecuencia, toda métrica Einstein é
crítica para calquera funcional cuadrático da curvatura en dimensión tres e catro. Porén, as métri-
cas Einstein non son necesariamente críticas para todos os funcionais cuadráticos en dimensións
superiores. A modo de exemplo, consideremos un produto M = S1 × N , onde (N, gN) é unha
variedade Ricci-chá de dimensión catro. Considerando o gradiente do funcionalR, tense que

∇R = −4∆ρ+ 2∇2τ − 2Ř + 1
2
‖R‖2g − 4R[ρ] + 4ρ̌ = −2Ř + 1

2
‖R‖2g,

xa que ao ser M Ricci-chá, anúlanse todos os termos restantes. En consecuencia, restrinxindo
o funcional a variacións con volume constante, tense que a métrica produto d = dS1 + gN é
R-crítica se e só se Ř = 1

5
‖R‖2g. Agora ben, un cálculo sinxelo amosa que dita ecuación non

se cumpre en xeral na variedade (M, g) polo que, sendo Einstein, non é crítica para todos os
funcionais cuadráticos da curvatura. Procedendo dun xeito análogo, obtense que unha variedade
Einstein é R-crítica para variacións con volume constante se e só se é Ř-Einstein en calquera
dimensión.

Sexa Ft un funcional cuadrático da curvatura e g unha métrica crítica. A enerxía do funcio-
nal Ft(g) desempeña un papel esencial no estudo das métricas críticas (ver, por exemplo, [80]).
Como veremos nos capítulos 2 e 3, as métricas críticas con enerxía cero son especialmente re-
levantes pola súa conexión cos solitóns de Ricci. Na situación homoxénea (que constitúe o eixo
central desta memoria), as métricas críticas de enerxía cero correspóndense cos funcionais Ft
determinados polo parámetro t = −‖ρ‖

2

τ2 ≤ − 1
n

, xa que ‖ρ‖2 ≥ 1
n
τ 2, dándose a igualdade no

caso Einstein.
Algúns exemplos especialmente significativos de funcionais cuadráticos da curvatura son os

seguintes.

O funcional de Chern-Gauss-Bonnet

O Teorema de Chern-Gauss-Bonnet en dimensión catro [51] establece que o funcionalFCGB :
g 7→ FCGB(g) =

∫
M
{‖R‖2− 4‖ρ‖2 + τ 2}dvolg é constante con valor 8π2χ(M) se a variedade é

compacta. En consecuencia, o gradiente de dito funcional é identicamente cero, de onde se segue
a identidade universal da curvatura en dimensión catro [11, 67]:(

Ř− ‖R‖
2

4
g

)
+ τ

(
ρ− τ

4
g
)

= 2

(
ρ̌− ‖ρ‖

2

4
g

)
+ 2

(
R[ρ]− ‖ρ‖

2

4
g

)
.

Unha aplicación inmediata da identidade anterior é que toda métrica Einstein en dimensión catro
é Ř-Einstein, o que non é certo en dimensións superiores.
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A norma L2 do tensor de Weyl

En dimensión catro, o funcionalW : g 7→ W(g) =
∫
M
‖W‖2dvolg é conformemente inva-

riante e, utilizando o Teorema de Chern-Gauss-Bonnet, tense queW(g) = 32π2χ(M) + 2F−1/3,
polo que é equivalente ao funcional F−1/3. A invariancia conforme de W permite amosar que
toda métrica conformemente Einstein en dimensión catro é F−1/3-crítica. Estas métricas están
caracterizadas equivalentemente pola anulación do tensor de Bach [7], definido como

B = div2 div4W + 1
2
W [ρ],

onde W [ρ]ij = Wikj`ρ
k` e divk indica a diverxencia dun campo dado no argumento k-ésimo.

Para calquera variedade de dimensión catro tense que

8π2χ(M) =

∫
M

{
1
24
τ 2 − 1

2
‖ρ0‖2 + ‖W‖2

}
dvolg,

=

∫
M

{
1
24
τ 2 − 1

2
‖ρ0‖2 + ‖W+‖2 + ‖W−‖2

}
dvolg,

onde ρ0 = ρ − 1
4
τ g é o tensor de Ricci sen traza. Utilizando que a sinatura de Hirzebruch da

variedade se expresa como τ [M ] = 1
12π2

∫
M
{‖W+‖2 − ‖W−‖2}dvolg, séguese que o funcional

da norma L2 do tensor de Weyl satisfai

W(g) = −12π2τ [M ] + 2

∫
M

‖W+‖2dvolg,

o que mostra que é equivalente ao funcional da norma L2 do tensor de Weyl autodual.
Se a métrica g é de Kähler, entón o operador de Weyl autodual é diagonalizable da forma

W+ = τ
12

diag[2,−1,−1] e polo tanto a súa norma ‖W+‖2 = 1
24
τ 2, o que amosa que o funcional

de Calabi (S restrinxido a métricas de Kähler na mesma clase) se corresponde co funcional
cuadrático F−1/3 restrinxido a ditas variacións.

Funcionais asociados aos autovalores do operador de Schouten

Considerando a descomposición do tensor de curvaturaR = W +S�g, onde S é o tensor de
Schouten, obsérvase que a información xeométrica que se ve alterada mediante un cambio con-
forme da métrica concéntrase neste tensor S. É polo tanto natural considerar non só o funcional
determinado pola norma L2 do tensor de Schouten [86], senón tamén os seus autovalores, sendo
de especial interés as súas funcións simétricas elementais σk(S). En particular σ1(S) = 1

2(n−1)
τ ,

polo que o funcional asociado é equivalente ao funcional de Hilbert-Einstein.
Denotemos con σ2(S) a segunda función simétrica elemental dos autovalores do operador

de Schouten (σ2(S) =
∑

i<j λiλj). En dimensión tres tense a relación
∫
M
σ2(S) = −1

2
F−3/8

(véxase a sección 2.3.5).
O funcional F−3/8 foi utilizado por Gursky e Viaclovsky [80] para caracterizar as variedades

de dimensión tres con curvatura seccional constante como métricas críticas de dito funcional.
Ademais, é importante destacar que o campo de tensores de tipo (0, 2) determinado pola ecuación
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(1.8) ten diverxencia cero, polo que desempeña un papel esencial nas teorías de gravitación
masiva.

Para n = 4, como aplicación do Teorema de Chern-Gauss-Bonnet tense que∫
M

{
1
4
‖W‖2 + σ2(S)

}
dvolg = 8π2χ(M),

polo que o funcional σ2(S) é equivalente ao funcionalW .

O funcional de volume

Sexa p ∈ M e denotemos con Sp(r) a esfera xeodésica Sp(r) = expp(S0(r)), onde S0(r) =
{x ∈ TpM ; ‖x‖ = r} para valores de r suficientemente pequenos. Considerando o volume das
esferas xeodésicas centradas en p ∈ M como función do raio e, desenvolvéndoo en serie de
Taylor, os primeiros termos están dados por [78]

Vol(Sp(r)) = αnr
n−1

{
1− 1

6n
τ(p) r2

+
1

360n(n+ 2)

(
−3‖R‖2 + 8‖ρ‖2 + 5τ 2 − 18∆τ

)
(p) r4 + ···

}
onde αn é o volume da esfera de raio unidade no espazo euclidiano Rn (véxase, por exemplo,
[79]).

Dado que o termo de grao 4(n − 1) no desenvolvemento anterior está determinado por un
invariante escalar da curvatura, o funcional cuadrático asociado determina unha medida de como
o volume das esferas xeodésicas se diferencia do correspondente ás esferas euclidianas en orde
catro. Dito funcional

g 7→ Fvol(g) =

∫
M

{−3‖R‖2 + 8‖ρ‖2 + 5τ 2}dvolg

correspóndese con F13/4 en dimensión tres (ver sección 2.3.6) e é equivalente ao funcional F−2

en dimensión catro, xa que

Fvol(g) = −24π2χ(M)− 4

∫
M

‖ρ‖2dvolg + 8

∫
M

τ 2dvolg

= −24π2χ(M)− 4

∫
M

{‖ρ‖2 − 2τ 2}dvolg.

1.7.3. Funcionais de gravitación masiva

As ecuacións de campo en Relatividade Xeral, ρ− 1
2
τg = 8πGT −Λg, están establecidas en

termos do tensor de Einstein, ρ− 1
2
τg, o tensor enerxía-momento T , a constante de Newton G e

a constante cosmolóxica Λ. As ecuacións de campo obtéñense da variación da acción de Hilbert-
Einstein SHE = 1

16πG

∫
(τ − 2Λ)dvolg, baseada na curvatura escalar total. Desde os inicios da
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relatividade xeral, propuxéronse diferentes alternativas para construír unha teoría unificada da
gravidade. Mentres a relatividade xeral involucra derivadas de segunda orde da métrica, algunhas
extensións permiten obter ecuacións de campo cunha orde maior. Mediante outras extensións, a
acción é función non só da curvatura escalar, senón tamén dos invariantes cuadráticos da curva-
tura τ 2, ‖ρ‖2 e ‖R‖2. As extensións estudadas neste traballo, que se realizan en dimensión tres,
son as seguintes:

Gravitación masiva topolóxica (TMG). Obtense engadindo o termo gravitacional de
Chern-Simons,

SCS = 1
2

∫
εijkΓris(∂jΓ

s
rk + 2

3
ΓsjvΓ

v
kr)dvolg,

ao funcional de Hilbert-Einstein, de xeito que STMG = SHE + 1
ω
SCS , onde ω é un paráme-

tro de masa [64]. As ecuacións de Euler-Lagrange deste funcional restrinxido ás métricas
de volume constante veñen dadas por [64]

ρ− 1
2
τg + 1

ω
C = Λg,

onde C denota o tensor de Cotton de tipo (0,2). O valor de Λ vén determinado ao tomar
trazas a ambos lados da igualdade, polo que Λ = −1

6
τ . Así, as métricas que son solucións

para a gravitación masiva topolóxica son aquelas que anulan o tensor de tipo (0,2) definido
como

TTMG = ρ− 1
3
τg + 1

ω
C. (1.9)

Nova gravitación masiva (NMG). Trátase dunha modificación en dimensión tres da Re-
latividade Xeral que complementa a acción de Hilbert-Einstein mediante un termo cuadrá-
tico, ‖ρ‖2 − 3

8
τ 2, o cal engade un termo conservado (isto é, un termo de diverxencia cero)

ás ecuacións de campo (véxase [13, 14]). A acción SNMG = SHE − 1
m2F−3/8, onde m é a

masa do gravitón, dá lugar ás ecuacións de campo

ρ− 1
3
τg − 1

2m2 (K − 1
3
(‖ρ‖2 − 3

8
τ 2)g) = 0,

onde K = 2∆ρ − 1
2
∇2τ − 3

2
τρ + 4R[ρ] − (1

2
∆τ + ‖ρ‖2 − 3

8
τ 2)g. Así, as métricas que

son solucións para a nova gravitación masiva son aquelas que anulan o tensor de tipo (0,2)
definido como

TNMG = ρ− 1
3
τg − 1

2m2 (K − 1
3
(‖ρ‖2 − 3

8
τ 2)g). (1.10)

Gravitación masiva xeral (GMG). Esta extensión das ecuacións de campo obtense en-
gadindo simultaneamente os dous termos propostos nos modelos anteriores, dando lugar
á combinación da gravitación masiva topolóxica e da nova gravitación masiva SGMG =
SHE + 1

ω
SCS − 1

m2F−3/8. As ecuacións de campo derivadas desta acción veñen dadas por
(véxase [123])

ρ− 1
3
τg + 1

ω
C − 1

2m2 (K − 1
3
(‖ρ‖2 − 3

8
τ 2)g) = 0.

Así, as métricas que son solucións para a gravitación masiva xeral son aquelas que anulan
o tensor de tipo (0,2) definido como

TGMG = ρ− 1
3
τg + 1

ω
C − 1

2m2 (K − 1
3
(‖ρ‖2 − 3

8
τ 2)g). (1.11)
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Nos capítulos 6 e 7 estudaremos as solucións para estes funcionais dentro do contexto das
variedades curvatura homoxéneas e das ondas de Brinkmann, respectivamente.





Parte I

Métricas críticas en sinatura riemanniana





Capítulo 2
Métricas críticas homoxéneas riemannianas

de dimensión tres

O estudo das variedades riemannianas localmente homoxéneas en dimensión tres redúcese
aos espazos simétricos (que son Einstein ou localmente isométricos a produtos da forma R ×
N2(c)) ou grupos de Lie, segundo o seguinte teorema.

Teorema 2.1 (Sekigawa, [122]). Sexa (M, g) unha variedade localmente homoxénea de dimen-
sión tres completa e simplemente conexa. Entón, (M, g) é unha variedade localmente simétrica
ou é localmente isométrica a un grupo de Lie dotado dunha métrica invariante á esquerda.

Polo tanto, podemos estudar as métricas homoxéneas críticas para os funcionais cuadráticos
analizando as variedades simétricas e os grupos de Lie, que serán descritos posteriormente en
seccións independentes.

Dados dous puntos nun espazo localmente homoxéneo, ambos os dous pertencen a veci-
ñanzas isométricas, polo que a curvatura non varía de punto a punto. En particular, a curvatura
escalar é constante. Polo tanto, anúlanse tanto o hessiano coma o laplaciano da curvatura esca-
lar. Deste xeito, as ecuacións que caracterizan as métricas críticas dos funcionais S e Ft, (1.7) e
(1.8), redúcense ás seguintes expresións, respectivamente:

τ
(
ρ− 1

3
τg
)

= 0 (2.1)

∆ρ+ 2
(
R[ρ]− 1

3
‖ρ‖2 g

)
+ 2tτ

(
ρ− 1

3
τ g
)

= 0. (2.2)

Na ecuación (2.1) podemos observar que se trata da ecuación de Einstein, (1.6), multiplicada
pola curvatura escalar. Polo tanto, unha métrica homoxénea é crítica para o funcional S se e
só se é Einstein ou ten curvatura escalar cero. Nas vindeiras seccións estudaremos as métricas
críticas para o funcional Ft. Ademais, estas ecuacións son invariantes por homotecias, polo que
nos resultados obtidos reflíctese unha métrica representante da clase homotética.

Neste capítulo estudaremos as métricas homoxéneas críticas para funcionais cuadráticos da
curvatura facendo unha primeira distinción entre as variedades simétricas (Sección 2.1) e os gru-
pos de Lie (Sección 2.2), motivada polo Teorema 2.1. Á súa vez, dentro da sección dedicada aos
grupos de Lie, abordarase a análise utilizando a caracterización dos grupos de Lie unimodulares
(Sección 2.2.1) e non unimodulares (Sección 2.2.2) aportada por Milnor en [110]. Na Sección
2.3 compararemos a clasificación obtida con resultados previos dados por outros autores para
determinados funcionais cuadráticos e prestaremos especial atención a funcionais cun interese
xeométrico destacado.Por último, na Sección 2.4 relaciónanse os solitóns de Ricci homoxéneos
coas métricas críticas para funcionais cuadráticos, obtendo que ditos solitóns son exactamente as
métricas críticas para funcionais cuadráticos con enerxía cero (Teorema 2.17).

25
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2.1. Espazos simétricos

Dicimos que unha variedade riemanninana é localmente simétrica se o tensor de curvatura é
paralelo, isto é, a derivada covariante do tensor de curvaturaR é cero,∇R = 0. Equivalentemen-
te, é localmente simétrica se a simetría xeodésica con respecto a cada punto é unha isometría.
Así, se (M, g) é localmente simétrica, o operador de Ricci ten un único autoespazo, co cal é
Einstein, ou é paralelo. Polo tanto, os autoespazos do operador de Ricci son paralelos e (M, g)
escinde como produto. En termos dos autovalores do operador de Ricci, en dimensión tres a
única posibilidade non Einstein é Ric = diag[0, c, c]. Tendo en conta estas dúas posibilidades,
podemos dar o seguinte resultado que recolle os dous posibles casos para variedades simétricas.

Lema 2.2. Sexa (M, g) unha variedade simétrica de dimensión tres. Entón tense un dos seguintes
casos:

1. O grupo de isometrías ten dimensión seis. Neste caso, (M, g) ten curvatura seccional
constante e a métrica é Ft-crítica para todo t ∈ R.

2. O grupo de isometrías ten dimensión catro. Neste caso, (M, g) é un produto R×N(c), onde
N(c) é unha superficie de curvatura seccional constante c, e é Ft-crítica para t = −1

2
.

Demostración. Como se explicou anteriormente, o operador de Ricci dunha variedade simétrica
pode ser c · Id ou ben diag[0, c, c]. No primeiro caso, trátase dunha métrica de Einstein con
curvatura seccional constante c/2 e é crítica para todos os funcionais, co que se tería a primeira
das opcións.

Se Ric = diag[0, c, c], a variedade (M, g) descomponse coma un produto R × N(c), sendo
N(c) unha superficie de curvatura seccional constante c, e a ecuación (2.2) redúcese a(

R[ρ]− 1
3
‖ρ‖2 g

)
+ tτ

(
ρ− 1

3
τ g
)

= 0.

Sexa {E1, E2, E3} unha referencia ortonormal local tal que E1 é tanxente a R. Dado que
Ric = diag[0, c, c], na referencia ortonormal {Ei} os elementos da curvatura veñen dados por

ρ(E1, E1) = ρ(Ei, Ej) = 0, i 6= j, ρ(E2, E2) = ρ(E3, E3) = c,
R[ρ](E1, E1) = R[ρ](Ei, Ej) = 0, i 6= j, R[ρ](E2, E2) = R[ρ](E3, E3) = c2,

τ = 2c, ‖ρ‖2 = 2c2.

Logo, as ecuacións resultantes son as seguintes:(
R[ρ]− 1

3
‖ρ‖2 g

)
(E1, E1) + tτ

(
ρ− 1

3
τ g
)

(E1, E1) = −2
3
c2(1 + 2t),(

R[ρ]− 1
3
‖ρ‖2 g

)
(Ei, Ei) + tτ

(
ρ− 1

3
τ g
)

(Ei, Ei) = 1
3
c2(1 + 2t), i = 2, 3,(

R[ρ]− 1
3
‖ρ‖2 g

)
(Ei, Ej) + tτ

(
ρ− 1

3
τ g
)

(Ei, Ej) = 0, i 6= j.

Polo tanto, os produtos R×N(c) son Ft-críticos para t = −1
2
.
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2.2. Grupos de Lie en dimensión tres

O produto corchete dunha álxebra de Lie de dimensión tres g pode describirse como [x, y] =
L(x× y), sendo ‘×’ o produto vectorial en R3 e L unha aplicación linear de g en si mesma. Esta
aplicación linear L pode ser usada para dar unha clasificación dos grupos de Lie que é de axuda
á hora de abordar o estudo das métricas críticas.

Un grupo de LieG dise unimodular se a súa medida de Haar invariante á esquerda é invariante
á dereita. De xeito equivalente, un grupo de Lie conexo é unimodular se e só se tr {ad(x)} = 0
para todo x ∈ g, sendo g a álxebra de Lie de G. Por outra banda, en [110] demóstrase que un
grupo de Lie G é unimodular se e só se a transformación linear L é autoadxunta e, polo tanto,
toda métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie unimodular pode ser descrita cos corchetes

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2, [e1, e2] = λ3e3, (2.3)

onde {e1, e2, e3} é unha base ortonormal de autovectores de L, e as constantes de estrutura λ1,
λ2 e λ3 son os respectivos autovalores.

As álxebras de Lie non unimodulares de dimensión tres descríbense como produtos semidi-
rectos R n r2, sendo r2 unha álxebra de Lie abeliana de dimensión dous. En [110] demostrouse
que toda métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie non unimodular pode describirse cos
corchetes

[e1, e2] = αe2 + βe3, [e1, e3] = γe2 + δe3, [e2, e3] = 0, (2.4)

sendo {e1, e2, e3} unha base ortonormal e α, β, γ, δ ∈ R. Sen perda de xeneralidade, podemos
normalizar as constantes de estrutura de xeito que α + δ = 2. Ademais, a estrutura semidirecta
está definida mediante unha derivación de r2 dada por

A =

(
α γ
β 2− α

)
.

Grazas a estas descricións dos grupos de Lie unimodulares e non unimodulares, o estudo das
métricas críticas en grupos de Lie de dimensión tres dá lugar a sistemas de ecuacións alxébricas
dependentes das constantes de estrutura correspondentes. Nas seguintes subseccións estudaranse
por separado os grupos de Lie unimodulares e non unimodulares.

2.2.1. Métricas críticas en grupos de Lie unimodulares

SexaG un grupo de Lie unimodular cunha métrica invariante á esquerda g, e sexa {e1, e2, e3}
unha base ortonormal que describe o produto corchete da álxebra de Lie g como en (2.3). Os
elementos da curvatura que nos interesan para analizar as ecuacións de Euler-Lagrange veñen
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dados polas seguintes compoñentes non nulas:

ρ(ei, ei) =1
2

(
λ2
i − (λj − λk)2

)
, {i, j, k} = {1, 2, 3},

R[ρ](ei, ei) =1
4
(λj + λk − λi)

(
λ3
i − 3(λj − λk)2λi + 2(λj − λk)2(λj + λk)

)
,

τ =− 1
2
(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3) + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,

‖ρ‖2 =3
4
(λ4

1 + λ4
2 + λ4

3)− (λ3
1(λ2 + λ3) + λ3

2(λ1 + λ3) + λ3
3(λ1 + λ2))

+ 1
2
(λ2

1λ
2
2 + λ2

1λ
2
3 + λ2

2λ
2
3) + (λ2

1λ2λ3 + λ1λ
2
2λ3 + λ1λ2λ

2
3).

(2.5)

Vexamos en primeiro lugar que condicións deben satisfacer as constantes de estrutura para
que a métrica invariante á esquerda sexa Einstein. Para iso, basta con achar as condicións que
fan que o operador de Ricci teña todos os seus autovalores iguais, neste caso dados por Rici =
1
2

(λ2
i − (λj − λk)2), con {i, j, k} = {1, 2, 3}. Se Rici = Ricj , mediante un cálculo sinxelo

obtemos que
Rici − Ricj = 2(λi − λj)(λi + λj − λk) = 0,

para calquera combinación que satisfaga {i, j, k} = {1, 2, 3}. Así, a variedade será Einstein
se λ1 = λ2 = λ3 ou se λi = λj 6= λk = 0 con {i, j, k} = {1, 2, 3}. Ademais, no último
caso a métrica é chá dado que se ten Rici = 0 para todo i. No que resta de sección, cando se
faga referencia ás métricas críticas para os funcionais cuadráticos, as métricas Einstein serán
excluídas.

Consideremos o tensor de tipo (0,2) definido a partir da ecuación (2.2),

Ft = ∆ρ+ 2(R[ρ]− 1
3
‖ρ‖2g) + 2tτ(ρ− 1

3
τg). (2.6)

O problema de achar métricas invariantes á esquerda que sexan críticas para o funcional Ft é
equivalente a buscar aquelas métricas que anulan o tensor Ft. Dadas as expresións dos elementos
da curvatura (2.5), as compoñentes non nulas do tensor son as seguintes:

3Ft11 = 2(t+ 3)λ4
1 − 5(t+ 1)λ3

1(λ2 + λ3)

+ λ2
1((3t+ 1)(λ2

2 + λ2
3) + 2(t+ 1)λ2λ3)

+ (t+ 1)λ1(λ2 − λ3)2(λ2 + λ3)

− ((t+ 3)(λ2
2 + λ2

3)− 2(t− 1)λ2λ3)(λ2 − λ3)2,

(2.7)

3Ft22 = 2(t+ 3)λ4
2 − 5(t+ 1)λ3

2(λ1 + λ3)

+ λ2
2((3t+ 1)(λ2

1 + λ2
3) + 2(t+ 1)λ1λ3)

+ (t+ 1)λ2(λ1 − λ3)2(λ1 + λ3)

− ((t+ 3)(λ2
1 + λ2

3)− 2(t− 1)λ1λ3)(λ1 − λ3)2,

(2.8)

3Ft33 = 2(t+ 3)λ4
3 − 5(t+ 1)λ3

3(λ2 + λ1)

+ λ2
3((3t+ 1)(λ2

2 + λ2
1) + 2(t+ 1)λ2λ1)

+ (t+ 1)λ3(λ2 − λ1)2(λ2 + λ1)

− ((t+ 3)(λ2
2 + λ2

1)− 2(t− 1)λ2λ1)(λ2 − λ1)2.

(2.9)
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Unha vez obtidas as expresións que determinan o tensor Ft, estamos en condicións de dar os
seguintes resultados.

Lema 2.3. Sexa G un grupo de Lie unimodular de dimensión tres dotado dunha métrica in-
variante á esquerda g e con curvatura escalar cero. Entón, g é crítica para o funcional S e,
ademais, é Ft-crítica para algún t ∈ R se e só se é chá.

Demostración. Dado que a curvatura escalar é cero, o tensor Ft redúcese a

Ft = ∆ρ+ 2
(
R[ρ]− 1

3
‖ρ‖2 g

)
.

Un cálculo directo a partir das expresións calculadas en (2.5) tendo en conta que τ = −1
2
(λ2

1 +
λ2

2 + λ2
3) + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = 0 amosa que as compoñentes non nulas do tensor Ft veñen

dadas polas seguintes expresións:

Ft11 = 4
3
λ1 ((3λ1 − 2λ3)(λ1 − λ3)(λ1 + 2λ3)− 3λ2(λ1 + λ3)(λ1 + 4λ3)) ,

Ft22 = 4
3
λ2 ((3λ2 − 2λ3)(λ2 − λ3)(λ2 + 2λ3)− 3λ1(λ2 + λ3)(λ2 + 4λ3)) ,

Ft33 = 4
3
λ3 ((3λ3 − 2λ2)(λ3 − λ2)(λ3 + 2λ2)− 3λ1(λ3 + λ2)(λ3 + 4λ2)) .

Se λ2 = 0, a curvatura escalar é da forma τ = −1
2
(λ1 − λ3)2 = 0, logo λ1 = λ3 e, polo tanto, a

métrica é chá. Seguindo un razoamento análogo obtemos a mesma conclusión tomando λ1 = 0
e λ3 = 0.

Supoñamos que as constantes de estrutura son distintas de cero. Dado que buscamos anular
as expresións Ftii, calquera combinación destas deberá anularse tamén. Tomando a combinación
dada por

48
64

(4λ2 + λ3)λ3 F
t
22 − 1

64
{(4λ2 + λ3)(12λ2 + 45λ3)− 45λ2

3} Ft33

= λ2λ3(λ2
2 − λ2

3)(8λ2
2 − λ2λ3 + 8λ2

3),

e tendo en conta que supoñemos que as constantes de estrutura non se anulan, temos que λ2 =
±λ3. Comprobamos a continuación que ningunha destas opcións é admisible.

Se λ2 = λ3, a curvatura escalar é da forma τ = −1
2
λ1(λ1 − 4λ3), polo que se ten λ1 = 4λ3.

Así, Ft11 = 320λ4
3, polo que Ft11 non se anularía.

Se λ2 = −λ3, a curvatura escalar é da forma τ = −1
2
(λ2

1+4λ2
3), polo que non se anularía.

Teorema 2.4. Sexa G un grupo de Lie unimodular de dimensión tres. Unha métrica invariante á
esquerda non Einstein g en G é Ft-crítica se e só se é homotética a unha métrica dada por (2.3)
coas constantes de estrutura dadas coma nun dos seguintes casos:

(1.a) (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 1). Neste caso o funcional Ft está determinado por t = −3 e a
curvatura escalar satisfai τ = −1

2
.

(1.b) (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1) con λ 6= 1
4
. Neste caso o funcional Ft está determinado por t =

−3 +
10λ

4λ− 1
, e a curvatura escalar satisfai τ = 1

2
(4λ− 1).
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(2) (λ1, λ2, λ3) = (1, λ2, λ3), con 1 6= λ2 6= λ3 6= 1, e

λ2 =
(2κ+ 1)2 ±

√
(2κ+ 1)(4κ2 + 6κ+ 1)

2(2κ+ 1)
,

λ3 =
(2κ+ 1)2 ∓

√
(2κ+ 1)(4κ2 + 6κ+ 1)

2(2κ+ 1)
,

onde κ ∈
(
−1

4
(3 +

√
5),−1

2

)
ou κ > −1

4

(
3−
√

5
)

e κ 6= 0, 1
2
(1±

√
5).

Neste caso o funcional Ft está determinado por t = 2κ3+4κ2+4κ+1
κ2 e a curvatura escalar

vén dada por τ = 2κ2

1+2κ
.

Demostración. Unha métrica invariante á esquerda é Ft-crítica para algún valor de t se satisfai
a ecuación (2.2) ou, equivalentemente, se anula o tensor Ft descrito en (2.6). Para o caso das
métricas invariantes á esquerda sobre grupos de Lie unimodulares, dito tensor vén dado polas
expresións (2.7), (2.8) e (2.9). Para reducir a complexidade do estudo das ecuacións, conside-
raremos de xeito independente as seguintes posibilidades para as constantes de estrutura dunha
métrica non Einstein:

1. λ1 = λ2 6= λ3 6= 0. Á súa vez, podemos distinguir dous subcasos:

a) λ1 = λ2 = 0, λ3 = µ 6= 0, e

b) λ1 = λ2 = λ 6= 0, λ3 = µ 6= 0.

Dado que a ecuación (2.2) é invariante por homotecias, podemos normalizar as constantes
de estrutura sen perda de xeneralidade, reducindo así a análise a (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 1)
(caso 1.a) e a (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1) (caso 1.b), respectivamente.

2. λi 6= λj para todo i 6= j. Dado que polo menos unha das constantes de estrutura é distinta
de cero, podemos deformar a métrica invariante á esquerda de xeito homotético e analizar
unicamente o caso (λ1, λ2, λ3) = (1, λ2, λ3).

Ademais, reordenando os vectores da base {e1, e2, e3} podemos reordenar as constantes de estru-
tura, polo que as solucións resultantes dos casos restantes serán análogas ás dos casos propostos
aquí.

Caso (1.a): as constantes de estrutura satisfán (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 1). Os polinomios
dados polas expresións (2.7), (2.8) e (2.9) redúcense a

Ft11 = Ft22 = −1
2
Ft33 = −1

3
(t+ 3).

Entón, unha métrica invariante á esquerda con constantes de estrutura (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 1) é
Ft-crítica para t = −3. Ademais, o operador de Ricci é da forma Ric = diag

[
−1

2
,−1

2
, 1

2

]
.

Caso (1.b): as constantes de estrutura satisfán (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1), con λ 6= 0. Os
polinomios dados polas expresións (2.7), (2.8) e (2.9) redúcense a

Ft11 = Ft22 = −1

2
Ft33 = −1

3
(λ− 1)((4λ− 1)t+ 2λ− 3).
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Se λ = 1, as tres constantes de estrutura son iguais e polo tanto a métrica é Einstein. Se 4λ = 1,
entón Ft11 = −5

8
e polo tanto non é crítica para ningún valor de t. Así, se λ 6= 1

4
, a métrica

invariante á esquerda é Ft-crítica para t = −2λ−3
4λ−1

. Ademais, o operador de Ricci é da forma
Ric = diag

[
λ− 1

2
, λ− 1

2
, 1

2

]
.

Caso (2): as constantes de estrutura (λ1, λ2, λ3) son distintas. Dado que buscamos anular
as expresións dadas polo tensor Ft, calquera combinación dada polos polinomios Ft11, Ft22 e Ft33

debe anularse tamén. Deste xeito, posto que as constantes de estrutura son distintas entre si,
podemos tomar a seguinte combinación:

1
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

Ft11 + 1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

Ft22 + 1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

Ft33 = 4(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)− 4tτ,

onde τ = −1
2
(λ2

1+λ2
2+λ2

3)+λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3 é a curvatura escalar. No Lema 2.3 probouse que
toda métrica invariante á esquerda crítica con curvatura escalar cero é Einstein, logo podemos
asumir que τ 6= 0. Así, obtemos t =

λ2
1+λ2

2+λ2
3

τ
e os polinomios Ftii redúcense aos seguintes:

3Ft11 = (2λ1 − λ2 − λ3) p,

3Ft22 = (2λ2 − λ1 − λ3) p,

3Ft33 = (2λ3 − λ2 − λ1) p,

onde p = λ3
1 − λ2

1(λ2 + λ3)− λ1(λ2 + λ3)2 + (λ2 − λ3)2(λ2 + λ3). Se p 6= 0, as constantes de
estrutura deben ser iguais, polo que a métrica invariante á esquerda é Einstein. Estudemos o caso
no que se anula o polinomio p.

Se λ1 = 0, temos que p = (λ2 − λ3)2(λ2 + λ3). Polo tanto, anúlase se λ2 = λ3 (e a métrica
invariante á esquerda é Einstein) ou λ2 = −λ3, e a métrica invariante á esquerda é Ft-crítica para
t = −1 con operador de Ricci de rango un: Ric = diag[−2λ2

2, 0, 0].
Se λ1 6= 0, podemos reescalar a métrica para obtermos λ1 = 1. Ademais, do mesmo xeito

que no traballo de J. Milnor [110], podemos realizar un cambio de constantes de estrutura de
xeito que

λ1 = µ2 + µ3, λ2 = µ1 + µ3, λ3 = µ1 + µ2.

Utilizando simultaneamente o reescalado e o cambio de constantes de estrutura, temos

λ1 = 1, λ2 = µ1 + µ3, λ3 = 1 + µ1 − µ3.

Deste xeito, o polinomio p queda como segue:

p = µ1(µ1 + 1) + (2µ1 + 1)µ3 − (2µ1 + 1)µ2
3.

O polinomio resultante é de grao dous en µ3, polo que é posible resolver a ecuación p = 0,
obtendo

µ3 =
(2µ1 + 1)∓

√
(2µ1 + 1)(4µ2

1 + 6µ1 + 1)

2(2µ1 + 1)
.
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µ3 está definido para µ1 ∈ (−3+
√

5
4
,−1

2
)∪ (−3−+

√
5

4
,+∞). Polo tanto, unha métrica invariante á

esquerda dada por (2.3) con constantes de estrutura distintas entre si é Ft-crítica para algún valor
de t se e só se é homotética a unha métrica invariante á esquerda dada por λ1 = 1,

λ2 =
(2µ1 + 1)2 ±

√
(2µ1 + 1)(4µ2

1 + 6µ1 + 1)

2(2µ1 + 1)
, e

λ3 =
(2µ1 + 1)2 ∓

√
(2µ1 + 1)(4µ2

1 + 6µ1 + 1)

2(2µ1 + 1)
.

Ademais, as constantes de estrutura son distintas se µ1 /∈ {0, 1
2
(1±
√

5)}, o que completa o caso
(2).

Observación 2.5. As posibles métricas unimodulares Ft-críticas amósanse na Figura 2.2.1. Ana-
lizando as diferentes posibilidades para as constantes de estrutura dos grupos de Lie de dimensión
tres, observamos o seguinte:

1. O grupo de Heisenberg admite unha métrica non Einstein Ft-crítica se e só se t = −3.

2. O grupo de Poincaré E(1, 1) admite unha métrica Ft-crítica se e só se t = −1. Ademais,
E(1, 1) non admite métricas Einstein.

3. O grupo euclídeo E(2) de movementos ríxidos do plano euclídeo non admite métricas
Ft-críticas non Einstein.

4. Os grupos SL(2,R) ou O(1, 2) admiten unha métrica Ft-crítica non Einstein se e só se

a) t ∈ (−3,−1
2
) e a métrica invariante á esquerda é homotética a unha determinada

polas constantes de estrutura (λ, λ, 1), con λ dada por λ = t+3
4t+2

< 0.

b) t ∈ (1
2
(9− 5

√
5),−1) e a métrica invariante á esquerda é homotética a unha determi-

nada polas constantes de estrutura do Teorema 2.4-(2) para κ ∈ (−1
4
(3 +

√
5),−1

2
) \

{1
2
(1−

√
5)}.

5. Os grupos SO(3) e SU(2) admiten unha métrica Ft-crítica non Einstein se e só se

a) t ∈ (−∞,−3) ∪ (−1
2
,∞) e a métrica invariante á esquerda é homotética a unha

determinada polas constantes de estrutura (λ, λ, 1), con λ dada por λ = t+3
4t+2

> 0.

b) t ∈ (1
2
(9 + 5

√
5),∞) e a métrica invariante á esquerda é homotética a unha determi-

nada polas constantes de estrutura do Teorema 2.4-(2) para κ ∈ (−1
4
(3−

√
5),∞) \

{0, 1
2
(1−

√
5)}.

Observación 2.6. Nótese que para calquera valor de t < −3, existen métricas invariantes á
esquerda sobre SO(3) non Einstein e críticas. Ademais, estas métricas teñen curvaturas de Ricci
positivas e negativas, polo que a suposición de ter curvatura seccional non negativa no Teorema
1.1 de [45] non pode ser eliminada.
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Figura 2.2.1: Rango de t para métricas Ft-críticas en grupos de Lie unimodulares.

Para todo t ∈ [−1
3
,−1

6
) existen métricas invariantes á esquerda críticas sobre SO(3) determi-

nadas polas constantes de estrutura (λ, λ, 1) con 17
8
< λ ≤ 4. Ademais, as curvaturas seccionais

de ditas métricas son positivas, o que amosa a necesidade das condicións fixadas no Teorema 1.5
de [45].

Observación 2.7. O grupo de isometrías dunha variedade homoxénea de dimensión tres pode ser
de dimensión tres, catro ou seis. O caso de dimensión seis correspóndese cos espazos de curva-
tura seccional constante. As variedades homoxéneas de dimensión tres con grupo de isometría
de dimensión catro son simétricas (e polo tanto un produto R × N(c)) ou unha das seguintes
xeometrías: Nil3, SL(2,R) ou as esferas de Berger (véxase, por exemplo, [61]). A existencia de
métricas críticas sobre estas xeometrías vén dada polo Lema 2.2 e polo caso (1) do Teorema 2.4,
como se ilustra na Figura 2.2.1.

A xeometría Nil3, determinada pola métrica invariante á esquerda sobre o grupo de Hei-
senberg, correspóndese coa métrica descrita no caso (1.a) do Teorema 2.4. As xeometrías das
esferas de Berger e SL(2,R) correspóndense cos grupos de Lie unimodulares con métricas in-
variantes á esquerda determinadas polas constantes de estrutura (λ, λ, µ) satisfacendo λµ > 0
no caso das esferas de Berger e λµ < 0 no caso da xeometría de SL(2,R). A curvatura escalar,
τ = 1

2
µ(4λ − µ), é sempre distinta de cero no caso das xeometrías de SL(2,R), mentres que

pode ser cero no caso das esferas de Berger se µ = 4λ. Se τ = 0, a métrica é crítica para o
funcional S. Polo tanto, obtemos a seguinte conclusión:

Sexa (M, g) unha variedade homoxénea completa e simplemente conexa de dimen-
sión tres con grupo de isometrías de dimensión catro. Entón, (M, g) é crítica para
algún funcional cuadrático. Ademais, para calquera t ∈ R, existe unha varieda-
de homoxénea de dimensión tres con grupo de isometrías de dimensión catro que é
Ft-crítico para dito valor de t.

As esferas de Berger e SL(2,R) son métricas Ft-críticas para t = −2λ−3µ
4λ−µ con λ 6= 1

4
µ. Así,

a enerxía do funcional vén dada por ‖ρ‖2 + tτ 2 = 3
2
λµ3. Polo tanto, o funcional ten enerxía
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positiva para as esferas de Berger e negativa para a xeometría de SL(2,R).

Observación 2.8. Unha variedade homoxénea M = G/K cunha acción transitiva dun subgrupo
de Lie G do grupo de isometrías e cunha descomposición redutiva g = k ⊕ m é naturalmente
redutiva se

〈[X, Y ]m, Z〉+ 〈Y, [X,Z]m〉 = 0, para todo X, Y, Z ∈ m.

As variedades homoxéneas naturalmente redutivas constitúen a clase máis sinxela de espazos
homoxéneos. Os espazos naturalmente redutivos completos e simplemente conexos de dimen-
sión tres foron clasificados por Tricerri e Vanhecke [131], os cales amosaron que son ou ben
un espazo forma ou isométricos a un grupo de Lie SU(2), SL(2,R) ou o grupo de Heisen-
berg Heis3 dotados dunha métrica invariante á esquerda adecuada. Obtense do traballo [131]
que dita métrica invariante á esquerda está determinada por (2.3) con constantes de estrutura
(λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, µ). Polo tanto, temos que

Todo espazo homoxéneo naturalmente redutivo é crítico para algún funcional cua-
drático da curvatura. Ademais, para todo t ∈ R, existe un espazo homoxéneo natu-
ralmente redutivo non Einstein que é Ft-crítico.

Observación 2.9. En [71] amósase que un grupo de Lie unimodular de dimensión tres determi-
nado por (2.3) é cíclico se e só se λ1 + λ2 + λ3 = 0. Polo tanto, a álxebra de Lie é isomorfa a
sl(2,R) con λ3 = −(λ1 + λ2), λ1, λ2 > 0, ou a e(1, 1) con λ1 = −λ3 > 0 e λ2 = 0.

Entón, séguese do Teorema 2.4 que un grupo de Lie unimodular cíclico é crítico se e só se
t = −4

3
ou t = −1. O primeiro caso correspóndese co grupo SL(2,R) con constantes de estrutura

(λ, λ,−2λ) e o segundo caso co grupo de Poincaré E(1, 1) determinado polas constantes de
estrutura (λ, 0,−λ).

2.2.2. Métricas críticas en grupos de Lie non unimodulares

Sexa G un grupo de Lie non unimodular cunha métrica invariante á esquerda g e sexa
{e1, e2, e3} unha base ortonormal que describe o produto corchete da álxebra de Lie g como
en (2.4). Os obxectos asociados á curvatura que desempeñan un papel na expresión (2.2) están
determinados polas seguintes compoñentes non nulas:

ρ(e1, e1) = −2(α2 − 2α + 2)− 1
2
(β + γ)2,

ρ(e2, e2) = 1
2
(−4α− β2 + γ2),

ρ(e2, e3) = (α− 2)β − αγ,

ρ(e3, e3) = 1
2
(4α + β2 − γ2 − 8),
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2R[ρ](e1, e1) = 4α(α− 2)(6 + (β − γ)2) + (β2 − γ2)

+ 10β2 + 4βγ + 10γ2 + 32,

4R[ρ](e2, e2) = 8α4 − 8α3 + 2(5β2 + 4βγ − γ2 − 8)α2

− 2(7β2 + 2βγ − 5γ2 − 16)α
+ (β + γ)(8(β − γ) + 2β3 + 3β2γ − γ3),

4R[ρ](e2, e3) = ((2− α)β − αγ)(16− 24α + 12α2 + 3(β + γ)2),

4R[ρ](e3, e3) = 8α4 − 56α3 − 2(β2 − 4βγ − 5γ2 − 64)α2

− 2(β2 + 14βγ + 13γ2 + 64)α
− β4 − β3γ + 3β2γ2 + 5βγ3 + 2γ4 + 4β2 + 20γ2 + 64,

τ = −8 + 2(2− α)α− 1
2
(β + γ)2,

‖ρ‖2 = 4α4 − 16α3 + 4(β2 + γ2 + 10)α2 − 8(β2 + γ2 + 6)α
+ 1

4
(β + γ)(3β3 + β2γ + βγ2 + 3γ3 + 32γ) + 8β2 + 32.

As curvaturas de Ricci, é dicir, os autovalores do operador de Ricci, dunha métrica invariante
á esquerda satisfacendo (2.4) veñen dadas por

Ric1 = −2− 1
2
(4 + (β + γ)2 + 4α(α− 2)),

Ric2 = −2− 1
2

√
(4 + (β − γ)2)((β + γ)2 + 4(α− 1)2),

Ric3 = −2 + 1
2

√
(4 + (β − γ)2)((β + γ)2 + 4(α− 1)2).

Polo tanto, a partir destas expresións comprobamos que a métrica invariante á esquerda é Einstein
se e só se α = 1 e β = −γ. A curvatura escalar é estritamente negativa; en concreto, é menor ou
igual que−6, valor que acada se e só se a métrica é Einstein, polo que non hai métricas invariantes
á esquerda non Einstein S-críticas nun grupo non unimodular. Ademais, unha métrica invariante
á esquerda nun grupo non unimodular é simétrica se e só se é Einstein ou ben satisfai β = γ e
detA = 0. No que resta de sección excluiranse as métricas Einstein cando se faga referencia ás
métricas críticas para funcionais cuadráticos.

Ao igual que fixemos no caso dos grupos unimodulares, consideramos o tensor de tipo (0,2)
asociado á ecuación (2.2),

Ft = ∆ρ+ 2(R[ρ]− 1
3
‖ρ‖2g) + 2tτ(ρ− 1

3
τg),

de xeito que as métricas críticas para o funcional Ft son aquelas que anulan dito tensor. Dadas
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as expresións dos elementos da curvatura, as compoñentes non nulas do tensor son as seguintes:

Ft11 =− 1
3

(
4 + 4(α− 2)α + (β + γ)2

)
×(

8 + 4(α− 2)α + 3β2 − 2βγ + 3γ2 + t
(
16 + 4(α− 2)α + (β + γ)2

))
,

Ft22 =1
3

(
8α4 − 56α3 − 4α2

(
β2 − 5γ2 − 32

)
− 2α

(
5β2 − 6βγ + 29γ2 + 72

)
−3β4 +

(
β2 + 40

)
γ2 − β

(
β2 + 8

)
γ + 16β2 + 5βγ3 + 6γ4 + 64

+t(2(α− 5)α− (β − 2γ)(β + γ) + 8)
(
16 + 4(α− 2)α + (β + γ)2

))
,

Ft23 =− αγ
(
4α(2α− 5) + β2 + 16

)
+ (α− 2)β

(
4α(2α− 3) + 3β2 + 8

)
+ (α− 2)βγ2 − 3αγ3 + t((α− 2)β − αγ)

(
16 + 4(α− 2)α + (β + γ)2

)
,

Ft33 =− Ft11 − Ft22.

(2.10)

Dada a descrición do tensor Ft, estamos en condicións de dar o resultado de clasificación das
métricas invariantes á esquerda críticas para algún funcional cuadrático en grupos de Lie non
unimodulares.

Teorema 2.10. Sexa G un grupo de Lie non unimodular de dimensión tres. Unha métrica inva-
riante á esquerda non Einstein g en G é Ft-crítica se e só se a álxebra de Lie g de G dada por
(2.4) se corresponde cun dos seguintes casos:

(1) A derivación que determina o produto semidirecto é autoadxunta. Neste caso, o funcional
Ft está determinado por

t = −2− detA

4− detA
= −γ

2 + α(α− 2) + 2

γ2 + α(α− 2) + 4

e a curvatura escalar vén dada por τ = 2(detA− 4).

(2) A derivación que determina o produto semidirecto ten determinante cero, detA = 0. Neste
caso, o funcional Ft está determinado por

t = −8 + 3(β − γ)2

16 + (β − γ)2

e a curvatura escalar vén dada por τ = −1
2
(16 + (β − γ)2).

Demostración. Dado o tensor Ft descrito en (2.10), un grupo de Lie non unimodular admite unha
métrica invariante á esquerda Ft-crítica se e só se as constantes de estrutura α, β e γ satisfán as
ecuacións Ftij = 0. Un cálculo directo amosa que

1
2
(β − 2γ)Ft11 − 1

2
(β + γ)Ft22 + (α− 1)Ft23 = 2(β − γ) detA(τ + 6).

Como xa se mencionou antes, unha métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie non unimo-
dular é Einstein se e só se a súa curvatura escalar é τ = −6, polo que a anulación do último
factor da expresión anterior dá lugar ás métricas Einstein. En consecuencia, debemos estudar
dúas posibilidades:
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1. β = γ, e

2. detA = 0.

Se se cumpren simultaneamente ambas as dúas condicións, a métrica invariante á esquerda é
simétrica e a variedade escinde como produto, concretamente R × H2(−4). Este espazo está
incluído na clasificación dada no Lema 2.2. Consideremos agora os dous casos de forma inde-
pendente.

Caso 1: β = γ.
Con esta condición, os polinomios Ftij redúcense a

Ft11 = −16
3

(γ2 + (α− 1)2)q, Ft22 = 8
3

(γ2 + (α− 1)(α− 4))q,

Ft23 = −8γq, Ft33 = 8
3

(γ2 + (α− 1)(α + 2))q,

onde q = 2 +α(α− 2) + γ2 + t(4 +α(α− 2) + γ2). Atendendo á ecuación Ft11 = 0, temos que
ou ben α = 1 e γ = 0, e a métrica é Einstein, ou ben q = 0. Entón, t = −γ2+α(α−2)+2

γ2+α(α−2)+4
, o que se

corresponde co primeiro caso do teorema.
Caso 2: detA = 0.
Con esta condición, os polinomios Ftij redúcense a

Ft11 = −1
3

((β − γ)2 + 4)p, Ft22 = −1
3

((β − γ)(β + 2γ) + 6α− 8)p,

Ft23 = (β(α− 2)− αγ)p, Ft33 = 1
3

((β − γ)(2β − 2γ) + 6α− 4)p,

onde p = 8 + 3(β − γ)2 + t(16 + (β − γ)2). Así, Ft11 = 0 se e só se p = 0, é dicir, se e
só se t = −8+3(β−γ)2

16+(β−γ)2 . Entón, todo grupo non unimodular con detA = 0 admite unha métrica
invariante á esquerda Ft-crítica, o que se corresponde co segundo caso do teorema.

Observación 2.11. As métricas críticas obtidas no caso (1) do Teorema satisfán ‖ρ‖2 + tτ 2 = 0,
é dicir, teñen enerxía cero. Por outra banda, as métricas obtidas no caso (2) satisfán ‖ρ‖2 + tτ 2 =
−6(β − γ)2. Polo tanto, toda métrica crítica obtida no caso (2) ten enerxía negativa agás se
t = −1

2
, que se corresponde coa variedade simétrica R × H2(−4) achada na intersección dos

dous casos.

Observación 2.12. Para calquera t ∈ (−1,−1
3
] existe unha métrica invariante á esquerda Ft-

crítica dada polo Teorema 2.10-1. O caso 2 deste teorema proporciona métricas Ft-críticas para
os valores de t ∈ (−3,−1

2
] (véxase a Figura 2.2.2). Para calquera valor de t ∈ (−1,−1

2
), existen

métricas críticas dos dous tipos reflectidos no teorema. Porén, ditas métricas non son isométricas,
xa que as métricas do caso 1 teñen as tres curvaturas de Ricci distintas, mentres que as do caso 2
teñen dúas iguais: Ric1 = Ric2 = −1

2
(8 + (β − γ)2) e Ric3 = 1

2
(β − γ)2.

Observación 2.13. As métricas invariantes á esquerda nos grupos de Lie non unimodulares con
determinante da derivación nulo, detA = 0, son isométricas a métricas invariantes á esquerda
no grupo linear especial SL(2,R) (véxase [109]). De feito, o rango de t obtido para os grupos
de Lie non unimodulares con detA = 0 coincide co obtido para SL(2,R) no estudo dos grupos
de Lie unimodulares, como se pode observar na Figura 2.2.3.
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Figura 2.2.2: Rango de t para as métricas Ft-críticas en grupos de Lie non unimodulares.
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Figura 2.2.3: Rango de t para as métricas Ft-críticas en espazos homoxéneos.

Observación 2.14. Sexa G un grupo de Lie non unimodular descrito como en (2.4). A álxebra de
Lie é un produto semidirecto Re1nr2 inducido por unha derivación A da álxebra de Lie abeliana
r2 xerada por r2 = span{e2, e3}. Se β = γ, a derivación é simétrica e, polo tanto, diagonalizable
nunha base ortogonal {v2, v3} con autovalores ν± = 1±

√
γ2 + (α− 1)2. Así, as constantes de

estrutura na base {v1 = e1, v2, v3} teñen a forma:

[v1, v2] = ν+v2, [v1, v3] = ν−v3, [v2, v3] = 0.

Sexan {v1, v2, v3} as 1-formas duais correspondentes, as constantes de estrutura poden ser escri-
tas como dv1 = 0, dv2 = −ν+v

1 ∧ v2, e dv3 = −ν−v1 ∧ v3. Así, os grupos de Lie con métrica
invariante á esquerda obtidos no caso 1 do Teorema 2.10 son isométricos a R3 con coordenadas
(r, x, y) e a métrica

g(1) = dr2 + e−2rν+dx2 + e−2rν−dy2.

Dun xeito análogo, se detA = 0, a álxebra de Lie correspondente é un produto semidirecto
Re1 n r2 inducido por unha derivación A de r2 con autovalores ν = 0 e µ = 0. Se A fose
diagonal, o espazo sería localmente simétrico, polo que podemos asumir, reordenando a base de
ser necesario, que β 6= 0. Así, a derivación A diagonaliza na base{

v2 = α−2
β
e2 + e3, v3 = α

β
e2 + e3

}
.
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Nesta base, as constantes de estrutura poden ser escritas como dv1 = 0, dv2 = 0, e dv3 =
−2v1 ∧ v3. Polo tanto, os grupos de Lie con métrica invariante á esquerda obtidos no caso 2 do
Teorema 2.10 son isométricos a R3 con coordenadas (r, x, y) e métrica

g(2) = dr2 + (α−2)2+β2

β2 dx2 + α2+β2

β2 e−4rdy2 + 2(α(α−2)+β2)
β2 e−2rdxdy.

Observación 2.15. Unha métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie dise cíclica se satisfai
SXY Zg([X, Y ], Z) = 0, sendo SXY Z a notación para a suma cíclica en X , Y e Z. En [71] amó-
sase que unha métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie non unimodular de dimensión tres
determinado por (2.4) é cíclica se e só se β = γ, o que se corresponde co caso 1 do Teorema 2.10.
Polo tanto, pódese concluír que calquera métrica invariante á esquerda cíclica nun grupo de Lie
non unimodular é Ft-crítica para un t ∈ (−1,−1

3
] adecuado.

2.3. Casos especiais

Antes de abordarmos o estudo sistemático de todos os funcionais cuadráticos da curvatura e
obtermos a clasificación presentada nas seccións 2.1 e 2.2, outros autores estudaron funcionais
concretos cun significado xeométrico destacado. Nesta sección particularízanse os resultados xe-
rais obtidos no Lema 2.2 e nos Teoremas 2.4 e 2.10 para algúns valores específicos do parámetro
t con especial relevancia xeométrica, comparando cos resultados obtidos anteriormente na lite-
ratura, de ser o caso.

2.3.1. O funcional dado pola norma L2 do tensor de curvatura: o valor
crítico t = −1

4

O funcional determinado por t = −1
4

é proporcional ao definido mediante a norma L2 do ten-
sor de curvatura, R =

∫
M
‖R‖2. Este funcional foi estudado con anterioridade por Lamontagne

en [98], quen construíu métricas críticas non Einstein en S3.
Séguese do Lema 2.2 e dos Teoremas 2.4 e 2.10 que unha métrica homoxénea non Einstein

de dimensión tres é Ft-crítica para t = −1
4

se e só se é unha métrica invariante á esquerda en
SO(3) ou SU(2) determinada polas constantes de estrutura da forma (λ, λ, 4

11
λ). Isto completa

o traballo de Lamontagne, xa que demostra que as métricas construídas no seu traballo son as
únicas métricas homoxéneas críticas para este funcional. Neste caso, o operador de Ricci é da
forma Ric = 4

11
λ2diag[9, 9, 2], e a xeometría subxacente é a dunha esfera de Berger. Así, para

este funcional obtemos a seguinte conclusión:

Un espazo localmente homoxéneo é crítico para o funcional F−1/4 se e só se é Eins-
tein ou é a métrica invariante á esquerda na esfera S3 construída por Lamontagne
en [98].
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2.3.2. O funcional dado pola norma L2 do tensor de Ricci: o valor crítico
t = 0

As métricas homoxéneas que son críticas para o funcional determinado pola norma L2 do
tensor de Ricci son Einstein ou métricas invariantes á esquerda nos grupos de Lie unimodulares
SU(2) ou SO(3) determinadas polas constantes de estrutura da forma (λ, λ, 2

3
λ). Neste caso, o

operador de Ricci é da forma Ric = 2
9
λ2diag[2, 2, 1].

2.3.3. O funcional dado pola norma L2 do tensor de Ricci sen traza: o valor
crítico t = −1

3

Dada unha variedade riemanniana de dimensión tres (M, g), o tensor de Ricci sen traza,
ρ0 = ρ− 1

3
τg, mide canto dista a variedade de ser Einstein. O funcional determinado por t = −1

3

correspóndese coa norma L2 do tensor de Ricci sen traza. Tanno estudou a relación de dito
funcional coas métricas Einstein en [130] e Sekigawa construíu métricas críticas non Einstein en
SU(2) en [121].

O Teorema 2.10 amosa que un grupo non unimodular admite unha métrica invariante á es-
querda Ft-crítica para t = −1

3
se e só se a variedade é Einstein. Por outra banda, o Teorema

2.4 amosa que un grupo de Lie unimodular G admite unha métrica invariante á esquerda non
Einstein e Ft-crítica para t = −1

3
se e só se G = SO(3) e a métrica invariante á esquerda está

determinada polas constantes de estrutura da forma (λ, λ, 1
4
λ). Neste caso, o operador de Ricci é

da forma Ric = 1
32
λ2diag[7, 7, 1].

2.3.4. O funcional dado pola norma L2 do tensor de Schouten: o valor crí-
tico t = − 5

16

Dado que a norma do tensor de Schouten dunha variedade de dimensión tres vén dada
pola expresión ‖S‖2 = ‖ρ‖2 − 5

16
τ 2, o funcional dado pola norma L2 do tensor de Schou-

ten correspóndese co funcional Ft con t = − 5
16

. As métricas homoxéneas non Einstein críti-
cas para este funcional realízanse como métricas invariantes á esquerda en SO(3) ou SU(2)
con constantes de estrutura da forma (λ, λ, 12

43
λ). Neste caso o operador de Ricci é da forma

Ric = 12
1849

λ2diag[37, 37, 6].

2.3.5. O valor crítico t = −3
8

Denotemos por σ2(S) a segunda función simétrica elemental dos autovalores do tensor de
Schouten S. No caso das variedades de dimensión tres, esta función vén dada por σ2(S) =
−1

2

(
‖ρ‖2 − 3

8
τ 2
)
, polo que

∫
M
σ2(S) = −1

2
F−3/8. Gursky e Viaclovsky deron en [80] unha

caracterización dos espazos forma como métricas σ2(S)-críticas con enerxía non negativa.
Séguese do Teorema 2.10 que un grupo de Lie non unimodular é Ft-crítico para t = −3

8
se e

só se está determinado por (2.4) con β = γ e α = 1±
√

1
5
− γ2. Neste caso, as curvaturas de Ricci

son {−12
5
,−2 +

√
5

5
,−2 −

√
5

5
} e o funcional ten enerxía cero (véxase a Observación 2.11). Un
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cálculo directo amosa que a variedade non é localmente conformemente chá, o que deixa claro
que a compacidade é unha suposición esencial no traballo de Gursky e Viaclovsky [80, Teorema
5.1]. Ademais, dado que τ = −32

5
, a suposición τ ≥ 0 non pode ser excluída en [47].

No caso unimodular, o Teorema 2.4 amosa que un grupo de Lie unimodular G é crítico
para Ft con t = −3

8
se e só se G é SO(3) ou SU(2) e a métrica invariante á esquerda vén

dada polas constantes de estrutura da forma (λ, λ, 4
21
λ). O operador de Ricci é da forma Ric =

4λ2

441
diag[19, 19, 2] e, polo tanto, ten curvatura seccional positiva. A enerxía do funcional vén dada

por 32
3087

λ4, polo que σ2(S) < 0. Estes exemplos, que se corresponden coas métricas críticas na
esfera S2 contruídas en [80], amosan que a suposición de σ2(S) ≥ 0 é necesaria en [47].

2.3.6. O funcional dado polo polinomio de volume cuadrático: o valor crí-
tico t = 13

4

Denotemos por Vp(r) o volume dunha esfera xeodésica, Vp(r) = vol{expp(x) : ‖x‖ ≤ r}.
Se tomamos a expansión en serie de potencias, o termo de segunda orde está determinado pola
curvatura escalar, mentres que o termo de orde catro vén dado polo polinomio cuadrático de
volume V2 = 8‖ρ‖2 − 3‖R‖2 + 5τ 2 − 18∆τ (véxase [78]). Polo tanto, o funcional cuadrático
determinado por este polinomio é

V : g 7→ V(g) =

∫
M

V2(g)dvolg =

∫
M

{8‖ρ‖2 − 3‖R‖2 + 5τ 2}dvolg.

En dimensión tres sabemos que ‖R‖2 = 2‖ρ‖2 − 1
2
τ 2, logo o funcional determinado polo poli-

nomio cuadrático de volume é 2F13/4.
Séguese dos resultados previos que unha variedade homoxénea de dimensión tres é crítica

para o funcional de volume se e só se se corresponde cunha métrica invariante á esquerda dada
por (2.3) con constantes de estrutura da forma (λ, λ, 12

5
λ) realizada en SO(3) ou SU(2). Neste

caso o operador de Ricci é da forma Ric = 12
25
λ2diag[−1,−1, 6].

2.3.7. O funcional dado polo polinomio espectral cuadrático: o valor críti-
co t = 2

O polinomio espectral cuadrático está determinado por S2 = 2‖R‖2 − 2‖ρ‖2 + 5τ 2 + 12∆τ
(véxase [12, 78]). En dimensión tres, o funcional xerado por este polinomio é equivalente a F2.
Do Lema 2.2 e dos Teoremas 2.4 e 2.10 séguese que unha variedade homoxénea de dimensión
tres é crítica para o funcional espectral se e só se se corresponde cunha métrica invariante á es-
querda determinada por (2.3) con constantes de estrutura da forma (λ, λ, 2λ) realizada en SO(3)
ou SU(2). Neste caso, o operador de Ricci é da forma Ric = diag[0, 0, 2λ2].

2.3.8. O valor crítico t = −1
2

O polinomio cuadrático da distancia media dun movemento browniano está determinado por
E2 = −6∆τ −‖R‖2 + ‖ρ‖2 (véxase [92]). O funcional xerado por este polinomio correspóndese
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con F−1/2 en dimensión tres. Do Lema 2.2 obtemos que toda variedade simétrica de dimensión
tres é crítica para este funcional e dos Teoremas 2.4 e 2.10 séguese que as métricas invariantes á
esquerda nun grupo de Lie arbitrario son F−1/2-críticas se e só se son simétricas. Logo, obtemos
a seguinte conclusión que estende o Teorema 1.2 (i) en [45]:

Unha variedade (localmente) homoxénea non Einstein de dimensión tres, completa
e simplemente conexa é crítica para o funcional F−1/2 se e só se se correspon-
de(localmente) cun produto R×N(c).

2.3.9. O valor crítico t = −3
O grupo de Heisenberg é o único grupo de Lie unimodular determinado polas constantes de

estrutura da forma (0, 0, λ). Séguese do Teorema 2.4-1 que o grupo de Heisenberg é crítico para
t = −3, e dos demais resultados obtense que é a única métrica crítica para dito funcional. Polo
tanto, conclúese o seguinte:

Unha variedade localmente homoxénea de dimensión tres, completa e simplemente
conexa é crítica para o funcional F−3 se e só se se corresponde coa xeometría Nil3.

Ademais, neste caso ‖ρ‖2 − 3τ 2 = 0, polo que este funcional ten enerxía cero para Nil3.

2.3.10. O valor crítico t = −1
Un grupo de Lie non unimodular é F−1-crítico se e só se as constantes de estrutura están

determinadas por detA = 0 e γ = β ± 2. Neste caso, o operador de Ricci ten autovalores
(−6,−6, 2) e ‖ρ‖2 − τ 2 = −24 < 0.

Un grupo de Lie unimodular non Einstein é F−1-crítico se e só se se corresponde cun dos
seguintes casos:

O grupo de PoincaréE(1, 1) de movementos ríxidos no plano de Minkowski cunha métrica
invariante á esquerda determinada polas constantes de estrutura da forma (0, λ,−λ). Neste
caso, o operador de Ricci é da forma Ric = diag[−2λ2, 0, 0] e a enerxía do funcional é
cero.

SL(2,R) ou O(1, 2) cunha métrica invariante á esquerda determinada por (λ, λ,−λ). O
operador de Ricci é da forma Ric = −1

2
λ2diag[3, 3, 1] e ‖ρ‖2 − τ 2 = −3

2
λ4 < 0.

A modo de conclusión, obtemos a seguinte afirmación:

Unha variedade localmente homoxénea de dimensión tres, completa e simplemente
conexa é crítica para o funcional F−1 con enerxía cero se e só se é isométrica ao
grupo de Lie E(1, 1) coa xeometría Sol3.
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2.4. Métricas homoxéneas críticas e solitóns de Ricci
Dado que tanto os solitóns de Ricci coma as métricas críticas para funcionais cuadráticos

xeneralizan as métricas Einstein, é natural preguntarse se existe unha relación entre elas e inves-
tigar, polo tanto, cal é a intersección entre ambas xeneralizacións.

No contexto dos grupos de Lie, os nilsolitóns son solitóns de Ricci alxébricos que se realizan
sobre un grupo de Lie nilpotente. Lauret amosou en [99] que estes solitóns xorden como mé-
tricas críticas do seguinte xeito. Consideremos un espazo dotado dun produto interior (n, 〈·, ·〉).
O conxunto N dos corchetes de Lie nilpotentes en n, o cal é un subconxunto de Λ2n∗ ⊗ n,
é invariante pola acción natural de GL(n) en Λ2n∗ ⊗ n. Utilizamos o produto interior fixado
anteriormente 〈·, ·〉 para considerar calquera µ ∈ N coma unha variedade nilpotente homoxé-
nea (Nµ, 〈·, ·〉), onde Nµ é o grupo de Lie simplemente conexo con álxebra de Lie (n, µ) dota-
do dunha métrica invariante á esquerda determinada polo produto interior, de tal xeito que os
elementos isométricos pertencen á mesma O(n)-órbita. Sexa F o funcional en Λ2n∗ ⊗ n de-
finido como F (µ) = tr Ric2

µ. Utilizando o produto interior inducido en Λ2n∗ ⊗ n, definimos
S = {µ ∈ Λ2n∗ ⊗ n : ‖n‖ = 1}, o conxunto de variedades nilpotentes asociadas a (n, 〈·, ·〉) de
curvatura escalar fixada, S ∩ N = {µ ∈ N : τ(µ) = −1

4
}. Neste contexto, temos o seguinte

resultado de Lauret.

Teorema 2.16 (Lauret [99]). Dado un elemento µ ∈ S∩N ⊂ Λ2n∗⊗n, (Nµ, 〈·, ·〉) é un nilsolitón
de Ricci se e só se µ é un punto crítico de F restrinxido a S.

O propósito desta sección é estender este resultado amosando que os solitóns de Ricci homo-
xéneos no caso tridimensional xorden como métricas críticas para certos funcionais cuadráticos
da curvatura.

Teorema 2.17. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana homoxénea de dimensión tres. Entón,
(M, g) é un solitón de Ricci se e só se (M, g) é crítica para un funcional cuadrático da curvatura
con enerxía cero.

Na Sección 2.4.1 veremos que todo solitón de Ricci homoxéneo é crítico para un funcional
cuadrático da curvatura con enerxía cero, mentres que na 2.4.2 amosaremos que todas as métricas
críticas obtidas para funcionais con enerxía cero son solitóns alxébricos (ver Lemas 2.18 e 2.19).
Deste xeito, o Teorema 2.17 é consecuencia directa das seccións vindeiras.

2.4.1. Os solitóns de Ricci homoxéneos son Ft-críticos con enerxía cero
Sexa (M, g) unha variedade riemanniana homoxénea simplemente conexa de dimensión tres

(no caso de non ser simplemente conexa, traballarase co recubrimento universal). Entón, o grupo
de isometrías ten dimensión tres, catro ou seis, correspondéndose este último caso coas varie-
dades de curvatura seccional constante. Se a dimensión é catro, a variedade é isométrica a un
produto R× S2 ou R×H2, á xeometría Nil3, a unha esfera de Berger, ou á xeometría SL(2,R).
Os espazos produto son simétricos, polo tanto son solitóns de Ricci gradientes ríxidos, e consi-
derarémolos coma o caso (i). Nil3 é un solitón de Ricci alxébrico e será considerado como caso
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(ii). Pola súa parte, as esferas de Berger e a xeometría SL(2,R) son solitóns de Ricci se e só se
son Einstein, xa que admiten un grupo de isometrías semi-simple e transitivo [87].

Se o grupo de isometrías ten dimensión tres, a variedade é isométrica a un grupo de Lie cunha
métrica invariante á esquerda e é un solitón de Ricci se e só se é un solvsolitón [6]. Ademais, un
cálculo directo seguindo [110] amosa que (M, g) é isométrica a un grupo de Lie simplemente
conexo determinado por unha destas álxebras de Lie dadas nunha base ortonormal {e1, e2, e3}
como

(iii) [e1, e2] = 0, [e2, e3] = λe1, [e3, e1] = −λe2.
(iv) [e1, e2] = µ2e2, [e1, e3] = µ3e3, [e2, e3] = 0.

O caso (iii) determina unha métrica invariante á esquerda no grupo de Poincarè E(1, 1) con
rang {Ric} = 1 e constante do solitón c = −2λ2, o cal se corresponde coa xeometría Sol3.
As métricas invariantes á esquerda do caso (iv) son isométricas a R3 coa métrica g = dr2 +
e−2µ2rdx2 + e−2µ3rdy2. Esta familia de variedades satisfai rang {Ric} ≥ 2 e a constante do
solitón é c = −(µ2

2 + µ2
3).

Relacionando estes catro casos co Lema 2.2 e os Teoremas 2.4 e 2.10, podemos concluír o
seguinte.

(i) Os produtos simétricos R × S2 e R × H2 son Ft-críticas se e só se t = −1
2
. Ademais,

‖ρ‖2 − 1
2
τ 2 = 0.

(ii) O grupo de Heisenberg é Ft-crítico se e só se t = −3. Ademais, ‖ρ‖2 − 3τ 2 = 0.

(iii) O grupo de Poincarè admite unha métrica Ft-críticas se e só se t = −1, correspondéndose
coa xeometría Sol3. Ademais, ‖ρ‖2 − τ 2 = 0.

(iv) Os grupos de Lie non unimodulares desta familia son Ft-críticas se e só se t = −‖ρ‖
2

τ2 =

−1
2

µ2
2+µ2

3

µ2
2+µ2µ3+µ2

3
cos parámetros satisfacendo µ2

2 + µ2
3 6= 0.

Polo tanto, todos os solitóns de Ricci homoxéneos de dimensión tres son variedades riemannianas
con métricas Ft-críticas con enerxía cero.

2.4.2. As métricas homoxéneas Ft-críticas con enerxía cero son solitóns de
Ricci

Toda métrica Einstein é un solitón de Ricci e tamén é Ft-crítica para calquera valor de t, polo
que o caso Einstein é trivial nesta análise. Para toda variedade riemanniana de dimensión tres
tense que 3‖ρ‖2 ≥ τ 2, polo que −‖ρ‖

2

τ2 ≤ −1
3
. Para t = −1

3
, a enerxía é cero se e só se a métrica

é Einstein, logo para as métricas non Einstein con enerxía cero, o valor de t debe ser estritamente
menor que −1

3
. As métricas críticas homoxéneas foron estudadas nas seccións previas, polo que

podemos abordar o problema a partir dos resultados xa demostrados.
Polo Lema 2.2, un produto R × S2 ou R × H2 é Ft-crítico se e só se t = −1

2
. Neste caso a

enerxía do funcional vén dada por ‖ρ‖2− 1
2
τ 2 = 2c2− 1

2
(2c)2 = 0, onde c é a curvatura seccional

de S2 ou H2.
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Dado o tensor Ft definido en (2.6), consideremos agora o tensor (0,2) definido como

F = τF−
‖ρ‖2

τ2 = τ∆ρ+ 2τR[ρ]− 2‖ρ‖2ρ.

Para o caso das métricas invariantes á esquerda en grupos de Lie unimodulares, definidas a partir
dos corchetes dados en (2.3), podemos realizar un cambio nas constantes de estrutura tal que
λ1 = µ2 + µ3, λ2 = µ1 + µ3 e λ3 = µ1 + µ2. Deste xeito, as compoñentes non nulas do tensor
expresadas na base {e1, e2, e3} son as seguintes:

F11 = 8(µ2 + µ3) (µ3
1(µ2 − µ3)2 + µ2

1 (µ3
2 + µ3

3)− µ2
2µ

2
3(µ2 + µ3)) ,

F22 = 8(µ1 + µ3) (µ3
2(µ1 − µ3)2 + µ2

2 (µ3
1 + µ3

3)− µ2
1µ

2
3(µ1 + µ3)) ,

F33 = 8(µ1 + µ2) (µ3
3(µ1 − µ2)2 + µ2

3 (µ3
1 + µ3

2)− µ2
1µ

2
2(µ1 + µ2)) .

(2.11)

Traballaremos módulo permutación de índices para anular os polinomios Fii. Se µ3 = −µ1,
anúlase o polinomio F22 e

F11 = −F33 = 16µ3
1µ2(µ2

2 − µ2
1).

Polo tanto, se g non é Einstein, tense que µ2 = 0 ou µ2 = ±µ1. Se µ2 = 0, as constan-
tes de estrutura satisfán (λ1, λ2, λ3) = (−µ1, 0, µ1), correspondéndose co grupo de Poincarè.
Se µ2 = ±µ1, as constantes de estrutura satisfán (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 2µ1) no caso positivo e
(λ1, λ2, λ3) = (−2µ1, 0, 0) no negativo, correspondéndose ambos casos co grupo de Heisenberg.

Se para todo i 6= j se ten que µi + µj 6= 0, os factores da dereita das expresións en (2.11)
deben anularse simultaneamente, é dicir, terase que ai = 0 con

a1 = µ3
1(µ2 − µ3)2 + µ2

1 (µ3
2 + µ3

3)− µ2
2µ

2
3(µ2 + µ3),

a2 = µ3
2(µ1 − µ3)2 + µ2

2 (µ3
1 + µ3

3)− µ2
1µ

2
3(µ1 + µ3),

a3 = µ3
3(µ1 − µ2)2 + µ2

3 (µ3
1 + µ3

2)− µ2
1µ

2
2(µ1 + µ2).

Consideremos as combinacións

a1 + a2 = 2µ1µ2 (µ1µ2(µ1 + µ2)− (µ2
1 + µ2

2)µ3) ,

a1 + a3 = 2µ1µ3 (µ1µ3(µ1 + µ3)− (µ2
1 + µ2

3)µ2) ,

a2 + a3 = 2µ2µ3 (µ2µ3(µ2 + µ3)− (µ2
2 + µ2

3)µ1) .

Se µ1 = 0, séguese de a2 + a3 = 0 que µ2
2µ

2
3(µ2 + µ3) = 0, mais dado que µi + µj 6= 0,

o polinomio non se anula. Seguindo un razoamento análogo obtemos o mesmo resultado para
µ2 = 0 e µ3 = 0.

Se µi 6= 0, para i = 1, 2, 3, tense que a1 + a2 = 0 se µ3 = µ1µ2(µ1+µ2)

µ2
1+µ2

2
. Así,

a1 + a3 = 4
µ4

1µ
3
2(µ1 + µ2)(µ3

1 − µ3
2)

(µ2
1 + µ2

2)3
.

Se a1 + a3 = 0, entón µ1 = µ2, mais neste caso tamén se ten que µ3 = µ1 e a métrica é Einstein.
Polo tanto, podemos concluír o seguinte:
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Lema 2.18. Sexa G un grupo de Lie unimodular de dimensión tres. Unha métrica invariante á
esquerda g en G é Ft-crítica con enerxía cero se e só se se corresponde cun dos seguintes casos:

(a) G = E(1, 1) é o grupo de Poincarè e a métrica está determinada por (2.3) con constantes
de estrutura (λ1, λ2, λ3) = (−λ, 0, λ). Neste caso, a métrica é crítica para t = −1.

(b) G = Heis3 é o grupo de Heisenberg e a métrica está determinada por (2.3) con constantes
de estrutura (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, λ). Neste caso, a métrica é crítica para t = −3.

Ademais, as variedades en (a) e (b) correspóndense cos casos (ii) e (iii) da sección 2.4.1,
respectivamente, polo que ambos son solitóns de Ricci.

Para o caso das métricas invariantes á esquerda en grupos de Lie non unimodulares, definidas
a partir dos corchetes dados en (2.4), podemos realizar un cambio nas constantes de estrutura
tal que α = 1 + ξ, β = (1 + ξ)η, γ = −(1 − ξ)η e δ = 1 − ξ (véxase [110]). Sen perda
de xeneralidade, podemos asumir que ξ, η ≥ 0. Con este cambio, as curvaturas de Ricci dunha
métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie non unimodular veñen dadas por

Ric1 = −2(1 + (1 + η2)ξ2), Ric2 = −2(1 + (1 + η2)ξ), Ric3 = −2(1− (1 + η2)ξ).

Así, a métrica é Einstein se e só se ξ = 0, e é simétrica se e só se é Einstein ou η = 0 e ξ = 1,
correspondéndose neste caso cun produto R×H2.

As compoñentes non nulas do tensor F expresadas na base {e1, e2, e3} son as seguintes:

F11 = −4ηξr, F22 = −η (3− 2ξ − (η2 − 2)ξ2 + (η2 + 1)ξ4) r,

F33 = −(F22 + F11), F23 = F32 = (ξ2 − 1) r ((η2 + 1) ξ2 + 3) ,

onde r = 16ηξ (η2 + 1). F11 anúlase se e só se ξ = 0, e a métrica é Einstein, ou η = 0, e F = 0.
Polo tanto a métrica é crítica con enerxía cero. Esta última condición correspóndese co caso (iv)
da sección 2.4.1, polo que a variedade resultante é un solitón de Ricci. Así, obtemos o seguinte
resultado.

Lema 2.19. SexaG un grupo de Lie non unimodular de dimensión tres. Unha métrica invariante
á esquerda g enG é Ft-crítica con enerxía cero se e só se η = 0, en cuxo caso (G, g) é un solitón
de Ricci.

Observación 2.20. A diferenza do caso unimodular, onde o valor de t = −‖ρ‖
2

τ2 está fixado
para cada unha das familias obtidas, o valor de t para os grupos de Lie non unimodulares é
t = −1+ξ2

3+ξ2 ∈ (−1,−1
3
]. Polo tanto, existe unha métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie

non unimodular que é Ft-crítica con enerxía cero para cada t ∈ (−1,−1
3
] e o valor extremo

t = −1
3

correspóndese co caso Einstein.

Observación 2.21. O operador de Ricci da familia non unimodular obtida vén dado por Ric =
−2diag[(1 + ξ2), (1 + ξ), (1 − ξ)], polo que ten tres autovalores diferentes e ten rango máximo
agás para ξ = 1, en cuxo caso é unha variedade simétrica e rang {Ric} = 2. No caso do grupo
de Heisenberg, o operador de Ricci vén dado por Ric = −1

2
diag[λ2, λ2,−λ2], polo que tamén
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satisfai rang {Ric} = 3, mais os autovalores non son diferentes. Por último, o operador de Ricci
da métrica invariante á esquerda do grupo de Poincarè vén dado por Ric = −2diag[0, λ2, 0], polo
que ten rango un.

En conclusión, as variedades non Einstein obtidas nesta sección non son isométricas.





Capítulo 3
Métricas críticas homoxéneas riemannianas

de dimensión catro

Neste capítulo seguiremos a liña do estudado no capítulo previo mais nunha dimensión su-
perior. Traballaremos no ámbito homoxéneo, polo que tanto τ como ‖ρ‖ son constantes e as
ecuacións (1.7)-(1.8) redúcense a

τ
(
ρ− 1

4
τ g
)

= 0, ∆ρ+ 2
(
R[ρ]− 1

4
‖ρ‖2 g

)
+ 2tτ

(
ρ− 1

4
τ g
)

= 0. (3.1)

Centrándonos no caso no que a enerxía do funcional Ft é cero, o valor de t vén dado por t =
−‖ρ‖2τ−2. Nótese que τ = 0 implica que ‖ρ‖2 = 0 e a métrica é chá [1]. Polo tanto a segunda
ecuación en (3.1) redúcese neste caso a

∆ρ+ 2R[ρ]− 2τ−1‖ρ‖2ρ = 0, (3.2)

a cal caracteriza as métricas Ft-críticas con enerxía cero no caso homoxéneo. Ademais, dado
que toda variedade riemanniana satisfai ‖ρ‖2 ≥ 1

4
τ 2, dándose a igualdade se e só se a métrica é

Einstein, unha métrica homoxénea é crítica con enerxía cero se e só se t = −‖ρ‖2τ−2 ≤ −1
4
,

onde se ten a igualdade só para as métricas Einstein.
As métricas Einstein homoxéneas en dimensión catro son simétricas (véxase [89]). A métrica

produto S2×H2 é así mesmo simétrica e crítica para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.
A diferenza con respecto ás métricas Einstein é que a enerxía de calquera funcional Ft definido
sobre S2 × H2 é ‖ρ‖2 + tτ 2 = ‖ρ‖2 = 4. De feito, un cálculo explícito amosa que a curvatura
escalar dunha métrica non Einstein Bach-chá (e, polo tanto, F−1/3-crítica) nunca se anula [41] e
entón ningunha outra métrica é crítica simultaneamente para os funcionais S e F−1/3.

Neste capítulo obteremos diversos resultados dependendo da variedade homoxénea sobre a
que esteamos traballando. Non obstante, podemos englobar todos estes resultados nun único
teorema.

Teorema 3.1. Unha métrica homoxénea é crítica para algún funcional cuadrático da curvatura
con enerxía cero se e só se é homotético ou ben a un solitón de Ricci ou a unha métrica invariante
á esquerda en Rn R3 determinada por

[e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = −(p+ 1)e2 + he3, [e3, e4] = −ce1 − he2 + pe3,

con respecto a unha base ortonormal {e1, ... , e4}, onde c2 + h2 6= 0 e

(i) Se a constante de estrutura c = 0, entón p = κ − 1
2

para κ >
√

3
2

e h2 = κ2 4κ2+3
4κ2−3

. Estas
métricas son Ft-críticas para t = −48κ4−9

16κ4−9
∈ (−∞,−3).
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(ii) Se a constante de estrutura p = −2, entón h = 1√
2

√
9− 2c2 para 0 < c < 3√

2
. Estas

métricas son F−13/4-críticas.

(iii) Se (p+ 2)ch 6= 0, entón c e h son as solucións positivas de

c2 = − (2p+1)(8p3+15p2+3p+1)
(p+2)(5p2−p−1)

, h2 = (p+1)(p−1)(5p3+12p2+1)
(p+2)(5p2−p−1)

,

para algún p 6= 0, con p ∈ (−∞, ζ1) ∪ (ζ2,−1) ∪ (1−
√

21
10

, 1+
√

21
10

), onde ζ1 = −2, 433 ...
e ζ2 = −1, 697 ... son as únicas solucións reais das ecuacións 5p3 + 12p2 + 1 = 0
e 8p3 + 15p2 + 3p + 1 = 0, respectivamente. Estas métricas son Ft-críticas para t =
− 30p4−3p2−6p−3

2(p2+p+1)(5p2−p−1)
∈ (−∞,−3

2
).

3.1. Espazos simétricos
Do mesmo xeito que en dimensión tres, os espazos homoxéneos de dimensión catro son

simétricos ou localmente isométricos a un grupo de Lie dotado dunha métrica invariante á es-
querda [10, 122]. A análise dos espazos simétricos de dimensión catro séguese considerando as
diferentes posibilidades para os autovalores do operador de Ricci. Así, os espazos simétricos de
dimensión catro son as seguintes métricas Ft-críticas.

(i) Métricas Einstein: son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura e τ 6= 0.
En particular, son Ft-críticas para t = −‖ρ‖2τ−2 = −1

4
.

(ii) Produtos localmente conformemente chans R × N3(κ). Neste caso a métrica é F−1/3-
crítica. Ademais, a enerxía do funcional é cero, ‖ρ‖2 − 1

3
τ 2 = 0.

(iii) Produtos localmente conformemente chansN1(κ)×N2(−κ). Neste caso a métrica é crítica
para todos os funcionais cuadráticos da curvatura con enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 = 4κ2 6= 0.

(iv) Produtos R2 ×N2(κ). Neste caso a métrica é F−1/2-crítica con enerxía cero.

(v) Produtos N2
1 (κ1)×N2

2 (κ2) con κ2
1 6= κ2

2. Neste caso a métrica é F−1/2-crítica con enerxía
distinta de cero, ‖ρ‖2 − 1

2
τ 2 = −4κ1κ2.

Polo tanto, todos os espazos simétricos de dimensión catro son críticos para algún funcional
cuadrático da curvatura e as métricas dos casos (iii) e (v) ditos funcionais teñen enerxía distinta
de cero.

3.2. Grupos de Lie de dimensión catro

Os grupos de Lie de dimensión catro son isomorfos aos produtos S̃L(2,R)×R ou SU(2)×R
ou, en caso contrario, son grupos de Lie resolubles que se corresponden coas extensións semidi-
rectas dos grupos euclídeo e de Poincaré RnE(2) e RnE(1, 1), do grupo de Heisenberg RnH3,
ou do grupo abeliano R n R3 [10]. Nas seguintes seccións darase unha descrición explícita das
métricas invariantes a esquerda nestes grupos de Lie.
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3.2.1. Bases de Gröbner
Ao longo deste capítulo atoparemos sistemas de ecuacións polinómicas {Pi = 0} nas cons-

tantes de estrutura dun grupo de Lie. Coa fin de obter unha clasificación completa das métricas
críticas correspondentes, é necesario resolver os respectivos sistemas de ecuacións. Cando un
sistema é sinxelo, habitualmente é unha tarefa fácil resolvelo. Porén, cando tanto o número de
ecuacións como de variables aumenta, a miúdo dan lugar a sistemas que non son manexables e
cuxas solucións non poden ser calculadas mediante un proceso directo. Porén, existen algunhas
estratexias que permiten abordar este tipo de problemas. Unha delas é o uso de bases de Gröbner
que revisamos de forma breve. Para máis información, así como para as demostracións pertinen-
tes, referímonos á monografía [60].

Dado un conxunto S de polinomios Pi ∈ R[x1, ... , xn], diremos que o vector~a = (a1, ... , an)
é unha solución do sistema de ecuacións polinómicas determinadas por S se e só se Pi(~a) = 0
para todo i. É inmediato entón que ~a é unha solución do sistema de ecuacións determinado por
todos os polinomios no ideal I = 〈Pi〉 xerado por S, isto é, se dous conxuntos de polinomios
xeran o mesmo ideal, as súas correspondentes raíces son iguais. Así, a estratexia para resolver
sistemas de ecuacións determinados por polinomios complicados consistirá en obter "mellores
polinomios"que pertenzan ao mesmo ideal, para o que utilizaremos a teoría de bases de Gröbner.

Sexa xα = xα1
1 ···xαnn con α ∈ Zn≥0 un monomio en R[x1, ... , xn]. Unha orde monomial é

calquera relación no conxunto de monomios xα verificando as seguintes propiedades:

1. É un orde total en Zn≥0.

2. Se α > β e γ ∈ Zn≥0, entón α + γ > β + γ.

3. Zn≥0 está ben ordenado de forma que calquera subconxunto non baleiro de Zn≥0 ten un
primeiro elemento respecto á orde considerada.

A partir dunha orde dada en Zn≥0 obtense a correspondente ordenación nos monomios. Para
os nosos propósitos utilizaremos a orde lexicográfica e a orde lexicográfica inversa graduada.
Diremos que α >lex β se no vector α−β ∈ Zn o primeiro termo á esquerda non nulo é positivo,
e diremos que α >grevlex β se |α| > |β| ou |α| = |β| e o termo non nulo máis á dereita de
α− β ∈ Zn é negativo.

Os elementos básicos na construción das bases de Gröbner son os termos principais dos
polinomios, que se definen como segue. Se P =

∑
α aαx

α es un polinomio en R[x1, ... , xn],
calquera orde monomial ordena os monomios de P. O grao de P é o máximo de α ∈ Zn≥0

tal que aα 6= 0, onde o máximo se toma respecto á orde monomial considerada. O monomio
correspondente denomínase termo principal, isto é, LT (P) = aαx

α.
Sexa I ⊂ R[x1, ... , xn] un ideal non nulo. Sexa LT (I) o conxunto dos termos princi-

pais de todos os elementos de I e sexa 〈LT (I)〉 o ideal xerado polos elementos de LT (I).
É importante destacar que se I = 〈Pi〉, entón 〈LT (I)〉 pode ser estritamente máis grande
que o ideal 〈LT (Pi)〉. Un subconxunto finito G = {g1, ... ,gν} dun ideal I é unha base de
Gröbner con respecto a unha ordenación monomial se se dá a igualdade anterior, isto é, se
〈LT (g1), ... , LT (gν)〉 = 〈LT (I)〉.
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O Teorema da base de Hilbert (véxase, por exemplo, [60, Capítulo 2]) garante que todo ideal
non nulo I ⊂ R[x1, ... , xn] admite unha base de Gröbner. Ademais, calquera base de Gröbner
dun ideal I é unha base de I. Así, unha estratexia para analizar as solucións dun sistema de
ecuacións polinómicas consistirá en construír bases de Gröbner do ideal xerado polos polinomios
na base de Gröbner, coa esperanza de que sexan máis abordables que as correspondentes aos
polinomios iniciais.

O algoritmo de Buchberger proporciona un método construtivo para obter unha base de Gröb-
ner (véxase, por exemplo, [63]). En calquera caso é importante sinalar que a construción de ba-
ses de Gröbner é extremadamente sensible á ordenación escollida así como á orde das variables
nos polinomios. Habitualmente sucede que para unha certa ordenación é posible obter bases de
Gröbner sinxelas cun número reducido de polinomios, mais para outras ordes tanto o número de
polinomios como a forma destes pode facer o problema inabordable. En consecuencia, indicare-
mos en cada caso tanto a orde das variables como a ordenación monomial utilizada a fin de que
os cálculos desenvolvidos poidan ser reproducibles.

3.3. Solitóns de Ricci alxébricos de dimensión catro
Os solitóns de Ricci alxébricos en grupos de Lie non resolubles de dimensión catro son

isomorficamente homotéticos á unha métrica invariante á esquerda en SU(2) × R determinada
por

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1,

onde {e1, e2, e3, e4} é unha base ortonormal da álxebra de Lie su(2)× r. Ademais, é localmente
conformemente chá (e polo tanto simétrica por [129]) e homotético a un produto R × N3(κ), o
cal é F−1/3-crítico con enerxía cero.

Os solitóns de Ricci alxébricos en grupos de Lie resolubles de dimensión catro, tamén cha-
mados solvsolitóns, foron descritos por Lauret (véxase [100]). Traballaremos módulo homote-
cias (o cal non preserva necesariamente a estrutura de grupo). Un cálculo directo amosa que os
solvsolitóns non simétricos de dimensión catro son homotéticos a un dos seguintes casos, sendo
{e1, e2, e3, e4} unha base ortonormal da álxebra de Lie correspondente:

(i) A métrica invariante á esquerdaF−3-crítica en RnR3 dada por [e2, e4] = e2+e3, [e3, e4] =
−(e2 + e3).

(ii) A métrica invariante á esquerda F−3/2-crítica en Rn R3 dada por

[e1, e4] = 1√
2
(e2 + e3), [e2, e4] = − 1√

2
e1 + e2, [e3, e4] = − 1√

2
e1 − e3.

(iii) A métrica invariante á esquerda en Rn R3 dada pola derivación autoadxunta

[e1, e4] = e1, [e2, e4] = fe2, [e3, e4] = pe3,

que é Ft-crítica para t = −‖ρ‖2τ−2 = − f2+p2+1
2(f2+p2+fp+f+p+1)

∈ [−1,−1
4
), con f ≤ p e

(f, p) /∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 1)}.
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(iv) A métrica invariante á esquerda en RnH3 dada por

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = de2, [e3, e4] = (a+ d)e3,

que é Ft-crítica para t = −‖ρ‖2τ−2 = − 3
2(4ad+5)

∈ [−3
4
,−1

4
), con a 6= d satisfacendo

4(a2 + d2 + ad) = 3.

Observación 3.2. Aínda que as métricas invariantes á esquerda en Rn R3 dadas por

[e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = fe2, [e3, e4] = −ce1 + e3,

son solitóns de Ricci alxébricos, un cálculo directo amosa que a curvatura seccional non depende
da constante de estrutura c, polo que, seguindo [97], temos que estas métricas son homotetica-
mente equivalentes (mais non isomorficamente equivalentes) a unha métrica con c = 0, o que se
corresponde co caso (iii) con p = 1.
Observación 3.3. A métrica produto en R × H3 dada por [e1, e2] = e3 é un solitón de Ric-
ci alxébrico que é isomorficamente homotético á métrica (i) considerando a base ortogonal
{ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4} dada por

ẽ1 = 2e4, ẽ2 = −
√

2(e2 − e3), ẽ3 =
√

2(e2 + e3), ẽ4 = 2e1.

Analogamente, a métrica invariante á esquerda en R n H3 determinada polos corchetes
[e1, e2] = e3, [e2, e4] = −e1 é un solitón de Ricci alxébrico que é isomorficamente homotéti-
co á métrica (ii) considerando a base ortogonal {ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4} dada por

ẽ1 = e3 − e4, ẽ3 = 1√
2
(
√

2 e1 + e3 + e4),

ẽ2 = 1√
2
(
√

2 e1 − e3 − e4), ẽ4 = −
√

2e2.

Observación 3.4. A métrica invariante á esquerda en Rn E(1, 1) determinada por

[e1, e3] = e2, [e1, e4] = Ae2, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = Ae1,

é un solitón de Ricci alxébrico F−1-crítico. Considerando a base ortogonal {ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4} dada
por

ẽ1 = 1√
2(A2+1)

(e1 + e2), ẽ3 = −1
A2+1

(Ae3 − e4),

ẽ2 = −1√
2(A2+1)

(e1 − e2), ẽ4 = 1
A2+1

(e3 + Ae4),

temos que esta métrica é isomorficamente homotética á métrica (iii) con f = −1 e p = 0.
A Figura 3.3.1 representa o rango de valores de t para os que existe un solitón de Ricci alxé-

brico de dimensión catro que é crítico para Ft. Calculando o invariante homotético de segunda
orde τ−2‖R‖2 e os autovalores do operador de Ricci, temos que as métricas (iii) non son homo-
téticas ás métricas (iv). Ademais, un cálculo directo amosa que a enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 é cero en
todos os casos. Polo tanto, séguese de [6] que os solitóns de Ricci homoxéneos de dimensión ca-
tro son Ft-críticos con enerxía cero. Mentres o recíproco é certo no caso simétrico de dimensión
catro, a clase de métricas homoxéneas críticas con enerxía cero abrangue máis métricas ademais
dos solitóns de Ricci. De feito, no Corolario 3.21 veremos que existen métricas Ft-críticas con
enerxía cero para todos os valores de t < −3

2
, valores que non toman os solitóns de Ricci.
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t
−3 −1− 3

2 − 3
4 −

1
2−

1
3−

1
4

R×N3(κ) SU(2)× R
R2 ×N2(κ)

RnH3

Rn R3 Rn E(1, 1)

Figura 3.3.1: Rango de valores de t nos que os solitóns de Ricci alxébricos non Einstein son
Ft-críticos

3.4. Métricas invariantes á esquerda Ft-críticas nos produtos
directos S̃L(2,R)× R e SU(2)× R

Sexa g = g3 × R unha extensión directa da álxebra de Lie unimodular g3 = sl(2,R) ou
g3 = su(2). Sexa 〈·, ·〉 un produto interior en g e sexa 〈·, ·〉3 a notación para a súa restrición a g3.
Seguindo o traballo de Milnor [110], existe unha base ortonormal {v1,v2,v3} de g3 tal que

[v2,v3] = λ1v1, [v3,v1] = λ2v2, [v1,v2] = λ3v3, (3.3)

onde λ1, λ2, λ3 ∈ R e λ1λ2λ3 6= 0. Ademais, o grupo de Lie asociado correspóndese con SU(2)
(respectivamente, SL(2,R)) se λ1, λ2, λ3 non cambian de signo (respectivamente, se cambian de
signo).

Sexa {v1,v2,v3,v4} unha base de g tal que {v1,v2,v3} veñen dados pola ecuación (3.3) e
g = g3 ⊕ Rv4. Dado que Rv4 non é necesariamente ortogonal a g3, definimos k̃i = 〈vi,v4〉,
para i = 1, 2, 3. Definimos ê4 = v4 −

∑
i k̃ivi e normalizamos para obter unha base ortonormal

{e1, ... , e4} de g = g3 ⊕ R tal que

[e1, e2] = λ3e3, [e2, e3] = λ1e1, [e1, e3] = −λ2e2,

[e1, e4] = 1
R

(k̃3λ2e2 − k̃2λ3e3), [e2, e4] = 1
R

(k̃1λ3e3 − k̃3λ1e1),

[e3, e4] = 1
R

(k̃2λ1e1 − k̃1λ2e2), R > 0.

(3.4)

Co obxectivo de simplificar as expresións, fixamos ki = 1
R
k̃i.

Estas métricas invariantes á esquerda nunca son Einstein e teñen curvatura escalar

τ = −1
2
{λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 − 2(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)

+k2
1(λ2 − λ3)2 + k2

2(λ1 − λ3)2 + k2
3(λ1 − λ2)2} .

Polo tanto, as métricas S-críticas poden existir para os valores adecuados das constantes de
estrutura. O seguinte resultado amosa que as métricas invariantes á esquerda dadas por (3.4) son
críticas para algún funcional cuadrático Ft se e só se son localmente conformemente chás (e
polo tanto localmente simétricas, seguindo o traballo de Takagi [129]), o cal só é posible para as
métricas invariantes á esquerda en SU(2)× R.
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Teorema 3.5. Unha métrica invariante á esquerda en S̃L(2,R)×R ou SU(2)×R é crítica para
algún funcional cuadráticoFt se e só se é localmente conformemente chá. Ademais, dita métrica
está determinada por (3.4) con λ1 = λ2 = λ3 = λ e é isométrica a un produto R×N3(κ), con
κ = λ2/4.

Demostración. Unha métrica invariante á esquerda (3.4) é Ft-crítica se e só se o tensor simétrico
de tipo (0,2) Ft = ∆ρ− 1

2
(‖ρ‖2+tτ 2)g+2R[ρ]+2tτρ se anula. A condición Ft = 0 determina un

sistema de ecuacións polinómicas nas constantes de estrutura e en t. Dado que as constantes de
estrutura son distintas de cero, podemos asumir que λ1 = 1, mantendo a mesma clase homotética.
Ademais, introducimos as variables adicionais λ′2 e λ′3 para indicar que as constantes de estrutura
λ2 e λ3 son distintas de cero mediante os polinomios λ2λ

′
2− 1 e λ3λ

′
3− 1. No que resta da proba

traballaremos no anel de polinomios R[λ′3, λ3, λ
′
2, λ2, λ1, k1, k2, k3, t] onde consideraremos a orde

lexicográfica. O Teorema da base de Hilbert [60] garante que todo ideal non cero I admiten unha
base de Gröbner. Ademais, calquera base de Gröbner para un ideal I é unha base de I .

Coa fin de estudar a condición de ser crítica, consideramos de xeito separado o caso k1 =
k2 = 0, o caso k1 = 0, k2k3 6= 0, e o caso k1k2k3 6= 0. No segundo caso podemos sim-
plificar os factores non nulos k2 e k3 considerando os polinomios 1

k2k3
Ft(e2, e3), 1

k2
Ft(e2, e4)

e 1
k3
Ft(e3, e4). Analogamente, no último caso simplificamos as variables non nulas k1, k2 e k3

multiplicando os polinomios Ft(ei, ej) con i 6= j coma no caso anterior. Sexan F̄t(ei, ej) os poli-
nomios Ft(ei, ej) coas simplificacións correspondentes a cada caso e sexa I o ideal xerado polos
polinomios F̄t(ei, ej) ∪ {λ1 − 1, λ2λ

′
2 − 1, λ3λ

′
3 − 1}

Fixando k1 = k2 = 0, calculamos a base de Gröbner do ideal I1 = 〈I ∪ {k1, k2}〉 e obtemos
que os polinomios

g11 = 3t+ 1, g12 = (λ2 − 1)2, g13 = 2λ3 − λ2 − 1,

pertencen ao ideal I1. Así, λ1 = λ2 = λ3 = 1 e t = −1
3
. Un cálculo directo amosa que a métrica

subxacente é localmente conformemente chá e isométrica a un produto R×N3(κ), onde N3(κ)
é unha variedade de dimensión tres de curvatura seccional constante.

Fixando k1 = 0, k2k3 6= 0, construímos a base de Gröbner para o ideal I2 = 〈I ∪ {k1}〉 e
obtemos que os polinomios

g21 = p(3t+ 1), g22 = p(λ2 − 1)2, g23 = p(λ3 + λ2 − 2),

con p = (k2
2 + k2

3 + 1), pertencen ao ideal I2. Un cálculo directo amosa que os valores para as
constantes de estrutura e para o parámetro t que anulan estes polinomios son os mesmos que os
obtidos no caso anterior.

Por último, se ki 6= 0 para todo i, calculamos unha base de Gröbner para o ideal I tal que os
polinomios

g31 = q2(3t+ 1), g32 = q(t+ 1)(λ2 − 1),

g33 = q(2λ2 + 2λ3 − 9t− 7),

con q = (k2
1 + k2

2 + k2
3 + 1), pertencen ao ideal I. Deste xeito, o valores para as constantes

de estrutura e para o parámetro t que anulan estes tres polinomios simultaneamente son os xa
obtidos nos casos previos.
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Observación 3.6. Aínda que no capítulo anterior se probou que os grupos de Lie de dimen-
sión tres SU(2) e S̃L(2,R) admiten diferentes métricas Ft-críticas, o grupo de Lie produto
S̃L(2,R)× R non admite métricas invariantes á esquerda Ft-críticas. De feito, a métrica crítica
obtida no Teorema 3.5 é realizada en SU(2)× R.

Observación 3.7. Séguese do teorema previo que toda métrica homoxénea de dimensión catro
Ft-crítica non simétrica é isométrica a unha métrica invariante á esquerda nun grupo de Lie
resoluble.

3.5. Métricas invariantes á esquerda Ft-críticas en RnE(1, 1)
e Rn E(2)

Sexa g = R n g3 a extensión semidirecta da álxebra de Lie unimodular g3 = e(1, 1) ou
g3 = e(2). Sexa 〈·, ·〉 un produto interior en g e 〈·, ·〉3 a súa restrición a g3. Seguindo o traballo
de Milnor [110], existe unha base ortonormal {v1,v2,v3} de g3 tal que

[v2,v3] = λ1v1, [v3,v1] = λ2v2, [v1,v2] = 0, (3.5)

onde λ1, λ2 ∈ R e λ1λ2 6= 0. Ademais, o grupo de Lie asociado correspóndese con E(2) (res-
pectivamente, con E(1, 1)) se λ1λ2 > 0 (respectivamente, λ1λ2 < 0). A álxebra de derivacións
de g3 veñen dadas por

der(g3) =


 b̃ ã c̃

−λ2

λ1
ã b̃ d̃

0 0 0

 ; ã, b̃, c̃, d̃ ∈ R

 .

Sexa {v1,v2,v3,v4} unha base de g tal que {v1,v2,v3} veñen dados pola Ecuación (3.5) e
g = Rv4 ⊕ g3. Dado que Rv4 non é necesariamente ortogonal a g3, fixamos k̃i = 〈vi,v4〉, para
i = 1, 2, 3. Sexa ê = v4 −

∑
i k̃ivi e normalicemos para obter a base ortonormal {e1, ... , e4} de

g = R⊕ g3 tal que

[e2, e3] = λ1e1, [e1, e3] = −λ2e2,

[e1, e4] = − 1
R
{b̃e1 − λ2( ã

λ1
+ k̃3)e2}, [e2, e4] = − 1

R
{(ã+ k̃3λ1)e1 + b̃e2},

[e3, e4] = − 1
R
{(c̃− k̃2λ1)e1 + (d̃+ k̃1λ2)e2}, R > 0.

(3.6)

A partir deste punto, fixamos a = − ã
R

, b = − b̃
R

, c = − c̃
R

, d = − d̃
R

e ki = − k̃i
R

. Ademais,
usaremos a notación A = a

λ1
+ k3, C = c− k2λ1 e D = d+ k1λ2.

Deste xeito, a curvatura escalar vén dada por

τ = −1

2

{
(A2 + 1)(λ1 − λ2)2 + 12b2 + C2 +D2

}
,

de onde se segue que τ = 0 se e só se b = C = D = 0, λ2 = λ1, en cuxo caso a métrica é
chá. Un cálculo directo amosa que unha métrica (3.6) é Einstein se e só se é chá, ou un produto
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de dúas superficies N1(κ) × N2(κ) no caso R n E(1, 1), fixando A = C = D = 0, λ1 = −λ2,
b = ±λ1. Unha métrica invariante á esquerda (3.6) é localmente simétrica se e só se C = D = 0
e λ1 = λ2 (en cuxo caso é localmente conformemente chá e a estrutura subxacente é a dun
produto R × N3(κ)), ou C = D = 0, λ1 = −λ2 e b2 = (A2 + 1)λ2

2 (en cuxo caso a estrutura
subxacente é a dun produto de superficies N1(κ1)×N2(κ2)).

Teorema 3.8. Unha métrica invariante á esquerda en RnE(1, 1) ou RnE(2) non simétrica é
crítica para un funcional cuadrático da curvatura Ft se e só se é isomorficamente homotética a
unha das seguintes:

(1) [e1, e3] = −λe2, [e1, e4] = be1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = be2, con λ 6= 0,±1, b > 0 e
4b4 − (3λ2 − 2λ+ 3) b2 − (λ − 1)2λ = 0. Neste caso, t = − 3λ2−2λ+3

12b2+(λ−1)2 e a enerxía do
funcional é distinto de cero.

(2) [e1, e3] = −e2, [e1, e4] = e1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = De2, con D 6= 0. Neste
caso, t = −3D2+4

D2+12
e a enerxía do funcional é distinta de cero.

(3) [e1, e3] = −λe2, [e1, e4] = be1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = be2, [e3, e4] = De2, con b > 0, b 6= 1,
λD 6= 0, λ2 +D2 = 1, 2b4 − (5λ2 − λ− 2)b2 + (λ− 1)λ = 0. Neste caso, t = − 3b2−2λ+3

12b2−2λ+2

e a enerxía do funcional é distinta de cero.

(4) [e1, e3] = e2, [e1, e4] = be1+Ae2, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = Ae1+be2, con b ≥ 0 e b2−A2 6= 1.
Neste caso, t = − A2+b2+1

A2+3b2+1
. A enerxía do funcional anúlase se e só se b = 0, en cuxo caso

Ric +2(A2 + 1)Id é unha derivación que determina un solitón de Ricci alxébrico.

Demostración. Unha métrica invariante á esquerda é Ft-crítica se e só se o tensor simétrico de
tipo (0,2) Ft = ∆ρ− 1

2
(‖ρ‖2 +tτ 2)g+2R[ρ]+2tτρ se anula. Ademais, as compoñentes Ft(ei, ej)

son polinomios en t e nas constantes de estrutura que determinan a métrica (3.6). Dado que as
constantes de estrutura λ1 e λ2 son distintas de cero, podemos simplificar os polinomios Ft(e1, e4)

e Ft(e2, e4) que teñen estas constantes como factores, denotando por F
t
(ei, ej) os polinomios

resultantes. Coa fin de resolver o sistema {Ft(ei, ej) = 0} dun xeito máis simple, dividiremos o
problema en dous casos, C = 0 e C 6= 0.

CasoC = 0. Asumindo que C = 0, consideramos a homotecia que transforma λ1 en 1. Nó-
tese que a isometría e4 7→ −e4 intercambia as constantes (λ2, A, b,D) e (λ2,−A,−b,−D),
polo que podemos fixar b ≥ 0 sen perda de xeneralidade. Ademais, introducimos a varia-
ble auxiliar λ′2 tal que λ2λ

′
2 = 1. No que resta de caso traballaremos no anel de polinomios

R[t, λ1, λ
′
2, λ2, b, A, C,D], onde usamos a orde lexicográfica, e denotaremos por I1 o ideal xe-

rado polos polinomios Ft(ei, ej) ∪ {C, λ1 − 1, λ2λ
′
2 − 1}. Calculando a base de Gröbner de I1,

tense que o polinomio g1 = A(A2 + 1)D3 pertence ao ideal. Polo tanto, ou A = 0 ou D = 0.
Caso A = C = 0. Consideremos o ideal I11 = 〈I1 ∪ {A}〉 e calculamos a base de Gröbner,

obtendo que o polinomio g11 = D(b2 − 1)(D2 + λ2
2 − 1) está no ideal. Polo tanto, temos unha

das seguintes posibilidades:

(i) Se A = C = D = 0, calculamos a base de Gröbner de I ′11 = 〈I11 ∪ {D}〉 tal que

g′11 = (λ2 − 1)(λ2 + 1)
(
4b4 − (3λ2

2 − 2λ2 + 3)b2 − (λ2 − 1)2λ2

)
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pertence ao ideal.

Se λ2 = 1 entón a métrica é localmente conformemente chá e polo tanto é un espazo
simétrico (see [129]).

Se λ2 = −1 e b 6= ±1 (a métrica é Einstein se b2 = 1), entón a métrica é crítica para o
funcional Ft determinado por t = − b2+1

3b2+1
. Ademais, ‖ρ‖2 + tτ 2 = −16b2 e polo tanto

a enerxía anúlase se e só se b = 0, en cuxo caso Ric +2 Id é unha derivación que de-
termina un solitón de Ricci alxébrico. Estes valores correspóndense co caso particular da
posibilidade (4) con A = 0.

Por último, se 4b4 − (3λ2
2 − 2λ2 + 3)b2 − (λ2 − 1)2λ2 = 0 e λ2 6= ±1, entón un cálculo

directo amosa que

Ft(e2, e2)− Ft(e1, e1) = (λ2
2 − 1)

(
(12b2 + (λ2 − 1)2)t+ 3λ2

2 − 2λ2 + 3
)

e a métrica invariante á esquerda correspondente é Ft-crítica se e só se (12b2 + (λ2 −
1)2)t+ 3λ2

2− 2λ2 + 3 = 0, en cuxo caso a enerxía do funcional vén dada por ‖ρ‖2 + tτ 2 =
4λ2(λ2 − 1)2 6= 0. Este caso correspóndese coa posibilidade (1).

(ii) Se A = C = 0 e b2 = 1, con D 6= 0, entón Ft anúlase se e só se (D2+ (λ2 − 2)λ2 +
13)t + 3D2 + (3λ2 − 2)λ2 + 3 = 0 e (λ2 − 1)(D2 + (λ2 + 1)2) = 0, o que amosa que
λ2 = 1. Ademais, a enerxía vén dada por ‖ρ‖2 + tτ 2 = −5D2 6= 0. Deste xeito, este caso
correspóndese coa posibilidade (2).

(iii) Se A = C = 0, con D 6= 0, b2 6= 1 e D2 + λ2
2− 1 = 0, entón o tensor Ft anúlase se e só se

(12b2− 2λ2 + 2)t+ 3b2− 2λ2 + 3 = 0 and 2b4− (5λ2
2−λ2− 2)b2 + (λ2− 1)λ2 = 0. Este

caso correspóndese coa posibilidade (3), en cuxo caso a enerxía vén dada por ‖ρ‖2 +tτ 2 =
(λ2 − 1)(9b2 + (3b2 − 2)λ2) 6= 0.

Caso C = D = 0, A 6= 0. Sexa I12 = 〈I1 ∪ {D}〉. Calculamos a base de Gröbner do ideal I12

e temos que o polinomio g12 = A(A2 + 1)2(λ2 − 1)(λ2 + 1)2 pertence a I12. Dado que A 6= 0,
temos dúas posibilidades:

(i) Se C = D = 0, A 6= 0 e λ2 = 1, entón Ft(e3, e3) = −3Ft(ei, ei) = 6b4(3t + 1), i 6= 3.
Ademais, a métrica é localmente conformemente chá e, polo tanto, simétrica.

(ii) Se C = D = 0, A 6= 0 e λ2 = −1, entón a métrica é Ft-crítica se e só se (A2 + 3b2 + 1)t+
A2 + b2 + 1 = 0, e a métrica é localmente simétrica se e só se b2 − A2 = 1. Ademais, a
enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 = −16b2 anúlase se e só se b = 0, en cuxo caso Ric +2(A2 + 1) Id é
unha derivación da álxebra de Lie que determina un solitón de Ricci alxébrico. Este caso
correspóndese coa posibilidade (4) con A 6= 0.

CasoC 6= 0. Asumimos que C 6= 0, polo que podemos tomar a métrica da mesma clase ho-
motética con C = 1. No que resta de proba, fixamos o anel de polinomios R[t, λ1, λ2, A, b, C,D]
coa orde lexicográfica e denotamos por I2 o ideal xerado polos polinomios Ft(ei, ej)∪ {C − 1}.
Calculamos a base de Gröbner do ideal e obtemos que o polinomio

g2 = Ab3(D2 − 1)(16A2 + 9)(D2 + 1)3(A2D4 + 6A2D2 + A2 + 9D2)
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pertence a I2. Así, séguese que b = 0, A = 0 ou D2 = 1.
Caso b = 0. Calculando a base de Gröbner do ideal I21 = 〈I2 ∪ {b}〉 temos que g21 =

λ2
2D(A2 + 1)(2(A2 + 1)λ2

2 + 7) e g′21 = λ3
2(A2 + 1)(λ1 + D2λ2) pertence a I21. Dado que

λ1λ2 6= 0 séguese que non existen métricas críticas neste caso.
Caso A = 0, b 6= 0. Calculando a base de Gröbner de I22 = 〈I2 ∪ {A}〉 temos que o

polinomio g22 = bD(λ1 − λ2) pertence ao ideal I22.
Se λ2 = λ1, entón Ft(e2, e4) = 1

2
((D2 + 12b2 + 1)t + 3D2 + 3b2 + λ2

1 + 3), o que amosa
que t = −3D2+3b2+λ2

1+3

D2+12b2+1
. Como consecuencia, Ft(e3, e3) = 3

8
(b2 − λ2

1)(4b2 + D2 + 1). Fixando
b2 = λ2

1 temos unha métrica crítica con enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 = −5λ2
1(D2 + 1) 6= 0. Consideramos

a base ortogonal

ẽ1 = −1
λ1

√
D2+1

(De1 − e2), ẽ2 = −1
λ1

√
D2+1

(e1 +De2), ẽ3 = 1
λ1
e3, ẽ4 = 1

b
e4,

onde 〈ẽi, ẽj〉 = 1
λ2

1
〈ei, ej〉. Agora, un cálculo directo amosa que os corchetes de Lie están deter-

minados por

[ẽ1, ẽ3] = −ẽ2, [ẽ1, ẽ4] = ẽ1, [ẽ2, ẽ3] = ẽ1, [ẽ2, ẽ4] = ẽ2, [ẽ3, ẽ4] = −
√
D2+1
b

ẽ2,

e polo tanto estas métricas son homotéticas ás dadas na posibilidade (2).
Se D = 0 e λ1 6= λ2, entón séguese de

Ft(e2, e4) = 1
2

(
(12b2 + (λ1 − λ2)2 + 1)t+ 3b2 + 3λ2

1 − 2λ1λ2 + 3
)

que t = −3b2+3λ2
1−2λ1λ2+3

12b2+(λ1−λ2)2+1
. Un cálculo directo amosa que Ft = 0 se e só se

4b4 + b2(3λ2
1 − 9λ2

2 + 2λ1λ2 + 13)
− λ2(4λ3

1 − 9λ3
2 + 7λ2

1λ2 − 2λ1λ
2
2 + 4λ1 + 9λ2) = 0,

(b2 − λ2
2)(λ2

1 − λ2
2 + 1) = 0.

Dado que λ1 6= λ2, non existe solución con b2 = λ2
2. Así, λ2

1 − λ2
2 + 1 = 0 e a primeira ecuación

redúcese a 2b4 − (3λ2
2 − λ1λ2 − 5)b2 + (λ2

2 − λ1λ2 − 1)λ2
2 = 0. Ademais, a enerxía, que vén

dada por ‖ρ‖2 + tτ 2 = −2λ4
2 + 2λ1λ

3
2 − 2(3b2 − 1)λ2

2 + 6b2λ1λ2 − 3b2, é distinta de cero nas
condicións dadas. Considerando a base ortogonal

ẽ1 = −1
λ2
e2, ẽ2 = −1

λ2
e1, ẽ3 = −1

λ2
e3, ẽ4 = −1

λ2
e4,

tal que 〈ẽi, ẽj〉 = 1
λ2

2
〈ei, ej〉 e introducimos novas variables λ′ = λ1

λ2
, b′ = − b

λ2
e D′ = − 1

λ2
. Un

cálculo directo amosa que os corchetes de Lie están determinados por

[ẽ1, ẽ3] = −λ′ẽ2, [ẽ1, ẽ4] = b′ẽ1, [ẽ2, ẽ3] = ẽ1, [ẽ2, ẽ4] = b′ẽ2, [ẽ3, ẽ4] = D′ẽ2

e, ademais, as condicións en λ1, λ2 e b implica que b′ 6= ±1, λ′D′ 6= 0, (λ′)2 + (D′)2 = 1 e
2(b′)4 − (5(λ′)2 − λ′ − 2)(b′)2 + (λ′ − 1)λ′ = 0. Así, estas métricas son homotéticas aos dados
na posibilidade (3).
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Caso D2 = 1, b 6= 0, A 6= 0. Calculamos a base de Gröbner do ideal I23 = 〈I2 ∪ {D2 − 1}〉
e temos que o polinomio

g23 = Ab3(256A4b4 + 416A4b2 + 288A2b2 + 144A4 + 225A2 + 81)

pertence ao ideal I23. Así, Ab 6= 0 implica que non existen métricas críticas neste caso.

Observación 3.9. As métricas Ft-críticas non simétricas no Teorema 3.8 realízanse en R n
E(1, 1) e R n E(2) como se indica na Figura 3.5.1. Os rangos do parámetro t tamén se inclúen
na figura.

t
−3 −1 5− 2

√
7− 3

2 − 1
2 −

1
3−

3
10

(1)

{
Rn E(1, 1)

Rn E(2)

(2) Rn E(2)

(3) Rn E(2)

(4) Rn E(1, 1)

Figura 3.5.1: Valores de t con métricas críticas realizadas en Rn E(1, 1) e Rn E(2).

A métrica no Caso (4) correspondente a t = −1 é a única métrica crítica con enerxía cero, a
cal se corresponde co solitón de Ricci alxébrico en RnE(1, 1), e é isomorficamente homotética
a un solitón de Ricci alxébrico (iii) da sección 3.3, como se reflicte na Observación 3.4. A única
métrica Bach-chá non simétrica é a métrica invariante á esquerda en R n E(1, 1) correspóndese
co Caso (1) para t = −1

3
(véxase [41]).

3.6. Métricas invariantes á esquerda Ft-críticas en RnH3

Sexa g = R n h3 unha extensión semidirecta da álxebra de Heisenberg h3. Sexa 〈·, ·〉 un
produto interior en g e 〈·, ·〉3 a súa restrición a h3. Entón, existe unha base ortonormal {v1,v2,v3}
de h3 tal que (véxase [110])

[v3,v2] = 0, [v3,v1] = 0, [v1,v2] = λ3v3, (3.7)

onde λ3 6= 0 é un número real. A álxebra de Lie de todas as derivacións de h3 vén dada respecto
da base {v1,v2,v3} por

der(h3) =


 α11 α12 0

α21 α22 0

ĥ f̂ α11 + α22

 ; αij, f̂ , ĥ ∈ R

 .
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Rotamos os elementos da base {v1,v2} de xeito que a matriz A = (αij) se descompón como a
suma da matriz diagonal e da matriz antisimétrica. Así,

der(h3) =


 ã c̃ 0

−c̃ d̃ 0

h̃ f̃ ã+ d̃

 ; ã, c̃, d̃, f̃ , h̃ ∈ R


e consideramos a álxebra de Lie g = Rv4 ⊕ h3 dada por

[v3,v2] = 0, [v4,v1] = ãv1 − c̃v2 + h̃v3,

[v3,v1] = 0, [v4,v2] = c̃v1 + d̃v2 + f̃v3,

[v1,v2] = γv3, [v4,v3] = (ã+ d̃)v3.

Dado que Rv4 non é necesariamente ortogonal a h3, fixamos k̃i = 〈vi,v4〉, para i = 1, 2, 3. Sexa
ê4 = v4−

∑
i k̃ivi e normalicémolo para obter unha base ortonormal {e1, ... , e4} de g = R⊕ h3

tal que

[e1, e2] = γe3, [e1, e4] = − 1
R
{ãe1 − c̃e2 + (h̃+ k̃2γ)e3},

[e3, e4] = − 1
R

(ã+ d̃)e3, [e2, e4] = − 1
R
{c̃e1 + d̃e2 + (f̃ − k̃1γ)e3}, R > 0.

(3.8)

Co obxectivo de simplificar as expresións, fixamos a = − ã
R

, c = − c̃
R

, d = − d̃
R

, f = − f̃
R

,
h = − h̃

R
, ki = − k̃i

R
e usamos a notación F = f − k1γ e H = h+ k2γ.

Observación 3.10. As métricas invariantes á esquerda en RnH3 sempre teñen curvatura escalar
distinta de cero, dada por τ = −1

2
(4 (3a2 + 3d2 + 5ad) + F 2 +H2 + γ2), e son Einstein se e só

se

[e1, e2] = γe3, [e1, e4] = ±1
2
γe1 − ce2, [e2, e4] = ce1 ± 1

2
γe2, [e3, e4] = ±γe3,

en cuxo caso correspóndense co espazo hiperbólico complexo, que é a única métrica invariante
á esquerda simétrica en RnH3.

Observación 3.11. Sexa 〈·, ·〉 unha métrica invariante á esquerda en R nH3 dada por (3.8) con
constantes de estrutura (γ, a, c, d,H, F ). Considerando a isometría ē1 = −e2, ē2 = e1, ē3 = e3,
ē4 = e4, as constantes de estrutura cambian a (γ, d, c, a,−F,H). Polo tanto, calquera métrica
invariante á esquerda (3.8) con F = 0 é isométrica a unha métrica invariante á esquerda con
H = 0.

Teorema 3.12. Unha métrica invariante á esquerda non simétrica en RnH3 é crítica para algún
funcional cuadrático da curvatura con enerxía cero se e só se é un solitón de Ricci. Ademais, é
homotética a unha das seguintes variedades:

(1) O produto directo R×H3, coa métrica determinada por [e1, e2] = e3.

(2) [e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = de2 e [e3, e4] = (a+ d)e3,
onde a < d e 4(a2 + d2 + ad)− 3 = 0.
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(3) [e1, e2] = e3 e [e2, e4] = −e1.

Demostración. Dado que a curvatura escalar é distinta de cero, o funcional Ft con enerxía cero
vén dado por t = −‖ρ‖2τ−2, onde a curvatura escalar está determinada pola expresión τ =
−1

2
(4 (3a2 + 3d2 + 5ad) + F 2 +H2 + γ2) e

‖ρ‖2 = 1
4

(48(a4 + d4) + 128(a3d+ ad3) + 8(a2c2 + 22a2d2 + c2d2)− 16ac2d

+ 2 ((9F 2 + 8H2)a2 + (F 2 +H2)c2 + (8F 2 + 9H2)d2)

+12 (FHac+ 2(F 2 +H2)ad− FHcd) + 3(F 2 +H2 + γ2)2) .

Sexa F = ∆ρ+ 2R[ρ]− 2τ−1‖ρ‖2ρ o tensor simétrico de tipo (0, 2) Ft correspondente ao valor
de t = −‖ρ‖2τ−2. Un cálculo directo amosa que F(ei, ej) = − 1

2τ
Pij , onde Pij é un polinomio

nas constantes de estrutura, as cales reescalamos para asumir que γ = 1 e traballar así con
unha métrica na mesma clase homotética. Ao longo da proba fixaremos o anel de polinomios
R[c, d, a, γ, F,H] coa orde lexicográfica e denotaremos por I o ideal xerado polos polinomios
Pij ∪ {γ − 1}. Calculando a base de Gröbner de I obtemos que o polinomio

g = −2τ a3H2(F −H)2(F +H)2 (4H2 + 9) (H4 − 3H2 + 3)

× (40320H8 + 168000H6 + 361540H4 + 329715H2 + 221778)

× (8791776H8 − 31713192H6 + 26269971H4 + 28379169H2 + 5316979)

× (7103859130368H12 + 12415693357056H10 + 14169581874944H8

+ 7086287541696H6 − 3795976137789H4

+3367138842540H2 + 794285563500)

pertence ao ideal e polo tanto a3H2(F −H)2(F +H)2 = 0, dado que o resto de factores carecen
de raíces reais. Así, este polinomio anúlase se H = 0, a = 0 ou H = ±F .

CasoH = 0 A compoñente P24 = −τ cF (d− 5a) dá lugar ás seguintes posibilidades.
Caso H = c = 0 Consideramos o ideal I11 = 〈I ∪ {H, c}〉 e calculamos a base de Gröbner

de xeito que obtemos que o polinomio

g11 = a2F 2(4F 2 + 9) (a4 (9F 4 − 20F 2 + 16)

+2a2 (F 2 + 1) (9F 4 + 5F 2 − 16) + (3F 4 + 8F 2 + 5)
2
)

pertence a I11. Así aF = 0.
Se F = 0, entón tense que

P11 = 2 (4 (a2 + d2 + ad)− 3) (2a2 + 3d2 + 4ad) ,

P22 = 2 (4 (a2 + d2 + ad)− 3) (3a2 + 2d2 + 4ad) ,

P33 = −2 (4 (a2 + d2 + ad)− 3) (4a2 + 4d2 + 7ad) ,

P44 = −P11 −P22 −P33,

e Pij = 0 para i 6= j. Así, a métrica está determinada por

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = de2, [e3, e4] = (a+ d)e3,
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con a = d = 0 ou a 6= d e 4(a2 + d2 + ad) = 3. Se a 6= d, entón usando a isometría e4 7→ −e4

podemos fixar a < d. Estes casos correspóndense coas posibilidades (1) e (2), respectivamente.
Se a = 0, F 6= 0, entón tense que P14 = 4d2F (3F 2 + 5) e así d = 0, dado que o caso F = 0

xa foi considerado anteriormente. Un cálculo directo amosa que F = 0 se e só se d = 0, e a
métrica está determinada por

[e1, e2] = e3, [e2, e4] = Fe3.

Consideramos a base ortogonal dada por

ẽ1 = 1
F 2+1

(e1 − Fe4) , ẽ2 = −1√
F 2+1

e2, ẽ3 = −1√
F 2+1

e3, ẽ4 = −1
F 2+1

(Fe1 + e4).

Nótese que o único corchete non nulo con esta base é [ẽ1, ẽ2] = ẽ3 e, dado que o produto inte-
rior satisfai 〈ẽi, ẽj〉 = 1

F 2+1
〈ei, ej〉, a métrica do grupo de Lie é isomorfa á métrica produto da

posibilidade (1).
Caso H = F = 0, c 6= 0 Consideramos o ideal I12 = 〈I ∪ {H,F}〉 e calculamos a base de

Gröbner, obtendo así que o polinomio

g12 = −2τ a2c
(
4a2 − 1

)2 (
784a4 − 840a2 + 81

)
pertence a I12. Dado que o caso c = 0 foi considerado anteriormente, séguese que a(4a2 −
1) (784a4 − 840a2 + 81) = 0 e así a = 0, a2 = 1

4
, a2 = 27

28
, ou a2 = 3

28
. Mediante unha

substitución directa nos polinomios Pij tense que os casos a2 = 27
28

e a2 = 3
28

non proporcionan
ningunha solución.

Asumimos que a = 0. Entón

P33 = 4d2(4c2d2 − c2 − 8d2 + 6),

P44 = −2d2(16c2d2 + 2c2 + 4d2 − 3),

de onde se segue que d = 0 e o tensor F se anula identicamente. A métrica invariante á esquerda
vén dada por

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = −ce2, [e2, e4] = ce1.

A curvatura seccional é independente do parámetro c e polo tanto a métrica é homotética a unha
métrica con c = 0 (véxase [97]), a cal se corresponde coa posibilidade (1).

Asumimos agora que a2 = 1
4

e consideramos o ideal I ′12 = 〈I12 ∪ {4a2 − 1}〉. Calculamos a
base de Gröbner e obtemos que o polinomio

g′12 = c(4d2 − 1)(3d2 + 5ad+ 1)

pertence ao ideal I ′12. Así, dado que c 6= 0 e 4a2 = 1, tense que 4d2 = 1. Agora os polinomios
Pij = 0 para i 6= j e

P11 = P22 = −P33 = −P44 = −1
2
(4c2 − 1)(4ad− 1).
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Se a = d, entón a métrica é Einstein, polo que as condicións anteriores redúcense a a = −d e
a2 = d2 = c2 = 1

4
. A métrica vén dada por

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1 − εae2, [e2, e4] = εae1 − ae2,

onde ε2 = 1 e 4a2 = 1. Consideramos a base ortonormal dada por

ẽ1 = −1
2a
√

2
(εe1 − e2) , ẽ2 = −1√

2
(e1 + εe2) , ẽ3 = 1

2a
e3, ẽ4 = −εe4.

Agora, os corchetes non nulos nesta base son [ẽ1, ẽ2] = ẽ3 and [ẽ2, ẽ4] = −ẽ1, o que amosa que
as métricas obtidas se corresponden coas dadas na posibilidade (3).

Caso H = d− 5a = 0, cF 6= 0 Consideramos I13 = 〈I ∪ {H, d− 5a}〉, calculamos a base
de Gröbner e obtemos que o polinomio

g13 = a2c(412a2 + F 2 + 1)

pertence a I13. Dado que o caso c = 0 foi estudado anteriormente, séguese que a = 0 e así d = 0.
Entón, un cálculo directo amosa que P44 = −c2F 2 6= 0.

Caso a = 0, H 6= 0 Consideramos o ideal I2 = 〈I ∪ {a}〉 e calculamos a base de Gröbner,
obtendo que o polinomio

g2 = d2H(F 2 +H2 + 12d2 + 1)

pertence a I2. Así d = 0 e P44 = −c2(F 2 +H2), o que implica que c = 0 dado que H 6= 0. Un
cálculo directo amosa que F = 0 e a métrica vén dada por

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = He3, [e2, e4] = Fe3.

Considerando a base ortogonal dada por

ẽ1 = 1
(F 2+H2+1)

√
F 2+H2 (Fe1 −He2 − (F 2 +H2)e4) , ẽ3 = −1√

F 2+H2+1
e3,

ẽ2 = −1√
(F 2+H2+1)(F 2+H2)

(He1 + Fe2) , ẽ4 = −1
F 2+H2+1

(Fe1 −He2 + e4) ,

o único corchete non nulo nesta base é [ẽ1, ẽ2] = ẽ3. Ademais, para todo i, j tense que 〈ẽi, ẽj〉 =
1

F 2+H2+1
〈ei, ej〉, o que amosa que a métrica co grupo de Lie é isomorfa á métrica produto na

posibilidade (1).
Caso H = ±F , a 6= 0, H 6= 0 Consideramos I3 = 〈I ∪ {F 2−H2}〉 e calculamos a base de

Gröbner, obtendo que o polinomio

g3 = −2τ a3F 2(27F 2 + 5)(4a2 − 2F 2 − 1)

pertence a I3. Así 4a2 − 2F 2 − 1 = 0 dado que a 6= 0 e F = ±H 6= 0. Sexa I ′3 = 〈I3 ∪ {4a2 −
2F 2 − 1}〉. Calculamos a base de Gröbner de I ′3 e obtemos que

g′3 = F (4a2 + 3d2 + 5ad)(4d2 − 2F 2 − 1)
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pertence a I ′3, o que implica que 4d2− 2F 2− 1 = 0 e polo tanto d = ±a. Fixando H = εF , con
ε2 = 1, se d = a entón

P44 = −1
2
F 2(160F 4 + (64c2 + 218)F 2 + 36c2 + 69) 6= 0.

Así, necesariamente d = −a e P33 = −(2F 2 + 1)2(4c2 − 2F 2 − 1), o que implica que 4c2 −
2F 2 − 1 = 0, e usando esta condición tense que P13 = 3F (2F 2 + 1)(c+ εa), de onde se obtén
c = −εa. Agora, un cálculo directo amosa que o tensor F se anula baixo as condicións H = εF ,
d = −a, c = −εa e 4a2 − 2F 2 − 1 = 0, e a métrica invariante á esquerda vén dada por

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1 + εae2 + εFe3, [e2, e4] = −εae1 − ae2 + Fe3.

Consideramos unha base ortogonal dada por

ẽ1 = 1
2a
√

2
(εe1 + e2) , ẽ3 = 1

2a
e3,

ẽ2 = −1
4a2
√

2
(e1 − εe2 − 2Fe4) , ẽ4 = ε

4a2 (Fe1 − εFe2 + e4) .

Agora, os únicos corchetes non nulos son [ẽ1, ẽ2] = ẽ3 e [ẽ2, ẽ4] = −ẽ1. Ademais, 〈ẽi, ẽj〉 =
1

2F 2+1
〈ei, ej〉, o que amosa que as métricas dadas anteriormente son isomorficamente homotéticas

á métrica na posibilidade (3).

Observación 3.13. As métricas dadas nas posibilidades (1) e (3) no Teorema 3.12 son isomorfi-
camente homotéticas a métricas invariantes á esquerda no grupo de Lie RnR3 como se amosou
na Observación 3.3. Polo tanto, correspóndense cos solitóns de Ricci alxébricos (i) e (ii) como
se discutiu na sección 3.3. A posibilidade (2) correspóndese co (iv) da sección 3.3.

Observación 3.14. O operador de Ricci da métrica invariante á esquerda no Teorema 3.12-(1)
é da forma Ric = diag[−1

2
,−1

2
, 1

2
, 0], mentres que para as métricas no Teorema 3.12-(2) é da

forma Ric = − diag[2(1− d2), 2d(a+ d) + 1
2
, 2ad+ 1, 3

2
]. O operador de Ricci da métrica dada

no Teorema 3.12-(3) é da forma Ric = diag[0,−1, 1
2
,−1

2
].

Observación 3.15. Seguindo un argumento similar ao aplicado no Teorema 3.12, podemos obter
as métricas invariantes á esquerda Ft-críticas en RnH3 con enerxía distinta de cero. Así, temos
o seguinte:

Unha métrica invariante á esquerda non simétrica en R n H3 é crítica para algún
funcional cuadrático da curvatura con enerxía distinta de cero se e só se é homoté-
tica a unha das seguintes variedades:

(1) [e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = ae2, [e3, e4] = 2ae3, con a 6= 0,±1
2
.

Ademais t = −3(4a2+1)
44a2+1

∈ (−3,−1
2
) ∪ (−1

2
,− 3

11
) con enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 =

−36a2. Para a elección especial de a = 1 (respectivamente, a = −1) a métrica
é autodual (respectivamente, anti-autodual) e polo tanto Bach-chá (equivalen-
temente F−1/3-crítica) [62].



66 3 Métricas críticas homoxéneas riemannianas de dimensión catro

(2) [e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1 + He3, [e2, e4] = de2, [e3, e4] = (a + d)e3,
onde a = −d(2d2+2H2−3)

2d2+2H2+2
, d 6= −2a, H 6= 0, e as constantes de estrutura d,H

satisfán

4d6 + 5(3H2 − 1)d4 +
(
18H4 + 6H2 + 13

)
d2 + (H2 + 1)2(7H2 − 3) = 0.

Ademais, t = −4a2+3d2+2ad+3(H2+1)
4(3a2+3d2+5ad)+H2+1

∈ (−3,− 7
16

) e a enerxía sempre é distinta
de cero.

(3) [e1, e2] = e3, [e1, e4] = ae1 − ce2, [e2, e4] = ce1 + de2, [e3, e4] = (a + d)e3,
onde c 6= 0, a 6= d, a 6= 5d e os parámetros a, d están restrinxidos polas
ecuacións

3a2 + 4c2 + 3d2 + 10ad = 0, 32c4 + 32ac2d+ 8c2 − 28ad− 9 = 0.

Ademais, t = − a2+4c2+d2−6ad
4(3a2+3d2+5ad)+1

e ‖ρ‖2 + tτ 2 = −8c2 + 28ad + 9, o que
amosa que a enerxía se anula se e só se a2 = c2 = 1

4
e d = −a. Ademais,

t ∈ (−3,−21
52

).

Observación 3.16. Na Figura 3.6.1 represéntanse os valores de t para as métricas críticas obtidas
no Teorema 3.12 e na Observación 3.15.

t
−3 − 3

2 − 3
4 −

1
2 −

7
16 − 21

52 − 3
11 − 1

4

(1)
(2)
(3)
(1)
(2)
(3)

•

[ )
•

( )
( )
( )

E
ne

rx
ía

=
0

E
ne

rx
ía
6=

0

Figura 3.6.1: Valores de t para os que existen métricas invariantes á esquerda en RoH3 críticas,
distinguindo entre as que teñen enerxía cero e distinta de cero.

3.7. Métricas invariantes á esquerda Ft-críticas en Rn R3

Sexa g = R n r3 unha extensión semidirecta da álxebra de Lie abeliana r3. Sexa 〈·, ·〉 un
produto interior en g e 〈·, ·〉3 a súa restrición a r3. A álxebra de Lie de todas as derivacións D
de r3 é gl(3,R). Se fixamos D ∈ gl(3,R), existe unha base 〈·, ·〉3-ortonormal {v1,v2,v3} de r3

onde D se descompón como suma dunha matriz diagonal e unha matriz antisimétrica. Así

der(r3) =


 ã −b̃ −c̃

b̃ f̃ −h̃
c̃ h̃ p̃

 ; ã, b̃, c̃, f̃ , h̃, p̃ ∈ R

 .
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Agora, o produto semidirecto correspondente g = Rv4 n r3 vén dado por

[v1,v2] = 0, [v1,v3] = 0, [v2,v3] = 0, [v4,v1] = ãv1 + b̃v2 + c̃v3,

[v4,v2] = −b̃v1 + f̃v2 + h̃v3, [v4,v3] = −c̃v1 − h̃v2 + p̃v3,

con respecto a unha base {v1,v2,v3,v4} tal que g = Rv4⊕span{v1,v2,v3}. Dado que Rv4 non
é necesariamente ortogonal a r3, fixamos k̃i = 〈vi,v4〉, para i = 1, 2, 3. Sexa ê4 = v4 −

∑
i k̃ivi

e normalicemos para obter unha base ortonormal {e1, ... , e4} de g = R⊕ r3 tal que

[e1, e4] = − 1
R
{ãe1 + b̃e2 + c̃e3}, [e2, e4] = − 1

R
{−b̃e1 + f̃ e2 + h̃e3},

[e3, e4] = − 1
R
{−c̃e1 − h̃e2 + p̃e3}, R > 0.

(3.9)

No que segue, fixamos a = − ã
R

, f = − f̃
R

, p = − p̃
R

, b = − b̃
R

, c = − c̃
R

e h = − h̃
R

.

Observación 3.17. As métricas invariantes á esquerda (3.9) están determinadas por un vector
(a, f, p, b, c, h) ∈ R6. A isometría (ē1, ē2, ē3, ē4) = (e2, e1, e3, e4) amosa que (a, f, p, b, c, h) ∼
(f, a, p,−b, h, c). Analogamente, (ē1, ē2, ē3, ē4) = (e3, e2, e1, e4) dá lugar a (a, f, p, b, c, h) ∼
(p, f, a,−h,−c,−b) e a isometría (ē1, ē2, ē3, ē4) = (e1, e3, e2, e4) mostra que (a, f, p, b, c, h) ∼
(a, p, f, c, b,−h).

Observación 3.18. Unha métrica invariante á esquerda (3.9) é Einstein se e só se a parte au-
toadxunta da derivación é un múltiplo da identidade, a = f = p, en cuxo caso a curvatu-
ra seccional é constante K = −a2. Ademais, a curvatura escalar dunha métrica (3.9), τ =
−2 (a2 + f 2 + p2 + a(f + p) + fp), anúlase se e só se a métrica é chá.

Comezaremos estudando o caso das métricas Ft-críticas con enerxía cero. No caso non chan,
temos que t = −‖ρ‖2τ−2 e

‖ρ‖2 = (a2 + f 2 + p2)
2

+ (a2 + f 2 + p2) (a+ f + p)2

+ 2b2(a− f)2 + 2c2(a− p)2 + 2h2(f − p)2.

Teorema 3.19. Unha métrica invariante á esquerda non simétrica en R n R3 é crítica para
algún funcional cuadrático da curvatura con enerxía cero se e só se é homotética a unha métrica
invariante á esquerda determinada polas seguintes álxebras de Lie:

(1) [e2, e4] = e2 + e3 e [e3, e4] = −(e2 + e3).

(2) [e1, e4] = 1√
2
(e2 + e3), [e2, e4] = − 1√

2
e1 + e2 e [e3, e4] = − 1√

2
e1 − e3.

(3) [e1, e4] = e1, [e2, e4] = fe2 e [e3, e4] = pe3, onde as constantes de estrutura f ≤ p satisfán
(f, p) /∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 1)}.

(4) [e1, e4] = e1, [e2, e4] = −(κ + 1
2
)e2 + he3, [e3, e4] = −he2 + (κ − 1

2
)e3, onde κ >

√
3

2
e

h2 = κ2 4κ2+3
4κ2−3

.

(5) [e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = e2 + he3 e [e3, e4] = −ce1 − he2 − 2e3, onde 2(c2 + h2) = 9
con c, h ∈ (0, 3√

2
).
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(6) [e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = −(p+ 1)e2 +he3, [e3, e4] = −ce1−he2 + pe3, cos parámetros
c, h > 0 determinados por c2 = − (2p+1)(8p3+15p2+3p+1)

(p+2)(5p2−p−1)
e h2 = (p+1)(p−1)(5p3+12p2+1)

(p+2)(5p2−p−1)
, p 6= 0,

p ∈ (−∞, ζ1) ∪ (ζ2,−1) ∪ (1−
√

21
10

, 1+
√

21
10

), onde ζ1 e ζ2 son as únicas solucións reais de
5p3 + 12p2 + 1 = 0 e 8p3 + 15p2 + 3p+ 1 = 0, respectivamente.

Ademais, as métricas dadas en (1)-(3) son solitóns de Ricci alxébricos, mentres que as dadas
en (4)-(6) non o son.

Demostración. Sexa F = ∆ρ + 2R[ρ] − 2τ−1‖ρ‖2ρ o tensor simétrico de tipo (0, 2) Ft corres-
pondente ao valor de t = −‖ρ‖2τ−2. Considerando a parte autoadxunta da derivación dada por
diag[a, f, p], dividimos o estudo en dous casos distintos, afp = 0 e afp 6= 0. No primeiro caso
podemos asumir, tras unha posible rotación, que a = 0.

Caso a = 0. Distinguiremos os casos nos que a parte autoadxunta da derivación é de rango
un ou dous. A observación 3.18 amosa que a métrica é chá se e só se a parte autoadxunta da
derivación se anula.

Caso a = 0, f = 0, p 6= 0. Neste caso, F(e4, e4) = −2p2(c2 + h2), de onde se segue
que c = h = 0 e así a métrica é localmente simétrica e localmente isométrica a un produto
R2 ×N2(κ), o cal é un solitón de Ricci gradiente ríxido.

Caso a = 0, fp 6= 0. Reescalamos para fixar f = 1 e traballar cunha métrica homotética á
orixinal. Agora F(e4, e4) = −2(p+1)2

p2+p+1
(b2 + c2p2 + h2(p − 1)2), de onde se segue que p = −1,

b = c = h = 0, ou b = c = 0 e p = 1.

(i) Caso a = 0, f = 1, p 6= 0, b = c = h = 0. Un cálculo directo amosa que F = 0 e
Ric +(p2 + 1) Id é unha derivación que determina un solitón de Ricci alxébrico, o cal é un
caso particular da posibilidade (3) (véxase a Observación 3.17). Ademais, p 6= 1 dado que
a métrica é localmente simétrica en caso contrario.

(ii) Caso a = 0, f = 1 = −p. Neste caso F está determinado por

−1
2
F(e1, e1) = F(e2, e2) = F(e3, e3) = 6bch,

F(e1, e2) = −b(2b2 − 4c2 − h2 + 1),

F(e1, e3) = −c(4b2 − 2c2 + h2 − 1),

F(e2, e3) = h(b2 + c2 − 8h2 + 8).

Dado que bch = 0, consideramos as distintas posibilidades Nótese que o caso b = c =
h = 0 está incluído no estudo do caso (i). Se b = 0, entón necesariamente temos que c = 0
e h2 = 1, o que implica que

[e2, e4] = e2 + he3, [e3, e4] = −he2 − e3, h2 = 1.

A métrica é F−3-crítica e Ric +6 Id é unha derivación que determina un solitón de Ricci
alxébrico. Ademais, a isometría e2 7→ −e2 intercambia o signo de h. Así, podemos asumir
que h = 1, o que se corresponde coa posibilidade (1). Por último, se b 6= 0, entón séguese
que c2 = b2 = 1

2
e h = 0. Neste caso a métrica, determinada por

[e1, e4] = be2 + ce3, [e2, e4] = −be1 + e2, [e3, e4] = −ce1 − e3,
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é F−3/2-crítica e Ric +3 Id é unha derivación que determina un solitón de Ricci alxébrico.
Seguindo o mesmo argumento que no caso anterior, e2 7→ −e2 e e3 7→ −e3 determinan
isometrías que intercambian os signos de b e c, respectivamente. Así, podemos asumir que
b = c = 1√

2
, o que se corresponde coa posibilidade (2).

(iii) Caso a = 0, f = p = 1, b = c = 0. Un cálculo directo amosa que a estrutura é localmente
conformemente chá e localmente isométrica a un produto R×N3(κ), que é un solitón de
Ricci gradiente ríxido.

Caso afp 6= 0. Un cálculo directo amosa que

F(e4, e4) =
4

τ
(a+ f + p)2 g̃,

onde g̃ = b2(a− f)2 + c2(a− p)2 + h2(f − p)2. Deste xeito, consideraremos de forma separada
os casos a+ f + p = 0 e a+ f + p 6= 0, é dicir, distinguiremos os casos nos que a traza da parte
autoadxunta da derivación é nula dos que non.

Caso a+ f + p = 0. Fixando f = −(a+ p) temos que

F(e1, e1) = 6bch(a+ 2p), F(e2, e2) = 6bch(a− p), F(e3, e3) = −6bch(2a+ p),

o que amosa que a parte antisimétrica da derivación satisfai bch = 0. Pola Observación 3.17,
podemos asumir que b = 0. Traballando coa métrica homotética determinada por a = 1, o tensor
F redúcese ás compoñentes non nulas

F(e1, e3) = − c(2(p−1)(p2+4p+1)c2−(p3−9p2−15p−4)h2+(p−1)3(p2+p+1))
p2+p+1

,

F(e2, e3) = −h((p3+9p2+3p−4)c2−(2p+1)(4p2+4p−2)h2+(2p+1)3(p2+p+1))
p2+p+1

.

Ademais, usando novamente a Observación 3.17, basta con analizar os seguintes casos: c = h =
0, ou c = 0 e h 6= 0, ou ch 6= 0.

(i) Se c = h = 0, entón o tensor F anúlase identicamente e, ademais, Ric +2(p2 + p + 1) é
unha derivación que determina un solitón de Ricci alxébrico. A métrica, determinada por

[e1, e4] = e1, [e2, e4] = −(p+ 1)e2, [e3, e4] = pe3,

é un caso particular das dadas na posibilidade (3) (véxase a Observación 3.17).

(ii) Se c = 0 e h 6= 0, entón F redúcese a

F(e2, e3) =
h(2p+1)(h2(4p2+4p−2)−(2p+1)2(p2+p+1))

p2+p+1
.

Asumindo que 2p+1 = 0, a curvatura seccional non depende do parámetro h, o que amosa
que a métrica é homotética a unha métrica invariante á esquerda do caso anterior(véxase
[97]). En caso contrario, temos a condición h2(4p2 + 4p− 2)− (2p+ 1)2(p2 + p+ 1) = 0.
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Fixando κ = p+ 1
2
, esta ecuación é da forma κ2(4κ2 + 3)− h2(4κ2 − 3) = 0. Así κ >

√
3

2

ou κ < −
√

3
2

e

[e1, e4] = e1, [e2, e4] = −
(
κ+ 1

2

)
e2 + he3, [e3, e4] = −he2 +

(
κ− 1

2

)
e3.

Ademais e2 7→ e3 determina unha isometría que intercambia o signo de κ e de h. Deste
xeito, podemos restrinxir o estudo a κ >

√
3

2
. Un cálculo directo amosa que estes grupos

de Lie, que se corresponden coa posibilidade (4), non son solitóns de Ricci alxébricos.

(iii) Se ch 6= 0, entón a métrica vén dada por

[e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = −(p+ 1)e2 + he3,
[e3, e4] = −ce1 − he2 + pe3,

onde os parámetros c e h están determinados polas expresións F(e1, e3) e F(e2, e3). Se
(p+ 2)(5p2 − p− 1) 6= 0, entón

c2 = − (2p+1)(8p3+15p2+3p+1)
(p+2)(5p2−p−1)

, h2 = (p−1)(p+1)(5p3+12p2+1)
(p+2)(5p2−p−1)

.

Ademais, estas métricas son Ft-críticas con enerxía cero e non son solitóns de Ricci alxé-
bricos. Dado que a isometría e2 7→ −e2 intercambia h con −h, e e3 7→ −e3 intercambia c
con −c e h con −h simultaneamente, podemos asumir que c > 0 e h > 0. Esta situación
correspóndese coa posibilidade (6).

Se p = −2 obtemos

F(e1, e3) = −3c(2(c2 + h2)− 9), F(e2, e3) = −3h(2(c2 + h2)− 9),

de onde se segue que c e h están limitados por 2(c2 + h2) = 9. Nótese que a isometría
e1 7→ e2 intercambia c e h. Ademais, e2 7→ −e2 intercambia h con −h e a isometría
e3 7→ −e3 intercambia o signo de c e h simultaneamente. Polo tanto, podemos asumir
que c > 0 e h > 0 e fixar h = 1√

2

√
9− 2c2 con 0 < c < 3√

2
. Estas métricas, que se

corresponden coa posibilidade (5), non son solitóns de Ricci alxébricos.

Finalmente, o caso 5p2 − p− 1 = 0 correspóndese cos valores de p = 1
10

(1±
√

21), e un
cálculo directo amosa que este caso non proporciona métricas Ft-críticas con enerxía cero.

Caso a+f+p 6= 0 e g̃ = b2(a−f)2+c2(a−p)2+h2(f−p)2 = 0. Séguese da Observación 3.17
que basta con considerar as seguintes situacións non simétricas:

(i) Se b = c = h = 0, entón a métrica é Ft-crítica con enerxía cero e Ric +(a2 + f 2 + p2) Id é
unha derivación que determina un solitón de Ricci alxébrico. Ademais, estas métricas son
isomorficamente homotéticas ás da posibilidade (3) (véxase a Observación 3.17).

(ii) Se b = h = 0, c 6= 0 e p = a, entón fixando a = 1 a métrica está na clase homotética de

[e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = fe2, [e3, e4] = −ce1 + e3,

e un cálculo directo amosa que a curvatura seccional é independente da constante de es-
trutura c. Séguese do traballo de Kulkarni (véxase [97]) que a métrica é homotética a unha
métrica con c = 0, a cal é un caso particular da posibilidade (i).
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Observación 3.20. As métricas no Teorema 3.19-(1) correspóndense cos solitóns de Ricci alxé-
bricos (i) na Sección 3.3. As métricas invariantes á esquerda no Teorema 3.19-(2) correspóndense
cos solitóns de Ricci alxébricos (ii), mentres que as métricas dadas no Teorema 3.19-(3) se co-
rresponden cos (iii) na Sección 3.3.

Corolario 3.21. Unha métrica invariante á esquerda en R n R3 é crítica para algún funcional
cuadrático da curvatura con enerxía cero se e só se é homotético ou ben a un solitón de Ricci ou
a unha métrica invariante á esquerda determinada por

[e1, e4] = e1 + ce3, [e2, e4] = −(p+ 1)e2 + he3, [e3, e4] = −ce1 − he2 + pe3,

con respecto a unha base ortonormal {e1, ... , e4}, onde c2 + h2 6= 0 e

(i) Se a constante de estrutura c = 0, entón p = κ − 1
2

para κ >
√

3
2

e h2 = κ2 4κ2+3
4κ2−3

. Estas
métricas son Ft-críticas para t = −48κ4−9

16κ4−9
∈ (−∞,−3).

(ii) Se a constante de estrutura p = −2, entón h = 1√
2

√
9− 2c2 para 0 < c < 3√

2
. Estas

métricas son F−13/4-críticas.

(iii) Se (p+ 2)ch 6= 0, entón c e h son as solucións positivas de

c2 = − (2p+1)(8p3+15p2+3p+1)
(p+2)(5p2−p−1)

, h2 = (p+1)(p−1)(5p3+12p2+1)
(p+2)(5p2−p−1)

,

para algún p 6= 0, con p ∈ (−∞, ζ1) ∪ (ζ2,−1) ∪ (1−
√

21
10

, 1+
√

21
10

), onde ζ1 = −2, 433 ...
e ζ2 = −1, 697 ... son as únicas solucións reais das ecuacións 5p3 + 12p2 + 1 = 0
e 8p3 + 15p2 + 3p + 1 = 0, respectivamente. Estas métricas son Ft-críticas para t =
− 30p4−3p2−6p−3

2(p2+p+1)(5p2−p−1)
∈ (−∞,−3

2
).

Demostración. Analizamos as métricas críticas dadas no Teorema 3.19 que non son solitóns de
Ricci alxébricos. Considerando as métricas invariantes á esquerda dadas no Teorema 3.19-(4),
temos que t = −48κ4−9

16κ4−9
∈ (−∞,−3). Isto correspóndese coa posibilidade (i).

A posibilidade (ii) correspóndese coas métricas no Teorema 3.19-(5). Un cálculo directo
amosa que estas métricas son F−13/4-críticas.

Consideremos agora unha métrica descrita como no Teorema 3.19-(6). Un cálculo directo
amosa que o rango do parámetro p está limitado pola positividade dos cocientes que determinan
c2 e h2. Ademais, estas métricas son Ft-críticas para t = − 30p4−3p2−6p−3

2(p2+p+1)(5p2−p−1)
∈ (−∞,−3

2
), o

que se corresponde coa posibilidade (iii).
No que segue amosamos que ningunha destas métricas está na clase homotética dun solitón

de Ricci alxébrico. Obsérvese que os solitóns de Ricci non Einstein son Ft-críticos para t = −1
2

e t = −1
3

no caso simétrico, ou para t = −3, t = −3
2
, ou −1 ≤ t < −1

4
noutro caso (véxase a

Figura 3.3.1). Dado que os valores críticos das posibilidades (i) e (ii) non se corresponden co de
ningún solitón de Ricci alxébrico, as métricas correspondentes non son solitóns de Ricci.

Para as métricas da posibilidade (iii) basta con analizar o caso crítico para F−3, que se co-
rresponde con valor de p = 1

16
(1±

√
33), en cuxo caso o invariante homotético de terceira orde
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‖∇ρ‖2
τ3 vén dado por ‖∇ρ‖

2

τ3 = −776
81

. Por outra banda, os solitóns de Ricci alxébricos con t = −3
en RnR3 correspóndense coas métricas dadas no Teorema 3.19-(1), cuxo invariante homotético
de terceira orde vén dado por ‖∇ρ‖

2

τ3 = −8, o que amosa que as métricas da posibilidade (iii) con
p = 1

16
(1±

√
33) non son solitóns de Ricci.

Observación 3.22. Seguindo un argumento similar ao aplicado no Teorema 3.19, podemos obter
as métricas invariantes á esquerda Ft-críticas en RnR3 con enerxía distinta de cero. Así, temos
o seguinte:

Unha métrica invariante á esquerda non simétrica en R n R3 é crítica para algún
funcional cuadrático da curvatura con enerxía distinta de cero se e só se é homoté-
tica a unha das seguintes variedades:

(1) [e1, e4] = 1
3
e1, [e2, e4] = fe2 + he3, [e3, e4] = −he2 − (f − 2

3
)e3, con h 6= 0 e

36f 2 − 36h2 − 24f − 5 = 0. Ademais t = − 5+36h2

11+12h2 ∈ (−3,− 5
11

) con enerxía
‖ρ‖2 + tτ 2 = −16

3
h2.

(2) [e1, e4] = ae1 + be2, [e2, e4] = −be1 + 1
3
e2 + be3, [e3, e4] = −be2− (a− 2

3
)e3,

con b > 0 e 9a2− 18b2− 6a− 8 = 0. Ademais t = − 7+18b2

10+12b2
∈ (−3

2
,− 7

10
) con

enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 = −8
3
b2.

Observación 3.23. Na Figura 3.7.1 represéntanse os valores de t para as métricas críticas obtidas
no Teorema 3.19 e na Observación 3.22.

t

− 13
4 −3 − 3

2 −1 − 7
10 − 5

11 − 1
4

(1)
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Figura 3.7.1: Valores de t para os que existen métricas invariantes á esquerda en RoR3 críticas,
distinguindo entre as que teñen enerxía cero e distinta de cero.



Capítulo 4
Métricas riemannianas críticas para todos os

funcionais cuadráticos da curvatura

Á hora de explorar métricas que son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curva-
tura, debemos distinguir os casos en que a curvatura escalar é constante ou non. Baixo certas
condición, como a homoxeneidade, que xa foi estudada nos capítulos 2 e 3, a curvatura escalar
é constante. Mais tamén outras condicións, incluso de índole topolóxica, como que a variedade
sexa pechada, poden forzar a que a variedade teña curvatura escalar constante:

Teorema 4.1. [126] Unha métrica crítica para o funcional S nunha variedade pechada ten
curvatura escalar constante.

Nesta situación en que a curvatura escalar é constante, unha métrica crítica para o funcional
da norma L2 da curvatura escalar satisfai a ecuación (2.1):

τ
(
ρ− 1

3
τg
)

= 0.

Polo tanto temos que a variedade é Einstein ou a curvatura escalar é 0. Un exemplo non-Einstein
que pode resultar ilustrativo é o de H2 × S2, que ten curvatura escalar cero, pero non é Eins-
tein. Ademais, esta variedade é localmente conformemente chá, polo que é crítica para todos os
funcionais cuadráticos da curvatura.

Neste capítulo atenderemos ao caso en que a curvatura escalar é unha función non constante.
En primeiro lugar, motivaremos este labor mediante o estudo dos conos, obtendo o primeiro
exemplo de variedade riemanniana non Einstein que é crítica para todos os funcionais. Na sección
seguinte chegaremos a que, en dimensión catro, toda variedade riemanniana crítica para todos os
funcionais cuxa curvatura escalar é unha función propia é Einstein ou ben un produto warped
cunha condición sobre a función de deformación. Finalmente, a partir desta condición antes
mencionada, estudarase o dominio de dita función coa fin de descubrir se se pode estender a R e
obter exemplos completos.

4.1. Métricas críticas sobre os conos
A idea de cono de dúas dimensións máis estendida dentro das matemáticas é a de superficie

regrada: a superficie xerada ao xirar un segmento de recta que nace no eixo z ao redor de dito
eixo. Porén, esta figura pode entenderse doutro xeito. Dado un segmento de recta (ou unha semi-
rrecta), construímos un cono centrando en cada punto do segmento unha circunferencia de raio
proporcional á distancia de dito punto a un extremo do segmento (resp., semirrecta).

73
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Figura 4.1.1: cono como superficie de revo-
lución.

•

•

•

•

Figura 4.1.2: cono construído mediante cir-
cunferencias.

Este xeito de construír os conos de dúas dimensións dá pé á súa xeneralización, tanto au-
mentando a dimensión como permitindo substituír a circunferencia por calquera outra variedade
riemanniana. Así, definimos os conos sobre unha variedade riemanniana como segue.

Definición 4.2. Sexa (N, gN) unha variedade riemanniana de dimensión n. O cono sobre N é a
variedade riemanniana de dimensión n+ 1 dada polo produto R+ ×N equipado coa métrica de
produto warped g = dr2 + r2gN .

Dado que o cono ten dimensión n + 1, as ecuacións de Euler-Lagrange para o funcional
S : g 7→

∫
M
τ 2dvolg veñen dadas por

2∇2τ − 2
n+1

∆τg − 2τρ+ 2
n+1

τ 2g = 0. (4.1)

Dun xeito análogo, a expresión das ecuacións de Euler-Lagrange para o funcional T : g 7→∫
M
‖ρ‖2dvolg é da forma

∆ρ+ 2R[ρ]−∇2τ − 2
n+1
‖ρ‖2g = 0. (4.2)

Así, as ecuacións de Euler-Lagrange para o funcional Ft veñen dadas por

∆ρ− (1 + 2t)∇2τ + 2
n+1

t∆τg + 2(R[ρ]− 1
n+1
‖ρ‖2g) + 2tτ(ρ− 1

n+1
τg) = 0. (4.3)

Sexa ∂r = ∂
∂r

o campo de vectores unitario radial, e denotemos porX , Y ,Z, os levantamentos
a R+ ×N dos campos de vectores X , Y , Z, en N . A conexión de Levi-Civita de R+ ×r N está
determinada por

∇∂r∂r = 0, ∇∂rX = ∇X∂r = 1
r
X, ∇XY = ∇N

XY − 1
r
g(X, Y )∂r. (4.4)

As únicas compoñentes posiblemente non nulas do tensor de curvatura de R+ ×r N son as da
forma

R(X, Y )Z = RN(X, Y )Z − 1
r2{g(X,Z)Y − g(Y, Z)X}, (4.5)

o que amosa que o cono é chan se e só se N é unha variedade de curvatura seccional constante
igual a 1. O tensor de Ricci está determinado pola única compoñente non nula

ρ(X, Y ) = ρN(X, Y )− (n− 1)gN(X, Y ). (4.6)
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Polo tanto, o cono é Einstein se e só se é Ricci-chan, o cal ocorre se e só se N é Einstein con
ρN = (n− 1)gN . A curvatura escalar vén dada por

τ = 1
r2

(
τN − n(n− 1)

)
,

polo que R+×rN ten curvatura escalar constante se e só se τN = n(n− 1), en cuxo caso τ = 0.

4.1.1. Métricas cónicas críticas para o funcional da norma L2 da curvatura
escalar

Teorema 4.3. O cono sobre unha variedade riemanniana de dimensión n (N, gN) é S-crítico se
e só se satisfai unha das seguintes condicións:

(i) A curvatura escalar τ anúlase (neste caso, τN = n(n− 1)).

(ii) (N, gN) é Einstein con curvatura escalar τN = n(n− 9).

Demostración. Unha métrica g = dr2 +r2gN é S-crítica se e só se satisfai a ecuación (4.1). Polo
tanto, consideremos o tensor de tipo (0,2)

S = 2∇2τ − 2
n+1

∆τg − 2τρ+ 2
n+1

τ 2g.

Un cálculo directo amosa que o hessiano da curvatura escalar do cono vén dado por

∇2τ(∂r, ∂r) = 6
r4 (τN − n(n− 1)),

∇2τ(∂r, X) = − 3
r3dτ

N(X),

∇2τ(X, Y ) = 1
r2{(∇N)2τN(X, Y )− 2(τN − n(n− 1))gN(X, Y )},

e o laplaciano da curvatura escalar, definido como a traza do hessiano da curvatura escalar, vén
dado por ∆τ = 1

r4

(
∆NτN − 2(n− 3)(τN − n(n− 1))

)
.

Así,

S(∂r, X) = 2∇2τ(∂r, X)− 2
n+1

∆τg(∂r, X)− 2τρ(∂r, X) + 2
n+1

τ 2g(∂r, X)

= − 3
r3dτ

N(X),

do cal se deduce que a curvatura escalar de N é constante. Analogamente,

S(∂r, ∂r) = 2∇2τ(∂r, ∂r)− 2
n+1

∆τg(∂r, ∂r)− 2τρ(∂r, ∂r) + 2
n+1

τ 2g(∂r, ∂r)

= 1
r4(n+1)

(
τN − n(n− 1)

) (
τN − n(n− 9)

)
,

o que amosa que τN = n(n−1) e a curvatura escalar do cono se anula (condición (i) do teorema)
ou ben τN = n(n− 9). Por último, considerando a compoñente restante,

S(X, Y ) = 2∇2τ(X, Y )− 2
n+1

∆τg(X, Y )− 2τρ(X, Y ) + 2
n+1

τ 2g(X, Y )

= − 1
r2 {τN − n(n− 1)}

{
ρN(X, Y )− 1

n+1
(τN + n− 9)gN(X, Y )

}
,

novamente obtemos que τN = n(n−1) ou ben ρN = 1
n+1

(τN+n−9)gN . Esta última posibilidade
implica que (N, gN) é Einstein con τN = n(n− 9), o que se corresponde coa condición (ii).
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Observación 4.4. Os conos con τN = n(n− 1) da familia (i) do teorema teñen curvatura escalar
cero e, polo tanto, proporcionan exemplos triviais de métricas S-críticas. Por outra banda, os
conos con τN = n(n − 9) da familia (ii) do teorema proporcionan métricas S-críticas con
curvatura escalar τ = − 8

r2n, a cal non é constante.

4.1.2. Métricas cónicas S-críticas e T -críticas
Dado que as métricas T -críticas son caracterizadas pola Ecuación (4.2), consideramos o ten-

sor simétrico de tipo (0,2) definido por T = ∆ρ+ 2R[ρ]−∇2τ − 2
n+1
‖ρ‖2g. En primeiro lugar,

calculamos o laplaciano do tensor de Ricci como segue.

Lema 4.5. Sexa R+ ×r N un cono sobre unha variedade riemanniana (N, gN) de dimensión n.
Entón, o laplaciano do tensor de Ricci vén dado por

∆ρ(∂r, ∂r) = 2
r4 (τN − n(n− 1)),

∆ρ(∂r, X) = − 1
r3dτ

N(X),

∆ρ(X, Y ) = 1
r2

{
∆NρN(X, Y )− 2(n− 2)(ρN(X, Y )− (n− 1)gN(X, Y ))

}
.

Demostración. Séguese de (4.4) e (4.6) que as posibles compoñentes non nulas de∇ρ son

∇∂rρ(X, Y ) = 2∇Y ρ(∂r, X) = −2
r
ρ(X, Y ), ∇Zρ(X, Y ) = ∇N

Z ρ(X, Y ).

Sexa {∂r, e1, ... , en} unha referencia ortonormal no cono. Un cálculo directo amosa que

∇2
∂r∂r

ρ(X, Y ) = 6
r2ρ(X, Y ),

∇2
eiei
ρ(∂r, ∂r) = 2

r2ρ(ei, ei),

∇2
eiei
ρ(∂r, X) = −2

r
(∇N

ei
ρN)(ei, X),

∇2
eiei
ρ(X, Y ) = (∇N)2

ei ei
ρN(X, Y )

− 1
r2 {2ρ(X, Y ) + g(X, ei)ρ(ei, Y ) + g(Y, ei)ρ(ei, X)} ,

de onde se segue o resultado.

Teorema 4.6. Sexa (N, gN) unha variedade Einstein de dimensión n. Entón, o cono R+ ×r N é
T -crítico se e só se satisfai unha das seguintes condicións:

(1) R+ ×r N é Ricci-chá.

(2) τN = −n(n+ 3), en cuxo caso τ = − 2
r2n(n+ 1).

Demostración. Unha métrica é crítica para o norma L2 do tensor de Ricci se e só se se anula
identicamente o tensor simétrico de tipo (0,2) definido por T = ∆ρ+ 2R[ρ]−∇2τ − 2

n+1
‖ρ‖2g.

Un cálculo directo amosa que o tensor R[ρ] dun cono satisfai

R[ρ](X, Y ) = 1
r2R

N [ρN ](X, Y )
− 1

r2{(n− 2)ρN(X, Y ) + (τN − (n− 1)2)gN(X, Y )},
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sendo cero noutro caso. Dado que (N, gN) é unha variedade Einstein, a súa curvatura escalar é
constante, o seu tensor de Ricci é proporcional á métrica ρN = τN

n
gN e RN [ρN ] = ( τ

N

n
)2gN . Así,

R[ρ](X, Y ) = 1
r2n2 (τN − n(n− 1))2gN(X, Y ), e R[ρ](∂r, ·) = 0.

Ademais, ‖ρ‖2 = 1
nr4 (τN − n(n− 1))2 e o hessiano da curvatura escalar do cono vén dado por

∇2τ(∂r, ∂r) = 6
r4 (τN − n(n− 1)), ∇2τ(∂r, X) = 0,

∇2τ(X, Y ) = − 2
r2 (τN − n(n− 1))gN(X, Y ).

Séguese do Lema 4.5 que o laplaciano do tensor de Ricci dun cono sobre unha variedade Einstein
vén dado por

∆ρ(∂r, ∂r) = 2
r4 (τN − n(n− 1)), ∆ρ(∂r, X) = 0,

∆ρ(X, Y ) = −2(n−2)
r2n

(τN − n(n− 1))gN(X, Y ).

Dun cálculo directo obtemos que as posibles compoñentes non nulas do tensor T son

T(∂r, ∂r) = − 2
r4n(n+1)

(τN − n(n− 1))(τN + n(n+ 3)),

T(X, Y ) = − 2
r2n2(n+1)

(τN − n(n− 1))(τN + n(n+ 3))gN(X, Y ).

Polo tanto, o tensor T anúlase se e só se τN = n(n − 1), en cuxo caso o cono é Ricci-chan, ou
τN = −n(n+ 3), e a curvatura escalar do cono vén dada por τ = − 2

r2n(n+ 1).

Observación 4.7. Unha métrica é crítica para o funcional definido pola norma L2 do tensor de
curvatura se e só se o tensor simétrico de tipo (0,2) definido como

R = 4∆ρ− 2∇2τ + 4R[ρ]− 4ρ̌+ 2Ř− 2
n+1

{
∆τ + ‖R‖2

}
g (4.7)

se anula identicamente. Sexa R+ ×r N un cono Ricci-chan (é dicir, N é Einstein con τN =
n(n − 1)). Entón, un cálculo directo amosa que R(∂r, ∂r) = − 2

n+1
‖R‖2, de onde se segue que

un cono Ricci-chan é crítico para a norma L2 do tensor de curvatura se e só se é chan.

Como consecuencia dos Teoremas 4.3 e 4.6 temos o seguinte resultado, que proporciona
exemplos de métricas riemannianas críticas para todos os funcionais cuadráticos.

Corolario 4.8. Un cono non chan R+ ×r N é crítico para todos os funcionais cuadráticos da
curvatura se e só se (N, gN) é unha variedade Einstein de dimensión tres con curvatura seccional
constante cN = −3.

Demostración. Polo Teorema 4.3, unha métrica cónica R+ ×r N é S-crítica se e só se a súa
curvatura escalar se anula, isto é, se τN = n(n−1), ou se (N, gN) é unha variedade Einstein con
curvatura escalar τN = n(n− 9). Se τN = n(n− 1), temos que

T(∂r, ∂r) = ∆ρ(∂r, ∂r) + 2R[ρ](∂r, ∂r)−∇2τ(∂r, ∂r)− 2
n+1
‖ρ‖2g(∂r, ∂r)

= 8
r4

(
τN − n(n− 1)

)
− 2

n+1
‖ρ‖2.
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Polo tanto, se τN = n(n− 1), esta compoñente anúlase se e só se ‖ρ‖2 = 0, e o cono R+ ×r N
é necesariamente Ricci-chan. Ademais, pola Observación 4.7, un cono Ricci-chan é crítico para
o funcional definido mediante a norma L2 do tensor de curvatura se e só se é chan.

Se (N, gN) é Einstein con curvatura escalar τN = n(n− 9), entón, polo Teorema 4.6, o cono
é crítico para o funcional T se e só se ademais satisfai que τN = −n(n + 3). Igualando ambas
expresións de τN temos que n = 3 e (N, gN) é unha variedade Einstein de dimensión tres con
curvatura escalar τN = −18, de onde se segue que (N, gN) ten curvatura seccional constante
cN = −3.

Observación 4.9. A enerxía dos funcionais Ft correspondentes ás métricas críticas obtidas no
Corolario 4.8 vén dada por ‖ρ‖2 + tτ 2 = 192

r4 (3t + 1). A enerxía anúlase só para o funcional
F−1/3, que en dimensión catro é equivalente ao funcional dado pola norma L2 do tensor de
Weyl.

Observación 4.10. O Corolario 4.8 amosa que as métricas cónicas que son críticas para todos os
funcionais deben ser de dimensión catro e a base (N, gN) debe ter curvatura seccional constante
negativa cN = −3. A pesar de que a rixidez na dimensión é esencial, o valor da curvatura
seccional da base admite certa flexibilidade. Considerando unha deformación homotética da base
(N, gN), pódese construír un cono adecuado sobre calquera variedade de curvatura constante
positiva ou, se consideramos un cono lorentziano, negativa de dimensión tres.

(1) Dada unha variedade de dimensión tres (N, gN) con curvatura seccional negativa −c, o co-
no riemanniano modificado R+ ×λr N con métrica dr2 + (λr)2gN é crítico para todos os
funcionais cuadráticos da curvatura para λ =

√
c
3
.

(2) Dada unha variedade de dimensión tres (N, gN) con curvatura seccional positiva c, o co-
no lorentziano modificado R+ ×λr N con métrica −dr2 + (λr)2gN é crítico para todos os
funcionais cuadráticos da curvatura para λ =

√
c
3
.

En contraposición cos casos anteriores, o cono sobre unha variedade chá de dimensión tres é
Ft-crítica unicamente para t = −1

3
dado que é localmente conformemente chá e este valor de t

corresponde ao funcional da norma L2 do tensor de Weyl.

4.2. Métricas críticas para todos os funcionais
Con esta fin recordamos o concepto de h-quasi-solitón de Ricci gradiente introducido en

[77]. Un h-quasi-solitón de Ricci gradiente é unha cuádrupla (M, g, u, h) onde (M, g) é unha
variedade riemanniana e u, h ∈ C∞(M) son funcións diferenciables satisfacendo a ecuación

h∇2u+ ρ = λg, (4.8)

onde λ ∈ C∞(M) é obtida tomando as trazas da ecuación anterior. Ademais de xeneralizar
as métricas Einstein e os solitóns de Ricci gradientes, os h-quasi-solitóns de Ricci gradientes
inclúen ás métricas S-críticas como un caso particular. A estrutura local dun h-quasi-solitón de
Ricci gradiente Bach-chan foi estudado por Yun, Co e Hwang, obtendo o seguinte resultado.
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Teorema 4.11. [133] Sexa (M, g) un h-quasi-solitón de Ricci gradiente Bach-chan de dimensión
n con función potencial u. Supoñamos que cada conxunto de nivel de u é compacto e h é unha
función de u. Entón, (M, g) é

Einstein con funcións u e h constantes, ou

localmente isométrica a un produto warped con fibras Einstein compactas de dimensión
n− 1 se dh

du
> 0 en M .

Agora estamos en condicións de dar o seguinte resultado, que xeneraliza o cono crítico obtido
na sección anterior.

Teorema 4.12. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión catro cuxa curvatura
escalar é unha función propia que non se anula en ningún punto. Entón, (M, g) é crítica para
todos os funcionais cuadráticos se e só se é Einstein ou localmente isométrica a un produto
warped localmente conformemente chan R×fN(c) cuxa función de deformación f = eσ satisfai

σ(4)(r) = 2c2e−4σ(r) + 2ce−2σ(r) (σ′(r)2 − σ′′(r))
− 3

(
2σ′′(r)2 + σ′(r)σ(3)(r)

)
,

(4.9)

Demostración. Unha métrica S-crítica con función escalar que non se anula é un h-quasi-solitón,
como se evidencia se fixamos a función potencial u = τ e h = − 1

u
en (4.8) e comparamos coa

expresión (4.1). Neste caso, λ = 1
4τ

(τ 2 −∆τ).
Por outro lado, dado que a métrica é crítica para todos os funcionais, en particular é F−1/3-

crítica, que en dimensión catro se corresponde con ser Bach-chá.
Polo tanto, á vista do Teorema 4.11, concluímos que a métrica é Einstein ou localmente

isométrica a un produto warped R ×f N(c), onde N(c) é unha variedade de dimensión tres
(N, gN) con curvatura seccional constante KN = c.

Vexamos agora como é a función de deformación. Dado que un produto warped R ×f N(c)
é localmente conformemente chan, é Bach-chan e polo tanto F−1/3-crítico. Se, ademais, é S-
crítico, entón é crítico para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.

Consideremos agora a ecuación (4.1) para determinar as condicións necesarias e suficientes
sobre a función de deformación f para que o produto warped sexa S-crítico. Sexa R×f N(c) un
produto warped coa métrica g = dr2 +f 2gN . Entón o tensor de Ricci e a curvatura escalar veñen
dados por

ρ = −3f ′′

f
dr2 +

(
2c− 2(f ′)2 − ff ′′

)
gN , τ = 6

f2

(
c− (f ′)2 − ff ′′

)
.

Un cálculo directo amosa que as compoñentes non nulas do hessiano da curvatura escalar veñen
dadas por

∇2τ(∂r, ∂r) = ∂2
rrτ, ∇2τ(X, Y ) = −f ′

f
∂rτg(X, Y ),

para todos os campos de vectores X , Y tanxentes a N . Agora, un cálculo largo pero directo
amosa que a ecuación (4.1) se verifica se e só se a función de deformación satisfai

2c2 − 2cff ′′ + (f ′)2 (4c+ 9ff ′′)− 3f 2(f ′′)2 − 6(f ′)4 + f 2f ′f (3) − f 3f (4) = 0.
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Na ecuación anterior pódese illar o termo de orde máxima mediante o cambio de variable
f(r) = eσ(r), xa que f é necesariamente positiva, o que dá lugar á ecuación equivalente seguinte
escrita en forma normal:

σ(4)(r) = 2c2e−4σ(r) + 2ce−2σ(r) (σ′(r)2 − σ′′(r))
− 3

(
2σ′′(r)2 + σ′(r)σ(3)(r)

)
,

o que completa a proba do teorema.

A partir da ecuación (4.9) temos que σ(4) = F
(
r, σ, σ′, σ(2), σ(3)

)
ou, equivalentemente,

definimos a función vectorial σ = (σ1, σ2, σ3, σ4) con σ1 = σ para obter o sistema de EDO de
primeira orde 

σ′1(r) = σ2(r)
σ′2(r) = σ3(r)
σ′3(r) = σ4(r)
σ′4(r) = 2c2e−4σ1(r) + 2ce−2σ1(r) (σ2(r)2 − σ3(r))

−3 (2σ3(r)2 + σ2(r)σ4(r))

(4.10)

Dado que F (r, σ) é continua e as súas derivadas parciais existen e son continuas, F é localmente
lipschitziana. O Teorema Fundamental de Existencia e Unicidade Local de solución de Ecuacións
Diferenciais Ordinarias garante a existencia local de solución para o problema de valor inicial{

σ′ = F (t, σ)
σ(r0) = σ0,

o que dá lugar a métricas con forma de produto warped definidas localmente sobre unha varie-
dade produto I ×N que son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.

4.3. Resultados globais
A partir do resultado anterior, estudaremos se a función de deformación pode ser definida en

R ou se, pola contra, está definida unicamente nun intervalo limitado.
Como se dixo na sección anterior, a función de deformación f(r) = eσ(r) está determinada

pola ecuación (4.9), de modo que agora o problema se reduce a garantir a existencia de solucións
definidas globalmente. En principio non existe ningunha restrición inicial sobre a función σ(r).
Nun sentido xeométrico, ao fixar esta condición inicial estariamos facendo unha homotecia na
métrica da fibra gN .

No caso en que a fibra do produto warped sexa chá, as únicas métricas definidas globalmente
que son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura son as Einstein, como amosa
o seguinte resultado:

Teorema 4.13. Consideramos un produto warped completo R×fR3. Entón a métrica é S-crítica
e, polo tanto, crítica para todos os funcionais cuadráticos da curvatura, se e só se é a variedade
é chá ou localmente isométrica ao espazo hiperbólico.
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Demostración. Se a curvatura seccional da fibra é c = 0, a ecuación (4.9) redúcese a

σ(4)(r) = −3
(
2σ′′(r)2 + σ′(r)σ(3)(r)

)
.

Os polinomios de grao un, σ(r) = ar + b, son solucións triviais da ecuación definidas en todo
R que dan lugar ao espazo de curvatura seccional constante −a2. Veremos no que segue que
esta solución é a única admisible se o espazo é completo. Consideramos a función y(x) = σ′(r),
onde o cambio da variable r por x é para nos adaptar á terminoloxía típica do estudo de ecuacións
diferenciais. Estudamos solucións non constantes da ecuación

y(3)(x) + 6y′(x)2 + 3y(x)y′′(x) = 0 (4.11)

Calculamos
d2

dx2

[
y′(x) + 3

2
y(x)2

]
= y(3)(x) + 3y(x)y′′(x) + 3y′(x)2,

e usando (4.11) vemos que

d2

dx2

[
y′(x) + 3

2
y(x)2

]
= −3y′(x)2.

Polo tanto, a función y′(x) + 3
2
y(x)2 é cóncava en todo o seu dominio. En consecuencia, esta

función está limitada superiormente polo seu polinomio de Taylor de orde un, é dicir,

y′(x) + 3
2
y(x)2 ≤ y′(0) + 3

2
y(0)2 + x(y′′(0) + 3y(0)y′(0)) (4.12)

para x ≥ 0.
Consideremos agora os posibles crecementos da función anterior. Se y′(x) + 3

2
y(x)2 fose

constante nun intervalo [a, b] ⊂ [0,∞), entón

d2

dx2

[
y′(x) + 3

2
y(x)2

]
= −3y′(x)2 = 0,

co que y′(x) = 0 e a función y(x) sería constante, o que xa vimos que proporcionaría unha
función σ(x) definida globalmente, mais daría lugar a un espazo de curvatura seccional constante
non positiva. Así pois, no que segue asumiremos que y′(x) + 3

2
y(x)2 non é constante en ningún

intervalo.
Integrando en [0, x] e facendo uso da integración por partes temos

0 = y′′(x)− y′′(0) + 6
∫ x

0
y′(x)2 + 3

∫ x
0
y(x)y′′(x)

= y′′(x)− y′′(0) + 6
∫ x

0
y′(x)2 + 3(y(x)y′(x)− y(0)y′(0)−

∫ x
0
y′(x)2),

e así
d
dx

[y′(x) + 3
2
y(x)2] = y′′(x) + 3y(x)y′(x)

= y′′(0) + 3y(0)y′(0)− 3
∫ x

0
y′(x)2.

Se y′′(0) + 3y(0)y′(0) ≤ 0, entón desta expresión séguese que d
dx

[y′(x) + 3
2
y(x)2] ≤ 0 para

x ≥ 0 e, polo tanto, a función y′(x) + 3
2
y(x)2 é decrecente na parte positiva. Como ademais a

función é cóncava, da expresión (4.12) deducimos que existen x0 ≥ 0 e k > 0 tales que

y′(x0) + 3
2
y(x0)2 = −3

2
k.
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Ademais
y′(x) + 3

2
y(x)2 ≤ −3

2
k, ∀x ≥ x0.

Así, y′(x) ≤ −3
2
[k + y(x)2] para todo x ≥ x0 e, despexando e integrando, obtemos∫ x

x0

y′(t)

k + y(t)2
dt ≤ −3

2
(x− x0).

Por outro lado, a integral anterior resulta∫ x

x0

y′(t)
k+y(t)2dt = 1√

k

(
arctan

(
y(x)√
k

)
− arctan

(
y(x0)√

k

))
> 1√

k

(
−π

2
− π

2

)
= − π√

k
.

Xuntando as dúas últimas expresións, temos que

− π√
k
<

∫ x

x0

y′(t)
k+y(t)2dt ≤ −3

2
(x− x0),

co que π√
k
> 3

2
(x−x0) e así x−x0 <

2π
3
√
k
, o que amosa que o intervalo de definición da solución

está limitado superiormente.
Se y′′(0) + 3y(0)y′(0) ≥ 0, entón procedendo dun xeito análogo e se a solución non é afín,

chegamos a que y′(x) + 3
2
y(x)2 é crecente para x ≤ 0. Ademais é estritamente crecente. A

función y′(x) + 3
2
y(x)2 é cóncava, polo que se estivese definida en (−∞, 0), debería existir un

x0 ≤ 0 tal que y′(x0) + 3
2
y(x0)2 = −3

2
k, con k > 0. Así y′(x) ≤ −3

2
(k + y(x)2) se x ≤ x0.

Integrando coma no caso anterior tense

− π√
k
< 1√

k
arctan(y(x0)√

k
)− 1√

k
arctan(y(x)√

k
) =

∫ x0

x

y′(t)
k+y(t)2dt ≤ −3

2
(x0 − x).

Polo tanto x0 − x < 2π
3
√
k

co que x0 − 2π
3
√
k
< x, o que amosa que o dominio de definición está

limitado inferiormente.

No caso en que a fibra do produto warped non sexa chá, os experimentos numéricos realiza-
dos invitan a pensar que existen exemplos completos non Einstein, mais a día de hoxe segue a
ser un problema aberto.



Parte II

Métricas críticas en sinatura lorentziana





Capítulo 5

Métricas críticas homoxéneas lorentzianas de
dimensión tres

De xeito análogo ás variedades riemannianas, unha variedade lorentziana (M, g) dise homo-
xénea se o seu grupo de isometrías actúa transitivamente en M , e localmente homoxénea se para
cada par de puntos da variedade p, q ∈ M existe unha isometría local dunha veciñanza de p
nunha veciñanza de q de tal forma que transforma p en q.

En sinatura lorentziana, o estudo das variedades homoxéneas de dimensión tres divídese dun
xeito similar ao amosado no Teorema 2.1, como se pode observar no seguinte resultado.

Teorema 5.1. [40] Sexa (M, g) unha variedade lorentziana homoxénea completa, conexa e
simplemente conexa de dimensión tres. Entón, ou ben (M, g) é simétrica ou é isométrica a un
grupo de Lie de dimensión tres dotado dunha métrica lorentziana invariante á esquerda.

Recentemente foi posto de manifesto que unha clasificación global sen a hipótese de comple-
titude no Teorema 5.1 inclúe unha onda plana non localmente simétrica e que non é globalmente
isométrica a un grupo de Lie con métrica invariante á esquerda:

Teorema 5.2. [2] Unha variedade lorentziana homoxénea simplemente conexa en dimensión
tres é globalmente isométrica a un espazo globalmente simétrico, un grupo de Lie con métrica
invariante á esquerda, ou unha onda plana Pc globalmente definida.

As ondas planas Pc son esencialmente incompletas, no sentido de que non se poden embeber
nunha variedade lorentziana completa, como se amosou en [73]. Ditas ondas planas, que son
unha das familias pp-waves localmente homoxéneas (ver sección 5.2), realízanse localmente
como métricas invariantes á esquerda no grupo de Poincaré E(1, 1) (véxase a Observación 5.16).

A proba do Teorema 5.1 baséase no uso da homoxeneidade na curvatura, polo que dito re-
sultado é certo a nivel local como se indicou no Teorema 1.3. Polo tanto, unha variedade lorent-
ziana localmente homoxénea de dimensión tres é localmente simétrica ou localmente isométrica
a un grupo de Lie cunha métrica lorentziana invariante á esquerda. Dado que o noso traballo
se desenvolve a nivel local, ao longo deste capítulo traballaremos sobre variedades localmente
homoxéneas e faremos uso de dito resultado de estrutura.

A curvatura escalar dunha variedade localmente homoxénea é constante, polo que, como se
viu anteriormente, as ecuacións de Euler-Lagrange (1.7) e (1.8) veñen dadas polas expresións
(2.1) e (2.2), é dicir, polas seguintes ecuacións:

τ
(
ρ− 1

3
τg
)

= 0 (5.1)
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∆ρ+ 2
(
R[ρ]− 1

3
‖ρ‖2 g

)
+ 2tτ

(
ρ− 1

3
τ g
)

= 0. (5.2)

Obsérvese que a ecuación resultante para o funcional S vén dada pola ecuación de Einstein,
(1.6), multiplicada pola curvatura escalar. Porén, a diferenza do caso riemanniano, existe gran
cantidade de exemplos de variedades lorentzianas non Einstein con curvatura escalar cero grazas
a que nesta sinatura o operador de Ricci pode ser nilpotente.

Definimos o tensor de tipo (0,2) simétrico dado pola expresión Ft = ∆ρ+2
(
R[ρ]− 1

3
‖ρ‖2 g

)
+

2tτ
(
ρ− 1

3
τ g
)
, de xeito que unha métrica é Ft-crítica se e só se anula o tensor Ft para dito valor

de t.
Neste capítulo abordaremos o estudo das métricas localmente homoxéneas lorentzianas de

dimensión tres que son críticas para algún funcional cuadrático da curvatura, dun xeito similar ao
seguido no capítulo anterior. Facendo uso do Teorema 5.1, dividirase o estudo destas métricas en
espazos simétricos (Sección 5.1) e grupos de Lie (Sección 5.3). Ademais, dado que as pp-waves
aparecen de xeito natural no estudo tanto das variedades simétricas como dos grupos de Lie,
na Sección 5.2 analízase o caso xeral para este tipo de espazos. Na sección correspondente aos
grupos de Lie dividirase o estudo á súa vez en grupos de Lie unimodulares e non unimodulares.
Finalmente, exporanse diversos casos particulares de especial interese a partir dos resultados
recollidos nas seccións anteriores: as métricas críticas para o funcional dado pola norma L2 do
tensor de curvatura, as métricas localmente conformemente chás, os espazos semi-simétricos e
os solitóns de Ricci alxébricos.

5.1. Espazos simétricos
Cando consideramos as variedades lorentzianas simétricas, unha diferenza salientable fronte

ao caso riemanniano é a existencia de variedades indescompoñibles mais non irreducibles. Estas
caracterízanse por posuír (polo menos) unha distribución paralela non trivial (con dimensión dis-
tinta de cero e a total), mais a restrición da métrica a toda distribución deste tipo é dexenerada.
Temos, pois, que existen variedades localmente simétricas indescompoñibles mais non irreduci-
bles, pero todas elas son localmente isométricas a espazos simétricos de Cahen-Wallach e, polo
tanto, son un caso particular de onda plana (véxase [35]). Noutro caso, as variedades localmente
simétricas de dimensión tres teñen curvatura seccional constante ou son localmente isométricas
a un produto da forma R × N(c), sendo N(c) unha superficie riemanniana ou lorentziana de
curvatura de Gauss constante c.

Se a variedade ten curvatura seccional constante entón é Einstein e, polo tanto, é crítica
para todos os funcionais cuadráticos. Se a variedade é localmente un produto, utilizando un
razoamento análogo ao argumentado no Lema 2.2, obtemos que é Ft-crítica para t = −1

2
. Se a

variedade (M, g) é un espazo de Cahen-Wallach, existe un sistema de coordenadas (u, x, y) tal
que a métrica pode ser descrita como

g = 2dudy + dx2 + κx2dy2 con κ ∈ R. (5.3)

Con estas coordenadas, o único obxecto non nulo da curvatura implicado na ecuación (5.2) é o
tensor de Ricci, de xeito que todas as súas compoñentes son cero agás ρ(∂y, ∂y) = −κ. Polo
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tanto, todo espazo de Cahen-Wallach satisfai as ecuacións (5.1) e (5.2), así que estes espazos son
críticos para todos os funcionais cuadráticos da curvatura. Obtemos o seguinte resultado.

Lema 5.3. Toda variedade lorentziana localmente simétrica de dimensión tres é Ft-crítica con
t = −1

2
. Ademais, os espazos de Cahen-Wallach son críticos para todos os funcionais cuadráti-

cos da curvatura.

Observación 5.4. As coordenadas descritas en (5.3) son un caso particular das coordenadas de
Brinkmann, utilizadas para describir ondas de Brinkmann, que son as variedades de Walker que
podemos atopar en sinatura lorentziana. Estas variedades serán estudadas en profundidade no
Capítulo 7.

5.2. pp-waves localmente homoxéneas
Na análise das métricas críticas localmente homoxéneas atoparémonos con que algunhas

familias admiten distribucións nulas paralelas de dimensión un. Máis especificamente, algúns
destes exemplos son pp-waves. Unha pp-wave localmente homoxénea de dimensión tres admite
coordenadas locais adaptadas (u, x, y) onde a métrica vén dada por g(∂y, ∂y) = −2f(x, y) e
g(∂y, ∂u) = g(∂x, ∂x) = 1. A función f determina o tipo de espazo, o cal é localmente isométrico
a un dos seguintes modelos:

Nb: pp-wave con f(x, y) = b−2ebx, para calquera constante b 6= 0,

Pc: pp-wave con f(x, y) = 1
2
x2α(y), onde a función α é unha solución positiva da ecuación

α′ = cα3/2, e c é unha constante non nula,

CWε: pp-wave con f(x, y) = εx2, onde ε = ±1.

As xeometrías Pc e CWε son ondas planas e, xunto coa xeometrías Nb, abranguen todas as
posibles clases de pp-waves localmente homoxéneas [73].

Teorema 5.5. Sexa (M, g) unha pp-wave localmente homoxénea de dimensión tres. Tense:

(1) Se (M, g) é unha onda plana modelada en CWε ou Pc, entón é crítica para todos os funcio-
nais cuadráticos da curvatura.

(2) Se (M, g) é unha pp-wave modelada en Nb, entón é S-crítica pero non é Ft-crítica para
ningún valor de t.

Demostración. Para as ondas planas, un cálculo directo amosa que ∆ρ, R[ρ], ‖ρ‖ e τ se anulan,
polo que o tensor Ft é cero independentemente do valor de t. Así, estas métricas son críticas para
todos os funcionais cuadráticos.

Para as variedades modeladas na xeometría Nb, R[ρ], ‖ρ‖ e τ anúlanse, pero ∆ρ(∂y, ∂y) =
b2ebx 6= 0, xa que b 6= 0. Polo tanto, satisfaise a ecuación (5.1) e a variedade é S-crítica, pero o
tensor Ft non se anula para ningún valor de t.
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5.3. Métricas de Lorentz invariantes á esquerda
Do mesmo xeito que no caso riemanniano, traballarase a nivel das álxebras de Lie. Sexa g

unha álxebra de Lie de dimensión tres dotada dun produto escalar non dexenerado 〈·, ·〉 : g×g→
R, e sexa × : g × g → g o produto vectorial determinado por 〈x × y, z〉 = det(x, y, z) para
calquera vectores x, y, z. Deste xeito, dada unha base ortonormal {e1, e2, e3}, o operador de
estrutura L de g é o endomorfismo da álxebra de Lie determinado por L(ei × ej) = [ei, ej], para
todo i, j ∈ {1, 2, 3}. O operador de estrutura permite caracterizar os grupos de Lie unimodulares
e non unimodulares (véxase [110, 119]).

Os grupos de Lie unimodulares teñen operador de estrutura autoadxunto, polo que, depen-
dendo da forma de Jordan do operador L, as álxebras de Lie unimodulares lorentzianas (g, 〈·, ·〉)
son equivalentes a unha das seguintes (véxase [119]):

(Ia) O operador de estrutura é diagonalizable. Entón a álxebra de Lie vén dada polos corchetes

[e1, e2] = −λ3e3, [e1, e3] = −λ2e2, [e2, e3] = λ1e1,

sendo {e1, e2, e3} unha base ortonormal satisfacendo 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = −〈e3, e3〉 = 1.

(Ib) O operador de estrutura ten dous autovalores complexos conxugados. Entón a álxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[e1, e2] = −βe2 − αe3, [e1, e3] = −αe2 + βe3, [e2, e3] = λe1,

sendo {e1, e2, e3} unha base ortonormal satisfacendo 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = −〈e3, e3〉 = 1,
e β 6= 0.

(II) O operador de estrutura ten unha raíz dobre do seu polinomio mínimo. Entón a álxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[u1, u2] = λ2u3, [u1, u3] = −λ1u1 − εu2, [u2, u3] = λ1u1,

sendo {u1, u2, u3} unha base pseudo-ortonormal con 〈u1, u2〉 = 〈u3, u3〉 = 1.

(III) O operador de estrutura ten unha raíz tripla do seu polinomio mínimo. Entón a álxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[u1, u2] = u1 + λu3, [u1, u3] = −λu1, [u2, u3] = λu2 + u3,

sendo {u1, u2, u3} unha base pseudo-ortonormal con 〈u1, u2〉 = 〈u3, u3〉 = 1.

Se o operador de estrutura non é autoadxunto, o grupo de Lie é non unimodular e a súa álxebra
de Lie é un produto semidirecto g = u o R, onde u = {x ∈ g : tr ad(x) = 0} denota o núcleo
unimodular, que é un ideal abeliano de g que contén ao ideal conmutador [g, g] (véxase [110]).
Estes produtos semidirectos están determinados polo endomorfismo− ad(e3), o cal non depende
da escolla de e3 /∈ u. Polo tanto, dada unha base {e1, e2} de u, o endomorfismo − ad(e3) vén
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dado por − ad(e3)(e1) = αe1 + βe2 e − ad(e3)(e2) = γe1 + δe2. Denotaremos por A a matriz
asociada a − ad(e3).

No estudo das álxebras de Lie non unimodulares lorentzianas atopamos tres situacións dife-
rentes en función do comportamento da restrición do produto escalar de g ao núcleo unimodular,
podendo ser 〈·, ·〉|u×u riemanniano, lorentziano ou dexenerado. Así, unha álxebra de Lie non
unimodular lorentziana (g, 〈·, ·〉) encádrase nunha das seguintes descricións:

(IV.1) A restrición do produto escalar ao núcleo unimodular é lorentziana. Entón a álxebra de Lie
vén dada polos corchetes

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = αe1 + βe2, [e2, e3] = γe1 + δe2,

de xeito que α + δ 6= 0 e {e1, e2, e3} é unha base ortonormal satisfacendo −〈e1, e1〉 =
〈e2, e2〉 = 〈e3, e3〉 = 1.

(IV.2) A restrición do produto escalar ao núcleo unimodular é riemanniana. Entón a álxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = αe1 + βe2, [e2, e3] = γe1 + δe2,

de xeito que α + δ 6= 0 e {e1, e2, e3} é unha base ortonormal satisfacendo 〈e1, e1〉 =
〈e2, e2〉 = −〈e3, e3〉 = 1.

(IV.3) A restrición do produto escalar ao núcleo unimodular é dexenerada. Entón a álxebra de Lie
vén dada polos corchetes

[u1, u2] = 0, [u1, u3] = αu1 + βu2, [u2, u3] = γu1 + δu2,

de xeito que α+δ 6= 0 e {u1, u2, u3} é unha base pseudo-ortonormal satisfacendo 〈u1, u1〉 =
〈u2, u3〉 = 1.

Nas tres posibilidades tense que α+δ 6= 0 xa que a traza do endomorfismo é tr ad(e3) = α+δ
e, de anularse, teríase que e3 pertence ao núcleo unimodular pola definición de u. Realizando un
reescalamento na base ortonormal {e1, e2, e3} podemos asumir que tr ad(e3) = 2 e traballar
así cun representante da clase homotética da métrica inicial dos casos IV.1 e IV.2. Para o caso
IV.3, podemos tomar û1 = u1, û2 = α+δ

2
u2, û3 = 2

α+δ
u3, obtendo así unha nova base pseudo-

ortonormal satisfacendo tr ad(û3) = 2, polo que traballaremos na clase isométrica da métrica
inicial.

No caso riemanniano (véxase [110]) é posible rotar a base ortonormal {e1, e2} de xeito que
ad(e3)(e1) é ortonormal a ad(e3)(e2). Un cálculo directo amosa que esta normalización segue
sendo válida naqueles grupos de Lie con núcleo unimodular riemanniano, é dicir, no caso IV.2.
Polo tanto, pódese asumir que as constantes de estrutura satisfán αγ + βδ = 0 e α+ δ = 2 neste
caso. Isto é posible polo feito de que a parte autoadxunta do endomorfismo é diagonalizable;
porén, isto non pode asumirse nos outros dous casos. Os cálculos explícitos incluídos nas obser-
vacións 5.20 e 5.27 amosan que as normalizacións análogas consideradas en [59] para os casos
IV.1 e IV.3 impoñen restricións nas familias de métricas correspondentes.
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Baseándonos na clasificación anterior, estudaremos de xeito independente nas seguintes sec-
cións cada un dos sete tipos descritos.

Como curiosidade destacable, o número áureo ϕ = 1+
√

5
2

, que vén dado pola única solución
positiva da ecuación x2 = x + 1, aparece de xeito natural á hora de describir os grupos de Lie
unimodulares Ft-críticos. Observarase nas seguintes seccións que este número desempeña un
papel distinguido tanto na expresión das métricas críticas dos tipos Ia (véxase o Teorema 5.6) e
II (véxase o Teorema 5.12) coma no rango do parámetro t (véxase a Figura 5.3.4).

5.3.1. Métricas críticas con operador de estrutura diagonalizable
G é un grupo de Lie unimodular con operador de estrutura diagonalizable (tipo Ia). Conside-

ramos unha base ortonormal {e1, e2, e3} satisfacendo 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = −〈e3, e3〉 = 1 tal que
os corchetes de Lie da álxebra de Lie g veñen dados por

[e1, e2] = −λ3e3, [e1, e3] = −λ2e2, [e2, e3] = λ1e1, (5.4)

con λ1, λ2, λ3 ∈ R. O operador de Ricci vén dado por Ric = 1
2
diag[(λ2−λ3)2−λ2

1, (λ1−λ3)2−
λ2

2, (λ1 − λ2)2 − λ2
3], polo que unha métrica de tipo Ia é Einstein se e só se todas as constantes

de estrutura son iguais ou λi = λj , λk = 0 para {i, j, k} = {1, 2, 3}. Os elementos da curvatura
veñen dados polas seguintes compoñentes non nulas:

ρ(ei, ei) =1
2

(
λ2
i − (λj − λk)2

)
g(ei, ei), {i, j, k} = {1, 2, 3},

R[ρ](ei, ei) =1
4

(
λ3
i − 3(λj − λk)2λi + 2(λj − λk)2(λj + λk)

)
× (λj + λk − λi)g(ei, ei),

τ =− 1
2
(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3) + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,

‖ρ‖2 =3
4
(λ4

1 + λ4
2 + λ4

3)− (λ3
1(λ2 + λ3) + λ3

2(λ1 + λ3) + λ3
3(λ1 + λ2))

+ 1
2
(λ2

1λ
2
2 + λ2

1λ
2
3 + λ2

2λ
2
3) + (λ2

1λ2λ3 + λ1λ
2
2λ3 + λ1λ2λ

2
3).

A partir destas compoñentes, obtemos que as compoñentes a priori non nulas de Ft son as
seguintes:

3Ft11 = 2(t+ 3)λ4
1 − 5(t+ 1)(λ2 + λ3)λ3

1

+ ((3t+ 1)(λ2
2 + λ2

3) + 2(t+ 1)λ2λ3)λ2
1

+ (t+ 1)(λ2 − λ3)2(λ2 + λ3)λ1

− ((t+ 3)(λ2
2 + λ2

3)− 2(t− 1)λ2λ3)(λ2 − λ3)2,

(5.5)

3Ft22 = 2(t+ 3)λ4
2 − 5(t+ 1)λ3

2(λ1 + λ3)

+ λ2
2((3t+ 1)(λ2

1 + λ2
3) + 2(t+ 1)λ1λ3)

+ (t+ 1)λ2(λ1 − λ3)2(λ1 + λ3)

− ((t+ 3)(λ2
1 + λ2

3)− 2(t− 1)λ1λ3)(λ1 − λ3)2,

(5.6)



5.3.1 Métricas críticas con operador de estrutura diagonalizable 91

3Ft33 = −2(t+ 3)λ4
3 + 5(t+ 1)λ3

3(λ2 + λ1)

− λ2
3((3t+ 1)(λ2

2 + λ2
1) + 2(t+ 1)λ2λ1)

− (t+ 1)λ3(λ2 − λ1)2(λ2 + λ1)

+ ((t+ 3)(λ2
2 + λ2

1)− 2(t− 1)λ2λ1)(λ2 − λ1)2.

(5.7)

Pódese observar que este caso é similar ao descrito para os grupos de Lie unimodulares rie-
mannianos; porén, dado que o vector e3 é temporal (g(e3, e3) = −1), non é posible intercambialo
cos demais vectores da base como fixemos no capítulo anterior.

Dada a descrición do tensor Ft, podemos dar o seguinte resultado.

Teorema 5.6. Sexa G un grupo de Lie de tipo Ia cunha métrica invariante á esquerda non
Einstein g. Entón, g é Ft-crítica se e só se é homotética a unha métrica dada por (5.4) con
constantes de estrutura descritas como segue:

(1) (λ1, λ2, λ3) = (1, λ, λ) ou (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1) con λ 6= 1
4
, 1. Neste caso, a métrica é

crítica para t = −2λ−3
4λ−1

e τ = 1
2
− 2λ.

(2) (λ1, λ2, λ3) = (1, α, β) ou (λ1, λ2, λ3) = (α, β, 1), con α 6= β dados por

α = κ
2
±
√
κ(κ2+κ−1)

2κ
, e β = κ

2
∓
√
κ(κ2+κ−1)

2κ
,

onde κ ∈ (−ϕ, 0) ∪ (ϕ−1,∞), κ /∈ {1, ϕ3,−ϕ−3}. A métrica correspondente é crítica para
t = κ3+κ2+3κ−1

(κ−1)2 e τ = − (κ−1)2

2κ
.

Demostración. Dado o tensor Ft descrito en (5.5), (5.6) e (5.7), unha métrica invariante á es-
querda nun grupo de Lie de tipo Ia é Ft-crítica para algún valor de t se satisfai Ftii = 0 para todo
i. Dado que a ecuación (5.2) é invariante por homotecias, podemos normalizar as constantes de
estrutura (λ1, λ2, λ3) e dividir a proba nos seguintes casos que abranguen todas as posibilidades
non Einstein:

(1) Dúas constantes de estrutura son iguais e a terceira é distinta de cero:

(a) (λ1, λ2, λ3) = (1, 0, 0) ou (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 1),

(b) (λ1, λ2, λ3) = (1, λ, λ) ou (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1), con λ 6= 0, 1.

(2) As tres constantes son diferentes:

(a) (λ1, λ2, λ3) = (0, α, β) ou (λ1, λ2, λ3) = (α, β, 0), con 0 6= α 6= β 6= 0.

(b) (λ1, λ2, λ3) = (1, α, β) ou (λ1, λ2, λ3) = (α, β, 1), con 0, 1 6= α 6= β 6= 0, 1.

Caso (1.a). Considerando (λ1, λ2, λ3) = (1, 0, 0) e (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 1), obtemos, respec-
tivamente,

Ft11 = −2Ft22 = 2Ft33 = 2
3
(t+ 3) e 2Ft11 = 2Ft22 = Ft33 = 2

3
(t+ 3).
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Polo tanto, estas métricas son Ft-críticas para t = −3.
Caso (1.b). Se (λ1, λ2, λ3) = (1, λ, λ) ou (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1), con λ 6= 0, 1, as expresións

das compoñentes do tensor Ft redúcense, respectivamente, a

Ft11 = −2Ft22 = 2Ft33 = 2
3
(λ− 1)(2λ− 3 + (4λ− 1)t), e

2Ft11 = 2Ft22 = Ft33 = −2
3
(λ− 1)(2λ− 3 + (4λ− 1)t).

Polo tanto, dado que λ 6= 1, o tensor anúlase se e só se t = −2λ−3
4λ−1

e λ 6= 1
4
.

Nótese que o Caso (1.a) se corresponde co Caso (1.b) con λ = 0.
Caso (2). Dado que todas as constantes de estrutura son diferentes, podemos tomar a seguinte

combinación dos polinomios Ftii:

1
(λ1−λ2)(λ1−λ3)

Ft11 + 1
(λ2−λ1)(λ2−λ3)

Ft22 − 1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

Ft33 = 4(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3) + 4tτ.

Se τ = 0, o tensor Ft vén dado por

Ft22 = 4
3
λ2((3λ2 − 2λ3)(λ2 − λ3)(λ2 + 2λ3)− 3λ1(λ2 + λ3)(λ2 + 4λ3)),

Ft33 = −4
3
λ3((3λ3 − 2λ2)(λ3 − λ2)(λ3 + 2λ2)− 3λ1(λ3 + λ2)(λ3 + 4λ2)),

Ft11 = Ft33 − Ft22.

Estes polinomios e a curvatura escalar só se anulan simultaneamente se dúas das constantes de
estrutura son iguais e a terceira é cero (en cuxo caso a métrica é Einstein). Polo tanto, temos que
τ 6= 0 e o valor de t vén dado por t = −λ2

1+λ2
2+λ2

3

τ
. Deste xeito, as expresións de Ft redúcense a

3Ft11 =(2λ1 − λ2 − λ3)p,

3Ft22 =(λ1 − 2λ2 + λ3)p,

3Ft33 =3 (λ1 − λ2)p,

sendo p = λ3
3 − λ1 (λ2 + λ3) 2 − λ2

1 (λ2 + λ3) + (λ2 − λ3) 2 (λ2 + λ3). Os primeiros factores
destas expresións non se anulan ao asumir que as constantes de estrutura son distintas, polo que
a única posibilidade para que se anule o tensor Ft é que p = 0. Así, temos que

λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 − λ2λ

2
1 − λ3λ

2
1 − λ2

2λ1 − λ2
3λ1 − λ2λ

2
3 − λ2

2λ3 − 2λ1λ2λ3 = 0. (5.8)

Tanto a ecuación (5.8) coma a expresión de t son simétricas respecto das constantes de estrutura,
polo que no que resta de proba se traballará módulo permutación.

Caso (2.a). Supoñamos que λ1 = 0. A ecuación (5.8) redúcese a (λ2 − λ3)2(λ2 + λ3) = 0,
logo λ2 = −λ3. Así, obtemos dúas clases homotéticas: (λ1, λ2, λ3) = (0, 1,−1) e (λ1, λ2, λ3) =
(1,−1, 0). Ambos os dous casos se corresponden con métricas invariantes á esquerda Ft-críticas
para t = −1 e o operador de Ricci satisfai Ric = diag[2, 0, 0] e Ric = diag[0, 0, 2], respectiva-
mente.

Caso (2.b). Consideremos agora que λ1 6= 0. Mediante un razoamento análogo ao seguido
na proba do Teorema 2.4, reescalamos a métrica de xeito que λ1 = 1. Realizando un cambio
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nas constantes de estrutura, podemos fixar λ2 = −1+µ2+µ3

2
e λ3 = 1+µ2−µ3

2
. Así, a ecuación (5.8)

dada en función de µ2 e µ3 redúcese a

µ2µ
2
3 − 2µ2µ3 + 1− µ2

2 = 0.

Resolvendo para µ3, obtemos

µ3 = 1±
√
µ2(µ2

2 + µ2 − 1)

µ2

.

Nótese que µ3 está ben definida para µ2 ∈ (−ϕ, 0) ∪ (ϕ−1,∞). Polo tanto, se fixamos µ2 = κ
e asumimos que as constantes de estrutura son distintas entre si, a métrica invariante á esquerda
correspondente é Ft-crítica se e só se é homotética a unha métrica determinada polas constantes
de estrutura λ1 = 1,

λ2 =
κ

2
±
√
κ(κ2 + κ− 1)

2κ
e λ3 =

κ

2
∓
√
κ(κ2 + κ− 1)

2κ
. (5.9)

As constantes de estrutura son distintas agás para κ = 1, κ = ϕ3 e κ = −ϕ−3. Ademais,
se κ = −1, temos que λ3 = 0, polo que formalmente os casos (2.a) e (2.b) poden tratarse
conxuntamente asumindo que λ pode ser cero.

Se normalizamos λ3 = 1, obtemos outra familia homotética de xeito que as expresións des-
critas en (5.9) determinan λ1 e λ2 e, da mesma forma que na normalización anterior, formalmente
obtemos o Caso (2.a) con λ1 = 0. Isto conclúe o Caso (2).

Observación 5.7. A familia dada no Teorema 5.6-(1) proporciona métricas Ft-críticas para todo
t ∈ R \ {−1

2
}. Por outra banda, a familia descrita no Caso (2) proporciona métricas Ft-críticas

para t ∈ (−1−ϕ−5) se κ ∈ (−ϕ, 0)\{−ϕ−3} e para t ∈ (−1+ϕ5,∞) se κ ∈ (ϕ−1,∞)\{1, ϕ3}.
Estes valores ilústranse na Figura 5.3.4.

Observación 5.8. As álxebras de Lie obtidas no Teorema 5.6-(1) son h3 se λ = 0 (Caso (1.a)
da demostración), sl(2,R) se (λ1, λ2, λ3) = (1, λ, λ) con λ 6= 0 ou (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1) con
λ > 0, e su(2) se (λ1, λ2, λ3) = (λ, λ, 1) con λ < 0.

As álxebras de Lie obtidas no Teorema 5.6-(2) cunha constante de estrutura nula (Caso (2.a)
da demostración) son e(1, 1) se (λ1, λ2, λ3) = (λ,−λ, 0) e e(2) se (λ1, λ2, λ3) = (0, λ,−λ).
A diferenza do caso riemanniano, o grupo euclídeo admite métricas lorentzianas invariantes á
esquerda Ft-críticas non Einstein.

As álxebras de Lie obtidas no Teorema 5.6-(2) sen constantes de estrutura nulas (Caso (2.b)
da demostración) son as seguintes:

sl(2,R) se (λ1, λ2, λ3) = (1, α, β) con α < 0 e β 6= 0, o cal ocorre se κ ∈ (−ϕ, 0)\{−1},
ou (λ1, λ2, λ3) = (α, β, 1) con α, β > 0, o cal ocorre se κ > ϕ−1, ou con αβ < 0, o cal
ocorre se κ ∈ (−1, 0).

su(2) se (λ1, λ2, λ3) = (1, α, β) con α > 0 > β, o cal ocorre se κ ∈ (−1, 0), ou
(λ1, λ2, λ3) = (α, β, 1) con α, β < 0, o cal ocorre se κ ∈ (−ϕ,−1).
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5.3.2. Métricas críticas cuxo operador de estrutura ten dous autovalores
complexos conxugados

G é un grupo de Lie unimodular con operador de estrutura que ten dous autovalores non reais
(tipo Ib). Consideramos unha base ortonormal {e1, e2, e3} satisfacendo 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 =
−〈e3, e3〉 = 1 tal que os corchetes de Lie da álxebra de Lie g veñen dados por

[e1, e2] = −βe2 − αe3, [e1, e3] = −αe2 + βe3, [e2, e3] = λe1, (5.10)

con α, β, λ ∈ R, β 6= 0. Obsérvese que substituír e1 por −e1 na base proporciona unha isometría
intercambiando (α, β, λ) por (−α,−β,−λ). Do mesmo xeito, substituíndo e2 por −e2 ou e3 por
−e3 intercámbianse (α, λ) por (−α,−λ). Polo tanto, podemos asumir que β > 0.

As métricas determinadas por (5.10) non son Einstein e teñen curvatura escalar τ = 1
2
(λ(λ−

4α) − 4β2). Polo tanto, son S-críticas se e só se λ = 2
(
α±

√
α2 + β2

)
. Os demais obxectos

asociados á curvatura que desempeñan un papel na expresión (5.2) están determinados polas
seguintes compoñentes non nulas:

ρ(e1, e1) =− 2β2 − 1
2
λ2,

ρ(e2, e2) =− ρ(e3, e3) = λ(1
2
λ− α),

ρ(e2, e3) =β(λ− 2α),

R[ρ](e1, e1) =− 1
4
(2α− λ)(16αβ2 − λ(12β2 + λ2)),

R[ρ](e2, e2) =1
4
(8β4 + 2β2λ(3λ− 2α) + λ2(4α2 − 5αλ+ 2λ2))

=−R[ρ](e3, e3),

R[ρ](e2, e3) =1
4
β(2α− λ)(12β2 + λ(5λ− 4α)),

‖ρ‖2 =4β4 + 3
4
λ4 + 2α(α− λ)(λ2 − 4β2).

Dadas as expresións dos elementos da curvatura, as compoñentes non nulas do tensor Ft son
as seguintes:

Ft11 = −2Ft22 = 2Ft33 = −2
3

(2tβ2λ2 − (3 + t)λ4 − 2α2(8β2 + (1 + 2t)λ2)

+ (1 + t)(8β4 + αλ(4β2 + 5λ2))
)
,

Ft23 = β (8α3 − 8(1 + t)λα2 − 2(4(2 + t)β2 − (1 + 3t)λ2)α

+ (1 + t)λ(4β2 − λ2)) .

Dadas as expresións que determinan o tensor Ft, estamos en condicións de dar o seguinte resul-
tado.

Teorema 5.9. Sexa G un grupo de Lie de tipo Ib cunha métrica invariante á esquerda g. Entón,
g é Ft-crítica se e só se é isométrica a unha métrica dada por (5.10) con constantes de estrutura
satisfacendo unha das seguintes condicións:

(1) 8αβ2 = λ(λ − 2ϕα)(λ + 2ϕ−1α), α 6= 0. Neste caso, G é isomorfo a SL(2,R) e g é
Ft-crítica para t = 8α3+4α2λ+6αλ2−λ3

λ(λ−2α)2 .
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(2) α = λ = 0. Neste caso, G é isomorfo a E(1, 1) e a métrica g é Ft-crítica para t = −1.

Demostración. Consideremos en primeiro lugar o caso no que a curvatura escalar é cero. Se
τ = 1

2
(λ(λ− 4α)− 4β2) = 0, entón

Ft23 = β(8α3 − 8λα2 − 2(8β2 − λ2)α + λ(4β2 − λ2)),

polo que obtemos Ft23 = 0 se e só se α = 0 e λ = ±2β, ou α = −3
2
λ e β = ±

√
7

2
λ. Así, o

polinomio Ft11 vén dado por Ft11 = 80
3
β4 e Ft11 = 2048

147
β4, respectivamente, polo que en ningún

caso se podería anular o tensor Ft.
Supoñamos agora que a curvatura escalar é distinta de cero. Unha análise directa da expresión

de Ft23 amosa que se anula se e só se se satisfai unha das seguintes condicións:

(i) t = 8α3−8α2λ+4β2λ−λ3+2α(λ2−8β2)
(2α−λ)τ

,

(ii) α = λ = 0.

No caso (i) tense que

(6α− 3λ)Ft11 = 4
(
(α− λ)2 + β2

) (
4α2λ+ 2α

(
4β2 + λ2

)
− λ3

)
.

Dado que β 6= 0, Ft11 só se anula se se anula o segundo factor, é dicir, se β2 = λ
8α

(λ2−2αλ−4α2),
o que se corresponde co Caso (1).

No caso (ii), Ft11 redúcese a Ft11 = −16
3

(1 + t)β4, polo que só se anula se t = −1, o que se
corresponde co Caso (2).

Observación 5.10. A familia descrita no Teorema 5.9-(1) aporta métricas críticas para todo t ∈
(−∞,−1− ϕ−5) ∪ (−1,−1 + ϕ5). Estes valores de t ilústranse na Figura 5.3.4.

Observación 5.11. O operador de Ricci para as métricas críticas do Teorema 5.9-(1) ten autovalo-
res {λ(α− λ2

4α
),− 1

4α
(2α−λ)(2αλ±

√
2αλ(4α2 + 2αλ− λ2))}. Dado que αλ(4α2+2αλ−λ2) =

−8α2β2 < 0, o operador de Ricci ten dous autovalores complexos. Por outra banda, o operador
de Ricci das métricas obtidas no Caso (2) é diagonalizable con autovalores {0, 0,−2β2}.

5.3.3. Métricas críticas onde o operador de estrutura ten unha raíz dobre
do polinomio mínimo

G é un grupo de Lie unimodular cunha raíz dobre do polinomio mínimo do operador de estru-
tura (tipo II). Consideramos unha base pseudo-ortonormal {u1, u2, u3} satisfacendo 〈u1, u2〉 =
〈u3, u3〉 = 1 tal que os corchetes de Lie da álxebra de Lie g veñen dados por

[u1, u2] = λ2u3, [u1, u3] = −λ1u1 − εu2, [u2, u3] = λ1u2, (5.11)
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con λ1, λ2 ∈ R, ε = ±1. Os elementos da curvatura implicados na ecuación (5.2) teñen as
seguintes compoñentes non nulas:

ρ(u1, u1) =ε(λ2 − 2λ1), ρ(u1, u2) = 1
2
λ2(λ2 − 2λ1), ρ(u3, u3) = −1

2
λ2

2,

R[ρ](u1, u1) =− 1
4
ελ2(4λ1 − 5λ2)(2λ1 − λ2),

R[ρ](u1, u2) =1
4
λ2

2(4λ2
1 − 5λ1λ2 + 2λ2

2), R[ρ](u3, u3) = 1
4
(2λ1 − λ2)λ3

2,

τ =− 1
2
λ2(λ2 − 4λ1), ‖ρ‖2 = 1

4
λ2

2(8λ2
1 − 8λ1λ2 + 3λ2

2).

Á vista das expresións do tensor de Ricci obtemos que as métricas invariantes á esquerda en
grupos de Lie de tipo II son Einstein se e só se son Ricci-chás, é dicir, se λ1 = λ2 = 0. Ademais,
as métricas son críticas para o funcional S se e só se λ2 = 0 ou λ2 = 4λ1. Dadas as expresións
dos obxectos asociados á curvatura, as compoñentes non nulas do tensor Ft son as seguintes:

Ft11 = ε(8λ3
1 − 8(1 + t)λ2

1λ2 + 2(1 + 3t)λ1λ
2
2 − (1 + t)λ3

2),

Ft12 = −1
2
Ft33 = −1

3
(λ1 − λ2)λ2

2((2 + 4t)λ1 − (3 + t)λ2).

Teorema 5.12. SexaG un grupo de Lie de tipo II cunha métrica invariante á esquerda g que non
é Einstein. Se g é Ft-crítica , entón G é isomorfa a SL(2,R) e g é isométrica a unha métrica
dada por (5.11) con constantes de estrutura satisfacendo unha das seguintes condicións:

(1) λ1 = λ2 6= 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = 1
3
.

(2) λ1 = −1
2
ϕλ2 6= 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = −1− ϕ−5.

(3) λ1 = 1
2
ϕ−1λ2 6= 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = −1 + ϕ5.

Demostración. Á vista da expresión de Ft12, temos que este se anula se e só se λ2 = 0, λ1 = λ2

ou t = −2λ1+3λ2

4λ1−λ2
con λ2 6= 4λ1. Analizamos por separado cada un destes casos.

Se λ2 = 0, entón Ft11 = 8ελ3
1. Polo tanto o tensor anúlase se λ1 = λ2 = 0 e a variedade é

Ricci-chá.
Se λ1 = λ2, tense que Ft11 = (1− 3t)ελ3

2. Dado que λ1 = λ2 = 0 implica que a variedade é
Ricci-chá, conclúese que t = 1

3
. Isto correspóndese co Caso (1).

Supoñamos agora que λ2 6= 0, λ1 6= λ2 e λ2 6= 4λ1. Se t = −2λ1+3λ2

4λ1−λ2
, a expresión de Ft11

redúcese a
Ft11 = 2ε(λ1 − λ2)(4λ2

1 + 2λ1λ2 − λ2
2).

Así, o tensor Ft anúlase se 4λ2
1 + 2λ1λ2 − λ2

2 = 0, é dicir, se λ1 = −1
2
ϕλ2, o que se corresponde

co Caso (2), ou λ1 = 1
2
ϕ−1λ2, o que se corresponde co Caso (3).

Observación 5.13. As métricas descritas no Teorema 5.12 teñen curvaturas de Ricci a = −1
2
λ2

2 e
b dado por b = −1

2
λ2

2 no Caso (1), b = 1
2
ϕ2λ2

2 no Caso (2) e b = 1
2
ϕ−2λ2

2 no Caso (3). Ademais,
o autovalor b sempre é unha raíz dobre do polinomio mínimo correspondente.
Observación 5.14. As métricas invariantes á esquerda dadas por (5.11) con λ2 = 0 teñen unha
distribución nula paralela de dimensión un, L = span{u2}, e operador de Ricci nilpotente en
dous pasos. Polo tanto, tales métricas son pp-waves. Dado que ningunha métrica non Einstein
con λ2 = 0 pode ser Ft-crítica, estas métricas correspóndense coas dadas no Teorema 5.5-(2), é
dicir, son localmente isométricas ás pp-waves da familia Nb.
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5.3.4. Métricas críticas onde o operador de estrutura ten unha raíz tripla
do seu polinomio mínimo

G é unimodular e o operador de estrutura ten unha raíz tripla do polinomio mínimo (tipo III).
Consideramos unha base pseudo-ortonormal {u1, u2, u3} satisfacendo 〈u1, u2〉 = 〈u3, u3〉 = 1
tal que os corchetes de Lie da álxebra de Lie g veñen dados por

[u1, u2] = u1 + λu3, [u1, u3] = −λu1, [u2, u3] = λu2 + u3, (5.12)

con λ ∈ R. Os obxectos relacionados coa curvatura implicados na ecuación (5.2) para as mé-
tricas invariantes á esquerda nun grupo de Lie de tipo III están determinados polas seguintes
compoñentes non nulas:

ρ(u1, u2) =ρ(u3, u3) = −1
2
λ2, ρ(u2, u2) = −2, ρ(u2, u3) = −λ,

R[ρ](u1, u2) =R[ρ](u3, u3) = 1
4
λ4,

R[ρ](u2, u2) =− 3
2
λ2, R[ρ](u2, u3) = 1

4
λ3,

τ =− 3
2
λ2, ‖ρ‖2 = 3

4
λ4.

Os grupos de Lie de tipo III non admiten métricas invariantes á esquerda que sexan Eins-
tein. Ademais, dado que a curvatura escalar vén dada por τ = −3

2
λ2, as métricas invariantes á

esquerda son S-críticas se e só se λ = 0.
Dados os elementos da curvatura presentes na ecuación (5.2), o tensor Ft está determinado

polas seguintes compoñentes non nulas:

Ft22 = −6(t− 2)λ2 e Ft23 = (1− 3t)λ3. (5.13)

Deste xeito, podemos obter o seguinte resultado.

Teorema 5.15. Sexa G un grupo de Lie de tipo III cunha métrica invariante á esquerda g. Entón
g é Ft-crítica se e só se G é isomorfo a E(1, 1) e g é isométrica a unha métrica dada por (5.12)
con λ = 0. Neste caso, a métrica é Ft-crítica para todo t ∈ R.

Demostración. Dada a base pseudo-ortonormal {u1, u2, u3}, o tensor Ft está determinado polas
expresións (5.13). Logo, a única posibilidade para anular simultaneamente Ft22 e Ft23 é que λ sexa
cero. Esta condición anula o tensor Ft independentemente do valor de t.

Observación 5.16. As métricas invariantes á esquerda obtidas no Teorema 5.15 teñen unha distri-
bución nula paralela de dimensión un, L = span{u1}. Ademais, o operador de Ricci é nilpotente
en dous pasos, polo que estas métricas son pp-waves. Dado que estas métricas non son localmente
simétricas, correspóndense coas métricas dadas no Teorema 5.5-(1) e son localmente isométricas
ás ondas chás da familia Pc.
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5.3.5. Resumo dos resultados para grupos de Lie unimodulares
Analizando os resultados obtidos nas seccións anteriores, temos que os grupos de Lie uni-

modulares que admiten métricas invariantes á esquerda Ft-críticas para algún valor de t son
isomorfos aos seguintes:

O grupo de Heisenberg H3, o cal só admite métricas invariantes á esquerda non Einstein
Ft-críticas para t = −3.

O grupo de Poincaré E(1, 1), o cal admite métricas críticas non Einstein para todo t ∈ R.

|
t −1

Ia:(2) •
Ib:(2) •
III:

Figura 5.3.1: Valores de t nos cales se obtiveron métricas invariantes á esquerda no grupo de
Poincaré que son Ft-críticas en cada tipo dos grupos de Lie unimodulares. O número entre pa-
rénteses indica a familia no teorema de clasificación correspondente.

O grupo euclídeo E(2), o cal só admite métricas invariantes á esquerda non Einstein Ft-
críticas para t = −1.

O grupo de Lie SL(2,R), o cal admite métricas críticas non Einstein para todo t ∈ R.

| | | | | |
t −3−1− ϕ−5−1 −1

2
1
3

−1 + ϕ5

Ia:(1) )( )(
(2) ( ) (

Ib:(1) ) ( )
II:(1) •

(2) •
(3) •

Figura 5.3.2: Valores de t nos cales se obtiveron métricas invariantes á esquerda no grupo
SL(2,R) que son Ft-críticas en cada tipo dos grupos de Lie unimodulares.

O grupo de Lie SU(2), o cal admite métricas Ft-críticas non Einstein para t ∈ (−3,−1
2
).

5.3.6. Métricas críticas en grupos de Lie non unimodulares con núcleo uni-
modular lorentziano

G é un grupo de Lie non-unimodular con métrica inducida no núcleo unimodular u lorentzia-
na. Así, existe unha base ortonormal {e1, e2, e3} satisfacendo−〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = 〈e3, e3〉 = 1
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| | | |
t −3−1− ϕ−5−1 −1

2

Ia:(1) ( )
(2) ( )

Figura 5.3.3: Valores de t nos cales se obtiveron métricas invariantes á esquerda no grupo SU(2)
que son Ft-críticas en cada tipo dos grupos de Lie unimodulares.

| | | | |
t −1− ϕ−5 −1 −1

2
1
3

−1 + ϕ5

Ia:(1) )(
(2) ( ) (

Ib:(1) ) ( )
(2) •

II: (1) •
(2) •
(3) •

III:

Figura 5.3.4: Este diagrama ilustra os valores de t nos cales se obtiveron métricas Ft-críticas en
cada tipo dos grupos de Lie unimodulares, sendo ϕ = 1+

√
5

2
o número áureo.

tal que a álxebra de Lie g está determinada polos corchetes

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = αe1 + βe2, [e2, e3] = γe1 + δe2, (5.14)

con α, β, γ, δ ∈ R. Traballaremos cun representante g da clase homotética tal que α+δ = 2. Así,
os obxectos asociados á curvatura que desempeñan un papel na ecuación (5.2) están determinados
polas seguintes compoñentes non nulas:

ρ(e1, e1) = 1
2
(4α− β2 + γ2), ρ(e1, e2) = (α− 2)β + αγ,

ρ(e2, e2) = 1
2
(4(α− 2)− β2 + γ2), ρ(e3, e3) = 1

2
((β + γ)2 + 4 detA− 8),

R[ρ](e1, e1) =1
4

(
2α(3(β + γ)2 − 16)− (β + γ)(2β3 + 3β2γ − γ3 − 8β + 8γ)

+ 2(12α− 5β2 − 4βγ + γ2) detA− 8 detA2
)
,

R[ρ](e1, e2) =1
4
((α− 2)β + αγ)(12 detA+ 3(β + γ)2 − 16),

R[ρ](e2, e2) =1
4

(
2α(3(β + γ)2 − 16)− (β + γ)(β3 − 3βγ2 − 2γ3 + 4β + 20γ)

+ 64 + 2(12α− β2 + 4βγ + 5γ2 − 24) detA+ 8 detA2
)
,

R[ρ](e3, e3) =1
2

(
4((β + γ)2 − 6) detA+ (β + γ)2((β + γ)2 − 10) + 32

)
,

τ =1
2

(
4 detA+ (β + γ)2 − 16

)
,

‖ρ‖2 =4 detA2 + 4((β + γ)2 − 6) detA+ 1
4
(β + γ)2(3(β + γ)2 − 32) + 32.

A métricas g é Einstein se as constantes de estrutura satisfán unha das seguintes posibilidades:
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(i) α = 1 e β = γ,

(ii) β = ±α e γ = ±(2− α).

Obsérvese que o caso A = ad(e3) = Id está incluído en (i). Ademais, o caso dado por (β, γ) =
(α, 2− α) é isomorfo ao determinado por (β, γ) = (−α, α − 2) xa que o cambio de e1 por −e1

na base proporciona un isomorfismo isométrico que intercambia (β, γ) e (−β,−γ). Dado que
a curvatura escalar vén dada pola expresión τ = 1

2
(4 detA+ (β + γ)2 − 16), as métricas son

S-críticas se e só se son Einstein ou α = 1± 1
2

√
(β − γ)2 − 12.

Dados os obxectos asociados á curvatura, o tensor Ft vén dado polas seguintes compoñentes
non nulas:

Ft11 = −1
3
(8 detA2 + 4(6α− β2 + 4βγ + 5γ2 − 12) detA

+ (6α− β2 + βγ + 2γ2 − 8)(3(β + γ)2 − 8)

+ t((β + γ)2 + 4(detA− 4))

× (2 detA+ 6α− β2 + βγ + 2γ2 − 8)),

(5.15)

Ft12 = −((α− 2)β + αγ)(3(β + γ)2 − 8)

+ 4((3− 2α)β + (1− 2α)γ) detA

− t((α− 2)β + αγ)((β + γ)2 + 4(detA− 4)),

(5.16)

Ft22 = 1
3
(8 detA2 − 4 (6α− 5β2 − 4βγ + γ2) detA

− (3(β + γ)2 − 8) (6α− 2β2 − βγ + γ2 − 4)

+ t((β + γ)2 + 4 detA− 16)

× (−6α + 2β2 + βγ − γ2 + 2 detA+ 4)),

(5.17)

Ft33 = −1
3
(4(detA− 1) + (β + γ)2)

× (4(detA− 2) + 3(β + γ)2

+ t(4(detA− 4) + (β + γ)2)).

(5.18)

Analizando estas expresións obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.17. Sexa G un grupo de Lie de tipo IV.1. Unha métrica invariante á esquerda g en G
non Einstein é Ft-crítica se e só se é homotética a unha métrica dada por (5.14) con constantes
de estrutura satisfacendo unha das seguintes posibilidades:

(1) α = 1+ 1
2
(β−γ). Neste caso, g éFt-crítica para t = −1

3
(detA+

√
1− detA) e detA ≤ 1.

(2) detA = 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = −3(β+γ)2−8
(β+γ)2−16

.

(3) A derivación ad(e3) é autoadxunta, é dicir, β = −γ. Neste caso, g é Ft-crítica para t =
−2−detA

4−detA
. Ademais, o determinante da derivación toma todos os valores reais e A realiza

todas as posibles formas normais de Jordan.
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Demostración. Dadas as expresións das compoñentes non nulas do tensor Ft descritas en (5.15),
(5.16), (5.17) e (5.18), obtemos mediante un cálculo directo que Ft33 se anula se detA = 1 −
1
4
(β + γ)2 ou t = −4(detA−2)+3(β+γ)2

4(detA−4)+(β+γ)2 .
Se supoñemos que detA = 1− 1

4
(β+γ)2, e dado que detA = α(2−α)−βγ, temos que α =

1 ± 1
2
(β − γ). Como se mencionou anteriormente, intercambiar (β, γ) e (−β,−γ) proporciona

unha isometría, polo que podemos asumir sen perda de xeneralidade que α = 1 + 1
2
(β − γ).

Baixo esta condición, as compoñentes non nulas do tensor Ft redúcense a

Ft11 = −Ft12 = Ft22 = −(2 detA+ 6t+ β + γ)(β + γ − 2)(β − γ).

Se β = γ, entón α = 1 e a métrica é Einstein. Se γ = 2 − β, entón α = β e a métrica tamén é
Einstein. Logo o tensor anúlase se e só se a métrica é Einstein ou t = −1

6
(2 detA + β + γ), o

que se corresponde co Caso (1).
Supoñamos agora que t = −4(detA−2)+3(β+γ)2

4(detA−4)+(β+γ)2 . As compoñentes do tensor Ft redúcense a

Ft11 = Ft22 = 2 detA(β + γ)(β − γ) e Ft12 = −4 detA(β + γ)(α− 1).

Así, o tensor anúlase se detA = 0, o que se corresponde co Caso (2), se β = −γ, o que se
corresponde co Caso (3), ou se α = 1 e β = γ, dando lugar a unha métrica Einstein.

Observación 5.18. As métricas obtidas no Teorema 5.17 proporcionan exemplos de métricas
Ft-críticas para valores de t ∈ R \ {−1}. A relación entre os valores de t e os diferentes casos
obtidos está ilustrada na Figura 5.3.5 e descrita como segue:

O Caso (1) proporciona métricas Ft-críticas para t ∈ (− 5
12
,∞) con enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 =

3(β + γ)(β + γ − 2).

O Caso (2) proporciona métricas Ft-críticas para t ∈ (−∞,−3) ∪ (−1
2
,+∞) con enerxía

‖ρ‖2 + tτ 2 = 6(β + γ)2.

O Caso (3) proporciona métricas Ft-críticas para t ∈ R \ {−1} con enerxía cero.

Obsérvese que, para toda métrica crítica non Einstein, a enerxía do funcional correspondente é
cero se e só se β = −γ.

Observación 5.19. Os operadores de Ricci das métricas críticas obtidas no Teorema 5.17 veñen
dados polas seguintes descricións:

Nas métricas críticas obtidas no Caso (1) o operador de Ricci ten un único autovalor igual
a −2, que é unha raíz dobre do polinomio mínimo.

As métricas críticas descritas no Caso (2) teñen operador de Ricci diagonalizable con dúas
curvaturas de Ricci distintas, Ric = diag[1

2
(β + γ)2, 4− 1

2
(β + γ)2, 4− 1

2
(β + γ)2].

O operador de Ricci das métricas correspondentes ao Caso (3) ten autovalores {−2(2 −
detA),−2(1 ±

√
1− detA)}, que poden ser reais ou non dependendo do valor do deter-

minante da derivación. Ademais, se detA = 1, hai un único autovalor igual a −2 que é
raíz dobre do polinomio mínimo.
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Observación 5.20. O Teorema 5.17 amosa que a normalización considerada en [59], dada por
ad(e3)(e1) ⊥ ad(e3)(e2), non sempre é posible. De feito, as métricas invariantes á esquerda
obtidas no Caso (3), onde a derivación é autoadxunta, satisfán dita normalización soamente se A
diagonaliza. Así, os casos con autovalores complexos ou con raíces dobres do polinomio mínimo
non serían obtidos ao asumirmos a normalización. En concreto, se se consideran as métricas
dadas por (5.14) con αγ − βδ = 0, non se obterían métricas Ft-críticas para t ∈ (−3,−1

2
).

5.3.7. Métricas críticas en grupos de Lie non unimodulares con núcleo uni-
modular riemanniano

G é un grupo de Lie non-unimodular con métrica inducida no núcleo unimodular u rieman-
niana. Así, existe unha base ortonormal {e1, e2, e3} satisfacendo 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = −〈e3, e3〉 =
1 tal que a álxebra de Lie g está determinada polos corchetes

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = αe1 + βe2, [e2, e3] = γe1 + δe2, (5.19)

con α, β, γ, δ ∈ R satisfacendo α+ δ = 2. Así, os obxectos asociados á curvatura que desempe-
ñan un papel na ecuación (5.2) están determinados polas seguintes compoñentes non nulas:

ρ(e1, e1) =1
2
(4α + β2 − γ2), ρ(e1, e2) = (2− α)β + αγ,

ρ(e2, e2) =1
2
(4(2− α)− β2 + γ2), ρ(e3, e3) = 1

2
(4 detA− 8− (β − γ)2),

R[ρ](e1, e1) =1
4

(
2α(3(β − γ)2 + 16) + (β − γ)(2β3 − 3β2γ + γ3 + 8β + 8γ)

+ 2(−12α− 5β2 + 4βγ + γ2) detA+ 8 detA2
)
,

R[ρ](e1, e2) =1
4
((α− 2)β − αγ)(12 detA− 3(β − γ)2 − 16),

R[ρ](e2, e2) =1
4

(
2α(3(β − γ)2 + 16)− (β − γ)(β3 − 3βγ2 + 2γ3 − 4β + 20γ)

+ 64 + 2(12α + β2 + 4βγ − 5γ2 − 24) detA+ 8 detA2
)
,

R[ρ](e3, e3) =1
2

(
4((β − γ)2 + 6) detA− (β − γ)2((β − γ)2 + 10)− 32

)
,

τ =1
2

(
(β − γ)2 + 16− 4 detA

)
,

‖ρ‖2 =4 detA2 − 4((β − γ)2 + 6) detA

+ 1
4
(β − γ)2(3(β − γ)2 + 32) + 32.

As métricas invariantes á esquerda son Einstein se e só se α = 1 e γ = −β (nótese que o
caso ad(e3) = Id está incluído). Ademais, a curvatura escalar vén dada pola expresión τ =
1
2

((β − γ)2 + 16− 4 detA) = 1
2

((β + γ)2 + 16 + 4(α− 2)α), polo que sempre é positiva. Así,
as únicas métricas S-críticas son as Einstein.

O tensor Ft vén dado polas seguintes compoñentes a priori non nulas:

Ft11 = 1
3
(8(detA)2 + 4(6α + β2 + 4βγ − 5γ2 − 12) detA
− (6α + β2 + βγ − 2γ2 − 8)(3(β − γ)2 + 8)
− t(2 detA+ 6α + β2 + βγ − 2γ2 − 8)(4 detA− (β − γ)2 − 16)),



5.3.7 Métricas en grupos de Lie non unimodulares con núcleo unimodular riemanniano 103

Ft12 = β(8α3 − 28α2 + α(9γ2 + 32)− 2(γ2 + 8)) + 3(α− 2)β3 − αβ2γ
+ αγ(4α− 3γ2 − 16 + 8 detA)
+ t((α− 2)β − αγ)((β − γ)2 − 4 detA+ 16),

Ft22 = 1
3
(8(detA)2 − 4(6α + 5β2 − 4βγ − γ2) detA

+ (3(β − γ)2 + 8)(6α + 2β2 − βγ − γ2 − 4))
+ t(4 detA− 16− (β − γ)2)(−6α− 2β2 + βγ + γ2 + 2 detA+ 4),

Ft33 = 1
3
(4 detA− 4− (β − γ)2)
× (4 detA− 8− 3(β − γ)2 + t(4 detA− 16− (β − γ)2)).

Dada a descrición do tensor Ft, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.21. Sexa G un grupo de Lie de tipo IV.2. Unha métrica invariante á esquerda non
Einstein g en G é Ft-crítica se e só se é homotética a unha métrica dada por (5.19) con cons-
tantes de estrutura satisfacendo unha das seguintes posibilidades:

(1) detA = 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = −8+3(β−γ)2

16+(β−γ)2 .

(2) A derivación ad(e3) é autoadxunta, é dicir, β = γ. Neste caso, g é Ft-crítica para t =
−2−detA

4−detA
e detA < 1.

Demostración. Dadas as expresións das compoñentes non nulas do tensor Ft, temos que Ft33

se anula se e só se detA = 1 + 1
4
(β − γ)2 ou t = −4 detA−8−3(β−γ)2

4 detA−16−(β−γ)2 . Dado que detA =

−α2 + 2α − βγ, a ecuación detA = 1 + 1
4
(β − γ)2 ten como solución α = 1 ± (β + γ)

√
−1,

polo que a única solución real é α = 1 e β = −γ, obtendo así unha métrica Einstein.
Asumimos por tanto que t = −4 detA−8−3(β−γ)2

4 detA−16−(β−γ)2 . Así, as compoñentes non nulas do tensor Ft

redúcense ás seguintes expresións:

Ft11 = −Ft22 = −2 detA(β − γ)(β + γ),
Ft12 = 4 detA(β − γ)(α− 1).

Un cálculo directo amosa que o tensor se anula se detA = 0, o cal se corresponde co Caso (1),
se β = γ, o que se corresponde co Caso (2), ou se α = 1 e β = −γ, o que dá lugar a unha
métrica Einstein.

Observación 5.22. A familia de métricas obtida no Caso (1) do Teorema 5.21 proporciona mé-
tricas críticas para os valores de t ∈ (−3,−1

2
] con enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 = −6(β− γ)2. Do mesmo

xeito, a familia obtida no Caso (2) proporciona métricas críticas para os valores de t ∈ (−1,−1
3
)

con enerxía cero, sendo as métricas críticas obtidas para t = −1
2

as determinadas por α = 1 e
β = γ = 0 e, polo tanto, métricas Einstein. Na Figura 5.3.5 ilústranse estes valores de t.

Observación 5.23. Os operadores de Ricci das métricas críticas obtidas no Teorema 5.21 son
diagonalizables con autovalores {4 + 1

2
(β − γ)2, 4 + 1

2
(β − γ)2,−1

2
(β − γ)2} no Caso (1) e

{2(2 − detA), 2(1 −
√

1− detA), 2(1 +
√

1− detA)} no Caso (2). Nótese que a familia do
Caso (2) ten dous autovalores iguais se e só se detA = 0, é dicir, se tamén satisfai a condición
do Caso (1). Nese caso a variedade é localmente simétrica.
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Observación 5.24. A álxebra de Lie dada por (5.19) correspóndese cun produto semidirecto
R n r2 donde a métrica restrinxida a r2 ten sinatura definida positiva. É interesante destacar que
os resultados obtidos para os grupos de Lie de tipo IV.2 son análogos aos obtidos para grupos de
Lie non unimodulares riemannianos de dimensión tres, é dicir, ao Teorema 2.10.

5.3.8. Métricas críticas en grupos de Lie non unimodulares con núcleo uni-
modular dexenerado

G é un grupo de Lie non unimodular coa restrición da métrica ao núcleo unimodular u dexe-
nerada. Entón, existe unha base pseudo-ortonormal {u1, u2, u3} da álxebra de Lie satisfacendo
〈u1, u1〉 = 〈u2, u3〉 = 1, tal que

[u1, u2] = 0, [u1, u3] = αu1 + βu2, [u2, u3] = γe1 + δu2, (5.20)

con α, β, γ, δ ∈ R e α + δ = 2. Os obxectos relacionados coa curvatura implicados na ecua-
ción (5.2) para as métricas invariantes á esquerda están determinados polas seguintes compoñen-
tes non nulas:

ρ(u1, u1) =− ρ(u2, u3) = −1
2
γ2,

ρ(u1, u3) =αγ, ρ(u3, u3) = 2α− 2α2 − βγ,
R[ρ](u1, u1) =− 1

2
R[ρ](u2, u3) = −1

4
γ4,

R[ρ](u1, u3) =3
4
αγ2, R[ρ](u3, u3) = 1

4
γ2(2α2 − 10α + 5βγ),

τ =1
2
γ2, ‖ρ‖2 = 3

4
γ4.

As métricas invariantes á esquerda son Einstein se e só se son chás, é dicir, se γ = 0 e α = 0, 1.
Ademais, dado que a curvatura escalar é τ = 1

2
γ2, as métricas dadas por (5.20) son S-críticas se

e só se γ = 0.
Dadas as expresións dos elementos da curvatura, o tensor Ft vén dado polas seguintes com-

poñentes non nulas:

Ft11 = 2
3
(3 + t)γ4, Ft13 = −(3 + t)αγ3,

Ft23 = −1
3
(3 + t)γ4, Ft33 = γ2(3α2 − detA+ t(α2 − detA)).

Así, o resultado obtido para os grupos de Lie de tipo IV.3 é o seguinte.

Teorema 5.25. Sexa G un grupo de Lie de tipo IV.3. Unha métrica invariante á esquerda non
Einstein g en G é Ft-crítica se e só se é homotética a unha métrica dada por (5.20) con cons-
tantes de estrutura satisfacendo unha das seguintes posibilidades:

(1) detA = 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = −3.

(2) A derivación ad(e3) é autoadxunta, é dicir, γ = 0. Neste caso, g é Ft-crítica para todo
t ∈ R.
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Demostración. Dadas as compoñentes non nulas do tensor Ft, temos que o termo Ft11 se anula
se e só se γ = 0 ou t = −3. Se γ = 0, o tensor anúlase independentemente do valor de t, o que
se corresponde co Caso (2).

Supoñamos que t = −3 e γ 6= 0. A única compoñente non nula restante é Ft33 = 2γ2 detA,
polo que se anula se e só se detA = 0, o que se corresponde co Caso (1).

Observación 5.26. O operador de Ricci das métricas obtidas no Caso (1) do Teorema 5.25 é
diagonalizable de xeito que Ric = γ2

2
diag[−1, 1, 1]. Polo tanto, a curvatura escalar vén dada por

τ = γ2

2
e a norma do tensor de Ricci por ‖ρ‖2 = 3γ4

4
, polo que a enerxía (‖ρ‖2 − 3τ 2) é cero

neste caso.
Observación 5.27. As métricas invariantes á esquerda descritas no segundo caso do Teorema 5.25
teñen un campo paralelo dexenerado L = span{u2}. Ademais, o operador de Ricci é nilpotente
en dous pasos, polo tanto son pp-waves. Excluíndo o caso chán, se α = 2 as métricas son
localmente simétricas e, polo tanto, son espazos simétricos de Cahen-Wallach CWε. Para outro
valor de α, as métricas son ondas chás Pc (ver Teorema 5.5). Ademais, dado que o operador de
Ricci é nilpotente en dous pasos, todos os funcionais Ft teñen enerxía cero.
Observación 5.28. O operador de Ricci dunha métrica dada por (5.20) satisfai

Ric =

−γ2

2
0 αγ

αγ γ2

2
detA− α2

0 0 γ2

2


con autovalores {−γ2

2
, γ

2

2
, γ

2

2
}. Considerando a subfamilia dada por α2 = detA tense que o

polinomio mínimo do operador de Ricci é (λ + γ2

2
)(λ − γ2

2
) se αγ = 0, mais obtemos (λ +

γ2

2
)(λ − γ2

2
)2 para o caso αγ 6= 0. Polo tanto, dentro desta subfamilia hai métricas que non

son isométricas ás obtidas coa normalización αγ = 0 proposta en [59]. Así, a normalización
ad(e3)(e1) ⊥ ad(e3)(e2) (equivalentemente, αγ = 0) non pode ser aplicada en (5.20) ou estarían
a se omitir parte das métricas críticas.

5.3.9. Resumo dos resultados para grupos de Lie non unimodulares
A análise das seccións previas amosan que a sinatura lorentziana é máis rica que a rieman-

niana, onde os grupos de Lie coa derivación A normalizada mediante trA = 2 admiten métricas
críticas só para detA ≤ 1 (véxase a Sección 2.2.2). Fixando a normalización trA = 2, das
seccións anteriores séguese o seguinte:

Os grupos de Lie con detA = 0 admiten métricas críticas tales que a restrición da métrica
ao núcleo unimodular é lorentziana (Teorema 5.17-(2)), riemanniana (Teorema 5.21-(1))
ou dexenerada (Teorema 5.25-(1)).

Os grupos de Lie con detA ≤ 1 admiten métricas críticas tales que a restrición da métrica
ao núcleo unimodular é lorentziana (Teorema 5.17-(1)), riemanniana (Teorema 5.21-(2),
con curvatura seccional K = 1 se detA = 1) ou dexenerada (Teorema 5.25-(2), con
curvatura seccional K = 0 se detA = 1).
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Para todo valor do determinante de A existe un grupo de Lie non unimodular que admite
métricas críticas con núcleo unimodular lorentziano (Teorema 5.17-(3)).

| | | | |
t −3 −1 −1

2
− 5

12
−1

3

IV.1: (1) (
(2) ) (
(3) )(

IV.2: (1) ( )
(2) ( )

IV.3: (1) •
(2)

Figura 5.3.5: Este diagrama ilustra os valores de t nos cales se obtiveron métricas Ft-críticas en
cada tipo dos grupos de Lie non unimodulares.

5.4. Casos especiais

5.4.1. Métricas críticas para a norma L2 do tensor de curvatura

En dimensión tres unha métrica é crítica para o funcional g 7→
∫
M
‖Rg‖2 dvolg se e só se éFt-

crítica para t = −1
4
. No capítulo anterior amosouse que a única métrica riemanniana non Einstein

que é crítica para este funcional é a dada por Lamontagne en [98]. A sinatura lorentziana aporta
os seguintes novos exemplos de métricas críticas para este funcional onde, como anteriormente,
traballamos módulo clases homotéticas:

As ondas chás dadas no Teorema 5.15 e no Teorema 5.25-(2). Son críticas para todos os
funcionais cuadráticos e, en particular, para o determinado pola norma L2 do tensor de
curvatura.

O grupo de Lie unimodular SL(2,R) coa métrica (5.4) dada polas constates de estru-
tura (λ1, λ2, λ3) = (1, 1, 4

11
) ou (λ1, λ2, λ3) = ( 4

11
, 1, 1) como no Teorema 5.6-(1). Os

operadores de Ricci son diagonalizables de xeito que Ric = − 4
121

diag[9, 9, 2] e Ric =
− 4

121
diag[2, 9, 9], respectivamente.

O grupo de Lie unimodular SL(2,R) coa métrica (5.10) dada polas constantes de estrutura
α = 1 e β2 = 1

12
(7λ2 + 4λ+ 16), onde λ é a única solución real da ecuación 3λ3− 20λ2−

20λ− 32 = 0, como no Teorema 5.9-(1). O operador de Ricci ten autovalores complexos,
como se amosou na Observación 5.11.

Os grupos de Lie non unimodulares con núcleo unimodular lorentziano obtidos no Teore-
ma 5.17:
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• O grupo de Lie non unimodular con álxebra de Lie determinada por trA = 2 e
detA = 1

4
(1 − 2

√
2) dotado dunha métrica invariante á esquerda homotética á dada

no Teorema 5.17-(1) con β + γ = 1 +
√

2.

• O grupo de Lie non unimodular con álxebra de Lie determinada por trA = 2 e
detA = 0 dotado dunha métrica invariante á esquerda homotética á dada no Teore-
ma 5.17-(2) con β + γ = 4

√
11

11
.

• O grupo de Lie non unimodular con álxebra de Lie determinada por trA = 2 e
detA = 4

3
dotado dunha métrica invariante á esquerda homotética á dada no Teore-

ma 5.17-(3) con α = 1±
√
γ2 − 1

3
.

O operador de Ricci correspondente a cada un destes casos foi estudado na Observa-
ción 5.19

5.4.2. Métricas críticas localmente homoxéneas localmente conformemen-
te chás

As variedades localmente homoxéneas de dimensión tres localmente conformemente chás
foron clasificadas en [84], onde se conclúe que estas variedades son localmente simétricas ou
localmente homotéticas a un dos seguintes grupos de Lie:

(1) O grupo de Lie SL(2,R) coa métrica invariante á esquerda determinada por (5.10) con
α = −1

2
, β =

√
3

2
e λ = 1.

(2) O grupo de Lie E(1, 1) coa métrica invariante á esquerda determinada por (5.12) con λ = 0.

(3) O grupo de Lie de tipo IV.1 coa métrica invariante á esquerda determinada por (5.14) con
β + γ = 1 e α = 1

2
(2 + β − γ), γ 6= 1

2
.

(4) O grupo de Lie de tipo IV.3 coa métrica invariante á esquerda determinada por (5.20) con
γ = 0 e α /∈ {0, 1, 2}.

As métricas do caso (1) teñen curvaturas de Ricci {−2, 1±
√

3
√
−1}. Polo tanto, a curvatura

escalar é cero e as métricas son S-críticas, mais non son críticas para ningún outro funcional
cuadrático. As métricas do caso (3) son Ft-críticas para t = − 5

12
e teñen unha única curvatura

de Ricci µ = −2 que é unha raíz dobre do polinomio mínimo. As métricas correspondentes aos
casos (2) e (4) son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura e teñen operador de
Ricci nilpotente en dous pasos.

5.4.3. Métricas homoxéneas Ft-críticas e espazos semi-simétricos
Todos os espazos simétricos son críticos para o funcional F−1/2 (véxase o Lema 5.3). Estes

espazos son xeneralizados polos denominados espazos semi-simétricos, as variedades cuxo ten-
sor de curvatura coincide co dun espazo simétrico en cada punto, onde o modelo simétrico pode
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variar de punto a punto. En consecuencia, un grupo de Lie unimodular é semi-simétrico se e só
se é simétrico ou se corresponde cunha pp-wave modelada en Nb (de tipo II) ou Pc (de tipo III).

Os resultados da Sección 5.3 amosan que un grupo de Lie unimodular non Einstein é Ft-
crítico para t = −1

2
se e só se é de tipo III con λ = 0 coma no Teorema 5.15 (e polo tanto é

semi-simétrico), ou é de tipo Ib determinado por (5.10) con β2 = 2α2 + αλ + 3
4
λ2 e 16α3 +

12α2λ+8αλ2−λ3 = 0. Neste último caso, o operador de Ricci ten autovalores complexos, polo
que non se corresponde cun espazo semi-simétrico.

Un grupo de Lie non unimodular é semi-simétrico se e só se é simétrico ou se se corresponde
cun grupo de Lie de tipo IV.3 determinado por (5.20) con γ = 0, en cuxo caso é unha pp-wave
modelada en Pc ou CWε. Ademais, os resultados da Sección 5.3 amosan que un grupo de Lie
non unimodular é F−1/2-crítico se e só se é localmente simétrico ou de tipo IV.3 con γ = 0. O
seguinte resultado resume as observacións anteriores:

Unha variedade localmente homoxénea lorentziana semi-simétrica de dimensión
tres que é crítica para un funcional cuadrático da curvatura é S-crítica ou F−1/2-
crítica. Reciprocamente, toda métrica F−1/2-crítica é semi-simétrica agás se se co-
rresponde co grupo de Lie de tipo Ib con curvaturas de Ricci complexas mencionado
anteriormente.

5.4.4. Métricas críticas e solitóns de Ricci alxébricos
Nesta sección relacionamos os grupos de Lie dotados dunha métrica invariante á esquerda

Ft-crítica cos solitóns de Ricci alxébricos. Seguindo a clasificación dada na Sección 5.3 con-
sideramos os grupos de Lie unimodulares e analizamos cando Ric − µId é unha derivación da
álxebra de Lie. Un cálculo directo amosa o seguinte resultado.

Lema 5.29. Sexa (G, g) un grupo de Lie lorentziano unimodular de dimensión tres. Se (G, g) é
un solitón de Ricci alxébrico non Einstein, entón é isométrico a un dos seguintes:

(1) O grupo de Heisenberg con álxebra de Lie (5.4) de tipo Ia determinada por

(λ1, λ2, λ3) = (0, 0, λ) ou (λ1, λ2, λ3) = (λ, 0, 0).

(2) O grupo euclídeo E(2) con álxebra de Lie (5.4) de tipo Ia determinada por (λ1, λ2, λ3) =
(0, λ,−λ).

(3) O grupo de Poincaré E(1, 1) con álxebra de Lie dada por

(a) unha álxebra de Lie (5.4) de tipo Ia con constantes (λ1, λ2, λ3) = (λ,−λ, 0).

(b) unha álxebra de Lie (5.10) de tipo Ib determinada por α = λ = 0, ou

(c) unha álxebra de Lie (5.12) de tipo III determinada por λ = 0.

Dun xeito análogo, para os grupos de Lie non unimodulares obtemos o seguinte resultado.
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Lema 5.30. Un grupo de Lie lorentziano non unimodular de dimensión tres é un solitón de Ricci
alxébrico se e só se é Einstein ou o operador ad(e3) é autoadxunto.

Observación 5.31. A clasificación dos solitóns de Ricci alxébricos dada en [9] omite algunha
das posibilidades do caso non unimodular debido ao problema da normalización xa exposto
na Observación 5.20. De feito, existen solitóns de Ricci alxébricos con operador de Ricci non
diagonalizable que non se corresponden aos descritos en [9] (véxanse o Lema 5.30 e a Observa-
ción 5.19).

O seguinte resultado relaciona os solitóns de Ricci alxébricos e as métricas críticas para
funcionais cuadráticos da curvatura.

Teorema 5.32. Sexa (G, g) un grupo de Lie lorentziano de dimensión tres cunha métrica inva-
riante á esquerda. Se (G, g) é un solitón de Ricci alxébrico, entón é crítico para un funcional
cuadrático da curvatura con enerxía cero.

Reciprocamente, se (G, g) é crítico para un funcional cuadrático da curvatura con enerxía
cero, entón é un solitón de Ricci alxébrico agás se (G, g) é isométrico a un grupo de Lie non
unimodular de tipo IV.3 dado por (5.20) con detA = 0 e γ 6= 0.

Demostración. Se (G, g) é Einstein, entón é un solitón de Ricci alxébrico trivial e, ademais, é
crítico para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.

Para os grupos de Lie unimodulares, unha análise directa da enerxía ‖ρ‖2 + tτ 2 das métricas
obtidas nos Teoremas 5.6, 5.9, 5.12 e 5.15 amosa que aquelas con enerxía cero son exactamente
os solitóns de Ricci alxébricos dados no Lema 5.29.

Unha análise análoga para os grupos de Lie non unimodulares dá como resultado que todos
os solitóns de Ricci obtidos no Lema 5.30 son críticos para algún funcional de enerxía cero. O re-
cíproco é certo agás por unha excepción: as métricas obtidas no Caso (1) do Teorema 5.25. Estas
métricas son críticas para o funcional F−3 =

∫
M

(‖ρ‖2− 3τ 2) dvolg con enerxía ‖ρ‖2− 3τ 2 = 0.
Porén, un cálculo directo amosa que Ric − µId actúa como derivación só se γ = 0 (véxase o
Lema 5.30), polo que só son solitóns de Ricci alxébricos nese caso, o que se corresponde coa
intersección dos dous casos do Teorema 5.25.

Observación 5.33. O grupo de Lie non unimodular de tipo IV.3 dado por (5.20) con detA = 0 e
γ 6= 0 non é un solitón de Ricci alxébrico. Porén, si se trata dun solitón de Ricci. O grupo de Lie
lorentziano (G, 〈, 〉) é isométrico a R3 coa métrica

g(x, y, z) = γ2dx2 + 2γ2e−2zdxdy − αdxdz + γ2e−4zdy2 + 2(2− α)e−2zdydz.

onde (x, y, z) son coordenadas globais en R3. Nestas coordenadas, a métrica satisfai a ecua-
ción (1.1) para λ = 3

2
γ2 e X = (1

4
(α− 4)αz + γ2x)∂x − 1

8
α2e2z∂y − 1

2
γ2∂z.

Polo tanto, todas as métricas lorentzianas localmente homoxéneas de dimensión tres que son
críticas para funcionais cuadráticos con enerxía cero son solitóns de Ricci.

Observación 5.34. O feito de que os solitóns de Ricci alxébricos sexa críticos para os funcionais
cuadráticos da curvatura de enerxía cero non se pode estender aos solitóns invariantes á esquerda.
Ditos solitóns invariantes á esquerda non triviais son os seguintes [27]:
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(1) Unha métrica invariante á esquerda en E(1, 1) determinada pola álxebra de Lie

(1.i) [u1, u3] = −λu1 − εu2, [u2, u3] = λu2, e o campo de vectores solitón invariante á
esquerda está determinado por X = −λu3, onde λ 6= 0 e ε = ±1;

(1.ii) [u1, u2] = u1, [u2, u3] = u3, e o campo de vectores solitón invariante á esquerda está
determinado por X = −u1;

onde 〈u1, u2〉 = 〈u3, u3〉 = 1. Para caso (1.i), todos os funcionais cuadráticos da curvatura
teñen enerxía cero, mais só é crítico para o funcional da normal L2 da curvatura escalar. No
caso (1.ii), a métrica é crítica para todos os funcionais cuadráticos, sendo estes de enerxía
cero independetemente do valor de t.

(2) Unha métrica invariante á esquerda no recubrimento universal de SL(2,R) determinado por

(2.i) [u1, u2] = λu3, [u1, u3] = −λu1 − εu2, [u2, u3] = λu2, e o campo de vectores solitón
invariante á esquerda está determinado por X = κu2 − 1

2
λu3, onde λ 6= 0 e ε = ±1;

(2.ii) [u1, u2] = u1 + λu3, [u1, u3]− λu1, [u2, u3] = λu2 + u3, e o campo de vectores solitón
invariante á esquerda está determinado por X = −u1 + λu3, onde λ 6= 0;

onde 〈u1, u2〉 = 〈u3, u3〉 = 1. As métricas dadas no caso (2.i) son F1/3-críticas, con enerxía
‖ρ‖2 + 1

3
τ 2 = 3

2
λ4. As métricas dadas no caso (2.ii) anulan a enerxía do funcional F−1/3,

mais non son críticas para ningún funcional cuadrático da curvatura.

(3) Unha métrica invariante á esquerda no grupo de Lie non unimodular R2 o R homotética a
unha métrica determinada pola álxebra de Lie

[e1, e3] = e1 − e2, [e2, e3] = e1 + e2,

onde {e1, e2, e3} é unha base ortonormal con 〈e1, e1〉 = −1 e o campo de vectores soli-
tón invariante á esquerda está determinado por X = e3. Estas métricas son críticas para o
funcional da norma L2 do tensor de Ricci, o cal neste caso ten enerxía ‖ρ‖2 = 0.

(4) Unha métrica invariante á esquerda no grupo de Lie non unimodular R2 o R homotética a
unha métrica determinada pola álxebra de Lie

[u1, u3] = αu1 + βu2, [u2, u3] = (2− α)u2,

onde α 6= 2 e 〈u2, u3〉 = 〈u1, u1〉 = 1. Se α = 2
3
, o campo de vectores solitón invariante

á esquerda está determinado por X = 3
2
βu1 + (1

6
− 9

8
β2)u2 + u3; en caso contrario, X =

α(1−α)
α−2

u2. Estas métricas son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.

No caso riemanniano, todo solitón de Ricci homoxéneo en dimensión baixa é homotético a
un solitón alxébrico. Isto non é certo en xeometría lorentziana porque os solitóns invariantes á
esquerda que non son críticos para un funcional con enerxía cero non poden ser homotéticos a
ningún solitón alxébrico, xa que estes sempre son críticos para funcionais de enerxía cero en
dimensión tres e a enerxía do funcional é invariante por homotecias.



Capítulo 6

Métricas críticas curvatura homoxéneas

Nos capítulos anteriores estudamos as variedades homoxéneas de dimensión tres que son
críticas para algún funcional cuadrático da curvatura, tanto en sinatura riemanniana (capítulo 2)
como lorentziana (capítulo 5). Unha xeneralización deste tipo de variedades son as denominadas
curvatura homoxéneas introducidas na sección 1.4.

Dado que as curvaturas de Ricci dunha variedade k-curvatura homoxénea son constantes,
a curvatura escalar tamén o é. Polo tanto, as ecuacións de Euler-Lagrange para os funcionais
cuadráticos da curvatura S e Ft, (1.7) e (1.8), redúcense, respectivamente, a

τ
(
ρ− 1

3
τg
)

= 0, (6.1)

∆ρ+ 2(R[ρ]− 1
3
‖ρ‖2g) + 2tτ(ρ− 1

3
τg) = 0. (6.2)

A partir de (6.1) vemos que, coo no caso homoxéneo, unha métrica k-curvatura homoxénea é
S-crítica se e só se é Einstein ou ten curvatura escalar cero.

Neste capítulo estudaremos nunha primeira sección as familias 1-curvatura homoxéneas, che-
gando a clasificar as métricas críticas 1-curvatura homoxéneas. Unha vez concluído o caso 1-
curvatura homoxéneo, na seguinte sección analizarase o caso 0-curvatura homoxéneo. Debido á
gran complexidade que supón a perda da condición Φ∗pq∇Rq = ∇Rp para a isometría linear Φpq,
o noso estudo centrarase nas variedades curvatura homoxéneas modeladas en espazos simétricos.

6.1. Variedades 1-curvatura homoxéneas

Dependendo da forma normal de Jordan, as familias de variedades 1-curvatura homoxéneas
tridimensionais descríbense como segue (véxase [33]).

(A) Variedades con operador de Ricci diagonalizable. Sexa {u1, u2, u3} unha referencia pseudo-
ortonormal satisfacendo 〈u1, u1〉 = 〈u2, u3〉 = 1. Os corchetes de Lie dados por

[u1, u2] = −κu2, [u1, u3] = −2u2 + κu3, [u2, u3] = −2κu1 +
√

2Φu2, (6.3)

onde κ ∈ R e Φ é unha función satisfacendo u2(Φ) = κΦ e u2(Φ) = −
√

2
2
b, con b ∈ R,

definen as variedades 1-curvatura homoxéneas con tensor de Ricci da forma

ρ = −2κ2u1 ⊗ u1 + 2bu2 ⊗ u3.

111
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(B) Variedades con operador de Ricci non diagonalizable. Sexa {u1, u2, u3} unha referencia
pseudo-ortonormal satisfacendo 〈u1, u1〉 = 〈u2, u3〉 = 1. Os corchetes de Lie dados por

[u1, u2] = (α− β)u2, [u1, u3] = −Ψu2 − (α + β)u3, [u2, u3] = 0, (6.4)

onde α, β ∈ R, α 6= β, β 6= 0, e Ψ é unha función satisfacendo u1(Ψ) = 2ε− 2(α+ β)Ψ e
u2(Ψ) = 0, con ε2 = 1, definen as variedades 1-curvatura homoxéneas con tensor de Ricci
da forma

ρ = −2β2u1 ⊗ u1 − 4β2u2 ⊗ u3 − 2εu3 ⊗ u3.

Dadas as caracterizacións para as dúas familias estritamente 1-curvatura homoxéneas, pode-
mos obter o seguinte resultado.

Teorema 6.1. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana tridimensional 1-curvatura homoxénea
que non é localmente homoxénea. Entón, g é Ft-crítica para algún valor de t ∈ R se e só se
satisfai unha das seguintes condicións:

(1) (M, g) é unha variedade con operador de Ricci diagonalizable descrita por (6.3) con κ = 0
e b 6= 0. Neste caso, g é Ft-crítica para t = −1

2
.

(2) (M, g) é unha variedade con operador de Ricci non diagonalizable descrita por (6.4). Neste
caso, g é Ft-crítica para t = α2+αβ−β2

3β2 ≥ − 5
12

.

Demostración. Dado que (M, g) é unha variedade lorentziana de dimensión tres 1-curvatura
homoxénea non homoxénea, pertence ou ben á clase (A) ou ben á clase (B), é dicir, ten operador
de Ricci diagonalizable e pode ser descrita por (6.3) ou o seu operador de Ricci non diagonaliza
e pode ser descrita por (6.4).

Supoñamos en primeiro lugar que (M, g) pertence á clase (A) e sexa {u1, u2, u3} unha refe-
rencia pseudo-ortonormal satisfacendo 〈u1, u1〉 = 〈u2, u3〉 = 1 con corchetes de Lie dados por
(6.3). Un cálculo directo amosa que

R[ρ] = −2bκ2u1 ⊗ u1 + 2(b2 + bκ2 + 2κ4)u2 ⊗ u3,

∆ρ = −4κ(b+ 2κ2){κu1 ⊗ u1 − κu2 ⊗ u3 + 2u3 ⊗ u3}.

O único obxecto da curvatura implicado na ecuación (6.2) que é distinto de cero para o par
(u3, u3) é o laplaciano do tensor de Ricci. Así, tense que

∆ρ(u3, u3) = −8κ(b+ 2κ2) = 0.

Polo tanto, b = −2κ2 ou κ = 0. Se b = −2κ2, a variedade é Einstein e polo tanto localmente
homoxénea. Se κ = 0, a ecuación (6.2) redúcese a

4
3
b2(1 + 2t)(u1 ⊗ u1 − u2 ⊗ u3) = 0.

Logo, b = 0 e a variedade é Einstein, ou t = −1
2
, o cal se corresponde coa primeira posibilidade

do teorema.
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Supoñamos agora que (M, g) pertence á clase (B). Un cálculo directo amosa que

R[ρ] = 2β2{2β2u1 ⊗ u1 + 4β2u2 ⊗ u3 + εu3 ⊗ u3}
∆ρ = −4(2α2 + 2αβ − β2)εu3 ⊗ u3.

Así, a ecuación (6.2) redúcese a

8{α2 + αβ − (1 + 3t)β2}εu3 ⊗ u3 = 0.

Dado que ε, β 6= 0, conclúese que t = α2+αβ−β2

3β2 , o que se corresponde coa segunda posibilidade
do teorema.

Observación 6.2. As variedades obtidas no Teorema 6.1-(1) admiten unha distribución nula pa-
ralela de dimensión un, L = span{u2}, polo que son ondas de Brinkmann, mais como o operador
de Ricci non é nilpotente, non son pp-waves. Ademais, estas variedades teñen curvatura escalar
constante non nula, polo que son unha familia particular das métricas descritas no Lema 7.8.

Observación 6.3. O operador de Ricci das variedades obtidas no Teorema 6.1-(1) é da forma
Ric = diag[0, b, b]. Dado que estas métricas son Ft-críticas para t = −1

2
, o funcional ten enerxía

cero.
Por outra banda, o operador de Ricci das variedades obtidas no Teorema 6.1-(2) ten un único

autovalor λ = −2β2, que é unha raíz dobre do polinomio mínimo. Esta familia proporciona
métricas Ft-críticas para todo t ≥ − 5

12
. Ademais, a enerxía do funcional é positiva se t > −1

3
,

negativa se − 5
12
≤ t < −1

3
e cero se t = −1

3
.

Observación 6.4. Unha variedade lorentziana de dimensión tres é localmente conformemente chá
se e só se o tensor de Schouten é Codazzi, é dicir, se ∇XSY Z = ∇Y SY Z , ou, equivalentemente,
se o tensor de Cotton se anula. Un cálculo directo amosa que unha variedade lorentziana 1-
curvatura homoxénea non homoxénea de dimensión tres é localmente conformemente chá se e
só se pertence á clase (B) con β = −2α, en cuxo caso a métrica é Ft-crítica para t = − 5

12
.

Facendo uso da expresión de t do Teorema 6.1-(2), temos que

Unha variedade lorentziana 1-curvatura homoxénea non homoxénea de dimensión
tres é localmente conformemente chá se e só se é Ft-crítica para t = − 5

12
.

Observación 6.5. Unha variedade lorentziana curvatura homoxénea estrita de dimensión tres lo-
calmente conformemente chá admite unha referencia pseudo-ortonormal {u1, u2, u3}, 〈u1, u1〉 =
〈u2, u3〉 = 1, tal que

[u1, u2] = 0, [u1, u3] = −Φu1 − Ξu2 + Ψu3, [u2, u3] = −3Ψu1 −Υu2,

onde Φ,Ψ,Ξ,Υ son funcións diferenciables satisfacendo

u1(Ψ) = 2Ψ2 + 1
4
(κ+ ε), u2(Ψ) = 0,

u1(Ξ) = u3(Φ) + ΦΥ− Φ2 −ΨΞ + 2ε, u2(Ξ) = u3(Ψ)− 3ΦΨ,
u1(Υ) = u2(Ξ) + ΨΥ, u2(Υ) = 1

2
(κ+ ε)− 5Ψ2,
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onde ε2 = 1 (véxase [38]). Un cálculo directo amosa que o operador de Ricci ten un único
autovalor κ+ ε, que é unha raíz dobre do polinomio mínimo. Así, o tensor de Ricci vén dado por

ρ = (κ+ ε){u1 ⊗ u1 + u2 ⊗ u3 + u3 ⊗ u2} − 2εu3 ⊗ u3.

Ademais

R[ρ] = (κ+ ε)2{u1 ⊗ u1 + u2 ⊗ u3 + u3 ⊗ u2} − ε(κ+ ε)u3 ⊗ u3,

∆ρ = −3ε(κ+ ε)u3 ⊗ u3,

e polo tanto a ecuación (6.2) redúcese a ε(κ+ ε)(12t+ 5) = 0. Entón, ou ben κ+ ε = 0 e (M, g)
é crítica para todos os funcionais cuadráticos da curvatura, ou ben é Ft-crítica para t = − 5

12
.

6.2. Variedades curvatura homoxéneas modeladas en espazos
simétricos

Sexa (M, g) unha variedade lorentziana de dimensión tres con operador de Ricci da forma
Ric = diag[λ, λ, 0]. Dado que o operador de Ricci é autoadxunto, a distribución ker Ric non pode
ser nula, polo que é espacial ou temporal. Seguindo o traballo [31], fixamos unha referencia orto-
normal local {E1, E2, E3} de xeito que diagonalice o operador de Ricci con ker Ric = span{E3}.
Sexa σ̃ o operador cizallamento, definido como a compoñente autoadxunta do tensor sen traza
S0 = S − 1

3
(trS)Id asociado a S(X) = ∇XE3. A segunda identidade de Bianchi amosa que

σ̃(E3) = 0 e, polo tanto, o operador cizallamento ten forma normal de Jordana 0 0
0 −a 0
0 0 0

 ,

0 −a 0
a 0 0
0 0 0

 , ou

ε −1 0
1 −ε 0
0 0 0

 ,

Tipo I.a Tipo I.b Tipo II

onde ε2 = 1. Ademais, a norma do tensor cizallamento é positiva para o Tipo I.a, negativa para o
Tipo I.b e cero para o Tipo II. As variedades lorentzianas curvatura homoxéneas semi-simétricas
con operador de Ricci diagonalizable son descritas como segue.

Lema 6.6. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica de
dimensión tres con operador de Ricci diagonalizable. Entón, (M, g) é localmente simétrica ou é
localmente isométrica a un dos seguintes modelos:

(1) Operador cizallamento diagonalizable. Para unha referencia ortonormal local {E1, E2, E3}
de sinatura (+ +−) e funcións diferenciables θ e ϕ, os corchetes de Lie veñen dados por

[E1, E2] = εθE1 − θE2 + 2ϕE3,

[E1, E3] = εϕE1 + ϕE2, [E2, E3] = −ϕE1 − εϕE2, (ε = ±1),

con θ e ϕ satisfacendo as ecuacións diferenciais E3(θ) = E3(ϕ) = 0 e

E1(θ) + εE2(θ) + 2θ2 + λ = 0, E1(ϕ) + εE2(ϕ) + 2θϕ = 0.
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(2) Operador cizallamento con autovalores complexos. Para unha referencia ortonormal local
{E1, E2, E3} de sinatura (−+ +) e funcións diferenciables θ e ϕ, os corchetes de Lie veñen
dados por

(2.i) [E1, E2] = θE1 − 2ϕE3, [E1, E3] = 2ϕE2, [E2, E3] = 0,

onde as funcións θ, ϕ satisfán as ecuacións diferenciais E3(θ) = E3(ϕ) = 0, E2(θ) +
θ2 + λ = 0, e E2(ϕ) + θϕ = 0.

(2.ii) [E1, E2] = −θE2 − 2ϕE3, [E1, E3] = 0, [E2, E3] = 2ϕE1,

onde as funcións θ, ϕ satisfán as ecuacións diferenciais E3(θ) = E3(ϕ) = 0, E1(θ) +
θ2 − λ = 0, e E1(ϕ) + θϕ = 0.

(3) Operador cizallamento nilpotente en dous pasos. Para unha referencia ortonormal local
{E1, E2, E3} de sinatura (−++) e función diferenciable θ, os corchetes de Lie veñen dados
por

[E1, E2] = −θ(E1 + E2), [E1, E3] = E1 + E2, [E2, E3] = −E1 − E2,

con θ satisfacendo as ecuacións diferenciais E3(θ) = 0 e E1(θ) + E2(θ) = λ.

Demostración. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea con operador de
Ricci diagonalizable Ric = diag[λ, λ, α]. Se o operador cizallamento é de Tipo I.a, en [31,
Teorema 1] amósase que existe unha referencia ortonormal {E1, E2, E3} tal que g(E1, E1) =
κ = ±1, g(E2, E2) = 1, g(E3, E3) = −κ, ρ(E1, E1) = κλ, ρ(E2, E2) = λ e ρ(E3, E3) = −κα,
e existen funcións θ1, θ2, ω e σ satisfacendo

[E1, E2] = θ2E1 − θ1E2 + 2κωE3,

[E1, E3] = σE1 + ωE2, [E2, E3] = −κωE1 − σE2, α = 2(κσ2 − ω2),

E3(ω) = E3(σ) = 0, κE1(θ1) + E2(θ2) + κθ2
1 + θ2

2 + λ = 0,
E3(θ1)− σθ1 + ωθ2 = 0, E3(θ2)− κωθ1 + σθ2 = 0,
E1(σ) + E2(ω) + 2θ1σ = 0, κE1(ω) + E2(σ) + 2θ2σ = 0.

Dado que, para unha variedade semi-simétrica con operador de Ricci diagonalizable, a curvatura
de Ricci con multiplicidade un é cero, temos que α = 0. Así, temos tres posibles casos: κ = 1 e
σ = ±ω, ou κ = −1 e σ = ω = 0. Se κ = −1 e σ = ω = 0, a variedade é localmente simétrica.
Se κ = 1 e σ = ω, cun cálculo directo sobre as ecuacións diferenciais anteriores obtemos

(E1 + E2)(ω) + 2θ1ω = 0 e (E1 + E2)(ω) + 2θ2ω = 0,

polo que se segue que 2ω(θ1 − θ2) = 0. Logo, ω = 0 e a variedade é localmente simétrica, ou
θ1 = θ2, o que se corresponde co modelo (1) do enunciado con ε = 1. Analogamente, se κ = 1
e σ = −ω, cun cálculo directo sobre as ecuacións diferenciais previas obtemos

(E1 − E2)(ω) + 2θ1ω = 0 e (E1 − E2)(ω)− 2θ2ω = 0,
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polo que se segue que 2ω(θ1 + θ2) = 0. Logo, ω = 0 e a variedade é localmente simétrica, ou
θ1 = −θ2, o que se corresponde co modelo (1) do enunciado con ε = −1.

Se o operador cizallamento é de Tipo I.b, entón de [31, Teorema 2] temos que existe unha
referencia ortonormal {E1, E2, E3} tal que g(E1, E1) = −1, g(E2, E2) = 1, g(E3, E3) = 1,
ρ(E1, E1) = −λ, ρ(E2, E2) = λ e ρ(E3, E3) = α, e existen unhas funcións θ1, θ2, ω e σ
satisfacendo

[E1, E2] = θ2E1 − θ1E2 − 2ωE3,

[E1, E3] = (σ + ω)E2, [E2, E3] = −(σ − ω)E1, α = 2(σ2 − ω2),

E3(ω) = E3(σ) = 0, E1(θ1)− E2(θ2) + θ2
1 − θ2

2 − λ = 0,
E3(θ1)− θ2(σ − ω) = 0, E3(θ2) + θ1(σ + ω) = 0,
E2(σ + ω) + 2θ2σ = 0, E1(σ − ω) + 2θ1σ = 0.

Fixando α = 0, tense que σ = ±ω. Se σ = ω, temos que E1(σ − ω) + 2θ1σ = 2θ1ω = 0. Logo,
ω = 0 e a variedade é localmente simétrica, ou θ1 = 0, o que se corresponde co modelo (2.i) do
enunciado. Se σ = −ω, temos que E2(σ + ω) + 2θ2σ = −2θ2ω = 0. Logo, ω = 0 e a variedade
é localmente simétrica, ou θ2 = 0, o que se corresponde co modelo (2.ii) do enunciado.

Por último, se o operador cizallamento é de Tipo II, séguese de [31, Teorema 3] que existe
unha referencia ortonormal {E1, E2, E3} tal que g(E1, E1) = −1, g(E2, E2) = 1, g(E3, E3) = 1,
ρ(E1, E1) = −λ, ρ(E2, E2) = λ e ρ(E3, E3) = α, e existen unhas funcións θ e ω satisfacendo

[E1, E2] = −θE1 − θE2 − 2ωE3,

[E1, E3] = E1 + (ω + 1)E2, [E2, E3] = (ω − 1)E1 − E2, α = −2ω2,

Ei(ω) = 0, E3(θ)− ωθ = 0, E1(θ) + E2(θ)− λ = 0.

Fixando α = 0, temos que ω = 0, o que se corresponde co modelo (3) do enunciado.

Observación 6.7. As variedades correspondentes aos modelos dados en (1) e (2) son localmen-
te simétricas se e só se ϕ = 0. Por outra banda, as variedades modeladas por (3) nunca son
localmente simétricas.

Lema 6.8. Unha métrica de dimensión tres con operador de Ricci diagonalizable da forma
Ric = diag[λ, λ, 0] con λ 6= 0 constante é F−1/2-crítica se e só se ∆ρ = 0.

Demostración. Supoñamos que Ric = diag[λ, λ, 0] con λ constante. Entón, τ = 2λ tamén é
constante. Un cálculo directo amosa que R[ρ] = ρ̌, onde ρ̌(X, Y ) = g(Ric2X, Y ), e a ecuación
(6.2) redúcese a

∆ρ+ 2
3
λ2(1 + 2t)diag[1, 1,−2]g = 0.

Polo tanto, séguese que t = −1
2

se e só se ∆ρ = 0.

O seguinte resultado amosa que só as métricas con operador cizallamento nilpotente son
críticas para algún funcional cuadrático da curvatura fóra do ámbito localmente homoxéneo.
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Lema 6.9. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica de
dimensión tres con operador de Ricci diagonalizable e que non é homoxénea. Se (M, g) é crítica
para algún funcional cuadrático, entón vén dada localmente por

[E1, E2] = −θ(E1 + E2), [E1, E3] = E1 + E2, [E2, E3] = −E1 − E2,

con θ satisfacendo as ecuacións diferenciais E3(θ) = 0 e E1(θ) + E2(θ) = λ, onde {E1(−),
E2(+), E3(+)} é unha referencia ortonormal. Ademais, estas métricas son F−1/2-críticas e 1-
curvatura homoxéneas.

Demostración. Analizamos as diferentes posibilidades presentadas no Lema 6.6. Pola ecua-
ción (6.2), (M, g) é Ft-crítica se e só se o tensor simétrico Ft = ∆ρ + 2(R[ρ] − 1

3
‖ρ‖2g) +

2tτ(ρ− 1
3
τg) se anula identicamente.

Os tensores ρ e R[ρ] para as variedades no Lema 6.6-(1) veñen dados por

ρ(E1, E1) = ρ(E2, E2) = λ, R[ρ](E1, E1) = R[ρ](E2, E2) = λ2,

respectivamente, sendo o resto de compoñentes nulas. Ademais, as compoñentes do laplaciano
do tensor de Ricci veñen dadas por

∆ρ(E1, E1) = ∆ρ(E2, E2) = ε∆ρ(E1, E2) = 4λϕ2, ∆ρ(E3, E3) = 8λϕ2,

∆ρ(E1, E3) = −2ελ(2θϕ+ E1(ϕ)), ∆ρ(E2, E3) = −2λE1(ϕ).

Polo tanto, Ft(E1, E2) = 4ελϕ2, entón tense necesariamente que ϕ = 0. Así, ∆ρ = 0 e, polo
Lema 6.8, estas métricas son críticas para t = −1

2
. Ademais, pola Observación 6.7, temos que

todas as métricas críticas neste caso son localmente simétricas, polo que podemos concluír que
as métricas dadas no Lema 6.6-(1) son Ft-críticas se e só se son localmente isométricas a un
produto N(λ)× R, en cuxo caso son F−1/2-críticas (véxase o Lema 5.3).

O tensor de Ricci e a contracción da curvatura R[ρ] das variedades dadas no Lema 6.6-(2)
veñen dados polas compoñentes non nulas ρ(E1, E1) = −ρ(E2, E2) = −λ e R[ρ](E1, E1) =
R[ρ](E2, E2) = −λ2. Ademais, o laplaciano do tensor de Ricci está determinado polos termos
non nulos

∆ρ(E2, E2) = −∆ρ(E3, E3) = 8λϕ2,

∆ρ(E1, E3) = −2λθϕ, ∆ρ(E2, E3) = 2λE1(ϕ),

para as variedades no caso (2.i), e

∆ρ(E1, E1) = ∆ρ(E3, E3) = −8λϕ2,

∆ρ(E1, E3) = 2λE2(ϕ), ∆ρ(E2, E3) = −2λθϕ,

no caso (2.ii). Así, para as variedades dadas no Lema 6.6-(2.i) temos que Ft(E1, E1) = −2
3
(1 +

2t)λ2 e, para as variedades dadas no Lema 6.6-(2.ii), temos que Ft(E2, E2) = 2
3
(1 + 2t)λ2. Polo

tanto, temos t = −1
2

en ámbolos dous casos. Novamente, polo Lema 6.8, estas métricas son
críticas se e só se ∆ρ = 0, satisfacéndose só se ϕ = 0. Pola Observación 6.7, as métricas críticas
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obtidas nestas dúas familias son localmente isométricas a un produto N(λ) × R e son críticas
para o funcional F−1/2.

Por último, sexa (M, g) unha variedade nas condicións do Lema 6.6-(3). Entón, as compo-
ñentes non nulas do tensor de Ricci e do tensor R[ρ] son ρ(E1, E1) = −ρ(E2, E2) = −λ e
R[ρ](E1, E1) = −R[ρ](E2, E2) = −λ2. Ademais, o laplaciano do tensor de Ricci anúlase iden-
ticamente, logo, polo Lema 6.8, todas as métricas curvatura homoxéneas dadas no Lema 6.6-(3)
sonF−1/2-críticas. Ademais, as compoñentes non nulas da derivada covariante do tensor de Ricci
veñen dadas por

(−1)i+j(∇Eiρ)(Ej, E3) = λ,

con 1 ≤ i, j ≤ 2, o que amosa que (M, g) é 1-curvatura homoxénea.

Este resultado proporciona unha caracterización das variedades lorentzianas curvatura ho-
moxéneas semi-simétricas que son críticas para algún funcional cuadrático. Non obstante, este
resultado pódese refinar aínda máis, estudando que estrutura é a que subxace detrás desta carac-
terización. O seguinte teorema, ademais do obtido no lema anterior, especifica que espazo é o
resultante.

Teorema 6.10. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica
de dimensión tres con operador de Ricci diagonalizable e que non é homoxénea. Se (M, g) é
crítica para algún funcional cuadrático da curvatura, entón é F−1/2-crítica e é unha onda de
Brinkmann 1-curvatura homoxénea.

Ademais, existen coordenadas locais (v, u, x) tales que o tensor métrico é da forma g =
dx2 + 2dudv + f(v, u, x)du2, onde a función de Brinkmann vén dada por

f(v, u, x) = λv2 + v(α(u) + xβ(u)) +
x2β(u)2

4λ
+ xδ(u) + γ(u)

para funcións diferenciables α, β, γ e δ e unha constante λ 6= 0.

Demostración. Séguese do Lema 6.9 que unha métrica crítica curvatura homoxénea semi-simétrica
non homoxénea con operador de Ricci diagonalizable é necesariamente 1-curvatura homoxénea
e é crítica para t = −1

2
. Ademais, as compoñentes non nulas da conexión de Levi-Civita para

estas métricas son

∇E1E1 = E3 − E2θ, ∇E1E2 = −E1θ − E3, ∇E1E3 = E1 + E2,

∇E2E1 = −E3 + E2θ, ∇E2E2 = E1θ + E3, ∇E2E3 = −E1 − E2.

Polo tanto, ` = E1 + E2 é un campo de vectores nulo recorrente, entón L = span{`} é unha
distribución unidimensional nula paralela e a variedade é unha onda de Brinkmann.

Consideremos unha onda de Brinkmann en coordenadas locais (v, u, x) da forma g = dx2 +
2dudv + f(v, u, x)du2. Os autovalores do operador de Ricci son {1

2
∂vvf,

1
2
∂vvf, 0}, polo que

1
2
∂vvf = λ. Así, f(v, u, x) = λx2 + a(u, x)v + b(u, x) para unhas funcións a e b. Deste xeito

obtemos
Ric(∂v) = λ∂v, Ric(∂x) = 1

2
∂xa∂v,

Ric(∂u) = −1
2

(∂xxb+ v∂xxa) ∂v + λ∂u + 1
2
∂xa∂x.
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Destas expresións séguese que o operador de Ricci diagonaliza se f(v, u, x) = λv2 + v(α(u) +

xβ(u)) + x2β(u)2

4λ
+ xδ(u) + γ(u). Con esta función, a métrica é Ft-crítica para t = −1

2
.

Observación 6.11. A enerxía ‖ρ‖2 − 1
2
τ 2 anúlase para todas as métricas do Teorema 6.10.

Observación 6.12. As métricas 1-curvatura homoxéneas xa foron estudadas na sección anterior.
Así, a familia de métricas obtida no Teorema 6.10 correspóndense coa obtida no Teorema 6.1-(1),
mais coa descrición dada respecto dunha referencia diferente.

Observación 6.13. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana curvatura homoxénea semi-simétrica
de dimensión tres. Entón, (M, g) é localmente simétrica ou admite unha referencia ortonormal
local {E1, E2, E3} tal que [31]

[E1, E2]=θ(εE1 − E2)− 2ϕE3, [E1, E3]=ϕ(εE1 + E2), [E2, E3]=−ϕ(E1 + εE2),

onde θ e ϕ son funcións que satisfán E3(θ) = E3(ϕ) = 0 e

E1(θ) + εE2(θ) + 2θ2 + λ = 0, E1(ϕ) + εE2(ϕ) + 2θϕ = 0.

Un argumento similar ao seguido no Lema 6.9 amosa que se unha destas métricas é crítica para
algún funcional cuadrático, entón ou λ = 0 e a métrica é chá, ou ϕ = 0 e a variedade é localmente
isométrica a un produto N(c)× R. Ademais, neste caso é F−1/2-crítica. Polo tanto, concluímos
que

as variedades riemannianas curvatura homoxéneas semi-simétricas de dimensión
tres son críticas para algún funcional cuadrático da curvatura se e só se son local-
mente simétricas.

Dun xeito alternativo, en [21] amosouse que toda variedade riemanniana curvatura homoxé-
nea semi-simétrica non Einstein admite coordenadas locais (v, u, x) tales que a métrica é homo-
tética a

g = (coshu− h(x) senhu)2dx2 − (du− f(x)vdx)2 + (dv + f(x)udx)2.

Un cálculo directo amosa que nestas coordenadas as métricas son críticas para algún funcional
cuadrático se e só se f = 0, en cuxo caso (M, g) é localmente simétrica.

6.2.1. Solitóns de Cotton
Denotemos por S = ρ− τ

2(n−1)
g o tensor de Schouten. O tensor de Cotton, Cijk = (∇iS)jk−

(∇jS)ik, é o único invariante conforme en dimensión tres. Ademais, C anúlase se e só se a
variedade é localmente conformemente chá. O tensor de tipo (0,2) asociado ao Cotton, que é
libre de traza e libre de diverxencia, defínese en dimensión tres como

Cij =
1

2
√
|g|
Cnmiε

nm`g`i,
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onde ε123 = 1. O fluxo de Cotton, introducido en [93], está determinado pola ecuación de evolu-
ción ∂tg(t) = κC(t), onde C(t) é o tensor de Cotton de tipo (0,2) de (M, g) e κ é unha constante
(véxase tamén [91]). As solucións autosimilares do fluxo, isto é, as solucións que permanecen
fixas mediante escalados e difeomorfismos, son os solitóns de Cotton. Así, un solitón de Cotton
gradiente é unha tripla (M, g, φ), onde (M, g) é unha variedade pseudo-riemanniana e φ unha
función diferenciable satisfacendo

∇2φ+ C = µg (6.5)

para µ ∈ R. Un solitón de Cotton dise contractivo, estable ou expansivo se µ > 0, µ = 0 ou
µ < 0, respectivamente. Nótese que, tomando trazas na Ecuación (6.5), obtense que µ = 1

3
∆φ.

Consideremos a métrica g = dx2 + 2dudv + f(v, u, x)du2 con

f(v, u, x) = λv2 + v(α(u) + xβ(u)) +
x2β(u)2

4λ
+ xδ(u) + γ(u)

como no Teorema 6.10. A única compoñente non nula do tensor de Cotton de tipo (0,2) é
C(∂u, ∂u) = 1

4
{α(u)β(u) − 2λδ(u) + 2β′(u)}, a cal só se anula se a variedade é localmente

simétrica, concretamente localmente isométrica a un produto N(λ)× R.
Sexa φ(v, u, x) unha función diferenciable. Consideremos o tensor de tipo (0,2) C = ∇2φ +

C−µg de xeito que os solitóns de Cotton gradientes anulan dito tensor. Un cálculo directo amosa
que

C(∂v, ∂v) = ∂vvφ, C(∂v, ∂x) = ∂vxφ, C(∂x, ∂x) = ∂xxφ− µ,

C(∂v, ∂u) = ∂vuφ− 1
2
(2vλ+ α(u) + xβ(u))∂vφ− µ,

C(∂u, ∂x) = ∂xuφ− 1
4λ

(2vλβ(u) + xβ(u)2 + 2λδ(u))∂vφ.

Das tres primeiras ecuacións obtense que φ(v, u, x) = φ2(u)v+ µ
2
x2 +φ1(u)x+φ0(u), e utilizan-

do que C(∂u, ∂u) = 0, temos que φ2(u) = 0 e µ = 0. Polo tanto, o tensor de Cotton gradiente é
estable. Ademais, a compoñente C(∂u, ∂x) redúcese a C(∂u, ∂x) = φ′1(u). Polo tanto a función φ1

é constante e a función potencial é φ(v, u, x) = κx+ ϕ(u). Por último, a compoñente C(∂u, ∂u)
redúcese a

C(∂u, ∂u) = 1
4λ
{(2λv + xβ(u)) (κβ(u) + 2λϕ′(u)) + λα(u)(β(u) + 2ϕ′(u))

+2λβ′(u) + 2λ(κ− λ)δ(u) + 4λϕ′′(u)} .

Derivando esta expresión respecto de x, obtemos que ϕ′(u) = − κ
2λ
β(u). Así, a expresión redú-

cese a
C(∂u, ∂u) =

1

4λ
(λ− κ)(α(u)β(u)− 2λδ(u) + 2β′(u)),

obtendo κ = λ (sempre que a variedade non sexa Cotton-chá e localmente simétrica). Isto amo-
sa que para φ(v, u, x) = λx − 1

2

∫
β(u)du, estas ondas de Brinkmann son solitóns de Cotton

gradientes estables. Isto é,

Toda variedade curvatura homoxénea semi-simétrica de dimensión tres con opera-
dor de Ricci diagonalizable que sexa crítica para algún funcional cuadrático da
curvatura é un solitón de Cotton gradiente estable.



6.3 Variedades curvatura homoxéneas con operador de Ricci nilpotente 121

6.3. Variedades curvatura homoxéneas semi-simétricas cuxo
operador de Ricci é nilpotente en dous pasos

Nesta sección consideraremos as variedades semi-simétricas modeladas nun espazo simétrico
de Cahen-Wallach. O operador de Ricci destas variedades é nilpotente en dous pasos, polo que a
curvatura escalar é cero e as métricas son críticas para o funcional S. Se, ademais, unha métrica é
crítica para algún outro funcional cuadrático, entón é crítica para todos os funcionais cuadráticos.
Así, veremos que esta familia de métricas proporciona exemplos de métricas non Einstein que
son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.

Lema 6.14. Unha variedade de dimensión tres con operador de Ricci nilpotente en dous pasos
é Ft-crítica para algún t (e, polo tanto, para todo t ∈ R) se e só se ∆ρ = 0.

Demostración. Dado que Ric2 = 0, temos que τ = 0 e ‖ρ‖2 = 0. Así, R[ρ] = −2ρ̌ = 0 e as
ecuacións de Euler-Lagrange (6.2) redúcense a ∆ρ = 0.

Lema 6.15. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica con
operador de Ricci nilpotente en dous pasos que é crítica para algún funcional cuadrático da
curvatura que non é homoxénea. Entón, existe unha referencia pseudo-ortonormal local {E1,
E2, E3} con g(E1, E1) = g(E2, E3) = 1 tal que

[E1, E2] = 0, [E2, E3] = (H − C)E1 − IE2, [E3, E1] = AE1 +GE2 + (C +H)E3,

onde A, C, G, H e I son funcións diferenciables satisfacendo as ecuacións diferenciais

E2(A) = −C(C + 2H),
E1(C) = −2C(C +H), E2(C) = 0,
E1(G) = E3(A) + AI − A2 −G(3C +H) + 2ε, E2(G)− E3(C) = A(H − C)
E1(H) = −H2, E2(H) = 0,
E1(I) = E2(G)− I(C +H), E2(I) = C(2H − C),

con ε = ±1. Ademais, estas métricas son críticas para todos os funcionais cuadráticos da
curvatura.

Demostración. Séguese do traballo de Bueken [30] que unha variedade lorentziana curvatura
homoxénea de dimensión tres con operador de Ricci nilpotente admite unha referencia pseudo-
ortonormal local {E1, E2, E3} con g(E1, E1) = g(E2, E3) = 1 tal que

[E1, E2] = −2FE1,
[E1, E3] = −AE1 −GE2 − (C +H)E3,
[E2, E3] = (H − C)E1 − IE2 − FE3,

(6.6)

con funcións diferenciables A,C, F,G,H, I satisfacendo

E1(C)− E2(A) = −C2 − AF, E2(F ) = 3F 2,
E1(H)− 2E3(F ) = −H2 − 2F (I + A), E1(F )− E2(C) = −4CF,
E2(I)− E3(F ) = C(2H − C)− 2FI, E2(H) = 2F (H − C),
E1(I)− E2(G) = −FG− I(C +H),
E2(G)− E3(C) = A(H − C)− 2FG,
E1(G)− E3(A) = 2ε+ A(I − A)−G(3C +H), ε = ±1.

(6.7)
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A única compoñente non nula do operador de Ricci é Ric(E3) = −2εE2. O Lema 6.14 amosa
que unha métrica nestas condicións é crítica para un funcional cuadrático da curvatura Ft se e só
se ∆ρ = 0. As compoñentes non nulas do laplaciano do tensor de Ricci veñen dadas por

∆ρ(E1, E1) = −16εF 2,
∆ρ(E1, E3) = 4ε(E2(C) + F (3H − C)),
∆ρ(E2, E3) = 8εF 2,
∆ρ(E3, E3) = −4ε(E2(A) + 2E3(F ) + C(C + 2H)− 4AF ).

Séguese polo tanto que ∆ρ = 0 se e só se F = 0, E2(C) = 0 e E2(A) = −C(C + 2H).
Aplicando isto a (6.6) e (6.7) obtemos a descrición dada no lema.

Observación 6.16. Sexa (M, g) unha métrica descrita como no Lema 6.15. As compoñentes non
nulas de∇ρ veñen dadas por

(∇E3ρ)(E1, E3) = 2εH, (∇E1ρ)(E3, E3) = −4εC, (∇E3ρ)(E3, E3) = −4εI.

Polo tanto, estas métricas son localmente simétricas se e só se as funcións C, H e I se anulan
identicamente. Ademais, se ditas funcións son constantes, as métricas son 1-curvatura homoxé-
neas. Se comparamos esta familia coa dada no Teorema 6.1 vemos que non coinciden, polo que
concluímos que as métricas desta familia son localmente homoxéneas.

Observación 6.17. A derivada covariante do campo de vectores nulo E2 para unha métrica dada
como no Lema 6.15 satisfai

∇E1E2 = CE2, ∇E2E2 = 0, ∇E3E2 = −HE1 + IE2.

Se a función H se anula identicamente, L = span{E2} é unha distribución undimensional nula
paralela e, dado que o operador de Ricci é nilpotente en dous pasos, a estrutura subxacente é a
dunha pp-wave. Polo tanto, existen coordenadas locais (v, u, x) onde o tensor métrico se expresa
como g = 2dvdu+ dx2 + (α(u)x3 + β(u)x2)du2, para funcións α(u), β(u).

O Lema 6.15 caracteriza as variedades curvatura homoxéneas con operador de Ricci nilpo-
tente que son críticas para algún funcional cuadrático da curvatura. Do mesmo xeito que no caso
con operador de Ricci diagonalizable, este resultado pode ser completado estudando a estrutura
subxacente destas variedades.

Teorema 6.18. Sexa (M, g) unha variedade curvatura homoxénea semi-simétrica de dimensión
tres con operador de Ricci nilpotente en dous pasos que non é homoxénea. Se (M, g) é críti-
ca para algún funcional cuadrático da curvatura Ft, entón é crítica para todos os funcionais
cuadráticos da curvatura e é un espazo-tempo de Kundt dexenerado.

Ademais, existen coordenadas locais (v, u, x) tales que

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ vf1(u) + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx, (6.8)

onde f1(u) é unha función arbitraria e f0(u, x) é un polinomio de orde catro en x: f0(u, x) =
α4(u)x4 + α3(u)x3 + α2(u)x2 + α1(u)x, con α3(u)2 + α4(u)2 6= 0.
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Demostración. Séguese das expresións da derivada covariante dadas na Observación 6.17 que
` = E2 é un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansión (isto é, ‖`‖2 = 0, ∇`` = 0 e
tr∇` = 0, respectivamente). Polo tanto, a variedade é un espazo-tempo de Kundt.

Consideremos as coordenadas locais (v, u, x) de xeito que o tensor métrico se expresa como
en (1.3). Dado que o operador de Ricci das métricas obtidas no Lema 6.15 é nilpotente en dous
pasos, temos que g(Ric2∂u, ∂v) = 1

4
(∂vvW (v, u, x))2 = 0, logo

W (v, u, x) = vW1(u, x) +W0(u, x).

Agora, a curvatura escalar é τ = ∂vvf + 2∂xW1 − 3
2
W 2

1 e, dado que esta se anula, obtemos

f(v, u, x) = v2
(

3
4
W1(u, x)2 − ∂xW1(u, x)

)
+ vf1(u, x) + f0(u, x).

Así, g(Ric2∂x, ∂x) = (∂xW1 − 1
2
W 2

1 )2 = 0, polo que

W1(u, x) = − 2

x+ ω(u)
,

para unha función diferenciable arbitraria ω(u). Neste punto, a forma da métrica é preservada
mediante un cambio de coordenadas (véxase, por exemplo, [55]) dado por

ṽ = v + F (u, x), ũ = u, x̃ = x+ ω(u),

onde F é unha función arbitraria. Unha escolla apropiada de F fai que W (ũ, x̃) = −2 ṽ
x̃

no novo
sistema de coordenadas. Así, o tensor métrico é da forma

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ vf1(u, x) + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx.

Para esta forma da métrica, tense que g(Ric2∂u, ∂u) = 1
4
(∂xf1)2 = 0, polo que f1 non depende

de x. Así, Ric2 = 0.
Polo Lema 6.14, as métricas críticas con operador de Ricci nilpotente en dous pasos teñen

tensor de Ricci harmónico. Un cálculo explícito de ∆ρ amosa que a única compoñente non nula
vén dada por

∆ρ(∂u, ∂u) = −1
2
∂(4)
x f0 + 2

x
∂(3)
x f0 − 6

x2∂
(2)
x f0 + 12

x3∂xf0 − 12
x4f0.

Resolvendo a ecuación ∆ρ = 0, obtense que a función f0 vén dada por un polinomio de orde
catro na coordenada x sen termo independente: f0(u, x) = α4(u)x4 + α3(u)x3 + α2(u)x2 +
α1(u)x, con α4(u)2 + α3(u)2 6= 0 (de seren α3 e α4 nulos, a métrica sería chá).

Observación 6.19. Unha métrica de Kundt dada como no Teorema 6.18 é localmente conforme-
mente chá se e só se a única compoñente non nula do tensor de Cotton C(∂v, ∂v) = 3xα4(u) se
anula. Isto é, se e só se α4(u) = 0. Ademais, un cálculo directo amosa que ditas métricas son
localmente simétricas se e só se α3(u) e α4(u) se anulan identicamente, en cuxo caso as métricas
son chás.
Observación 6.20. As métricas dadas no Teorema 6.18 son métricas de Kundt dexeneradas.
Ademais, séguese de [57] que son espazos-tempo VSI (Vanishing Scalar Invariants, isto é, todos
os invariantes escalares da métrica son nulos).
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6.4. Solucións en teorías de gravitación masiva
Nesta sección estúdanse as métricas curvatura homoxéneas que son solucións para as accións

de gravitación masiva. Seguindo o esquema deste capítulo, para cada acción diferenciamos o caso
de Ricci diagonalizable e nilpotente en dous pasos.

6.4.1. Gravitación masiva topolóxica

Solucións TMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci diagonaliza-
ble

Sexa (M, g) unha variedade curvatura homoxénea como no Lema 6.6. Se (M, g) se corres-
ponde coas métricas dadas no caso (1), entón un cálculo directo amosa que TTMG(E1, E1) =
λ(ϕ

ω
+ 1

3
) e TTMG(E1, E2) = ελϕ

ω
, polo que só se anulan simultaneamente se λ = 0. Así, a

variedade é chá.
Para o caso (2) do Lema 6.6 obtense a expresión TTMG(E1, E1) = −1

3
λ para a familia (2.i)

e TTMG(E2, E2) = 1
3
λ para a familia (2.ii). Polo tanto, as solucións obtidas son chás.

Para o caso (3), obtense TTMG(E3, E3) = −2
3
λ, polo que as únicas solucións son chás.

Solucións TMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci nilpotente

Seguindo un razoamento análogo ao do Lema 6.15, consideramos unha métrica curvatura
homoxénea con operador de Ricci nilpotente descrita como en (6.6) e (6.7). Un cálculo directo
amosa que TTMG está determinado polos termos non nulos

TTMG(E1, E3) = −4ε

ω
F, TTMG(E3, E3) =

2ε

ω
(2C +H − ω).

Polo tanto, estas métricas son solucións en TMG se e só se F = 0 e H = ω − 2C. Dado que
F = 0 e H = ω − 2C, séguese ademais que E2(C) = 0 e E2(A) = 1

2
(6C2 − 4ωC + ω2).

Un cálculo directo amosa que ∆ρ(E3, E3) = −2εω2 6= 0 e polo tanto, seguindo o Lema 6.14,
ningunha solución para o TMG pode ser crítica para ningún funcional cuadrático da curvatura.

Dado que a función F = 0, E2 é un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansión
(véxase a Observación 6.17), polo que a estrutura subxacente é a dun espazo-tempo de Kundt.
Da proba do Teorema 6.18 séguese que a métrica pode ser dada en coordenadas locais como

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ f1(u)v + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx.

Un cálculo directo amosa que TTMG está determinado pola compoñente non nula

TTMG(∂u, ∂u) = 1
2ω

(
∂(3)
x f0 −

3 + ωx

x
∂(2)
x f0 + 2

3 + ωx

x2
∂xf0 − 2

3 + ωx

x3
f0

)
.

Resolvendo a ecuación diferencial TTMG(∂u, ∂u) = 0, podemos resumir o resultado para a gra-
vitación masiva topolóxica como segue:
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Toda solución para a gravitación masiva topolóxica curvatura homoxénea semi-
simétrica que non é localmente simétrica é un espazo-tempo de Kundt que se pode
escribir en coordenadas locais como

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ f1(u)v + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx.

con f0(u, x) = β3(u)xexω+β2(u)x2+β1(u)x, para funcións arbitrarias β1(u), β2(u),
e β3(u) 6= 0.

6.4.2. Nova gravitación masiva

Solucións NMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci diagonali-
zable

Consideremos as diferentes posibilidades dadas no Lema 6.6. Se (M, g) se corresponde co
caso (1), entón TNMG(E1, E2) = 4ελϕ2

m2 e calquera solución NMG é localmente simétrica (véxase
a Observación 6.7).

Para as métricas dadas no caso (2.i) tense que TNMG(E1, E1) = λ(λ−2m2)
6m2 e TNMG(E2, E2) =

−λ(λ−2m2+48ϕ2)
6m2 . Así, λ = 2m2 e ϕ = 0, polo que as solucións obtidas neste caso son localmente

simétricas. As métricas no caso (2.ii) compórtanse de xeito similar, obtendo TNMG(E2, E2) =

−λ(λ−2m2)
6m2 e TNMG(E1, E1) = λ(λ−2m2+48ϕ2)

6m2 , e chegando de novo a que as solucións son local-
mente simétricas.

As compoñentes non nulas de TNMG para as métricas do caso (3) veñen dadas por

TNMG(E1, E1) = −TNMG(E2, E2) =
1

2
TNMG(E3, E3) =

λ2(λ− 2m2)

6m2
.

Polo tanto, as variedades con λ = 2m2 > 0 son solucións para NMG modeladas en N(λ) × R.
Ademais, estas variedades son ondas de Brinkmann, son 1-curvatura homoxéneas e son críticas
para o funcional F−1/2 (véxase o Lema 6.9). Resumindo, obtemos o seguinte:

Unha solución NMG curvatura homoxénea semi-simétrica con operador de Ricci
diagonalizable é localmente simétrica ou é unha onda de Brinkmann g = dx2 +
2dudv + f(v, u, x)du2, determinada por

f(v, u, x)=2m2v2+ v(α(u)+ xβ(u))+
1

8m2
x2β(u)2+ xδ(u)+ γ(u),

para funcións diferenciables α(u), β(u), γ(u), δ(u).

Solucións NMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci nilpotente

Do mesmo xeito que para a gravitación masiva topolóxica, consideramos unha métrica cur-
vatura homoxénea con operador de Ricci nilpotente descrita como en (6.6) e (6.7). Un cálculo
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directo amosa que TNMG está determinado polas compoñentes non nulas

TNMG(E1, E1) = −2TNMG(E2, E3) = 16ε
m2F

2,

TNMG(E1, E3) = 4ε
m2{F (C − 3H)− E2(C)},

TNMG(E3, E3) = 2ε
m2{2C2 − 8AF + 4CH −m2 + 2E2(A) + 4E3(F )}.

Polo tanto, unha métrica dada por (6.6) e (6.7) é unha solución para NMG se e só se F = 0,
E2(C) = 0 e E2(A) = −C2− 2CH + 1

2
m2. Obsérvese que, polo Lema 6.15, estas métricas non

son críticas para ningún funcional cuadrático da curvatura Ft.
Dado que a función F = 0, E2 é un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansión

(véxase a Observación 6.17), polo que a estrutura subxacente é a dun espazo-tempo de Kundt.
Así, a métrica pode ser expresada en coordenadas locais como

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ f1(u)v + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx.

Un cálculo directo amosa que TNMG está determinado pola compoñente non nula

TNMG(∂u, ∂u) = 1
2m2

(
∂(4)
x f0 − 4

x
∂(3)
x f0 + 12−m2x2

x2

(
∂(2)
x f0 − 2

x
∂xf0 + 2

x2f0

))
.

Resolvendo a ecuación TNMG(∂u, ∂u) = 0 obtemos o seguinte:

Unha solución NMG curvatura homoxénea semi-simétrica con operador de Ricci
non diagonalizable é un espazo-tempo de Kundt

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ f1(u)v + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx

con f0(u, x) = β4(u)xemx + β3(u)xe−mx + β2(u)x2 + β1(u)x, para funcións arbi-
trarias β1(u), β2(u), β3(u), β4(u), con β3(u)2 + β4(u)2 6= 0.

6.4.3. Gravitación masiva xeral
Se o operador de Ricci é diagonalizable, o caso é moi ríxido. Un proceso análogo ao segui-

do nas seccións anteriores revela que as métricas dos casos (1) e (2) do Lema 6.6 dan lugar a
solucións localmente simétricas, mentres que as métricas dadas no caso (3) nunca son solucións
GMG.

Se o operador de Ricci é nilpotente, entón unha métrica descrita por (6.6) e (6.7) é solución
para GMG se e só se o tensor TGMG se anula identicamente. As compoñentes non nulas de TGMG

para as métricas curvatura homoxéneas con operador de Ricci nilpotente veñen dadas por

TGMG(E1, E1) = −2TGMG(E2, E3) = 16ε
m2F

2,

TGMG(E1, E3) = − 4ε
m2ω
{F (m2 + (3H − C)ω) + E2(C)ω)} ,

TGMG(E3, E3) = 2ε
m2ω
{(2C +H)m2 + (2C(C + 2H)− 8AF −m2)ω

+2E2(A)ω + 4E3(F )ω} .



6.4.3 Gravitación masiva xeral 127

Polo tanto, TGMG = 0 se e só se F = 0, E2(C) = 0 e E2(A) = 1
2
(m2−2C(C+2H))− m2

2ω
(H+

2C). Ademais, estas métricas son críticas para todos os funcionais cuadráticos da curvatura se e
só se H + 2C = ω, é dicir, se e só se tamén son solucións TMG.

Dado que a función F = 0, E2 é un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansión
(véxase a Observación 6.17), polo que a estrutura subxacente é a dun espazo-tempo de Kundt.
Así, a métrica pode ser expresada en coordenadas locais como

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ f1(u)v + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx.

Un cálculo directo amosa que TGMG está determinado pola compoñente non nula

TGMG(∂u, ∂u) = 1
2m2

(
∂

(4)
x f0 − 4ω−m2x

ωx
∂

(3)
x f0

+12−m2x(3+ωx)
x2

(
∂

(2)
x f0 − 2

x
∂xf0 + 2

x2f0

))
.

Resolvendo a ecuación TNMG(∂u, ∂u) = 0 obtemos o seguinte:

Unha solución GMG curvatura homoxénea semi-simétrica con operador de Ricci
non diagonalizable é un espazo-tempo de Kundt

g = dx2 + 2dudv +

(
v2

x2
+ f1(u)v + f0(u, x)

)
du2 − 4

v

x
dudx

con

f0(u, x) = β4(u)xe−
m
2ω

(m+
√
m2+4ω2)x + β3(u)xe−

m
2ω

(m−
√
m2+4ω2)x

+ β2(u)x2 + β1(u)x,

para funcións arbitrarias β1(u), β2(u), β3(u) e β4(u), con β3(u)2 + β4(u)2 6= 0.





Capítulo 7
Ondas de Brinkmann críticas

Neste capítulo traballaremos con múltiples derivadas parciais. Para simplificar os termos das
expresións resultantes, farase uso dos subíndices para denotar as derivadas da función, isto é,
ϕs = ∂sϕ.

O tensor de Ricci dunha onda de Brinkmann descrita como (1.4) vén dado polas compoñentes
non nulas

ρ(∂u, ∂y) = 1
2
ϕuu, ρ(∂x, ∂y) = 1

2
ϕux, ρ(∂y, ∂y) = 1

2
(ϕϕuu − ϕxx). (7.1)

Así, as curvaturas de Ricci son 0 e 1
2
ϕuu, sendo esta última de multiplicidade dous. Polo tanto,

a curvatura escalar é τ = ϕuu e a norma do tensor de Ricci vén dada por ‖ρ‖2 = 1
2
ϕ2
uu. O

integrando do funcional S é sempre non negativo, polo que as métricas con curvatura escalar
nula son S-críticas. Por outra banda, o integrando do funcional dado pola norma L2 do tensor
de Ricci é non negativo no contexto das ondas de Brinkmann, mais isto non é un feito xeral en
sinatura lorentziana. Como consecuencia, existen métricas con norma do tensor de Ricci nula que
non son T -críticas. Ademais, a enerxía do funcional Ft é ‖ρ‖2 + tτ 2 = 1

2
(1 + 2t)ϕ2

uu, polo que o
funcional F−1/2 ten enerxía cero para calquera onda de Brinkmann. Isto fai que o valor t = −1

2

sexa un valor distinguido que aparecerá de xeito natural coma un caso especial dos funcionais a
analizar.

Neste capítulo estudaremos nunha primeira sección as métricas críticas para o funcional S,
onde se comproba que ter curvatura escalar nula, ademais de ser unha condición suficiente, tamén
é unha condición necesaria para que a onda de Brinkmann sexa S-crítica. A seguir, analizare-
mos o funcional Ft, obtendo o caso xeral e tres casos particulares distinguidos, os cales serán
revisados en profundidade nunha sección nova. Baseándonos nos resultados destas seccións, es-
tudaremos as métricas críticas para certos casos especiais de ondas de Brinkmann. Finalmente,
remataremos o capítulo achando as ondas de Brinkmann que son solucións para as teorías de
gravitación masiva.

7.1. Ondas de Brinkmann S-críticas
Xa se mencionou anteriormente que, dado que a enerxía do funcional sempre é non negativa,

as ondas de Brinkmann con curvatura escalar nula son críticas para o funcional S . A continuación
veremos que estas son as únicas ondas de Brinkmann S-críticas.

Teorema 7.1. Unha métrica de Brinkmann de dimensión tres g é crítica para o funcional S se
e só se a curvatura escalar é cero, isto é, existen coordenadas (u, x, y) tales que a métrica vén
dada pola expresión (1.4) con ϕ(u, x, y) = f(x, y)u+ h(x, y).

129
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Demostración. Unha métrica é crítica para o funcional S se e só se satisfai a ecuación (1.7),

∇2τ − 1
3
∆τ − τ(ρ− 1

3
τg) = 0.

Isto equivale a dicir que o tensor simétrico de tipo (0,2) S = ∇2τ − 1
3
∆τ − τ(ρ− 1

3
τg) se anula.

Un cálculo directo utilizando as coordenadas (1.4) dá lugar ás seguintes compoñentes non nulas
do tensor S para as ondas de Brinkmann:

S(∂u, ∂u) = ϕuuuu, S(∂u, ∂x) = ϕuuux,

S(∂x, ∂y) = −1
2
ϕuxϕuu + ϕuuxy − 1

2
ϕxϕuuu,

S(∂x, ∂x) = −2S(∂u, ∂y) = 1
3

(ϕ2
uu + 2ϕuuxx + ϕuϕuuu − 2ϕuuuy − 2ϕϕuuuu) ,

S(∂y, ∂y) = 1
6

(3ϕxxϕuu + 3ϕuϕuuy + 6ϕuuyy + 3ϕxϕuux − 3ϕyϕuuu − ϕϕ2
uu

−2ϕϕuuxx − ϕϕuϕuuu − 4ϕϕuuuy + 2ϕ2ϕuuuu) .

Para anular simultaneamente S(∂u, ∂u) e S(∂u, ∂x) temos que a función ϕ é da forma

ϕ(u, x, y) = f3(y)u3 + f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y).

Facendo uso desta expresión, a compoñente S(∂u, ∂y) redúcese a

S(∂u, ∂y) = 1
6

(
−6f3

(
f1 + 2uf2 + 3u2f3

)
− 4f2xx − (2f2 + 6uf3)2 + 12f ′3

)
.

Derivando esta expresión respecto de u dúas veces obtemos

S(∂u, ∂y)uu = −18f3
2,

polo que f3 = 0 e ϕ(u, x, y) = f2(x, y)u2 + f1(x, y)u + f0(x, y). Simplificando novamente,
temos que

S(∂x, ∂y) = −f2 (f1x + 2uf2x) + 2f2xy e S(∂x, ∂y)u = −2f2f2x,

polo que f2 non depende de x. Así, S(∂u, ∂y) = −2
3
f 2

2 e f2 = 0. Deste xeito, ϕ(u, x, y) =
f1(x, y)u+ f0(x, y) e o tensor S anúlase identicamente.

7.2. Ondas de Brinkmann Ft-críticas: caso xeral

Unha métrica é crítica para o funcional Ft se e só se satisfai a ecuación (1.8),

∆ρ− (1 + 2t)∇2τ + 2
3
t∆τg + 2(R[ρ]− 1

3
‖ρ‖2g) + 2tτ(ρ− 1

3
τg) = 0,

ou, equivalentemente, se o tensor Ft = ∆ρ − (1 + 2t)∇2τ + 2
3
t∆τg + 2(R[ρ] − 1

3
‖ρ‖2g) +

2tτ(ρ − 1
3
τg) se anula identicamente. Considerando as coordenadas de Brinkmann dadas en
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(1.4), un cálculo directo amosa que o tensor Ft vén determinado polas seguintes compoñentes:

Ft(∂u, ∂u) = −(1 + 2t)ϕuuuu,

Ft(∂u, ∂x) = −(1 + 2t)ϕuuux, Ft(∂x, ∂x) = −2Ft(∂u, ∂y),

Ft(∂u, ∂y) = 1
6

((1 + 2t)ϕ2
uu − 4tϕuuuy + (3 + 4t)ϕuuxx + 2tϕuϕuuu

−(3 + 4t)ϕϕuuuu) ,

Ft(∂x, ∂y) = 1
2

(ϕuxxx − 4tϕuuxy + (1 + 2t)ϕuxϕuu + 2tϕxϕuuu − ϕϕuuux) ,

Ft(∂y, ∂y) = 1
6

((1 + 2t)ϕϕ2
uu − 3ϕxxxx − 3ϕ2

ux − 6ϕuxxy − 6tϕxxϕuu

+ 2(3 + 2t)ϕϕuuxx − 3ϕuϕuxx − 3(1 + 2t)ϕuϕuuy

+ 2tϕϕuϕuuu − 6(1 + 2t)ϕuuyy + 3(1− 2t)ϕxϕuux

+ 3(1 + 2t)ϕyϕuuu + 2(3 + 4t)ϕϕuuuy − (3 + 4t)ϕ2ϕuuuu ) .

(7.2)

Así, estamos en condicións de dar os seguintes resultados.

Lema 7.2. Se unha métrica de Brinkmann de dimensión tres é Ft-crítica para algún valor de
t distinto de −1

2
, −1

3
e −1

4
, entón a curvatura escalar é cero e (M, g) é crítica para todos os

funcionais cuadráticos.

Demostración. Asumamos que t /∈ {−1
2
,−1

3
,−1

4
} e que a métrica g vén dada por (1.4). Dado

que t 6= −1
2
, séguese de Ft(∂u, ∂u) = 0 e Ft(∂u, ∂x) = 0 que a función de Brinkmann debe ser un

polinomio en u da forma ϕ(u, x, y) = f3(y)u3 +f2(x, y)u2 +f1(x, y)u+f0(x, y). Simplificando
as expresións en (7.2) temos que

Ft(∂u, ∂y)uu = −12(1 + 3t)f 2
3 .

Dado que t 6= −1
3
, f3 anúlase e así ϕ(u, x, y) = f2(x, y)u2 + f1(x, y)u + f0(x, y). Agora,

combinando diferentes derivadas obtemos

2Ft(∂x, ∂y)u − 3Ft(∂u, ∂y)x = (1 + 4t)f2xxx.

Dado que asumimos que t 6= −1
4
, concluímos que f2xxx = 0. Ademais, isto implica que

Ft(∂x, ∂y)u = −2(1 + 2t)f2f2x.

Novamente, t 6= −1
2
, polo que se segue que f2 non depende de x e ϕ(u, x, y) = f2(y)u2 +

f1(x, y)u+ f0(x, y). Con esta expresión chegamos a

Ft(∂u, ∂y) = 2
3
(1 + 2t)f 2

2 .

Polo tanto, f2 = 0 e ϕ(u, x, y) = f1(x, y)u+ f0(x, y), co que obtemos que a curvatura escalar é
cero e a métrica é S-crítica polo Teorema 7.1. Dado que a métrica é crítica para dous funcionais,
é crítica para todos os funcionais cuadráticos da curvatura.
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Os valores distinguidos t = −1
2
,−1

3
,−1

4
serán analizados na seguinte sección. Para outros

valores de t as métricas Ft-críticas son críticas para todos os funcionais cuadráticos, como vimos
de ver no Lema 7.2, e quedan descritos explicitamente en coordenadas a continuación.

Teorema 7.3. Unha métrica de Brinkmann de dimensión tres dada por (1.4) é crítica para todos
os funcionais se e só se a función de Brinkmann vén dada por ϕ(u, x, y) = f1(x, y)u + f0(x, y)
con

f1(x, y) =A(y)x2 +B(y)x+ C(y),

f0(x, y) =− 1
60
A(y)2x6 − 1

20
A(y)B(y)x5

− 1
24

(
B(y)2 + 2A(y)C(y) + 4A′(y)

)
x4 +D(y)x3 + E(y)x2

+ F (y)x+G(y).

Demostración. Dado que g é unha métrica S-crítica, a curvatura escalar é cero e polo tanto
ϕ(u, x, y) = f1(x, y)u + f0(x, y). Dado que g é T -crítica, o tensor F0 dado por (7.2) anúlase.
Así, as únicas compoñentes non nulas son F0(∂x, ∂y) e F0(∂y, ∂y). De F0(∂x, ∂y) temos que

F0(∂x, ∂y) = −1
2
f1xxx,

polo que f1xxx = 0 e f1(x, y) = A(y)x2 + B(y)x + C(y). Así, a compoñente non nula restante
vén dada por

2F0(∂y, ∂y) = 6A2x2 + 6ABx+B2 + 2AC + 4A′ + f0xxxx,

de onde se segue que f0 vén dada por

f0(x, y) =− 1
60
A(y)2x6 − 1

20
A(y)B(y)x5 − 1

24
(B(y)2 + 2A(y)C(y) + 4A′(y))x4

+D(y)x3 + E(y)x2 + F (y)x+G(y),

o que completa a proba.

Do Teorema 7.1 séguese que as pp-waves son S-críticas por teren curvatura escalar cero.
Ademais, calquera pp-wave pode ser descrita en coordenadas locais de Brinkmann (1.4) mediante
unha función que non depende de u, ϕ(x, y). Unha consecuencia directa do Teorema 7.3 é que
as pp-waves son críticas para todos os funcionais cuadráticos se e só se a función de Brinkmann
é un polinomio de orde tres en x, ϕ(x, y) = D(y)x3 + E(y)x2 + F (y)x + G(y). Mediante un
argumento estándar, temos que esta función pode reducirse a ϕ(x, y) = κ(y)x3 + α(y)x2.

Sexa S = ρ − τ
4
g o tensor de Schouten de (M, g) e sexa o tensor de Cotton, C, o tensor que

mide canto dista o tensor de Schouten de ser Codazzi, definido como Cijk = ∇iSjk − ∇jSik.
Dado que a variedade é de dimensión tres, podemos definir o tensor de Cotton de tipo (0,2) como
Cij = 1

2
√
|g|
Cnmiεnm`g`j , onde ε123 = 1 é o símbolo antisimétrico. Un cálculo directo amosa que,

coas coordenadas locais (1.4), a única compoñente non nula da diverxencia do tensor de Cotton
dunha métrica de Brinkmann é div C(∂y, ∂y) = −1

2
ϕxxxx. Así, temos o seguinte resultado.

Corolario 7.4. Unha pp-wave de dimensión tres é crítica para algún funcional cuadrático da
curvatura Ft se e só se o tensor de Cotton é libre de diverxencia, sendo así crítica para todos
os funcionais cuadráticos. Ademais, neste caso existen coordenadas de Brinkmann (1.4) con
ϕ(x, y) = κ(y)x3 + α(y)x2.
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7.3. Ondas de Brinkmann Ft-críticas: casos especiais
Na proba do Lema 7.2 distinguimos entre dúas posibles situacións: ondas de Brinkmann con

curvatura escalar cero ou distinta de cero. Se unha métrica con curvatura escalar cero é Ft-crítica
para algún t, é crítica para todos os funcionais cuadráticos da curvatura. Porén, se a métrica non
ten curvatura escalar cero, só poderá ser Ft-crítica para t = −1

2
, −1

3
ou −1

4
, xa que estes valores

apareceron como excepcionais na demostración do Lema 7.2. Nesta sección estudaremos por
separado estes tres casos particulares.

7.3.1. Métricas F−1/3-críticas

A norma do tensor de Ricci sen traza, ρ0 = ρ − τ
3
g vén dada por ‖ρ0‖2 = ‖ρ‖2 − 1

3
τ 2.

Polo tanto, o funcional F−1/3 é o funcional dado pola norma L2 do tensor de Ricci sen traza en
dimensión tres.

Teorema 7.5. Sexa g unha métrica de Brinkmann (1.4) con curvatura escalar non nula. Se g é
F−1/3-crítica, entón a curvatura escalar é da forma

τ = 6f3(y)u+ 2λx2 + 2f21(y)x+ 2f20(y), (7.3)

onde λ ∈ R. Reciprocamente, dada unha función τ̃ como en (7.3), existe unha métrica de Brink-
mann F−1/3-crítica con curvatura escalar τ̃ .

Demostración. Unha métrica é crítica para o funcional F−1/3 se e só se o tensor F−1/3 dado
na ecuación (7.2) se anula. De F−1/3(∂u, ∂u) = 0 e F−1/3(∂u, ∂x) = 0 temos que ϕ(u, x, y) =
f3(y)u3 + f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y).

Se f3(y) = 0, entón 27F−1/3(∂x, ∂x)x+30F−1/3(∂x, ∂y)u = 4f2f2x, polo que f2 non depende
de x. Así, F−1/3(∂x, ∂x) = 4

9
(f2)2, polo que f2 = 0, o que contradí que a curvatura escalar é

distinta de cero. No que resta de proba, asumirase que f3(y) é distinta de cero.
Da ecuación (7.2) obtemos que 9F−1/3(∂u, ∂y) = −2f 2

2 + 6f1f3 − 12f ′3 − 5f2xx. Ao anular
esta compoñente, temos que

f1(x, y) =
1

6f3(y)
(2f2(x, y)2 + 12f ′3(y) + 5f2xx(x, y)).

Substituíndo esta expresión en F−1/3(∂x, ∂y) obtemos

F−1/3(∂x, ∂y)u = −1
6
f2xxx.

Polo tanto, f2xxx = 0 e f2 é un polinomio en x da forma f2(x, y) = f22(y)x2 + f21(y)x+ f20(y).
Simplificando en F−1/3(∂y, ∂y), temos que

F−1/3(∂y, ∂y)u = 1
9f3

(20f 3
22x

4 + 40f21f
2
22x

3 + 24f22(f 2
21 + f20f22)x2

+ 4(f 3
21 + 6f20f21f22)x+ 4f20f

2
21 + 4f 2

20f22 + 36f 2
22

+21f3f
′
22 − 18f 2

3 f0xx) .
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Polo tanto, séguese que

f0(x, y) = 1
27f3(y)2

(
f22(y)3x6 + 3f22(y)2f21(y)x5

+ 3f22(y)(f22(y)f20(y) + f21(y)2)x4

+ (6f22(y)f20(y)f21(y) + f21(y)3)x3

+ (27f22(y)2 + 3f22(y)f20(y)2 + 3f20(y)f21(y)2

+63
4
f3(y)f ′22(y))x2

)
+ f01(y)x+ f00(y).

Substituíndo esta expresión, obtemos que F−1/3(∂x, ∂y)x = −1
3
f ′22, polo que f22 = λ é constante.

Simplificando de novo,

F−1/3(∂x, ∂y) = − 2
9f3

(
(9λ+ f 2

20)f21 − 9f01f
2
3 + 6f3f

′
21

)
,

e así,
f01(y) = 1

9f3(y)2

(
9λf21(y) + f20(y)2f21(y) + 6f3(y)f ′21(y)

)
.

Finalmente, a última compoñente non nula de F−1/3 redúcese a

F−1/3(∂y, ∂y) = 1
27f2

3

(
−f3f

′
00 − 2(λ+ f ′3)f00 + 2

3
f ′′20

+ 1
9f3

(f 2
20f
′
20 + 2f21f

′
21 + 17λf ′20 + 6f ′20f

′
3)

+ 1
27f2

3
2λ(15f20 + f 3

20 + 3f 2
21)
)
.

Polo tanto, a función ϕ é da forma ϕ(u, x, y) = f3(y)u3 + f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y) con

f3(y) 6=0,

f2(x, y) =λx2 + f21(y)x+ f20(y),

f1(x, y) = 1
3f3(y)

(
(λx2 + f21(y)x+ f20(y))2 + 5λ+ 6f ′3(y)

)
,

f0(x, y) = 1
27f3(y)2

(
λ3x6 + 3λf21(y)x5 + 3λ(λf20(y) + f21(y)2)x4

+ (6λf20(y)f21(y) + f21(y)3)x3

+ (27λ2 + 3λf20(y)2 + 3f20(y)f21(y)2)x2

+3((9λ+ f20(y)2)f21(y) + 6f3(y)f ′21(y))x
)

+ f00(y),

onde f00 é unha solución da ecuación diferencial ordinaria

− f3f
′
00 − 2(λ+ f ′3)f00 + 2

3
f ′′20 + 1

9f3
(f 2

20f
′
20 + 2f21f

′
21 + 17λf ′20 + 6f ′20f

′
3)

+ 1
27f2

3
2λ(15f20 + f 3

20 + 3f 2
21) = 0.

(7.4)

Baixo estas condicións, a curvatura escalar da métrica obtida é a dada na expresión (7.3). Obsér-
vese que a curvatura escalar está determinada polas funcións f3, f21 e f20 e a constante λ. Estas
poden escollerse con liberdade, polo que para unha curvatura escalar desta forma existe unha
métrica de Brinkmann F−1/3-crítica que realiza dita curvatura escalar.
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7.3.2. Métricas F−1/4-críticas
En dimensión tres, o tensor de curvatura está determinado polo tensor de Ricci. Do mes-

mo xeito, a norma do tensor de curvatura vén dada pola expresión ‖R‖2 = 2‖ρ‖2 − 1
2
τ 2 =

2
(
‖ρ‖2 − 1

4
τ 2
)
. Polo tanto, o funcional F−1/4 é equivalente ao funcional dado pola normal L2

do tensor de curvatura.

Teorema 7.6. Sexa g unha métrica de Brinkmann (1.4) con curvatura escalar distinta de cero.
Se g é F−1/4-crítica, entón a curvatura escalar satisfai

τu = 0 e 4τxx + τ 2 = 0. (7.5)

Reciprocamente, para toda solución τ̃ da ecuación (7.5), existe unha métrica de Brinkmann
F−1/4-crítica con curvatura escalar τ̃ .

Demostración. Sexa g unha métrica de Brinkmann dada en coordenadas (1.4). Consideramos o
tensor F−1/4 dado pola ecuación (7.2) e seguimos o razoamento da proba do Lema 7.2 para obter
ϕ(u, x, y) = f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y). Así, a curvatura escalar vén dada por τ = ϕuu =
2f2(x, y) e non depende da coordenada u, obtendo así a primeira ecuación en (7.5). Ademais,

F−1/4(∂u, ∂y) = −1
3

(
f 2

2 + 2f2xx

)
= −1

3
(4τxx + τ 2),

obtendo así a segunda ecuación do enunciado. Agora, sabendo que 2f2xx = −f 2
2 , as derivadas

de orde superior de f2 veñen dadas por

f2xxx = −f2f2x, f2xxy = −f2f2y, f2xxxx = 1
2
f2

3 − f2
2
x.

Baixo estas condicións, F−1/4(∂x, ∂y) = −1
2

(
f1xxx + f2f1x + 2f2xy

)
, dando lugar á ecuación

f1xxx + f2f1x + 2f2xy = 0. (7.6)

Fixada f2, esta ecuación proporciona a única relación que debe ser satisfeita por f1. Asumindo
que f1 é unha solución da ecuación (7.6), podemos utilizar que

f1xxxx = 2f2f2y − f2xf1x − f2f1xx,

para simplificar 2F−1/4(∂y, ∂y), obtendo

f0xxxx − f2f0xx − 3f2xf0x + f2
2f0 + 2f2yy + f1

2
x + f1(f2y + f1xx) + 2f1xxy = 0. (7.7)

Fixadas f2 e f1, a ecuación (7.7) determina f0.
O estudo previo amosa que a curvatura escalar dunha métrica de Brinkmann F−1/4-crítica

satisfai a ecuación (7.5). Reciprocamente, se se satisfai dita ecuación, existen solucións f1 e f0

para as ecuacións (7.6) e (7.7), respectivamente, tales que a correspondente métrica de Brink-
mann determinada por ϕ(u, x, y) = f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y) é F−1/4-crítica.

Observación 7.7. As solucións da ecuación non linear 2f2xx+f 2
2 = 0 veñen dadas por f2(x, y) =

−(−2)2/3 3
√

3P((x+ α(y))
3
√
− 1

3

22/3 ; g2, g3), onde P(−; g2, g3) denota a función elíptica de Weiers-
trass con invariantes g2 = 0, g3 = β(y), e α e β son funcións arbitrarias (véxase, por exem-
plo, [50, 103]).
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7.3.3. Métricas F−1/2-críticas

Para toda onda de Brinkmann de dimensión tres satisfaise que ‖ρ‖2 − 1
2
τ 2 = 0, polo que

o valor t = −1
2

é claramente un valor distinguido no estudo destas variedades como métricas
Ft-críticas. Ademais, o termo de grao tres na expansión asintótica da distancia media do mo-
vemento browniano nunha variedade riemanniana está determinado pola expresión cuadrática
E = −6∆τ − ‖R‖2 + ‖ρ‖2 (véxase [92]). Así, o funcional cuadrático asociado é equivalente a
F−1/2 en dimensión tres.

Lema 7.8. Se unha métrica de Brinkmann (1.4) é F−1/2-crítica, entón a curvatura escalar é
unha función harmónica e, ademais, a función de Brinkmann satisfai

∆gϕ+ 3
2
ϕ2
u = C1(y)u+ C2(y)x+ C3(y), (7.8)

para funcións C1, C2, C3. Reciprocamente, calquera métrica de Brinkmann determinada por
unha función de Brinkmann que sexa solución da ecuación (7.8) é F−1/2-crítica.

Demostración. Tomamos o tensor F−1/2 dado polas expresións en (7.2). As compoñentes a priori
non nulas son

F−1/2(∂x, ∂x) = −2F1/2(∂u, ∂y) = 1
3
(ϕuuxx − ϕuϕuuu + 2ϕuuuy − ϕϕuuuu)

= 1
3
∆gτ,

F−1/2(∂x, ∂y) = 1
2
(−ϕuxxx − 2ϕuuxy + ϕxϕuuu + ϕϕuuux),

F−1/2(∂y, ∂y) = 1
6
(3ϕxxxx + 3ϕ2

ux + 6ϕuxxy − 3ϕxxϕuu − 6ϕxϕuux

+ ϕu(3ϕuxx + ϕϕuuu) + ϕ(−4ϕuuxx − 2ϕuuuy + ϕϕuuuu)).

Usando que F−1/2(∂x, ∂x) = 1
3
∆gτ = 0, simplificamos F−1/2(∂y, ∂y) para ver que

F−1/2(∂y, ∂y) = 1
2
(ϕxxxx + ϕ2

ux + ϕuϕuxx + 2ϕuxxy − ϕxxϕuu
− 2ϕxϕuux − ϕϕuuxx),

e as tres expresións previas redúcense a

F−1/2(∂u, ∂y) = −1
6
(ϕxx + 1

2
ϕ2
u + 2ϕuy − ϕϕuu)uu = −1

6
(∆gϕ+ 3

2
ϕ2
u)uu,

F−1/2(∂x, ∂y) = −1
2
(ϕxx + 1

2
ϕ2
u + 2ϕuy − ϕϕuu)ux = −1

2
(∆gϕ+ 3

2
ϕ2
u)ux,

F−1/2(∂y, ∂y) = 1
2
(ϕxx + 1

2
ϕ2
u + 2ϕuy − ϕϕuu)xx = 1

2
(∆gϕ+ 3

2
ϕ2
u)xx.

Polo tanto, unha métrica de Brinkmann (1.4) é F−1/2-crítica se e só se a función de Brink-
mann ϕ satisfai a ecuación (7.8) para funcións C1, C2 e C3.

A continuación faremos uso do Teorema de Cauchy-Kovalevskaya para construír solucións
locais da ecuación (7.8). Sexa (M, g) unha onda de Brinkmann de dimensión tres dada en co-
ordenadas por (1.4), e sexa Σ o hiperplano x = 0 coa métrica de Brinkmann inducida gΣ =
2dudy+ ϕ̃(u, y)dy2. Un cálculo directo amosa que a segunda forma fundamental de Σ ⊂M vén
dada por I = −1

2
ϕxdy ⊗ dy ⊗ ∂x, dado que ∂u e ∂y son tanxentes a Σ mentres que ∂x é normal

ao hiperplano. Así, (Σ, gΣ) é totalmente xeodésico se e só se ϕx = 0.
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Teorema 7.9. Sexa (Σ, gΣ) unha variedade de Brinkmann analítica de dimensión dous. Entón,
pode ser estendida a unha onda de Brinkmann analítica F−1/2-crítica de dimensión tres (M, g)
tal que (Σ, gΣ) é unha subvariedade totalmente xeodésica de (M, g).

Demostración. Consideremos unha métrica de Brinkmann de dimensión dous gΣ dada en coor-
denadas locais (u, y) por gΣ = 2dudy + ϕ̃(u, y)dy2. Sexa g unha métrica de Brinkmann dada en
coordenadas (1.4) tal que gΣ se corresponde coa métrica inducida no plano x = 0.

O Lema 7.8 amosa que g é F−1/2-crítica se e só se

ϕxx + 1
2
ϕ2
u + 2ϕuy − ϕϕuu = C1(y)u+ C2(y)x+ C3(y) (7.9)

para funcións C1, C2 e C3. Escollemos estas funcións para que sexan analíticas e nótese que
x = 0 é unha superficie non característica para esta ecuación en derivadas parciais (véxase, por
exemplo, [68]). Fixando ϕ|x=0 = ϕ̃ e ϕx|x=0

= 0 como condicións iniciais e facendo uso do
Teorema de Cauchy-Kovalevskaya, conclúese que existe unha solución analítica ϕ para a ecua-
ción (7.9). Esta solución permite estender gΣ a g de xeito que o plano x = 0 é unha subvariedade
totalmente xeodésica de g utilizando as coordenadas locais en (1.4).

Observación 7.10. O Teorema 7.9 amosa a posibilidade de xerar métricas F−1/2-críticas cunha
clara interpretación xeométrica (véxase a Figura 7.3.1). Ademais, pódense escoller na ecua-
ción (7.8) outras superficies non características distintas do hiperplano x = 0, conseguindo así
novas familias de métricas críticas partindo de condicións iniciais diferentes.

gΣ(u, y) = 2dudy + ϕ̃(u, y)dy2

(Σ, gΣ)

∆gϕ + 3
2
ϕ2
u = C1(y)u + C2(y)x + C3(y)

∆gϕ = ϕxx − ϕ2
u + 2ϕuy − ϕϕuu

x = 0 é unha superficie non característica

Fixamos ϕ|x=0 = ϕ̃ e ϕx|x=0 = 0

Esténdese a solución á variedade 3-dimensional

g(u, x, y) = 2dudy + dx2 + ϕ(u, x, y)dy2

(M, g)

x =
0

Figura 7.3.1: Interpretación xeométrica

7.4. Casos especiais de ondas de Brinkmann
Nesta sección consideraremos algunhas familias especiais de ondas de Brinkmann baseándo-

nos en condicións xeométricas relacionadas coa homoxeneidade e coa condición de ser localmen-
te conformemente chá. Así, determinaremos as métricas críticas con curvatura escalar constante,
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as localmente simétricas, as localmente conformemente chás e as localmente conformemente
simétricas.

7.4.1. Métricas de Brinkmann con curvatura escalar constante
As métricas de Brinkmann con curvatura escalar cero xa foron estudadas na sección 7.2. O

caso de curvatura escalar constante distinta de cero redúcese ao funcional F−1/2, como se reflicte
no seguinte resultado.

Teorema 7.11. Se unha métrica de Brinkmann con curvatura escalar constante non nula é Ft-
crítica, entón t = −1

2
e, ademais, para todo κ ∈ R, existe unha métrica de Brinkmann de

dimensión tres que é crítica para F1/2 con τ = κ.

Demostración. Se unha métrica de Brinkmann con curvatura escalar non nula é crítica para
un funcional cuadrático da curvatura, entón, polo Teorema 7.1 e o Lema 7.2, a métrica non
pode ser crítica para o funcional S nin para Ft con t /∈ {−1

2
,−1

3
,−1

4
}. O Teorema 7.5 amo-

sa que a curvatura escalar dunha métrica de Brinkmann F−1/3-crítica é da forma τ(u, x, y) =
6f3(y)u+ 2f2(x, y), con f3(y) 6= 0, agás se τ = 0, polo que este funcional non admite métricas
de Brinkmann críticas con curvatura escalar constante non nula. Do Teorema 7.6 séguese que a
curvatura escalar dunha métrica de BrinkmannF−1/4-crítica vén dada por τ(u, x, y) = 2f2(x, y),
sendo f2 unha función elíptica de Weierstrass. Así, o único funcional cuadrático da curvatura que
admite métricas de Brinkmann críticas con curvatura escalar constante non nula é F−1/2.

Fixamos as coordenadas de Brinkmann (1.4) e facemos uso do Lema 7.8 para identificar as
métricas F−1/2-críticas mediante a ecuación (7.8). Se τ = k, entón ϕuu = k e a función de
Brinkmann ϕ vén dada por ϕ(u, x, y) = k

2
u2 +α(x, y)u+β(x, y). Así, a ecuación (7.8) redúcese

a
αxxu+ βxx + 1

2
α2 + 2αy − kβ = C1(y)u+ C2(y)x+ C3(y).

Derivando respecto de u, temos que αxx = C1(y), polo que

α(x, y) = 1
2
C1(y)x2 + ξ(y)x+ η(y).

A partir deste punto, coa fin de simplificar a notación, eliminarase a dependencia de y das fun-
cións implicadas na ecuación. Agora, a ecuación (7.8) vén dada por

C1u+ 1
8
C2

1x
4 + 1

2
C1ξx

3 + 1
2
(C1η + ξ2 + 2C ′1)x2 + (ηξ + 2ξ′)x

+1
2
η2 + 2η′ − kβ + βxx = C1u+ C2x+ C3.

Derivando respecto de x obtemos
1
2
C2

1x
3 + 3

2
C1ξx

2 + (C1η + ξ2 + 2C ′1)x+ (ηξ + 2ξ′)− kβx + βxxx = C2,

de xeito que β é da forma

β(x, y) = 1
8k
C1(y)2x4 + 1

2k
C1(y)ξ(y)x3

+ 1
2k2 (3C1(y)2 + kC1(y)η(y) + kξ(y)2 + 2kC ′1(y))x2

+ 1
k2 (−kC2(y) + 3C1(y)ξ(y) + kη(y)ξ(y) + 2kξ′(y))x

+ Ξ(x, y) + ε(y),
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con
Ξ(x, y) =

√
k
k

(γ(y)e
√
kx − δ(y)e−

√
kx) se k > 0, e

Ξ(x, y) =
√
−k
k

(γ(y) sen(
√
−kx)− δ(y) cos(

√
−kx)) se k < 0.

Por último, comprobamos que a ecuación (7.8) ten solucións para

C3(y) = 1
2k2 (6C1(y)2 + 2kC1(y)η(y)

+ k(−2k2ε(y) + kη(y)2 + 2ξ(y)2 + 4C ′1(y) + 4kη′(y))).

Así, existe unha familia de métricas de Brinkmann F−1/2-críticas con curvatura escalar τ = k,
con funcións arbitrarias C1, ξ, η, γ, δ e ε definindo a función ϕ.

Observación 7.12. Nótese que na proba do Teorema 7.11 podemos asumir que a curvatura escalar
depende unicamente da coordenada y, polo que o teorema pode ser estendido do seguinte xeito:

Se unha métrica de Brinkmann con curvatura escalar τ = κ(y) é Ft-crítica, entón
t = −1

2
e, ademais, para toda función nunha variable κ(y), existe unha métrica de

Brinkmann de dimensión tres que é crítica para F1/2 con τ = κ(y).

Observación 7.13. Como xeneralizacións naturais das xeometrías homoxéneas, as métricas lo-
rentzianas con invariantes escalares da curvatura nulos (VSI) ou con invariantes escalares da
curvatura constantes (CSI) foron amplamente estudados (véxase, por exemplo, [58, 124]). Se-
guindo o traballo [58] e a súa notación, os espazos-tempo VSI de dimensión tres divídense nas
familias A.1 e B.1. As métricas da familia A.1 son ondas de Brinkmann con curvatura escalar
cero, polo que o seu estudo redúcese ao feito no Teorema 7.1 e no Lema 7.2. A familia B.1 pode
ser descrita en coordenadas locais (u, v, x) como

g = −2du

[
dv +

1

2

{
−v

2

x2
+ vf1(u, x) + f0(u, x)

}
du− 2v

x
dx

]
+ dx2,

para funcións arbitrarias f0 e f1. Un cálculo directo amosa que o tensor simétrico Ft está de-
terminado por completo polas compoñentes Ft(∂u, ∂u) e Ft(∂u, ∂x) = −1

2
f1xxx − 1

x
f1xx . Así

f1(u, x) = −α(u) log(x) + xγ(u) + β(u) e as métricas na familia B.1 que son Ft-críticas están
determinadas pola seguinte ecuación en derivadas parciais linear de cuarta orde.

2x4 Ft(∂u, ∂u) = x4 (f0xxxx(u, x) + γ(u)2) + x3 (4f0xxx(u, x)− α(u)γ(u))

+ x2 (α(u)β(u) + 2 (α′(u)− 6f0xx(u, x)) + α(u)2(1− log(x)))

+ 24x f0x(u, x)− 24f0(u, x) .

Polo tanto, unha métrica VSI da familia B.1 é Ft-crítica para algún t ∈ R se e só se é crítica para
todos os funcionais cuadráticos da curvatura, en cuxo caso

f1(u, x) = −α(u) log(x) + xγ(u) + β(u),

f0(u, x) = x4
{
A4(u) + 1

36
γ(u)2(6 log(x)− 11)

}
+ x3

{
A3(u) + 1

4
α(u)γ(u)(2 log(x)− 1)

}
+ x2

{
A2(u) + 1

2
α′(u)(2 log(x) + 1) + 1

4
α(u)β(u)(2 log(x) + 1)

+1
8
α(u)2

(
2 log(x)− 2 log2(x)− 3

)}
+ xA1(u).
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7.4.2. Métricas de Brinkmann localmente simétricas
Unha métrica lorentziana de dimensión tres é simétrica se é Einstein, un produto R × N(c)

(onde N é unha superficie de curvatura de Gauss constante), ou un espazo simétrico de Cahen-
Wallach, o cal é un caso particular de onda plana, que se pode expresar en coordenadas de
Brinkmann como ϕ(u, x, y) = κx2 (véxase [35]).

Como xa se mencionou, as variedades Einstein son críticas para todos os funcionais cuadrá-
ticos da curvatura. Porén, os produtos da forma R×N(c) son críticos só para F−1/2. O seguinte
resultado, consecuencia directa do Teorema 7.3 amosa os funcionais para os que son críticos os
espazos de Cahen-Wallach.

Corolario 7.14. Toda métrica lorentziana localmente simétrica de dimensión tres é crítica para
o funcional F−1/2. Ademais, as métricas de Cahen-Wallach son críticas para todos os funcionais
cuadráticos da curvatura.

7.4.3. Métricas de Brinkmann localmente conformemente chás
A condición de ser localmente conformemente chá en dimensión n ≥ 4 está caracterizada

polo tensor de Weyl nulo. Polo tanto, toda métrica localmente conformemente chá é crítica para
o funcional dado pola norma L2 do tensor de Weyl, o cal é equivalente ao funcional F−1/3 en
dimensión catro como consecuencia do Teorema de Gauss-Bonnet. A situación é diferente en
dimensión tres, onde a condición de ser localmente conformemente chá vén caracterizada pola
anulación do tensor de Cotton nulo. Existen métricas de Brinkmann localmente conformemente
chás que non son críticas para ningún funcional cuadrático da curvatura.

Teorema 7.15. Sexa (M, g) unha onda de Brinkmann localmente conformemente chá de dimen-
sión tres que é crítica para algún funcional cuadrático da curvatura. Entón, tense unha das
seguintes posibilidades:

1. (M, g) é unha onda plana.

2. (M, g) é un produto localmente simétrico R × N(c), onde N(c) é unha superficie lorent-
ziana de curvatura de Gauss constante.

Demostración. Unha métrica de dimensión tres é localmente conformemente chá se e só se o
tensor de Cotton se anula. Para ondas de Brinkmann descritas en coordenadas locais (1.4), o
tensor de Cotton de tipo (0,2) está determinado por

C(∂u, ∂x) = −1
4
ϕuuu, C(∂u, ∂y) = −1

2
C(∂x, ∂x) = 1

4
ϕuux,

C(∂x, ∂y) = 1
2
ϕuxx + 1

4
ϕuuy − 1

4
ϕϕuuu,

C(∂y, ∂y) = −1
2
ϕxxx − 1

4
ϕuϕux − 1

2
ϕuxy + 1

4
ϕxϕuu + 1

2
ϕϕuux.

(7.10)

De (7.10) obtemos que ϕ é da forma

ϕ(u, x, y) = A(y)u2 −
(

1
2
x2A′(y)−B(y)x− C(y)

)
u+Q(x, y).
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Séguese de (7.2) que Ft(∂x, ∂x) = 4
3
(1 + 2t)A(y)2 e, polo tanto, A(y) = 0 ou t = −1

2
.

SeA(y) = 0, entón τ = 0 e un cálculo directo amosa que ϕ(u, x, y) = (Bx+C)u− 1
48
B2x4−

1
12

(2B′+BC)x3+Dx2+Ex+F para algunhas funciónsB,C,D,E e F dependentes da variable
y. Así, Ft(∂y, ∂y) = B2

4
, polo que B = 0. Deste xeito, o operador de Ricci é nilpotente en dous

pasos e a métrica é unha pp-wave. Agora, nas coordenadas apropiadas, temos que ϕ(x, y) =
D(y)x2 + E(y)x + F (y). Polo tanto, a métrica é unha onda plana e as coordenadas pódense
reducir a ϕ(x, y) = a(y)x2.

Se A(y) 6= 0 e t = −1
2
, traballamos co termo F−1/2(∂y, ∂y) e con (7.10) para ver que A(y)

é constante, polo que ϕ se reduce a ϕ(u, x, y) = κu2 + (B(y)x + C(y))u + 1
4κ
B(y)2x2 +

1
2κ

(B(y)C(y) + 2B′(y))x + D(y). Así, (M, g) é localmente simétrica e o campo de vectores
unitario espacial X = − 1

2κ
B(y)∂u + ∂x é paralelo, de onde se segue que a métrica escinde

localmente como un produto R × N(c) onde N é unha superficie lorentziana de curvatura de
Gauss constante.

7.4.4. Métricas de Brinkmann conformemente simétricas

Unha variedade de dimensión tres é conformemente simétrica se o tensor de Cotton é parale-
lo. As variedades localmente simétricas e localmente conformemente chás son conformemente
simétricas. En [43] amosouse que calquera outro caso é localmente unha métrica de Brinkmann
(1.4) determinada pola función ϕ(u, x, y) = x3 +α(y)x. O seguinte resultado é unha consecuen-
cia inmediata do Teorema 7.3.

Corolario 7.16. Unha variedade conformemente simétrica de dimensión tres que non é local-
mente conformemente chá nin localmente simétrica é crítica para todos os funcionais cuadráti-
cos da curvatura.

7.5. Ondas de Brinkmann en gravitación masiva

Nesta sección utilizamos as ondas de Brinkmann para construír novas solucións en gravita-
ción masiva. As ondas de Brinkmann con curvatura escalar nula teñen invariantes escalares da
curvatura nulos e, neste caso, obtemos as solucións dadas en [124]. Non obstante, nesta seccións
tratamos ademais a existencia de solucións con curvatura escalar non nula.

7.5.1. Gravitación masiva topolóxica

O seguinte resultado amosa que as únicas métricas de Brinkmann que son solucións para
a gravitación masiva topolóxica teñen curvatura escalar constante e redúcense ás recollidas en
[124].

Teorema 7.17. Unha métrica de Brinkmann (1.4) é unha solución para o funcional de gravita-
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ción masiva topolóxica se e só se ϕ(u, x, y) = f1(x, y)u+ f0(x, y), con

f1(x, y) = − 1
ω
α(y)e−ωx + β(y),

f0(x, y) = − 1
2ω3 {(ωx+ 2)(α(y)β(y)− 2α′(y))− 2ωγ(y)} e−ωx

− 1
8ω4α(y)2e−2ωx + ξ(y)x+ η(y),

onde α, β, γ, ξ e η son funcións arbitrarias.

Demostración. Consideremos o tensor simétrico T = ρ − 1
3
τg + 1

ω
C para unha onda de Brink-

mann (1.4). Séguese de (7.1) e (7.10) que T(∂u, ∂x) = − 1
4ω
ϕuuu, polo que ϕ é da forma

ϕ(u, x, y) = f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y).

Entón T(∂u, ∂y) = 1
3
f2 + 1

2ω
f2x, polo que f2(x, y) = A(y)e−

2xω
3 . Agora, temos que T(∂x, ∂y) =

1
18ω
{9 (ωf1x + f1xx)+e−

2xω
3 (9A′(y)− 4uω2A(y))}. Dado que a última expresión se anula iden-

ticamente, conclúese que A(y) = 0. Así, f2 = 0 e polo tanto τ = 0.
Agora, séguese que T(∂x, ∂y) = 1

2
f1x+ 1

2ω
f1xx, polo que a función f1 vén dada por f1(x, y) =

− 1
ω
α(y)e−ωx + β(y) para algunhas funcións α e β. Por último,

T(∂y, ∂y) = 1
4ω2α(y)2e−2ωx − 1

4ω
{α(y)β(y) + 2α′(y)}e−ωx − 1

2ω
(f0xxx + ωf0xx) ,

o que determina a función f0.

Observación 7.18. As solucións obtidas no teorema anterior son críticas para o funcional S, xa
que a curvatura escalar se anula. Ademais, son críticas para algún outro funcional cuadrático da
curvatura se e só se son chás.

7.5.2. Nova gravitación masiva
A diferenza da teoría de gravitación masiva topolóxica, as ondas de Brinkmann que son

solucións para a nova gravitación masiva poden ter curvatura escalar non nula.

Teorema 7.19. Unha métrica de Brinkmann é solución para o funcional da nova gravitación
masiva se e só se se verifica unha das seguintes posibilidades:

(a) A curvatura escalar é cero e a métrica vén dada por (1.4) determinada por ϕ(u, x, y) =
f1(x, y)u+ f0(x, y) con

f1(x, y) = 1
m
A(y)emx − 1

m
B(y)e−mx + C(y),

f0(x, y) = − 1
6m4A(y)2e2mx − 1

6m4B(y)2e−2mx − 1
4m3H1(x, y)emx

− 1
4m3H2(x, y)e−mx + ξ(y)x+ η(y),

onde as funcións H1 e H2 veñen dadas por

H1(x, y) = 2m(A(y)C(y) + 2A′(y))x

− (5A(y)C(y) + 4mα(y) + 10A′(y)),

H2(x, y) = 2m(B(y)C(y) + 2B′(y))x

+ (5B(y)C(y)− 4mβ(y) + 10B′(y)).
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(b) A curvatura escalar é constante τ = 4m2 e a métrica vén dada por (1.4) determinada pola
función ϕ(u, x, y) = 2m2u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y) con

f1(x, y) = A(y)x2 +B(y)x+ C(y),

f0(x, y) = 1
8m2A(y)2x4 + 1

4m2A(y)B(y)x3

+ 1
8m4 {m2B(y)2 + 2m2A(y)C(y) + 3A(y)2 + 4m2A′(y)}x2

+ 1
4m2 {α(y)e2mx + β(y)e−2mx}+ ξ(y)x+ η(y).

Demostración. As compoñentes N(∂u, ∂u) e N(∂u, ∂x) veñen dadas por

N(∂u, ∂u) = ϕuuuu
4m2 e N(∂u, ∂x) = ϕuuux

4m2 ,

polo que se anulan simultaneamente se e só se ϕ(u, x, y) = f3(y)u3 + f2(x, y)u2 + f1(x, y)u +
f0(x, y). Así, a compoñente N(∂u, ∂y) redúcese a

N(∂u, ∂y) = 1
12m2

{
9f 2

3u
2 + 6(2m2 + f2)f3u+ 4m2f2 − 2f2

2 + 9f1f3

−18f ′3 − 6f2xx} .

Derivando dúas veces respecto de u, obtemos N(∂u, ∂y)uu = 3
2m2f3

2. Así f3 = 0 e ϕ(u, x, y) =
f2(x, y)u2 + f1(x, y)u+ f0(x, y). Deste xeito podemos calcular a expresión

2N(∂u, ∂y)x −N(∂x, ∂y)u = − 1
6m2 (f2 + 2m2)f2x,

polo que f2 non depende de x. Chegados a este punto, temos que ϕ(u, x, y) = f2(y)u2 +
f1(x, y)u + f0(x, y) e N(∂x, ∂x) = 1

3m2 (f2 − 2m2)f2. Isto amosa que f2 = 0 ou f2 = 2m2,
que se corresponden coas posibilidades (a) e (b) do teorema, respectivamente.

Se f2 = 0, temos que N(∂x, ∂y) = 1
2
f1x − 1

2m2f1xxx e a función f1 é da forma

f1(x, y) = 1
m
A(y)emx − 1

m
B(y)e−mx + C(y).

O último termo non nulo N(∂y, ∂y) redúcese a

N(∂y, ∂y) = 1
2m2 {2A2e2mx + 2B2e−2mx +m(AC + 2A′)emx

−m(BC + 2B′)e−mx −m2f0xx + f0xxxx} ,

de onde se segue a posibilidade (a) do teorema.
Se f2 = 2m2, entón N(∂x, ∂y) = − 1

2m2f1xxx e, así, f1(x, y) = A(y)x2 + B(y)x + C(y).
Usando esta expresión, o último termo N(∂y, ∂y) redúcese a

N(∂y, ∂y) =
1

2m2

{
6A2x2 + 6ABx+B2 + 2AC + 4A′ − 4m2f0xx + f0xxxx

}
,

de onde se segue a posibilidade (b) do teorema.

Observación 7.20. As métricas da familia (a) son críticas para o funcional S e correspóndense
coas dadas en [124], mentres que as métricas da familia (b) son críticas para o funcional F−1/2.
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