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Introducion

Un obxectivo fundamental no campo da xeometria € a busca de obxectos dptimos con res-
pecto a unha certa propiedade ou caracteristica. A mitdo ditos obxectos preséntanse en estreita
relacién con certos funcionais xeométricos cuxos valores criticos permiten detectar os comporta-
mentos buscados. A modo de exemplo, as xeodésicas sobre unha variedade riemanniana identifi-
canse como os puntos criticos do funcional de lonxitude sobre o espazo de curvas diferenciables
a cachos unindo dous puntos dados. Considerando aplicacions entre variedades e a suia segunda
forma fundamental como medida da stia desviacion respecto do cardcter totalmente xeodésico da
aplicacion, as aplicacions harménicas xorden como aquelas cuxa enerxia é critica. Se (M, g) é
unha variedade riemanniana orientable e dvol, € o elemento de volume riemanniano, as métricas
criticas para o funcional de volume (cando se considera dito funcional sobre variaciéns normais
para subvariedades en R"") son precisamente as subvariedades minimais. Ditas subvariedades
correspondense con aquelas nas que a masa estd mdis uniformemente distribuida.

Dado que a curvatura escalar representa o invariante escalar mdis sinxelo dunha estrutura
pseudo-riemanniana, a busca de variedades onde dita curvatura (que xeneraliza de forma natural
a curvatura de Gauss dunha superficie) se distribie da forma mdis uniforme posible deu lugar
ao estudo do funcional de Hilbert-Einstein, ou funcional da curvatura escalar total. Dado que
o funcional de Hilbert-Einstein non € invariante por reescalamentos da métrica, con frecuencia
introdicese un factor que o compensa, ou, alternativamente,restrinxese o funcional a variacidns
de métricas que mantefian o volume da variedade constante. Neste caso as métricas Einstein
correspondense cos puntos criticos de dito funcional. As métricas Einstein desempeian un papel
central non s6 en xeometria senén tamén en fisica, onde o funcional da curvatura escalar total é
fundamental na formulacién da relatividade xeral.

Xeneralizando a curvatura escalar, os invariantes escalares cuadraticos da curvatura dunha
variedade pseudo-riemanniana constitien un espazo vectorial de dimensién catro para o que
{72, 1IplI%, | R||?>, AT} representa unha base. Asociado aos elementos da mesma xorden de xeito
natural os funcionais cuadrdticos da curvatura que vefien dados polas normas L? da curvatura
escalar, do tensor de Ricci e do tensor de curvatura. En xeral, un funcional cuadratico esta dado
por

g~ / {am® +b||p||* + c||R|*}dovl,, a,b,c € R.
M
E importante sinalar que algins funcionais relevantes (como a norma L? do tensor de Weyl, o
funcional de volume de esferas xeodésicas ou os funcionais determinados polo tensor de Schou-

ten) se obtefien como combinacidns lineares dos tres funcionais anteriores. Ademais, estes fun-
cionais son a base sobre a que se constriien distintas xeneralizacions da relatividade xeral como

IX



X Introducion

a nova gravitacion masiva [13,/14]. A busca de métricas criticas para distintos funcionais cua-
dréticos foi unha constante na investigaciéon matematica desde o traballo de Berger [11] (ver
tamén [4}5,[7,45,[80]], asi como [46] e as suas referencias).

Noutras situaciéns, os funcionais cuadraticos considerados limitanse a variacidns con propie-
dades preestablecidas. Asi, o funcional de Calabi [36] consiste na norma L? da curvatura escalar
restrinxida a métricas nunha clase de Kéhler dada. As ecuacions de Euler-Lagrange das suas mé-
tricas (denominadas métricas extremais) correspondense co feito de que o gradiente da curvatura
escalar sexa un campo de vectores holomorfo, isto é, un automorfismo infinitesimal da estrutura
complexa (ver, por exemplo, [15]). Boyer, Galicki e Simanca consideraron o funcional corres-
pondente para variacions de métricas Sasakianas [16]. O funcional de pinzamento do tensor de
Ricci, g — f Y ﬁdvolg, considerado en [[101,/102]] € equivalente aos funcionais cuadréticos con
enerxia cero no caso homoxéneo. Coémpre indicar que, mentres as métricas criticas descritas por
Lauret e Will se obtefien restrinxindo o funcional a variacidns por métricas invariantes 4 esquer-
da sobre grupos de Lie, as consideradas nesta memoria non son necesariamente homoxéneas. En
outras ocasions considéranse as métricas criticas dos funcionais cando estes se restrinxen a varia-
ciéns na clase conforme ou a variaciéns nunha clase caracterizadas por propiedades adicionais.
Exemplos disto son o funcional de Yamabe [[105] redicese ao funcional de Hilbert-Einstein res-
calado, e a conxectura de Besse, que se establece a partir de considerar a variacién da curvatura
escalar total para métricas de volumen e curvatura escalar constante [15]] (para mais informacién
ver, por exemplo, [[15,46]).

O feito de que o tensor de Weyl se anule en dimension tres permite amosar que toda métri-
ca Einstein € critica para calquera funcional cuadrético en dita dimensién. Tamén en dimension
catro toda métrica Einstein € critica para calquera funcional cuadratico, pero neste caso € conse-
cuencia do Teorema de Chern-Gauss-Bonnet. En dimensions superiores as métricas Einstein son
criticas para o funcional determinado pola norma L? do tensor de curvatura se e so se a variedade
é Einstein e R-Einstein [15]. En consecuencia, o noso traballo centrarase en dimensiéns baixas
n = 3 e n = 4, onde abordaremos a clasificaciéon das métricas que son criticas para algin funcio-
nal cuadratico da curvatura. Ademais, todo funcional cuadratico da curvatura nestas dimensions
€ equivalente a un dos seguintes:

S:g~ | Tdvoly, F;: g+ / {llp|l* + t7*}dvol,,con t € R.
M M

O noso primeiro obxectivo nesta memoria foi a clasificacion das métricas criticas para fun-
cionais cuadréticos da curvatura sobre variedades cun alto grao de homoxeneidade, o que permite
simplificar as ecuacions de Euler-Lagrange correspondentes de xeito que sexan madis tratables.
Un segundo obxectivo é analizar a existencia de métricas que, sen seren Einstein, son criticas
para todos os funcionais cuadraticos. Mostramos a existencia de tales exemplos no dmbito rie-
manniano e lorentziano, onde as variedades correspondentes a ondas de Brinkmann desempefian
un papel esencial.

Dunha forma madis precisa, o contido desta memoria estrutirase como segue. No Capitulo
introducimos a notacién que utilizaremos ao longo da memoria, asi como certas nocioéns sobre
as que se traballard en capitulos posteriores.



Introducion X1

A primeira parte da memoria, que inclde os Capitulos [2] [3] e ] céntrase no estudo de mé-
tricas riemannianas. No Capitulo 2] analizamos a existencia de métricas homoxéneas criticas en
dimension tres. Amosamos que todo funcional cuadrético da curvatura admite unha métrica cri-
tica homoxénea cuxo grupo de isometrias ten dimension catro. A seguinte tdboa recolle todas as
posibles métricas homoxéneas que son criticas para algtin funcional cuadrético da curvatura. A
Unica métrica F_3-critica homoxénea non Einstein correspéndese coa xeometria /Nil3 e realizase
sobre o grupo de Heisenberg. Asi mesmo, as tnicas métricas J_, jp-criticas non Einstein reali-
zanse sobre produtos simétricos R x N?(c). Para o valor t = —1 existen métricas F_;-criticas
sobre espazos con grupo de isometrias de dimension catro que se realizan sobre SL(2,R) ou
0O(1,2), e métricas F_;-criticas no grupo de Poincaré que se corresponden coa xeometria Sols.
As métricas J-criticas que se sitian debaixo do eixo ¢ correspondense con métricas invariantes
a esquerda en grupos de Lie unimodulares e non unimodulares determinados por unha derivacién
auto-adxunta do grupo abeliano R? (3 = ) onde o grupo de isometrias ten dimensién tres.

1 SU(2)or SO(3)  SL(2,R)or O(1,2) SU(2) or SO(3)

\;/ [ ] ([ ]

E Heis R x N

& | | : | } 1

o |t -3 9=5v6 -1 L1 9+5v6 t
f 2 ° 2 3 2

5 B(11) B~

5 —e

% —> —
® SL(2,R) or O(1,2) SU(2) or SO(3)

Rango de ¢ para as métricas J;-criticas en espazos homoxéneos.

Como aplicacién do noso resultado obtense que o exemplo de métrica critica para a norma
L? do tensor de curvatura (F_; /4-Critica) sobre a esfera S? construido por Lamontagne [98] é o
unico posible. Ademais, amosamos que a compacidade € unha condicién esencial para garantir
o cardcter localmente conformemente chan das métricas J_3g-criticas con enerxia cero que
obtiveron Gursky e Viaclovsky [80]]. Asi mesmo, estudando a enerxia dos funcionais, mostramos
a seguinte relacion entre métricas e soliténs de Ricci.

Teorema Sexa (M, g) unha variedade riemanniana homoxénea de dimension tres. Enton,
(M, g) é un soliton de Ricci se e s6 se (M, g) é critica para un funcional cuadrdtico da curvatura
con enerxia cero.

O contexto homoxéneo de dimension catro, tratado no Capitulo 3] € significativamente mais
complexo. As ecuacions de Euler-Lagrange correspondentes ds métricas criticas invariantes a
esquerda poden formularse en termos dun sistema (xeralmente sobredeterminado) de nove ecua-
ciéns polindmicas de seis variables e grao oito. En xeral, a analise de ditos sistemas de ecuacions
€ inabordable,mais o uso de métodos computacionais para o célculo de bases de Grobner permi-
tiu obter as correspondentes solucidns. A diferenza dos rangos obtidos para ¢ en dimension tres,
tan s6 os funcionais F; con t < —}L admiten métricas homoxéneas criticas non simétricas.



XII Introducion

No caso simétrico, os produtos R x N3(c) e R? x N?(c) son Fy-criticos para t = —3 e
t = —1, respectivamente. Os produtos localmente conformemente chans N?(c) x M?(—c) son
Fi-criticos para todo valor de ¢ € R. Calquera outra variedade homoxénea non simétrica corres-
pondese cunha métrica invariante 4 esquerda sobre un grupo de Lie. Non existen métricas inva-
riantes 4 esquerda non simétricas sobre 57/(2, R) x R e a tinica métrica critica sobre SU(2) x R
¢ isométrica ao produto S® x R (véxase o Teorema . As métricas criticas sobre produtos
semidirectos dos grupos euclidiano e de Poincaré vefien determinadas polos seguintes valores
determinados no Teorema[3.8]

-3 —% -1 —% —%—%572\ﬁ
| Tt
(I{RIXE(LUQ l l CHRELEECS
RxBQ) A S
Q) RxE(2) & 1 1 —
®) RxE(?2) 2 |
4 Rx E(1,1) | 1 o<

Métricas criticas en R x E(1,1) e R x E(2). Os funcionais F; que admiten métricas criticas
non triviais correspéndense con valores de t € (—3,5 — 21/7).

As métricas criticas en R x E/(2) nunca tefien enerxia cero e as criticas en R x F(1,1) tefien
enerxia cero s6 no caso (4) parat = —1.

As métricas JF;-criticas non simétricas que se realizan en produtos semi-directos do grupo
de Heisenberg correspéndense, segundo se proba no Teorema [3.12] e na Observacién [3.15] cos
seguintes valores:

\
w
\

Enerxia = 0

Enerxia # 0

T~ T~ — — — — & ———

Métricas criticas sobre R x H3. Os funcionais F; que admiten métricas criticas non triviais
correspondense cos valores de t € (—3, _411>'

As métricas JF;-criticas non simétricas que se realizan en produtos semi-directos do grupo
abeliano R? correspéndense, segundo se amosa no Teorema e a Observacién [3.22] cos se-
guintes valores:



Introducion X1IT

-7 -3 -3 1 -6 ch i

— 1 —t———t
N COR | A
2@ ¢ S N
O | ]
i @ | S
(5) 4 | A
(6) ——— } A
o O I % ]
2@ J —

Métricas criticas sobre R x R3. Os funcionais ; que admiten métricas criticas non triviais
1

correspondense cos valores de ¢ € (—00, —7).
Séguese dos resultados anteriores que unha métrica homoxénea é F;-critica para algtin ¢ >
—1/4 (en particular critica para a norma L? do tensor de curvatura) se e s6 se é Einstein ou
homotética ao producto S? x H2. As métricas homoxéneas Bach-chds foron clasificadas en [41].
Como consecuencia dos resultados anteriores obtense ditas métricas se realizan en R x E(1,1)
(familia (1)), R x H? (familias (1) e (2)), e en R x R? (familia (3)) con enerxia cero e con enerxia
distinta de cero en R x R? (familias indicadas en vermello).
Motivados polo resultado en dimension tres, estudamos a relacion entre soliténs de Ricci e
métricas con enerxia cero tamén en dimension catro, obtendo o seguinte:

Teorema 3.1, Unha métrica homoxénea é critica para algiin funcional cuadrdtico da curvatura
con enerxia cero se e so se é homotética a un soliton de Ricci ou a unha métrica invariante d
esquerda en R x R? determinada por

[61, 64] = e + ces, [627 64] = —(p + 1)62 + hes, [63, 64] = —cey — heg + pes,

con respecto a unha base ortonormal {e1, ... ,e,}, onde c* + h? # 0 e ademais:

24k%243

175 Estas métricas son Fi-criticas

. . . . 1 V3 2 _
(i) Sec=0,entonp = Kk — 5 parak > > eh” =k

_ __48x"—9
parat = —75— € (—o0, —3).

(ii) Se p = —2, enton h = %\/9 — 2% para 0 < ¢c < \% Estas métricas son F_i3,4-criticas.
(iii) Se (p + 2)ch # 0, entdn c e h son as solucions positivas de

2 (2p+1)(8p3+15p>+3p+1) B2 — (p+1)(p—1)(5p3+12p%+1)

C = T G P+ Gp—p—1)

para algiinp # 0, conp € (—00, (1) U (¢, —1) U (%ﬁ, %ﬁ) onde (; = —2,433 ...

e (o = —1,697... son as unicas solucions reais das ecuacions 5p® + 12p*> +1 = 0
e 8p® + 15p% + 3p + 1 = 0, respectivamente. Estas métricas son JF;-criticas para t =
_ 30p*—3p°—6p—3 c (—oo _§)

2(p*+p+1)(5p°—p—1) Toor




X1V Introducion

No Capitulo ff] abordamos a existencia de métricas criticas para todos os funcionais cuadra-
ticos. A maiores das métricas Einstein, a métrica produto en S? x H? é critica para todos o0s
funcionais cuadraticos con curvatura escalar cero. Na seccion construimos métricas criticas
sobre conos con curvatura escalar non constante:

Corolario Un cono non chan R™ x, N ¢ critico para todos os funcionais cuadrdticos da
curvatura se e sé se (N, gn) € unha variedade Einstein de dimension tres con curvatura seccional
constante cy = —3.

A estrutura subxacente aos conos (produto warped localmente conformemente chan con ba-
se de dimensién un) €, en realidade, a estrutura subxacente ds métricas criticas para todos os
funcionais con curvatura escalar non constante nun sentido xenérico.

Teorema Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimension catro cuxa curvatura
escalar é unha funcion propia que non se anula en ningiin punto. Entén, (M, g) é critica para
todos os funcionais cuadrdticos se e so se é Einstein ou localmente isométrica a un produto
warped localmente conformemente chan R x y N (¢) cuxa funcion de deformacion f = €7 satisfai

o (r) = 22e~470) 1 20c720) (o/(r)? — o"(r)
—3 (200 + (0O (r))

A segunda parte da memoria, constituida polos Capitulos[5] [6|e[7] céntrase na andlise das mé-
tricas lorentzianas en dimensién tres. No Capitulo [5] estudamos ditas métricas baixo condiciéns
de homoxeneidade. De novo, o estudo redicese aos espazos simétricos e as métricas invariantes
a esquerda sobre grupos de Lie. Aqui foi necesaria unha revisiéon profunda da bibliografia exis-
tente xa que existian omisions na descricion de ditas métricas. A diferenza do caso riemanniano,
existen espazos homoxéneos non simétricos que son criticos para todos os funcionais cuadraticos
da curvatura. Ditos espazos realizanse nun bo nimero de casos como ondas de Brinkmann. Ou-
tra diferenza co caso riemanniano € a existencia de solitons de Ricci que non son homotéticos a
ningun solitén alxébrico. Para estes tltimos amosamos que se corresponden con métricas criticas
con enerxia cero e, reciprocamente, que toda métrica homoxénea critica con enerxia cero é un
soliton de Ricci.

No Capitulo [6|analizamos a existencia de métricas criticas sobre variedades curvatura homo-
xéneas. Dita condicion, ainda que permite simplificar as ecuaciéns de Euler-Lagrange, mantén
o caricter diferenciable das mesmas, que resultan nun sistema sobredeterminado de EDPs. Ob-
temos unha descriciéon completa de ditas variedades no contexto semi-simétrico, isto €, cando o
tensor de curvatura estd modelado nun espazo simétrico. A situacion en que o operador de Ricci
sexa diagonalizable tan s6 permite métricas F_; jp-criticas e todas elas se realizan sobre ondas
de Brinkmann.

Teorema Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica
de dimension tres con operador de Ricci diagonalizable e que non é homoxénea. Se (M, g) é
critica para algiin funcional cuadrdtico da curvatura, enton é F_i jo-critica e é unha onda de
Brinkmann I-curvatura homoxénea.
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Ademais, existen coordenadas locais (v,u,x) tales que o tensor métrico é da forma g =
dz? + 2dudv + f(v,u, z)du?, onde a funcién de Brinkmann vén dada por

fv,u,2) = M? +v(a(u) +z6(w)) + % + xd(u) + y(u)

para funcions diferenciables o, 3, v e § e unha constante X # 0.

A situacién en que o operador de Ricci sexa nilpotente en dous pasos dd lugar a métricas que
son JF;-criticas para todos os funcionais. Ditas métricas son espazo-tempos de Kundt.

Teorema Sexa (M, g) unha variedade curvatura homoxénea semi-simétrica de dimension
tres con operador de Ricci nilpotente en dous pasos que non é homoxénea. Se (M, g) é criti-
ca para algiin funcional cuadrdtico da curvatura JF;, enton é critica para todos os funcionais
cuadrdticos da curvatura e é un espazo-tempo de Kundt dexenerado.

Ademais, existen coordenadas locais (v, u, x) tales que

2

g = dz* + 2dudv + (% +vfi(u) + folu, x)) du® — 4§dudx,

onde fi(u) é unha funcion arbitraria e fy(u,x) é un polinomio de orde catro en x: fo(u,z) =
4 3 2 2 2
ag(u)z® + ag(u)x® + as(u)z® + oy (u)x, con az(u)® + ag(u)® # 0.

Utilizando os resultados anteriores foi posible construir novos exemplos en teorias de gravi-
tacién masiva, estes atépanse recollidos na seccién[6.4]

No Capitulo [/| estudamos a existencia de ondas de Brinkmann que son criticas para algin
funcional cuadratico da curvatura. Mostramos no Teorema que as ondas de Brinkmann son
S-criticas se e sé se a sia curvatura escalar € cero. Para os funcionais F; a situacién e ben diversa.
Se unha onda de Brinkmann é F;-critica para algtn ¢ distinto de —1/2, —1/3 ou —1/4, entén
a métrica € critica para todos os funcionais cuadréticos (Teorema [7.3). Os casos excepcionais
correspéndense cos funcionais dados pola norma L? do tensor de Ricci sen traza cando t =
—1/3 e a norma L? do tensor de curvatura cando ¢ = —1/4. O caso t = —1/2 é un valor
distinguido polo feito de que ||p||> — 372 = 0 para calquera onda de Brinkmann de dimensi6n
tres. Analizamos por separado os tres funcionais anteriores.

As ondas de Brinkmann F_ s3-criticas estdn determinadas pola sta curvatura escalar, como
se amosa no Teorema A existencia de ondas de Brinkmann JF_; /4-criticas estd estreitamente
relacionada coas funcidns elipticas de Weierstrass, mostramos no Teorema([7.6|que tales funciéns
permiten parametrizar ditas variedades. Finalmente as ondas criticas correspondentes at = —1/2
analizanse na seccién onde usamos o Teorema de Cauchy-Kovalevskaya para probar o
seguinte resultado:

Teorema Sexa (X, gs) unha variedade de Brinkmann analitica de dimension dous. Enton,
esta pode ser estendida a unha onda de Brinkmann analitica F_, j;-critica de dimension tres
(M, g) tal que (X, gx,) € unha subvariedade totalmente xeodésica de (M, g).






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Xeometria pseudo-riemanniana

Nesta seccion introducimos a notacion e as nocions bdsicas de xeometria pseudo-riemanniana
seguidas ao longo do traballo.

Unha métrica pseudo-riemanniana g nunha variedade diferenciable M de dimensién n € un
campo de tensores ¢ de tipo (0, 2) simétrico e non dexenerado. Chamaremos variedade pseudo-
riemanniana ao par (), g). Esta tese centrarase no estudo de certos casos especiais de variedades
pseudo-riemannianas. Se o tensor g é definido positivo, dise que (M, g) é unha variedade rie-
manniana. (M, g) é unha variedade lorentziana se a métrica g ten sinatura (1,n — 1), é dicir, se
0 maior subespazo onde a restricién da métrica € definida negativa ten dimension un.

Nas variedades pseudo-riemannianas poden existir vectores con norma positiva, cero ou ne-
gativa. Deste xeito, dise que un vector v € T,M é espacial se g,(v,v) > 0, nulo ou luminoso se
gp(v,v) = 0,v # 0, e temporal se g,(v,v) < 0.

Dada unha variedade pseudo-riemanniana (), g), a Férmula de Koszul,

20(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(X,Z) — Zg(X,Y)
- g(X7 [K Z]) - g<Y7 [Xv Z]) +g(Z7 [Xv Y]),

con X,Y,Z € X(M), determina unha dnica conexién linear V libre de torsién de xeito que a
métrica € paralela respecto dela. Esta conexion V denominase conexion de Levi-Civita.

Fixadas unhas coordenadas locais (x!, ..., 2") en M, denotamos con d,: 0s campos de vec-
tores coordenados e con dz* as 1-formas duais. Podemos expresar localmente a métrica g como

g= gijdxi ® da’,

onde g;; = ¢(0,i,0,s) son as funciéns coordenadas locais da métrica. Considerando a matriz
(gij), o cardcter non dexenerado da métrica amosa que existe inversa (g;;) " = (g%).

O tensor métrico permite transformar os campos de tensores de tipo (r, s) en campos de
tensores de tipo (41, s—1) e viceversa. Ao longo do traballo, isto serda usado especialmente para
establecer relacions entre tensores de tipo (0,2) e de tipo (1, 1). Dado un tensor de tipo (0,2) 7T,
definese o tensor de tipo (1, 1) metricamente equivalente, Qr, como T(X,Y) = g(Qr(X),Y).
Asi, as expresions en coordenadas locais de T = Tj;dz* @ da’ e QT;@Ii ® dz? relaciénanse
mediante T;; = QT;? Jri» OU equivalentemente, QT? = Tjig™.

1
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1.1.1. Curvatura

Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana de dimensién n. O tensor de curvatura de
M é o tensor de tipo (1, 3) dado por

R(X, Y)Z = V[X,Y]Z —VxVyZ+VyVxZ.

A partir deste tensor de tipo (1, 3), podemos definir o tensor de curvatura de tipo (0,4) facendo
uso da métrica como
R(X.Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z.T).

Este tensor satisfai as seguintes propiedades:

R(X,Y,Z,T)=—-R(Y,X,Z,T) = —R(X,Y,T, Z),
R(X,Y,Z,T)=R(Z,T,X,Y),

R(X.Y,Z,T)+ R(Y,Z,X,T) + R(Z,X,Y,T) = 0,
(VxR)(Y,Z,T,U) + (VyR)(Z,X,T,U) + (VzR)(X,Y,T,U) = 0,

sendo as duas tultimas propiedades as chamadas Primeira e Segunda Identidade de Bianchi, res-
pectivamente. Ademais, diremos que un tensor de tipo (0,4) é un tensor de curvatura alxébrico
se satisfai as tres primeiras identidades.

Dicimos que unha variedade (M, g) é chd se todo punto ten unha vecifianza isométrica a un
aberto de R" ou, equivalentemente, se o tensor de curvatura € cero.

Definimos o tensor de curvatura alxébrico estdndar nun espazo vectorial V' cun produto
escalar (, ) como

Ry(X,Y, Z,T) = (X, Z){Y,T) = (Y, Z)(X,T).

Asi, definimos a curvatura seccional dun plano IT = span{ X, Y} como

R(X,Y,X,Y)

K(II) =
(1) Ro(X,Y, X,Y)’

dando asi a relacion entre os tensores R e R, en cada plano. Se a curvatura seccional da variedade
(M, g) satisfai que K (I1) = ¢ para todo plano IT C T'M en todo punto de M, diremos que a
variedade ten curvatura seccional constante e, polo tanto, o tensor de curvatura de tipo (0,4) esta
determinado por

R(X,Y,Z,T)=cRy(X,Y, Z,T).

Se unha variedade pseudo-riemanniana é completa e de curvatura seccional constante, dici-
mos que a variedade é un espazo forma. O recubrimento universal destes espazos € isométrico a
esfera S”, ao espazo hiperbdlico H" ou ao espazo euclidiano R”, dependendo de se a curvatura
seccional € positiva, negativa ou cero, respectivamente.

A partir do tensor de curvatura, definese o tensor de Ricci como

pX.Y) =t {Z s RX.2)V} = 3 g(ROX, EJY. E) = Y RX.E, Y. E).

i=1 i=1
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sendo { £, ..., £, } unha referencia ortonormal.

A partir deste tensor de tipo (0, 2), definimos o operador de Ricci Ric como o tensor de tipo
(1,1) que satisfai p(X,Y) = g(Ric(X),Y). Definese asi a curvatura escalar dunha variedade
(M, g) como a traza do operador de Ricci, € dicir, 7 = tr Ric.

Unha métrica g dise que é Einstein se o tensor de Ricci € un multiplo constante da métrica,
€ dicir, se p = A\g onde A € R. Tomando trazas nesta expresién vemos que A = ~. Toda
variedade pseudo-riemanniana de dimension dous verifica esta condicién punto a punto, polo
que € Einstein se e sO se a curvatura escalar é constante. En dimensions maiores isto non é
certo, mais a curvatura escalar de toda métrica Einstein é constante. As variedades Einstein en
dimension tres tefien curvatura seccional constante (véxase, por exemplo, [96]), mentres que en
calquera dimension superior existen exemplos Einstein con curvatura seccional non constante.

Unha cuestién que xorde de xeito natural € a xeneralizaciéon do concepto de métrica Eins-
tein. Unha primeira idea é adaptar a ecuacién [(1.6)] a outros tensores de tipo (0,2) asociados 4
curvatura. Isto d4 lugar s chamadas métricas debilmente Einstein, que se obtefien considerando
os tensores R, j e R|[p]. Estes deffnense en coordenadas como Rij = Riap, R;%7, p = piap;® €
R[p] = Riajsp®”.

= Unha variedade (M, g) dise p-Einstein se satisfai p = llell® g.

|
n

» Unha variedade (M, g) dise R|p|-Einstein se satisfai R[p| = Hpn qg.

» Unha variedade (M, g) dise R-Einstein se satisfai R = ”12“2 g

Claramente, toda métrica Einstein é p-Einstein e R[p|-Einstein. En dimensién n < 4, as mé-
tricas Einstein son tamén R-Einstein, pero non é asi en dimensiéns superiores. As variedades
debilmente Einstein foron estudadas, por exemplo, en [34,/74]]. Como se verd mdis adiante, es-
tas condicions desempefan un papel importante na andlise das métricas criticas para funcionais
cuadraticos da curvatura.

Utilizando o tensor de Ricci e a curvatura escalar, definimos o tensor de Schouten como

S=:5 (p - ﬁ@ :
e o tensor de Weyl como
W=R-S50g,
sendo ® o produto de Kulkarni-Nomizu, dado por
(A® B)(X,Y,Z2,T) = A(X, Z)B(Y,T) — A(Y, Z)B(X,T)
+AY,T)B(X,Z) - A(X,T)B(Y, Z),
para calquera tensores de tipo (0,2) A e B. Denotaremos por W o tensor de tipo (1, 3) asociado

ao tensor de Weyl.
Definimos o tensor de Cotton como o tensor de tipo (0, 3) dado por

C(X.Y, Z) = (n— 2){(VxS)(Y. Z) - (V¥ S)(X, Z)}.
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Este tensor mide a simetria das derivadas do tensor de Schouten, anuldndose se estas son simé-
tricas.

Sexan (M, g) e (N, g) ddas variedades pseudo-riemannianas e sexa ® : M — N unha
aplicacion diferenciable entre elas. Dicimos que ® € unha aplicacién conforme se existe unha
funcidn distinta de cero A : M — R tal que para todo punto p € M,

Jop) (2 ()X, . (p)Y) = N(p)g(X,Y).

Se A € constante dicimos que ¢ é unha homotecia e se A\ = 1 dicimos que € unha isometria.
Nestes casos diremos que M e N estdn conformemente relacionadas (ou homoteticamente ou
isometricamente, respectivamente).

Deste xeito, diremos que unha variedade pseudo-riemanniana ()M, g) é localmente confor-
memente chd se para cada punto da variedade existe unha vecifianza conformemente relacionada
cunha variedade chd. Se \ estd definida en toda a variedade diremos que é conformemente cha.
As variedades localmente conformemente chds relacidnanse co tensor de Weyl mediante o se-
guinte resultado (véxase [96]).

Lema 1.1. Sexan (M, g) e (N, g) diias variedades pseudo-riemannianas conformemente rela-
cionadas e sexan W e W os seus tensores de Weyl. Entén, W = W e W = \*W. En particular,
se unha variedade pseudo-riemanniana é localmente conformemente chd, enton W = Q.

En dimension tres, o tensor de Weyl antlase sempre. Polo tanto, a condicién a satisfacer para
que unha variedade sexa localmente conformemente cha en dimension tres € diferente.

Teorema 1.2. [104] Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana de dimension n. Entén

w Sen >4, M é localmente conformemente chd se e so se o tensor de Weyl é identicamente
cero.

» Sen = 3, M é localmente conformemente chd se e so se o tensor de Cotton é identicamente
cero.

1.1.2. Operadores diferenciais

Nesta seccion introducimos os operadores diferenciais asociados as variedades pseudo-rie-
mannianas que seran utilizados ao longo da tese.

Sexa f : M — R unha funcién real. Definimos o gradiente de f, denotado por V, como o
campo de vectores que satisfai a relacion

9(Vf, X) = X(f).

Asi, 0 operador hessiano asociado a f definese como a derivada covariante do gradiente,
hes;(X) =VxV{,

e 0 hessiano de f como o tensor simétrico de tipo (0, 2) dado por

V2F(X,Y) = glhes;(X),Y).
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A partir do operador hessiano, definimos o laplaciano de f como
Af = trhesy.

Considerando a extension da conexién de Levi-Civita como derivacién de campos de tenso-
res, definese o laplaciano dun campo de tensores T de tipo (0, k) como

n

AT(XD an) =tr heST(Xla 7Xk:) = Z(VZEZEZT)(Xla 7Xk)7

=1

sendo { £}, ..., £, } unha referencia ortonormal de (M, g).

1.2. Variedades homoxéneas

Unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) é homoxénea se algin subgrupo do grupo de
isometrias actda transitivamente sobre ela. Denotando con GG o grupo que actia transitivamente
por isometrias e sendo K o subgrupo de isotropia, todo espazo homoxéneo admite unha pre-
sentacion como variedade cociente M/ = G /K. Denotando con g e £ as dlxebras de Lie de G
e K respectivamente, o espazo tanxente a M nun punto arbitrario pédese identificar co espazo
cociente g/¢. O espazo homoxéneo G/ K dirase redutivo se g admite unha descomposicién redu-
tivag = m + € (isto é, [¢, m] C m se K é conexo). A existencia dunha descomposicién redutiva
pddese garantir no caso riemanniano, mais non noutras sinaturas [69]. Asi mesmo, é importante
indicar que un mesmo espazo homoxéneo (M, g) pode presentar distintas realizacions da forma
G/ K se ben todas elas se corresponden coa mesma variedade desde o punto de vista estritamente
pseudo-riemanniano.

En xeral, diremos que (M, g) é localmente homoxénea se para cada par de puntos p,q € M
existe algunha isometria local ¢,, : U, — U, entre vecifianzas abertas de p € U, e ¢ € U,
tal que p,,(p) = ¢. E importante indicar que a condicién de homoxeneidade local non é unha
version local da homoxeneidade no sentido de que existen variedades localmente homoxéneas
de dimension n > 5 que non son localmente isométricas a ningunha variedade homoxénea.
Kowalski [94] construiu os primeiros exemplos nesta direccion.

Unha variedade pseudo-riemanniana € localmente simétrica se a reflexion xeodésica respecto
a cada punto p € M, exp,(u) > exp,(—u) é unha isometria definida nunha vecifianza de p ou,
equivalentemente, o seu tensor de curvatura € paralelo (VR = 0). Toda variedade localmente
simétrica € localmente homoxénea, se ben o reciproco non é certo.

Outra familia importante de variedades homoxéneas € a proporcionada polos grupos de Lie
con métricas invariantes 4 esquerda, onde as traslacions & esquerda son isometrias que actian
transitivamente.

Na situacion riemanniana, toda variedade homoxénea é completa, mais a completitude xeo-
désica non estd garantida no caso lorentziano (ainda que se cumple baixo a hipétese de compa-
cidade [112]). De feito existen grupos de Lie con métrica invariante 4 esquerda non completa no
contexto lorentziano [73]].
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O noso traballo céntrase en dimensions baixas, n = 3 e n = 4, onde € mais sinxelo abordar
a existencia de métricas criticas para funcionais cuadraticos da curvatura. Un aspecto clave na
andlise que levaremos a cabo € a posibilidade de describir os espazos localmente homoxéneos en
dimension n = 3 grazas ao traballo de Sekigawa [[122] e Calvaruso [40] en sinaturas riemanniana
e lorentziana, respectivamente.

Teorema 1.3. [40,/122] Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana de dimension tres.
Enton, é localmente homoxénea se e so se é localmente simétrica ou localmente isométrica a un
grupo de Lie con métrica invariante d esquerda.

A andlise dos espazos localmente simétricos € especialmente sinxelo en dimensidns baixas.
Como o operador de Ricci € paralelo, os seus autovalores son constantes e os autoespazos asocia-
dos son paralelos, polo que a variedade se descompdn localmente como un produto de variedades
Einstein en sinatura riemanniana. No dmbito lorentziano, ainda que € lixeiramente mais comple-
xo0, reddcense igualmente a produtos locais de variedades Einstein e espazos de Cahen-Wallach.
Esta situacion € tratada na seccién 5.1 Asi, o estudo das variedades localmente homoxéneas en
dimension tres reducirase 4 andlise de métricas invariantes sobre grupos de Lie.

Os grupos de Lie de dimension tres poden ser estruturados como

(I) Grupos de Lie unimodulares (para todo x € g, tense que tr ad(z) = 0):

= SU(2): o subgrupo de matrices unitarias 2 x 2 de determinante 1, cuxa dlxebra de
Lie su(2) son as matrices 2 X 2 anti-hermitianas con traza cero.

. S’E(Q, R); o recubrimento universal do grupo de matrices 2 x 2 con determinante 1,
cuxa dlxebra de Lie s[(2, R) son as matrices 2 x 2 de traza cero.

» F(2): o recubrimento universal dos movementos rixidos do plano euclidiano, cuxa
dlxebra de Lie ¢(2) € o produto semidirecto t x t* determinado por un endomorfismo
de t? con autovalores complexos imaxinarios.

= F(1,1): o grupo de movementos rixidos do plano de Minkowski, con dlxebra de Lie
¢(1, 1) determinada polo produto semidirecto v x t2 asociado a un endomorfismo de
t2 con autovalores reais opostos.

» H3: o grupo de Heisenberg de orde tres, con élxebra de Lie b determinada polo
corchete [z, y| = 2.

» R3: 0 grupo abeliano, con 4lxebra de Lie t>.

(I1) Grupos de Lie non-unimodulares. O niicleo unimodular u = {z € g;tr ad(z) = 0} é un
ideal abeliano que contén a [g, g]. Asi, considerando un vector z ¢ u, a dlxebra de Lie
describese como un produto semidirecto v x 2 caracterizado por ad(x).

As métricas invariantes 4 esquerda sobre grupos de Lie de dimension tres foron descritas
por Milnor [[110] na situacién riemanniana e Rahmani [119] e Cordero e Parker [59] no caso
lorentziano. Ditas métricas serdn estudadas en detalle nos capitulos [2| e |5} respectivamente. E
importante destacar que se traballa con dous niveis de estrutura: un alxébrico (como grupos de
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Lie) e outro xeométrico (como variedades pseudo-riemannianas). Asi, ocorrerd en ocasions que
métricas invariantes sobre grupos de Lie non isomorfos dean lugar 4 mesma estrutura pseudo-
riemanniana, sendo localmente (ou globalmente) isométricas.

O estudo dos espazos homoxéneos riemannianos de dimension n = 4 pode levarse a cabo
seguindo un proceso semellante a partir do seguinte resultado de Berard-Bergery.

Teorema 1.4. [10] 7odo espazo homoxéneo riemanniano de dimension n = 4 simplemente co-
nexo é un espazo simétrico ou isométrico a un grupo de Lie cunha métrica invariante d esquerda.

A descricién dos grupos de Lie simplemente conexos de dimensién catro € relativamente
curta, como segue [[10]:

(1) Os grupos produto SU(2) x R ou SL(2,R) x R.
(2) Os produtos semidirectos resolubles £(2) x R, E(1,1) x R, H*> x Re R? x R.

A descricién das métricas invariantes 4 esquerda sobre estes grupos levarase a cabo no capitulo[3]
Ainda que formalmente non difire moito do caso de dimensién tres, a andlise das mesmas &
significativamente mdis complexa. E importante indicar que os produtos semidirectos en (2) non
son clases completamente disxuntas, xa que extensions semidirectas de distintos grupos poden
ser isomorfas.

Os espazos homoxéneos lorentzianos en dimension catro son unha clase moito mais ampla
que a dada no Teorema [[.4] Por exemplo, a existencia de espazos homoxéneos non redutivos
marca unha diferenza esencial coa xeometria riemanniana [69]. Na situacion redutiva, os espazos
homoxéneos de dimensién catro lorentzianos con isotropia non trivial foron clasificados por
Komrakov [95]].

1.3. Solitons de Ricci

Unha variedade riemanniana (M, g) € un solitén de Ricci se existe un campo de vectores X
en M satisfacendo

Lxg+p=2Ag (1.1

para algin A € R, onde Lx denota a derivada de Lie respecto de X. Os soliténs de Ricci
xeneralizan as métricas Einstein, que se corresponden coa situacién na que o campo de vectores
solitéon X € cero ou € un campo de Killing. En tal caso diremos que o solitén de Ricci € trivial,
polo que o noso interese se centrara na situacién non trivial. E importante sinalar que a existencia
de solitons de Ricci é unha propiedade invariante por homotecias. De feito, a ecuacién [(1.1)] é
homoteticamente invariante tras un rescalado do campo de vectores soliton.

Mais ala do seu interese como xeneralizacion das métricas Einstein, os solitons de Ricci
xorden de forma natural no estudo do fluxo de Ricci. Unha familia 1-paramétrica de métricas
¢(t) nunha variedade M definida sobre un intervalo I C R é unha solucién do fluxo de Ricci se
verifica a ecuacion

)
! (t) = —2pg1)-
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Se (M, g(0)) é unha variedade Einstein, entén g(t) = (1 — 2¢7)g(0) € unha solucién do fluxo
de Ricci que se mantén na clase homotética de ¢(0). Xeneralizando esta situacién e, dado que
o tensor de Ricci € invariante por homotecias, son particularmente interesantes as solucions do
fluxo de Ricci que permanecen invariantes por homotecias e difeomorfismos, o que da lugar 4s
denominadas solucidns auto-similares. Sexa V; unha familia 1-paramétrica de difeomorfismos
de M e o(t) unha funcién real positiva. A familia de métricas asociada g(t) = o(t)¥;g(0)
denominase solucion auto-similar se verifica a ecuacion do fluxo de Ricci. Ditas solucidns estan
en correspondencia cos soliténs de Ricci, onde o campo de vectores X estd asociado ao grupo
1-paramétrico de difeomorfismos V; (véxase [S3]]).

Un solitén de Ricci dise expansivo, estable ou contractivo se A < 0, A = 0 ou A > 0,
respectivamente. Estas condicidns correspéndense (en certo sentido) coas situacions de curvatura
de Ricci negativa, cero, ou positiva, respectivamente. Por exemplo, é cofiecido que os tnicos
soliténs de Ricci nunha variedade compacta son Einstein ou contractivos [S3|].

Na situacién especial na que o campo de vectores X é un gradiente, X = V f, o solitén
denominase soliton de Ricci gradiente e a funcién f que satisfai Vf = X denominase fun-
cion potencial. Os solitons gradientes son importantes non sO por seren unha simplificacion mais
manexable da situacion xeral, sen6n tamén porque baixo certas condicions (por exemplo a com-
pacidade), o campo de vectores solitén é suma dun campo de Killing e un campo de vectores
gradiente.

No contexto das variedades homoxéneas, Petersen e Wylie [|116] demostraron que os solitons
de Ricci gradientes homoxéneos son rixidos, € dicir, son isométricos a un produto R* x N,
onde N € unha variedade Einstein, e a funcién potencial vén dada pola proxeccién no factor
euclideo f = 3| mg«||*. Dado que todas as variedades de Einstein de dimension dous ou tres
son localmente simétricas (de feito, de curvatura seccional constante), os solitons rixidos en
dimensions tres e catro son necesariamente localmente simétricos e correspondense con produtos
R* x S"=F ou RF x H"*,

En xeral, para un solitén de Ricci (M, g, X), considerando o X-laplaciano definido por
Axh = Ah—g(X, Vh) para calquera funcion h € C*>°(M ), amésase en [48]] que o X -laplaciano
da curvatura escalar satisfai

1
FAx T =27 —|lpll*.

Asi, no contexto localmente homoxéneo todo solitén de Ricci debe verificar ||p||> = A7. Se o
solitén € estable (A = 0) a métrica debe ser Ricci-chd e polo tanto chd [[127]. No caso contractivo
(A > 0), os traballos de Naber [[111] e Perelman [114] amosan que os solitons de Ricci son
gradientes e, polo tanto, rixidos. Asi, todo solitén de Ricci homoxéneo € expansivo (A < 0) con
curvatura escalar negativa.

Lauret introduciu en [99]] os soliténs de Ricci alxébricos. A idea subxacente reside en con-
siderar, sobre un grupo de Lie (G, soluciéns auto-similares do fluxo de Ricci onde o grupo de
difeomorfismos W, estd dado por automorfismos do grupo. Dado que a dlxebra de Lie do grupo
Aut(G) de automorfismos de G estd determinada polas derivacions da dlxebra de Lie Der(g), un
soliton de Ricci alxébrico sobre un grupo de Lie cunha métrica invariante 4 esquerda, (G, (,)), é
unha derivacion da forma

D = Ric —\1d. (1.2)
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En tal caso, considerando a familia 1-paramétrica de automorfismos de GG determinados por
t
pile) =e, dlg)e =exp (3D ),

obtense un campo de vectores X : p € G — X (p) = %‘ngt (p) de tal forma que (G, (,), X) é
un solitén de Ricci expansivo [99].

Todo solitéon de Ricci homoxéneo é isométrico a un soliton alxébrico en dimensiéon n < 5
[6,87,88], polo que € posible determinar os solitons de Ricci sobre variedades homoxéneas de
dimensién baixa resolvendo un problema alxébrico. Na seccién [2.4] describense todos os soli-
tons riemannianos homoxéneos de dimension tres, mentres que o caso de dimension catro se
desenvolve na seccién

As consideracions anteriores restrinxense ao dmbito das métricas definidas positivas. O pro-
blema no contexto lorentziano € moi distinto xa que, ainda que ten sentido cuestionarse a exis-
tencia de solucidns auto-similares do fluxo de Ricci, non estd garantida a existencia de solucidns
locais do mesmo.

Para unha variedade lorentziana, un solitén de Ricci é unha solucion da ecuacién[(1.1)] ainda
que o seu comportamento difire esencialmente do caso riemanniano. Asi, os solitons de Ricci
gradientes homoxéneos non son necesariamente rixidos (véxase [28]] para unha clasificacion en
dimension tres). Por outro lado, a sinatura lorentziana permite a existencia de solitons de Ricci
sobre grupos de Lie con campo solitén invariante a esquerda (véxase, por exemplo, [27,70]),
mentres que tal situaciéon non € posible no caso riemanniano [65]].

Os solitons de Ricci alxébricos lorentzianos foron clasificados en [19] para dimensién tres.
Na seccién [5.4.4] volveremos sobre dita clasificacion, clarificando algins aspectos e estudando a
stia relacion coas métricas criticas para funcionais cuadraticos da curvatura.

1.4. Variedades curvatura homoxéneas

Unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) dise k-curvatura homoxénea se para cada par de
puntos p, ¢ € M existe unha isometria linear ®,,, : T, M — T, M satisfacendo @;qvqu = ViRp
para todo 0 < ¢ < k. Diremos que a variedade € curvatura homoxénea se k = 0, é dicir, se a
isometria linear satisfai ¢, R, = R),.

Dado que unha variedade € localmente homoxénea se para cada par de puntos existe unha
isometria local entre vecifianzas deles que transforma un punto no outro, temos que toda varie-
dade localmente homoxénea é k-curvatura homoxénea para todo £ > 0. Porén, unha variedade
pode ser k-curvatura homoxénea para algin & sen ser homoxénea.

Posto que o operador de Ricci dunha variedade riemanniana € diagonalizable e en dimen-
sion tres o operador de Ricci determina o tensor de curvatura, para unha variedade riemanniana
tridimensional basta con que o operador de Ricci tefia autovalores constantes para que sexa cur-
vatura homoxénea. Ademais, neste contexto particular, a 1-curvatura homoxeneidade implica a
homoxeneidade local (véxase [[122]]).

A diferenza do caso riemanniano, o operador de Ricci dunha variedade lorentziana non sem-
pre é diagonalizable. Asi, dada unha base ortonormal {ey, 3, €3} con sinatura (+, +, —), a forma
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de Jordan do operador de Ricci correspéndese cunha das seguintes (véxase [|82]]):

a 0 0 a 0 0 a 0 0 b a —a
060, {0 b c|, [0 D 1 , |a b O
00 ¢ 0 —c b 0 —1 b£2 a 0 b
Tipo L.a Tipo L.b Tipo II Tipo III

Polo tanto, unha variedade lorentziana de dimension tres é curvatura homoxénea se e sé se as
curvaturas de Ricci e a forma normal de Jordan do operador de Ricci non varian de punto a
punto (véxase [76]). Deste xeito, o estudo destas variedades escinde en catro casos xerais corres-
pondentes &s catro posibilidades alxébricas, todas elas realizables xeometricamente, como foi
amosado en [38]]. Ademais, no caso lorentziano a 2-curvatura homoxeneidade garante a homo-
xeneidade local e as variedades 1-curvatura homoxéneas redicense a didas tnicas familias que
non son localmente homoxéneas (véxase [33]).

Unha variedade pseudo-riemanniana (M, g) dise semi-simétrica se o seu tensor de curvatura
satisfai a condicién alxébrica R(X,Y’) - R = 0, onde R(X,Y") actiia como unha derivacién

(ROX,Y) R)(Z1, ..., 24) = —R(R(X,Y)Zy, ..., Z)
— .= R(Zy,...,R(X,Y)ZY),

para calquera campos de vectores X, Y, 71, ..., Z,. Equivalentemente,
Vixy)R—VxVyR+V, VxR =0,

de onde se segue que o tensor de curvatura de calquera variedade localmente simétrico é semi-
simétrico, sendo certo o reciproco no seguinte caso. Unha variedade € semi-simétrica se e s
se en cada punto p € M o tensor de curvatura R, € ®T »M € o tensor de curvatura dun
espazo simétrico (véxase, por exemplo, [81]). Obviamente, o espazo simétrico no que se modela
o tensor de curvatura pode cambiar dun punto a outro polo que, a pesar de non seren localmente
homoxéneas, as variedades semi-simétricas estan moi preto das variedades localmente simétricas
[128]. Para o caso de dimension tres con sinatura lorentziana, tense que un tensor de curvatura
alxébrico € semi-simétrico se e sé se o operador de Ricci asociado € un multiplo da identidade,
diagonalizable con autovalores (0, A, \) ou nilpotente en dous pasos.

Unha variedade semi-simétrica non € necesariamente curvatura homoxénea e, no caso homo-
xéneo, ser semi-simétrica non implica ser localmente simétrica, como se amosa na seccion [5.2]

1.5. Produtos warped

Unha estrutura que atopamos de xeito natural en multiples contextos € a dunha variedade que
escinde como produto de variedades pero na que a métrica se ve influida por algunha funcién que
estd definida sobre a variedade ou exclusivamente en algin dos factores. Os produtos warped,
amplamente estudados na literatura (ver, por exemplo, [49,/112]), son un exemplo disto.

Sexan (B, gg) e (F, gr) variedades pseudo-riemannianas e sexa f : B — R unha funcién
diferenciable positiva. O produto warped M = B x; I € a variedade produto B x I’ dotada
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da métrica g = gp + f?gr. As variedades B e F' denominanse base e fibra do produto warped,
respectivamente, e a funcion f denominase funcion de deformacion.

No capitulo 4 traballaremos con produtos warped cuxa base ten dimension un, € dicir, pro-
dutos warped da forma I x¢ N, sendo I C R un aberto de R. Neste caso, os elementos da
curvatura poden ser descritos en funcién dos elementos da curvatura da fibra e da funcion de
deformacién [[112].

Sexa (N, gn) unha variedade pseudo-riemanniana de dimensién n e f : I — R unha funcién
de deformacioén. Se J, é o campo coordenado tanxente 4 base [ e X, Y e Z son os levantamentos
a I xy N dos campos de vectores tanxentes a /V, a conexion de Levi-Civita do produto warped
vén dada por

Va0, =0, Vo X =Vx0,=L£X, ViV =-LgX V)0 +VYY,

onde V¥ € a conexién de Levi-Civita de (N, gy ).

Nun produto I x N temos as foliacién canénicas horizontal £! e vertical £V. A vista das
expresions da conexioén de Levi-Civita no produto warped deducimos que a foliacién £ € total-
mente xeodésica, xa que a segunda forma fundamental asociada a L é cero. Por outro lado, a
segunda forma fundamental asociada a £V vén dada por [TV (XY = —f7l 9(X,Y)0,, polo que
a foliacion é umbilica. Como, ademais, 0, € paralelo con respecto da fibra, € dicir, V x 0, é orto-
gonal a 0,, tense que a foliacion €, de feito, esférica. Estas propiedades caracterizan os produtos
warped do seguinte xeito [[118]:

Teorema 1.5. Sexa g unha métrica pseudo-riemanniana nunha variedade produto I X N de
modo que as foliaciéns canénicas L' e LY se intersecan perpendicularmente. Se L' é totalmente
xeodésica e LV é esférica entén a variedade é localmente un produto warped.

As compofientes que poden ser distintas de cero do tensor de curvatura R son as seguintes:
R(X,0,)0, = &=X, R0, X)Y = Lg(X,V)a,
A 2
RIX.Y)Z = RY(X.Y)Z = (§) {9(X. 2)Y — (v, 2)x},

onde RY € o tensor de curvatura de (NN, gi). Mediante un cdlculo directo obtense que o tensor
de Ricci vén dado por

p(ar’ar) = _nfT”a p(amX) =0
pX. ) = y) = {5 4 -1 () o)

onde p é o tensor de Ricci de (N, gy ). Tomando a traza do tensor de Ricci, temos que a curva-
tura escalar do produto warped é

r= 4 (= 2nf - DY),

onde 7V € a curvatura escalar de (N, gy ).
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A completitude dun produto warped en sinatura riemanniana vén dada pola da sda base e a
sda fibra [[112]. Asi, un produto warped / x; N é completo se / = R e (N, gy) é completa,
para calquera funcién de deformacién f definida en R. En cambio, en sinatura lorentziana esta
caracterizacion non € certa e precisase unha condicién adicional sobre a funcién de deformacion,
CcOmo se amosa a continuacion:

Teorema 1.6. [44] Sexa M = I x; N un produto warped onde I = («, [3) € un intervalo
(posiblemente non acoutado) e (N, gn) € unha variedade xeodesicamente completa. Enton M é
espacial, temporal e nula xeodesicamente completa se e sé se para algiin v € («a, [3) tense

/ J—— / QS
) \/W r : \/TfQ r 00.

Un caso especial de produtos warped son os conos que serdn tratados na seccion 4.1} A fin
de situalos no seu contexto, se (M, g) é unha variedade pseudo-riemanniana, o cono sobre M é
a variedade produto R™ x M dotada da métrica edr? + r2g, de xeito que o cono se dird espacial
cando € = 1 e temporal cando ¢ = —1.

Os conos poden ser caracterizados como as unicas variedades sobre as que existe un campo
de vectores non nulo £ para as cales se verifican as EDPs dadas por V& = Id, simplemente
considerando £ = 7’5%. O reciproco séguese do traballo de Gallot [72], asi como dos resultados
de Ponge e Reckziegel [118]] e as expresions anteriores da conexion de Levi-Civita.

1.6. Espazo-tempos con campo de vectores nulo distinguido

Nesta seccion introducimos diversas familias de variedades lorentzianas que se caracterizan
por ter un campo de vectores nulo que satisfai algunha condicién adicional. A existencia destes
campos de vectores afecta 4 estrutura da variedade e, en ocasions, existen unhas coordenadas
canodnicas que permiten describir a métrica da variedade localmente.

1.6.1. Espazo-tempos de Kundt

Sexa (M, g) unha variedade lorentziana e ¢ un campo de vectores nulo. Considerando o tensor
de tipo (1, 1) dado pola derivada covariante V¢, sexa (V{)y = V{—2tr (V/)Id a sia compofiente
sen traza. A descomposicién en compofiente simétrica (V)5 e antisimétrica (V/)i" tefien
especial relevancia fisica. Asi, o cizallamento e a torsién asociados a un campo de vectores nulo
vefien dados polas partes simétrica e antisimétrica de (V /), respectivamente.

Unha variedade lorentziana (M, g) é un espazo-tempo de Kundt se admite un campo de vec-
tores nulo xeodésico ¢ sen cizallamento, sen torsién e que non se expande (isto é, que a traza de
V¢ é cero). Dado que en dimensién tres un campo de vectores nulo xeodésico sen expansion non
ten torsion nin cizallamento, un espazo-tempo tridimensional é de Kundt se admite un campo
de vectores nulo xeodésico libre de expansion, é dicir, ||¢]|> = 0, V¢ = 0 e tr V{ = 0. Mais
ald do significado fisico, os espazo-tempos de Kundt son importantes desde un punto de vista
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xeométrico dado que toda métrica lorentziana con invariantes escalares da curvatura nulos (de-
nominadas VSI, por Vanishing Scalar Invariants) € necesariamente un espazo-tempo de Kundt
(véxase [56,57]).

A forma xeral dun espazo-tempo de Kundt de dimensién tres en coordenadas locais (v, u, x)
é

_ g2 2
g= Pl $)2(1la: + 2dudv + f(v,u, z)du” + 2W (v, u, x)dudz,

onde podemos asumir que P(u, ) = 1 considerando o cambio da coordenada & = [ %dm (véxa-
se, por exemplo, [55]]). Polo tanto, un espazo-tempo de Kundt de dimension tres pode escribirse
localmente da forma

g = dz* + 2dudv + f(v,u, z)du* + 2W (v, u, x)dudz. (1.3)

Unha métrica de Kundt dise dexenerada se 0,,WW = Oy f = 0.

1.6.2. Ondas de Brinkmann

Un caso particular de espazos de Kundt dase cando a distribucion dexenerada span{¢} é
paralela (ou equivalentemente, o campo de vectores nulo ¢ é recorrente, isto €, V{ = w ® ¢ para
algunha 1-forma w).

Unha variedade lorentziana que admite unha distribucion paralela span{/} (¢ dicir, existe
un campo de vectores ¢ recorrente) escinde localmente como un produto cando ¢ é non nulo.
Porén, se o campo de vectores ¢ é nulo, non se obtén a escisién anterior. Os espazo-tempos
que admiten campos de vectores destas caracteristicas foron amplamente estudados no contexto
da relatividade xeral, onde son denominados pp-waves (plane-fronted waves with parallel rays)
no caso transversalmente chan, isto é, se o endomorfismo da curvatura satisfai R(¢*+, (1) = 0
[66]. Ademais, o espazo-tempo € unha onda plana se o tensor de curvatura € transversalmente
paralelo (é dicir, V,. R = 0). As ondas planas Ricci-chds denominanse ondas gravitacionais
planas e xogan un papel especial en relatividade (véxase [113,/115,/120]). Os recentes achados
de ondas gravitacionais fixeron que o interese destas clases de espazo-tempos aumentase nos
ultimos tempos.

Dun xeito mais xeral, unha variedade lorentziana denominase onda de Brinkmann se admite
unha distribucién unidimensional nula paralela. En dimension tres podemos tomar coordenadas
(u, z,y) de xeito que o tensor métrico vén dado por (véxase [20])

g = 2dudy + dz* + p(u, z, y)dy*. (1.4)

A distribucién unidimensional nula paralela estd xerada localmente por un campo de vectores
nulo recorrente.Para unha métrica [(I.4)] o campo de vectores que desempena este papel € 0,
que € nulo e recorrente. O campo de vectores nulo 0, pddese reescalar a un campo de vectores
paralelo se e s6 se o operador de Ricci € nilpotente en dous pasos, en cuxo caso podense adaptar
as coordenadas para que a funcién que determina o tensor métrico ¢ (u, x,y) non dependa da
coordenada u. Neste caso a variedade (), ¢g) € unha pp-wave. Ademais, nesta situacién (M, g) é
unha onda plana se e s6 se a funcién ¢ € un polinomio cuadrético na coordenada x, o que reduce
a expresion de ¢ a p(x,y) = a(y)x? tras facer os cambios de coordenadas apropiados.
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Observacion 1.7. As ondas de Brinkmann son un caso particular de espazo-tempos de Kundt. De
feito, a expresion en coordenadas de Kundt dunha onda de Brinkmann vén dada fixando W = 0

en (véxase [20]), é dicir,
g = dz* + 2dudv + f(v,u, x)du®. (1.5)

Desta forma, no capitulo 6 trataremos as ondas de Brinkmann curvatura homoxéneas como va-
riedades lorentzianas obtidas de xeito natural a partir dos espazos de Kundt e utilizaremos a
expresion en coordenadas mais no capitulo 7, onde estudamos as ondas de Brinkmann sen
condicions a maiores, faremos uso da expresion en coordenadas por ser esta mais utilizada
neste contexto.

1.7. Funcionais da curvatura

A busca de obxectos 6ptimos (isto €, cun comportamento destacable) € un aspecto comtin en
xeometria que se aborda mediante o estudo de puntos criticos para determinados funcionais. As
xeodésicas (curvas criticas para o funcional de lonxitude), as superficies minimais (criticas para
o funcional de drea) ou as aplicaciéns harmoénicas (criticas para o funcional de enerxia) son sé
algins exemplos.

O obxectivo central deste traballo é a obtencion de métricas 6ptimas sobre variedades rie-
mannianas e lorentzianas con respecto 4 distribucion de distintos invariantes da curvatura.

Sexa (M, g) unha variedade pseudo-riemanniana e sexa { £; } unha referencia local ortonor-
mal. Un invariante escalar da curvatura é un polinomio nas compoientes do tensor de curvatura
e as suas derivadas covariantes que non depende da escolla da referencia local utilizada na sda
construcion. Ditos invariantes obtéfiense mediante contraccidéns nas compoiientes do tensor de
curvatura e nas sdas derivadas covariantes (véxase [29]). Diremos que un invariante ten orde k
se involucra un total de k-derivadas do tensor métrico. Dado que cada compoifiente do tensor
de curvatura involucra ddas derivadas do tensor métrico, denotaremos con I(k,n) o espazo de
invariantes de orde 2k sobre unha variedade de dimensién n.

O espazo I(1,n) ten dimensién un e estd xerado pola curvatura escalar, I(1,n) = span{7}.
Tense ademais que dim /(2,n) = 4 e unha base deste espazo vén dada por {72, ||p||?, || R||*, AT}
(véxase [12]).

1.7.1. Funcional de Hilbert-Einstein

Un funcional amplamente estudado en xeometria pseudo-riemanniana € o funcional de Hilbert-
Einstein, tamén chamado funcional da curvatura escalar total. Dada unha variedade pseudo-
riemanniana compacta (M, g) de dimensién 7, o funcional definese como a integral de volume
da curvatura escalar,

SHE : g >—>/ Tdvol,,.
M

Considerando variacions da forma g[t] = ¢ + th, onde h € un campo de tensores simétrico de
tipo (0, 2), diremos que a métrica g ¢ critica para dita variacion se |,_S£(g[t]). Escribindo a
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expresion anterior como

d
E’t:OSHE(g[t]):/ (VSug, hydvol,
M

para un campo de tensores simétrico V Sy g de tipo (0, 2), diremos que V Sy € o gradiente do
funcional Sy p. O gradiente do funcional de Hilbert-Einstein vén dado por VSyg = —p + 3g.

Dado que o funcional Sy g non € invariante por homotecias, considérase a sta restricion ao
espazo de métricas de volume constante un sobre a variedade compacta M. Tendo en conta que
todas as métricas da variacion g[t] tefien volume constante se o campo de tensores h é ortogonal 4
métrica g, as ecuaciéns de Euler-Lagrange correspondentes estd determinadas por VSygp = Ag.
Tomando trazas a ambos os dous lados da igualdade, dedicese que A\ = %tr (VSup) = 5=
Asi, a ecuacion resultante € a seguinte:

i,
—Zg—o0. (1.6)
n

Deste xeito, as métricas criticas para o funcional de Hilbert-Einstein restrinxido a variacions
con volume constante son aquelas cuxo tensor de Ricci € proporcional ao tensor métrico, isto &,
as métricas Einstein [96].

O Teorema de Gauss-Bonnet en dimension dous amosa que o funcional Sy g é constantemen-
te un multiplo da caracteristica de Euler. Asi, todas as métricas son criticas en dita dimension,
de onde se segue que 0 = V.Syg = —p + 59, 0 que proporciona unha identidade universal da
curvatura en dimension dous.

Ainda que nas consideracions anteriores se asume que a variedade M € compacta e sen fron-
teira, poderian considerarse variacions g[t] = g-+th sobre unha variedade compacta con fronteira
sempre e cando o campo de tensores da variacién h se anule nunha vecifianza da fronteira. En
tal caso as métricas criticas vefien caracterizadas polas mesmas ecuacions, o que permite falar de
métricas criticas sobre variedades non compactas, considerando a restricién do funcional dado a
calquera aberto con clausura compacta e variaciéns con soporte contido no aberto dado (véxase,
por exemplo, a discusion en [90] sobre aplicaciéns harménicas en variedades non compactas).

As métricas Einstein correspondense con aquelas cuxa curvatura escalar estd mellor distri-
buida ao longo da variedade e tefien especial relevancia na fisica, mdis concretamente no dmbito
da relatividade xeral, xa que estas variedades son solucions das ecuaciéns do campo de Einstein
no baleiro [[15].

1.7.2. Funcionais cuadraticos da curvatura

Considerando o espazo de invariantes da curvatura de orde dous,/(2,n) = span{7?, ||p||?,
| R||?, AT}, un funcional cuadrético da curvatura vén dado por

g / {cm'2 +b ||p||2 +c ||R||2 + d At}dvol,
M

para alguns a, b, ¢, d € R. Supofiendo que M é compacta e sen fronteira, tense que
g— [, {am® +b]pll* + c||R||* + d AT}dvol,
= [, {am® +blpll* + c||R|*}dvol,
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Polo tanto, todo funcional estd determinado polos tres funcionais seguintes:

S:gH/ T*dvol,, T:gH/ | pl*dvol,, R:g|—>/ | R||*dvol,,
M M M

que seran denominados funcionais cuadrdticos da curvatura. Os gradientes destes funcionais
vefien dados por [[11]]
VS =2V —2A71g — 7 (Qp — %Tg) ,

VT = —Ap+ V?r — JArg — 2R[p] + 3lpl%9,
VR = —4Ap +2V°1 — 2R + Y||R||?g — 4R[p] + 4p.

En dimension tres, o tensor de curvatura [? estd totalmente determinado polo tensor de Ricci,
debido 4 anulacién do tensor de Weyl. Isto implica que os tres invariantes estdn relacionados
mediante a expresion

2 _ 2 1.2
IRI" =2[lplI” = 57"

Polo tanto, o funcional da norma L? do tensor de curvatura en dimensién tres vén dado pola
combinacion linear R = 27 — 38.

En dimension catro, o Teorema de Chern-Gauss-Bonnet determina que a caracteristica de
Euler, x (M), dunha variedade pseudo-riemanniana compacta e sen fronteira vén dada por

V(M) = /M (IRI? = 4llp]? + 2) dvol,.

Polo tanto, o funcional R en dimensién catro vén dado por R = 87r2x(M )+ 47 — S e, dado
que a caracteristica de Euler dunha variedade é unha constante, os puntos criticos do funcional
R correspéndense cos puntos criticos de 4{7 — iS }, 0 que amosa que os funcionais R e T — }18
son equivalentes.

Deste xeito, para achar as métricas criticas correspondentes aos funcionais cuadraticos da
curvatura en dimensidn tres e catro bastard con estudar os puntos criticos dos funcionais

S:g— / *dvol,, F;: g / {lpll? + t7%} dvol,,
M M
para todo ¢t € R. Os gradientes destes funcionais vefien dados por (ver, por exemplo, [46])

VS =2V%r —2A7g — 7 (2p — %Tg) ,

1
VF =—Ap+ (1+2t)V*r — B2Arg — 2R[p] + || p||°g + §t729 — 271,

Seguindo o mesmo procedemento que co funcional de Hilbert-Einstein, ao restrinxir o estudo
ao espazo de métricas de volume constante, as ecuacions de Euler-Lagrange estdn determinadas
por VS = Asg e VF, = Arg, respectivamente. Tomando trazas a ambos os dous lados das
igualdades temos que

_ 2-2n n—4, 2
As = == AT + =77,

Ar = (B -4 Ar 4+ 22 (|]p]|* + t72)

n
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Asi, as ecuacions de Euler-Lagrange para os funcionais S e F; restrinxidos a variaciéns con
volume constante son as seguintes:

VT = AT =7 (p—579) =0, (a7

Ap — (1+26)V21 + 2tATg + 2(R[p] — L|plIPg) + 2tT(p — 179) = 0. (1.8)

E importante observar que toda métrica de Einstein é critica para o funcional S e para cal-
quera funcional F;, xa que o termo da esquerda na ecuacion [(T.8) redtcese a 2(R[p] — +||p||*9).
que é cero por ser toda métrica Einstein R[p|-Einstein. En consecuencia, toda métrica Einstein é
critica para calquera funcional cuadrético da curvatura en dimension tres e catro. Porén, as métri-
cas Einstein non son necesariamente criticas para todos os funcionais cuadréticos en dimensions
superiores. A modo de exemplo, consideremos un produto M = S! x N, onde (N, gy) é unha
variedade Ricci-chd de dimension catro. Considerando o gradiente do funcional R, tense que

VR = —4Ap +2V?1 — 2R + 1| R||?g — 4R[p] + 4p = —2R + 3| R|]*g,

xa que ao ser M Ricci-chd, anidlanse todos os termos restantes. En consecuencia, restrinxindo
o funcional a variaciéns con volume constante, tense que a métrica produto d = ds1 + gy €
R-critica se e s6 se 2 = L1||R||%g. Agora ben, un célculo sinxelo amosa que dita ecuacién non
se cumpre en xeral na variedade ()M, g) polo que, sendo Einstein, non é critica para todos os
funcionais cuadraticos da curvatura. Procedendo dun xeito andlogo, obtense que unha variedade
Einstein é R-critica para variaciéns con volume constante se e s6 se é R-Einstein en calquera
dimension.

Sexa JF; un funcional cuadratico da curvatura e g unha métrica critica. A enerxia do funcio-
nal F;(g) desempeiia un papel esencial no estudo das métricas criticas (ver, por exemplo, [80]).
Como veremos nos capitulos 2 e 3, as métricas criticas con enerxia cero son especialmente re-
levantes pola stia conexion cos solitons de Ricci. Na situacion homoxénea (que constitie o eixo

central desta memoria), as métricas criticas de enerxia cero correspondense cos funcionais F;
1

. ’ 2 ’ .
determinados polo pardmetro ¢t = —12° < —1 xa que llpll> > +72, dandose a igualdade no
. . T n n
caso Einstein.
Alguns exemplos especialmente significativos de funcionais cuadraticos da curvatura son os

seguintes.

O funcional de Chern-Gauss-Bonnet

O Teorema de Chern-Gauss-Bonnet en dimensidn catro [51]] establece que o funcional Fegp :
g Fees(g) = [, {IIR|> —4]pl|* + 7*}dvol, € constante con valor 872y (M) se a variedade &
compacta. En consecuencia, o gradiente de dito funcional € identicamente cero, de onde se segue
a identidade universal da curvatura en dimensién catro [[11}67]:

(- ”Z”QQ) cr(o-10) ~2(s- ”2”29) o (- ||,o4||29) |

Unha aplicacién inmediata da identidade anterior é que toda métrica Einstein en dimension catro
¢ R-Einstein, o que non € certo en dimensidns superiores.
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A norma L? do tensor de Weyl

En dimensién catro, o funcional W : g — W(g) = [,, [|W]|*dvol, é conformemente inva-
riante e, utilizando o Teorema de Chern-Gauss-Bonnet, tense que W(g) = 3272 x (M) +2F_y 3,
polo que € equivalente ao funcional F_;,3. A invariancia conforme de V permite amosar que
toda métrica conformemente Einstein en dimension catro € F_; 3-critica. Estas métricas estdn
caracterizadas equivalentemente pola anulacién do tensor de Bach [/7]], definido como

B = dng diV4 W —+ %W[p],

onde W pli; = Wirjep"™ € divy, indica a diverxencia dun campo dado no argumento k-ésimo.
Para calquera variedade de dimension catro tense que

SWZX(M) = /J\‘/l{iTQ_%”pOHQ‘i‘“W"Q}dUOlg,
= /M{iTZ_%||Po||2+||W+||2+||W_||2}dvolg,

onde py = p — iT g € o tensor de Ricci sen traza. Utilizando que a sinatura de Hirzebruch da
variedade se expresa como 7[M]| = 5 [, {[[WT||> — |[W~||*}dvoly, séguese que o funcional
da norma L? do tensor de Weyl satisfai

W(g) = —12n°7[M] + 2/M |W|2dvol,,

o0 que mostra que é equivalente ao funcional da norma L? do tensor de Weyl autodual.

Se a métrica g € de Kihler, entéon o operador de Weyl autodual é diagonalizable da forma
W+ = Z diag[2, —1, —1] e polo tanto a stia norma ||W*||* = 2,72, 0 que amosa que o funcional
de Calabi (S restrinxido a métricas de Kihler na mesma clase) se corresponde co funcional
cuadratico F_ 3 restrinxido a ditas variacions.

Funcionais asociados aos autovalores do operador de Schouten

Considerando a descomposicion do tensor de curvatura R = W + .5 © g, onde S € o tensor de
Schouten, obsérvase que a informacion xeométrica que se ve alterada mediante un cambio con-
forme da métrica concéntrase neste tensor S. E polo tanto natural considerar non sé o funcional
determinado pola norma L? do tensor de Schouten [86], senén tamén os seus autovalores, sendo
de especial interés as stas funcions simétricas elementais 0 (.S). En particular 01 (5) = mT,
polo que o funcional asociado € equivalente ao funcional de Hilbert-Einstein.

Denotemos con o5(S) a segunda funcién simétrica elemental dos autovalores do operador
de Schouten (05(S) = 37, _; AiA;). En dimensién tres tense a relacion [, 02(S) = —3F_ 38
(véxase a seccidn [2.3.5).

O funcional F_3 g foi utilizado por Gursky e Viaclovsky [80] para caracterizar as variedades
de dimensidn tres con curvatura seccional constante como métricas criticas de dito funcional.
Ademais, é importante destacar que o campo de tensores de tipo (0, 2) determinado pola ecuacién
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[(1.8)] ten diverxencia cero, polo que desempefia un papel esencial nas teorias de gravitacion
masiva.
Para n = 4, como aplicacién do Teorema de Chern-Gauss-Bonnet tense que

/ {|W]]? + 02(S) } dvol, = 87*x (M),
M
polo que o funcional 05(.S) é equivalente ao funcional W.

O funcional de volume

Sexa p € M e denotemos con S,(7) a esfera xeodésica Sy, (r) = exp,,(So(r)), onde Sy(r) =
{z € T,M;||z|| = r} para valores de r suficientemente pequenos. Considerando o volume das
esferas xeodésicas centradas en p € M como funcién do raio e, desenvolvéndoo en serie de
Taylor, os primeiros termos estdn dados por [[78]]

Vol(S,(r)) = ar™! {1 — %T(p) 2

1

—— (=3||R|]? 24577 — 18A RS
gy (AR + Sl 4572 = 1587) (4 )

onde a,, é o volume da esfera de raio unidade no espazo euclidiano R" (véxase, por exemplo,
[79D).

Dado que o termo de grao 4(n — 1) no desenvolvemento anterior estd determinado por un
invariante escalar da curvatura, o funcional cuadratico asociado determina unha medida de como
o volume das esferas xeodésicas se diferencia do correspondente s esferas euclidianas en orde
catro. Dito funcional

gﬁzmmz/{4MW+&wﬁmﬁww@
M

correspondese con i34 en dimensién tres (ver seccién [2.3.6) e € equivalente ao funcional F_,
en dimension catro, xa que

Fouilg) = —247°x (M) — 4 /M loll2dvol, + 8 /M dvol,

= —2471\ (M) — 4/ {llpl* — 27%}dvol,.
M

1.7.3. Funcionais de gravitacion masiva

As ecuacidns de campo en Relatividade Xeral, p — %Tg = 81GT — Ag, estan establecidas en
termos do tensor de Einstein, p — %Tg, o tensor enerxia-momento 7', a constante de Newton GG e
a constante cosmoloxica A. As ecuacions de campo obtéfiense da variacion da accion de Hilbert-
Einstein Sy = ﬁ f (1 — 2A)dvol,, baseada na curvatura escalar total. Desde os inicios da
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relatividade xeral, propuxéronse diferentes alternativas para construir unha teoria unificada da
gravidade. Mentres a relatividade xeral involucra derivadas de segunda orde da métrica, algunhas
extensions permiten obter ecuacions de campo cunha orde maior. Mediante outras extensions, a
accion € funcion non sO da curvatura escalar, sendn tamén dos invariantes cuadraticos da curva-
tura 72, ||p||* e || R||*. As extensions estudadas neste traballo, que se realizan en dimension tres,
son as seguintes:

= Gravitacion masiva topoloxica (TMG). Obtense engadindo o termo gravitacional de
Chern-Simons,

37 Jv

SCS = %/gljkrfs(ajrik + 2FS zr)d'UOng

ao funcional de Hilbert-Einstein, de xeito que Sty ¢ = Spp + %ch, onde w € un pardme-
tro de masa [64]. As ecuaciéns de Euler-Lagrange deste funcional restrinxido ds métricas
de volume constante vefien dadas por [64]]

p— 579+ ;C=Ag,

onde C denota o tensor de Cotton de tipo (0,2). O valor de A vén determinado ao tomar
trazas a ambos lados da igualdade, polo que A = —%T. Asi, as métricas que son solucidns
para a gravitacion masiva topoldxica son aquelas que anulan o tensor de tipo (0,2) definido
como

True =p— 579+ LC. (1.9)

= Nova gravitacion masiva (NMG). Tratase dunha modificacién en dimension tres da Re-
latividade Xeral que complementa a accion de Hilbert-Einstein mediante un termo cuadra-
tico, ||p||* — 272, o cal engade un termo conservado (isto €, un termo de diverxencia cero)
s ecuacions de campo (véxase [[13}/14]). A accion Syya = Sye — #f,g/g, onde m € a
masa do gravitén, da lugar 4s ecuaciéns de campo

p =579 = gz (K = 5(lpl* = §7%)9) = 0,
onde K = 2Ap — V%1 — 27p + 4R[p] — (A7 + ||p||* — 272)g. Asi, as métricas que
son solucions para a nova gravitaciéon masiva son aquelas que anulan o tensor de tipo (0,2)
definido como

Tvwe = p— 579 — gz (K = 5(llol* = §7%)9)- (1.10)

= Gravitacion masiva xeral (GMG). Esta extension das ecuaciéns de campo obtense en-
gadindo simultaneamente os dous termos propostos nos modelos anteriores, dando lugar
a combinacién da gravitacién masiva topoldxica e da nova gravitaciéon masiva Sgy g =
Syr + %Scs — #]—'_3 /8- As ecuacions de campo derivadas desta accion vefien dadas por
(véxase [123])

p—3579+ 5C = 5z (K = 5(llpll* = §7%)9) = 0.

Asi, as métricas que son solucidns para a gravitacién masiva xeral son aquelas que anulan
o tensor de tipo (0,2) definido como

‘ZGMG:p—%TQ‘F%C—ﬁ(K_%(HPHZ_%T2)9)' (1.11)
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Nos capitulos 6 e 7 estudaremos as solucidns para estes funcionais dentro do contexto das
variedades curvatura homoxéneas e das ondas de Brinkmann, respectivamente.






Parte I

Métricas criticas en sinatura riemanniana







Capitulo 2
Meétricas criticas homoxéneas riemannianas

de dimension tres

O estudo das variedades riemannianas localmente homoxéneas en dimension tres reddcese
aos espazos simétricos (que son Einstein ou localmente isométricos a produtos da forma R X
N?(c)) ou grupos de Lie, segundo o seguinte teorema.

Teorema 2.1 (Sekigawa, [[122]). Sexa (M, g) unha variedade localmente homoxénea de dimen-
sion tres completa e simplemente conexa. Enton, (M, g) é unha variedade localmente simétrica
ou é localmente isométrica a un grupo de Lie dotado dunha métrica invariante d esquerda.

Polo tanto, podemos estudar as métricas homoxéneas criticas para os funcionais cuadraticos
analizando as variedades simétricas e os grupos de Lie, que serdn descritos posteriormente en
seccions independentes.

Dados dous puntos nun espazo localmente homoxéneo, ambos os dous pertencen a veci-
fanzas isométricas, polo que a curvatura non varia de punto a punto. En particular, a curvatura
escalar € constante. Polo tanto, antlanse tanto o hessiano coma o laplaciano da curvatura esca-
lar. Deste xeito, as ecuacions que caracterizan as métricas criticas dos funcionais S e F, e
reddcense s seguintes expresions, respectivamente:

7(p—3579) =0 @2.1)

Ap+ 2 (R[p] - %||p||2g) + 2t1 (p — %Tg) = 0. 2.2)

Na ecuacién[(2.1)| podemos observar que se trata da ecuacion de Einstein, multiplicada
pola curvatura escalar. Polo tanto, unha métrica homoxénea € critica para o funcional S se e
sO se € Einstein ou ten curvatura escalar cero. Nas vindeiras seccidns estudaremos as métricas
criticas para o funcional ;. Ademais, estas ecuacidns son invariantes por homotecias, polo que
nos resultados obtidos reflictese unha métrica representante da clase homotética.

Neste capitulo estudaremos as métricas homoxéneas criticas para funcionais cuadréticos da
curvatura facendo unha primeira distincién entre as variedades simétricas (Seccion[2.1) e os gru-
pos de Lie (Seccion , motivada polo Teorema A sta vez, dentro da seccién dedicada aos
grupos de Lie, abordarase a andlise utilizando a caracterizacion dos grupos de Lie unimodulares
(Seccion [2.2.1)) e non unimodulares (Seccién [2.2.2) aportada por Milnor en [110]. Na Seccién
[2.3] compararemos a clasificacion obtida con resultados previos dados por outros autores para
determinados funcionais cuadréticos e prestaremos especial atencion a funcionais cun interese
xeométrico destacado.Por ultimo, na Seccion [2.4| relaciénanse os soliténs de Ricci homoxéneos
coas métricas criticas para funcionais cuadréticos, obtendo que ditos soliténs son exactamente as
métricas criticas para funcionais cuadraticos con enerxia cero (Teorema[2.17).

25
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2.1. Espazos simétricos

Dicimos que unha variedade riemanninana € localmente simétrica se o tensor de curvatura é
paralelo, isto €, a derivada covariante do tensor de curvatura R € cero, VR = (. Equivalentemen-
te, € localmente simétrica se a simetria xeodésica con respecto a cada punto € unha isometria.
Asi, se (M, g) é localmente simétrica, o operador de Ricci ten un dnico autoespazo, co cal é
Einstein, ou é paralelo. Polo tanto, os autoespazos do operador de Ricci son paralelos e (M, g)
escinde como produto. En termos dos autovalores do operador de Ricci, en dimension tres a
tinica posibilidade non Einstein é Ric = diag[0, ¢, ¢|]. Tendo en conta estas ddas posibilidades,
podemos dar o seguinte resultado que recolle os dous posibles casos para variedades simétricas.

Lema 2.2. Sexa (M, g) unha variedade simétrica de dimension tres. Enton tense un dos seguintes
casos:

1. O grupo de isometrias ten dimension seis. Neste caso, (M, g) ten curvatura seccional
constante e a métrica é JF-critica para todo t € R.

2. O grupo de isometrias ten dimension catro. Neste caso, (M, g) € un produto Rx N (c), onde
N(c) é unha superficie de curvatura seccional constante c, e é Fy-critica para t = —%.

Demostracion. Como se explicou anteriormente, o operador de Ricci dunha variedade simétrica
pode ser ¢ - Id ou ben diag|0, ¢, ¢|]. No primeiro caso, tratase dunha métrica de Einstein con
curvatura seccional constante ¢/2 e € critica para todos os funcionais, co que se teria a primeira
das opcidns.

Se Ric = diag]0, ¢, ¢], a variedade (M, g) descomponse coma un produto R x N(c), sendo
N(c) unha superficie de curvatura seccional constante ¢, e a ecuacion[(2.2)| rediicese a

(R[p) = Lol g) + t7 (p— L7 g) = 0.

Sexa {F1, F», F3} unha referencia ortonormal local tal que F; é tanxente a R. Dado que
Ric = diag]0, ¢, ¢], na referencia ortonormal { F;} os elementos da curvatura vefien dados por

) = p(Es, E3) = c,

Rlp|(Ey, E1) = Rlp|(E;, Ej) = 0,1 # j, ( E,) = R|p|(Es, E3) = ¢2,

p(El,El) ,O(Ez;E):O Z%j7 (
Rlp
T=2¢c, |p|*=

]
2c?
Logo, as ecuacidns resultantes son as seguintes:

(R[p] - %|lp|l2g) (Ela El) +ir (p - %Tg) (E17 El) = _562(1 + 2t)7

(Rlp] — %Hp“{q) (B, E;) +tr (p - %lrg) (B, B)) = 521+ 2t), 2 = 2, 3,

(Rlp] = 3lloll* 9) (Bi, Ej) +t7 (p — 57 9) (Ei, B;) = 0, i F ]

Polo tanto, os produtos R x N(c) son JF;-criticos para t = —3.

N |—
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2.2. Grupos de Lie en dimension tres

O produto corchete dunha élxebra de Lie de dimensidn tres g pode describirse como [z, y] =
L(x x y), sendo ‘x’ o produto vectorial en R? e L unha aplicacion linear de g en si mesma. Esta
aplicacion linear L pode ser usada para dar unha clasificacién dos grupos de Lie que € de axuda
4 hora de abordar o estudo das métricas criticas.

Un grupo de Lie G dise unimodular se a sia medida de Haar invariante 4 esquerda € invariante
4 dereita. De xeito equivalente, un grupo de Lie conexo é unimodular se e s6 se tr {ad(x)} = 0
para todo x € g, sendo g a dlxebra de Lie de (. Por outra banda, en [[110] demdstrase que un
grupo de Lie G é unimodular se e s6 se a transformacion linear L € autoadxunta e, polo tanto,
toda métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie unimodular pode ser descrita cos corchetes

[627 63] - )\1617 [637 61} - )\2627 [617 62] - )\363a (23)

onde {ey, ez, e3} é unha base ortonormal de autovectores de L, e as constantes de estrutura )y,
A2 € A3 son os respectivos autovalores.

As élxebras de Lie non unimodulares de dimensién tres describense como produtos semidi-
rectos R x t2, sendo t2 unha 4lxebra de Lie abeliana de dimensién dous. En [110] demostrouse
que toda métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie non unimodular pode describirse cos
corchetes

le1, e2] = aes + Bes, [e1,e3] = yes + deg,  [ez,e3] =0, (2.4)

sendo {ej, €2, €3} unha base ortonormal e «, 3, v, & € R. Sen perda de xeneralidade, podemos
normalizar as constantes de estrutura de xeito que o + 0 = 2. Ademais, a estrutura semidirecta
estd definida mediante unha derivacion de v dada por

_ (> 7
a=(5,7.)

Grazas a estas descricions dos grupos de Lie unimodulares e non unimodulares, o estudo das
métricas criticas en grupos de Lie de dimension tres da lugar a sistemas de ecuacidns alxébricas
dependentes das constantes de estrutura correspondentes. Nas seguintes subseccions estudaranse
por separado os grupos de Lie unimodulares e non unimodulares.

2.2.1. Métricas criticas en grupos de Lie unimodulares

Sexa G un grupo de Lie unimodular cunha métrica invariante 4 esquerda g, e sexa {e, €2, €3}
unha base ortonormal que describe o produto corchete da dlxebra de Lie g como en [(2.3)] Os
elementos da curvatura que nos interesan para analizar as ecuacions de Euler-Lagrange vefen
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dados polas seguintes compoifentes non nulas:
pleie) =5 (N — (N = A)%), {i,d. k) ={1,2,3},
Rlpl(es,er) =2\ + Ak — A) (A =300 — M)A + 200 — M)\ + )
T=— 2T A2 40D + Mda + A+ Ao, (2.5)
loll> =31 + A2+ A3) — (A2 + A3) + A5 (A1 + As) + A3(A\ + A2))
+ LTINS+ ATAL 4+ A0A0) + (AT A2ds + MASAs + At o)),

Vexamos en primeiro lugar que condicions deben satisfacer as constantes de estrutura para
que a métrica invariante 4 esquerda sexa Einstein. Para iso, basta con achar as condiciéns que
fan que o operador de Ricci tefia todos os seus autovalores iguais, neste caso dados por Ric; =
(A7 = (Nj — Ap)?), con {i,5,k} = {1,2,3}. Se Ric; = Ric;, mediante un célculo sinxelo
obtemos que

RiCi - RiCj = 2()\Z - )\])(Az + /\j - )\k) = 0,
para calquera combinacién que satisfaga {7, j,k} = {1,2,3}. Asi, a variedade serd Einstein
se A\ = Ay = Agouse \; = \; # A\, = 0con {i,j,k} = {1,2,3}. Ademais, no tltimo
caso a métrica € chd dado que se ten Ric; = 0 para todo 7. No que resta de seccidn, cando se
faga referencia 4s métricas criticas para os funcionais cuadraticos, as métricas Einstein seran
excluidas.

Consideremos o tensor de tipo (0,2) definido a partir da ecuacién

§' = Ap+2(Rp] — 3lpl*9) + 2tr(p — 579). (2.6)

O problema de achar métricas invariantes 4 esquerda que sexan criticas para o funcional F; é
equivalente a buscar aquelas métricas que anulan o tensor §*. Dadas as expresions dos elementos
da curvatura|(2.5)| as compoiientes non nulas do tensor son as seguintes:

3811 = 2(t +3)M = 5(t + DA(Az + Xs)

+A2(3t 4+ 1)(AZ+ A2 +2(t + 1)AoAs)

+ (t+ DA (A2 — A3)* (A2 + As)

(4 3) A2+ A2) — 2(f — DAodg) (Na — As),
3y = 2(t+3)A3 = 5(t+ D)A3 (M + \s)

+A2((3t+ 1) (A2 4+ A2) +2(t + )M\ A3)

+ (DA M = Ag)* (A1 + Xg)

(4 3) (A2 + A2) — 2(t — DA hs) (A — Ag)2,
3Fhs = 2(t +3)A5 — 5(t + AT (ha + A1)

+ A3+ D+ AD) + 2+ 1))

+ (t4+ DAs(A2 — A2 (A2 + A1)

—((E+3)A2+A2) = 2(t — D)AaA) (Ag — )2

2.7

(2.8)

2.9
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Unha vez obtidas as expresions que determinan o tensor §°, estamos en condiciéns de dar os
seguintes resultados.

Lema 2.3. Sexa G un grupo de Lie unimodular de dimension tres dotado dunha métrica in-
variante d esquerda g e con curvatura escalar cero. Enton, g é critica para o funcional S e,
ademais, é F;-critica para algiint € R se e 56 se é chd.

Demostracion. Dado que a curvatura escalar é cero, o tensor §' redidcese a
t 1 2
§' = Ap+2(Rlp] - 5lel*g)-

Un cdlculo directo a partir das expresions calculadas en tendo en conta que 7 = —3 (A} +
A2+ A2) + A e + MiAs + A2 A3 = 0 amosa que as compofientes non nulas do tensor ' vefien
dadas polas seguintes expresions:

L= %)\1 ((BA1 — 2A3) (A1 — A3) (A1 4+ 2A3) — 3A2(A1 + A3) (A1 +4X3)),
by = %)\2 ((3Aa — 2A3) (A2 — A3) (A2 4+ 2A3) — 3A1(A2 + A3) (A2 +4A3)),
Fhs = 323 ((3X3 — 2X2) (A3 — A2) (A3 + 2X2) — BA1 (A3 + Xo) (g + 4X2)) .
Se Ay = 0, a curvatura escalar € da forma 7 = —%()\1 —X3)2 =0, logo A\; = A3 e, polo tanto, a

métrica é cha. Seguindo un razoamento andlogo obtemos a mesma conclusion tomando A\; = 0
€ )\3 =0.

Supoinamos que as constantes de estrutura son distintas de cero. Dado que buscamos anular
as expresions §;, calquera combinacién destas deberd anularse tamén. Tomando a combinacién
dada por

B(ANg + X)) As Fhy — a7 {(4Aa + A3)(12X2 + 45)3) — 4573} Fhs

= Mods(A2 — A2)(8A2 — Mp); + 8A2),

e tendo en conta que supofiemos que as constantes de estrutura non se anulan, temos que Ay =
+ 3. Comprobamos a continuacién que ningunha destas opciéns € admisible.

Se A3 = A3, a curvatura escalar € da forma 7 = —%)\1()\1 — 4)3), polo que se ten \; = 4\s.
Asi, §t, = 320)\3, polo que §*, non se anularia.
Se Ay = —\3, acurvatura escalar € da forma 7 = —%(A% +4M2), polo que non se anularfa. [

Teorema 2.4. Sexa G un grupo de Lie unimodular de dimension tres. Unha métrica invariante d
esquerda non Einstein g en G é Fy-critica se e s6 se é homotética a unha métrica dada por|[(2.3)]
coas constantes de estrutura dadas coma nun dos seguintes casos:

(L.a) (A1, A9, A3) = (0,0,1). Neste caso o funcional F; estd determinado por t = —3 e a
curvatura escalar satisfai T = —%.
(1.b) (A1, A2, A3) = (M, A, 1) con X # 1. Neste caso o funcional F; estd determinado por t =

10X

St Do

, e a curvatura escalar satisfai T = 1(4X — 1).
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(2) ()\1, )\2, )\3) = (1, )\2, )\3), conl 7é )\2 75 )\3 7£ 1, e

\ (26412 £ /(26 4+ 1)(4K% + 6k + 1)
2T 2(2k + 1) ’
\ (26412 F /(26 +1)(4k% + 6k + 1)
°T 22k + 1) ’

onde k € (—1(3+5),—3) our > -1 (3—-5)er#0,L(1+V5).

263 4+4k2+4k+1

2 e a curvatura escalar

Neste caso o funcional F; estd determinado por t =
2k2
142k

vén dada por T =

Demostracion. Unha métrica invariante 4 esquerda € F;-critica para algun valor de ¢ se satisfai
a ecuacion ou, equivalentemente, se anula o tensor §* descrito en Para o caso das
métricas invariantes 4 esquerda sobre grupos de Lie unimodulares, dito tensor vén dado polas
expresions [(2.7)] [(2.8) e [(2.9)l Para reducir a complexidade do estudo das ecuaciéns, conside-
raremos de xeito independente as seguintes posibilidades para as constantes de estrutura dunha
métrica non Einstein:

1. A\, = Mo # A3 # 0. A siia vez, podemos distinguir dous subcasos:

a) )\1:)\2:0,)\3:,&#0,6
b) AII)\QIA#O,)Q:,M#O

Dado que a ecuacién [(2.2)| ¢ invariante por homotecias, podemos normalizar as constantes
de estrutura sen perda de xeneralidade, reducindo asf a andlise a (Ay, Ao, A3) = (0,0,1)
(caso l.a) e a (A1, A2, A3) = (A, A\, 1) (caso 1.b), respectivamente.

2. \i # A; para todo ¢ # j. Dado que polo menos unha das constantes de estrutura € distinta
de cero, podemos deformar a métrica invariante 4 esquerda de xeito homotético e analizar
unicamente o caso (A1, Az, A3) = (1, Aa, A3).

Ademais, reordenando os vectores da base {e1, €5, €3} podemos reordenar as constantes de estru-
tura, polo que as solucidns resultantes dos casos restantes serdn andlogas ds dos casos propostos
aqui.

Caso (1.a): as constantes de estrutura satisfan (A;, A2, A3) = (0,0, 1). Os polinomios

dados polas expresions [(2.7)] [(2.8)] € [(2.9)| rediicense a

t t 1 1

1= 3533 = —5(t +3).
Entdn, unha métrica invariante 4 esquerda con constantes de estrutura (\q, Ao, /\3) = (0,0,1) é
JFi-critica para t = —3. Ademais, o operador de Ricci é da forma Ric = diag [ > %, %]

Caso (1.b): as constantes de estrutura satisfan (A;, Az, A3) = (A, A, 1), con A # 0. Os
polinomios dados polas expresions [(2.7)} [(2.8) e [(2.9)| reddcense a
1

1
tn = 332 = —5323 = _g(/\ = D((4A = 1)t + 21 = 3).
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Se A = 1, as tres constantes de estrutura son iguais e polo tanto a métrica € Einstein. Se 4\ = 1,

entén §f, = —g e polo tanto non € critica para ningin valor de . Asi, se A\ # ; 1 a métrica

invariante 4 esquerda é JF;-critica para t = ii 3 Ademais, o operador de RlCCl ¢ da forma
ic = di 111

Ric = diag [/\ 5: A~ 5, 2}.

Caso (2): as constantes de estrutura (A1, A2, A3) son distintas. Dado que buscamos anular
as expresions dadas polo tensor §, calquera combinacién dada polos polinomios F};, F5, € Fhs
debe anularse tamén. Deste xeito, posto que as constantes de estrutura son distintas entre si,
podemos tomar a seguinte combinacion:

1 t 1 2 2 2
O T e te w922 T e e S = AL A+ Ag) — 4t

onde 7 = —3 (AT +A3+A3)+ A1 Ao+ A1 A3+ Ao A3 6 a curvatura escalar. No Lemaprobouse que

toda métrica invariante 4 esquerda critica con curvatura escalar cero é Einstein, logo podemos
: ; A2HAZ4 N2 . . P .

asumir que 7 # 0. Asi, obtemos ¢t = % e os polinomios §F; reddcense aos seguintes:

3331 = (2/\1 — Ay — /\3) p,
3352 = (2/\2 — A\ - /\3) b,
3T = (2A3 — A2 — A1) P,

onde p = A} — M (Ao 4+ A3) — Mi(Aa + A3)? 4+ (A2 — A3)%(A2 + A3). Se p # 0, as constantes de
estrutura deben ser iguais, polo que a métrica invariante 4 esquerda € Einstein. Estudemos o caso
no que se anula o polinomio p.

Se A\; = 0, temos que p = (A2 — A3)%(A\2 + A3). Polo tanto, aniilase se Ay = A3 (e a métrica
invariante 4 esquerda € Einstein) ou Ay = —\3, e a métrica invariante 4 esquerda é F;-critica para
t = —1 con operador de Ricci de rango un: Ric = diag[—2)3, 0, 0].

Se \; # 0, podemos reescalar a métrica para obtermos A\; = 1. Ademais, do mesmo xeito
que no traballo de J. Milnor [110], podemos realizar un cambio de constantes de estrutura de
xeito que

A= o+ 3, A= p+ s, A3 = p + po.

Utilizando simultaneamente o reescalado e o cambio de constantes de estrutura, temos
M=1 Xo=p+pus, Az=1+pu — ps.
Deste xeito, o polinomio p queda como segue:

p = (g + 1) + (2u + 1)ps — (201 + 1)pid

O polinomio resultante € de grao dous en pus3, polo que € posible resolver a ecuacién p = 0,
obtendo

_ 2+ 1) F V/(2p + 1) (ApF + 6pa + 1)
22 + 1) '
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M3

estd definido para p; € (——f, %) U (—#, +00). Polo tanto, unha métrica invariante a

esquerda dada por[(2.3)|con constantes de estrutura distintas entre si é F;-critica para algtin valor

de

t se e s6 se € homotética a unha métrica invariante 4 esquerda dada por \; = 1,
v @412 4 /(2m + D(Ap + 6 + 1)
2 22 +1) ’
\ (2u1 + 1)2 F /(211 + 1)(4p? + 6y + 1)
- 2(2u1 +1) '

Ademais, as constantes de estrutura son distintas se y1 ¢ {0, 1(1+1/5)}, 0 que completa o caso

2).

]

Observacion 2.5. As posibles métricas unimodulares F;-criticas amésanse na Figura[2.2.1] Ana-
lizando as diferentes posibilidades para as constantes de estrutura dos grupos de Lie de dimension
tres, observamos o seguinte:

1. O grupo de Heisenberg admite unha métrica non Einstein F;-critica se e s6 se t = —3.

2. O grupo de Poincaré F'(1,1) admite unha métrica F,-critica se e s6 se t = —1. Ademais,
E(1,1) non admite métricas Einstein.

3. O grupo euclideo F(2) de movementos rixidos do plano euclideo non admite métricas
JFi-criticas non Einstein.

4. Os grupos SL(2,R) ou O(1,2) admiten unha métrica F;-critica non Einstein se e s6 se

a) t € (-3, —%) e a métrica invariante 4 esquerda € homotética a unha determinada

polas constantes de estrutura (A, A, 1), con A dada por A = 5;32 < 0.

b) te (% (9 —5v/5), —1) e a métrica invariante 4 esquerda é homotética a unha determi-
nada polas constantes de estrutura do Teorema (2) para k € (—3(3++v/5), —1)\
{z1-V5)}.

5. Os grupos SO(3) e SU(2) admiten unha métrica F;-critica non Einstein se e sé se

a) t € (—00,—3) U (—3,00) e a métrica invariante 4 esquerda é homotética a unha
determinada polas constantes de estrutura (X, A, 1), con A dada por A = 5 > 0.

b) t e (%(9 4+ 5v/5), 00) e a métrica invariante 4 esquerda é homotética a unha determi-
nada polas constantes de estrutura do Teorema (2) para k € (—}1(3 —/5),00) \

{0,5(1=V5)}.

Observacion 2.6. Notese que para calquera valor de ¢ < —3, existen métricas invariantes 4
esquerda sobre SO(3) non Einstein e criticas. Ademais, estas métricas tefien curvaturas de Ricci
positivas e negativas, polo que a suposicion de ter curvatura seccional non negativa no Teorema
1.1 de [45] non pode ser eliminada.
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Caso (1): (\, A\, )

SU(2) ou SO(3) SL(2,R) ou O(1,2) SU(2) ou SO(3)
_______ Heis ~~ JRxN e
-3 9-5v5 -1 _1 9+5v5
2 E(1,1) 2 2
SL(2,R) or O(1,2) SU(2) or SO(3)

Caso (2): (1, A2, A3)

Figura 2.2.1: Rango de ¢ para métricas JF;-criticas en grupos de Lie unimodulares.

Paratodot € [—1, —3#) existen métricas invariantes 4 esquerda criticas sobre SO(3) determi-
nadas polas constantes de estrutura (A, A, 1) con % < A < 4. Ademais, as curvaturas seccionais
de ditas métricas son positivas, o que amosa a necesidade das condicions fixadas no Teorema 1.5
de [43].

Observacion 2.7. O grupo de isometrias dunha variedade homoxénea de dimension tres pode ser
de dimensidn tres, catro ou seis. O caso de dimension seis correspondese cos espazos de curva-
tura seccional constante. As variedades homoxéneas de dimension tres con grupo de isometria
de dimensién catro son simétricas (e polo tanto un produto R x N(c)) ou unha das seguintes
xeometrias: Nil3, SL(2,R) ou as esferas de Berger (véxase, por exemplo, [61]). A existencia de
métricas criticas sobre estas xeometrias vén dada polo Lema[2.2]e polo caso (1) do Teorema[2.4]
como se ilustra na Figura[2.2.1]

A xeometria Nil3, determinada pola métrica invariante 4 esquerda sobre o grupo de Hei-
senberg, correspéndese coa métrica descrita no caso (1.a) do Teorema 2.4 As xeometrias das
esferas de Berger e SL(2,R) correspéndense cos grupos de Lie unimodulares con métricas in-
variantes 4 esquerda determinadas polas constantes de estrutura (A, A, i) satisfacendo Ay > 0
no caso das esferas de Berger e Ax < 0 no caso da xeometria de SL(2,R). A curvatura escalar,
T = su(4X — p), é sempre distinta de cero no caso das xeometrias de SL(2,R), mentres que
pode ser cero no caso das esferas de Berger se 1 = 4\. Se 7 = 0, a métrica é critica para o
funcional S. Polo tanto, obtemos a seguinte conclusion:

Sexa (M, g) unha variedade homoxénea completa e simplemente conexa de dimen-
sion tres con grupo de isometrias de dimension catro. Enton, (M, g) € critica para
algun funcional cuadrdtico. Ademais, para calquera t € R, existe unha varieda-
de homoxénea de dimension tres con grupo de isometrias de dimension catro que é
Fi-critico para dito valor de t.

D
a enerxia do funcional vén dada por [|p[|* + ¢t72 = 2A\u3. Polo tanto, o funcional ten enerxia

As esferas de Berger e SL(2,R) son métricas J;-criticas para t = _L—i& con \ # }1“' Asi,
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positiva para as esferas de Berger e negativa para a xeometria de SL(2,R).

Observacion 2.8. Unha variedade homoxénea M = G/ K cunha accién transitiva dun subgrupo
de Lie GG do grupo de isometrias e cunha descomposicién redutiva g = ¢ & m € naturalmente
redutiva se

([X,Y]w, Z) + (Y, [X, Z]m) =0, paratodo X,Y,Z € m.

As variedades homoxéneas naturalmente redutivas constitien a clase madis sinxela de espazos
homoxéneos. Os espazos naturalmente redutivos completos e simplemente conexos de dimen-
sién tres foron clasificados por Tricerri e Vanhecke [131], os cales amosaron que son ou ben
un espazo forma ou isométricos a un grupo de Lie SU(2), SL(2,R) ou o grupo de Heisen-
berg Heisg dotados dunha métrica invariante & esquerda adecuada. Obtense do traballo [131]]
que dita métrica invariante 4 esquerda estd determinada por [(2.3)] con constantes de estrutura
(A1, A2, Az) = (A, A, ). Polo tanto, temos que

Todo espazo homoxéneo naturalmente redutivo é critico para algiin funcional cua-
drdtico da curvatura. Ademais, para todo t € R, existe un espazo homoxéneo natu-
ralmente redutivo non Einstein que é F;-critico.

Observacion 2.9. En [71] amo6sase que un grupo de Lie unimodular de dimension tres determi-
nado por é ciclico se e s6 se Ay + Ay + A3 = 0. Polo tanto, a dlxebra de Lie é isomorfa a
s[(2,R) con A3 = —(A1 + Aa), A, Ay > 0,0uae(l,1)con \y = —A3 >0e Ay = 0.

Enton, séguese do Teorema que un grupo de Lie unimodular ciclico € critico se e so se
t = —% out = —1. O primeiro caso correspéndese co grupo SL(2, R) con constantes de estrutura
(A, A, —2X) e o segundo caso co grupo de Poincaré E/(1,1) determinado polas constantes de
estrutura (A, 0, —\).

2.2.2. Métricas criticas en grupos de Lie non unimodulares

Sexa G un grupo de Lie non unimodular cunha métrica invariante 4 esquerda g e sexa
{e1, 9, €3} unha base ortonormal que describe o produto corchete da dlxebra de Lie g como
en[(2.4)] Os obxectos asociados 4 curvatura que desempefian un papel na expresion [(2.2)| estdn
determinados polas seguintes compofientes non nulas:

pler,er) = —2(a? =20+ 2) — 3(B+ )%,
e )= Yt — )

plea,e3) = (a0 — 2)B — ay,

ples, e3) = (4o + 2 — 4% = 8),
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2R[p](e1, e1) = da(a —2)(6 + (8 —7)%) + (B* —°)
+ 1082 + 4B~ + 1092 + 32,

4R[p](es, e2) = 8a* — 8a3 + 2(532% + 4y — % — 8)a?

—2(78% 4+ 2By — 572 — 16)«

+(B+7B(8 —7) +28° + 352y — %),
4R[pl(es,e3) = ((2 — ) — ay)(16 — 24a + 120 + 3(B + 7)?),

AR|p|(e5, e3) = 8a* — 5603 — 2(8% — 4By — 572 — 64)
—2(8% 4 1487 + 137 4 64)
— Bt = By + 382 + 5877 + 29* + 45 + 2097 + 64,

r=-8+2(2-a)a- 3B+

oI = 4a* — 16a° 4+ 4(8% + 7% +10)a® — 8(5* +° + 6)a
+ 1(B+7)(BB% + B2y + B7* + 37° + 32y) + 847 + 32.

As curvaturas de Ricci, € dicir, os autovalores do operador de Ricci, dunha métrica invariante
a esquerda satisfacendo [(2.4)| veiien dadas por

Ric; = =2 — 14+ (B +7)* + oo — 2)),
Ric; = =2 — 5/(4+ (B —7)2)((B+7)? + 4(a — 1)?),
Ricg = =24 §/(4 + (6 —7)2)((B +7)? + 4(a — 1)?).

Polo tanto, a partir destas expresions comprobamos que a métrica invariante 4 esquerda € Einstein
seesdsea=1e [ =—v.A curvatura escalar € estritamente negativa; en concreto, ¢ menor ou
igual que —6, valor que acada se e sO se a métrica € Einstein, polo que non hai métricas invariantes
4 esquerda non Einstein S-criticas nun grupo non unimodular. Ademais, unha métrica invariante
4 esquerda nun grupo non unimodular é simétrica se e sé se € Einstein ou ben satisfai 5 = vy e
det A = 0. No que resta de seccién excluiranse as métricas Einstein cando se faga referencia as
métricas criticas para funcionais cuadraticos.

Ao igual que fixemos no caso dos grupos unimodulares, consideramos o tensor de tipo (0,2)

asociado 4 ecuacion|(2.2)]
§ = Ap+2(Rlp] - 3loll*g) + 2tm(p — 379),

de xeito que as métricas criticas para o funcional F; son aquelas que anulan dito tensor. Dadas
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as expresions dos elementos da curvatura, as compoiientes non nulas do tensor son as seguintes:

h=—10@+4a-2a+(B+7)) x
(8+4(a—2)a+38% =287+ 37>+t (16 + 4(a — 2)a+ (B+7)%))
B =2 (8a" — 560° — 4a” (B° — 5v* — 32) — 2a (58 — 687 + 299° + 72)
—36% + (8% +40) v* — B (B> + 8) v + 168> + 587> + 67" + 64
+t(2(a = 5)a — (B8 =27)(B +7) +8) (16 + 4(a = 2)a + (8 +17)%)) ,
Fhs = — oy (da(2a — 5) + B2 +16) + (o — 2)B (4a(2cc — 3) + 3% + 8)
+ (= 2)B7? = 3ay® + t((a — 2)B — ay) (16 +4(a—2)a+ (B + 7)2) ,
3@3 - 31 - 3§2~
Dada a descricién do tensor §, estamos en condiciéns de dar o resultado de clasificacién das

métricas invariantes 4 esquerda criticas para algin funcional cuadritico en grupos de Lie non
unimodulares.

(2.10)

Teorema 2.10. Sexa G un grupo de Lie non unimodular de dimension tres. Unha métrica inva-
riante d esquerda non Einstein g en G é F;-critica se e so se a dlxebra de Lie g de G dada por
[(2.4)|se corresponde cun dos seguintes casos:

(1) A derivacion que determina o produto semidirecto é autoadxunta. Neste caso, o funcional
F; estd determinado por

2—detA P H+ala—2)+2

t= — —
4 —det A 4+ ala—2)+4

e a curvatura escalar vén dada por T = 2(det A — 4).

(2) A derivacion que determina o produto semidirecto ten determinante cero, det A = 0. Neste
caso, o funcional F, estd determinado por

. 8+3(B-1)"
16+ (B-)
e a curvatura escalar vén dada por T = —%(16 + (8 —7)?).

Demostracion. Dado o tensor §* descrito en[(2.10)] un grupo de Lie non unimodular admite unha
métrica invariante 4 esquerda J;-critica se e sO se as constantes de estrutura «, 3 e ~y satisfan as
ecuacions ﬁj = 0. Un célculo directo amosa que

(B = 2781 — 5(B+7)Ts + (0 = 1) = 2(8 — ) det A(7 + 6).

Como xa se mencionou antes, unha métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie non unimo-
dular € Einstein se e sO se a sua curvatura escalar € 7 = —6, polo que a anulacién do ultimo
factor da expresion anterior d4 lugar 4s métricas Einstein. En consecuencia, debemos estudar
dudas posibilidades:
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1. B=7,e
2. det A=0.

Se se cumpren simultaneamente ambas as ddas condicidéns, a métrica invariante 4 esquerda €
simétrica e a variedade escinde como produto, concretamente R x H?(—4). Este espazo estd
incluido na clasificacion dada no Lema Consideremos agora os dous casos de forma inde-
pendente.

Caso 1: B = ~.

Con esta condicion, os polinomios Sfj reducense a

Fu=-20"+(-1)?)q, Fh=
333 = —8q, 35 =

(7 + (a = 1)(a —4))q,
(7 + (a = 1)(a+2))q,

wloo wloo

ondeq = 2+ ala—2) +v* +t(4+ a(a —2) +~?). Atendendo 4 ecuaciéng%"i% = )0, temos que
_ Y Hta a—2)+2

ouben a = 1 ey = 0, e a métrica € Einstein, ou ben q = 0. Entén, ¢t = T ra(a—2) 14’

corresponde co primeiro caso do teorema.
Caso 2: det A = 0.
Con esta condicidn, os polinomios 3% reddcense a

o que se

h==3B=72+4)p, Fh=—3B8-1B+2y)+6a—-38)p,
by = (Bla—2) —ay)p, T4 =35 ((6—)(28 —27) +6a —4)p,

onde p = 8 +3(8 —7)> + t(16 + (8 — 7)?). Asi, i, = O seesése p = 0, é dicir, se e

p 8+3(8—7)2 £ . . e
sOset = —%. Entén, todo grupo non unimodular con det A = 0 admite unha métrica
invariante 4 esquerda J;-critica, o que se corresponde co segundo caso do teorema. ]

Observacion 2.11. As métricas criticas obtidas no caso (1) do Teorema satisfan ||p||* + t7% = 0,
é dicir, tefien enerxia cero. Por outra banda, as métricas obtidas no caso (2) satisfan ||p[|? +t7% =
—6(8 — ~)?. Polo tanto, toda métrica critica obtida no caso (2) ten enerxia negativa agés se
t = —%, que se corresponde coa variedade simétrica R x H?(—4) achada na interseccién dos
dous casos.

Observacion 2.12. Para calquera t € (—1, —%] existe unha métrica invariante a esquerda J;-
critica dada polo Teorema[2.10}1. O caso 2 deste teorema proporciona métricas J;-criticas para
os valores de ¢ € (—3, —3] (véxase a Figura . Para calquera valor de ¢ € (—1, —1), existen
métricas criticas dos dous tipos reflectidos no teorema. Porén, ditas métricas non son isométricas,
xa que as métricas do caso 1 tefien as tres curvaturas de Ricci distintas, mentres que as do caso 2
tefien ddas iguais: Ric; = Ricy = —3(8 4 (8 — 7)?) e Ricy = 3(6 — 7)%

Observacion 2.13. As métricas invariantes 4 esquerda nos grupos de Lie non unimodulares con
determinante da derivacion nulo, det A = 0, son isométricas a métricas invariantes 4 esquerda
no grupo linear especial SL(2,R) (véxase [[109]). De feito, o rango de ¢ obtido para os grupos
de Lie non unimodulares con det A = 0 coincide co obtido para SL(2,R) no estudo dos grupos
de Lie unimodulares, como se pode observar na Figura @



38 2 Métricas criticas homoxéneas riemannianas de dimension tres

detA=0

Figura 2.2.2: Rango de ¢ para as métricas J;-criticas en grupos de Lie non unimodulares.

SU(2) or SO(3)  SL(2,R) or O(1,2) SU(2) or SO(3)
B=r
Heis E(1,1) RxN

-3 9-5v5 -1 1 9+5v5
2 2 3 2
detA=0
SL(2,R) or O(1,2) SU(2) or SO(3)

Figura 2.2.3: Rango de ¢ para as métricas J;-criticas en espazos homoxéneos.

Observacion 2.14. Sexa G un grupo de Lie non unimodular descrito como en[(2.4)] A dlxebra de
Lie é un produto semidirecto Re; x t? inducido por unha derivacién A da dlxebra de Lie abeliana
t? xerada por t* = span{es, e3}. Se 3 = v, a derivacién é simétrica e, polo tanto, diagonalizable
nunha base ortogonal {vy, v3} con autovalores vy = 1 £ /72 + (o — 1)2. Asi, as constantes de
estrutura na base {v; = ey, v, v3} teflen a forma:

[U1,U2] = V40y, [Ulavs} = V_v3, [Uzyvzz] =0.

Sexan {v!, v? v3} as 1-formas duais correspondentes, as constantes de estrutura poden ser escri-
tas como dv! = 0, dv? = —v vt Av?, e dv® = —v_v! A v3. Asi, os grupos de Lie con métrica
invariante 4 esquerda obtidos no caso 1 do Teorema son isométricos a R? con coordenadas
(r,x,y) e a métrica
gay = dr® + e ¥ da® + e PV dy.
Dun xeito andlogo, se det A = 0, a dlxebra de Lie correspondente é un produto semidirecto
Re; x t? inducido por unha derivacién A de t* con autovalores v = 0 e u = 0. Se A fose

diagonal, o espazo seria localmente simétrico, polo que podemos asumir, reordenando a base de
ser necesario, que /3 # 0. Asi, a derivaciéon A diagonaliza na base

{Ug = aT_262 + e3,v3 = %62 + 63} .
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Nesta base, as constantes de estrutura poden ser escritas como dv' = 0, dv? = 0, e dv® =
—2v! A v3. Polo tanto, os grupos de Lie con métrica invariante 4 esquerda obtidos no caso 2 do
Teorema son isométricos a R? con coordenadas (7, z,y) e métrica

92 = dT + +B d + 2+52 _4rdy2 + 2(a(a;§)+52) 6_2dedy-
Observacion 2.15. Unha métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie dise ciclica se satisfai
Sxvz9([X,Y],Z) =0, sendo & yyz a notacién para a suma ciclicaen X, Y e Z. En [71] amé-
sase que unha métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie non unimodular de dimension tres
determinado por[(2.4)|¢ ciclica se e s se 5 = ~, 0 que se corresponde co caso 1 do Teorema[2.10
Polo tanto, pédese concluir que calquera métrica invariante 4 esquerda ciclica nun grupo de Lie
non unimodular é F;-critica para un t € (—1, —z] adecuado.

2.3. Casos especiais

Antes de abordarmos o estudo sistemdtico de todos os funcionais cuadréticos da curvatura e
obtermos a clasificacién presentada nas secciéns 2.1 e 2.2] outros autores estudaron funcionais
concretos cun significado xeométrico destacado. Nesta seccidn particularizanse os resultados xe-
rais obtidos no Lema[2.2]e nos Teoremas [2.4]e para algtns valores especificos do pardmetro
t con especial relevancia xeométrica, comparando cos resultados obtidos anteriormente na lite-
ratura, de ser o caso.

2.3.1. O funcional dado pola norma L? do tensor de curvatura: o valor

critico t = —i
O funcional determinado por t = —% é proporcional ao definido mediante a norma L? do ten-

sor de curvatura, R = [, ||R||*. Este funcional foi estudado con anterioridade por Lamontagne
en [98]], quen construiu métricas criticas non Einstein en S?.

Séguese do Lema[2.2]e dos Teoremas [2.4]e que unha métrica homoxénea non Einstein
de dimension tres € F;-critica para t = —}L se e sO se € unha métrica invariante a esquerda en
SO(3) ou SU(2) determinada polas constantes de estrutura da forma (X, A, 1 \). Isto completa
o traballo de Lamontagne, xa que demostra que as métricas construidas no seu traballo son as
unicas métricas homoxéneas criticas para este funcional. Neste caso, o operador de Ricci € da
forma Ric = %/\Qdiag[Q, 9,2], e a xeometria subxacente é a dunha esfera de Berger. Asi, para

este funcional obtemos a seguinte conclusion:

Un espazo localmente homoxéneo é critico para o funcional F_y 4 se e 50 se é Eins-
tein ou é a métrica invariante d esquerda na esfera S® construida por Lamontagne
en [98]].
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2.3.2. O funcional dado pola norma L? do tensor de Ricci: o valor critico
t=0

As métricas homoxéneas que son criticas para o funcional determinado pola norma L? do
tensor de Ricci son Einstein ou métricas invariantes 4 esquerda nos grupos de Lie unimodulares
SU(2) ou SO(3) determinadas polas constantes de estrutura da forma (X, A, 2)). Neste caso, o
operador de Ricci é da forma Ric = %)\Qdiag[l 2,1].

2.3.3. O funcional dado pola norma L? do tensor de Ricci sen traza: o valor

criticot = —%

Dada unha variedade riemanniana de dimensién tres (M, g), o tensor de Ricci sen traza,
Po=p— %Tg, mide canto dista a variedade de ser Einstein. O funcional determinado por ¢ = —%
correspéndese coa norma L? do tensor de Ricci sen traza. Tanno estudou a relacién de dito
funcional coas métricas Einstein en [[130]] e Sekigawa construiu métricas criticas non Einstein en
SU(2) en [121].

O Teorema [2.10] amosa que un grupo non unimodular admite unha métrica invariante 4 es-

querda F;-critica para t = —% se e sO se a variedade € Einstein. Por outra banda, o Teorema
[2.4 amosa que un grupo de Lie unimodular G admite unha métrica invariante 4 esquerda non
Einstein e J;-critica para t = —% se e s6 se G = SO(3) e a métrica invariante 4 esquerda estd

determinada polas constantes de estrutura da forma (\, A, }l)\). Neste caso, o operador de Ricci €
da forma Ric = g5 \*diag|7, 7, 1].

2.3.4. O funcional dado pola norma L? do tensor de Schouten: o valor cri-
5

ticot = T

Dado que a norma do tensor de Schouten dunha variedade de dimension tres vén dada
pola expresion ||S||> = |[|p|*> — 272, o funcional dado pola norma L? do tensor de Schou-
ten correspondese co funcional F; con t = —%. As métricas homoxéneas non Einstein criti-
cas para este funcional realizanse como métricas invariantes 4 esquerda en SO(3) ou SU(2)
con constantes de estrutura da forma (), A, 22)). Neste caso o operador de Ricci é da forma

743
Ric = 12 \2diag[37, 37, 6].

1849

2.3.5. O valor critico t = —g

Denotemos por 02(S) a segunda funcién simétrica elemental dos autovalores do tensor de
Schouten S. No caso das variedades de dimension tres, esta funcién vén dada por o5(S) =

—1(lplI* = 272), polo que [,, 02(S) = —31F_35. Gursky e Viaclovsky deron en [80] unha
caracterizacion dos espazos forma como métricas o5 (.5)-criticas con enerxia non negativa.
Séguese do Teorema que un grupo de Lie non unimodular é F;-critico parat = —% see

36 se estd determinado por[(2.:4)con 3 = ye o = 14, /1 — 2. Neste caso, as curvaturas de Ricci
son { —%, -2+ \/Tg’ -2 - ‘/?‘F’} e o funcional ten enerxia cero (véxase a Observacion . Un
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célculo directo amosa que a variedade non € localmente conformemente chd, o que deixa claro
que a compacidade € unha suposicion esencial no traballo de Gursky e Viaclovsky [80, Teorema
5.1]. Ademais, dado que 7 = —%, a suposicion 7 > 0 non pode ser excluida en [47]].

No caso unimodular, o Teorema amosa que un grupo de Lie unimodular G € critico
para F; cont = —3 se e s6 se G é SO(3) ou SU(2) e a métrica invariante 4 esquerda vén
dada polas constantes de estrutura da forma (A, A, %)\). O operador de Ricci € da forma Ric =
%diag[lQ, 19, 2] e, polo tanto, ten curvatura seccional positiva. A enerxia do funcional vén dada
por %X‘, polo que 05(.S) < 0. Estes exemplos, que se corresponden coas métricas criticas na
esfera S? contruidas en [[80], amosan que a suposicién de 09(S) > 0 é necesaria en [47].

2.3.6. O funcional dado polo polinomio de volume cuadratico: o valor cri-

: — 13
ticot = 1

Denotemos por V,,(r) o volume dunha esfera xeodésica, V,,(r) = vol{exp,(z) : [[z] < r}.
Se tomamos a expansion en serie de potencias, o termo de segunda orde estd determinado pola
curvatura escalar, mentres que o termo de orde catro vén dado polo polinomio cuadrético de
volume V, = 8||p||* — 3||R||* + 572 — 18AT (véxase [78]]). Polo tanto, o funcional cuadratico
determinado por este polinomio é

V:gHV(g)Z/

Valg)dvol, = [ (Sllol® = 3R] + 577} dvol,
M M

1

272, logo o funcional determinado polo poli-

En dimension tres sabemos que || R||*> = 2|p||* —
nomio cuadratico de volume € 2.F3/4.

Séguese dos resultados previos que unha variedade homoxénea de dimension tres € critica
para o funcional de volume se e sé se se corresponde cunha métrica invariante 4 esquerda dada
por [(2.3)| con constantes de estrutura da forma (A, A, 22)) realizada en SO(3) ou SU(2). Neste

caso o operador de Ricci € da forma Ric = %)\Qdiag[—l, —1,6].

2.3.7. O funcional dado polo polinomio espectral cuadratico: o valor criti-
cot = 2

O polinomio espectral cuadratico estd determinado por Sy = 2| R||> — 2||p||* + 572 + 12A7
(véxase [[12,/78]]). En dimension tres, o funcional xerado por este polinomio € equivalente a F».
Do Lema [2.2] e dos Teoremas [2.4] e [2.10] séguese que unha variedade homoxénea de dimension
tres € critica para o funcional espectral se e s6 se se corresponde cunha métrica invariante 4 es-
querda determinada por[(2.3)|con constantes de estrutura da forma (A, A, 2)\) realizada en SO(3)
ou SU(2). Neste caso, o operador de Ricci é da forma Ric = diag[0, 0, 2\?].

2.3.8. O valor critico t = —%

O polinomio cuadrético da distancia media dun movemento browniano estd determinado por
E = —6AT —||R||* +||p||* (véxase [92]). O funcional xerado por este polinomio correspondese
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con F_; /5 en dimension tres. Do Lema [2;2] obtemos que toda variedade simétrica de dimensién
tres € critica para este funcional e dos Teoremas [2.4] ¢ [2.10] séguese que as métricas invariantes 4
esquerda nun grupo de Lie arbitrario son JF_; jp-criticas se e s6 se son simétricas. Logo, obtemos
a seguinte conclusion que estende o Teorema 1.2 (i) en [45]:

Unha variedade (localmente) homoxénea non Einstein de dimension tres, completa
e simplemente conexa é critica para o funcional F_y;; se e so se se correspon-
de(localmente) cun produto R x N (c).

2.3.9. O valor criticot = —3

O grupo de Heisenberg € o unico grupo de Lie unimodular determinado polas constantes de
estrutura da forma (0,0, \). Séguese do Teoremal que o grupo de Heisenberg € critico para
t = —3, e dos demais resultados obtense que € a tinica métrica critica para dito funcional. Polo
tanto, concliese o seguinte:

Unha variedade localmente homoxénea de dimension tres, completa e simplemente
conexa é critica para o funcional F_3 se e 50 se se corresponde coa xeometria Nils.

Ademais, neste caso ||p||* — 372 = 0, polo que este funcional ten enerxia cero para Nils.

2.3.10. O valor criticot = —1

Un grupo de Lie non unimodular € F_;-critico se e sO se as constantes de estrutura estdn
determinadas por det A = 0 e v = [ + 2. Neste caso, o operador de Ricci ten autovalores
(—6,—6,2) € ||lp||> — > = —24 < 0.

Un grupo de Lie unimodular non Einstein é F_;-critico se e s se se corresponde cun dos
seguintes casos:

= O grupo de Poincaré E(1, 1) de movementos rixidos no plano de Minkowski cunha métrica
invariante 4 esquerda determinada polas constantes de estrutura da forma (0, A, —\). Neste
caso, o operador de Ricci € da forma Ric = diag[—2)?,0,0] e a enerxia do funcional é
cero.

= SL(2,R) ou O(1,2) cunha métrica invariante 4 esquerda determinada por (A, A, —\). O
operador de Ricci é da forma Ric = —X2diag[3,3,1] e [|p[|* — 7% = —2X* < 0.

A modo de conclusién, obtemos a seguinte afirmacion:
Unha variedade localmente homoxénea de dimension tres, completa e simplemente

conexa é critica para o funcional F_, con enerxia cero se e so se é isométrica ao
grupo de Lie E(1,1) coa xeometria Sols.
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2.4. Meétricas homoxéneas criticas e solitons de Ricci

Dado que tanto os solitons de Ricci coma as métricas criticas para funcionais cuadraticos
xeneralizan as métricas Einstein, é natural preguntarse se existe unha relacion entre elas e inves-
tigar, polo tanto, cal € a interseccion entre ambas xeneralizacions.

No contexto dos grupos de Lie, os nilsolitons son solitons de Ricci alxébricos que se realizan
sobre un grupo de Lie nilpotente. Lauret amosou en [99]] que estes solitons xorden como mé-
tricas criticas do seguinte xeito. Consideremos un espazo dotado dun produto interior (n, (-, -)).
O conxunto N dos corchetes de Lie nilpotentes en n, o cal é un subconxunto de A*n* ® n,
é invariante pola accion natural de GL(n) en A’n* ® n. Utilizamos o produto interior fixado
anteriormente (-, -) para considerar calquera ;. € AN coma unha variedade nilpotente homoxé-
nea (N, (-, -)), onde N, é o grupo de Lie simplemente conexo con dlxebra de Lie (n, ;1) dota-
do dunha métrica invariante 4 esquerda determinada polo produto interior, de tal xeito que os
elementos isométricos pertencen 4 mesma O(n)-6rbita. Sexa .# o funcional en A*n* @ n de-
finido como .7 (i) = tr Rici. Utilizando o produto interior inducido en A*n* ® n, definimos
S={ue An*®n: |n|| =1}, o conxunto de variedades nilpotentes asociadas a (n, (-, -)) de
curvatura escalar fixada, SN N = {u € N : 7(u) = —}l}. Neste contexto, temos o seguinte
resultado de Lauret.

Teorema 2.16 (Lauret [99]). Dado un elemento j € SON C A*n*®n, (N, (-, -)) € un nilsoliton
de Ricci se e so se . é un punto critico de .F restrinxido a S.

O propésito desta seccion € estender este resultado amosando que os soliténs de Ricci homo-
xéneos no caso tridimensional xorden como métricas criticas para certos funcionais cuadraticos
da curvatura.

Teorema 2.17. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana homoxénea de dimension tres. Enton,
(M, g) € un soliton de Ricci se e s6 se (M, g) é critica para un funcional cuadrdtico da curvatura
con enerxia cero.

Na Seccion [2.4.1] veremos que todo solitén de Ricci homoxéneo € critico para un funcional
cuadrdtico da curvatura con enerxfa cero, mentres que na[2.4.2Jamosaremos que todas as métricas
criticas obtidas para funcionais con enerxia cero son soliténs alxébricos (ver Lemas[2.18]e[2.19).
Deste xeito, o Teorema [2.17)é consecuencia directa das secciéns vindeiras.

2.4.1. Os solitons de Ricci homoxéneos son F;-criticos con enerxia cero

Sexa (M, g) unha variedade riemanniana homoxénea simplemente conexa de dimension tres
(no caso de non ser simplemente conexa, traballarase co recubrimento universal). Entén, o grupo
de isometrias ten dimension tres, catro ou seis, correspondéndose este dltimo caso coas varie-
dades de curvatura seccional constante. Se a dimension € catro, a variedade € isométrica a un
produto R x S? ou R x H?, 4 xeometria Nil3, a unha esfera de Berger, ou 4 xeometria SL(2, R).
Os espazos produto son simétricos, polo tanto son soliténs de Ricci gradientes rixidos, e consi-
derarémolos coma o caso (7). Nil3 é un soliton de Ricci alxébrico e sera considerado como caso
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(7). Pola sta parte, as esferas de Berger e a xeometria SL(2, R) son soliténs de Ricci se e s6 se
son Einstein, xa que admiten un grupo de isometrias semi-simple e transitivo [87].

Se o grupo de isometrias ten dimension tres, a variedade € isométrica a un grupo de Lie cunha
métrica invariante 4 esquerda e € un solitoén de Ricci se e s6 se € un solvsoliton [6]. Ademais, un
célculo directo seguindo [110] amosa que (M, g) é isométrica a un grupo de Lie simplemente
conexo determinado por unha destas dlxebras de Lie dadas nunha base ortonormal {ey, es, e3}
como

(ZZ’L) [61, 62] = O, [62, 63] = )\61, [63, 61] = —)\62.
(iv) [e1,es] = poea, [e1,e3] = pses, [es,es] = 0.

O caso (i7i) determina unha métrica invariante 4 esquerda no grupo de Poincar¢ E(1,1) con
rang {Ric} = 1 e constante do solitén ¢ = —2)?, o cal se corresponde coa xeometria Sols.
As métricas invariantes 4 esquerda do caso (iv) son isométricas a R? coa métrica g = dr? +
e 227 dx? + e~ 237dy?. Esta familia de variedades satisfai rang {Ric} > 2 e a constante do
solitén é ¢ = —(u3 + p3).

Relacionando estes catro casos co Lema[2.2] e os Teoremas [2.4] e podemos concluir o
seguinte.

(i) Os produtos simétricos R x S? e R x H? son F;-criticas se e s6 se t = —%. Ademais,
2 _ 1.2 _
ol =27 =0.

(ii) O grupo de Heisenberg é F;-critico se e s6 se t = —3. Ademais, ||p||*> — 372 = 0.
(#7i) O grupo de Poincaré admite unha métrica J;-criticas se e s6 se t = —1, correspondéndose
coa xeometria Sols. Ademais, ||p||? — 72 = 0.
. . g PR 7 2
(iv) Os grupos de Lie non unimodulares desta familia son F;-criticas se e s6 se t = — lol” —

2 2
_ 1 pptps £ : 2 2
2 W3 panarid COS pardmetros satisfacendo p5 + p5 # 0.

Polo tanto, todos os solitons de Ricci homoxéneos de dimension tres son variedades riemannianas
con métricas JF;-criticas con enerxia cero.

2.4.2. As métricas homoxéneas F;-criticas con enerxia cero son solitons de
Ricci

Toda métrica Einstein € un solitén de Ricci e tamén é F;-critica para calquera valor de ¢, polo

que o caso Einstein € trivial nesta andlise. Para toda variedade riemanniana de dimension tres
2

€ Einstein, logo para as métricas non Einstein con enerxia cero, o valor de ¢ debe ser estritamente
menor que —%. As métricas criticas homoxéneas foron estudadas nas seccions previas, polo que
podemos abordar o problema a partir dos resultados xa demostrados.

Polo Lema un produto R x S? ou R x H? é F;-critico se e s6 se t = —%. Neste caso a
enerxia do funcional vén dada por ||p||? — 172 = 2¢* — £(2¢)? = 0, onde ¢ é a curvatura seccional
de S* ou H2.

2 .
tense que 3|[p||2 > 72, polo que —12° < —s. Parat = —1, a enerxia é cero se e s6 se a métrica
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Dado o tensor F* definido en[(2.6)] consideremos agora o tensor (0,2) definido como

= _lel?

3’ = TS 72
Para o caso das métricas invariantes 4 esquerda en grupos de Lie unimodulares, definidas a partir
dos corchetes dados en [(2.3)] podemos realizar un cambio nas constantes de estrutura tal que
A = o + 3, Ao = 1 + 3 € A3 = 1 + po. Deste xeito, as compoinentes non nulas do tensor
expresadas na base {e1, e2, e3} son as seguintes:

= 7Ap + 27 R[p] — 2| p?p.

T = 8(po + ps) (165 (o — p13)® + pd (13 + 143) — 133 (p2 + p3))
Too = 811 + p13) (13 (1 — pa)? + g (18 + 1) — 13 pd(p + 1)) (2.11)
sz = 8 + p2) (13 (11 — p2)? + 113 (1 + p3) — pipss (i + pr2)) -

Traballaremos médulo permutacién de indices para anular os polinomios §;;. Se g = — /i1,

anulase o polinomio oo €
S = =Tz = 16piua(p3 — i),

Polo tanto, se g non € Einstein, tense que o = 0 ou us = +puy. Se pus = 0, as constan-
tes de estrutura satisfan (A, Ao, A\3) = (—p1,0, i1), correspondéndose co grupo de Poincare.
Se e = 44, as constantes de estrutura satisfan (A, Ao, A\3) = (0,0, 2p;) no caso positivo e
(A1, A2, A3) = (—2p1, 0, 0) no negativo, correspondéndose ambos casos co grupo de Heisenberg.

Se para todo 7 # j se ten que ji; + f; # 0, os factores da dereita das expresions en
deben anularse simultaneamente, € dicir, terase que a; = 0 con

=
w

I

=
=
|

=
no

o
+
=
[OV) )
=
—
+
=
o
|

=
=
=
+
=
N

Consideremos as combinacions

a1 + ag = 2 pig (papro(pn + p2) — (163 + 113) ps)
ar + a3 = 2pa s (paps(pn + ps) — (pf + 13) po)
ag + az = 2iapiz (papts(p + ps) — (1 + 13) pn) -

Se p1 = 0, séguese de as + a3 = 0 que p3us(ps + puz) = 0, mais dado que p; + p; # 0,
o polinomio non se anula. Seguindo un razoamento andlogo obtemos o mesmo resultado para
poe=0epz =0.
Se yu; # 0, parai = 1, 2, 3, tense que a; + ay = 0 se 3 = % Asi,
1 2
P () (13 — p3)
=4 2 213 .
(11 + p3)
Se a; + az = 0, entén 11y = po, mais neste caso tamén se ten que i3 = [ € a métrica € Einstein.
Polo tanto, podemos concluir o seguinte:

a; +as
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Lema 2.18. Sexa G un grupo de Lie unimodular de dimension tres. Unha métrica invariante d
esquerda g en G é F;-critica con enerxia cero se e so se se corresponde cun dos seguintes casos:

(a) G = E(1,1) € o grupo de Poincaré e a métrica estd determinada por|(2.3) con constantes
de estrutura (A1, Ao, A\3) = (=X, 0, \). Neste caso, a métrica é critica parat = —1.

(b) G = Heiss € o grupo de Heisenberg e a métrica estd determinada por [(2.3)| con constantes
de estrutura (A1, Ao, A3) = (0,0, \). Neste caso, a métrica € critica para t = —3.

Ademais, as variedades en (a) e (b) correspéndense cos casos (ii) e (iii) da seccion 2.4.1]
respectivamente, polo que ambos son solitons de Ricci.

Para o caso das métricas invariantes 4 esquerda en grupos de Lie non unimodulares, definidas
a partir dos corchetes dados en podemos realizar un cambio nas constantes de estrutura
talque o = 14+ &8 =14+, v=—-1—-E&ned = 1—¢ (véxase [110]). Sen perda
de xeneralidade, podemos asumir que &, > 0. Con este cambio, as curvaturas de Ricci dunha
métrica invariante d esquerda nun grupo de Lie non unimodular vefien dadas por

Ric; = —2(1 + (1 4+7H€%), Ricy = —2(1 + (1 +9¢), Ricg = —2(1 — (1 +n?)é).

Asi, a métrica € Einstein se e s6 se £ = 0, e € simétrica se e sé se € Einsteinoun =0e & =1,
correspondéndose neste caso cun produto R x HZ.
As compoiientes non nulas do tensor § expresadas na base {e, €2, €3} son as seguintes:

Su = —4nér, Fao = —n (3 —28 - (772 - 2)52 + (772 + 1)54) r,
Tz =—Fn+81), T3 =30=(E-Dr((n*+1)&+3),

onde r = 16n¢ (n* + 1). §1; andlase se € s6 se £ = 0, e a métrica € Einstein, oun = 0,e § = 0.
Polo tanto a métrica é critica con enerxia cero. Esta dltima condicién correspéndese co caso (iv)
da seccién [2.4.1] polo que a variedade resultante ¢ un soliton de Ricci. Asf, obtemos o seguinte
resultado.

Lema 2.19. Sexa G un grupo de Lie non unimodular de dimension tres. Unha métrica invariante
d esquerda g en G é Fy-critica con enerxia cero se e s6 se ) = 0, en cuxo caso (G, g) € un soliton
de Ricci.

llol?

Observacion 2.20. A diferenza do caso unimodular, onde o valor de { = — s esta fixado

para cada unha das familias obtidas, o valor de ¢ para os grupos de Lie non unimodulares é
2 . s, . . 2 .

t = — ;22 € (-1, —%] Polo tanto, existe unha métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie

non unimodular que é F;-critica con enerxia cero para cada t € (—1, —%] e o valor extremo
t = —% correspondese co caso Einstein.

Observacion 2.21. O operador de Ricci da familia non unimodular obtida vén dado por Ric =
—2diag[(1 + £2), (1 + &), (1 — &)], polo que ten tres autovalores diferentes e ten rango maximo
agas para ¢ = 1, en cuxo caso é unha variedade simétrica e rang {Ric} = 2. No caso do grupo
de Heisenberg, o operador de Ricci vén dado por Ric = —zdiag[A?, A%, —A?], polo que tamén
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satisfai rang {Ric} = 3, mais os autovalores non son diferentes. Por tltimo, o operador de Ricci
da métrica invariante 4 esquerda do grupo de Poincare vén dado por Ric = —2diag|0, A2, 0], polo

que ten rango un.
En conclusidn, as variedades non Einstein obtidas nesta seccidn non son isométricas.






Capitulo 3
Meétricas criticas homoxéneas riemannianas

de dimensidn catro

Neste capitulo seguiremos a lifia do estudado no capitulo previo mais nunha dimensién su-
perior. Traballaremos no dmbito homoxéneo, polo que tanto 7 como ||p|| son constantes e as
ecuacions (1.8)[redicense a

T(p—1rg) =0,  Ap+2(Rlp] - Lpl*g) +2t7 (p— Ltrg) =0. 3.1)

Centrandonos no caso no que a enerxia do funcional F; € cero, o valor de ¢ vén dado por ¢t =
—|lp||2772. Nétese que 7 = 0 implica que ||p||> = 0 e a métrica é ch4 [1]]. Polo tanto a segunda
ecuacion en|(3.1)| reddcese neste caso a

Ap+2R[p] =277 p[*p = 0, (3.2)

a cal caracteriza as métricas JF;-criticas con enerxia cero no caso homoxéneo. Ademais, dado
que toda variedade riemanniana satisfai ||p||* > }17'2, déndose a igualdade se e s6 se a métrica €
Einstein, unha métrica homoxénea € critica con enerxia cero se € s6 se t = —|[p[[*772 < —
onde se ten a igualdade sé para as métricas Einstein.

As métricas Einstein homoxéneas en dimension catro son simétricas (véxase [89]]). A métrica
produto S? x H? é asi mesmo simétrica e critica para todos os funcionais cuadraticos da curvatura.
A diferenza con respecto ds métricas Einstein € que a enerxia de calquera funcional J; definido
sobre S? x H? é ||p||* + t7% = ||p||* = 4. De feito, un cdlculo explicito amosa que a curvatura
escalar dunha métrica non Einstein Bach-cha (e, polo tanto, F_; 3-critica) nunca se anula [41] e
entén ningunha outra métrica € critica simultaneamente para os funcionais S e F_; 3.

Neste capitulo obteremos diversos resultados dependendo da variedade homoxénea sobre a
que esteamos traballando. Non obstante, podemos englobar todos estes resultados nun unico
teorema.

1
1’

Teorema 3.1. Unha métrica homoxénea é critica para algin funcional cuadrdtico da curvatura
con enerxia cero se e S0 se é homotético ou ben a un soliton de Ricci ou a unha métrica invariante
d esquerda en R x R? determinada por

le1,e4] = €1+ ces,  [ea,ea] = —(p+ 1)ea + hes, [es, es] = —cer — hey + pes,
con respecto a unha base ortonormal {e1, ... ,e,}, onde ¢* + h* # 0 e
. . : 2
(i) Se a constante de estrutura c = 0, enton p = Kk — %para K > \/73 e h?® = HQ%. Estas
P s, 4_
métricas son Fy-criticas parat = —‘11224_3 € (—o0, —3).

49
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(ii) Se a constante de estrutura p = —2, enton h = %\/9 —2c? para 0 < ¢ < % Estas
métricas son F_i3,4-criticas.

(iii) Se (p + 2)ch # 0, enton c e h son as solucions positivas de

2 — _ (2p+1)(8p3+15p*+3p+1) B2 — (p+1)(p—1)(5p3+12p*+1)
- (p+2)(5p2 —p—1) ’ - (p42)(5p% —p—1) )

para algiinp # 0, con p € (—00,(;) U (¢, —1) U (=% 1}?, 1+\ﬁ) onde (; = —2,433 ...

e (p = —1 697 . son as unicas soluciéns reais das ecuacions 5p® + 12p> +1 = 0
e 8p* + !9 + 3p + 1 = 0, respectivamente. Estas métricas son JF;-criticas para t =
. 30p*—3p®—6p—3 G( OO—§)

2(p*+p+1)(5p°—p—1) 2/

3.1. Espazos simétricos

Do mesmo xeito que en dimension tres, os espazos homoxéneos de dimension catro son
simétricos ou localmente isométricos a un grupo de Lie dotado dunha métrica invariante a es-
querda [10,/122]. A anélise dos espazos simétricos de dimension catro séguese considerando as
diferentes posibilidades para os autovalores do operador de Ricci. Asi, os espazos simétricos de
dimension catro son as seguintes métricas J;-criticas.

(i) Métricas Einstein: son criticas para todos os funcionais cuadraticos da curvatura e 7 # 0.

En particular, son Fy-criticas para t = —||p||*77% = —1.

(ii) Produtos localmente conformemente chans R x N3(x). Neste caso a métrica é F_y3-

critica. Ademais, a enerxia do funcional € cero, ||p[|* — 72 = 0.

(iii) Produtos localmente conformemente chans Ny (k) X No(—k). Neste caso a métrica é critica
para todos os funcionais cuadraticos da curvatura con enerxia ||p||? + 72 = 4x? # 0.

(iv) Produtos R* x N?(k). Neste caso a métrica é F_ jo-critica con enerxia cero.

(v) Produtos Ni (k1) x N3 (ks2) con k7 # k3. Neste caso a métrica é F_; jo-critica con enerxia

distinta de cero, ||p||* — 372 = —4k k2.

Polo tanto, todos os espazos simétricos de dimension catro son criticos para algin funcional
cuadratico da curvatura e as métricas dos casos (iii) e (v) ditos funcionais tefien enerxia distinta
de cero.

3.2. Grupos de Lie de dimension catro

Os grupos de Lie de dimensién catro son isomorfos aos produtos 5'7/(2, R)xRouSU(2) xR
ou, en caso contrario, son grupos de Lie resolubles que se corresponden coas extensions semidi-
rectas dos grupos euclideo e de Poincaré Rix E(2) e Rx F(1, 1), do grupo de Heisenberg R x H?,
ou do grupo abeliano R x R3 [[10]. Nas seguintes secciéns darase unha descricién explicita das
métricas invariantes a esquerda nestes grupos de Lie.
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3.2.1. Bases de Grobner

Ao longo deste capitulo atoparemos sistemas de ecuaciéns polindmicas {J3; = 0} nas cons-
tantes de estrutura dun grupo de Lie. Coa fin de obter unha clasificaciéon completa das métricas
criticas correspondentes, € necesario resolver os respectivos sistemas de ecuacions. Cando un
sistema € sinxelo, habitualmente € unha tarefa facil resolvelo. Porén, cando tanto o ndmero de
ecuacions como de variables aumenta, a mitido dan lugar a sistemas que non son manexables e
cuxas soluciéns non poden ser calculadas mediante un proceso directo. Porén, existen algunhas
estratexias que permiten abordar este tipo de problemas. Unha delas € o uso de bases de Grobner
que revisamos de forma breve. Para mais informacion, asi como para as demostracions pertinen-
tes, referimonos 4 monografia [60]].

Dado un conxunto S de polinomios 3; € R[xy, ..., x,], diremos que o vector @ = (a, ..., a,)
¢ unha solucién do sistema de ecuaciéns polindmicas determinadas por S se e s6 se P;(@) = 0
para todo i. E inmediato entén que @ é unha solucién do sistema de ecuaciéns determinado por
todos os polinomios no ideal Z = (3;) xerado por S, isto &, se dous conxuntos de polinomios
xeran o mesmo ideal, as sdas correspondentes raices son iguais. Asi, a estratexia para resolver
sistemas de ecuacidns determinados por polinomios complicados consistird en obter "mellores
polinomios"que pertenzan ao mesmo ideal, para o que utilizaremos a teoria de bases de Grobner.

Sexa x% = x{' -+ 2% con a € Z%, un monomio en R[xy, ..., x,]. Unha orde monomial é
calquera relacién no conxunto de monomios z® verificando as seguintes propiedades:

1. E un orde total en L3,
2. Sea>feyecZienténa +vy > 3 +7.

3. Z%, esta ben ordenado de forma que calquera subconxunto non baleiro de Z% ten un
primeiro elemento respecto 4 orde considerada.

A partir dunha orde dada en ZZ, obtense a correspondente ordenacién nos monomios. Para
0s Nnosos propésitos utilizaremos a orde lexicogrdfica e a orde lexicogrdfica inversa graduada.
Diremos que o >, (3 se no vector o — 3 € Z" o primeiro termo 4 esquerda non nulo € positivo,
e diremos que & >gcper 5 s€ |@f > |B] ou |a] = |B| e o termo non nulo mdis 4 dereita de
o — 8 € Z" é negativo.

Os elementos bdésicos na construcion das bases de Grobner son os termos principais dos
polinomios, que se definen como segue. Se P = > a,x* es un polinomio en Rz, ..., x,],
calquera orde monomial ordena os monomios de ‘B. O grao de B é o miximo de o € ZZ,
tal que a, # 0, onde o maximo se toma respecto 4 orde monomial considerada. O monomio
correspondente denominase termo principal, isto é, LT (B) = a,z°.

Sexa Z C Rlzy,...,x,] un ideal non nulo. Sexa LT(Z) o conxunto dos termos princi-
pais de todos os elementos de Z e sexa (LT(Z)) o ideal xerado polos elementos de LT(Z).
E importante destacar que se Z = (3;), entén (LT(Z)) pode ser estritamente méis grande
que o ideal (LT(3;)). Un subconxunto finito G = {gy,...,g,} dun ideal Z é unha base de
Grobner con respecto a unha ordenaciéon monomial se se dd a igualdade anterior, isto €, se
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O Teorema da base de Hilbert (véxase, por exemplo, [60, Capitulo 2]) garante que todo ideal
non nulo Z C R[zy, ..., z,| admite unha base de Grobner. Ademais, calquera base de Grobner
dun ideal Z € unha base de Z. Asi, unha estratexia para analizar as soluciéns dun sistema de
ecuacions polindmicas consistird en construir bases de Grobner do ideal xerado polos polinomios
na base de Grobner, coa esperanza de que sexan mdis abordables que as correspondentes aos
polinomios iniciais.

O algoritmo de Buchberger proporciona un método construtivo para obter unha base de Grob-
ner (véxase, por exemplo, [[63]). En calquera caso € importante sinalar que a construcion de ba-
ses de Grobner € extremadamente sensible 4 ordenacion escollida asi como 4 orde das variables
nos polinomios. Habitualmente sucede que para unha certa ordenacion € posible obter bases de
Grobner sinxelas cun nimero reducido de polinomios, mais para outras ordes tanto o nimero de
polinomios como a forma destes pode facer o problema inabordable. En consecuencia, indicare-
mos en cada caso tanto a orde das variables como a ordenacién monomial utilizada a fin de que
os calculos desenvolvidos poidan ser reproducibles.

3.3. Solitons de Ricci alxébricos de dimension catro

Os soliténs de Ricci alxébricos en grupos de Lie non resolubles de dimension catro son
isomorficamente homotéticos 4 unha métrica invariante 4 esquerda en SU(2) x R determinada
por

le1,e2) = €3, [er,e3] = —ey, [ea, €3] = ey,
onde {ej, €9, €3, €4} € unha base ortonormal da dlxebra de Lie s1(2) x v. Ademais, é localmente
conformemente cha (e polo tanto simétrica por [129]]) e homotético a un produto R x N3(k), o
cal € F_ 3-critico con enerxia cero.

Os soliténs de Ricci alxébricos en grupos de Lie resolubles de dimensién catro, tamén cha-
mados solvsoliténs, foron descritos por Lauret (véxase [[100]). Traballaremos médulo homote-
cias (o cal non preserva necesariamente a estrutura de grupo). Un célculo directo amosa que os
solvsolitons non simétricos de dimension catro son homotéticos a un dos seguintes casos, sendo
{eq, €9, €3, €4} unha base ortonormal da dlxebra de Lie correspondente:

(i) A métrica invariante 4 esquerda F_s-critica en R x R? dada por [es, €4] = ex+e3, [e3,e4] =
—(62 + 63).

(ii) A métrica invariante 4 esquerda J_3/o-critica en R x R3 dada por

le1, e4] = \%(62 +e3), ez, eq] = —%61 +eg, [es,eq] = —\%61 — €3.

(iii) A métrica invariante 4 esquerda en R x R?® dada pola derivacién autoadxunta

ler,ea] = €1, [ea,eq] = fea, [es, 4] = pes,
. L. _ 2.2
que é F-critica para t = —||p||*772 = —Q(fuggifpi}wﬂ) € [-1,—1),conf <pe

(f;p) ¢ {(0,0),(0,1), (1,1)}.
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(iv) A métrica invariante 4 esquerda en R x H? dada por

[617 62] = €3, [617 64] = aeq, [627 64] = de?) [637 64] = (CL + d)€37
que é Fy-critica para t = —||p||*772 = —m € [-3,—3), con a # d satisfacendo

4(a® + d* + ad) = 3.
Observacion 3.2. Ainda que as métricas invariantes 4 esquerda en R x R? dadas por
e1,e4] = €1+ ces,  [ea,eq] = fea,  [e3,eq] = —cer +es,

son soliténs de Ricci alxébricos, un célculo directo amosa que a curvatura seccional non depende
da constante de estrutura c, polo que, seguindo [97], temos que estas métricas son homotetica-
mente equivalentes (mais non isomorficamente equivalentes) a unha métrica con ¢ = 0, o que se
corresponde co caso (iii) con p = 1.

Observacion 3.3. A métrica produto en R x H? dada por [e1, es] = ez € un solitén de Ric-
ci alxébrico que € isomorficamente homotético 4 métrica (i) considerando a base ortogonal
{é, €3, €3, €4} dada por

él = 264, ég = —\/5(62 — 63), é3 = \/5(62 =+ 63), é4 = 261.

Analogamente, a métrica invariante 4 esquerda en R x H3 determinada polos corchetes
le1,€2] = e3, [ea,e4] = —eq é un solitén de Ricci alxébrico que é isomorficamente homotéti-
co 4 métrica (ii) considerando a base ortogonal {¢é, €5, €3, €, } dada por

€1 = €3 — €y, 53:\%(\/561‘1‘634'@4)7
€y = %5(\/561—63—64), €4 = —\/§€2~

Observacion 3.4. A métrica invariante 4 esquerda en R x E/(1, 1) determinada por
le1, €3] = ea, [e1,e4] = Aea, [e2,e3] = €1, [e,e4] = Aeq,

¢ un solitén de Ricci alxébrico F_;-critico. Considerando a base ortogonal {é;, é;, €3, €4} dada
por

b — — L Sy — ——1_ _
€ = AT (e1 +e2), €3 = Az 7 (Aes — ey),
bo — =1 _ 5o— 1
€27 Tz (e1—e2), €= grgles + Aea),
temos que esta métrica é isomorficamente homotética 4 métrica (iii) con f = —1ep = 0.

A Figura(3.3.1|representa o rango de valores de ¢ para os que existe un solitén de Ricci alxé-
brico de dimension catro que € critico para J;. Calculando o invariante homotético de segunda
orde 72| R||? e os autovalores do operador de Ricci, temos que as métricas (iii) non son homo-
téticas 4s métricas (iv). Ademais, un calculo directo amosa que a enerxia ||p||> + ¢72 € cero en
todos os casos. Polo tanto, séguese de [6] que os solitons de Ricci homoxéneos de dimension ca-
tro son J-criticos con enerxia cero. Mentres o reciproco € certo no caso simétrico de dimension
catro, a clase de métricas homoxéneas criticas con enerxia cero abrangue mais métricas ademais
dos soliténs de Ricci. De feito, no Corolario veremos que existen métricas J-criticas con
enerxia cero para todos os valores de ¢ < —%, valores que non toman os soliténs de Ricci.
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Figura 3.3.1: Rango de valores de ¢ nos que os solitons de Ricci alxébricos non Einstein son
JF-criticos

3.4. Meétricas invariantes a esquerda F;-criticas nos produtos
directos SL(2,R) x Re SU(2) x R

Sexa g = g3 X R unha extension directa da dlxebra de Lie unimodular g3 = s[(2,R) ou
g3 = su(2). Sexa (-, -) un produto interior en g e sexa (-, -)3 a notacion para a sda restricion a gs.
Seguindo o traballo de Milnor [110], existe unha base ortonormal {v, vy, v3} de g3 tal que

[V2,V3] = A1V, [V3,V1] = A\aVy, [V17V2] = A\3Vv3, (3.3)

onde Ai, Ao, A3 € Re A\ A\ A3 # 0. Ademais, o grupo de Lie asociado correspéndese con SU (2)
(respectivamente, SL(2,R)) se A1, A2, A3 non cambian de signo (respectivamente, se cambian de
S1gno).

Sexa {v1, Vo, v3,v4} unha base de g tal que {vy, vy, v3} vefien dados pola ecuacién e
g = g3 ® Rvy. Dado que Rv, non é necesariamente ortogonal a g3, definimos l;:i = (vy,Vy),
parai = 1,2, 3. Definimos é, = vy — ) . l;:ivi e normalizamos para obter unha base ortonormal
{e1,...,e4} de g = g3 ® R tal que

[61762] = Ases, [62763] = ey, [61, 63] = — A€y,
le1, e4) = %(/;73)\262 - /~€2>\3€3>> 2, 4] = %(/;?1)\363 - 7~€3)\1€1)7 (3.4
le3, 4] = %3(7232>\1€1 — kyhges), R>0.

Co obxectivo de simplificar as expresions, fixamos k; = %kl-.

Estas métricas invariantes 4 esquerda nunca son Einstein e tefien curvatura escalar
T = —% (N A2+ 22 = 2(M A2 + A g + A2)3)
+EE( Ay — A3)? + k3( A — A3)2 + k2 (N — \o)?}.

Polo tanto, as métricas S-criticas poden existir para os valores adecuados das constantes de
estrutura. O seguinte resultado amosa que as métricas invariantes 4 esquerda dadas por son
criticas para algun funcional cuadratico F; se € sO se son localmente conformemente chés (e
polo tanto localmente simétricas, seguindo o traballo de Takagi [[129]]), o cal s6 € posible para as
métricas invariantes 4 esquerda en SU(2) x R.
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Teorema 3.5. Unha métrica invariante d esquerda en SL(2,R) xR ou SU(2) x R € critica para
algun funcional cuadrdtico F,; se e so se é localmente conformemente chd. Ademais, dita métrica
estd determinada por [(3.4) con \y = \g = A3 = \ e é isométrica a un produto R x N3(k), con
k= \/4.

Demostracion. Unha métrica invariante 4 esquerda(3.4)|é F;-critica se e s6 se o tensor simétrico
de tipo (0,2) §* = Ap—3(||pl|*+t72)g+2R[p]+2t7p se anula. A condicion § = 0 determina un
sistema de ecuacions polindmicas nas constantes de estrutura e en t. Dado que as constantes de
estrutura son distintas de cero, podemos asumir que A; = 1, mantendo a mesma clase homotética.
Ademais, introducimos as variables adicionais A\, e \} para indicar que as constantes de estrutura
A2 € A3 son distintas de cero mediante os polinomios A2\, — 1 e A3\, — 1. No que resta da proba
traballaremos no anel de polinomios R[A}, A3, A, Ao, A1, k1, k2, k3, t] onde consideraremos a orde
lexicografica. O Teorema da base de Hilbert [60] garante que todo ideal non cero Z admiten unha
base de Grobner. Ademais, calquera base de Grobner para un ideal Z é unha base de 7 .

Coa fin de estudar a condicién de ser critica, consideramos de xeito separado o caso k; =
ks = 0,0 caso ky = 0, koks # 0, e 0 caso kikoks # 0. No segundo caso podemos sim-
plificar os factores non nulos ky e k3 considerando os polinomios ﬁ%’f(eg, e3)s ést(e% ey)
ki "
multiplicando os polinomios §*(e;, €;) con i # j coma no caso anterior. Sexan §*(e;, ¢;) os poli-
nomios §*(e;, e;) coas simplificacions correspondentes a cada caso e sexa Z o ideal xerado polos
polinomios F*(e;, e;) U {A\ — 1, Aoy — 1, \305 — 1}

Fixando k; = ko = 0, calculamos a base de Grobner do ideal Z; = (Z U {k;, k2 }) e obtemos
que os polinomios

e -—§'(es, e4). Analogamente, no dltimo caso simplificamos as variables non nulas ki, ks e k3

gn=3t+1, go=0N—-132 g3=2\—-X\—1,

pertencen ao ideal Z;. Asi, \y = Ao = A3 =1let = —%. Un célculo directo amosa que a métrica
subxacente € localmente conformemente chd e isométrica a un produto R x N3(k), onde N3(k)
¢ unha variedade de dimension tres de curvatura seccional constante.

Fixando k; = 0, koks # 0, construimos a base de Grobner para o ideal Z, = (Z U {k;}) e
obtemos que os polinomios

g1 = p(3t+1), g =p(ha—1)% ga3 =p(A3+ A2 — 2),

con p = (k3 + k2 + 1), pertencen ao ideal Z,. Un célculo directo amosa que os valores para as
constantes de estrutura e para o parimetro ¢ que anulan estes polinomios son 0s mesmos que 0s
obtidos no caso anterior.
Por tltimo, se k; # 0 para todo 7, calculamos unha base de Grobner para o ideal Z tal que os
polinomios
gn =a’(3t+1), gp=qt+1)-1),

g33 = q(2)\2 + 2)\3 — 9t — 7),

con q = (k% + k3 + k3 + 1), pertencen ao ideal Z. Deste xeito, o valores para as constantes
de estrutura e para o pardmetro ¢ que anulan estes tres polinomios simultaneamente son os xa
obtidos nos casos previos. ]
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Observacion 3.6. Ainda que no capitulo anterior se probou que os grupos de Lie de dimen-
sién tres SU(2) e 5’71(2,1@) admiten diferentes métricas F;-criticas, o grupo de Lie produto
SE(Q, R) x R non admite métricas invariantes 4 esquerda JF;-criticas. De feito, a métrica critica
obtida no Teorema [3.5]¢é realizada en SU(2) x R.

Observacion 3.7. Séguese do teorema previo que toda métrica homoxénea de dimension catro
JFi-critica non simétrica € isométrica a unha métrica invariante 4 esquerda nun grupo de Lie
resoluble.

3.5. Métricas invariantes 4 esquerda J;-criticasen R x F/(1,1)
eR x F(2)

Sexa g = R x g3 a extension semidirecta da dlxebra de Lie unimodular g3 = ¢(1,1) ou
g3 = ¢(2). Sexa (-, -) un produto interior en g e (-, -)3 a sda restricion a gs. Seguindo o traballo
de Milnor [110], existe unha base ortonormal {v;, vy, v3} de g3 tal que

[Va, V3] = Ayvy, [Vs, vi] = Agva, [V1,ve] =0, (3.5)

onde A, Ay € Re Ay # 0. Ademais, o grupo de Lie asociado correspéndese con F/(2) (res-
pectivamente, con F(1,1)) se A Ay > 0 (respectivamente, A\; Ay < 0). A dlxebra de derivaciéns
de g3 vefien dadas por

der(gs) = — - a,b,6,deR

Ogjk; j
Q
S QY
S QUM

o

Sexa {vi, Vs, v3,v4} unha base de g tal que {vi, vy, v3} vefien dados pola Ecuacion [(3.5)] e
g = Rv, @ g3. Dado que Rv, non € necesariamente ortogonal a g3, fixamos k; = (v;, v4), para
i=1,2,3.Sexa é = vy, — ), k;v; e normalicemos para obter a base ortonormal {e1, ..., e4} de
g =R & g5 tal que

le2, €3] = Areq, le1, €3] = —Azen,
le1,eq) = —%{661 — /\2(%1 + %3)62}, leg, e4] = —% (a+ 1233/\1)61 + 562}7 (3.6)
[63, 64] = —}% (5 — ];72/\1>61 + <J+ ];?1/\2)62}7 R > 0.

. Ademais,

]

A partir deste punto, fixamos a = —%, b = —
usaremos a notacion A = /\% + k3, C'=c— ko)
Deste xeito, a curvatura escalar vén dada por

1
T=—3 {(A2+1)(\ — Ao)? + 120" + C* + D},

de onde se segue que 7 = Oseesdseb = C = D = 0, Ay = A1, en cuxo caso a métrica é
chd. Un célculo directo amosa que unha métrica [(3.6)] é Einstein se e s6 se é chd, ou un produto
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de ddas superficies Ni(r) X No(k) no caso R x E(1,1), fixando A = C = D =0, \; = — )y,
b = £;. Unha métrica invariante 4 esquerda[(3.6)|é localmente simétricase e s6se C' = D =0
e A1 = )\ (en cuxo caso é localmente conformemente chd e a estrutura subxacente € a dun
produto R x N3(k)),ou C' = D =0, \; = =Xy e b? = (A% + 1)A3 (en cuxo caso a estrutura
subxacente ¢ a dun produto de superficies Ny (k1) X Na(k2)).

Teorema 3.8. Unha métrica invariante d esquerda en R x E(1,1) ou R x E(2) non simétrica é
critica para un funcional cuadrdtico da curvatura F; se e so se é isomorficamente homotética a
unha das seguintes:

(1) [e1,e3] = —Xeg, [e1,e4] = bey, [ea,e3] = e, [ea,e4] = bey, con X # 0,£1, b > 0 e
407 — (BN2 =20+ 3)b? — (A — 1)2\ = 0. Neste caso, t = —1;;\;;% e a enerxia do
funcional é distinto de cero.

(2) [e1,e3) = —e, [e1,e4] = €1, [ea, €3] = €1, €2, e4] = €9, €3, e4] = Des, con D # 0. Neste
caso, t = —?’DDQ—WLE e a enerxia do funcional é distinta de cero.

(3) [e1,e3] = —ea, [e1, e4] = bey, [e2, 3] = €1, [e2, €4] = bea, [e3,€4] = Des, conb >0, b # 1,
AD # 0, A2+ D? =1, 26" — (52 — A — 2)b? + (A — 1)\ = 0. Neste caso, t = —2o-243
e a enerxia do funcional é distinta de cero.

(4) [e1, e3] = eq, [e1, €4] = bey+ Aey, [ea, €3] = €1, [ea, e4] = Aej+bey, conb > 0eb?— A? # 1.
Neste caso, t = —%. A enerxia do funcional aniilase se e so se b = 0, en cuxo caso
Ric +2(A? + 1)Id é unha derivacion que determina un solitén de Ricci alxébrico.
Demostracion. Unha métrica invariante 4 esquerda € F;-critica se € s6 se o tensor simétrico de
tipo (0,2) ' = Ap—1(||pl|*+t7%)g+2R[p]+ 2t7p se anula. Ademais, as compoiientes F'(e;, ¢;)
son polinomios en ¢ e nas constantes de estrutura que determinan a métrica [(3.6)} Dado que as
constantes de estrutura \; e A, son distintas de cero, podemos simplificar os polinomios § (e, e,)

~ —t . .
e §'(e2,€4) que tefien estas constantes como factores, denotando por § (e;, e;) os polinomios

resultantes. Coa fin de resolver o sistema {§t(ei, e;) = 0} dun xeito mdis simple, dividiremos o
problema en dous casos, C' = 0e C' # 0.

Caso C' = 0. Asumindo que C' = 0, consideramos a homotecia que transforma \; en 1. N6-
tese que a isometria e; — —e, intercambia as constantes (A, A,b, D) e (A2, —A, —b,—D),
polo que podemos fixar b > 0 sen perda de xeneralidade. Ademais, introducimos a varia-
ble auxiliar X\, tal que A2\, = 1. No que resta de caso traballaremos no anel de polinomios
R[t, A1, Ay, Ao, b, A, C, D], onde usamos a orde lexicogrifica, e denotaremos por Z; o ideal xe-
rado polos polinomios F;(e;, e;) U {C, A\; — 1, A\g\, — 1}. Calculando a base de Grébner de Z;,
tense que o polinomio g; = A(A? + 1) D? pertence ao ideal. Polo tanto, ou A = 0 ou D = 0.

Caso A = C' = 0. Consideremos o ideal Z;; = (Z; U {A}) e calculamos a base de Grobner,
obtendo que o polinomio g;; = D(b* — 1)(D? + A3 — 1) estd no ideal. Polo tanto, temos unha
das seguintes posibilidades:

(i) Se A= C = D =0, calculamos a base de Grobner de Z{, = (Z;; U {D}) tal que
g = (N — 1)(Aa+ 1) (40" — (3X3 — 2X2 + 3)0% — (A2 — 1)°X,)
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pertence ao ideal.

Se A2 = 1 ent6én a métrica é localmente conformemente chd e polo tanto € un espazo
simétrico (see [[129]).

Se \y = —1 e b # £1 (a métrica € Einstein se b> = 1), entén a métrica € critica para o
. . 2 .

funcional F; determinado por ¢ = — 2555, Ademais, ||p||*> 4 t7> = —16b* e polo tanto

a enerxia antlase se e s6 se b = 0, en cuxo caso Ric+21Id é unha derivaciéon que de-

termina un soliton de Ricci alxébrico. Estes valores correspondense co caso particular da
posibilidade (4) con A = 0.

Por dltimo, se 46 — (3A\% — 2X\y + 3)0? — (Mg — 1)®Ay = 0 e Ay # +1, ent6n un cdlculo
directo amosa que

§t(€27 62) — §t<€17 61) = ()\g — 1) ((12b2 -+ ()\2 — 1)2)t + 3)\% — 2)\2 + 3)

e a métrica invariante 4 esquerda correspondente é F;-critica se e s6 se (120% + (Ay —
1)%)t 4 3X3 —2\5 + 3 = 0, en cuxo caso a enerxia do funcional vén dada por ||p||* +t7% =
4X\(Ag — 1)% # 0. Este caso correspéndese coa posibilidade (1).

(i) Se A=C =0eb®> =1,con D # 0, entén J, andlase se e s6 se (D?+ (\y — 2)\y +
13)t +3D? + (3Xa —2)A2 +3 = 0¢€ (Ay — 1)(D? + (A2 + 1)?) = 0, 0 que amosa que
A2 = 1. Ademais, a enerxia vén dada por ||p||? + t72 = —5D? # (. Deste xeito, este caso
correspondese coa posibilidade (2).

(iii) Se A=C =0,con D # 0,1? # 1 e D* 4+ )} — 1 = 0, ent6n o tensor g, antlase se e s6 se
(126% — 20 + 2)t + 307 — 209 + 3 = 0 and 26* — (502 — Ay — 2)b2 + (Ao — 1) Ay = 0. Este
caso correspéndese coa posibilidade (3), en cuxo caso a enerxia vén dada por ||p||> +t7% =
(A2 — 1)(96% + (30* — 2)\2) # 0.

Caso C' =D =0, A # 0. SexaZ15 = (Z; U {D}). Calculamos a base de Grobner do ideal Z;5
e temos que o polinomio g1» = A(A% + 1)%(\; — 1)(\g + 1)? pertence a Z;,. Dado que A # 0,
temos ddas posibilidades:

(i) SeC =D =0,A4+#0e X = 1,entén F,(e3,e3) = —3F,(e;,e;) = 6b*(3t + 1), i # 3.
Ademais, a métrica € localmente conformemente chd e, polo tanto, simétrica.

(i) SeC =D =0,A # 0e Xy = —1, entén a métrica é F;-critica se e s6 se (A% + 30? + )t+
A2 + 1% +1 = 0, e a métrica é localmente simétrica se e s se b> — A% = 1. Ademais, a
enerxia ||p||? + t72 = —160? anilase se € s6 se b = 0, en cuxo caso Ric +2(A% + 1)1d é
unha derivacion da dlxebra de Lie que determina un solitén de Ricci alxébrico. Este caso
correspondese coa posibilidade (4) con A # 0.

Caso C # 0. Asumimos que C' # 0, polo que podemos tomar a métrica da mesma clase ho-
motética con C' = 1. No que resta de proba, fixamos o anel de polinomios R[t, A\, A2, 4,0, C, D]
coa orde lexicografica e denotamos por Z, o ideal xerado polos polinomios F;(e;, e;) U {C — 1}.
Calculamos a base de Grobner do ideal e obtemos que o polinomio

gs = AV’ (D? — 1)(16A° + 9)(D* + 1)*(A*D* + 6A°D* + A + 9D?)
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pertence a Z,. Asi, séguese que b = 0, A = 0 ou D? = 1.

Caso b = 0. Calculando a base de Grobner do ideal Zy; = (Z, U {b}) temos que go; =
ND(A% + 1)(2(A%2 + DA+ 7) e gy = M3(A% + 1)(\; + D?)\y) pertence a Zy;. Dado que
A1 A2 # 0 séguese que non existen métricas criticas neste caso.

Caso A = 0, b # 0. Calculando a base de Grébner de Zo; = (Z, U {A}) temos que o

polinomio gas = bD(A; — \g) pertence ao ideal Zs,.

Se Ay = Ay, entén F(ea, e4) = ((D?* + 120* + 1)t + 3D? + 3b* + A? + 3), 0 que amosa
que t = —%. Como consecuencia, §(e3, e3) = 2(b* — A?)(4b? + D* + 1). Fixando
b?> = A\? temos unha métrica critica con enerxia ||p[|? + t7% = —5A?(D? + 1) # 0. Consideramos
a base ortogonal

6, = — =1 - 6y = — =1 6r = L 6, = L
€1 = >\1‘/7D2+1(D€1 es), €a = N D2+1(61 + Dey), é3 = N 63 €4 = g,

onde (¢;,€;) = 3z (e;, €;). Agora, un cdlculo directo amosa que os corchetes de Lie estdn deter-
1
minados por

[élaé?)] == _627 [61764] — éh [éQaéS] - éla [527é4] - é?a [63764] = - b €2,

e polo tanto estas métricas son homotéticas as dadas na posibilidade (2).
Se D =0e A; # )\, entdn séguese de

Tilea,ea) = 3 ((120* + (M — A2)® + 1)t + 30 + 3A7 — 2\ X0 + 3)

3b%+3A7—2A1 A2+3

T O Un cdlculo directo amosa que §; = 0 se e s6 se

quet =

467 4+ B2(303 — 93 + 21 \g + 13)
— X(4A3 — A3 £ TAZA, — 2002+ 4); + 9N) =0,

(0> =AM —=X3+1)=0.
Dado que \; # Ay, non existe solucién con b? = A\2. Asi, A2 — A2 + 1 = 0 e a primeira ecuacién
redicese a 2b* — (3A2 — M\ Ay — 5)b% + (A2 — A\ Xy — 1)A\2 = 0. Ademais, a enerxia, que vén

dada por ||p||? + t72 = —2A3 + 22\ A3 — 2(30% — 1)A3 + 662\ Ny — 312, € distinta de cero nas
condicions dadas. Considerando a base ortogonal

s -1 s _ -1 P | 5 _ =1

€1 = 3,62 €2 = 3, 61, €3 = 3, €3 €4 = 5, €4,
~ o~ _ 1 ) : : : /A / b ! 1
tal que (€;,€;) = /\—g(ez, e;) e introducimos novas variables \' = g1, 0 = =2 e D’ = —+-. Un
célculo directo amosa que os corchetes de Lie estan determinados por
~ o~ !~ ~ o~ / ~ ~ o~ ~ ~ o~ !~ ~ o~ /~
[617 63] =—A €2, [617 64] =b €1, [627 63] = €1, [627 64] =b €2, [637 64] =D €2

e, ademais, as condiciéns en \j, Ay € b implica que b’ # +1, D' # 0, (N)> + (D')? = 1e
200 — (5(N)2 = XN =2)(V)* + (N — 1)X = 0. Asi, estas métricas son homotéticas aos dados
na posibilidade (3).
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Caso D* =1, b # 0, A # 0. Calculamos a base de Grobner do ideal Zo3 = (Z, U {D?* — 1})
e temos que o polinomio

g23 = Ab* (256 A%b* + 416 A%b? + 288 A%b* + 144 A" + 2254 + 81)
pertence ao ideal Z,3. Asi, Ab # 0 implica que non existen métricas criticas neste caso. ]
Observacion 3.9. As métricas JF;-criticas non simétricas no Teorema [3.8| realizanse en R x

E(1,1) e R x E(2) como se indica na Figura Os rangos do pardmetro ¢ tamén se inclien
na figura.

-3 -3 1 -} -i-Fse
| | | | | | | > ¢
[ [ [ [ [ [ [
a Rx E(1,1) o 1 : o——0
Rx E(2) 1 1 LT
@ Rx E2) & 1 : —0
® BxER) e
4 Rx E(L1) | | = |

Figura 3.5.1: Valores de ¢ con métricas criticas realizadasen R x F(1,1) e R x E(2).

A métrica no Caso (4) correspondente a ¢t = —1 € a Unica métrica critica con enerxia cero, a
cal se corresponde co solitén de Ricci alxébrico en R x E(1,1), e é isomorficamente homotética
a un soliton de Ricci alxébrico (iii) da seccion [3.3] como se reflicte na Observacién[3.4] A tnica
métrica Bach-cha non simétrica é a métrica invariante 4 esquerda en R x F(1, 1) correspéndese
co Caso (1) parat = —3% (véxase [41]).

3.6. Meétricas invariantes 4 esquerda F;-criticas en R x H°

Sexa g = R x h? unha extensién semidirecta da dlxebra de Heisenberg h>. Sexa (-,-) un
produto interior en g € (-, )3 a sia restricion a h>. Enton, existe unha base ortonormal {v, vo, v3}
de b3 tal que (véxase [110])

[V37V2] =0, [V37V1] =0, [V1,V2] = A3V3, (3.7)

onde A3 # 0 € un nimero real. A dlxebra de Lie de todas as derivaciéns de h* vén dada respecto
da base {v, vy, v3} por

a1 Qo 0
der(f]3) = Qg1 99 0 ; Qg f, heR
h [ o+ ag
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Rotamos os elementos da base {vy, v} de xeito que a matriz A = («;;) se descomp6n como a
suma da matriz diagonal e da matriz antisimétrica. Asf,

a ¢ 0
der(h?®) = —c d 0 ];acdfhe
h f a+d

e consideramos a dlxebra de Lie g = Rv, ® h* dada por

[V, Vo] =0, [Vy, V1] = avy — vy + hV3,
[vs, vi1] =0, [Vy, Vo] = Evl +dvsy + fvg,
[Vi, Vo] = Vs, [va,vs] = (a+d)vs

Dado que Rv, non é necesariamente ortogonal a b3, fixamos INQ = (v;,v4), parai = 1,2, 3. Sexa

é4 = v4 — ., kiv; e normalicémolo para obter unha base ortonormal {ey, ... ,e4} de g = R P b?
tal que
[61, 62] = 7es, [61, 64] = —%{&el — 662 + (iL + ]%2’}/)63}, (3 8)
les, 4] = =g (@ + d)es, [ea, ea] = —{Ger +dea + (f — k17)es}, R>0.
_ _ _z& _ _d _ _f
Co obxectivo de 51mp11ﬁcar as expresions, fixamos a = R, c= -z, d = — 5 f= — 5
h=— h sk = R . e usamos a notacion F' = f — ky;ye H = h + kory.

Observaczon 3.10. As métricas invariantes 4 esquerda en R x H?3 sempre tefien curvatura escalar
distinta de cero, dada por 7 = —3 (4 (3a? + 3d® + bad) + F? + H? + ~?), e son Einstein se e s6
se

[617 62] = yes, [617 64] = :l:%’)/@l — CEa, [627 64] = ey + %/7627 [637 64] = :l:,y€37

en cuxo caso correspéndense co espazo hiperbdlico complexo, que € a inica métrica invariante
4 esquerda simétrica en R x H?3.

Observacion 3.11. Sexa (-, -) unha métrica invariante 4 esquerda en R x H? dada por[(3-8) con
constantes de estrutura (v, a, ¢, d, H, F'). Considerando a isometria ¢, = —es, € = €1, €3 = €3,
€4 = ey4, as constantes de estrutura cambian a (v, d, ¢,a, —F, H). Polo tanto, calquera métrica
invariante 4 esquerda con [’ = 0 € isométrica a unha métrica invariante 4 esquerda con
H =0.

Teorema 3.12. Unha métrica invariante d esquerda non simétrica en Rx H? é critica para algiin
funcional cuadrdtico da curvatura con enerxia cero se e so se é un soliton de Ricci. Ademais, é
homotética a unha das seguintes variedades:

(1) O produto directo R x H3, coa métrica determinada por [e1, e5] = es.

(2) [e1,e2] = es, [e1,e4] = aey, [ea,e4] = des € [e3,e4] = (a + d)es,
onde a < de4(a*+ d* + ad) — 3 = 0.
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(3) [61, 62] = €3¢ [62,64] = —er.

Demostracion. Dado que a curvatura escalar € distinta de cero, o funcional F; con enerxia cero
vén dado por t = —||p||>772, onde a curvatura escalar estd determinada pola expresién 7 =
—2(4(3a® 4+ 3d* + 5ad) + F2+ H* + %) e
[pll? = § (48(a* 4 d*) + 128(a*d + ad®) + 8(a’c* + 22ad® + *d?) — 16ac*d
+2((9F? + 8H?)a* + (F* + H?)c* + (8F* + 9H?)d?)
+12 (FHac + 2(F? + H?)ad — FHed) + 3(F? + H? +42)?%) .
Sexa § = Ap + 2R[p] — 277Y|p||?p o tensor simétrico de tipo (0, 2) F; correspondente ao valor
de t = —||p||>7~2. Un calculo directo amosa que F(¢;, ¢;) = —5-B;;, onde P;; é un polinomio
nas constantes de estrutura, as cales reescalamos para asumir que v = 1 e traballar asi con
unha métrica na mesma clase homotética. Ao longo da proba fixaremos o anel de polinomios

Rle,d, a,, F, H] coa orde lexicogrifica e denotaremos por Z o ideal xerado polos polinomios
Bi; U {y — 1}. Calculando a base de Grébner de Z obtemos que o polinomio

g = —27d3H*(F — H)*(F + H)* (AH* +9) (H* — 3H? + 3)
x (40320H® + 168000 H + 361540 H* + 320715 H2 + 221778)
X (8791776 H® — 31713192H° + 26269971 H* + 28379169 H? + 5316979)
x (7103859130368 H'2 + 12415693357056 10 + 14169581874944 H
+ 7086287541696 H® — 3795976137789 H'*
+3367138842540 H? + 794285563500)

pertence ao ideal € polo tanto a®> H*(F — H)*(F + H)? = 0, dado que o resto de factores carecen
de raices reais. Asi, este polinomio antlase se H = 0,a =0ou H = £F.
Caso H = 0 A compoiiente Boy = —7 c¢F'(d — 5a) dd lugar ds seguintes posibilidades.
Caso H = ¢ = 0 Consideramos o ideal Z;; = (Z U {H, c}) e calculamos a base de Grobner
de xeito que obtemos que o polinomio
g1 = a*F*(4F* +9) (a* (9F* — 20F? + 16)
4242 (F2 + 1) (9F* + 5F2 — 16) + (3F* + 8F2 + 5)2)
pertence a Zy,. Asi aF' = 0.
Se F' = 0, entdén tense que
P = 2(4(a®+d*+ad) — 3) (2a*> + 3d* + 4ad) ,
Poo = 2(4(a® + d* + ad) — 3) (3a® + 2d* + 4ad) ,
Paz = —2 (4 (a® + d* + ad) — 3) (4a* + 4d* + 7ad) ,
Paa = =P — Poo — P,

e*P;; = 0 parai # j. Asi, a métrica estd determinada por

[617 62] = €3, [617 64] = aeq, [627 64} = d€2, [635 64] = (a + d)@g,
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cona=d=0oua#ded(a®+ d*>+ ad) = 3. Se a # d, ent6én usando a isometria e4 — —ey
podemos fixar a < d. Estes casos correspondense coas posibilidades (1) e (2), respectivamente.

Sea =0, F # 0, ent6n tense que P14 = 4d>F(3F? +5) e asi d = 0, dado que o caso F' = 0
xa foi considerado anteriormente. Un cdlculo directo amosa que § = Oseesdésed = 0, e a
métrica estd determinada por

[61762] = €3, [62, 64] = Fes.

Consideramos a base ortogonal dada por

€1 = 61—F€4),€2

1
F2i1 ( \/ﬁe% €3 = \/ﬁe& €4 = F2+1 (Fey + e4).

Noétese que o tnico corchete non nulo con esta base é [é1, é;] = €3 e, dado que o produto inte-
rior satisfai (é;,€;) = ﬁ(ei, e;), a métrica do grupo de Lie é isomorfa 4 métrica produto da
posibilidade (1).

Caso H = F = 0, ¢ # 0 Consideramos o ideal Z;, = (Z U {H, F'}) e calculamos a base de
Grobner, obtendo asi que o polinomio

g1 = —27a°c (4a® — 1)2 (784a* — 840a” + 81)

pertence a Z;5. Dado que o caso ¢ = 0 foi considerado anteriormente séguese que a(4a® —

1) (784a* — 840a® +81) = Oeasia = 0,a®> = 1, a®> = 2L, ou a = 2. Mediante unha
substitucion directa nos polinomios J3;; tense que os casos a* = 27 e a’ 3 non proporcionan

ningunha solucion.
Asumimos que a = 0. Ent6n

mgg = 4d2(402d2 - 02 - 8d2 + 6),
Pas = —2d*(162d* 4 2¢* + 4d* — 3),

de onde se segue que d = 0 e o tensor § se anula identicamente. A métrica invariante 4 esquerda
vén dada por

[61, 62] = €3, [@1764] = —Cey, [62, 64} = ceq.

A curvatura seccional € independente do pardmetro c e polo tanto a métrica ¢ homotética a unha
métrica con ¢ = 0 (véxase [97]), a cal se corresponde coa posibilidade (1).

Asumimos agora que a? = 1 e consideramos o ideal 7}, = (Z;» U {4a* — 1}). Calculamos a
base de Grobner e obtemos que o polinomio

gl, = c(4d* — 1)(3d* + 5ad + 1)

pertence ao ideal Z;,. Asi, dado que ¢ # 0 e 4a* = 1, tense que 4d> = 1. Agora os polinomios
Py =Oparai#je

Pii =P = —Paz = —Puu = —%(402 — 1)(4ad - 1).
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Se a = d, entén a métrica € Einstein, polo que as condicidns anteriores redicense a a = —d e
a? = d* = ¢ = 1. A métrica vén dada por

[617 62] = é€s, [61, 64] = ae; — gaey, [62, 64] = gae; — aey,

onde 2 = 1 e 4a% = 1. Consideramos a base ortonormal dada por

s -1 . 5o -1 5o L 5o
el—Qaﬂ(sel ), eg—ﬁ(el—i—eeg), €3 = 5-€3, €4 = —cey.

Agora, os corchetes non nulos nesta base son [é;, é;] = €3 and [é3, é4] = —€;, 0 que amosa que
as métricas obtidas se corresponden coas dadas na posibilidade (3).

Caso H = d — 5a = 0, cF' # 0 Consideramos Z3 = (Z U {H,d — 5a}), calculamos a base
de Grobner e obtemos que o polinomio

g3 = a’c(412a® + F? + 1)

pertence a Z;3. Dado que o caso ¢ = 0 foi estudado anteriormente, séguese que a = O e asid = 0.
Ent6n, un célculo directo amosa que Py = —c?F? # 0.
Caso a = 0, H # 0 Consideramos o ideal Z, = (Z U {a}) e calculamos a base de Grobner,
obtendo que o polinomio
gy = d*H(F? + H* + 12d* + 1)

pertence a Z,. Asid = 0 e By = —c*(F? + H?), o que implica que ¢ = 0 dado que H # 0. Un
calculo directo amosa que § = 0 e a métrica vén dada por

le1,e2] = €3, [e1,e4] = Hes, [ez,e4] = Fes.

Considerando a base ortogonal dada por

€ = (F2+H2+i)\/F2+H2 (Fey — Hey — (F? + H?)ey), €3 = \/ﬁeg,
€9 = —1 (H61+F62), é4:m<F61_H62+64)7

V/ (F2+H2+1)(F2+H?)

o tnico corchete non nulo nesta base é [€;, é2] = €5. Ademais, para todo i, j tense que (&;,€;) =
m%, e;), 0 que amosa que a métrica co grupo de Lie ¢ isomorfa 4 métrica produto na
posibilidade (1).

Caso H = +F, a # 0, H # 0 Consideramos Z3 = (Z U { > — H?}) e calculamos a base de
Grobner, obtendo que o polinomio

g = —27a*F?*(27F* + 5)(4a* — 2F* — 1)

pertence a Z3. Asi 4a®> —2F? — 1 =0dadoque a # 0 e F = £H # 0. Sexa T = (Z3 U {4a* —
2F? — 1}). Calculamos a base de Grobner de 7} e obtemos que

gh = F(4a® + 3d* + bad) (4d*> — 2F* — 1)
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pertence a 75, o que implica que 4d*> — 2F? — 1 = ( e polo tanto d = 4a. Fixando H = ¢F, con
€2 =1, sed = a entén

PBus = —3F*(160F* + (64¢* + 218) F* + 36¢” + 69) # 0.

Asi, necesariamente d = —a € P33 = —(2F? + 1)?(4¢®> — 2F? — 1), o que implica que 4¢* —
2F? — 1 = 0, e usando esta condicién tense que P13 = 3F(2F% + 1)(c + £a), de onde se obtén

¢ = —ea. Agora, un célculo directo amosa que o tensor § se anula baixo as condiciéns H = ¢F/,
d=—a,c= —cae4a® —2F? — 1 = 0, e a métrica invariante 4 esquerda vén dada por
[e1,e2] = e3, le1,eq] = aey + caes +cFes, [es,e4) = —cae; — aes + Fles.

Consideramos unha base ortogonal dada por
_ 1 s 1
€1 = 2av/2 (661 + 62)7 €3 = 2a63a

ez:ﬁ(el—eeQ—QF&;), €y = j2 (Fei —eFey +ey4).

Agora, os tnicos corchetes non nulos son [€, €] = €3 e [é,€4] = —é;. Ademais, (é;,€;) =
WIH (ei, €;), 0 que amosa que as métricas dadas anteriormente son isomorficamente homotéticas
4 métrica na posibilidade (3). O]

Observacion 3.13. As métricas dadas nas posibilidades (1) e (3) no Teorema [3.12] son isomorfi-
camente homotéticas a métricas invariantes 4 esquerda no grupo de Lie R x R3 como se amosou
na Observacion Polo tanto, correspéndense cos solitons de Ricci alxébricos (i) e (ii) como
se discutiu na seccion [3.3] A posibilidade (2) correspéndese co (iv) da seccién[3.3]

Observacion 3.14. O operador de Ricci da métrica invariante 4 esquerda no Teorema [3.12}(1)
¢ da forma Ric = diag[—3, —3, 3,0], mentres que para as métricas no Teorema 3.121(2) é da
forma Ric = — diag[2(1 — d?),2d(a + d) + 1,2ad + 1, 3]. O operador de Ricci da métrica dada
no Teorema (3) é da forma Ric = diag[0, —1,1, —1].

)9
Observacion 3.15. Seguindo un argumento similar ao aplicado no Teorema [3.12] podemos obter
as métricas invariantes 4 esquerda JF;-criticas en R x H? con enerxia distinta de cero. Asi, temos
o0 seguinte:

Unha métrica invariante d esquerda non simétrica en R x H? é critica para algiin
funcional cuadrdtico da curvatura con enerxia distinta de cero se e s6 se é homoté-
tica a unha das seguintes variedades:

(1) [e1,e2] = e3, [e1,eq] = aer, [ea, e4] = aey, [es,e4] = 2aes, con a # 0,:&%.
2

Ademais t = —Sﬁzzﬂ) € (—=3,—3) U (=3, —+) con enerxia ||p||* + t7* =

—36a>. Para a eleccion especial de a = 1 (respectivamente, a = —1) a métrica

é autodual (respectivamente, anti-autodual) e polo tanto Bach-chd (equivalen-
temente JF_y3-critica) [062]].
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(2) [e1,ea] = es, [261, e%] = aey + Hes, [es,e4] = des, [e3,e4] = (a + d)es,
onde a = —%, d # —2a, H # 0, e as constantes de estrutura d, H
satisfan

4d° +5(3H* — 1)d* + (18H" + 6H* + 13) &* + (H* 4+ 1)*(7TH* — 3) = 0.
a2 2 a 2
Ademais, t = —1(3:2?3;21(;:;&2; +11) (-3, —1—76) e a enerxia sempre é distinta
de cero.

(3) [e1,e2] = e3, [e1,eq] = aer — cey, [e2,e4] = cer + des, [e3,e4] = (a + d)es,
onde c 7& , a d, a # 5d e os pardmetros a, d estdn restrinxidos polas
ecuacions

3a* 4+ 4c% 4+ 3d*> 4+ 10ad = 0,  32¢* + 32ac*d + 8¢* — 28ad — 9 = 0.
Ademais, t = &atig;fmg“il llpll*> + t72 = —8c* + 28ad + 9, o que
amosa que a enerxia se anula se e so se a? = 2 = % e d = —a. Ademais,
te (_ ) g;)

Observacion 3.16. Na Figura[3.6.1|represéntanse os valores de ¢ para as métricas criticas obtidas
no Teorema [3.12]e na Observacién

[
w
|
ol

0

Enerxia

Enerxia # 0

T~ T — - - — - e ———

Figura 3.6.1: Valores de t para os que existen métricas invariantes 4 esquerda en R x H? criticas,
distinguindo entre as que tefien enerxia cero e distinta de cero.

3.7. Meétricas invariantes 4 esquerda F;-criticas en R x R?

Sexa g = R x 3 unha extensién semidirecta da dlxebra de Lie abeliana v*. Sexa (-,-) un
produto interior en g e (-, -)3 a sta restricion a v3. A dlxebra de Lie de todas as derivaciéns D
de ©® € gI(3,R). Se fixamos D € gl(3,R), existe unha base (-, -)3-ortonormal {vy, vy, v3} de t3
onde ® se descompdén como suma dunha matriz diagonal e unha matriz antisimétrica. Asi
—b —c

der(v?) = [ —h |;abe by D
h

Oy TN
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Agora, o produto semidirecto correspondente g = Rv, x t2 vén dado por

[Vla V2] - 07 [V17V3] - 07 [V27V3] - 07 [V47V1] - gLV‘I + BVQ -+ 6V37

[V4, Vz] = —BVl -+ f~V2 + ;lV;g, [V4, Vg] = —6V1 — iLVQ —|—]5V3,

con respecto a unha base {vy, vq, v3, v4} tal que g = Rvy@span{vy, vy, v3}. Dado que Rv, non
é necesariamente ortogonal a v3, fixamos k; = (v;,v4), parai = 1,2,3. Sexaéy = vy — >, k;V;

e normalicemos para obter unha base ortonormal {ey, ..., e, } de g = R @ t? tal que
le1, ea) = —5{aer + bea + Gez}, ez ea] = —5{—ber + feo + hes}, 49)
[63,64] = —}%{—561 — 7162 +]563}, R >0. .
No que segue, fixamos a = —%, f = —L p=—L b=-L2 c=—Leh=—1

Observacion 3.17. As métricas invariantes 4 esquerda [(3.9)] estdn determinadas por un vector
(a, f,p,b,c,h) € RO. A isometria (&1, €, €3,€4) = (€9, €1, €3, €4) amosa que (a, f,p,b,c, h) ~
(f,a,p,—b, h,c). Analogamente, (€1, €y, €3,€4) = (€3, €2, €1,€4) da lugar a (a, f,p,b,c,h) ~
(p, f,a,—h, —c, —b) e a isometria (€y, €, €3, €4) = (€1, €3, €9, €4) mostra que (a, f,p, b, ¢, h) ~
(a,p, f,c,b,—h).
Observacion 3.18. Unha métrica invariante 4 esquerda ¢ Einstein se e so se a parte au-
toadxunta da derivacién é un multiplo da identidade, « = f = p, en cuxo caso a curvatu-
ra seccional é constante K = —a?®. Ademais, a curvatura escalar dunha métrica [3.9), 7 =
—2(a®+ f> + p* +a(f + p) + fp), antdlase se e s6 se a métrica € cha.

Comezaremos estudando o caso das métricas JF;-criticas con enerxia cero. No caso non chan,
temos que t = —||p[|*’7 % e

ol = (a® + 2+ 1)’ + (a® + f2 4+ p*) (a + [ +p)°
+2b%(a — [)? + 2¢*(a — p)* + 21%(f — p)*.
Teorema 3.19. Unha métrica invariante d esquerda non simétrica en R x R? é critica para

algtin funcional cuadrdtico da curvatura con enerxia cero se e so se é homotética a unha métrica
invariante d esquerda determinada polas seguintes dlxebras de Lie:

(1) [62, 64] = €2 + €3 € [63, 64} = —(62 + 63).
(2) [er,ea] = 5(e2 +e3), [e2,ea] = —T5e1 + ez e [e5,e4] = — 51 — €3,

3) le1,es] = eq, lea, e4] = feg e |es, e4] = pes, onde as constantes de estrutura f < p satisfdn
(

(f;p) ¢ {(0,0),(0,1), (1,1)}.

e[S

(4) [e1,eq] = €1, [ea,e4] = —(k + 3)e2 + hes, [es,e4] = —hes + (kK — 3)es, onde K > B e
B2 — p24r243
4r7—3"

(5) [e1,e4] = €1 + ces, [ea,e4] = ea + hes e [es, e4) = —cey — hey — 2e3, onde 2(¢* + h?) = 9

conc,h € (0, \%)
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(6) [e1,e4] = €1 +ces, [ea,e4] = —(p+ 1)ea+ hes, [e3, e4] = —ce; — hes + pes, cos parametros
_ (2p+1)(8p®+15p>+3p+1) e h? — (p+1)(p—1)(5p3+12p%+1) £0,
(p+2)(5p2—p—1) pr2)6p2p-1) P

p € (—00,(1) U (¢, —1) U (1_1;({71, 1%() onde ( e (, son as tinicas solucions reais de

5p° +12p% +1 = 0e 8p® + 15p* + 3p + 1 = 0, respectivamente.

¢, h > 0 determinados por ¢* =

Ademais, as métricas dadas en (1)-(3) son soliténs de Ricci alxébricos, mentres que as dadas
en (4)-(6) non o son.

Demostracion. Sexa § = Ap + 2R[p] — 277 Y|p||*p o tensor simétrico de tipo (0, 2) F; corres-
pondente ao valor de t = —||p||>7~2. Considerando a parte autoadxunta da derivacién dada por
diagla, f, p|, dividimos o estudo en dous casos distintos, afp = 0 e afp # 0. No primeiro caso
podemos asumir, tras unha posible rotacion, que a = 0.

Caso a = 0. Distinguiremos 0s casos nos que a parte autoadxunta da derivacion é de rango
un ou dous. A observacion [3.18] amosa que a métrica é chd se e s6 se a parte autoadxunta da
derivacion se anula.

Caso a = 0, f = 0, p # 0. Neste caso, §(eq,eq) = —2p*(c* + h?), de onde se segue
que ¢ = h = 0 e asi a métrica é localmente simétrica e localmente isométrica a un produto
R? x N?%(k), o cal é un solitén de Ricci gradiente rixido.

Caso a = 0, fp # 0. Reescalamos para fixar f = 1 e traballar cunha métrica homotética a

orixinal. Agora §(es, es) = — > ’_’:;)il (b% + cp? + h%(p — 1)?), de onde se segue que p = —1,

b=c=h=0,oub=c=0ep=1.

(i) Casoa =0, f =1,p # 0,b = ¢ = h = 0. Un célculo directo amosa que § = 0 e
Ric +(p* 4 1) Id € unha derivacion que determina un solitén de Ricci alxébrico, o cal é un
caso particular da posibilidade (3) (véxase a Observacion [3.17). Ademais, p # 1 dado que
a métrica € localmente simétrica en caso contrario.

(i) Casoa =0, f =1 = —p. Neste caso § estd determinado por
—18(er,e1) = Flea, e2) = Fles, e3) = 6bch,
Sler,ea) = —b(20* —4c* — h* + 1),
Sler,e3) = —c(4b? — 2%+ h? — 1),
S(ez,e3) = h(b*+ ¢ —8h* +8).

Dado que bch = 0, consideramos as distintas posibilidades Nétese que o caso b = ¢ =
h = 0 estd incluido no estudo do caso (i). Se b = 0, entén necesariamente temos que ¢ = 0
e h? = 1, o que implica que

[62, 64] = e9 + h637 [63, 64] = —heg — €3, h2 =1.

A métrica é F_s-critica e Ric +6 Id € unha derivacién que determina un solitén de Ricci
alxébrico. Ademais, a isometria e; — —es intercambia o signo de h. Asi, podemos asumir
que h = 1, o que se corresponde coa posibilidade (1). Por tltimo, se b # 0, entén séguese
que ¢ = b? = 3 e h = 0. Neste caso a métrica, determinada por

[617 64] = b62 + Ces, [627 64] = _bel + €2, [637 64] = —ceé1 — €3,
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€ JF_3/o-critica e Ric +3 Id € unha derivacion que determina un solitén de Ricci alxébrico.
Seguindo o mesmo argumento que no caso anterior, es — —es € e3 — —e3 determinan
isometrias que intercambian os signos de b e ¢, respectivamente. Asi, podemos asumir que
b=c= Lz, 0 que se corresponde coa posibilidade (2).

(iii) Casoa =0, f = p =1, b = ¢ = 0. Un célculo directo amosa que a estrutura é localmente
conformemente cha e localmente isométrica a un produto R x N3(x), que é un solitén de
Ricci gradiente rixido.

Caso a fp # 0. Un célculo directo amosa que

S(enes) = ~(at f+D)?E,

-
onde g = b?(a — f)*+ c*(a — p)* + h%(f — p)?. Deste xeito, consideraremos de forma separada
oscasosa+ f+p=0ea—+ f+p+# 0, é dicir, distinguiremos os casos nos que a traza da parte
autoadxunta da derivacién € nula dos que non.

Caso a + f +p = 0. Fixando f = —(a + p) temos que

S(e1,e1) = 6bch(a+ 2p), Fl(ea, ea) = 6bch(a —p), F(es,e3) = —6bch(2a + p),

0 que amosa que a parte antisimétrica da derivacion satisfai bch = 0. Pola Observacién
podemos asumir que b = (. Traballando coa métrica homotética determinada por a = 1, o tensor
§ reddcese s compoientes non nulas

c(2(p—1) (P*+4p+1)c?—(p® —9p> —15p—4)h?+(p—1)° (p* +p+1))

‘3’(617 63) = - p2+p+1 9
h((p>+9p%+3p—4)c?—(2p+1)(4p> +4p—2)h2 +(2p+1)3 (P> +p+1))
3’(627 63) = - p2+p+1 .

Ademais, usando novamente a Observacion|3.17] basta con analizar os seguintes casos: ¢ = h =
O,ouc=0eh #0,o0uch#0.

(i) Se ¢ = h = 0, entdén o tensor § anidlase identicamente e, ademais, Ric —1—2(]92 +p+1)¢é
unha derivacion que determina un solitén de Ricci alxébrico. A métrica, determinada por

[617 64] = €1, [627 64] = _(p + 1)627 [637 64] = pes,
¢ un caso particular das dadas na posibilidade (3) (véxase a Observacién [3.17).
(i) Sec=0e h # 0, entén § redicese a

h(2p+1)(h?(4p+4p—2)—(2p+1)% (p*>+p+1)
3(627 63) = ( p2+p+1 ) .

Asumindo que 2p+1 = 0, a curvatura seccional non depende do pardmetro /, 0 que amosa
que a métrica é homotética a unha métrica invariante a4 esquerda do caso anterior(véxase
[97]). En caso contrario, temos a condicion h?(4p* +4p —2) — (2p+ 1)*(p* +p+1) = 0.
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(111)

Fixando k = p + 1, esta ecuacion é da forma k(4 + 3) — h2(4k% — 3) = 0. Asi K > ¥3

ou/<;<—‘/7§e

[evea] = ex, [ea,ea = = (5 +3) €2+ hes, [es,ea] = —hes + (v —3) es.

Ademais e; — ez determina unha isometria que intercambia o signo de e de h. Deste
xeito, podemos restrinxir o estudo a kK > %g Un célculo directo amosa que estes grupos
de Lie, que se corresponden coa posibilidade (4), non son soliténs de Ricci alxébricos.

Se ch # 0, entén a métrica vén dada por

le1, eq) = €1 +ces, [ea,eq] = —(p+ 1)es + hes,
les, e4] = —cey — hes + pes,

onde os pardametros ¢ e h estdn determinados polas expresions F(e1, e3) e F(eq, e3). Se
(p+2)(5p? —p—1) # 0, entén
2 — _ Cor)EP+15p°+3p41) - p2 _ (p=1)(p+1)(5pP+12p° +1)
(p+2)(5p*—p-1) (p+2)(5p*—p—1)

Ademais, estas métricas son JF;-criticas con enerxia cero e non son solitons de Ricci alxé-
bricos. Dado que a isometria e; — —e, intercambia h con —h, e e3 — —e3 intercambia ¢
con —c e h con —h simultaneamente, podemos asumir que ¢ > 0 e A > 0. Esta situacion
correspondese coa posibilidade (6).

Se p = —2 obtemos
Fler,e3) = =3c(2(* +h?) —9), Flea, e3) = —3h(2(c* + h*) —9),

de onde se segue que c e h estan limitados por 2(c* + h?) = 9. Noétese que a isometria
e1 — €9 intercambia ¢ e h. Ademais, es — —e, Intercambia A con —h e a isometria
e3 — —eg intercambia o signo de c e h simultaneamente. Polo tanto, podemos asumir
quec > 0eh > 0efixar h = 5v/9—2¢2 con 0 < ¢ < . Estas métricas, que se
corresponden coa posibilidade (5), non son soliténs de Ricci alxébricos.

Finalmente, o caso 5p? — p — 1 = 0 correspéndese cos valores de p = %0(1 ++v21),eun
calculo directo amosa que este caso non proporciona métricas J;-criticas con enerxia cero.

Casoa+f+p # 0eg = b*(a—f)*+c*(a—p)*+h?(f—p)* = 0. Séguese da Observacién(3.17,
que basta con considerar as seguintes situacidons non simétricas:

(1)

(ii)

Se b= c = h = 0, entén a métrica é F;-critica con enerxia cero € Ric +(a® + f2+ p?) Id é
unha derivacién que determina un solitén de Ricci alxébrico. Ademais, estas métricas son
isomorficamente homotéticas ds da posibilidade (3) (véxase a Observacién [3.17).

Seb=h=0,c+# 0ep=a,entdn fixando a = 1 a métrica esta na clase homotética de
[617 64] =€ + Cces, [627 64] = f€27 [637 64] = —C€ + €3,

e un célculo directo amosa que a curvatura seccional € independente da constante de es-
trutura c. Séguese do traballo de Kulkarni (véxase [97]) que a métrica é homotética a unha
métrica con ¢ = 0, a cal é un caso particular da posibilidade (i). ]



3.7 Métricas invariantes 4 esquerda F;-criticas en R x R3 71

Observacion 3.20. As métricas no Teorema [3.19}(1) correspondense cos soliténs de Ricci alxé-
bricos (i) na Seccion[3.3] As métricas invariantes 4 esquerda no Teorema[3.19}(2) correspéndense
cos soliténs de Ricci alxébricos (ii), mentres que as métricas dadas no Teorema [3.19}(3) se co-
rresponden cos (ii1) na Seccion

Corolario 3.21. Unha métrica invariante d esquerda en R x R3 é critica para algiin funcional
cuadrdtico da curvatura con enerxia cero se e so se é homotético ou ben a un solitén de Ricci ou
a unha métrica invariante d esquerda determinada por

le1,ea] = €1+ ces,  [ez,ea) = —(p+1)ea + hey,  [es,e4] = —cer — hey + pes,
con respecto a unha base ortonormal {e1, ... ,e,}, onde ¢* + h* # 0 e
. 7z 2
(i) Se a constante de estrutura c = 0, entéon p = k — %para K > ‘/75 e h? = RQ%. Estas
. . 4_
métricas son Fy-criticas parat = —‘11224_3 € (—o0, —3).

(ii) Se a constante de estrutura p = —2, enton h = %\/9 —2c2 para 0 < ¢ < . Estas

V2
métricas son F_i3,4-criticas.

(iii) Se (p + 2)ch # 0, enton c e h son as solucions positivas de

2 (2p+1)(8p3+15p>+3p+1) B2 — (p+1)(p—1)(5p°+12p>+1)

C = T G P+ pr—p-1)

para alginp # 0, con p € (—00,¢(1) U (¢, —1) U (%ﬁ, %ﬁ), onde (; = —2,433 ...

e (o = —1,697... son as unicas soluciéns reais das ecuacions 5p® + 12p*> +1 = 0

e 8p> + 152]32 + 3p + 1 = 0, respectivamente. Estas métricas son JF;-criticas para t =
__ 30p*—3p*—6p—3 c (—oo _§)
2(p*+p+1)(5p°—p—1) ro2s

Demostracion. Analizamos as métricas criticas dadas no Teorema [3.19] que non son soliténs de
Ricci alxébricos. Considerando as métricas invariantes d esquerda dadas no Teorema [3.19}(4),
temos que t = —‘11221:3 € (—o0, —3). Isto correspéndese coa posibilidade (i).

A posibilidade (ii) correspéndese coas métricas no Teorema [3.19-(5). Un calculo directo
amosa que estas métricas son J_34-criticas.

Consideremos agora unha métrica descrita como no Teorema [3.19}(6). Un calculo directo
amosa que o rango do pardmetro p estd limitado pola positividade dos cocientes que determinan
c? e h?. Ademais, estas métricas son F;-criticas para t = —2(1)32(:{’;;%’(25;23;31) € (—o0, —%), 0
que se corresponde coa posibilidade (iii).

No que segue amosamos que ningunha destas métricas estd na clase homotética dun solitén
de Ricci alxébrico. Obsérvese que os soliténs de Ricci non Einstein son F;-criticos para t = —1

2
e t = —3 no caso simétrico, ou para t = —3,¢ = —3

Sou—1<t< —% noutro caso (véxase a
Figura[3.3.1). Dado que os valores criticos das posibilidades (i) e (ii) non se corresponden co de
ningun solitén de Ricci alxébrico, as métricas correspondentes non son soliténs de Ricci.

Para as métricas da posibilidade (iii) basta con analizar o caso critico para J_3, que se co-
rresponde con valor de p = %6(1 + \/ﬁ), en cuxo caso o invariante homotético de terceira orde



72 3 Meétricas criticas homoxéneas riemannianas de dimension catro

Voll? 4 Vo2 .2 . s
% vén dado por % = —%. Por outra banda, os soliténs de Ricci alxébricos cont = —3

en R x R? correspéndense coas métricas dadas no Teorema (1), cuxo invariante homotético

. , Voll? L. ey eqe
de terceira orde vén dado por HT—§H = —8&, 0 que amosa que as métricas da posibilidade (ii1) con

p = 75(1 & +/33) non son soliténs de Ricci. ]

Observacion 3.22. Seguindo un argumento similar ao aplicado no Teorema (3.19, podemos obter
as métricas invariantes 4 esquerda F;-criticas en R x R3 con enerxia distinta de cero. Asi, temos
o0 seguinte:

Unha métrica invariante d esquerda non simétrica en R x R3 é critica para algiin
funcional cuadrdtico da curvatura con enerxia distinta de cero se e s6 se é homoté-
tica a unha das seguintes variedades:

(1) le1, eq] = er, [e2,e4] = fea + hes, [es,eq] = —hea — (f — 3)es, conh # 0 e
362 — 36h% — 24f — 5 = 0. Ademais t = —% (=3, —1—51) con enerxia
ol + 72 = — 112

(2) le1, eq] = aer +bes, [ea, €] = —ber + sea + bes, [e3,e4] = —bea — (a — 3 )es,
. 2
conb > 0e9a® —18b* — 6a — 8 = 0. Ademais t = — 5t € (-3, —15) con
enerxia ||p||* + tm* = —5b%

Observacion 3.23. Na Figura[3.7.T|represéntanse os valores de ¢ para as métricas criticas obtidas
no Teorema e na Observacién[3.22]

T3 -3 1 ~15 —1u —1

| | | | | | —t
@ 1 o
2@ ¢ A R
[ )N 3 e
(4) —o—r | R
(5) ¢ | | | | | |
(6) — | ) | | | |
v | e N
@ 0 i —

Figura 3.7.1: Valores de ¢ para os que existen métricas invariantes 4 esquerda en R x R? criticas,
distinguindo entre as que tefien enerxia cero e distinta de cero.



Capitulo 4
M¢étricas riemannianas criticas para todos os
funcionais cuadraticos da curvatura

A hora de explorar métricas que son criticas para todos os funcionais cuadraticos da curva-
tura, debemos distinguir os casos en que a curvatura escalar € constante ou non. Baixo certas
condicion, como a homoxeneidade, que xa foi estudada nos capitulos 2] e [3| a curvatura escalar
€ constante. Mais tamén outras condicidns, incluso de indole topoldxica, como que a variedade
sexa pechada, poden forzar a que a variedade tefia curvatura escalar constante:

Teorema 4.1. [126] Unha métrica critica para o funcional S nunha variedade pechada ten
curvatura escalar constante.

Nesta situacidn en que a curvatura escalar é constante, unha métrica critica para o funcional
da norma L? da curvatura escalar satisfai a ecuacién

T (p— %Tg) =0.

Polo tanto temos que a variedade € Einstein ou a curvatura escalar é 0. Un exemplo non-Einstein
que pode resultar ilustrativo é o de H? x S?, que ten curvatura escalar cero, pero non é Eins-
tein. Ademais, esta variedade € localmente conformemente chd, polo que € critica para todos os
funcionais cuadraticos da curvatura.

Neste capitulo atenderemos ao caso en que a curvatura escalar € unha funcién non constante.
En primeiro lugar, motivaremos este labor mediante o estudo dos conos, obtendo o primeiro
exemplo de variedade riemanniana non Einstein que € critica para todos os funcionais. Na seccién
seguinte chegaremos a que, en dimension catro, toda variedade riemanniana critica para todos os
funcionais cuxa curvatura escalar € unha funcién propia € Einstein ou ben un produto warped
cunha condicion sobre a funcién de deformacién. Finalmente, a partir desta condicién antes
mencionada, estudarase o dominio de dita funcidn coa fin de descubrir se se pode estender a R e
obter exemplos completos.

4.1. Meétricas criticas sobre 0s conos

A idea de cono de dias dimensions mdis estendida dentro das matemaéticas € a de superficie
regrada: a superficie xerada ao xirar un segmento de recta que nace no eixo z ao redor de dito
eixo. Porén, esta figura pode entenderse doutro xeito. Dado un segmento de recta (ou unha semi-
rrecta), construimos un cono centrando en cada punto do segmento unha circunferencia de raio
proporcional 4 distancia de dito punto a un extremo do segmento (resp., semirrecta).

73
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A\
&2

P L
P “

Figura 4.1.1: cono como superficie de revo- Figura 4.1.2: cono construido mediante cir-
lucion. cunferencias.

Este xeito de construir os conos de ddas dimensiéns d4 pé 4 sia xeneralizacion, tanto au-
mentando a dimensién como permitindo substituir a circunferencia por calquera outra variedade
riemanniana. Asi, definimos os conos sobre unha variedade riemanniana como segue.

Definicion 4.2. Sexa (NN, gy) unha variedade riemanniana de dimensién n. O cono sobre N é a
variedade riemanniana de dimensién n + 1 dada polo produto R™ x N equipado coa métrica de
produto warped g = dr? + r’gy.

Dado que o cono ten dimensién n + 1, as ecuacions de Euler-Lagrange para o funcional
S : g~ [, T*dvol, vefien dadas por

2V — n—HATg —27p+ n+17‘ g=0. 4.1

Dun xeito andlogo, a expresién das ecuaciéns de Euler-Lagrange para o funcional 7 : g —
Jis lIpll?dvoly é da forma

Ap+2R[p] = V1 — Z5llplPg = 0. (4.2)

n+1

Asi, as ecuacions de Euler-Lagrange para o funcional J; vefien dadas por
Ap— (1+2t)V?r + 25tA7g + 2(R[p] — =5 lIplI*9) + 2t7(p — =579) = 0. (4.3)

Sexa 0, = 5~ o campo de vectores unitario radial, e denotemos por X, Y, Z, os levantamentos
aRt x N dos campos de vectores X, Y, Z,en N. A conexién de Levi-Civita de Rt x, N estd
determinada por

V.0, =0, Vo, X = Vx0, = 1X, VxY =VYY — 1¢(X,Y)0,. (4.4)

As tinicas compoifientes posiblemente non nulas do tensor de curvatura de R™ X, NV son as da
forma

0 que amosa que o cono € chan se e s6 se NV € unha variedade de curvatura seccional constante
igual a 1. O tensor de Ricci estd determinado pola tinica compofiente non nula

p(X, Y) = pN(X’ Y) o (n - 1)9N(Xv Y) (46)
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Polo tanto, o cono € Einstein se e sO se € Ricci-chan, o cal ocorre se e s6 se N é Einstein con

pN = (n — 1)gy. A curvatura escalar vén dada por

T:i(TN—n(n—l)),

r2

polo que R™ x,. NV ten curvatura escalar constante se e s6 se 7V = n(n — 1), en cuxo caso 7 = 0.

4.1.1. Métricas cénicas criticas para o funcional da norma L? da curvatura
escalar

Teorema 4.3. O cono sobre unha variedade riemanniana de dimension n (N, gy ) € S-critico se
e s0 se satisfai unha das seguintes condicions:

(i) A curvatura escalar T aniilase (neste caso, ™V = n(n — 1)).

(i) (N, gn) € Einstein con curvatura escalar 7™ = n(n —9).

Demostracién. Unha métrica g = dr* +r?gy é S-critica se e s0 se satisfai a ecuacién[(4.1)] Polo
tanto, consideremos o tensor de tipo (0,2)

S =2Vir — —ATg —2Tp+ 5 .
Un cdlculo directo amosa que o hessiano da curvatura escalar do cono vén dado por
27(0r,0,) = S(™N —n(n — 1)),
V270, X) = = 3drV(X),
VAr(X,Y) = S{VV)?*TN(X,)Y) = 2(7" — n(n — 1))gn (X, Y)},

e o laplaciano da curvatura escalar, definido como a traza do hessiano da curvatura escalar, vén
dado por A7 = & (ANTN —2(n — 3) (7N — n(n — 1))).
Asi,

S(9y, X) = 2V?7(9,, X) — 25A79(0,, X) = 27p(9;, X) 4+ 257°9(0;, X)
= —%dTN(X),
do cal se deduce que a curvatura escalar de N € constante. Analogamente,
&(9,,0,) =2V?1(0,,0;) — 33 A79(0,,0;) — 27p(0y,0;) + ;357°9(0;, 0r)

= ﬂ(i—ﬂ) (TN =n(n—1)) (Y = n(n —9)),

o que amosa que 7V = n(n—1) e a curvatura escalar do cono se anula (condicién (i) do teorema)
ou ben 7V = n(n — 9). Por dltimo, considerando a compofiente restante,

S(X,Y) =2V*7(X,Y) — 25A79(X,Y) = 27p(X,Y) + 257%9(X,Y)
=—5{~— n(n - DH{PN(X,Y) - (N +n— 9gn(X,Y)},

novamente obtemos que 7V = n(n—1) ouben p = %H(TN +n—9)gy. Esta dltima posibilidade

implica que (N, g) € Einstein con 7V = n(n — 9), o que se corresponde coa condicién (ii). [
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Observacion 4.4. Os conos con 7V = n(n — 1) da familia (i) do teorema tefien curvatura escalar
cero e, polo tanto, proporcionan exemplos triviais de métricas S-criticas. Por outra banda, os

conos con 7V = n(n — 9) da familia (ii) do teorema proporcionan métricas S-criticas con

curvatura escalar 7 = —T%n, a cal non é constante.

4.1.2. Meétricas conicas S-criticas e 7 -criticas

Dado que as métricas 7 -criticas son caracterizadas pola Ecuacién [(4.2)] consideramos o ten-
sor simétrico de tipo (0,2) definido por T = Ap + 2R[p] — V>7 — —2||p[|g. En primeiro lugar,
calculamos o laplaciano do tensor de Ricci como segue.

Lema 4.5. Sexa R* x,. N un cono sobre unha variedade riemanniana (N, gy) de dimension n.
Enton, o laplaciano do tensor de Ricci vén dado por

Ap(0;,0;) = Z (T = n(n — 1)),
Ap(0,, X) = —idTN(X)
Ap(X,Y) = % {AVpN(X,Y) = 2(n — 2) (0¥ (X, Y) = (n — Dgn(X,Y))} .
Demostracion. Séguese de e que as posibles compofientes non nulas de Vp son

Varp(X, Y) = 2Vyp(8T,X) = —%p(X, Y)? va(Xa Y) = V]ZVP<X’ Y)

Sexa {0,, e1, ..., €, } unha referencia ortonormal no cono. Un célculo directo amosa que
V300X, Y) = 5p(X,Y),
ngez (87”’ 67‘) r%p(ei7 61)7
6,61 (ar’X) Q(Vg N)(e’HX)

vgzel (X’ Y) = (VN)EL esz(X’ Y)
- 7%2 {2p<X7 Y) + g(X7 ei)p<ei> Y) + g<Y7 6i)p(€i7 X)} )
de onde se segue o resultado. L

Teorema 4.6. Sexa (N, gn) unha variedade Einstein de dimension n. Entén, o cono Rt x,. N é
T -critico se e so se satisfai unha das seguintes condicions:

(1) R* x, N € Ricci-chd.
(2) N — —n(n —+ 3), en Cuxo caso T — —T%n(n + 1)-

Demostracion. Unha métrica € critica para o norma L? do tensor de Ricci se e s6 se se anula
identicamente o tensor simétrico de tipo (0,2) definido por T = Ap + 2R[p] — V*7 — 25 p|°g.
Un cdlculo directo amosa que o tensor R[p] dun cono satisfai

RIp)(X,Y) = 2 RV[p](X,Y)
=i {(n = 20V, Y) + (Y — (n - 1)2)gn(X. V),
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sendo cero noutro caso. Dado que (N, gy ) € unha variedade Einstein, a sda curvatura escalar é
; N _ ¥ N[,NT — (V)2 .
constante, o seu tensor de Ricci é proporcional 4 métrica p™ = —gn e R™ [p"] = (=~)gn. Asi,

R[p)(X,Y) = zz(r" —n(n —1))°gn(X,Y), e R[p)(d,, ) = 0.
Ademais, ||p||? = -5 (7" — n(n — 1))? e o hessiano da curvatura escalar do cono vén dado por

V27 (0,,0,) = S( —n(n—1)), V*7(5,,X) =0,
V(X Y) = =2 —n(n—1))gn(X,Y).

Séguese do Lema.5|que o laplaciano do tensor de Ricci dun cono sobre unha variedade Einstein

vén dado por
Ap(0,,0,) = Z(TN —n(n—1)), Ap(d,,X) =0,
Ap(X,Y) = =222 (7N p(n —1))gn(X,Y).
Dun célculo directo obtemos que as posibles compofientes non nulas do tensor T son
2(0,,0,) = = (v —n(n — 1)) (7n + n(n + 3)),

4n(n+1)
X, Y) = — sty (T — n(n = 1)) (7 + n(n + 3))gn (X, V).

Polo tanto, o tensor ¥ antlase se e s6 se 7V = n(n — 1), en cuxo caso o cono € Ricci-chan, ou

™ = —n(n + 3), e a curvatura escalar do cono vén dada por 7 = —%n(n + 1). O

Observacion 4.7. Unha métrica é critica para o funcional definido pola norma L? do tensor de
curvatura se e so se o tensor simétrico de tipo (0,2) definido como

M =4Ap —2V?r +4R[p] — 4p + 2R — 2 {AT +||R|’} ¢ (4.7)

2
n+1
se anula identicamente. Sexa R™ x, N un cono Ricci-chan (¢ dicir, N é Einstein con 7V =
n(n — 1)). Ent6n, un cdlculo directo amosa que R(0;,d,) = —-25||R||*, de onde se segue que
un cono Ricci-chan € critico para a norma L? do tensor de curvatura se e s6 se é chan.

Como consecuencia dos Teoremas [4.3| e {.6] temos o seguinte resultado, que proporciona
exemplos de métricas riemannianas criticas para todos os funcionais cuadraticos.

Corolario 4.8. Un cono non chan R™ x, N é critico para todos os funcionais cuadrdticos da
curvatura se e sé se (N, gn ) € unha variedade Einstein de dimension tres con curvatura seccional
constante cy = —3.

Demostracion. Polo Teorema unha métrica cénica R x, N é S-critica se e s6 se a stia
curvatura escalar se anula, isto é, se 7 = n(n — 1), ou se (N, gy ) é unha variedade Einstein con
curvatura escalar 7V = n(n — 9). Se 7V = n(n — 1), temos que

%(0r,0) = Ap(0;, 0,) + 2R[p)(0;, 0,) — V*7(9,,0;) — %HHPHQQ(&“: )

= & (P = nln = 1) = ol
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Polo tanto, se 7V = n(n — 1), esta compofiente antlase se e s6 se ||p||> = 0, e 0 cono R x, N
€ necesariamente Ricci-chan. Ademais, pola Observacion un cono Ricci-chan € critico para
o funcional definido mediante a norma L? do tensor de curvatura se e s se é chan.

Se (N, gy ) € Einstein con curvatura escalar 7V = n(n — 9), entén, polo Teorema 0 cono
é critico para o funcional 7 se e s6 se ademais satisfai que 7 = —n(n + 3). Igualando ambas
expresiéns de 7V temos que n = 3 e (N, gy) € unha variedade Einstein de dimensién tres con
curvatura escalar 7V = —18, de onde se segue que (NN, gn) ten curvatura seccional constante

CN = —3. O

Observacion 4.9. A enerxia dos funcionais F; correspondentes 4s métricas criticas obtidas no
Corolario {4.8| vén dada por ||p||* + t72 = 122(3t + 1). A enerxfa andlase s6 para o funcional
F_1/3, que en dimensién catro é equivalente ao funcional dado pola norma L? do tensor de
Weyl.

Observacion 4.10. O Corolario d.8]amosa que as métricas conicas que son criticas para todos os
funcionais deben ser de dimensién catro e a base (IV, gx) debe ter curvatura seccional constante
negativa cy = —3. A pesar de que a rixidez na dimension € esencial, o valor da curvatura
seccional da base admite certa flexibilidade. Considerando unha deformaciéon homotética da base
(N, gn), podese construir un cono adecuado sobre calquera variedade de curvatura constante
positiva ou, se consideramos un cono lorentziano, negativa de dimension tres.

(1) Dada unha variedade de dimensién tres (/V, gy) con curvatura seccional negativa —c, o co-
no riemanniano modificado R™ x,, N con métrica dr* + (\r)?gy € critico para todos os
C

funcionais cuadrdticos da curvatura para A = /<.

(2) Dada unha variedade de dimension tres (N, gn) con curvatura seccional positiva ¢, o co-
no lorentziano modificado R x, N con métrica —dr? + (Ar)%gy € critico para todos os
(&

funcionais cuadraticos da curvatura para A = /<.

En contraposicidn cos casos anteriores, o cono sobre unha variedade chd de dimension tres é
Fy-critica unicamente para t = —% dado que € localmente conformemente cha e este valor de ¢
corresponde ao funcional da norma L? do tensor de Weyl.

4.2. Meétricas criticas para todos os funcionais

Con esta fin recordamos o concepto de h-quasi-soliton de Ricci gradiente introducido en
[77). Un h-quasi-soliton de Ricci gradiente é unha cuddrupla (M, g, u,h) onde (M, g) é unha
variedade riemanniana e u, h € C°°(M) son funciéns diferenciables satisfacendo a ecuacion

hV?u + p = Ag, (4.8)

onde A\ € C*(M) é obtida tomando as trazas da ecuacion anterior. Ademais de xeneralizar
as métricas Einstein e os soliténs de Ricci gradientes, os h-quasi-solitons de Ricci gradientes
inclden 4s métricas S-criticas como un caso particular. A estrutura local dun h-quasi-solitén de
Ricci gradiente Bach-chan foi estudado por Yun, Co e Hwang, obtendo o seguinte resultado.
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Teorema 4.11. [133] Sexa (M, g) un h-quasi-solitén de Ricci gradiente Bach-chan de dimension
n con funcion potencial u. Supoiiamos que cada conxunto de nivel de u é compacto e h é unha
funcion de u. Enton, (M, g) é

» FEinstein con funcions u e h constantes, ou

= localmente isométrica a un produto warped con fibras Einstein compactas de dimension

n—lse%>OenM.
U

Agora estamos en condicidns de dar o seguinte resultado, que xeneraliza o cono critico obtido
na seccion anterior.

Teorema 4.12. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimension catro cuxa curvatura
escalar é unha funcion propia que non se anula en ningiin punto. Entén, (M, g) é critica para
todos os funcionais cuadrdticos se e so se é Einstein ou localmente isométrica a un produto
warped localmente conformemente chan R x y N (¢) cuxa funcion de deformacion f = €7 satisfai

oD (r) = 22e170) 4 26620 (o4 (1) — 0" (1))
—3(20"(r)? + o' (r)o (1))

Demostracion. Unha métrica S-critica con funcidn escalar que non se anula € un h-quasi-solitén,
como se evidencia se fixamos a funcién potencial u = 7 e h = —% en € comparamos coa
expresion Neste caso, A = =(72 — A7).

Por outro lado, dado que a métrica € critica para todos os funcionais, en particular € F_ /3-
critica, que en dimension catro se corresponde con ser Bach-cha.

Polo tanto, 4 vista do Teorema [4.11] concluimos que a métrica é Einstein ou localmente
isométrica a un produto warped R x; N(c), onde N(c) é unha variedade de dimensién tres
(N, gn) con curvatura seccional constante Ky = c.

Vexamos agora como ¢ a funcién de deformacion. Dado que un produto warped R x s N(c)
¢ localmente conformemente chan, € Bach-chan e polo tanto F_; 3-critico. Se, ademais, € S-
critico, entdn € critico para todos os funcionais cuadraticos da curvatura.

Consideremos agora a ecuacion [(4.1)| para determinar as condicions necesarias e suficientes
sobre a funcion de deformacién f para que o produto warped sexa S-critico. Sexa R x ; N(c) un
produto warped coa métrica g = dr? + f%gx. Entén o tensor de Ricci e a curvatura escalar vefien
dados por

p=—Hdr+ (20— 2V = ff" ) ow 7= (e= (V- 1F).

Un célculo directo amosa que as compoiientes non nulas do hessiano da curvatura escalar vefien
dadas por

4.9)

vzr(ar, 0y) = 83TT, V27 (X, Y)= —fT,&nTg(X, Y),

para todos os campos de vectores X, Y tanxentes a N. Agora, un cdlculo largo pero directo
amosa que a ecuacion [(4.1)|se verifica se e s6 se a funcién de deformacién satisfai

QCQ—QCff”—i-(f/)Q (4C+9ff//) —3f2(f”)2—6(f/)4+f2f/f(3) _fo(4) —0.
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Na ecuacién anterior pddese illar o termo de orde mdxima mediante o cambio de variable
f(r) = e°"), xa que f é necesariamente positiva, o que d4 lugar 4 ecuacién equivalente seguinte
escrita en forma normal:

oW (r) = 2c2e7170) 4 2ce200) (o' (r)2 — o"(1))
—3(20"(r)> + o' (r)o®(r)) ,

0 que completa a proba do teorema. L

A partir da ecuacién [49) temos que o) = F (r,0,0’,0®,0®)) ou, equivalentemente,
definimos a funcién vectorial o = (01, 09, 03,04) con o7 = o para obter o sistema de EDO de
primeira orde

o1(r) = oa(r)

oy(r) = o3(r)

a3(r) = ou(r) (4.10)
ai(r) = 2c2e1 ) 4 2ce2010) (gy(r)? — o3(r))

=3 (203(r)? + aa(r)o4(r))

Dado que F'(r, o) é continua e as sdas derivadas parciais existen e son continuas, /' é localmente
lipschitziana. O Teorema Fundamental de Existencia e Unicidade Local de solucién de Ecuacions
Diferenciais Ordinarias garante a existencia local de solucidn para o problema de valor inicial

{ o' =F(t o)

o(rg) = oo,

o que dé lugar a métricas con forma de produto warped definidas localmente sobre unha varie-
dade produto / x N que son criticas para todos os funcionais cuadraticos da curvatura.

4.3. Resultados globais

A partir do resultado anterior, estudaremos se a funcién de deformacion pode ser definida en
R ou se, pola contra, esta definida unicamente nun intervalo limitado.

Como se dixo na seccién anterior, a funcién de deformacién f(r) = e?(") estd determinada
pola ecuacion [(4.9)] de modo que agora o problema se reduce a garantir a existencia de soluciéns
definidas globalmente. En principio non existe ningunha restricion inicial sobre a funcién o(r).
Nun sentido xeométrico, ao fixar esta condicion inicial estariamos facendo unha homotecia na
métrica da fibra gy.

No caso en que a fibra do produto warped sexa ch4, as unicas métricas definidas globalmente
que son criticas para todos os funcionais cuadriticos da curvatura son as Einstein, como amosa
o seguinte resultado:

Teorema 4.13. Consideramos un produto warped completo R X ;R®. Entén a métrica é S-critica
e, polo tanto, critica para todos os funcionais cuadrdticos da curvatura, se e so se é a variedade
¢ chd ou localmente isométrica ao espazo hiperbdlico.
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Demostracion. Se a curvatura seccional da fibra é ¢ = 0, a ecuacion [(4.9)|rediicese a
oW (r) = =3 (20"(r)* + o' (r)a®(r)).

Os polinomios de grao un, o(r) = ar + b, son solucidns triviais da ecuacién definidas en todo
R que dan lugar ao espazo de curvatura seccional constante —a?. Veremos no que segue que
esta solucion € a tinica admisible se o espazo é completo. Consideramos a funcion y(z) = o'(r),
onde o cambio da variable r por x € para nos adaptar 4 terminoloxia tipica do estudo de ecuacidns
diferenciais. Estudamos soluciéns non constantes da ecuacion

Yy (@) + 6y (2)* + 3y(2)y"(x) = 0 (4.11)
Calculamos
2
L W (@) + 3y(@)?] = y® (@) + 3y(2)y" (x) + 3y (z)°,
e usando vemos que
LW (@) + 2y(2)?] = =3y ()%

Polo tanto, a funcién y/(x) + 3y(x)? é concava en todo o seu dominio. En consecuencia, esta
funcidn estd limitada superiormente polo seu polinomio de Taylor de orde un, ¢ dicir,

Y (@) + 3y(2)* <3/ (0) + 3y(0)* + =(y"(0) + 3y(0)y'(0)) (4.12)

paraz > 0.
Consideremos agora os posibles crecementos da funcién anterior. Se y/(z) + 3y(x)? fose
constante nun intervalo [a, b] C [0, c0), entén

i [y (@) + Sy(2)*] = =3¢/ (x)* = 0,

co que y'(z) = 0 e a funcién y(x) seria constante, 0 que xa vimos que proporcionaria unha
funcién o () definida globalmente, mais darfa lugar a un espazo de curvatura seccional constante
.. L . . / 3 2 L . L
non positiva. Asf pois, no que segue asumiremos que %'(z) + 5y(z)° non é constante en ningtin
intervalo.
Integrando en [0, z] e facendo uso da integracion por partes temos

y'(x) —y"(0) +6 [ ¢/ (2)* + 3 [ y(z)y (x)
y'(x) —y"(0) +6 [ v/ (2)* + 3(y(x)y (x) — y(0)y'(0) — [ ¥/ (2)?),

o
I

e asi @[y,(x) I %y($)2] _ y”(ﬂf) + By(x)y/(x)

=y"(0) +3y(0)y'(0) — 3 7 ' (x)*.

Se 3"(0) + 3y(0)y'(0) < 0, entén desta expresion séguese que L[y (z) + 2y(x)?] < 0 para
z > 0 e, polo tanto, a funcién y'(z) + 3y(z)? é decrecente na parte positiva. Como ademais a
funcién € concava, da expresion [(4.12)]deducimos que existen zo > 0 e k& > 0 tales que

Yy (o) + %Z/(%)Q = —%k-
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Ademais
y'(x) + %y(:c)2 < —%k, Yz > xp.

Asi, y(z) < =3[k + y(«)?] para todo = > x e, despexando e integrando, obtemos

A 3y _ o
[ Tyt < e,

Por outro lado, a integral anterior resulta

’ @) (z0) | (r_xy_
/ T t)2dt \/E (arctan (yﬁ) — arctan (y\/EO >) > = (-2-12)= -
o

Xuntando as dudas dltimas expresions, temos que

'(t) 3
T / e dt < —5(@ —20),
3

co que \/LE > S(r—mp)easiz—xg < 3 \f, 0 que amosa que o intervalo de definicion da solucién
estd limitado superiormente.

Se y”(0) + 3y(0)y'(0) > 0, ent6n procedendo dun xeito andlogo e se a solucién non ¢ afin,
chegamos a que y'(z) + 2y(x)? ¢ crecente para < 0. Ademais ¢ estritamente crecente. A
funcion y'(z) + 3y(x)? é concava, polo que se estivese definida en (—oo, 0), deberia existir un
zo < 0 tal que y' (o) + 2y(w9)®> = —2k, con k > 0. Asi y/(z) < ——(k + y(x)?) se z < .
Integrando coma no caso anterior tense

IO ! -
f < f arctan(y%)) - \/LE arctan(%) = / kﬁy(ft))zdt < —%(xo — ).

Polo tanto xyp — x < 327’% o que o — 5 f < x, 0 que amosa que o dominio de definicion esta
limitado inferiormente. ]

No caso en que a fibra do produto warped non sexa chd, os experimentos numéricos realiza-
dos invitan a pensar que existen exemplos completos non Einstein, mais a dia de hoxe segue a
ser un problema aberto.
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Meétricas criticas en sinatura lorentziana







Capitulo 5

Métricas criticas homoxéneas lorentzianas de
dimension tres

De xeito andlogo ds variedades riemannianas, unha variedade lorentziana (M, g) dise homo-
xénea se o seu grupo de isometrias actda transitivamente en ), e localmente homoxénea se para
cada par de puntos da variedade p,q € M existe unha isometria local dunha vecifianza de p
nunha veciianza de ¢ de tal forma que transforma p en q.

En sinatura lorentziana, o estudo das variedades homoxéneas de dimension tres dividese dun
xeito similar ao amosado no Teorema[2.1] como se pode observar no seguinte resultado.

Teorema 5.1. [40] Sexa (M, g) unha variedade lorentziana homoxénea completa, conexa e
simplemente conexa de dimension tres. Entén, ou ben (M, g) é simétrica ou é isométrica a un
grupo de Lie de dimension tres dotado dunha métrica lorentziana invariante d esquerda.

Recentemente foi posto de manifesto que unha clasificacién global sen a hip6tese de comple-
titude no Teorema [5.1]inclde unha onda plana non localmente simétrica e que non é globalmente
isométrica a un grupo de Lie con métrica invariante 4 esquerda:

Teorema 5.2. [2] Unha variedade lorentziana homoxénea simplemente conexa en dimension
tres é globalmente isométrica a un espazo globalmente simétrico, un grupo de Lie con métrica
invariante d esquerda, ou unha onda plana P. globalmente definida.

As ondas planas P, son esencialmente incompletas, no sentido de que non se poden embeber
nunha variedade lorentziana completa, como se amosou en [73]]. Ditas ondas planas, que son
unha das familias pp-waves localmente homoxéneas (ver seccién [5.2)), realizanse localmente
como métricas invariantes 4 esquerda no grupo de Poincaré F(1, 1) (véxase a Observacion .

A proba do Teorema [5.1] baséase no uso da homoxeneidade na curvatura, polo que dito re-
sultado € certo a nivel local como se indicou no Teorema [I.3] Polo tanto, unha variedade lorent-
ziana localmente homoxénea de dimension tres € localmente simétrica ou localmente isométrica
a un grupo de Lie cunha métrica lorentziana invariante 4 esquerda. Dado que o noso traballo
se desenvolve a nivel local, ao longo deste capitulo traballaremos sobre variedades localmente
homoxéneas e faremos uso de dito resultado de estrutura.

A curvatura escalar dunha variedade localmente homoxénea € constante, polo que, como se
viu anteriormente, as ecuaciéns de Euler-Lagrange e [(1.8)] vefien dadas polas expresions
[(2.1)]e[(2.2)] é dicir, polas seguintes ecuacions:

T(p—3579) =0 (5.1)

85
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Ap+2(Rlp] = 3loll* 9) + 2t7 (p— 379) =0. (5.2)

Obsérvese que a ecuacion resultante para o funcional S vén dada pola ecuacién de Einstein,
[(1.6), multiplicada pola curvatura escalar. Porén, a diferenza do caso riemanniano, existe gran
cantidade de exemplos de variedades lorentzianas non Einstein con curvatura escalar cero grazas
a que nesta sinatura o operador de Ricci pode ser nilpotente.

Definimos o tensor de tipo (0,2) simétrico dado pola expresion §* = Ap+2 (R[p] — 1|p||* 9)+
2tT (p — %7’ g) , de xeito que unha métrica é F;-critica se e s6 se anula o tensor §* para dito valor
de t.

Neste capitulo abordaremos o estudo das métricas localmente homoxéneas lorentzianas de
dimension tres que son criticas para algin funcional cuadratico da curvatura, dun xeito similar ao
seguido no capitulo anterior. Facendo uso do Teorema 5.1} dividirase o estudo destas métricas en
espazos simétricos (Seccion [5.1)) e grupos de Lie (Seccion [5.3). Ademais, dado que as pp-waves
aparecen de xeito natural no estudo tanto das variedades simétricas como dos grupos de Lie,
na Seccién [5.2] analizase o caso xeral para este tipo de espazos. Na seccion correspondente aos
grupos de Lie dividirase o estudo 4 sia vez en grupos de Lie unimodulares e non unimodulares.
Finalmente, exporanse diversos casos particulares de especial interese a partir dos resultados
recollidos nas seccions anteriores: as métricas criticas para o funcional dado pola norma L? do
tensor de curvatura, as métricas localmente conformemente chds, os espazos semi-simétricos e
os solitons de Ricci alxébricos.

5.1. Espazos simétricos

Cando consideramos as variedades lorentzianas simétricas, unha diferenza salientable fronte
ao caso riemanniano € a existencia de variedades indescompofiibles mais non irreducibles. Estas
caracterizanse por posuir (polo menos) unha distribucién paralela non trivial (con dimension dis-
tinta de cero e a total), mais a restricién da métrica a toda distribucion deste tipo € dexenerada.
Temos, pois, que existen variedades localmente simétricas indescompoiiibles mais non irreduci-
bles, pero todas elas son localmente isométricas a espazos simétricos de Cahen-Wallach e, polo
tanto, son un caso particular de onda plana (véxase [35]). Noutro caso, as variedades localmente
simétricas de dimension tres tefien curvatura seccional constante ou son localmente isométricas
a un produto da forma R x N(c), sendo N(c) unha superficie riemanniana ou lorentziana de
curvatura de Gauss constante c.

Se a variedade ten curvatura seccional constante entén € Einstein e, polo tanto, € critica
para todos os funcionais cuadriticos. Se a variedade € localmente un produto, utilizando un
razoamento andlogo ao argumentado no Lema obtemos que € F;-critica para t = —%. Se a
variedade (M, g) é un espazo de Cahen-Wallach, existe un sistema de coordenadas (u, z, y) tal
que a métrica pode ser descrita como

g = 2dudy + dz® + k2*dy® con k € R. (5.3)

Con estas coordenadas, o tnico obxecto non nulo da curvatura implicado na ecuacién [(5.2)|é o
tensor de Ricci, de xeito que todas as stias compoiientes son cero agas p(d,,d,) = —k. Polo
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tanto, todo espazo de Cahen-Wallach satisfai as ecuacions[(5.1)|e[(5.2)] asi que estes espazos son
criticos para todos os funcionais cuadréticos da curvatura. Obtemos o seguinte resultado.

Lema 5.3. Toda variedade lorentziana localmente simétrica de dimension tres é F;-critica con
t= —%. Ademais, os espazos de Cahen-Wallach son criticos para todos os funcionais cuadrdti-
cos da curvatura.

Observacion 5.4. As coordenadas descritas en [(5.3)] son un caso particular das coordenadas de
Brinkmann, utilizadas para describir ondas de Brinkmann, que son as variedades de Walker que
podemos atopar en sinatura lorentziana. Estas variedades serdn estudadas en profundidade no

Capitulo

5.2. pp-waves localmente homoxéneas

Na andlise das métricas criticas localmente homoxéneas atoparémonos con que algunhas
familias admiten distribuciéns nulas paralelas de dimensién un. Mdis especificamente, algins
destes exemplos son pp-waves. Unha pp-wave localmente homoxénea de dimension tres admite
coordenadas locais adaptadas (u,z,y) onde a métrica vén dada por g(9,,0,) = —2f(z,y) e
9(9y, 0y) = g(0,,0,) = 1. A funcién f determina o tipo de espazo, o cal é localmente isométrico
a un dos seguintes modelos:

» Ny: pp-wave con f(z,y) = b=2e?®, para calquera constante b # 0,

» P.:pp-wave con f(z,y) = s22a(y), onde a funcién « é unha solucion positiva da ecuacion

o/ = ca®/?, e ¢ é unha constante non nula,
» CW.: pp-wave con f(z,y) = ex?, onde ¢ = +1.

As xeometrias P, e CW. son ondas planas e, xunto coa xeometrias A/,, abranguen todas as
posibles clases de pp-waves localmente homoxéneas [73]].

Teorema 5.5. Sexa (M, g) unha pp-wave localmente homoxénea de dimension tres. Tense:

(1) Se (M, g) é unha onda plana modelada en CW. ou P., entén é critica para todos os funcio-
nais cuadrdticos da curvatura.

(2) Se (M, g) é unha pp-wave modelada en N, enton é S-critica pero non é Fy-critica para
ningtin valor de t.

Demostracion. Para as ondas planas, un célculo directo amosa que Ap, R[p], ||p|| e T se anulan,
polo que o tensor § € cero independentemente do valor de ¢. Asi, estas métricas son criticas para
todos os funcionais cuadraticos.

Para as variedades modeladas na xeometria N, R[p], ||p|| e 7 anilanse, pero Ap(9,, d,) =
b%e’ £ 0, xa que b # 0. Polo tanto, satisfaise a ecuacién[(5.1)]e a variedade é S-critica, pero o
tensor §' non se anula para ningun valor de ¢. ]
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5.3. Métricas de Lorentz invariantes a esquerda

Do mesmo xeito que no caso riemanniano, traballarase a nivel das dlxebras de Lie. Sexa g
unha dlxebra de Lie de dimension tres dotada dun produto escalar non dexenerado (-,-) : gx g —
R, e sexa X : g X g — g o produto vectorial determinado por (z X y,z) = det(z,y, z) para
calquera vectores z, y, z. Deste xeito, dada unha base ortonormal {e;, €5, e3}, 0 operador de
estrutura L de g é o endomorfismo da dlxebra de Lie determinado por L(e; X e;) = [e;, €;], para
todo i, j € {1,2,3}. O operador de estrutura permite caracterizar os grupos de Lie unimodulares
e non unimodulares (véxase [[110,(119]).

Os grupos de Lie unimodulares tefien operador de estrutura autoadxunto, polo que, depen-
dendo da forma de Jordan do operador L, as dlxebras de Lie unimodulares lorentzianas (g, (-, -))
son equivalentes a unha das seguintes (véxase [119]):

(Ia) O operador de estrutura € diagonalizable. Entén a dlxebra de Lie vén dada polos corchetes
[e1,ea] = —Azes,  [er,e3] = —Aaen,  [en, €3] = Arey,
sendo {ej, €5, €3} unha base ortonormal satisfacendo (eq, e1) = (ea, €9) = —(e3,e3) = 1.

(Ib) O operador de estrutura ten dous autovalores complexos conxugados. Entén a dlxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[e1,e2) = —Bey —aes,  [e1,e3] = —aey + Pes,  [ea, €3] = Aeq,

sendo {ey, €2, €3} unha base ortonormal satisfacendo (e1, e1) = (eg, €2) = —(es,e3) = 1,

e #0.

(II) O operador de estrutura ten unha raiz dobre do seu polinomio minimo. Ent6n a dlxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[ur, ug] = Aquz,  [ur, us] = —Ajuy — e, [ug, us] = Auy,
sendo {uq, ug, u3z} unha base pseudo-ortonormal con (uy, us) = (uz, uz) = 1.

(IIT) O operador de estrutura ten unha raiz tripla do seu polinomio minimo. Entén a 4lxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[ur, uo] = ur + Aug,  [ur,us] = —Aun,  [ug, us] = Aus + us,
sendo {uy, us, uz} unha base pseudo-ortonormal con (uq, us) = (us, ug) = 1.

Se o operador de estrutura non € autoadxunto, o grupo de Lie € non unimodular e a sia dlxebra
de Lie é un produto semidirecto g = u x R, onde u = {z € g : tr ad(z) = 0} denota o niicleo
unimodular, que é un ideal abeliano de g que contén ao ideal conmutador [g, g| (véxase [110]).
Estes produtos semidirectos estidn determinados polo endomorfismo — ad(es), o cal non depende
da escolla de e ¢ u. Polo tanto, dada unha base {e1, e5} de u, o endomorfismo — ad(e3) vén
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dado por —ad(e3)(e1) = aey + Pey e —ad(es)(e2) = yer + des. Denotaremos por A a matriz
asociada a — ad(e3).

No estudo das dlxebras de Lie non unimodulares lorentzianas atopamos tres situacions dife-
rentes en funcién do comportamento da restriciéon do produto escalar de g ao niicleo unimodular,
podendo ser (-, -)|yxy riemanniano, lorentziano ou dexenerado. Asi, unha dlxebra de Lie non
unimodular lorentziana (g, (-, -)) encadrase nunha das seguintes descricions:

(IV.1) A restricion do produto escalar ao nicleo unimodular € lorentziana. Ent6n a dlxebra de Lie
vén dada polos corchetes

[61, 62] =0, [31, 63] = ey + Peg, [62, 63] = ~ve; + des,

de xeito que o + d # 0 e {ey, es, e3} € unha base ortonormal satisfacendo —(ey,e;) =
(e, €2) = (e3,e3) = 1.

(IV.2) A restricién do produto escalar ao nicleo unimodular é riemanniana. Entén a dlxebra de
Lie vén dada polos corchetes

[61, 62] =0, [61, 63] = ey + Peg, [62, 63] = ~ve; + des,

de xeito que o + d # 0 e {e1,eq,e3} € unha base ortonormal satisfacendo (e, e;) =
<€2, €2> = —<€3,€3> =1.

(IV.3) A restricién do produto escalar ao nicleo unimodular € dexenerada. Enton a dlxebra de Lie
vén dada polos corchetes

[ub u2] =0, [Uh Us] = auy + Bus, [U2,U3] = yuy + dus,

de xeito que a+6 # 0e {uy, ug, us} € unha base pseudo-ortonormal satisfacendo (uy, uy) =
<'LL2, U3> =1.

Nas tres posibilidades tense que a+9 # 0 xa que a traza do endomorfismo é tr ad(e3) = a+4
e, de anularse, teriase que es pertence ao nucleo unimodular pola definicién de u. Realizando un
reescalamento na base ortonormal {e;, €2, e3} podemos asumir que tr ad(e3) = 2 e traballar
asi cun representante da clase homotética da métrica inicial dos casos IV.1 e IV.2. Para o caso

IV.3, podemos tomar i, = uq, Uy = a0y, Uiy = a%r(sug, obtendo asi unha nova base pseudo-

ortonormal satisfacendo tr ad(d3) = 22, polo que traballaremos na clase isométrica da métrica
inicial.

No caso riemanniano (véxase [110]]) é posible rotar a base ortonormal {ey, e5} de xeito que
ad(es)(ep) € ortonormal a ad(es)(ez). Un célculo directo amosa que esta normalizacion segue
sendo valida naqueles grupos de Lie con nicleo unimodular riemanniano, € dicir, no caso IV.2.
Polo tanto, pédese asumir que as constantes de estrutura satisfan ay + S0 = 0 e o« + o = 2 neste
caso. Isto € posible polo feito de que a parte autoadxunta do endomorfismo € diagonalizable;
porén, isto non pode asumirse nos outros dous casos. Os célculos explicitos incluidos nas obser-
vacions [5.20/e amosan que as normalizaciéns andlogas consideradas en [59] para os casos
IV.1 e IV.3 impoien restricions nas familias de métricas correspondentes.
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Basedndonos na clasificacién anterior, estudaremos de xeito independente nas seguintes sec-
ciéns cada un dos sete tipos descritos.

Como curiosidade destacable, o nimero dureo ¢ = %g, que vén dado pola tnica solucién
positiva da ecuacién 22 = x + 1, aparece de xeito natural 4 hora de describir os grupos de Lie
unimodulares JF;-criticos. Observarase nas seguintes seccions que este nimero desempefia un
papel distinguido tanto na expresion das métricas criticas dos tipos Ia (véxase o Teorema|[5.6) e
IT (véxase o Teorema [5.12)) coma no rango do pardmetro ¢ (véxase a Figura[5.3.4).

5.3.1. Métricas criticas con operador de estrutura diagonalizable

G € un grupo de Lie unimodular con operador de estrutura diagonalizable (tipo Ia). Conside-
ramos unha base ortonormal {ey, es, e3} satisfacendo (e;, e1) = (ea, e5) = —(es, e3) = 1 tal que
os corchetes de Lie da dlxebra de Lie g vefien dados por

le1, ea] = —Ases, [e1,es] = —Aaea,  [e2, €3] = Arey, 5.4)

con A, A2, A3 € R. O operador de Ricci vén dado por Ric = 1diag[(As—A3)? — A%, (A — A3)?—
A2, (A1 — Xg)? — A2], polo que unha métrica de tipo Ia é Einstein se e s6 se todas as constantes
de estrutura son iguais ou \; = \;, A\, = 0 para {i, j,k} = {1,2,3}. Os elementos da curvatura
vefien dados polas seguintes compofientes non nulas:

10<€i7 ei) :% ()\22 o ()\] - )\k’)2) g(ei> ei)a {i7j7 k} = {17 27 3}7
R[p](ei, 61') :i ()\? — 3(>\J — )\k)z)\z + 2()\j — )\k)Q()\j + )\k))
X (/\] -+ )\k — )\Z)g(el, 6,’),
T=—2(AT+ A+ A)) + Mda + Mg + Ao,
ol7 =3(A1+ A5 4 A3) — (AT (2 + As) + A3( A1 + As) + A5(A1 + A2))
+ SATAS A+ ATAT + A0A3) + (ATA2As - AAZA; + A do)s).

A partir destas compofientes, obtemos que as compofientes a priori non nulas de § son as
seguintes:

3T =20t + AT = 5(t+ 1) (Mg + A3)A3
+ (3t 4+ 1)(A2 + A2) + 2(1 + 1) Ao d3) A2

(5.5)
+(t+ 1) (A2 — X3)2(Aa + A3) )\
— ((E+3) N2+ 22) — 2(t — D)Aarz)(Na — A3)%,
3Tk = 2(t +3)A3 = 5(t + DA3(AL + X3)
+A2((Bt+ 1) (N2 + A2) +2(t + 1)\ A3) 5.6)

+ (t+ DAa(Ar — A3)2(A1 + A3)
—((t+3) AN+ 22) —2(t — DAA3) (A — N3)%,
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384 = —2(t +3)A\; +5(t + 1)A3(Aa + \p)
—A2((Bt+ 1) (A2 + 2D +2(t + 1)Aa\)
— (t+ DA3(Aa = A2 (o + Ap)
+((t+3)(A3+A2) = 2(t — DA ) (Aa — A\1)2

Pédese observar que este caso € similar ao descrito para os grupos de Lie unimodulares rie-
mannianos; porén, dado que o vector e3 é temporal (g(es, e3) = —1), non é posible intercambialo
cos demais vectores da base como fixemos no capitulo anterior.

Dada a descricién do tensor §, podemos dar o seguinte resultado.

5.7

Teorema 5.6. Sexa G un grupo de Lie de tipo la cunha métrica invariante d esquerda non
Einstein g. Enton, g é F;-critica se e s6 se é homotética a unha métrica dada por [(5.4) con
constantes de estrutura descritas como segue:

(1) (A1, A0, A3) = (1L, A\ \) ou ()\1,)\2,/\3) = (M A1) con X # 1, 1. Neste caso, a métrica é

iti _M -1 _
criticaparat = — 35— e T = 2.

2) (A1, A2, A3) = (1,0, B) ou (A1, A2, A3) = (v, B, 1), con o # B dados por
( ) ( b b ) ( b ) ) ) b ) p
o — % + \/H(H;:—K,—l)7 eﬁ v/ K(Kk2+Kk—1)

SF Yo —

onde k € (—p,0) U (o1 oo) ¢ {1, —p3}. A métrica correspondente é critica para

_ k34+KZ43k—1 ("‘f 1)
t= (k—1)2 eT = 2k

Demostracién. Dado o tensor §' descrito en [(3.3)] [(53.6)| € [(3.7)l unha métrica invariante 4 es-
querda nun grupo de Lie de tipo Ta é F;-critica para algtn valor de ¢ se satisfai §%, = 0 para todo
i. Dado que a ecuacién [(5.2)| € invariante por homotecias, podemos normalizar as constantes de
estrutura (A1, A2, A3) e dividir a proba nos seguintes casos que abranguen todas as posibilidades
non Einstein:

(1) Duas constantes de estrutura son iguais e a terceira é distinta de cero:

(a) ()\1,)\2,)\3) (1 0 O) ()\1,)\2,)\3) = (0,0,l),
(b) ()\17)\2,)\3) (1 )\ )\) ()\1,)\2,)\3) = ()\,A,l),COl’l)\ 7£ 0,1

(2) As tres constantes son diferentes:

(a) ()\1,)\2,)\3) (O « 6) ou ()\1,)\2,)\3) ( 5,0),C0n07é047éﬁ7é0.
(b) ()\1,)\2,)\3) (1 Oé,ﬁ) ou ()\1,)\2,)\3) ( ﬂ,l),conO,l#a#ﬂ#O,l.

Caso (1.a). Considerando (A1, Ay, A3) = (1,0,0) e (A1, A2, A3) = (0,0, 1), obtemos, respec-
tivamente,

= —2§9, = 2843 = %(t +3) e 2F], = 2F5, = s = %(’H’ 3).
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Polo tanto, estas métricas son JF;-criticas para t = —3.
Caso (1.b). Se (A, A2, A3) = (1, A\, A) ou (Mg, Ao, A3) = (A, A, 1), con X\ # 0, 1, as expresions
das compoiientes do tensor §' reddcense, respectivamente, a

31 = _2352 = 2&%3 = 2(/\ — 1A =3+ @X-1)t), e
281, = 28Ly = Fhs = ——(A — 12X =3+ (4X = 1)t).

Polo tanto, dado que A # 1, o tensor anulase se e s6 se t = Zi i’ el# 1L 1

Noétese que o Caso (1.a) se corresponde co Caso (1.b) con A = 0.

Caso (2). Dado que todas as constantes de estrutura son diferentes, podemos tomar a seguinte
combinacién dos polinomios §F;:

1 t 1 t 1 t 2 2 2
O S T et w022 T (a0 Sas = 4T+ A+ Ap) 4 4t

Se 7 = 0, o tensor §* vén dado por

by = 3((32 — 203) (A2 — A3) (A2 + 2X3) — 3A1(Aa + A3) (g + 4A3)),
333 = —§A3((3A3 —2X) (A3 — A2) (A3 4+ 2X2) — 3A1 (A3 + A2) (A3 + 4\2)),
31 = &%3 - §2~

Estes polinomios e a curvatura escalar s se anulan simultaneamente se dias das constantes de
estrutura son iguais e a terceira € cero (en cuxo caso a métrica € Einstein). Polo tanto, temos que

ATHAZ4A3
T

7 # 0 e o valor de ¢ vén dado por ¢t = 3. Deste xeito, as expresions de §' redicense a

31’5"31:(2)\1 — )\2 — )\3) P
3332: ()\1 — 2)\2 + /\3) P
3333— ( /\2> b,

sendo p = A3 — A\ (A4 A3)2 = AP (A2 + A3) + (A2 — A3) 2 (A2 + A3). Os primeiros factores
destas expresions non se anulan ao asumir que as constantes de estrutura son distintas, polo que
a tnica posibilidade para que se anule o tensor §* é que p = 0. Asi, temos que

AP A3 A3 = DA = A3 A2 — A2A — A2 — Mol — A2 — 20 0003 = 0. (5.8)

Tanto a ecuacién|(3.8)|coma a expresién de ¢ son simétricas respecto das constantes de estrutura,
polo que no que resta de proba se traballard médulo permutacion.

Caso (2.a). Supofiamos que A\; = 0. A ecuacién [(3.8)| rediicese a (Ay — A3)%(Aa + A3) = 0,
logo Ay = —\3. Asi, obtemos ddas clases homotéticas: (A1, Ay, A3) = (0,1, —1) e (A1, Ao, A3) =
(1,—1,0). Ambos os dous casos se corresponden con métricas invariantes 4 esquerda J;-criticas
parat = —1 e o operador de Ricci satisfai Ric = diag[2, 0, 0] e Ric = diag]0, 0, 2], respectiva-
mente.

Caso (2.b). Consideremos agora que \; # 0. Mediante un razoamento andlogo ao seguido
na proba do Teorema reescalamos a métrica de xeito que A\; = 1. Realizando un cambio
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nas constantes de estrutura, podemos fixar Ay = —IHA2H8 ¢ Ny = IH2=i8  Agf a ecuacion [(5.8)]
dada en funcién de p5 e i3 redicese a

popiy — 2puapis +1 — i3 = 0.

Resolvendo para p3, obtemos

P V(3 + p2 — 1)

M2

Notese que p3 estd ben definida para o € (—,0) U (¢ =1, 00). Polo tanto, se fixamos po = &
e asumimos que as constantes de estrutura son distintas entre si, a métrica invariante a esquerda
correspondente é F;-critica se e s6 se € homotética a unha métrica determinada polas constantes
de estrutura A\; = 1,

" Koy k(K24 Kk —1) k__VE(K2+Kk—1) (5.9)

= e N3 = — .
> 2 1T T o
As constantes de estrutura son distintas agds para kK = 1, kK = @3> e Kk = —p 3. Ademais,
se kK = —1, temos que A3 = 0, polo que formalmente os casos (2.a) e (2.b) poden tratarse

conxuntamente asumindo que A pode ser cero.

Se normalizamos A3 = 1, obtemos outra familia homotética de xeito que as expresions des-
critas en[(5.9)|determinan \; e A\, e, da mesma forma que na normalizacién anterior, formalmente
obtemos o Caso (2.a) con A\; = 0. Isto conclie o Caso (2). O

Observacion 5.7. A familia dada no Teorema[5.6}-(1) proporciona métricas F;-criticas para todo
teR\ {—%} Por outra banda, a familia descrita no Caso (2) proporciona métricas J;-criticas
parat € (—1—p)ser € (—p,0)\{—¢p >} eparat € (—1+p°,00)se k € (¢, 00)\{1, ¥*}.
Estes valores ildstranse na Figura[5.3.4]

Observacion 5.8. As alxebras de Lie obtidas no Teorema [5.6-(1) son h3 se A = 0 (Caso (1.a)
da demostracion), sl[(2,R) se (A1, A2, A3) = (1, A, A) con A # 0 ou (A, Mg, A3) = (A, A\, 1) con
A >0, esu(2) se (A, Ao, A3) = (A, A, 1) con A < 0.

As élxebras de Lie obtidas no Teorema[5.6}(2) cunha constante de estrutura nula (Caso (2.a)
da demostracion) son e(1,1) se (A1, A2, A3) = (A, —A,0) e e(2) se (A, A2, A3) = (0, A, —]).
A diferenza do caso riemanniano, o grupo euclideo admite métricas lorentzianas invariantes
esquerda F;-criticas non Einstein.

As dlxebras de Lie obtidas no Teorema[5.6}(2) sen constantes de estrutura nulas (Caso (2.b)
da demostracion) son as seguintes:

m 5[(2,R) se (A, Ao, \3) = (1,0, B) conax < 0e § # 0,0calocorre se k € (—p,0)\ {—1},
ou (A, X2, A3) = (a, 3,1) con a, 3 > 0, o cal ocorre se k > !, ou con a3 < 0, o cal
ocorre se k € (—1,0).

= su(2) se (A, A2, A3) = (L, 8) con a« > 0 > (3, o cal ocorre se k € (—1,0), ou
(A1, A9, A3) = («, 5,1) con o, § < 0, o cal ocorre se k € (—p, —1).
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5.3.2. Métricas criticas cuxo operador de estrutura ten dous autovalores
complexos conxugados
G € un grupo de Lie unimodular con operador de estrutura que ten dous autovalores non reais

(tipo Ib). Consideramos unha base ortonormal {ej, es, e3} satisfacendo (e1,e1) = (e2,e2) =
—(es, e3) = 1 tal que os corchetes de Lie da dlxebra de Lie g vefien dados por

[617 62] = —fey — aes, [617 63] = —aey + Pes, [62, 63] = Aey, (5.10)

cona, B, A € R, 5 # 0. Obsérvese que substituir e; por —e; na base proporciona unha isometria
intercambiando («, 3, \) por (—a, —f, —A). Do mesmo xeito, substituindo e, por —e, ou e3 por
—e3 intercdmbianse (a, A) por (—a, —\). Polo tanto, podemos asumir que 3 > 0.
L . . . . ~ 1
As métricas determinadas por[(5.10)|non son Einstein e tefien curvatura escalar 7 = 5 (AA—

4a) — 453%). Polo tanto, son S-criticas se € s6 se A = 2 (a +/a?+ ﬁ2>. Os demais obxectos

asociados 4 curvatura que desempefian un papel na expresion estdn determinados polas
seguintes compofientes non nulas:

pler,er) = —2B8% — %)\2,

plez, e2) = — ples, e3) = A3\ — a),

ples, e3) =B(A — 2a),
Rlp)(e1,e1) = — 1(2a — N)(1608% — A(128% + 1?)),
R[p](ea, e2) =1(83* + 2B°A(3X — 2a) 4+ A*(4a” — HaX + 2X%))
— Rlp](es, e3),
Rlp)(ea, e3) =182 — N)(125% + A(5A — 4av)),

P2 =48* + 371 + 2a(a — (N2 — 46%)

Dadas as expresions dos elementos da curvatura, as compofientes non nulas do tensor F* son
as seguintes:

= —2Fh, = 2Fh = —2 (2t8°N2 — (3+ )A* — 202(85% + (1 + 2t)A?)
+ (1 +6)(88* + aA(48% + 5A?)))
b= 0B(8a® —8(1+t)Aa? — 2(4(2+1)B* — (1 + 3t) )«
+ (1 +)A4B% = N?)).

Dadas as expresiéns que determinan o tensor §, estamos en condiciéns de dar o seguinte resul-
tado.

Teorema 5.9. Sexa G un grupo de Lie de tipo Ib cunha métrica invariante d esquerda g. Enton,
g é Fi-critica se e so se é isométrica a unha métrica dada por|(5.10)|con constantes de estrutura
satisfacendo unha das seguintes condicions:

(1) 8aB? = AA — 20a)(\ + 207 a), a # 0. Neste caso, G é isomorfo a SL(2,R) e g é

T _ 8al+4aZA+6arZ2—)\3
Fi-critica parat = O 20)?
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(2) = X = 0. Neste caso, G é isomorfo a E(1,1) e a métrica g é F;-critica parat = —1.

Demostracion. Consideremos en primeiro lugar o caso no que a curvatura escalar é cero. Se
T = 2(AMX — 4a) — 48%) = 0, ent6n

Ly = B(80% — 8Aa® — 2(86° — X2)a + A(4F? — X)),

polo que obtemos Fh; = Oseesésea = 0e A = £25, ou @ = —%/\ e = ig)\. Asi, o
olinomio vén dado por §', = 8pte F, = 24834 regpectivamente, polo que en ningdn
11 11 3 11 147
caso se poderfa anular o tensor F.
Supoiamos agora que a curvatura escalar € distinta de cero. Unha andlise directa da expresion
de §%; amosa que se anula se e s se se satisfai unha das seguintes condiciéns:

. _ 8a®—8a2A44B82A— 3420 (A2 —832)
(1) t= (2a—M\)T ’

i) a=A=0.
No caso (i) tense que
(6o —3N)F1 =4 ((a — N+ B7) (4PN + 2 (487 + X?) — N?)..

Dado que 3 # 0, §, s6 se anula se se anula o segundo factor, é dicir, se 32 = 8%()\2 —2a\—4a?),
o que se corresponde co Caso (1).

No caso (ii), §; reddicese a i, = —1—36(1 + )B4, polo que s6 se anula se t = —1, 0 que se
corresponde co Caso (2). O

Observacion 5.10. A familia descrita no Teorema [5.9}(1) aporta métricas criticas para todo ¢ €
(=00, =1 —¢®) U (—1,—1 + ¢°). Estes valores de  ildstranse na Figura[5.3.4]

Observacion 5.11. O operador de Ricci para as métricas criticas do Teorema[5.9-(1) ten autovalo-
res {\a—20), — & (2a—\)(2ar£+/2aA (40 + 2a) — \%))}. Dado que a\(4a?+2aA—)\?) =
—8a?/3%2 < 0, o operador de Ricci ten dous autovalores complexos. Por outra banda, o operador
de Ricci das métricas obtidas no Caso (2) é diagonalizable con autovalores {0, 0, —232}.

5.3.3. Métricas criticas onde o operador de estrutura ten unha raiz dobre
do polinomio minimo

G é un grupo de Lie unimodular cunha raiz dobre do polinomio minimo do operador de estru-
tura (tipo II). Consideramos unha base pseudo-ortonormal {uy, us, ug} satisfacendo (uq,ug) =
(ug,us) = 1 tal que os corchetes de Lie da dlxebra de Lie g vefien dados por

[U1>U2] = A3, [ulaui‘)] = =AUy — €Uy, [U2,U3] = A\ug, (5.11)
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con A\;, Ay € R, ¢ = +1. Os elementos da curvatura implicados na ecuacién [(5.2)] tefien as
seguintes compofientes non nulas:

plur,ur) =e(Ag — 2A1),  plus,ug) = %)\20\2 —2M\1),  plus,uz) = —%/\37

R[,O] (Ul, Ul) = — %LE)\Q(ZL)\]_ — 5)\2)(2)\1 — )\2),
Rlp)(ur,uz2) =3 A5(40T = 5Aida +2X3),  Rlp)(uz, uz) = (201 — A2) A3,

T==—300 —4N), [pl® = PA28AT — 8 + 3X3).

A vista das expresiéns do tensor de Ricci obtemos que as métricas invariantes 4 esquerda en
grupos de Lie de tipo II son Einstein se e s6 se son Ricci-chds, € dicir, se Ay = Ay = 0. Ademais,
as métricas son criticas para o funcional S se e s6 se A\ = 0 ou Ay = 4);. Dadas as expresions
dos obxectos asociados 4 curvatura, as compoiientes non nulas do tensor §* son as seguintes:

1 =B = 8(L+1)AT A2 +2(1 + 3t)\ A3 — (14 1)A3),

L= —%353 = —%()\1 — M) A2((2 + 48) A — (B +1)A2).
Teorema 5.12. Sexa G un grupo de Lie de tipo 1l cunha métrica invariante d esquerda g que non
é Einstein. Se g é Fy-critica , enton G € isomorfa a SL(2,R) e g é isométrica a unha métrica
dada por|((5.11)| con constantes de estrutura satisfacendo unha das seguintes condicions:

(1) Ay = Ay # 0. Neste caso, g é F-critica para t = %
(2) M\ = =39\ # 0. Neste caso, g é Fy-criticaparat = —1— o>
(3) M = 390 '\ # 0. Neste caso, g é Fy-critica parat = —1 + ¢°.

Demostracion. A vista da expresion de 5, temos que este se anula se € s6 se Ay = 0, \; = \y

out = H con Ay # 4. Analizamos por separado cada un destes casos.

Se Ay = 0, enton Fi; = 823, Polo tanto o tensor antlase se \; = Ay = 0 e a variedade é
Ricci-cha.

Se A\; = Ay, tense que Fi; = (1 — 3t)eA3. Dado que \; = A\, = 0 implica que a variedade é
Ricci-chd, concliese que t = % Isto correspondese co Caso (1).

Supoinamos agora que Ay # 0, A\; # Ay e Ay # 4A1. Set = H, a expresion de §;
reddcese a

tll = 26()\1 — )\2)(4)\% + 2)\1)\2 — )\g)

Asi, o tensor §* andlase se 4\? + 2\ Ao — A3 = 0, é dicir, se \; = —%go/\g, 0 que se corresponde
co Caso (2),0u \; = %go‘l)\g, o que se corresponde co Caso (3). O
Observacion 5.13. As métricas descritas no Teorema tefien curvaturas de Ricci a = —%Ag e

b dado por b = —3X3 no Caso (1), b = 3?3 no Caso (2) e b = 192\ no Caso (3). Ademais,
o autovalor b sempre € unha raiz dobre do polinomio minimo correspondente.

Observacion 5.14. As métricas invariantes 4 esquerda dadas por con Ay = 0 tefien unha
distribucién nula paralela de dimensién un, £ = span{us}, e operador de Ricci nilpotente en
dous pasos. Polo tanto, tales métricas son pp-waves. Dado que ningunha métrica non Einstein
con Ay = 0 pode ser F;-critica, estas métricas correspéndense coas dadas no Teorema[5.5}H(2), é
dicir, son localmente isométricas ds pp-waves da familia N.
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5.3.4. Meétricas criticas onde o operador de estrutura ten unha raiz tripla
do seu polinomio minimo

GG é unimodular e o operador de estrutura ten unha raiz tripla do polinomio minimo (tipo III).
Consideramos unha base pseudo-ortonormal {u;, ug, u3} satisfacendo (uy,us) = (us,ug) = 1
tal que os corchetes de Lie da dlxebra de Lie g vefien dados por

[ug, ug] = wy + Aug, [ug,us] = —Aug, [ug, us] = Aug + us, (5.12)

con A € R. Os obxectos relacionados coa curvatura implicados na ecuacién [(5.2)| para as mé-
tricas invariantes 4 esquerda nun grupo de Lie de tipo III estin determinados polas seguintes
compoientes non nulas:
p(uhu?) :p(’LL3,U3) = _%)‘27 p<u27u2> = _27 p(’LLg,Ug) = _)‘7
R[p](uy,u2) =R[p)(us, us) = T\,
R[IO] (U’?’ u2) == %A27 R[p](uz,u3) = i)‘gv

T =— %)\27 ||P||2 = %)‘4-

Os grupos de Lie de tipo III non admiten métricas invariantes 4 esquerda que sexan Eins-
tein. Ademais, dado que a curvatura escalar vén dada por 7 = —%)\2, as métricas invariantes 4
esquerda son S-criticas se e s6 se A = 0.

Dados os elementos da curvatura presentes na ecuacion [(5.2)] o tensor §* estd determinado
polas seguintes compofentes non nulas:

by = —6(t —2)A% e Fhy = (1 — 3t)A%. (5.13)
Deste xeito, podemos obter o seguinte resultado.

Teorema 5.15. Sexa G un grupo de Lie de tipo 11l cunha métrica invariante d esquerda g. Enton
g é Fy-critica se e s6 se G é isomorfo a E(1,1) e g € isométrica a unha métrica dada por|[(5.12)]
con \ = 0. Neste caso, a métrica é JF;-critica para todo t € R.

Demostracion. Dada a base pseudo-ortonormal {uy, ug, u3}, o tensor §* estd determinado polas
expresions|(5.13)] Logo, a unica posibilidade para anular simultaneamente §%, e §5; é que ) sexa
cero. Esta condicién anula o tensor §' independentemente do valor de ¢. L

Observacion 5.16. As métricas invariantes 4 esquerda obtidas no Teorema|S.15|tefien unha distri-
bucién nula paralela de dimensién un, £ = span{u, }. Ademais, o operador de Ricci é nilpotente
en dous pasos, polo que estas métricas son pp-waves. Dado que estas métricas non son localmente
simétricas, correspéndense coas métricas dadas no Teorema[5.5}(1) e son localmente isométricas
as ondas chds da familia P..
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5.3.5. Resumo dos resultados para grupos de Lie unimodulares

Analizando os resultados obtidos nas seccidns anteriores, temos que os grupos de Lie uni-
modulares que admiten métricas invariantes 4 esquerda J;-criticas para algin valor de ¢ son
isomorfos aos seguintes:

= O grupo de Heisenberg H?3, o cal s6 admite métricas invariantes 4 esquerda non Einstein
Fy-criticas para t = —3.

» O grupo de Poincaré E'(1, 1), o cal admite métricas criticas non Einstein para todo ¢ € R.

t -1
[a:(2) )
Ib:(2) +
I1I: ;

Figura 5.3.1: Valores de t nos cales se obtiveron métricas invariantes 4 esquerda no grupo de
Poincaré que son F;-criticas en cada tipo dos grupos de Lie unimodulares. O nimero entre pa-
rénteses indica a familia no teorema de clasificacién correspondente.

= O grupo euclideo £/(2), o cal s6 admite métricas invariantes 4 esquerda non Einstein F;-
criticas parat = —1.

» O grupo de Lie SL(2,R), o cal admite métricas criticas non Einstein para todo ¢t € R.

t  —3-1—p -1 —3 3 —1+¢°
Tax(1) ) )¢ : |

) | — | —
Ib(1) 3 I 3 |
I1:(1) | o | ¢ 1
(2) | * 1 1 |
3) | o | ¢

Figura 5.3.2: Valores de ¢ nos cales se obtiveron métricas invariantes 4 esquerda no grupo
SL(2,R) que son F;-criticas en cada tipo dos grupos de Lie unimodulares.

= O grupo de Lie SU(2), o cal admite métricas F;-criticas non Einstein para ¢t € (—3, —1).

5.3.6. Métricas criticas en grupos de Lie non unimodulares con niicleo uni-
modular lorentziano

GG é un grupo de Lie non-unimodular con métrica inducida no nicleo unimodular u lorentzia-
na. Asi, existe unha base ortonormal {e, e, e3} satisfacendo — (e, e1) = (e, €2) = (e3,e3) = 1
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t —3-1—¢5-1

Ta:(1) ¢
(2) —

Figura 5.3.3: Valores de ¢ nos cales se obtiveron métricas invariantes 4 esquerda no grupo SU (2)
que son F;-criticas en cada tipo dos grupos de Lie unimodulares.
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Figura 5.3.4: Este diagrama ilustra os valores de ¢ nos cales se obtiveron métricas J;-criticas en

cada tipo dos grupos de Lie unimodulares, sendo ¢ = %‘?’ 0 nuimero aureo.

tal que a dlxebra de Lie g estd determinada polos corchetes
le1,e2] =0, e1,e3] = aer + Pea,  [ea, €3] = yer + dey, (5.14)

con «, 3,7, € R. Traballaremos cun representante g da clase homotética tal que o+ = 2. Asi,
os obxectos asociados 4 curvatura que desempefian un papel na ecuacién[(5.2)]estdn determinados
polas seguintes compofientes non nulas:

p(elael):%(4a_62+’y2)7 p(ebe?) :(a_Q)ﬁ—{_a’}/?

plez,es) = S —2) = 24+ 72), ples,es) = 3(5+7)2 +4det A —8),

R[p(e1,e1) =3 (20(3(B 4+ 7)* — 16) — (B +7)(26° + 38%y —7* — 88+ 8y)
+2(12a — 5% — 4By +v*) det A — 8det A?)

(2(3(B +7)* = 16) — (B +7) (B> — 387" — 27° + 48 + 207)
+ 644 2(12a — 2 4+ 487 + 57° — 24) det A + 8 det A%)
R[p](es,es) =3 (4((B+7)* —6)det A+ (B+7)*((8+)* —10) + 32),
7 =1(4det A+ (B+7)* —16),
lp|I> =4det A +4((B+7)* — 6)det A+ L(B8+7)*(3(B +7)* — 32) + 32.

A métricas g € Einstein se as constantes de estrutura satisfan unha das seguintes posibilidades:
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() a=1ef=n,
(i) f=Faey==%(2— a).

Obsérvese que o caso A = ad(e3) = Id estd incluido en (i). Ademais, o caso dado por (5,v) =
(ar,2 — ) é isomorfo ao determinado por (5,7) = (—«, @ — 2) xa que o cambio de e; por —e;
na base proporciona un isomorfismo isométrico que intercambia (3,v) e (—/, —). Dado que
a curvatura escalar vén dada pola expresion 7 = 3 (4det A + (8 + 7)* — 16), as métricas son

S-criticas se e s6 se son Einstein ou v = 1+ /(3 — 7)? — 12.

Dados os obxectos asociados 4 curvatura, o tensor §' vén dado polas seguintes compofientes

non nulas:
1, =—3(8det A% + 4(6a — f* + 437 + 5y* — 12) det A

+ (6o — B2+ By +29° = 8)(3(B +7)* — 8)
+t((B+7)? + 4(det A — 4))
X (2det A+ 6a — 5% + By + 272 = 8)),

2=—((@=2)8+ay)3(8+7)" -8
+4((3 —20)B 4+ (1 — 2a)y) det A (5.16)
—t((r = 2)B+a7)((B+7)* + 4(det A — 4)),

(5.15)

by = 3(8det A> — 4 (6 — 567 — 48y +~?) det A
— (3(B+7)* = 8) (6 —28% — By +7° — 4)
+t((8+ )%+ 4det A — 16)
X (—6a +26% 4 By — 4%+ 2det A+ 4)),

(5.17)

53 = —5(4(det A — 1) + (B +7)?)
X (4(det A —2) + 3(8 +7)? (5.18)
+t(4(det A —4) + (B +7)%)).

Analizando estas expresions obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.17. Sexa G un grupo de Lie de tipo IV.1. Unha métrica invariante d esquerda g en G
non Einstein é Fy-critica se e s6 se é homotética a unha métrica dada por|[(5.14)| con constantes
de estrutura satisfacendo unha das seguintes posibilidades:

(1) o =1+3(8—7). Neste caso, g é Fy-critica parat = —5(det A++/1 —det A) edet A < 1.

2

(2) det A = 0. Neste caso, g é Fi-critica para t = —%.

(3) A derivacion ad(es) é autoadxunta, é dicir, B = —~. Neste caso, g é Fi-critica para t =
—i:ggtﬁ. Ademais, o determinante da derivacion toma todos os valores reais e A realiza

todas as posibles formas normais de Jordan.
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Demostracion. Dadas as expresions das compoiientes non nulas do tensor §* descritas en[(5.13)]

(3.16), [(5.17)| e [(5.18)] obtemos mediante un célculo directo que F%; se anula se det A = 1 —

1 9 _ 4(det A—2)+3(B+7)2
1(B+7) out =~ 4(detA—4)+(ﬁ+’7)2 :

Se supofiemos que det A = 1—1(3+47)?, e dado que det A = a(2— ) — 3, temos que o =
1+ 2(8 — 7). Como se mencionou anteriormente, intercambiar (3, y) e (—/3, —7) proporciona
unha isometria, polo que podemos asumir sen perda de xeneralidade que o = 1 + %(5 — 7).
Baixo esta condicién, as compofientes non nulas do tensor §* reddcense a

=8 =Fp=—(2det A+ 6t+5+)(B+7—2)(8 7).
Se § = v, entén a = 1 e a métrica é Einstein. Se v = 2 — 3, entén a = [ e a métrica tamén &
Einstein. Logo o tensor anulase se e s6 se a métrica € Einstein ou ¢ = —%(2 det A+ B8+ 7),0

que se corresponde co Caso (1).
4(det A—2)+3(8+7)?
4(det A—4)+(8+7)?

Supoilamos agora que t = — . As compoiientes do tensor §* rediicense a

11 =82 =2det A(B+7)(8 —7) e Flp = —4det A(B+7)(a — 1).

Asi, o tensor antlase se det A = 0, o que se corresponde co Caso (2), se 5 = —7, 0 que se
corresponde co Caso (3), ou se & = 1 e 5 = v, dando lugar a unha métrica Einstein. U

Observacion 5.18. As métricas obtidas no Teorema proporcionan exemplos de métricas
JFi-criticas para valores de t € R \ {—1}. A relacion entre os valores de ¢ e os diferentes casos
obtidos estd ilustrada na Figura[5.3.5]e descrita como segue:

= O Caso (1) proporciona métricas F;-criticas para t € (—-3, c0) con enerxia ||p||? + t72 =

38 +7)(B+7—2). N

= O Caso (2) proporciona métricas J;-criticas para t € (—o0, —3) U (—5, +00) con enerxia
lpll* +tr? = 6(58 + 7).
= O Caso (3) proporciona métricas JF;-criticas parat € R \ {—1} con enerxia cero.
Obsérvese que, para toda métrica critica non Einstein, a enerxia do funcional correspondente €
ceroseesd se f = —~.
Observacion 5.19. Os operadores de Ricci das métricas criticas obtidas no Teorema [5.17] veien

dados polas seguintes descricions:

= Nas métricas criticas obtidas no Caso (1) o operador de Ricci ten un tnico autovalor igual
a —2, que € unha raiz dobre do polinomio minimo.

= As métricas criticas descritas no Caso (2) tefien operador de Ricci diagonalizable con dias
curvaturas de Ricci distintas, Ric = diag[3(8 4+ 7)%, 4 — (6 +7)%,4 — 5(8 +7)?].

= O operador de Ricci das métricas correspondentes ao Caso (3) ten autovalores {—2(2 —
det A), —2(1 + /1 — det A)}, que poden ser reais ou non dependendo do valor do deter-
minante da derivacion. Ademais, se det A = 1, hai un Unico autovalor igual a —2 que €
raiz dobre do polinomio minimo.
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Observacion 5.20. O Teorema amosa que a normalizacion considerada en [59], dada por
ad(es)(e1) L ad(es)(e2), non sempre é posible. De feito, as métricas invariantes 4 esquerda
obtidas no Caso (3), onde a derivacion € autoadxunta, satisfan dita normalizacion soamente se A
diagonaliza. Asi, os casos con autovalores complexos ou con raices dobres do polinomio minimo

non serian obtidos ao asumirmos a normalizacion. En concreto, se se consideran as métricas

dadas por[(53.14) con ay — 36 = 0, non se obterfan métricas F;-criticas para t € (—3, —1).

5.3.7. Métricas criticas en grupos de Lie non unimodulares con niicleo uni-
modular riemanniano

G € un grupo de Lie non-unimodular con métrica inducida no nicleo unimodular it rieman-
niana. Asfi, existe unha base ortonormal {e;, €2, 3} satisfacendo (e, e1) = (ey, €2) = —(e3, €3) =
1 tal que a alxebra de Lie g estd determinada polos corchetes

le1,e2] =0, [er,e3] = aey + Pea, [ea, €3] = yer + dea, (5.19)

con «, 3,7,6 € R satisfacendo « + § = 2. Asi, os obxectos asociados 4 curvatura que desempe-
fian un papel na ecuacion|(5.2) estdn determinados polas seguintes compoiientes non nulas:

pler,er) =3(da+ 52 —17%), pler,er) = (2—a)f +av,
ples, e2) =5(4(2 — o) — B +7°%),  ples,es) = 3(4det A =8 — (3 —7)?),
Rlpl(er,e1) =7 (2a(3(8 = 7)* +16) + (B — 7)(28° = 35%y +7° + 88 + 87)
+2(—12a — 5% + 487 + +*) det A + 8det A%)

Rlpl(er. e2) =k((a —2)8 — ay)(12det A — 3(8 —7)” - 16),

+ 64 + 2(12a + % 4 48y — 57* — 24) det A + 8det A?)

R[p](es, e5) =4 (4((8 =) +6) det A — (8 — 7)*((8 —7)* +10) — 32),
7=3((B—7)*+16 —4det A)

|p|l? =4 det A% —4((B —)? +6)det A

+3(8 =7)*B(8 —7)* +32) + 32.
As métricas invariantes 4 esquerda son Einstein se e sé se a = 1 e v = —f (ndtese que o
caso ad(e3) = Id estd incluido). Ademais, a curvatura escalar vén dada pola expresion 7 =
$((B=7)*+16 —4det A) = 3 (B +7)* + 16 + 4(a — 2)cv), polo que sempre ¢ positiva. Asf,
as Unicas métricas S-criticas son as Einstein.
O tensor §* vén dado polas seguintes compofientes a priori non nulas:

ty = 3(8(det A)2 + 4(6cx + % + 4By — 57* — 12) det A

— (6a+ f% + By — 29" = 8)(3(8 —7)* +8)
—t(2det A + 6+ B2 + By — 29 — 8)(4det A — (B — v)? — 16)),
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o = H(8a’ — 2802 +a(09° +32) ~ 207 +8) +3(a 2 — a*
+ ay(4a — 3v* — 16 + 8det A)
+t((a—2)8 —ay)((B —v)* —4det A + 16),

by = 3(8(det A)? — 4(6a 4 53% — 43y — »?) det A
+(3(8 —7)* +8)(6a +28% — By — 7% — 4))
+t(ddet A —16 — (8 — )3 (—6a — 28% + By + % +2det A + 4),

53 = %(4detA—4— (8-
X (4det A—8 —3(8 —)?+t(4ddet A—16 — (8 —7)?)).

Dada a descricién do tensor g, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.21. Sexa G un grupo de Lie de tipo IV.2. Unha métrica invariante d esquerda non
Einstein g en G é F;-critica se e s6 se é homotética a unha métrica dada por con cons-
tantes de estrutura satisfacendo unha das seguintes posibilidades:

843(3-)?

(1) det A = 0. Neste caso, g é Fi-critica para t = — 64 (52"

(2) A derivacion ad(es3) é autoadxunta, é dicir, = ~. Neste caso, g é F;-critica para t =

2—det A
— i edet A < 1.

Demostracion. Dadas as expresions das compofientes non nulas do tensor §, temos que §5;

se anula se € s6 se det A = 1 + }L(ﬁ — )2 out = —jjjtgjgfggjgi. Dado que det A =

—a? 4 2o — B, a ecuacion det A = 1 + (3 — )? ten como solucién v = 1 £ (8 + 7)v/—1,
polo que a Unica solucién real é « = 1 e § = —~, obtendo asi unha métrica Einstein.
. —8—3 —v)2 z =
Asumimos por tanto que t = — ﬁzz ﬁ_%fgg_zg?. Asi, as compofientes non nulas do tensor §"

redicense ds seguintes expresions:

S11 = —The = —2det A(B —7)(B + ),
§o=4det A(B — v)(a — 1).

Un célculo directo amosa que o tensor se anula se det A = 0, o cal se corresponde co Caso (1),
se 8 = 7, o que se corresponde co Caso (2),ouse @« = 1 e 8 = —, o que da lugar a unha
métrica Einstein. ]

Observacion 5.22. A familia de métricas obtida no Caso (1) do Teorema [5.21] proporciona mé-
tricas criticas para os valores de ¢ € (—3, —3] con enerxia ||p||* + t72 = —6(8 — 7). Do mesmo
xeito, a familia obtida no Caso (2) proporciona métricas criticas para os valores de t € (—1, —%)
con enerxia cero, sendo as métricas criticas obtidas para t = —% as determinadas por a = 1 e

8 =~ = 0 e, polo tanto, métricas Einstein. Na Figura ildstranse estes valores de ¢.

Observacion 5.23. Os operadores de Ricci das métricas criticas obtidas no Teorema [5.21] son
diagonalizables con autovalores {4 + $(8 — 7)%,4 + (8 — 7)%, —%(8 — 7)?} no Caso (1) e
{2(2 — det A),2(1 — /1 —det A),2(1 + v/1 — det A)} no Caso (2). Nétese que a familia do
Caso (2) ten dous autovalores iguais se e s6 se det A = 0, € dicir, se tamén satisfai a condicion
do Caso (1). Nese caso a variedade € localmente simétrica.
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Observacion 5.24. A dlxebra de Lie dada por [(5.19) correspéndese cun produto semidirecto
R x t2 donde a métrica restrinxida a v2 ten sinatura definida positiva. E interesante destacar que
os resultados obtidos para os grupos de Lie de tipo IV.2 son andlogos aos obtidos para grupos de
Lie non unimodulares riemannianos de dimension tres, € dicir, ao Teorema[2.10

5.3.8. Métricas criticas en grupos de Lie non unimodulares con niicleo uni-
modular dexenerado
(G € un grupo de Lie non unimodular coa restricién da métrica ao nicleo unimodular u dexe-

nerada. Entdn, existe unha base pseudo-ortonormal {uy, us, u3} da dlxebra de Lie satisfacendo
<U17U1> = (u2,u3> =1, tal que

[ula u?} = 07 [u17 US] = Uy + 6“27 [u27 Ug] = e + 6“2, (520)

con o, 3,7v,0 € Re a+ 0 = 2. Os obxectos relacionados coa curvatura implicados na ecua-
cién[(5.2) para as métricas invariantes 4 esquerda estdn determinados polas seguintes compofien-
tes non nulas:

p(ur,ur) = — p(ug, uz) = =347,
p(uh Ug) =a7, p<u3a Ug) =200 — 20{2 - ﬁ77
[p](U1,U1) %R[p](UQ,Ug) = _411747
R[p)(u1,us) =3a7*,  Rlp](us,us) = $7°(20® — 10c + 5087),
=37, lpll* =3+

As métricas invariantes 4 esquerda son Einstein se e s6 se son chds, € dicir, se vy = 0e o = 0, 1.
Ademais, dado que a curvatura escalar é 7 = %72, as métricas dadas por [(5.20)|son S-criticas se
esésey=0.

Dadas as expresions dos elementos da curvatura, o tensor §* vén dado polas seguintes com-
poiientes non nulas:

= %(3 + )74, 3 =—-B+t)ay’,
Fhs = —3B+ 107", Fls =72(3a® — det A+ t(a® — det A)).

Asi, o resultado obtido para os grupos de Lie de tipo IV.3 € o seguinte.

Teorema 5.25. Sexa G un grupo de Lie de tipo 1V.3. Unha métrica invariante d esquerda non
Einstein g en G é F;-critica se e s6 se é homotética a unha métrica dada por con cons-
tantes de estrutura satisfacendo unha das seguintes posibilidades:

(1) det A = 0. Neste caso, g é Fy-critica parat = —3.

(2) A derivacion ad(es) é autoadxunta, é dicir, v = 0. Neste caso, g é Fy-critica para todo
teR
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Demostracion. Dadas as compoiientes non nulas do tensor §, temos que o termo §}; se anula

seesdsey =0out=—3.Se~y = 0, o tensor antlase independentemente do valor de ¢, o que
se corresponde co Caso (2).

Supofiamos que ¢t = —3 e v # 0. A Gnica compofiente non nula restante € F4, = 272 det A,
polo que se anula se e s6 se det A = 0, o que se corresponde co Caso (1). O]

Observacion 5.26. O operador de Ricci das métricas obtidas no Caso (1) do Teorema é
diagonalizable de xeito que Ric = l;diag[—l, 1, 1]. Polo tanto, a curvatura escalar vén dada por

2 .. 4 . £
7 = L e a norma do tensor de Ricci por |[p[|> = 2, polo que a enerxia (||p||* — 372) é cero
neste caso.

Observacion 5.27. As métricas invariantes 4 esquerda descritas no segundo caso do Teorema|5.23|
tefien un campo paralelo dexenerado £ = span{u,}. Ademais, o operador de Ricci é nilpotente
en dous pasos, polo tanto son pp-waves. Excluindo o caso chdn, se &« = 2 as métricas son
localmente simétricas e, polo tanto, son espazos simétricos de Cahen-Wallach CWV.. Para outro
valor de «, as métricas son ondas chds P, (ver Teorema [5.5). Ademais, dado que o operador de
Ricci € nilpotente en dous pasos, todos os funcionais F; tefien enerxia cero.

Observacion 5.28. O operador de Ricci dunha métrica dada por[(5.20)] satisfai

2 2
Ric= [ ay % detA—a?
0 0 2z

2

2 2 2 . oqe
con autovalores {—2-,%-, 2-}. Considerando a subfamilia dada por o> = det A tense que o

polinomio minimo do operador de Ricci é (A + %2)(/\ - l;) se ay = 0, mais obtemos (A +

l;)(A — %)2 para o caso ay # 0. Polo tanto, dentro desta subfamilia hai métricas que non
son i1sométricas ds obtidas coa normalizacion oy = 0 proposta en [59]. Asi, a normalizacion
ad(es)(e1) L ad(es)(eq) (equivalentemente, oy = 0) non pode ser aplicada en[(5.20)|ou estarian
a se omitir parte das métricas criticas.

5.3.9. Resumo dos resultados para grupos de Lie non unimodulares

A anélise das secciOns previas amosan que a sinatura lorentziana é mdis rica que a rieman-
niana, onde os grupos de Lie coa derivacion A normalizada mediante tr A = 2 admiten métricas
criticas s6 para det A < 1 (véxase a Seccién [2.2.2)). Fixando a normalizacién tr A = 2, das
seccions anteriores séguese o seguinte:

= Os grupos de Lie con det A = 0 admiten métricas criticas tales que a restricion da métrica
ao nicleo unimodular é lorentziana (Teorema [5.17}1(2)), riemanniana (Teorema [5.2T}(1))
ou dexenerada (Teorema [5.23}(1)).

= Os grupos de Lie con det A < 1 admiten métricas criticas tales que a restriciéon da métrica
ao niicleo unimodular é lorentziana (Teorema [5.17}(1)), riemanniana (Teorema [5.21H(2),
con curvatura seccional K = 1 se det A = 1) ou dexenerada (Teorema [5.25}(2), con
curvatura seccional K = 0 se det A = 1).
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= Para todo valor do determinante de A existe un grupo de Lie non unimodular que admite
métricas criticas con ndcleo unimodular lorentziano (Teorema[5.17H(3)).

t -3 i

IV.1: (1) } } B
2 —) : A
() —— X —
v.2: (1) { | A
(2) | ¢ : : )
IV.3: (1) * | | 3 3
) : : e

Figura 5.3.5: Este diagrama ilustra os valores de ¢ nos cales se obtiveron métricas J;-criticas en
cada tipo dos grupos de Lie non unimodulares.

5.4. Casos especiais

5.4.1. Meétricas criticas para a norma > do tensor de curvatura

En dimensi6n tres unha métrica € critica para o funcional g — [, || Ry||* dvol, se e s6 se é F;-
criticaparat = —%1. No capitulo anterior amosouse que a Uinica métrica riemanniana non Einstein
que € critica para este funcional é a dada por Lamontagne en [98]]. A sinatura lorentziana aporta
os seguintes novos exemplos de métricas criticas para este funcional onde, como anteriormente,
traballamos mddulo clases homotéticas:

» As ondas chds dadas no Teorema [5.15]e no Teorema [5.25}(2). Son criticas para todos os
funcionais cuadraticos e, en particular, para o determinado pola norma L? do tensor de
curvatura.

= O grupo de Lie unimodular SL(2,R) coa métrica [(5.4)] dada polas constates de estru-
tura (A1, A2, A3) = (1,1,75) ou (A1, A2, As) = (55,1,1) como no Teorema [5.6}(1). Os
operadores de Ricci son diagonalizables de xeito que Ric = —-2-diag[9,9,2] e Ric =

T 121
— %diag (2,9, 9], respectivamente.

= O grupo de Lie unimodular SL(2, R) coa métrica[(5.10)|dada polas constantes de estrutura
a=1e 3% = 5(7TA\*+4X+16), onde X ¢ a tinica solucién real da ecuacion 3A% — 20\ —
20\ — 32 = 0, como no Teorema (1). O operador de Ricci ten autovalores complexos,
como se amosou na Observacién

= Os grupos de Lie non unimodulares con nicleo unimodular lorentziano obtidos no Teore-

ma3. 17
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* O grupo de Lie non unimodular con dlxebra de Lie determinada por trA = 2 e
det A = i(l — 24/2) dotado dunha métrica invariante 4 esquerda homotética 4 dada

no Teorema|5.17H(1) con 8+~ = 1 + /2.

e O grupo de Lie non unimodular con alxebra de Lie determinada por tr A = 2 e
det A = 0 dotado dunha métrica invariante a esquerda homotética 4 dada no Teore-

ma(2)con6+7: %F.

* O grupo de Lie non unimodular con dlxebra de Lie determinada por tr A = 2 e
det A = % dotado dunha métrica invariante 4 esquerda homotética 4 dada no Teore-

mal5.17r3)cona = 1+ /~2 — %

O operador de Ricci correspondente a cada un destes casos foi estudado na Observa-

cién

5.4.2. Meétricas criticas localmente homoxéneas localmente conformemen-
te chas

As variedades localmente homoxéneas de dimension tres localmente conformemente chis
foron clasificadas en [[84]], onde se conclie que estas variedades son localmente simétricas ou
localmente homotéticas a un dos seguintes grupos de Lie:

(1) O grupo de Lie SL(2,R) coa métrica invariante 4 esquerda determinada por [(5.10)] con
ol f—Vier_1

(2) O grupo de Lie E(1, 1) coa métrica invariante 4 esquerda determinada por|[(5.12) con A = 0.

(3) O grupo de Lie de tipo IV.1 coa métrica invariante 4 esquerda determinada por con
Bty=lea=32+F-7),7# 3

(4) O grupo de Lie de tipo IV.3 coa métrica invariante d esquerda determinada por [(5.20)] con
vy=0ea¢{0,1,2}.

As métricas do caso (1) tefien curvaturas de Ricci {—2,1+ V3v/—=1 }. Polo tanto, a curvatura
escalar € cero e as métricas son S-criticas, mais non son criticas para ningtn outro funcional
cuadrético. As métricas do caso (3) son JF;-criticas para t = —% e tefien unha Unica curvatura
de Ricci i = —2 que € unha raiz dobre do polinomio minimo. As métricas correspondentes aos
casos (2) e (4) son criticas para todos os funcionais cuadréticos da curvatura e tefien operador de
Ricci nilpotente en dous pasos.

5.4.3. Métricas homoxéneas F;-criticas e espazos semi-simétricos

Todos os espazos simétricos son criticos para o funcional F_;/; (véxase o Lema . Estes
espazos son xeneralizados polos denominados espazos semi-simétricos, as variedades cuxo ten-
sor de curvatura coincide co dun espazo simétrico en cada punto, onde o modelo simétrico pode
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variar de punto a punto. En consecuencia, un grupo de Lie unimodular é semi-simétrico se e s
se € simétrico ou se corresponde cunha pp-wave modelada en N, (de tipo IT) ou P, (de tipo III).

Os resultados da Seccién amosan que un grupo de Lie unimodular non Einstein é F;-
critico para t = —% se e sO se € de tipo Il con A = 0 coma no Teorema (e polo tanto é
semi-simétrico), ou € de tipo Ib determinado por con 3% = 20 + aX + 3A? e 160 +
120X+ 8aX? — A3 = (. Neste dltimo caso, o operador de Ricci ten autovalores complexos, polo
que non se corresponde cun espazo semi-simétrico.

Un grupo de Lie non unimodular é semi-simétrico se e s se é simétrico ou se se corresponde
cun grupo de Lie de tipo IV.3 determinado por[(5.20)] con v = 0, en cuxo caso é unha pp-wave
modelada en P. ou CW.. Ademais, os resultados da Seccion amosan que un grupo de Lie
non unimodular € F_ jp-critico se € s6 se € localmente simétrico ou de tipo IV.3 con v = 0. O
seguinte resultado resume as observacidns anteriores:

Unha variedade localmente homoxénea lorentziana semi-simétrica de dimension
tres que é critica para un funcional cuadrdtico da curvatura é S-critica ou F_ -
critica. Reciprocamente, toda métrica JF_, jo-critica é semi-simétrica agds se se co-
rresponde co grupo de Lie de tipo Ib con curvaturas de Ricci complexas mencionado
anteriormente.

5.4.4. Meétricas criticas e solitons de Ricci alxébricos

Nesta seccion relacionamos os grupos de Lie dotados dunha métrica invariante 4 esquerda
Fi-critica cos solitons de Ricci alxébricos. Seguindo a clasificacion dada na Seccién [5.3] con-
sideramos os grupos de Lie unimodulares e analizamos cando Ric — pld € unha derivacion da
alxebra de Lie. Un célculo directo amosa o seguinte resultado.

Lema 5.29. Sexa (G, g) un grupo de Lie lorentziano unimodular de dimension tres. Se (G, g) é
un soliton de Ricci alxébrico non Einstein, enton é isométrico a un dos seguintes:

(1) O grupo de Heisenberg con dlxebra de Lie|(5.4)|de tipo la determinada por

(>\17>\27)\3) = (0707)\) ou (>\17>\27)\3) - (A7070)

(2) O grupo euclideo E(2) con dlxebra de Lie|[(5.4)|de tipo la determinada por (A, A2, \3) =
(0, A, =A).
(3) O grupo de Poincaré E(1,1) con dlxebra de Lie dada por

(a) unha dlxebra de Lie[(5.4)|de tipo la con constantes (A, A2, A3) = (A, — A, 0).
(b) unha dlxebra de Lie[(5.10)|de tipo Ib determinada por a = \ = 0, ou
(¢) unha dlxebra de Lie[(5.12)|de tipo III determinada por A = 0.

Dun xeito andlogo, para os grupos de Lie non unimodulares obtemos o seguinte resultado.
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Lema 5.30. Un grupo de Lie lorentziano non unimodular de dimension tres é un soliton de Ricci
alxébrico se e s6 se é Einstein ou o operador ad(e3) é autoadxunto.

Observacion 5.31. A clasificacion dos solitons de Ricci alxébricos dada en [9] omite algunha
das posibilidades do caso non unimodular debido ao problema da normalizacién xa exposto
na Observacion @} De feito, existen soliténs de Ricci alxébricos con operador de Ricci non
diagonalizable que non se corresponden aos descritos en [9] (véxanse o Lema[5.30]e a Observa-
cién[5.19).

O seguinte resultado relaciona os solitons de Ricci alxébricos e as métricas criticas para
funcionais cuadréticos da curvatura.

Teorema 5.32. Sexa (G, g) un grupo de Lie lorentziano de dimension tres cunha métrica inva-
riante d esquerda. Se (G, g) € un soliton de Ricci alxébrico, enton é critico para un funcional
cuadrdtico da curvatura con enerxia cero.

Reciprocamente, se (G, g) € critico para un funcional cuadrdtico da curvatura con enerxia
cero, enton é un soliton de Ricci alxébrico agds se (G, g) é isométrico a un grupo de Lie non

unimodular de tipo IV.3 dado por[(5.20)|con det A = 0 e y # 0.

Demostracion. Se (G, g) é Einstein, entén € un solitén de Ricci alxébrico trivial e, ademais, é
critico para todos os funcionais cuadraticos da curvatura.

Para os grupos de Lie unimodulares, unha andlise directa da enerxfa ||p||? + t72 das métricas
obtidas nos Teoremas [5.6] e amosa que aquelas con enerxia cero son exactamente
os solitons de Ricci alxébricos dados no Lema[5.29]

Unha andlise andloga para os grupos de Lie non unimodulares dd como resultado que todos
os soliténs de Ricci obtidos no Lema[5.30|son criticos para algin funcional de enerxia cero. O re-
ciproco € certo agds por unha excepcion: as métricas obtidas no Caso (1) do Teorema[5.25] Estas
métricas son criticas para o funcional F_3 = [, (||p||*> — 372) dvol, con enerxia ||p[|* — 372 = 0.
Porén, un cdlculo directo amosa que Ric — pld actda como derivacién sé se v = 0 (véxase o
Lema [5.30), polo que s6 son soliténs de Ricci alxébricos nese caso, o que se corresponde coa
interseccién dos dous casos do Teorema[5.25] []

Observacion 5.33. O grupo de Lie non unimodular de tipo IV.3 dado por[(5.20)jcon det A =0 e
~ # 0 non € un solitén de Ricci alxébrico. Porén, si se trata dun soliton de Ricci. O grupo de Lie
lorentziano (G, (,)) é isométrico a R? coa métrica

g(z,y,2) = Yide? + 2y e **dady — adrdz + y*e *dy? +2(2 — a)e **dydz.

onde (z,y, z) son coordenadas globais en R3. Nestas coordenadas, a métrica satisfai a ecua-
o _ 3.2 _ (1 2 1.2 .2z 1.2
cion[(I.D)]para A = 57 eX.— (7(a— fl)ozz +7°1)0, — zate¥0, — 3 c?z. '
Polo tanto, todas as métricas lorentzianas localmente homoxéneas de dimension tres que son
criticas para funcionais cuadraticos con enerxia cero son solitons de Ricci.

Observacion 5.34. O feito de que os soliténs de Ricci alxébricos sexa criticos para os funcionais
cuadréticos da curvatura de enerxia cero non se pode estender aos solitons invariantes 4 esquerda.
Ditos solitons invariantes 4 esquerda non triviais son os seguintes [27]:
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(1) Unha métrica invariante 4 esquerda en £/(1, 1) determinada pola dlxebra de Lie

(1i) [ug,us] = —Auy — eug, [ug,us] = Aug, € o campo de vectores solitén invariante
esquerda estd determinado por X = —Aug, onde A # 0 e e = +1;

(Lii) [uq,us] = g, [us, us] = us, € o campo de vectores solitén invariante 4 esquerda estd
determinado por X = —uy;

onde (uy,us) = (us,us) = 1. Para caso (1.i), todos os funcionais cuadraticos da curvatura
tefien enerxia cero, mais sé € critico para o funcional da normal L? da curvatura escalar. No
caso (1.i1), a métrica € critica para todos os funcionais cuadréticos, sendo estes de enerxia
cero independetemente do valor de .

(2) Unha métrica invariante a esquerda no recubrimento universal de S (2, R) determinado por

(2.4) [u1,us] = Aus, [ur,u3] = —Auy — eua, [ug, uz] = Aug, e 0 campo de vectores solitén
invariante 4 esquerda estd determinado por X = Kuy — %)\Ug, onde A # 0ec = £1;

(2.41) [uq,us] = uy + Aug, [ug, ug] — Auq, [ug, uz] = Aug + us, e o campo de vectores solitén
invariante 4 esquerda estd determinado por X = —u; + Aug, onde \ # 0;

onde (uy,us) = (u3, us) = 1. As métricas dadas no caso (2.i) son F 3-criticas, con enerxia

pl? + 372 = 3%, As métricas dadas no caso (2.ii) anulan a enerxia do funcional F_; 3,

mais non son criticas para ningin funcional cuadrético da curvatura.

(3) Unha métrica invariante 4 esquerda no grupo de Lie non unimodular R? x R homotética a
unha métrica determinada pola dlxebra de Lie

le1,e3] = e1 —e2, e, €3] = €1 + ey,

onde {ey, e9,e3} € unha base ortonormal con (ej,e;) = —1 e o campo de vectores soli-
tén invariante 4 esquerda estd determinado por X = es3. Estas métricas son criticas para o
funcional da norma L? do tensor de Ricci, o cal neste caso ten enerxia ||p[|? = 0.

(4) Unha métrica invariante 4 esquerda no grupo de Lie non unimodular R? x R homotética a
unha métrica determinada pola 4lxebra de Lie

[U17U3] = auy + Sus, [U2>U3] = (2 - OZ)U%

onde ov # 2 e (up,uz) = (u,u1) = 1. Se v = %, o campo de vectores solitén invariante

a esquerda estd determinado por X = %5”1 + (% — %ﬁz)uz + us; en caso contrario, X =
a(l—a)
a—2

uo. Estas métricas son criticas para todos os funcionais cuadraticos da curvatura.

No caso riemanniano, todo soliton de Ricci homoxéneo en dimension baixa € homotético a
un solitén alxébrico. Isto non € certo en xeometria lorentziana porque os solitons invariantes a
esquerda que non son criticos para un funcional con enerxia cero non poden ser homotéticos a
ningun solitén alxébrico, xa que estes sempre son criticos para funcionais de enerxia cero en
dimension tres e a enerxia do funcional € invariante por homotecias.



Capitulo 6
Métricas criticas curvatura homoxéneas

Nos capitulos anteriores estudamos as variedades homoxéneas de dimension tres que son
criticas para algtn funcional cuadritico da curvatura, tanto en sinatura riemanniana (capitulo 2)
como lorentziana (capitulo 5). Unha xeneralizacion deste tipo de variedades son as denominadas
curvatura homoxéneas introducidas na seccién [L.4l

Dado que as curvaturas de Ricci dunha variedade k-curvatura homoxénea son constantes,
a curvatura escalar tamén o é. Polo tanto, as ecuacions de Euler-Lagrange para os funcionais
cuadrdticos da curvatura S e F, e redicense, respectivamente, a

T(p—379) =0, 6.1)

Ap+2(R[p] — Lllpll*g) + 2tT(p — i7g) = 0. (6.2)

A partir de [(6.1)] vemos que, coo no caso homoxéneo, unha métrica k-curvatura homoxénea é
S-critica se e s6 se é Einstein ou ten curvatura escalar cero.

Neste capitulo estudaremos nunha primeira seccion as familias 1-curvatura homoxéneas, che-
gando a clasificar as métricas criticas 1-curvatura homoxéneas. Unha vez concluido o caso 1-
curvatura homoxéneo, na seguinte seccién analizarase o caso O-curvatura homoxéneo. Debido a

*

gran complexidade que supon a perda da condicion ®; VR, = VR, para a isometria linear ®,,,,
0 noso estudo centrarase nas variedades curvatura homoxéneas modeladas en espazos simétricos.

6.1. Variedades 1-curvatura homoxéneas

Dependendo da forma normal de Jordan, as familias de variedades 1-curvatura homoxéneas
tridimensionais describense como segue (véxase [33]).

(A) Variedades con operador de Ricci diagonalizable. Sexa {u, us, u3 } unha referencia pseudo-
ortonormal satisfacendo (u, u;) = (uz,u3) = 1. Os corchetes de Lie dados por

[ug, us] = —Kug, [uy,us] = —2uy + Kug, [ug,uz] = —2Kku; + V2Dus, (6.3)
onde k € R e ® é unha funcién satisfacendo us(P) = kP e uy(P) = —‘/7517, conb € R,

definen as variedades 1-curvatura homoxéneas con tensor de Ricci da forma
p = —2r%ut @ u' + 2bu® @ u®.

111
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(B) Variedades con operador de Ricci non diagonalizable. Sexa {u;, us,u3} unha referencia
pseudo-ortonormal satisfacendo (u,u1) = (us, u3) = 1. Os corchetes de Lie dados por

[ur, ug] = (av — B)ug, [ur,us] = —Vuy — (o + B)us, [ug, us) =0, (6.4)

onde a, f € R, a # B, 5 # 0, e ¥ é unha funcién satisfacendo u; (V) = 2e —2(a+ 5)V e
us (V) = 0, con ¢? = 1, definen as variedades 1-curvatura homoxéneas con tensor de Ricci
da forma

p=—28%' @u' —48%u* @ u® — 2eu’® @ uP.

Dadas as caracterizacions para as dias familias estritamente 1-curvatura homoxéneas, pode-
mos obter o seguinte resultado.

Teorema 6.1. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana tridimensional 1-curvatura homoxénea
que non é localmente homoxénea. Enton, g é F;-critica para algiin valor det € R se e 50 se
satisfai unha das seguintes condicions:

(1) (M, g) € unha variedade con operador de Ricci diagonalizable descrita por[(6.3)con k = 0

. P 1
e b # 0. Neste caso, g é Fi-critica parat = —3.

(2) (M, g) € unha variedade con operador de Ricci non diagonalizable descrita por[(6.4)] Neste

5 or _ a*+af—p? 5
caso, g € Fy-critica parat = BT > —15

Demostracion. Dado que (M, g) é unha variedade lorentziana de dimension tres 1-curvatura
homoxénea non homoxénea, pertence ou ben 4 clase (A) ou ben 4 clase (B), € dicir, ten operador
de Ricci diagonalizable e pode ser descrita por[(6.3)]ou o seu operador de Ricci non diagonaliza

e pode ser descrita por

Supofiamos en primeiro lugar que (M, g) pertence 4 clase (A) e sexa {u;, u, u3} unha refe-
rencia pseudo-ortonormal satisfacendo (u1,u;) = (ug, uz) = 1 con corchetes de Lie dados por
[(6.3)] Un calculo directo amosa que

Rlp] = —2bk*u' @ u' + 2(b* + br* + 25*)u? @ u?,
Ap = —4r(b+ 2 {ku' @ u' — ku® ® u® + 2u® @ v’}

O tnico obxecto da curvatura implicado na ecuacién que ¢é distinto de cero para o par
(us, u3) € o laplaciano do tensor de Ricci. Asi, tense que

Ap(us,uz) = —8k(b + 2x%) = 0.

Polo tanto, b = —2x% ou k = 0. Se b = —2x2, a variedade é Einstein e polo tanto localmente
homoxénea. Se x = 0, a ecuacién[(6.2)|reddcese a

(1 +2t)(u' @u' — v’ ®@u?) =0.

Logo, b = 0 e a variedade ¢ Einstein, ou t = —%, o cal se corresponde coa primeira posibilidade
do teorema.
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Supofiamos agora que (M, g) pertence 4 clase (B). Un cdlculo directo amosa que

R[p] = 26%{28%u! @ u' + 48%u* @ u® + e’ @ v}
Ap = —4(20* + 208 — f)eu’ @ u’.

Asi, a ecuacion [(6.2)| reddcese a

8{a® + af — (1 + 3t)3*}eu® @ u® = 0.
Dado que ¢, 5 # 0, concliese que t = %, o que se corresponde coa segunda posibilidade
do teorema. U

Observacion 6.2. As variedades obtidas no Teorema [6.1}-(1) admiten unha distribucién nula pa-
ralela de dimension un, £ = span{us}, polo que son ondas de Brinkmann, mais como o operador
de Ricci non € nilpotente, non son pp-waves. Ademais, estas variedades tefien curvatura escalar
constante non nula, polo que son unha familia particular das métricas descritas no Lema|/.8

Observacion 6.3. O operador de Ricci das variedades obtidas no Teorema [6.1}(1) é da forma
Ric = diag[0, b, b]. Dado que estas métricas son JF-criticas para t = —%, o funcional ten enerxia
cero.

Por outra banda, o operador de Ricci das variedades obtidas no Teorema [6.1}(2) ten un tnico
autovalor A\ = —2/3?%, que € unha raiz dobre do polinomio minimo. Esta familia proporciona
métricas JF;-criticas para todo ¢t > —%. Ademais, a enerxia do funcional é positiva se t > —%,

negativa se —5 <t < —%eceroset = —x.

Observacion 6.4. Unha variedade lorentziana de dimension tres é localmente conformemente cha
se e s6 se o tensor de Schouten é Codazzi, € dicir, se V xSy z = Vy Sy, ou, equivalentemente,
se o tensor de Cotton se anula. Un cdlculo directo amosa que unha variedade lorentziana 1-
curvatura homoxénea non homoxénea de dimension tres € localmente conformemente cha se e
s6 se pertence 4 clase (B) con 8 = —2q, en cuxo caso a métrica é F;-critica para t = —15—2.
Facendo uso da expresion de ¢ do Teorema[6.1}(2), temos que

Unha variedade lorentziana I-curvatura homoxénea non homoxénea de dimension

tres ¢ localmente conformemente chd se e sé se é JF;-critica parat = —%.

Observacion 6.5. Unha variedade lorentziana curvatura homoxénea estrita de dimension tres lo-
calmente conformemente chd admite unha referencia pseudo-ortonormal {uy, ug, us}, (uy, uy) =
(ug,us) = 1, tal que

[ul, UQ] = 07 [Ul, Us] = —(I)Ul — EUQ + \I/'LL37 [UQ, Us] = —3\IJU1 — T’LL27

onde ¢, ¥, = T son funciéns diferenciables satisfacendo
Ul(\Ij) :2\1124‘%(/1—"5), UQ(W) :0,
u

Ul(E):U3(®)+(I)T—(I)2—\I/E+2€, UQ(E):
u (1) =ue(2) + ¥, us(T) = L(k +¢) — 5P,
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onde €2 = 1 (véxase [38]). Un célculo directo amosa que o operador de Ricci ten un tnico
autovalor k + €, que € unha raiz dobre do polinomio minimo. Asi, o tensor de Ricci vén dado por

p=(Fk+e){u @u' +v*@u® + v’ @u?} — 2eu® @ v’
Ademais
Rlp) = (k+ ) {u' @ u' +v* @ u® + v @ u?} — e(k + e)u® @ u?,
Ap = =3e(k +e)u® @ u?,

e polo tanto a ecuacion[(6.2)|redtcese a ¢(k +¢)(12¢ 4+ 5) = 0. Entén, ouben k +¢ = 0 e (M, g)

¢ critica para todos os funcionais cuadréticos da curvatura, ou ben € F;-critica para t = —15—2.

6.2. Variedades curvatura homoxéneas modeladas en espazos
simétricos

Sexa (M, g) unha variedade lorentziana de dimensién tres con operador de Ricci da forma
Ric = diag[A, A, 0]. Dado que o operador de Ricci é autoadxunto, a distribucién ker Ric non pode
ser nula, polo que € espacial ou temporal. Seguindo o traballo [31], fixamos unha referencia orto-
normal local { £}, F, E3} de xeito que diagonalice o operador de Ricci con ker Ric = span{ F3}.
Sexa ¢ o operador cizallamento, definido como a compoiiente autoadxunta do tensor sen traza
5% = S — 3(tr S)Id asociado a S(X) = VyFEj. A segunda identidade de Bianchi amosa que
o(Es3) = 0 e, polo tanto, o operador cizallamento ten forma normal de Jordan

a 0 0 0 —a 0O e =1 0

0 —a 0], a 0 0], ou 1 — 0],

0 0 O 0 0 O 0 0 0
Tipo L.a Tipo L.b Tipo II

onde €2 = 1. Ademais, a norma do tensor cizallamento € positiva para o Tipo I.a, negativa para o
Tipo L.b e cero para o Tipo II. As variedades lorentzianas curvatura homoxéneas semi-simétricas
con operador de Ricci diagonalizable son descritas como segue.

Lema 6.6. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica de
dimension tres con operador de Ricci diagonalizable. Enton, (M, g) é localmente simétrica ou é
localmente isométrica a un dos seguintes modelos:

(1) Operador cizallamento diagonalizable. Para unha referencia ortonormal local { Ey, Es, E3}
de sinatura (+ + —) e funcions diferenciables 0 e o, os corchetes de Lie veiien dados por

[El, EQ] = €9E1 — QEQ + 2g0E3,
[E1, B3] = epbr + 9By, [Ea, B3] = —pEy — cpky, (e ==£1),
con 0 e p satisfacendo as ecuacions diferenciais E3(0) = Es(p) =0 e

Ey(0) + eEy(0) + 20 + X = 0, Ei(p) +eEs(p) +20p = 0.
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(2) Operador cizallamento con autovalores complexos. Para unha referencia ortonormal local
{E1, Es, E3} de sinatura (— + +) e funcions diferenciables 0 e o, os corchetes de Lie veiien
dados por

(21) [Ela EQ] = eEl - 280E37 [Elv E3] = 2¢E27 [E27 E3] = 07
onde as funcions 0, o satisfdan as ecuacions diferenciais F3(0) = E5(¢) = 0, E2(6) +
0>+ X=0,e Ey(p)+0p=0.

(2.i) [Er, BEp] = —0Fy — 2¢F3,  [Ey, B3] =0, [EBy, B3] = 2¢k;,

onde as funcions 0, o satisfdan as ecuacions diferenciais F3(0) = Es(p) =0, Ey(0) +
0?2 —X=0,e E(p) +0p=0.

(3) Operador cizallamento nilpotente en dous pasos. Para unha referencia ortonormal local
{E\, Ey, E3} de sinatura (— ++) e funcion diferenciable 0, os corchetes de Lie veiien dados
por

(B, o) = —0(Ey + Ep), [En, B3] = By + By, [Ey, B3] = —Ey — By,
con 0 satisfacendo as ecuacions diferenciais F3(0) = 0 e E1(0) + Ey(0) = A

Demostracion. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea con operador de
Ricci diagonalizable Ric = diag[\, A\, a]. Se o operador cizallamento é de Tipo L.a, en [31,
Teorema 1] amésase que existe unha referencia ortonormal { £y, Es, F3} tal que g(E4, Ey) =
k= %1, g(Ey, Ea) = 1, g(E3, B3) = —k, p(E1, E1) = kA, p(Ey, E») = X e p(B3, E3) = —ka,
e existen funcions 64, 05, w € o satisfacendo

[El, Eg] = QQEl — 91E2 + 2/€ME3,
|Ey, B3] = 0Ey + wEs, [Fs, E3] = —kwE; — 0 Fs, a=2(ko? — w?),
Eg(u)) = E3(O') = 0, I€E1(91) + EQ(@Q) —|— I{Q% —|— 9% —|— /\ = 07

E3(91) — 0'01 + w@z = O, E3(92) — mw@l + 0'92 = 0,
El(U) -+ EQ(W) -+ 2910 = 0, HE1<W) + EQ(O') —+ 2920’ =0.

Dado que, para unha variedade semi-simétrica con operador de Ricci diagonalizable, a curvatura
de Ricci con multiplicidade un € cero, temos que o = (. Asi, temos tres posibles casos: k = 1 e
c=dw,ouk=—-leoc=w=0.Sex =—1e o =w =0, avariedade € localmente simétrica.
Se kK = 1 e o0 = w, cun calculo directo sobre as ecuacidns diferenciais anteriores obtemos

(E1 + Eg)(w) + 291(4} =0e (E1 + EQ)(CU) + 292&) = 0,

polo que se segue que 2w(f; — 05) = 0. Logo, w = 0 e a variedade é localmente simétrica, ou
01 = 05, o que se corresponde co modelo (1) do enunciado con € = 1. Analogamente, se kK = 1
e 0 = —w, cun célculo directo sobre as ecuacidns diferenciais previas obtemos

(B — E9)(w) + 20w =0 e (F) — Ey)(w) — 200w = 0,
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polo que se segue que 2w (6, + 6) = 0. Logo, w = 0 e a variedade é localmente simétrica, ou
01 = —b-, o que se corresponde co modelo (1) do enunciado con e = —1.

Se o operador cizallamento é de Tipo L.b, entén de [31, Teorema 2] temos que existe unha
referencia ortonormal {Fy, Fy, E3} tal que g(E1, E1) = —1, g(Es, E3) = 1, g(E3, E3) = 1,
p(E1, Ey) = =\, p(Ey, Es) = Xe p(Es, E3) = «, e existen unhas funciéns 6, 05, w e o
satisfacendo

[Ey, By = 0:F) — 01 Ey — 2wEs,
[El,Eg] = (J +W)E2, [EQ, Eg] = —<J — W)El, o = 2(0’2 — OJQ),

E3(w) = E3(0) =0, Ey(01) — Ez(02) + 67 — 05 — A =0,
Eg(@l) - 02(0’ - w) = 0, E3(92) + 91(0’ + w) = 0,
Ey(o 4+ w) + 260 =0, Ei(0c —w)+ 26,0 =0.

Fixando o = 0, tense que 0 = +w. Se 0 = w, temos que F; (0 — w) + 26,0 = 26;w = 0. Logo,
w = 0 e a variedade é localmente simétrica, ou #; = 0, o que se corresponde co modelo (2.i) do
enunciado. Se 0 = —w, temos que Fy(0 4+ w) + 20,0 = —20w = 0. Logo, w = 0 e a variedade
¢ localmente simétrica, ou A5 = 0, o que se corresponde co modelo (2.ii) do enunciado.

Por ultimo, se o operador cizallamento € de Tipo II, séguese de [31, Teorema 3] que existe
unha referencia ortonormal { £, E», F3} tal que g(E1, Ey) = —1, g(Es, Es) = 1, 9(Es5, Es) = 1,
p(E1, E1) = =\, p(Es, Ey) = Ae p(E3, E3) = «, e existen unhas funcidns 6 e w satisfacendo

[Eh EQ} = —9E1 - GEQ - 2(,(.}E3,
[E1, B3l = By + (w+ 1By, [EBy, Bl = (w—1)E1 — B, a=-2w

Eiw) =0, E3(0) —wh=0, Ey(0)+Es(6)—A\=0.

Fixando o = 0, temos que w = 0, o que se corresponde co modelo (3) do enunciado. ]

Observacion 6.7. As variedades correspondentes aos modelos dados en (1) e (2) son localmen-
te simétricas se e sO se ¢ = (. Por outra banda, as variedades modeladas por (3) nunca son
localmente simétricas.

Lema 6.8. Unha métrica de dimension tres con operador de Ricci diagonalizable da forma
Ric = diag[A, A, 0] con A # 0 constante é F_; jo-critica se e s6 se Ap = 0.

Demostracion. Supoiiamos que Ric = diag[A, A, 0] con A constante. Entén, 7 = 2\ tamén é
constante. Un clculo directo amosa que R[p] = p, onde p(X,Y) = g(Ric’X,Y), e a ecuacién

[(6.2)| reduicese a
Ap+ 2X*(1 + 2t)diag[1, 1, —2]g = 0.

P 1 2
Polo tanto, séguese que t = —3 se e s6 se Ap = 0. [l

O seguinte resultado amosa que s as métricas con operador cizallamento nilpotente son
criticas para algin funcional cuadratico da curvatura féra do 4&mbito localmente homoxéneo.
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Lema 6.9. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica de
dimension tres con operador de Ricci diagonalizable e que non é homoxénea. Se (M, g) é critica
para algin funcional cuadrdtico, enton vén dada localmente por

[Eq, Bs] = —0(E1 + Ey), [Ey, B3] = E1+ Es, [Ey, Es] =—E) — Es,

con 0 satisfacendo as ecuacions diferenciais E3(0) = 0 e E1(0) + Ex2(0) = A onde {E1(—),
E5(+), Es(+)} é unha referencia ortonormal. Ademais, estas métricas son F_y jo-criticas e 1-
curvatura homoxéneas.

Demostracion. Analizamos as diferentes posibilidades presentadas no Lema [6.6] Pola ecua-
cién (M, g) é F-critica se e s6 se o tensor simétrico § = Ap + 2(R[p] — %[|p/I9) +
2t7(p — 379) se anula identicamente.

Os tensores p e R[p] para as variedades no Lema (1) vefien dados por

p(Ey, Er) = p(Ey, Ey) = X, Rl[pl(Ey, Er) = Rlp|(Ea, Ey) = N2,

respectivamente, sendo o resto de compoiientes nulas. Ademais, as compoiientes do laplaciano
do tensor de Ricci vefien dadas por

Ap(Ey, By) = Ap(Ey, Ey) = eAp(Ey, Ey) = 4Xp?, Ap(Es, E3) = 8\¢?,
Ap(Ey, E5) = =2eA(20¢ + Er(p)), Ap(Ey, E3) = =2AE1 ().

Polo tanto, §'(F1, Ey) = 4e)\p?, enton tense necesariamente que ¢ = 0. Asi, Ap = 0 e, polo
Lema estas métricas son criticas para t = —%. Ademais, pola Observacién temos que
todas as métricas criticas neste caso son localmente simétricas, polo que podemos concluir que
as métricas dadas no Lema [6.61(1) son F;-criticas se e s6 se son localmente isométricas a un
produto N(A) x R, en cuxo caso son F_; /o-criticas (véxase o Lema .

O tensor de Ricci e a contraccion da curvatura R[p] das variedades dadas no Lema [6.6}(2)
veflen dados polas compoiientes non nulas p(Ey, Ey) = —p(Ey, Ey) = —X e R[p|(Ey, Ey) =
R[p|(Es, F5) = —)?. Ademais, o laplaciano do tensor de Ricci estd determinado polos termos
non nulos

Ap(E27 EQ) = _Ap<E37 E3) = 8)‘8027
Ap(El, Eg) = —2/\0g07 AP(EQ, Eg) = 2>\E1(g0)7

para as variedades no caso (2.i), e

Ap(El, El) = Ap(Eg, E3) = —8)\§02,

Ap(Ey, Es) = 2XEy (o), Ap(Ey, Es) = =2\,
no caso (2.ii). Asi, para as variedades dadas no Lema (2.i) temos que §'(Ey, Ey) = —%(1 +
2t)\? e, para as variedades dadas no Lema (2.ii), temos que §'(E», E») = 2(1 4 2t)A%. Polo

tanto, temos ¢t = —% en ambolos dous casos. Novamente, polo Lema estas métricas son
criticas se e s6 se Ap = 0, satisfacéndose s6 se ¢ = 0. Pola Observacién[6.7} as métricas criticas



118 6 Métricas criticas curvatura homoxéneas

obtidas nestas ddas familias son localmente isométricas a un produto N(\) x R e son criticas
para o funcional F_; 5.

Por dltimo, sexa (M, ¢g) unha variedade nas condiciéns do Lema (3). Ent6n, as compo-
fientes non nulas do tensor de Ricci e do tensor R[p] son p(Ey, Ey) = —p(FEs2, Es) = —A e
R[p|(E\, Ey) = —R[p|(Fs, E5) = —\?. Ademais, o laplaciano do tensor de Ricci anilase iden-
ticamente, logo, polo Lema[6.8] todas as métricas curvatura homoxéneas dadas no Lema [6.6}(3)
son J_ jo-criticas. Ademais, as compofientes non nulas da derivada covariante do tensor de Ricci
vefien dadas por

(=1)"™(VEp)(Ej, Es) = A,

conl <i,7 <2,0queamosa que (M, g) € 1-curvatura homoxénea. Ol

Este resultado proporciona unha caracterizacion das variedades lorentzianas curvatura ho-
moxéneas semi-simétricas que son criticas para algun funcional cuadritico. Non obstante, este
resultado pddese refinar ainda méis, estudando que estrutura € a que subxace detrds desta carac-
terizacion. O seguinte teorema, ademais do obtido no lema anterior, especifica que espazo € o
resultante.

Teorema 6.10. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica
de dimension tres con operador de Ricci diagonalizable e que non é homoxénea. Se (M, g) é
critica para algiin funcional cuadrdtico da curvatura, enton é JF_i o-critica e é unha onda de
Brinkmann [-curvatura homoxénea.
Ademais, existen coordenadas locais (v,u,x) tales que o tensor métrico é da forma g =
dz? + 2dudv + f(v,u, z)du? onde a funcién de Brinkmann vén dada por
2?B(u)?

Fo,u,2) = Mo+ v(a(w) + 2f(u)) + —5=— +d(u) + 7(u)

para funcions diferenciables o, (3, v e § e unha constante \ # 0.

Demostracion. Séguese do Lema[6.9|que unha métrica critica curvatura homoxénea semi-simétrica
non homoxénea con operador de Ricci diagonalizable é necesariamente 1-curvatura homoxénea

e € critica para t = —%. Ademais, as compofientes non nulas da conexion de Levi-Civita para
estas métricas son

Ve, Ey=FE;—E, Vg Ey,=—-F0—-L;, VgFE;=FE + E,,
Vg, E1 = —FEs5+ E0, Vg, FEy=E0+ Es, Vg, B3 =—E; — Es.

Polo tanto, { = E; + E5 é un campo de vectores nulo recorrente, entén £ = span{/} é unha
distribucién unidimensional nula paralela e a variedade ¢ unha onda de Brinkmann.
Consideremos unha onda de Brinkmann en coordenadas locais (v, u, z) da forma g = dx? +
2dudv + f(v,u,z)du?. Os autovalores do operador de Ricci son {20, f, 29,,f,0}, polo que
200, = A\ Asi, f(v,u,z) = Az* + a(u, z)v + b(u, z) para unhas funciéns a e b. Deste xeito

obtemos
Ric(0,) = A0, Ric(0,) = %8@,@8@,
Ric(0,) = —% (Opzb + V0yza) Oy + A0y, + %@Caax.
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Destas expresions séguese que o operador de Ricci diagonaliza se f (v, u, z) = M?* + v(a(u) +

xf(u)) + % + 26 (u) + 7(u). Con esta funcion, a métrica é Fy-critica para t = —3. O

Observacion 6.11. A enerxia ||p||* — 377 aniilase para todas as métricas do Teorema

Observacion 6.12. As métricas 1-curvatura homoxéneas xa foron estudadas na seccién anterior.
Asf, a familia de métricas obtida no Teoremal6.10|correspéndense coa obtida no Teoremal6.T}H(1),
mais coa descricién dada respecto dunha referencia diferente.

Observacion 6.13. Sexa (M, g) unha variedade riemanniana curvatura homoxénea semi-simétrica
de dimensién tres. Entén, (M, g) é localmente simétrica ou admite unha referencia ortonormal
local { £y, Es, E5} tal que [31]

(B, Eb]|=0(cEy — Es) — 2¢E3, [Ey, B3l=¢(cE1 + By), [Ey, Es]=—p(E + eEy),
onde 6 e ¢ son funcidns que satisfan F5(6) = F3(p) =0e
Ey(0) + eBy(0) +20° + X =0, Ei(p)+eEy(p) +20p = 0.

Un argumento similar ao seguido no Lema amosa que se unha destas métricas € critica para
algin funcional cuadrético, entén ou A = 0 e a métrica € ch4, ou ¢ = 0 e a variedade é localmente
isométrica a un produto N(c) x R. Ademais, neste caso é F_; s2-critica. Polo tanto, concluimos
que

as variedades riemannianas curvatura homoxéneas semi-simétricas de dimension
tres son criticas para algun funcional cuadrdtico da curvatura se e so se son local-
mente simétricas.

Dun xeito alternativo, en [21] amosouse que toda variedade riemanniana curvatura homoxé-
nea semi-simétrica non Einstein admite coordenadas locais (v, u, z) tales que a métrica é homo-
tética a

g = (coshu — h(z)senhu)?dz? — (du — f(x)vdx)* + (dv + f(x)uds)?.

Un célculo directo amosa que nestas coordenadas as métricas son criticas para algin funcional
cuadrdtico se e s6 se f = 0, en cuxo caso (M, g) é localmente simétrica.

6.2.1. Solitons de Cotton

Denotemos por S = p— ﬁ g o tensor de Schouten. O tensor de Cotton, Cj, = (V;.5) 1 —
(V;S)ir, € o unico invariante conforme en dimension tres. Ademais, C' antlase se e s6 se a
variedade é localmente conformemente cha. O tensor de tipo (0,2) asociado ao Cotton, que é

libre de traza e libre de diverxencia, definese en dimensidn tres como

1
Ci' = —Cnmignmegéia

2/lgl
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onde £'? = 1. O fluxo de Cotton, introducido en [93]], estd determinado pola ecuacién de evolu-
cién 0,g(t) = kC(t), onde C(t) é o tensor de Cotton de tipo (0,2) de (M, g) e ~ é unha constante
(véxase tamén [91]). As solucions autosimilares do fluxo, isto €, as solucions que permanecen
fixas mediante escalados e difeomorfismos, son os solitéons de Cotton. Asi, un soliton de Cotton
gradiente é unha tripla (M, g, ¢), onde (M, g) é unha variedade pseudo-riemanniana e ¢ unha
funcién diferenciable satisfacendo

V3¢ +C = ug (6.5)

para ;1 € R. Un solitén de Cotton dise contractivo, estable ou expansivo se ¢ > 0, 4 = 0 ou
w < 0, respectivamente. Nétese que, tomando trazas na Ecuacion [(6.5)] obtense que p = %Aqﬁ.
Consideremos a métrica g = dz? + 2dudv + f (v, u, z)du?® con

2*B(u)’
4N

como no Teorema [6.10] A tdnica compoiiente non nula do tensor de Cotton de tipo (0,2) é
C(0u,0u) = 1{a(u)B(u) — 2X\6(u) + 28'(u)}, a cal s6 se anula se a variedade é localmente
simétrica, concretamente localmente isométrica a un produto N () x R.

Sexa ¢(v, u, ) unha funcién diferenciable. Consideremos o tensor de tipo (0,2) € = V2¢ +
C — ng de xeito que os soliténs de Cotton gradientes anulan dito tensor. Un cdlculo directo amosa
que

fv,u,2) = M? +v(a(u) +z6(w) +

+ x6(u) + y(u)

Q:(ava av) = avvqba Q:(ava ax) = 8v:c¢a Q:(axa 8:(:) = ax:c¢ — M,
€y, Ou) = Oputd — 5 (20X + a(u) + 28(w))dyd — i,
€(Ou, 0z) = Oputd — 75 (20AB(u) + 28 (u)? + 226 (u)) Dy

Das tres primeiras ecuacions obtense que ¢ (v, u, ) = ¢2(u)v+ 52+ ¢y (u)x+ do(u), e utilizan-
do que €(9,, d,) = 0, temos que ¢2(u) = 0 e u = 0. Polo tanto, o tensor de Cotton gradiente é
estable. Ademais, a compoiiente €(0,, 0, ) redicese a €(d,,, 0,) = ¢} (u). Polo tanto a funcién ¢,
¢ constante e a funcién potencial é ¢(v, u, x) = kx + ¢(u). Por dltimo, a compoifiente €(9,, J,,)
redicese a

€(0u; 0u) =35 {(2A + 2B (w)) (KB(u) + 220" (w)) + Aax(u) (B(u) + 2¢'(u))
+20B' (1) 4+ 2X(k — N)d(u) + 4 p" (u)} .

Derivando esta expresion respecto de x, obtemos que ¢’ (u) = — = [(u). Asi, a expresion redd-

2
cese a
1

O = B aw)(u) — 228(w) + 26 (w),
obtendo kK = A (sempre que a Varledade non sexa Cotton-cha e localmente simétrica). Isto amo-
sa que para ¢o(v,u, ) = Ar — = f B(u)du, estas ondas de Brinkmann son soliténs de Cotton
gradientes estables. Isto &,

(awa )

Toda variedade curvatura homoxénea semi-simétrica de dimension tres con opera-
dor de Ricci diagonalizable que sexa critica para algiin funcional cuadrdtico da
curvatura é un soliton de Cotton gradiente estable.
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6.3. Variedades curvatura homoxéneas semi-simétricas cuxo
operador de Ricci é nilpotente en dous pasos

Nesta seccion consideraremos as variedades semi-simétricas modeladas nun espazo simétrico
de Cahen-Wallach. O operador de Ricci destas variedades € nilpotente en dous pasos, polo que a
curvatura escalar € cero e as métricas son criticas para o funcional S. Se, ademais, unha métrica é
critica para algun outro funcional cuadratico, entdn € critica para todos os funcionais cuadraticos.
Asi, veremos que esta familia de métricas proporciona exemplos de métricas non Einstein que
son criticas para todos os funcionais cuadraticos da curvatura.

Lema 6.14. Unha variedade de dimension tres con operador de Ricci nilpotente en dous pasos
é JFi-critica para algiin t (e, polo tanto, para todo t € R) se e s6 se Ap = 0.

Demostracion. Dado que Ric? = 0, temos que 7 = O e ||p||?> = 0. Asf, R[p] = —2p = 0 e as
ecuacions de Euler-Lagrange[(6.2)]redticense a Ap = 0. O

Lema 6.15. Sexa (M, g) unha variedade lorentziana curvatura homoxénea semi-simétrica con
operador de Ricci nilpotente en dous pasos que é critica para algiin funcional cuadrdtico da

curvatura que non é homoxénea. Enton, existe unha referencia pseudo-ortonormal local {E1,
Esy, Es} con g(Ey, Ey) = g(Esy, E3) = 1 tal que

[B1, By =0, [Ey, B3] = (H —C)E, — IE,, [E3 By = AE, +GEy, + (C+ H)E3,
onde A, C, G, H e I son funcions diferenciables satisfacendo as ecuacions diferenciais

EQ(A) — —C(C +2H),

EN(C) = —20(0+H) E5(C) =0,
Ei(G) = By(A) + AI — A2 — G(3C + H) + 2¢, Fy(G) — ( )=A(H - C)
E\(H) = —-H? Ey(H) =
E\(I) = By (G ) I(C+ H), Ey(I) = C’(2H ),
con € = =*1. Ademais, estas métricas son criticas para todos os funcionais cuadrdticos da
curvatura.

Demostracion. Séguese do traballo de Bueken [30] que unha variedade lorentziana curvatura
homoxénea de dimension tres con operador de Ricci nilpotente admite unha referencia pseudo-
ortonormal local { £y, Es, E3} con g(Ey, Ey) = g(Es, E3) = 1 tal que

[El, EQ] - —2FE1,
[El, Eg] == —AEl GE2 - (C + H)Eg, (66)
[Ey, Es] = (H—C)E, — IEy, — FEs,

con funcidns diferenciables A, C, F, GG, H, I satisfacendo

E1<0) Ey(A) = —C? — AF, Ey(F) = 3F2,
) — 2E3(F) = —H? —2F(I + A), E\(F) — E5(C) = —4CF,
By(I) — E5(F) = C(2H — C) — 2F1I, Ey(H) = 2F(H - O),

Ey(G) = —FG — I(C + H), 6.7)

) —
1) -
G) — By(C) = A(H — C) — 2FG,
G

E(H
(£
Ey(
(
(G) — E3(A) =2+ A(I — A) — G(3C + H), ==+,
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A tnica compoiiente non nula do operador de Ricci é Ric(E3) = —2¢E,. O Lema amosa
que unha métrica nestas condicidns € critica para un funcional cuadratico da curvatura F; se e s
se Ap = 0. As compoiientes non nulas do laplaciano do tensor de Ricci vefien dadas por

Ap(El, El) = —16€F2
Ap(Ey, Es) = 4e(E5(C) + F(3H — C)),
AP(EQ, Eg) = 8€F2
Ap(Es, Ey) = —Ae(Ey(A) + 2E5(F) + C(C + 2H) — 4AF).

Séguese polo tanto que Ap = 0se e sése F' = 0, Er(C) = 0e Ey(A) = —C(C + 2H).
Aplicando isto a[(6.6)|e obtemos a descricion dada no lema. O

Observacion 6.16. Sexa (M, g) unha métrica descrita como no Lema As compofientes non
nulas de Vp vefien dadas por

(Ve p)(Er, Es) = 2eH, (Vg p)(Es, E3) = —4eC, (Vp,p)(Es, E3) = —4el.

Polo tanto, estas métricas son localmente simétricas se e sé se as funciéns C, H e [ se anulan
identicamente. Ademais, se ditas funciéns son constantes, as métricas son 1-curvatura homoxé-
neas. Se comparamos esta familia coa dada no Teorema[6.1] vemos que non coinciden, polo que
concluimos que as métricas desta familia son localmente homoxéneas.

Observacion 6.17. A derivada covariante do campo de vectores nulo Fs para unha métrica dada
como no Lema satisfai

VElEQZCEQ, VEQEQZO, VE3E2 - —HE1+IE2

Se a funcién H se anula identicamente, £ = span{ F5} é unha distribucién undimensional nula
paralela e, dado que o operador de Ricci € nilpotente en dous pasos, a estrutura subxacente € a
dunha pp-wave. Polo tanto, existen coordenadas locais (v, u, z) onde o tensor métrico se expresa
como g = 2dvdu + dz* + (a(u)z® + B(u)x?)du?, para funciéns a(u), B(u).

O Lema [6.15] caracteriza as variedades curvatura homoxéneas con operador de Ricci nilpo-
tente que son criticas para algin funcional cuadrético da curvatura. Do mesmo xeito que no caso
con operador de Ricci diagonalizable, este resultado pode ser completado estudando a estrutura
subxacente destas variedades.

Teorema 6.18. Sexa (M, g) unha variedade curvatura homoxénea semi-simétrica de dimension
tres con operador de Ricci nilpotente en dous pasos que non é homoxénea. Se (M, g) é criti-
ca para algiin funcional cuadrdtico da curvatura JF;, enton é critica para todos os funcionais
cuadrdticos da curvatura e é un espazo-tempo de Kundt dexenerado.

Ademais, existen coordenadas locais (v, u, x) tales que

2

g = dz* + 2dudv + (% +vfi(u) + folu, x)) du® — 4§dudx, (6.8)

onde fi(u) é unha funcion arbitraria e fy(u, ) é un polinomio de orde catro en x: fy(u,x) =
4 3 2 2 2
ag(u)z® + ag(u)x’® + az(uw)z® + oy (u)x, con az(u)® + ag(u)® # 0.
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Demostracion. Séguese das expresions da derivada covariante dadas na Observacion que
¢ = F5 é un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansion (isto é, ||(]|2 = 0, V£ =0 e
tr V£ = 0, respectivamente). Polo tanto, a variedade € un espazo-tempo de Kundkt.

Consideremos as coordenadas locais (v, u, z) de xeito que o tensor métrico se expresa como
en Dado que o operador de Ricci das métricas obtidas no Lema[6.15] ¢ nilpotente en dous
pasos, temos que g(Ric*d,, 8,) = (8, W (v, u,2))* = 0, logo

W(v,u,z) = oWy (u, z) + Wy(u, ).
Agora, a curvatura escalar é 7 = 0, f + 20, W; — %Wf e, dado que esta se anula, obtemos
flo,u,z) =v* BWi(u,2)* — 9, Wi (u,2)) + vfi(u,z) + folu, z).
Asi, g(Ric®0,, 0,) = (0,W1 — sW})? = 0, polo que

2

Wi(u,x) = —m,

para unha funcién diferenciable arbitraria w(u). Neste punto, a forma da métrica é preservada
mediante un cambio de coordenadas (véxase, por exemplo, [55]) dado por

v=v+ Flu,z), t=u, ==xz+wu),

onde F' € unha funcién arbitraria. Unha escolla apropiada de F' fai que W (@, ) = —2% no novo
sistema de coordenadas. Asi, o tensor métrico € da forma

2
g = dx® + 2dudv + (% +vfi(u,z) + folu, x)) du® — 4%dudw.

Para esta forma da métrica, tense que g(Ric*d,, d,) = 1(0,f1)? = 0, polo que fi non depende
de x. Asf, Ric® = 0.

Polo Lema [6.14] as métricas criticas con operador de Ricci nilpotente en dous pasos tefien
tensor de Ricci harménico. Un célculo explicito de Ap amosa que a tinica compoiiente non nula
vén dada por

Ap(By, 0y) = —10W fo + 209 fo — S0 fo + 129, o — 12 f,.

Resolvendo a ecuaciéon Ap = 0, obtense que a funcién f, vén dada por un polinomio de orde
catro na coordenada = sen termo independente: fo(u,r) = ay(u)rt + az(u)x® + az(u)z? +
ay(u)z, con ay(u)? + as(u)? # 0 (de seren as e oy nulos, a métrica seria chd). O

Observacion 6.19. Unha métrica de Kundt dada como no Teorema € localmente conforme-
mente chd se e s se a tinica compoiiente non nula do tensor de Cotton C'(9,,0,) = 3zas(u) se
anula. Isto é, se e s6 se ay(u) = 0. Ademais, un cdlculo directo amosa que ditas métricas son
localmente simétricas se e s6 se az(u) e ay(u) se anulan identicamente, en cuxo caso as métricas
son chas.

Observacion 6.20. As métricas dadas no Teorema son métricas de Kundt dexeneradas.
Ademais, séguese de [57|] que son espazos-tempo VSI (Vanishing Scalar Invariants, isto é, todos
os invariantes escalares da métrica son nulos).
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6.4. Solucions en teorias de gravitacion masiva

Nesta seccion estudanse as métricas curvatura homoxéneas que son solucions para as accions
de gravitacion masiva. Seguindo o esquema deste capitulo, para cada accion diferenciamos o caso
de Ricci diagonalizable e nilpotente en dous pasos.

6.4.1. Gravitacion masiva topoloxica

Soluciéons TMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci diagonaliza-
ble

Sexa (M, g) unha variedade curvatura homoxénea como no Lema Se (M, g) se corres-
ponde coas métricas dadas no caso (1), entén un célculo directo amosa que Tryq(Er, E) =
AME + 3) e Trua(Er, Es) = )£, polo que s6 se anulan simultaneamente se A = 0. Asi, a
variedade é cha.

Para o caso (2) do Lema obtense a expresion Tryq(Fy, E) = —%)\ para a familia (2.1)
e Tryva(Ey, Bs) = %)\ para a familia (2.ii). Polo tanto, as soluciéns obtidas son chas.

Para o caso (3), obtense Try¢(Es, F3) = —%)\, polo que as tnicas soluciéns son chas.

Solucions TMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci nilpotente

Seguindo un razoamento andlogo ao do Lema [6.15] consideramos unha métrica curvatura
homoxénea con operador de Ricci nilpotente descrita como en [(6.6)] e Un cdlculo directo
amosa que Ty estd determinado polos termos non nulos

4e 2e
Trma(Eh, Bs) = —;F, Trma(ls, Bs) = U(QC + H —w).

Polo tanto, estas métricas son soluciéns en TMG se e sé se F' = 0 e H = w — 2C'. Dado que
F =0eH = w— 2C, séguese ademais que F»(C) = 0 e Ey(A) = 1(6C? — 4wC + w?).
Un cdlculo directo amosa que Ap(Es, E3) = —2ew? # 0 e polo tanto, seguindo o Lema
ningunha solucién para o TMG pode ser critica para ningtn funcional cuadratico da curvatura.

Dado que a funcién F' = 0, £ € un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansion
(véxase a Observacion [6.17), polo que a estrutura subxacente ¢ a dun espazo-tempo de Kundt.
Da proba do Teorema6.18|séguese que a métrica pode ser dada en coordenadas locais como

2

g = dz* + 2dudv + (7)_2 + fi(u)v + fo(u, x)) du? — 42 dudz.
T x

Un célculo directo amosa que 7 estd determinado pola compoifiente non nula

3
+wx8§:2)fo+2 .
T T

aa:f() -2

3+wz 3+ wzx
{ITMG(auuau) - i (aig)fo - 23 fO) .

Resolvendo a ecuacion diferencial T7y4(0,, d,) = 0, podemos resumir o resultado para a gra-
vitacion masiva topoléxica como segue:
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Toda solucion para a gravitacion masiva topoldxica curvatura homoxénea semi-
simétrica que non é localmente simétrica é un espazo-tempo de Kundt que se pode
escribir en coordenadas locais como

2

g = dz* + 2dudv + (v_2 + fi(u)v + fo(u, x)) du? — 42 dudz.
T x

con fo(u, ) = Bs(u)we®™ + By (u)x?+ By (u)x, para funciéns arbitrarias By (u), B2(u),
e B3(u) # 0.

6.4.2. Nova gravitacion masiva

Solucions NMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci diagonali-
zable

Consideremos as diferentes posibilidades dadas no Lema Se (M, g) se corresponde co
2 ., 2 . Lo z
caso (1), entoén Ty (E1, Ey) = % e calquera solucion NMG € localmente simétrica (véxase

a Observacion|[6.7).

Para as métricas dadas no caso (2.i) tense que Ty (F1, Fr) = ’\(ATZQ”Q) e Tvma (B, Ey) =
—A(’\_QﬁmTW. Asi, A = 2m? e p = 0, polo que as soluciéns obtidas neste caso son localmente
simétricas. As métricas no caso (2.ii) compoértanse de xeito similar, obtendo Ty (Es, Es) =
—A(ATQQ”% e Tnmc(Fr, Er) = W%mTW, e chegando de novo a que as soluciéns son local-
mente simétricas.

As compoiientes non nulas de € ;¢ para as métricas do caso (3) veiien dadas por

A2 (X — 2m?)

1
Tvmc (B, Br) = —Tnue(Ba, Er) = §TNMG(E37E3) = 5

o6m

Polo tanto, as variedades con A = 2m? > 0 son soluciéns para NMG modeladas en N(\) x R.
Ademais, estas variedades son ondas de Brinkmann, son 1-curvatura homoxéneas e son criticas
para o funcional F_; /, (véxase o Lema . Resumindo, obtemos o seguinte:

Unha solucion NMG curvatura homoxénea semi-simétrica con operador de Ricci
diagonalizable é localmente simétrica ou é unha onda de Brinkmann g = dx* +
2dudv + f(v,u, z)du? determinada por

(0, 0,2) =220+ o(au) + 2()) + o 5B+ 20w+ 9 (u),

para funcions diferenciables a(u), B(u), v(u), §(u).

Soluciéons NMG curvatura homoxéneas semi-simétricas con operador de Ricci nilpotente

Do mesmo xeito que para a gravitacién masiva topoléxica, consideramos unha métrica cur-
vatura homoxénea con operador de Ricci nilpotente descrita como en [(6.6)] e Un calculo
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directo amosa que ¥ ;¢ estd determinado polas compoiientes non nulas
Tvmc(Er, By) = —2%nyc (B, Bs) = S5 F2,
(SNMG(El, Eg) - %{F(C - 3H) - EQ(O)},
Tvmc(Es, Bs) = 25{2C% — 8AF + 4CH — m® + 2E5(A) + 4E5(F)}.

Polo tanto, unha métrica dada por [(6.6) e ¢ unha solucién para NMG se e s6 se F' = 0,
Ey(C)=0e Fy(A) = —C*—2CH + %m2. Obsérvese que, polo Lema , estas métricas non
son criticas para ningtn funcional cuadrético da curvatura f;.

Dado que a funcién F' = 0, E5 € un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansion
(véxase a Observacion [6.17), polo que a estrutura subxacente ¢ a dun espazo-tempo de Kundt.
Asi, a métrica pode ser expresada en coordenadas locais como

2

g = dz* + 2dudv + (U—2 + fi(uw)v + fo(u, x)) du? — 42 dudz.
xz X
Un célculo directo amosa que ¥y ;¢ estd determinado pola compoifiente non nula
T (O 0) = 5 (0800 = 208 fo + 222 (02 fo — 20, fo + 3 fo) )

Resolvendo a ecuacién Ty ¢ (0y, 0,) = 0 obtemos o seguinte:

Unha solucion NMG curvatura homoxénea semi-simétrica con operador de Ricci
non diagonalizable é un espazo-tempo de Kundt

2
g = da* + 2dudv + (v_2 + fi(uw)v + fo(u, x)> du? — 42 dudz
T T

con fo(u,x) = By(u)re™ + B3(u)re™™ + By(u)z* + B1(u)z, para funciéns arbi-
trarias 31(u), Bo(u), B3(u), Ba(u), con B3(u)?* + Bs(u)?* # 0.

6.4.3. Gravitacion masiva xeral

Se o operador de Ricci € diagonalizable, o caso € moi rixido. Un proceso andlogo ao segui-
do nas secciéns anteriores revela que as métricas dos casos (1) e (2) do Lema [6.6] dan lugar a
solucidns localmente simétricas, mentres que as métricas dadas no caso (3) nunca son soluciéns
GMG.

Se o operador de Ricci € nilpotente, entén unha métrica descrita por e é solucion
para GMG se e s0 se o tensor T se anula identicamente. As compoiientes non nulas de Ty
para as métricas curvatura homoxéneas con operador de Ricci nilpotente vefien dadas por

Tamc(Er, Br) = —2%auc(Es, Bs) = S5 F2,
zGMg(El, Eg) _Trilgw {F(m2 + (3H - C’)w) + EQ(C)W)} s

Tamc(Es, Bs) = 2= {(2C + H)m? + (2C(C + 2H) — 8AF — m*)w
+2Ey(A)w + 4F3(F)w} .
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Polo tanto, Ty = 0seesése F =0, Ex(C) = 0e Ey(A) = L{(m?—2C(C+2H)) - %(H+
2(C'). Ademais, estas métricas son criticas para todos os funcionais cuadrdticos da curvatura se e
s6 se H + 2C = w, é dicir, se e s6 se tamén son soluciéons TMG.

Dado que a funcién F' = 0, £ € un campo de vectores nulo xeodésico libre de expansion
(véxase a Observacion [6.17), polo que a estrutura subxacente é a dun espazo-tempo de Kundt.
Asi, a métrica pode ser expresada en coordenadas locais como

2
g = dz* + 2dudv + (% + fi(u)v + fo(u, x)) du® — 4%dud:v.

Un cdlculo directo amosa que T/ estd determinado pola compoiente non nula

Tonc(Ou, 0) = 5t (060 fo — 2200 fy

7m250 wx
+L2omPoBtws) (a&”fo — 29, f, + %f())) .

x

Resolvendo a ecuacion Ty ps¢(0y, 0,) = 0 obtemos o seguinte:

Unha solucion GMG curvatura homoxénea semi-simétrica con operador de Ricci
non diagonalizable é un espazo-tempo de Kundt

2
g = da® + 2dudv + (U—Q + fi(w)v + fo(u, :c)> du? — 4% duda
T T

con
folu,z) = B4(u)xe*%(m+‘/m)x + Bg(u)mf%(mﬂ/m)x
+ Bo(u)a? + Bi(u)z,

para funcions arbitrarias 31(u), $2(u), B3(u) e Bs(u), con Bs(u)? + B4(u)? # 0.






Capitulo 7
Ondas de Brinkmann criticas

Neste capitulo traballaremos con multiples derivadas parciais. Para simplificar os termos das
expresions resultantes, farase uso dos subindices para denotar as derivadas da funcidn, isto é,
Ps = OsP.

O tensor de Ricci dunha onda de Brinkmann descrita como|(1.4)] vén dado polas compoiientes
non nulas

Asi, as curvaturas de Ricci son 0 e %gpuu, sendo esta ultima de multiplicidade dous. Polo tanto,
a curvatura escalar € 7 = ¢,, ¢ a norma do tensor de Ricci vén dada por [|p|* = 1¢2,. O

integrando do funcional S é sempre non negativo, polo que as métricas con curvatura escalar
nula son S-criticas. Por outra banda, o integrando do funcional dado pola norma L? do tensor
de Ricci € non negativo no contexto das ondas de Brinkmann, mais isto non € un feito xeral en
sinatura lorentziana. Como consecuencia, existen métricas con norma do tensor de Ricci nula que
non son 7 -criticas. Ademais, a enerxfa do funcional F; ¢ ||p||* + ¢7% = (1 + 2¢t)¢2,, polo que 0
funcional F_ /, ten enerxia cero para calquera onda de Brinkmann. Isto fai que o valor ¢ = —%
sexa un valor distinguido que aparecera de xeito natural coma un caso especial dos funcionais a
analizar.

Neste capitulo estudaremos nunha primeira seccién as métricas criticas para o funcional S,
onde se comproba que ter curvatura escalar nula, ademais de ser unha condicion suficiente, tamén
€ unha condicion necesaria para que a onda de Brinkmann sexa S-critica. A seguir, analizare-
mos o funcional F;, obtendo o caso xeral e tres casos particulares distinguidos, os cales seran
revisados en profundidade nunha seccién nova. Basedndonos nos resultados destas seccions, es-
tudaremos as métricas criticas para certos casos especiais de ondas de Brinkmann. Finalmente,
remataremos o capitulo achando as ondas de Brinkmann que son solucidns para as teorias de
gravitacion masiva.

7.1. Ondas de Brinkmann S-criticas

Xa se mencionou anteriormente que, dado que a enerxia do funcional sempre € non negativa,
as ondas de Brinkmann con curvatura escalar nula son criticas para o funcional S. A continuacién
veremos que estas son as unicas ondas de Brinkmann S-criticas.

Teorema 7.1. Unha métrica de Brinkmann de dimension tres g é critica para o funcional S se
e O se a curvatura escalar é cero, isto é, existen coordenadas (u,x,y) tales que a métrica vén

dada pola expresion|[(1.4) con o(u,x,y) = f(z,y)u + h(x,y).

129
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Demostracion. Unha métrica € critica para o funcional S se e s6 se satisfai a ecuacién
2 _ 1 1\ —
VT —3A7 —7(p— 379) = 0.
Isto equivale a dicir que o tensor simétrico de tipo (0,2) & = V%7 — %AT —71(p— %Tg) se anula.

Un célculo directo utilizando as coordenadas dd lugar as seguintes compofientes non nulas
do tensor & para as ondas de Brinkmann:

S (0w, Ou) = Curuas  S(0u, 0) = Punuas

S0z, 0y) = —20uaPuu + Punzy — P2 Punus

S(0y, 02) = —26(0, 0y) = 3 (P2, + 2Punar + PuPuun — 2Puuuy — 20 Puuun) »
S(0y,0y) = & (30 Puu + 3PuPuny + 6Puuyy + 302 Puns — 30y Puun — P2,

~20Puuze — PPuPuus — 4P Puuy + 20 Puu) -
Para anular simultaneamente &(0,, 0,,) € &(9,, 0,.) temos que a funcién ¢ é da forma
p(u,z,y) = fay)u’ + fo(z, y)u’ + fi(z,y)u+ folz, y).
Facendo uso desta expresion, a compoiiente &(0,, d,) redicese a
S (0, 0y) = & (=615 (f1 + 2ufo + 3u>f3) — 4foye — (2f2 + 6ufs)® + 12f3) .
Derivando esta expresion respecto de v ddas veces obtemos
S (D Oy)uw = —18f5%,

polo que f3 = 0 e ¢(u,z,y) = fo(z,y)u* + fi(x,y)u + fo(x,y). Simplificando novamente,
temos que

S(0r, 0y) = —f2 (frp +2ufa,) +2f2,, € ©&(02,0y)u = —2f2f2y,
polo que f, non depende de x. Asi, §(0,,0,) = —3f7 e f» = 0. Deste xeito, p(u,z,y) =
fi(z,y)u+ fo(x,y) e o tensor & andlase identicamente. Il
7.2. Ondas de Brinkmann F;-criticas: caso xeral
Unha métrica € critica para o funcional F; se e so se satisfai a ecuacién
Ap — (1 +20) V31 + %tATg + 2(R[p] — §||,0||29) + 2t7(p — %Tg) =0,

ou, equivalentemente, se o tensor §' = Ap — (1 + 26)V?7 + 2tA7rg + 2(R[p] — %[|p|l*9) +
2tt(p — %Tg) se anula identicamente. Considerando as coordenadas de Brinkmann dadas en
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[(T:4)] un cdlculo directo amosa que o tensor §* vén determinado polas seguintes compofientes:

§(0u; 0u) = —(1 + 2)Puuuius
F (0, 02) = — (1 + 2t) Punuars $'(0r, 02) = —28"(0u, 9y),
F(0us 0y) = 5 (1 +28)02, — Huuuy + (3 4 4t) Purze + 2tPuPuun
—(3 4+ 4t)puuun) ,
§(0n,0y) = 5 (Puzar — HPuury + (1 + 26)PuztPuu + 2P0 Purs — PPunua) (7.2)
gt(aya ay) = % ((1 + 2t)9090iu — 3Vrrar — 390395 — 6Vuzey — 6tPrePun

+ 2(3 + 28)PPuuzs — 3PuPuzz — 3(1 + 28)OuPuuy
+ 2t00uPuun — 6(1 + 2) gy + 3(1 — 28) 02 Puua
+ 3(1 + 26) 0y Lunu + 2(3 + 48) Py — (3 + 46) P> Pusiu ) -

Asi, estamos en condicions de dar os seguintes resultados.

Lema 7.2. Se unha métrica de Brinkmann de dimension tres é JF;-critica para algiin valor de
t distinto de —%, —% e —%1, enton a curvatura escalar é cero e (M, g) é critica para todos os
funcionais cuadrdticos.

Demostracién. Asumamos que t ¢ {—3, —3, —1} e que a métrica g vén dada por [(T.4)] Dado

quet # —%, séguese de F'(0,, 0,) = 0 e F (0, 0,) = 0 que a funcién de Brinkmann debe ser un
polinomio en u da forma p(u, z,y) = f3(y)u®+ fo(z, y)u®+ fi(z, y)u+ fo(x,y). Simplificando
as expresions en temos que

(0w, 0))uu = —12(1 + 3t) f5.

Dado que ¢ # —%, f5 andlase € asi p(u,z,y) = folz,y)u® + fi(z,y)u + fo(z,y). Agora,
combinando diferentes derivadas obtemos

2St(axa ay)u - 3St(au7 ay)x = (1 + 4t)f2mrx
Dado que asumimos que ¢ # —i, concluimos que f5,,, = 0. Ademais, isto implica que
gt(am ay)u = _2(1 + 2t)f2f21"

Novamente, ¢ # —3, polo que se segue que f» non depende de z e ¢(u,z,y) = fo(y)u® +
fi(z,y)u+ fo(x,y). Con esta expresién chegamos a

F (04, 0,) = 2(1+2t) f3.

Polo tanto, fo = 0e ¢(u,z,y) = fi(z,y)u+ fo(x,y), co que obtemos que a curvatura escalar é
cero e a métrica é S-critica polo Teorema Dado que a métrica € critica para dous funcionais,
¢ critica para todos os funcionais cuadraticos da curvatura. ]
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Os valores distinguidos ¢ = —%, —%, —i serdn analizados na seguinte seccién. Para outros
valores de ¢ as métricas JF;-criticas son criticas para todos os funcionais cuadriticos, como vimos

de ver no Lema e quedan descritos explicitamente en coordenadas a continuacion.

Teorema 7.3. Unha métrica de Brinkmann de dimension tres dada por|(1.4)| € critica para todos
os funcionais se e so se a funcion de Brinkmann vén dada por o(u,x,y) = fi(z,y)u + fo(z,y)
con

filz,y) =A(y)z* + B(y)z + Cly),

foz,y) = — &A®Y) 2" — 5A(y)B(y)z®
— 51 (B)® +2A(y)C(y) + 44'(y)) «* + D(y)z® + E(y)a®
+ F(y)z + G(y).

Demostracion. Dado que g € unha métrica S-critica, a curvatura escalar é cero e polo tanto
o(u,z,y) = fi(z,y)u + fo(z,y). Dado que g é T-critica, o tensor F° dado por [(7.2) andlase.
Asi, as dnicas compoiientes non nulas son §°(9,, 9,) e §°(9y, 9,). De F°(0., 0,) temos que

Sﬂ(ax’ 8y) - _%flmma

polo que f1,,. = 0¢€ fi(z,y) = A(y)x® + B(y)x + C(y). Asi, a compofiente non nula restante
vén dada por

250(0,,0,) = 6A%2® + 6ABx + B* + 2AC + 44" + fo,pes
de onde se segue que f; vén dada por

folx,y) = — AW 2° — 35 A(y) B(y)x® — 5 (B(y)* + 2A(y)C(y) + 44 (y))*
+ D(y)2* + E(y)a® + F(y)z + G(y),

0 que completa a proba. O]

Do Teorema séguese que as pp-waves son S-criticas por teren curvatura escalar cero.
Ademais, calquera pp-wave pode ser descrita en coordenadas locais de Brinkmann|(1.4)jmediante
unha funcién que non depende de u, ¢(z,y). Unha consecuencia directa do Teorema € que
as pp-waves son criticas para todos os funcionais cuadraticos se e sé se a funcién de Brinkmann
é un polinomio de orde tres en z, ¢(zr,y) = D(y)z® + E(y)z* + F(y)x + G(y). Mediante un
argumento estdndar, temos que esta funcién pode reducirse a p(x,y) = x(y)z> + a(y)z?

Sexa S = p — Zg o tensor de Schouten de (M, g) e sexa o tensor de Cotton, C, o tensor que
mide canto dista o tensor de Schouten de ser Codazzi, definido como C;j, = VS — V;Si.
Dado que a variedade é de dimension tres, podemos definir o tensor de Cotton de tipo (0,2) como

Cij = %\/@Cnmienmeg@j, onde €23 = 1 ¢ o simbolo antisimétrico. Un calculo directo amosa que,

coas coordenadas locais [(1.4)] a inica compofiente non nula da diverxencia do tensor de Cotton
dunha métrica de Brinkmann é divC(d,, 0,) = —%gomm. Asi, temos o seguinte resultado.

Corolario 7.4. Unha pp-wave de dimension tres é critica para algiin funcional cuadrdtico da
curvatura F; se e so se o tensor de Cotton é libre de diverxencia, sendo asi critica para todos

os funcionais cuadrdticos. Ademais, neste caso existen coordenadas de Brinkmann [(1.4)| con

o(x,y) = K(y)e® + a(y)z®
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7.3. Ondas de Brinkmann F;-criticas: casos especiais

Na proba do Lema([7.2] distinguimos entre ddas posibles situacions: ondas de Brinkmann con
curvatura escalar cero ou distinta de cero. Se unha métrica con curvatura escalar cero é J;-critica
para algun ¢, € critica para todos os funcionais cuadraticos da curvatura. Porén, se a métrica non
ten curvatura escalar cero, s6 poderd ser F;-critica para t = —%, —% ou —i, xa que estes valores
apareceron como excepcionais na demostraciéon do Lema Nesta seccion estudaremos por

separado estes tres casos particulares.

7.3.1. Métricas F_, 3-criticas

A norma do tensor de Ricci sen traza, po = p — £g vén dada por |pol* = ||p[* — 372
Polo tanto, o funcional F_;,3 € o funcional dado pola norma L? do tensor de Ricci sen traza en
dimension tres.

Teorema 7.5. Sexa g unha métrica de Brinkmann [(1.4)| con curvatura escalar non nula. Se g é
F_13-critica, enton a curvatura escalar é da forma

T = 6f3(y)u + 2A2% + 2fo1 ()2 + 2f20(y), (7.3)

onde A € R. Reciprocamente, dada unha funcion 7 como en|(1.3)} existe unha métrica de Brink-
mann JF_, j3-critica con curvatura escalar 7.

Demostracion. Unha métrica € critica para o funcional F_;,3 se € sO se o tensor F Y3 dado
na ecuacion se anula. De §7/3(0,,0,) = 0 e F7'/3(0,,0,) = 0 temos que p(u, x,7y) =
fa@)u® + fa(z, y)u? + filz, y)u + fo(2,y).

Se f3(y) = 0, entén 27F~1/3(0,, 0, )+ 3053 (0s, Oy )u = 4 f2.f2,» POlo que f> non depende
de z. Asi, §71/3(0,,0,) = g( f2)?, polo que fo = 0, o que contradi que a curvatura escalar é
distinta de cero. No que resta de proba, asumirase que f3(y) é distinta de cero.

Da ecuacion obtemos que 95 1/3(0,,0,) = —2f2 + 6f1fs — 12f — 5 fa,,. Ao anular
esta compofiente, temos que

filz,y) (2f2(2,9)* + 12f5(y) + 5 foza(2,1))-

1
6/3(y)

Substituindo esta expresién en F~1/3(3,, d,) obtemos

3_1/3(axa ay)u = _%f%ﬁzx

Polo tanto, f,,, = 0 € f, é un polinomio en z da forma f>(z,y) = foo(y)x? + for (y)x + fao(y).
Simplificando en F~1/3(9,, 9,), temos que

S0y, 0y)u = 57 (20352 + 40 for f3o0° + 24 for (f5 + fao for)2?
+ 4(f3) + 6 faofo1 fo2)x + 4 fao f3, + 4f350 foz + 36 f3
+21f3f5 — 18f§f0m) .
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Polo tanto, séguese que

Jolz,y) = 27f3(y)2 (f22( )22 + 3 fa2(y)? fr (y)2°
+ 3 fa2(y) (fo2(y) fao (y) + far(y)?)"
+ (6fa2(y) fao () for (y) + far (9)°)2
+ (27 f22(y)? + 3fa2(y) f20(y)? + 3 f20 () 1 ()°
+8 f3(y) f12(y))2?)
+ for(y)x + foo(y)-

Substituindo esta expresion, obtemos que §/*(8,, 8,)» = —3 f,, polo que fo2 = A € constante.
Simplificando de novo,

F Y300, 0y) = — o2 (N + f2) for — Ofin f3 + 6af3)

e asi,

for(y) = m (INfa1(y) + f20(y)* for (y) + 6 f3(y) fr (1)) -
Finalmente, a tltima compofiente non nula de '/ redicese a
§ 120, 0,) =5 (= fafto = 200+ f3) foo + 3150
+ 57 (o fao + 2fa1 oy + 1TA fog + 6 f5 f3)
271]”22)‘(15f20 + foo + 3f221)> :
Polo tanto, a funcién ¢ é da forma ¢(u, z,y) = f3(y)u® + fo(x, y)u* + fi(z,y)u+ fo(z,y) con

f3(y) #0,
falz,y) =2a® + for(y)z + fao(y),
fi(z,y) = 3f3 ((Ax + far(y)z + fao(y))? +5A +6£3(y)) |
folr,y) =gz (A2 + 3Mfar ()2 + 3A(Afao(y) + far(y)*)2*
+ (6Xf20(y) f1(y) + fr(y)?)2?
+ (27X 43X f20(y)? + 3f20(y) far (y)?)2”
+3((9X + f20(y)?) fr (y) + 6f3(y)f§1(y))x) + foo(y),

onde fy € unha solucion da ecuacién diferencial ordinaria

— fafoo — 20N+ f3) foo + 2 9f3(f2of20+2f21f21+17/\f20+6f20f3)

271f2 2A(15 foo + f50 + 3f21) = 0.

(7.4)

Baixo estas condicions, a curvatura escalar da métrica obtida € a dada na expresion Obsér-
vese que a curvatura escalar estd determinada polas funcidns f3, fo; € foo € a constante \. Estas
poden escollerse con liberdade, polo que para unha curvatura escalar desta forma existe unha
métrica de Brinkmann F_; /3-critica que realiza dita curvatura escalar. ]
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7.3.2. Meétricas F_; 4-criticas

En dimension tres, o tensor de curvatura estd determinado polo tensor de Ricci. Do mes-

mo xeito, a norma do tensor de curvatura vén dada pola expresion ||R[* = 2|p|? — 37° =

2 (lplI* = +72). Polo tanto, o funcional F_;,4 € equivalente ao funcional dado pola normal L?
do tensor de curvatura.

Teorema 7.6. Sexa g unha métrica de Brinkmann [(1.4) con curvatura escalar distinta de cero.
Se g é F_y4-critica, enton a curvatura escalar satisfai

Ty = 0 e 4Txcc + 7-2 =0. (75)

Reciprocamente, para toda solucion T da ecuacion existe unha métrica de Brinkmann
J_14-critica con curvatura escalar 7.

Demostracion. Sexa g unha métrica de Brinkmann dada en coordenadas Consideramos o
tensor §~'/* dado pola ecuacién e seguimos o razoamento da proba do Lema para obter
o(u,,y) = folz,y)u® + fi(z,y)u + fo(z,y). Asi, a curvatura escalar vén dada por 7 = p,,, =
2fa(z,y) e non depende da coordenada u, obtendo as{ a primeira ecuacién en Ademais,

V0w 0y) = =5 (f5 + 2f200) = =347 +77),

obtendo asf a segunda ecuacién do enunciado. Agora, sabendo que 2f,,, = —f7, as derivadas
de orde superior de f> vefien dadas por

3 2
fo:cJ: = _f2f2a:7 foJ:y = _f2f2y7 f2zxxa: = %fQ - f2w'

Baixo estas condicions, §V/4(8;,0,) = =3 (fiaee + f2./1, + 2f2,,), dando lugar 4 ecuacion

flxac:t + f?fla: + 2f2xy = 0. (7.6)

Fixada f5, esta ecuacion proporciona a unica relacién que debe ser satisfeita por fi. Asumindo
que f; € unha solucién da ecuacién podemos utilizar que

Siazzs = 2S202y = fouS1o — JoS 100
para simplificar 2§ ~1/4(9,, d,), obtendo

fﬂx:p:px - f2f0x:p - 3f2:pf03c + f22f0 + 2f2yy + fli + fl(f?y + flmx) + 2flmxy = 0. (77)

Fixadas f5 e f1, a ecuacién|[(7.7) determina fj.

O estudo previo amosa que a curvatura escalar dunha métrica de Brinkmann F_ /4-critica
satisfai a ecuacion Reciprocamente, se se satisfai dita ecuacion, existen soluciéns f; e fj
para as ecuacions e respectivamente, tales que a correspondente métrica de Brink-
mann determinada por p(u, z,y) = fo(z,y)u® + fi(z,y)u + fo(x,y) é F_14-critica. O

Observacion1.7. As soluciéns da ecuacién non linear 2 f, .+ f2 = 0 vefien dadas por fo(z,y) =

3/°1
—(=2)*PVBP((x + a(y) %7; 92, g3), onde P(—; ga, g3) denota a funcion eliptica de Weiers-
trass con invariantes go = 0, g3 = [(y), e a e [ son funcidns arbitrarias (véxase, por exem-
plo, [50,/103])).
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7.3.3. Meétricas F_; >-criticas

Para toda onda de Brinkmann de dimensi6n tres satisfaise que ||p||> — 372 = 0, polo que
o valor t = —% € claramente un valor distinguido no estudo destas variedades como métricas
Fi-criticas. Ademais, o termo de grao tres na expansion asintdtica da distancia media do mo-
vemento browniano nunha variedade riemanniana estd determinado pola expresion cuadratica
E = —6AT — ||R|]* + ||p]]* (véxase [92]). Asi, o funcional cuadratico asociado € equivalente a
F_1/2 en dimension tres.

Lema 7.8. Se unha métrica de Brinkmann é F_1)o-critica, enton a curvatura escalar é
unha funcion harmonica e, ademais, a funcion de Brinkmann satisfai

Agp + 50, = Ci(y)u+ Cay)z + C(y), 79

para funcions C4, Cy, C3. Reciprocamente, calquera métrica de Brinkmann determinada por
unha funcion de Brinkmann que sexa solucion da ecuacion é F_yo-critica.

Demostracion. Tomamos o tensor § /2 dado polas expresions en[(7.2)} As compoiientes a priori
non nulas son

371/2(8@’7 81’) = _231/2(8117 ay) = %(Spuua:a: — PuPuuu + 2§0uuuy - Qp(puuuu)

= %AQT,
871/2(8@’7 ay) = %(_@uwxx - 290uuxy + Spm(;puuu + stpuuux)a
371/2(8317 ay) = %(&%mx + 39012w + 690uxxy - 3¢xx§0uu - 690:v90uua:

+

Usando que §/%(0,,0,) =
§1%(0,, 9,

s A, = 0, simplificamos §_12(9,, 9,) para ver que
) =

e as tres expresions previas redicense a

371/2(81“ 81/) = _%(SOM: + %903 + 204y — @@uu)uu = _%(Ag@ + %@i)uw
F Y20y, 0y) = 3(Pux + 202 + 200y — 0Puu)az = S(Dg0 + 202) 4.

Polo tanto, unha métrica de Brinkmann [(T.4)|é F_, j,-critica se e s6 se a funcién de Brink-
mann ¢ satisfai a ecuacién [(7.8)| para funciéns C, Cs e Cs. O

A continuacién faremos uso do Teorema de Cauchy-Kovalevskaya para construir solucions
locais da ecuacién Sexa (M, g) unha onda de Brinkmann de dimensién tres dada en co-
ordenadas por e sexa X o hiperplano z = 0 coa métrica de Brinkmann inducida gy, =
2dudy + @(u, y)dy*. Un célculo directo amosa que a segunda forma fundamental de > C M vén
dada por I = —%gpxdy ® dy ® 0, dado que 0, e 0, son tanxentes a ¥ mentres que 0, ¢ normal
ao hiperplano. Asi, (X, g5) é totalmente xeodésico se e s6 se ¢, = 0.
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Teorema 7.9. Sexa (X, gs,) unha variedade de Brinkmann analitica de dimension dous. Enton,
pode ser estendida a unha onda de Brinkmann analitica F_ j»-critica de dimension tres (M, g)
tal que (X, gs,) € unha subvariedade totalmente xeodésica de (M, g).

Demostracion. Consideremos unha métrica de Brinkmann de dimension dous gy, dada en coor-
denadas locais (u,y) por gz = 2dudy + ¢(u,y)dy?. Sexa g unha métrica de Brinkmann dada en
coordenadas tal que gy, se corresponde coa métrica inducida no plano x = 0.

O Lema@ amosa que g € J_; jp-critica se e s6 se

Grr + 302 + 200y — ©oun = C1(y)u + Coly)z + Cs(y) (7.9)

para funcions C}, Cy e (3. Escollemos estas funciéns para que sexan analiticas e ndtese que
2 = 0 € unha superficie non caracteristica para esta ecuacion en derivadas parciais (véxase, por
exemplo, [@]). Fixando ¢,_, = ¢ e ¢;,_, = 0 como condici6ns iniciais e facendo uso do
Teorema de Cauchy-Kovalevskaya, concliese que existe unha solucién analitica ¢ para a ecua-
ci6n[(7.9)] Esta solucién permite estender gy, a g de xeito que o plano x = 0 é unha subvariedade
totalmente xeodésica de ¢ utilizando as coordenadas locais en O

Observacion 7.10. O Teorema amosa a posibilidade de xerar métricas F_; jp-criticas cunha
clara interpretaciéon xeométrica (véxase a Figura [7.3.1). Ademais, pédense escoller na ecua-
cién outras superficies non caracteristicas distintas do hiperplano z = 0, conseguindo asi
novas familias de métricas criticas partindo de condiciéns iniciais diferentes.

2
Ago+ 32 = C1(y)u + Ca(y)z + Cs(y)
Dgp = Pzz — 02 + 20uy — VPuu
x = 0 ¢ unha superficie non caracteristica

Fixamos p|gz—0 = $ e g|z=0 =0

Esténdese a solucién 4 variedade 3-dimensional

gx (u,y) = 2dudy + $(u, y)dy? g(u, z,y) = 2dudy + dz® + ¢(u, z, y)dy>

Figura 7.3.1: Interpretacién xeométrica

7.4. Casos especiais de ondas de Brinkmann

Nesta seccion consideraremos algunhas familias especiais de ondas de Brinkmann basedndo-
nos en condicions xeométricas relacionadas coa homoxeneidade e coa condicion de ser localmen-
te conformemente cha. Asi, determinaremos as métricas criticas con curvatura escalar constante,
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as localmente simétricas, as localmente conformemente chas e as localmente conformemente
simétricas.

7.4.1. Meétricas de Brinkmann con curvatura escalar constante

As métricas de Brinkmann con curvatura escalar cero xa foron estudadas na seccién O
caso de curvatura escalar constante distinta de cero rediicese ao funcional F_; /5, como se reflicte
no seguinte resultado.

Teorema 7.11. Se unha métrica de Brinkmann con curvatura escalar constante non nula é F;-

critica, enton t = —% e, ademais, para todo k € R, existe unha métrica de Brinkmann de

dimension tres que é critica para Fi; con T = K.
Demostracion. Se unha métrica de Brinkmann con curvatura escalar non nula € critica para
un funcional cuadritico da curvatura, entén, polo Teorema e o Lema a métrica non
pode ser critica para o funcional S nin para F; con ¢t ¢ {—3,—%,—1}. O Teorema [7.5/ amo-
sa que a curvatura escalar dunha métrica de Brinkmann F_, 3-critica é da forma 7(u, x,y) =
6f3(y)u + 2fa(x,y), con f3(y) # 0, agds se 7 = 0, polo que este funcional non admite métricas
de Brinkmann criticas con curvatura escalar constante non nula. Do Teorema séguese que a
curvatura escalar dunha métrica de Brinkmann F_, 4-critica vén dada por 7(u, z,y) = 2f2(x, y),
sendo f5 unha funcién eliptica de Weierstrass. Asi, o tinico funcional cuadratico da curvatura que
admite métricas de Brinkmann criticas con curvatura escalar constante non nula € F_, ;.

Fixamos as coordenadas de Brinkmann e facemos uso do Lema [/.8| para identificar as
métricas F_; p-criticas mediante a ecuacion Se 7 = k, entén ¢,, = k e a funcién de
Brinkmann ¢ vén dada por ¢(u, z,y) = 5u? + a(z, y)u+ B(z, y). Asi, a ecuacion[(7.8)|redticese
a

Qg + ﬁxz + %052 + 2053/ - kﬁ = Cl(y>u + CZ(?J)m + 03(y>

Derivando respecto de u, temos que o, = C(y), polo que
a(z,y) = 5C1(y)2* +E(y)z +n(y).

A partir deste punto, coa fin de simplificar a notacién, eliminarase a dependencia de y das fun-
ciéns implicadas na ecuacién. Agora, a ecuacion vén dada por

Cru+ §Chat + 1C1&x® 4 5(Cin 4+ €2 + 2C))a® + (n€ + 28 )
+30% + 20 — kB + Bow = Cru+ Coz + Cs.
Derivando respecto de x obtemos
301 + 3C160% + (Cin + € +207)z + (€ + 2€') — kB + Buwe = Co,
de xeito que [ é da forma
Bla,y) = gCi(y)*a* + 5:Ci(y)E(y)2?
+ 512 (3C1(y)* + kCi(y)n(y) + kE(y)® + 2kC1 (y))a?
+ 12 (=kCa(y) + 3C1(y)E(Y) + kn(y)&(y) + 2k (y))x
4
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con
Z(w,y) = E(y(y)e™ — d(y)e ™) sek >0, e
E(z,y) = Y2 (v(y) sen(v/—kzx) — §(y) cos(v/—kzx))  se k < 0.

Por dltimo, Comprobamos que a ecuacién[(7.8)|ten solucidns para

C3(y) = 52 (6C1(y)* + 2kCi(y)n(y)
+ k(=2k%e(y) + kn(y)® + 26(y)? + 4C1 (y) + 4kn' ()
Asf, existe unha familia de métricas de Brinkmann JF_; /;-criticas con curvatura escalar 7 = k,

con funcidns arbitrarias C', &, 1, 7, 0 e € definindo a funcién . ]

Observacion 7.12. Nétese que na proba do Teoremal[7.11|podemos asumir que a curvatura escalar
depende unicamente da coordenada y, polo que o teorema pode ser estendido do seguinte xeito:

Se unha métrica de Brinkmann con curvatura escalar T = k(y) é Fi-critica, enton

t = —% e, ademais, para toda funcion nunha variable k(y), existe unha métrica de

Brinkmann de dimension tres que é critica para Fy 5 con T = K(y).
Observacion 7.13. Como xeneralizacions naturais das xeometrias homoxéneas, as métricas lo-
rentzianas con invariantes escalares da curvatura nulos (VSI) ou con invariantes escalares da
curvatura constantes (CSI) foron amplamente estudados (véxase, por exemplo, [58,|124]]). Se-
guindo o traballo [58]] e a stia notacion, os espazos-tempo VSI de dimension tres dividense nas
familias A.1 e B.1. As métricas da familia 4.1 son ondas de Brinkmann con curvatura escalar
cero, polo que o seu estudo redicese ao feito no Teorema(7.1]e no Lema[7.2] A familia B.1 pode
ser descrita en coordenadas locais (u, v, ) como

1 v? 2v 2
g = —2du dv—i—§ —— tvufi(w,z) + folu,x) ¢ du — —dz| + da”,
x x

para funciéns arbitrarias f; e f;. Un cdlculo directo amosa que o tensor simétrico §* estd de-
terminado por completo polas compofientes §(0,,d,) € F(0u, ) = —%f loos %f 1,,- Asi
fi(u,z) = —a(u) log(x) + zy(u) + B(u) e as métricas na familia 3.1 que son F;-criticas estdn
determinadas pola seguinte ecuacién en derivadas parciais linear de cuarta orde.

22 §4(0u, Ou) = 2% (forp (0, ) + y(u)?) + 27 (40, (0, ) — a(u)y(u))
+ 22 ((u)B(u) + 2 (o' (1) — 6o, (v, 2)) + a(u)*(1 — log()))
+ 24z fo, (u, z) — 24 fo(u, x) .

Polo tanto, unha métrica VSI da familia B.1 é F;-critica para algin ¢ € R se e s6 se € critica para
todos os funcionais cuadraticos da curvatura, en cuxo caso

filu, z) = —a(u)log(z) + xy(u) + B(u),
folu,z) = 2* {A4 (u %7(“)2(610?;@) - 11)}
+ 23 { A3(u) + Ta(u)y(u)(2log(z) — 1)}
+2? {As(u) + 30/ (u)(2log () + 1) + ja(u)B(u)(2log(x) + 1)
+1a(u)? (2log(z) — 2log*(x) — 3) } + zA; (u).
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7.4.2. Meétricas de Brinkmann localmente simétricas

Unha métrica lorentziana de dimension tres é simétrica se é Einstein, un produto R x N(c)
(onde N € unha superficie de curvatura de Gauss constante), ou un espazo simétrico de Cahen-
Wallach, o cal € un caso particular de onda plana, que se pode expresar en coordenadas de
Brinkmann como ¢(u, z,y) = kz? (véxase [35]]).

Como xa se mencionou, as variedades Einstein son criticas para todos os funcionais cuadra-
ticos da curvatura. Porén, os produtos da forma R x NN (c) son criticos s6 para F_ 5. O seguinte
resultado, consecuencia directa do Teorema amosa os funcionais para os que son criticos os
espazos de Cahen-Wallach.

Corolario 7.14. Toda métrica lorentziana localmente simétrica de dimension tres é critica para
o funcional F_, /5. Ademais, as métricas de Cahen-Wallach son criticas para todos os funcionais
cuadrdticos da curvatura.

7.4.3. Meétricas de Brinkmann localmente conformemente chas

A condicion de ser localmente conformemente chd en dimension n > 4 estd caracterizada
polo tensor de Weyl nulo. Polo tanto, toda métrica localmente conformemente cha € critica para
o funcional dado pola norma L?* do tensor de Weyl, o cal é equivalente ao funcional F_; 3 en
dimension catro como consecuencia do Teorema de Gauss-Bonnet. A situacion é diferente en
dimension tres, onde a condicion de ser localmente conformemente cha vén caracterizada pola
anulacién do tensor de Cotton nulo. Existen métricas de Brinkmann localmente conformemente
chds que non son criticas para ningtin funcional cuadratico da curvatura.

Teorema 7.15. Sexa (M, g) unha onda de Brinkmann localmente conformemente chd de dimen-
sion tres que é critica para algiin funcional cuadrdtico da curvatura. Enton, tense unha das
seguintes posibilidades:

1. (M, g) é unha onda plana.

2. (M, g) € un produto localmente simétrico R x N (c), onde N(c) é unha superficie lorent-
ziana de curvatura de Gauss constante.

Demostracion. Unha métrica de dimensién tres é localmente conformemente cha se e sé se o
tensor de Cotton se anula. Para ondas de Brinkmann descritas en coordenadas locais 0
tensor de Cotton de tipo (0,2) estd determinado por

C(Ou; 0x) = = 10wy C(0u,0y) = —5C(00,02) = §Puuas
C(,0y) = 5Puss + §Puny — 1PPuuus (7.10)
C(8y, 0y) = =3Pz — 1PuPusc — 3Pusy + 1P Puu + 3PPune-

De obtemos que ¢ € da forma

o(u,z,y) = Ay)u® — (32°A'(y) — B(y)z — C(y)) u+ Q(z,y).
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Séguese de[(7.2) que §'(9,,9,) = 5(1 + 2t)A(y)? e, polo tanto, A(y) =0out = —1.

Se A(y) = 0, entén 7 = 0 e un cdlculo directo amosa que p(u, x, y) = (Ba+C)u— 5Bz —
%(28’ +BC) 23+ D2*+ Ex+ F para algunhas funciéns B, C, D, E e F dependentes da variable
y. Asi, §'(9,,0,) = BTQ, polo que B = 0. Deste xeito, o operador de Ricci € nilpotente en dous
pasos e a métrica é unha pp-wave. Agora, nas coordenadas apropiadas, temos que p(z,y) =
D(y)x? + E(y)x + F(y). Polo tanto, a métrica é unha onda plana e as coordenadas podense
reducir a o(z,y) = a(y)z?.

Se A(y) # 0 et = —1, traballamos co termo F~/2(9,, d,) e con para ver que A(y)
é constante, polo que ¢ se reduce a p(u,z,y) = wu? + (B(y)r + C(y))u + +B(y)*z* +

L (B(y)C(y) + 2B'(y))x + D(y). Asi, (M, g) é localmente simétrica e o campo de vectores

2K

unitario espacial X = —iB (y)O. + O, é paralelo, de onde se segue que a métrica escinde
localmente como un produto R x N(c) onde N é unha superficie lorentziana de curvatura de
Gauss constante. Ol

7.4.4. Meétricas de Brinkmann conformemente simétricas

Unha variedade de dimension tres é conformemente simétrica se o tensor de Cotton € parale-
lo. As variedades localmente simétricas e localmente conformemente chds son conformemente
simétricas. En [43]] amosouse que calquera outro caso € localmente unha métrica de Brinkmann
determinada pola funcién ¢(u, z,y) = x* + a(y)z. O seguinte resultado € unha consecuen-
cia inmediata do Teorema

Corolario 7.16. Unha variedade conformemente simétrica de dimension tres que non é local-
mente conformemente chd nin localmente simétrica é critica para todos os funcionais cuadrdti-
cos da curvatura.

7.5. Ondas de Brinkmann en gravitacion masiva

Nesta seccion utilizamos as ondas de Brinkmann para construir novas solucions en gravita-
cién masiva. As ondas de Brinkmann con curvatura escalar nula tefien invariantes escalares da
curvatura nulos e, neste caso, obtemos as solucions dadas en [[124]]. Non obstante, nesta seccidons
tratamos ademais a existencia de solucidéns con curvatura escalar non nula.

7.5.1. Gravitacion masiva topoloxica

O seguinte resultado amosa que as tnicas métricas de Brinkmann que son soluciéns para
a gravitacion masiva topoloxica tefien curvatura escalar constante e redicense as recollidas en
[124].

Teorema 7.17. Unha métrica de Brinkmann [(1.4)|é unha solucién para o funcional de gravita-
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cion masiva topoldxica se e s6 se p(u,z,y) = fi(z,y)u+ fo(z,y), con
filz,y) = —Saly)e™* + B(y),
folz,y) = =55 {(wz +2)(a(y)B(y) — 20'(y)) — 2wy(y)} e~
— gra(y)’e 0 + L)z + n(y),
onde «, 3, v, € e n son funcions arbitrarias.

Demostracion. Consideremos o tensor simétrico ¥ = p — %Tg + %C’ para unha onda de Brink-
mann Séguese de [(7.T)|e que T(dy, 0;) = —7=Puuu» Polo que ¢ é da forma

gO(U,ZL’,y) = fQ(x7y)u2 + fl(x7y>u + fO(I7y)'

Entén T(0,9y) = 3 f2 + 55 f2.- POlo que fo(z,y) = A(y)e™"5". Agora, temos que T (8, 0y) =
{9 (Whig + fize) +e775" (9A(y) — 4uw? A(y))}. Dado que a dltima expresion se anula iden-
ticamente, concldese que A(y) = 0. Asi, fo = 0 e polo tanto 7 = 0.

Agora, séguese que T(9,, ) = £ f1,4 5= f144, Polo que a funcién f, vén dada por f(z,y) =

—La(y)e " + B(y) para algunhas funciéns a e (3. Por dltimo,

T(0y,0y) = gma(y)’e™” — 15{ay)By) + 2/ (y)}e ™" — 55 (foree + Whoaa)
o que determina a funcién fj. O

Observacion 7.18. As solucidns obtidas no teorema anterior son criticas para o funcional S, xa
que a curvatura escalar se anula. Ademais, son criticas para algtn outro funcional cuadrético da
curvatura se e sO se son chas.

7.5.2. Nova gravitacion masiva

A diferenza da teoria de gravitacién masiva topoldxica, as ondas de Brinkmann que son
soluciéns para a nova gravitaciéon masiva poden ter curvatura escalar non nula.

Teorema 7.19. Unha métrica de Brinkmann é solucion para o funcional da nova gravitacion
masiva se e so se se verifica unha das seguintes posibilidades:

(a) A curvatura escalar é cero e a métrica vén dada por determinada por ¢(u,x,y) =
fl<x7 y)u + fﬁ(xa y) con

filz,y) = 5 Aly)e™ — - B(y)e ™ + C( );
f0($,y) = _6m4A( )2 me 67—1,143( ) m 4m3H1(ZL‘ y)
— s Ho(z,y)e™™ + E(y)z + n(y),

onde as funcions H, e H, veiien dadas por
Hy(z,y) = 2m(A(y)C(y) + 24 (y))=
— (5A(Y)C(y) + 4ma(y) + 104°(y)),
Hy(z,y) = 2m(B(y)C(y) + 2B'(y))x
+ (5B(y)C(y) — 4mpB(y) + 10B'(y)).
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(b) A curvatura escalar é constante T = 4m? e a métrica vén dada por[(1.4)| determinada pola
fun0ién SO(UH Z, y) = 2m2u2 + fl (':Ca y)u + fo(l', y) con

filz,y) = A(y)z® + B(y)z + C(y),

fola,y) = g Aly)*s* + 52 A(y) By)a®
+ 5 {m?B(y)* +2m* A(y)Cy) + 3A(y)* + 4m* A'(y) } 2
+ gz La(y)e?™ + B(y)e ™} 4+ E(y)z +n(y).

Demostracion. As compoiientes (0, 9,) e MN(0,, 0,,) veiien dadas por

N(0y, 0,) = L5 & N(D,, 0,) = Lz

4m 4m?2 >

polo que se anulan simultaneamente se e s6 se ¢ (u, z,y) = f3(y)u® + folz, y)u® + fi(z, y)u +
fo(z,y). Asi, a compoiiente 91(0,, 0,) redicese a

N(Du, 0y) = 507 {9f3u? + 6(2m? + fo) fau + 4m> fo — 22> + 911 fs

Derivando didas veces respecto de u, obtemos D(0y, 0y )uu = %fgz. Asi fs =0e ¢(u,z,y) =
fo(z,y)u® + fi(z,y)u + fo(x,y). Deste xeito podemos calcular a expresion

20D, 0y)a — N(Dr, Oy)u = — Gz (fo + 2m3) fo,,

polo que f» non depende de z. Chegados a este punto, temos que o(u,z,y) = foly)u® +
filz,y)u + folz,y) e N0y, 0r) = 52(f2 — 2m?) fo. Isto amosa que fo = 0 ou fo = 2m?,

que se corresponden coas posibilidades (a) e (b) do teorema, respectivamente.

Se fo = 0, temos que N(9;,dy) = % f1, — 557 f14ae © a funcién f; é da forma

file,y) = S AW)e™ = ZBy)e ™ + C(y).
O ultimo termo non nulo N(9,, J,) redicese a
N(y, 0y) = 505 {2A%€*™ + 2B~ ™" 4+ m(AC + 24" )e™
—m(BC +2B")e™™ —m” fouy + fomraa) »

de onde se segue a posibilidade (a) do teorema.
Se fo = 2m?, entén N(9,, 0,) = —#flmz e, ast, fi(z,y) = A(y)z? + B(y)z + C(y).
Usando esta expresion, o dltimo termo 91(9,, ) redicese a

1
’ﬁ(ay, 8y> = w {61425(72 + 6ABCL’ —+ .B2 —|— 2AC —|— 414, — 4m2fom + mecac:c} )

de onde se segue a posibilidade (b) do teorema. O

Observacion 7.20. As métricas da familia (a) son criticas para o funcional S e correspéndense
coas dadas en [124], mentres que as métricas da familia (b) son criticas para o funcional F_; /2-
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