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Resumo

Os espazos simétricos constitien unha clase importante de variedades de Riemann, xa
que os seus grupos de isometrias tenen unha estrutura moi rica. Por este motivo, trata-
se dunha clase de espazos na que resulta moi interesante estudar a xeometria das sias
subvariedades, en especial daquelas cun alto grao de simetria.

Por unha banda, a componiente conexa da identidade do grupo de isometrias dun es-
pacio simétrico de tipo non compacto pode escribirse como o produto dun grupo de Lie
compacto cun grupo de Lie resoluble. As subvariedades do espazo simétrico que se obtenen
como orbitas de subgrupos de Lie deste tltimo denominamolas subvariedades homoxéneas
resolubles.

Por outra banda, unha importante xeneralizaciéon do concepto de xeodésica a calquera
dimensién é o de subvariedade minimal: aquela cuxo campo curvatura media é nulo.

O obxectivo fundamental deste traballo, que se enmarca na area da xeometria rieman-
niana de subvariedades, é o de clasificar as subvariedades homoxéneas resolubles minimais
do espazo hiperbdlico complexo, que é un exemplo de espazo simétrico de tipo non com-
pacto.

Abstract

Symmetric spaces constitute a important class of Riemannian manifolds, since their
isometry groups have a rich structure. Because of this fact, they turn out to be a class of
spaces for which the study of their submanifolds is particularly interesting, especially of
those with a high degree of symmetry.

On the one hand, the identity component of the isometry group of a symmetric space of
non-compact type can be expressed as the product of a compact Lie group and a solvable
Lie group. The submanifolds of the symmetric space that are obtained as orbits of a Lie
group of such solvable Lie group are called solvable homogeneous submanifolds.

On the other hand, an important generalization of the notion of geodesic is that of
minimal submanifold: a submanifold whose mean curvature vector field vanishes.

The main aim of this memoir is to classify the solvable homogeneous minimal sub-
manifolds of the complex hyperbolic space, which is an example of a symmetric space of
non-compact type.






Introducion

O concepto de simetria é unha das hipoteses simplificadoras maéis frutiferas na histo-
ria da ciencia. En Matematicas, a simetria dun obxecto esta esencialmente relacionada co
grupo de transformaciéns do mesmo que o deixan invariante. Baixo a hipotese de diferen-
ciabilidade, o estudo da simetria leva 6 ambito dos grupos de Lie e das stias acciéns sobre
variedades diferenciables. En moitos casos ten interés considerar tales variedades diferen-
ciables dotadas dunha métrica, dando lugar 6 concepto de variedade de Riemann. Neste
contexto aparecen os espazos simétricos, que constitiien unha familia moi importante de
variedades de Riemann cunha cantidade suficientemente grande de isometrias.

As variedades de Riemann xorden como unha xeneralizacién das curvas e superficies
nos espazos euclidianos R? e R3, conceptos que tefien aplicaciéns practicas evidentes no
mundo real. Agora ben, tales obxectos non sé tefien interés por si sés (é dicir, de xeito
intrinseco), senén tamén con respecto do espazo ambiente no que estan contidos (é dicir,
de xeito extrinseco), aparecendo neste contexto conceptos coma por exemplo o de curva-
turas principais ou curvatura media, que dalgunha forma describen como estd ‘metido’
metricamente tal obxecto no espazo ambiente. De xeito similar, as variedades de Riemann
aparecen con frecuencia mergulladas de xeito isométrico noutras variedades riemannianas
ambiente. De feito, polo teorema de Nash, toda variedade riemanniana se pode mergullar
isometricamente nun espazo euclidiano de suficiente dimension. Asi, a investigacion en pro-
piedades xeométricas extrinsecas de subvariedades riemannianas xorde de modo natural.
Ademais, un tipo particularmente importante de subvariedades vén dado polas denomi-
nadas subvariedades homoxéneas, que son aquelas que aparecen como orbitas de accions
isométricas de grupos de Lie.

No contexto da xeometria riemanniana de subvariedades, un concepto clasico de grande
relevancia é o de minimalidade. Unha subvariedade M de dimensiéon n dunha variedade de
Riemann é minimal se ¢ un punto critico para o funcional volume de dimensiéon n. Esta
propiedade resulta ser equivalente a que a denominada curvatura media de M se anule
identicamente. A curvatura media dunha subvariedade M é o campo de vectores normal
a tal subvariedade obtido como a traza da stia segunda forma fundamental. A curvatura
media dunha subvariedade mide, por tanto, canto se afasta tal subvariedade de ser un punto
critico do funcional volume. Tratase, 6 igual que a minimalidade, dun concepto propio da
xeometria extrinseca de subvariedades, é dicir, que depende de como unha subvariedade
estd posicionada ou colocada dentro doutra a nivel métrico, e non soamente da xeometria
intrinseca desa subvariedade. Un subtipo especialmente rixido de subvariedades minimais
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8 Introducién

son as totalmente xeodésicas: aquelas cuxas xeodésicas son xeodésicas do ambiente, e que
vefien caracterizadas pola propiedade de que a sia segunda forma fundamental se anula
identicamente. Os subespazos afins constitiien as subvariedades totalmente xeodésicas dos
espazos euclidianos, mentres que as intersecciéns de subespazos lineares de R"*! coa esfera
unitaria S” centrada na orixe definen todas as subvariedades totalmente xeodésicas de S™.

As subvariedades minimais xeneralizan a dimensiéns arbitrarias os conceptos clasicos
de curva xeodésica e superficie minimal. Por unha banda, a centralidade das xeodésicas
en xeometria riemanniana é clara desde mesmo antes do propio nacemento desta discipli-
na, pois xa se trataba de obxectos fundamentais para o estudo de superficies no espazo
euclidiano. Por outra banda, o estudo das superficies minimais ten sido unha area moi
frutifera no ambito da xeometria diferencial, desde a descuberta por L. Euler e J. B. Meus-
nier dos primeiros exemplos non triviais (o catenoide e o helicoide) ata a recente teoria
de Colding-Minicozzi [I1]; véxase [30, B2]. Porén, o estudo de subvariedades minimais en
dimensiéns superiores ou en espazos non euclidianos tamén esta sendo un tema de grande
actualidade. Sirvan de exemplo a teoria min-max para a construcién de hipersuperficies
minimais desenvolvida por F. C. Marques e A. Neves [29] (e que permitiu a resoluciéon da
conxectura de Willmore [2§]), ou a resolucién da conxectura de Lawson [7] ou a proba da
desigualdade isoperimétrica para subvariedades minimais do espazo euclidiano [§], ambas
debidas a S. Brendle. -

Unha subvariedade M dunha variedade de Riemann ambiente M dise extrinsecamente
homozénea, ou simplemente homoxénea, se para calquera dous puntos p, ¢ € M existe
unha isometria ¢ do espazo ambiente M tal que envia un punto no outro, ¢(p) = ¢, e
deixa a subvariedade invariante, ¢ (M) = M. Isto equivale a que M sexa a érbita dunha
accién isométrica dun grupo de Lie GG sobre o ambiente M. Por tanto, as subvariedades
homoxéneas non son mais cas o6rbitas de acciéns isométricas. No ambito da xeometria
extrinseca, as subvariedades homoxéneas constitiien a clase de subvariedades con maior
grao de simetria. Como se deduce da propia definicién, para a sia existencia requirese
que o espazo ambiente M tefia un grupo de isometrias suficientemente grande. No plano
euclidiano, as tinicas subvariedades homoxéneas non triviais (i.e. distintas dos puntos e do
espazo ambiente total) son as rectas e as circunferencias, mentres que no espazo euclidiano
3-dimensional obtemos os planos, as esferas, os cilindros, e as hélices (inclusive, de novo,
as rectas e circunferencias). Porén, segundo aumentamos a dimensién do espazo ou permi-
timos unha maior complexidade no tocante & siia curvatura, obtemos unha maior riqueza
de subvariedades homoxéneas, sempre e cando o espazo ambiente tenia un grupo de iso-
metrias suficientemente grande. Hai que sinalar que, incluso no propio ambito dos espazos
euclidianos (ou das stias esferas redondas), unha clasificacién exhaustiva das subvarieda-
des homoxéneas implicaria, en particular, unha descricién de todas as orbitas de todas as
representacions de grupos compactos, o cal parece conducir a un problema combinatorio
de enorme complexidade.

Parece natural preguntarse como de restritivo ¢ o estudo daquelas subvariedades que
cumpran simultaneamente as duas propiedades mencionadas, é dicir, as subvariedades ho-
moxéneas minimais. Esta pregunta remoéntase polo menos 6s traballos de W.-Y. Hsiang [23]
e T. Takahashi [33], asi como de M. P. Do Carmo e N. R. Wallach; véxase [4, §2.4.2] e [35]
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para unha introducién a estes traballos. Como consecuencia dos mesmos, tense que todo
espazo homoxéneo compacto G /K se pode mergullar como unha subvariedade homoxénea
e minimal dunha esfera redonda S™, para unha dimensién n suficientemente alta. Isto indica
que existe unha impresionante cantidade non sé de subvariedades homoxéneas nas esferas,
senon tamén de subvariedades homoxéneas minimais.

Hai que sinalar que estas subvariedades homoxéneas minimais nas esferas S"™, se ben
son subvariedades homoxéneas dos espazos euclidianos correspondentes R™™ (pois toda
isometria de S é unha isometria linear de R™™'), non son minimais como subvariedades
de R™™! (0 seu campo curvatura media é normal & esfera e non nulo). De feito, acontece
que ningin espazo euclidiano admite subvariedades homoxéneas minimais, féra daquelas
que son totalmente xeodésicas (isto é, os subespazos afins). Este resultado de rixidez dé-
bese a A. J. Di Scala [I6]. E mais, o espazo hiperbélico (real) RH™ ten, neste sentido, un
comportamento semellante 6 espazo euclidiano: todas as stas subvariedades homoxéneas
minimais son totalmente xeodésicas [17] (e por tanto, subespazos hiperbdlicos reais de di-
mensién inferior RH*, k < n). Recordemos aqui que RH™ pode ser visto mediante diversos
modelos, sendo un deles o do hiperboloide nun espazo de Lorentz-Minkowski R'"™, modelo
no cal as subvariedades totalmente xeodésicas resultan de intersecar tal hiperboloide con
subespazos lineares.

Espazos euclidianos, esferas e espazos hiperbdlicos reais constitiien os denominados es-
pazos forma reais: variedades de Riemann completas e simplemente conexas con curvatura
seccional constante (nula, positiva e negativa, respectivamente). En certo sentido, tratase
das variedades riemannianas mais sinxelas no que respecta & sda curvatura, e cun grupo de
isometrias de maior dimension. Os espazos forma reais son a clase mais sinxela dos deno-
minados espazos simétricos, que son aquelas variedades de Riemann que admiten simetrias
centrais respecto a todos os seus puntos. Desta propiedade dedticese que os espazos simétri-
cos son tamén homoxéneos. Ademais dos espazos forma reais, existen moitos mais espazos
simétricos, todos eles clasificados por E. Cartan [9] nos anos 20. Adoitan distinguirse duas
grandes familias de espazos simétricos: os de tipo compacto e os de tipo non compacto.
Entre os primeiros atépanse as esferas, os espazos proxectivos, as grasmannianas e 0s gru-
pos de Lie compactos, entre outros, mentres que entre os de tipo non compacto atopanse
os espazos hiperbdlicos (non soamente os reais RH"™, senén os complexos CH™, os cuater-
niénicos HHH™ e de Cayley QH?), o espazo de matrices definidas positivas de determinante
un, as grassmannianas de subespazos de espazos pseudo-euclidianos, etc.

Mais ald dos espazos forma reais, os espazos simétricos constitiien unha familia moi
interesante para o estudo do comportamento das subvariedades homoxéneas minimais,
debido &s stias propiedades de simetria, que permiten o uso de técnicas mais alxébricas no
ambito da xeometria de subvariedades. Cabe esperar que nos espazos simétricos de tipo
compacto, ¢ igual que sucede nas esferas, existan numerosas subvariedades homoxéneas
minimais. Asi, é conecido que os espazos proxectivos complexos admiten subvariedades
Kahler homoxéneas, que resultan ser minimais. Mais xeralmente, a acciéon de isotropia
de calquera espazo simétrico de tipo compacto d& lugar a 6érbitas minimais [22]. Porén,
desconiecemos se existen resultados méis xerais de construcién de exemplos, ou de rixidez.

No ambito dos espazos simétricos de tipo non compacto, caberia esperar un compor-



10 Introducién

tamento semellante 6 caso mais simple deste tipo de espazos, o espazo hiperbdlico real,
onde toda subvariedade homoxénea minimal é totalmente xeodésica. Non obstante, cando
menos desde os traballos de M. Lohnherr e H. Reckziegel [27], J. Berndt [2], e J. Berndt e
M. Briick [3] hai uns 20 anos, sdbese que os espazos hiperbdlicos complexos, asi como os
restantes espazos hiperbdlicos de curvatura non constante, admiten algunhas subvarieda-
des homoxéneas minimais non totalmente xeodésicas. Se ben se trata dunha cantidade non
numerable delas, estes exemplos conecidos admiten unha descriciéon xeométrica e alxébrica
relativamente sinxela en termos da descomposiciéon de Iwasawa asociada 6 espazo simé-
trico ambiente, polo que parece natural preguntarse se ¢ posible obter unha clasificacion.
En espazos simétricos de rango superior, sabese da existencia de subvariedades minimais
homoxéneas [0, [34] e, de novo, tales exemplos admiten interesantes descriciéns en termos
de grupos de Lie. Porén, hai que sinalar que non se coniecen resultados xerais sobre subva-
riedades homoxéneas minimais neste contexto, mais ald dos obtidos por D. Alekseevsky e
A. J. Di Scala [1], que proban que, baixo certas condiciéns, tales subvariedades tenen que
ser totalmente xeodésicas.

Este traballo vén motivado polo proxecto a longo prazo de abordar o problema de
clasificacién das subvariedades homoxéneas minimais nos espazos simétricos de tipo non
compacto. Como primeiro obxectivo de tal proxecto, neste traballo centramonos no caso
non conecido mais sinxelo posible: o caso dos espazos hiperbdlicos complexos CH™. Ade-
mais, posto que todos os exemplos coniecidos xorden como Orbitas de subgrupos da parte
resoluble da descomposicién de Iwasawa asociada a CH"™ (érbitas de subgrupos de AN,
na notacién estandar na literatura e neste traballo), pediremos a hipdtese adicional de
que os grupos de isometrias que dan lugar as subvariedades que pretendemos clasificar son
subgrupos de AN. Asi, por simplificar a linguaxe, neste traballo chamaremos subvarie-
dade homozxénea resoluble dun espazo simétrico de tipo non compacto a calquera Orbita
da accién dalgin subgrupo conexo H da parte resoluble AN do grupo de isometrias de
tal espazo simétrico. Esta é unha hipdtese que, a dia de hoxe, parece natural imponer,
non sé6 polo feito de que, como dicimos, recolleria todos os exemplos cofiecidos ata hoxe,
senon tamén porque o control da xeometria extrinseca de érbitas de subgrupos arbitrarios
(i.e. non contidos en AN, senén no grupo total de isometrias de CH™) parece precisar de
ferramentas desconecidas na actualidade.

Polo tanto, a parte orixinal deste traballo (recollida no Capitulo |4)) consistird na clasifi-
cacion das orbitas minimais de subgrupos da parte resoluble da descomposicion de Twasawa
de CH™ ou, noutras palabras, na clasificacion das subvariedades homoxéneas resolubles
de CH™ que son minimais. Obteremos unha descriciéon dos subgrupos conexos H de AN
que dan lugar a ditas orbitas, explicitando as stias alxebras de Lie. Como consecuencia,
deduciremos que unha subvariedade homoxénea resoluble de CH™ é minimal se e so se é
totalmente zeodésica, ou unha hipersuperficie regrada de Lohnherr, ou unha subvariedade
focal dunha familia isoparamétrica de hipersuperficies en CH"™. Unha hipersuperficie de
Lohnherr resulta ser a unica (salvo congruencia) hipersuperficie minimal homoxénea de
CH™, asi como a tnica hipersuperficie de CH™ que ¢ regrada (por CH" ! totalmente xeo-
désicos) e con curvaturas principais constantes, cf. [5, 27]. Unha familia isoparamétrica de
hipersuperficies nunha variedade riemanniana é unha descomposicién de tal variedade en
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subvariedades equidistantes, todas elas de codimensién un e con curvatura media cons-
tante excepto, 6 sumo, dias subvariedades de codimensién superior a un (denominadas
subvariedades focais). O problema de clasificacion das familias isoparamétricas reméntase
a traballos de T. Levi-Civita, B. Segre e E. Cartan nos anos 30, e ten experimentado con-
siderables avances nos tltimos anos; véxase [I2] para unha introducién a este tema. Unha
das escasas clasificacions completas de familias isoparamétricas coniecidas é, precisamente,
a que se obtivo para CH™ en [I4]. Resulta que, neste contexto, cada familia isoparamétri-
ca s6 admite unha ou ningunha subvariedade focal e, cando existe tal subvariedade focal,
sempre ¢ homoxénea resoluble minimal. Asi, neste traballo caracterizamos as subvariedades
focais de familias isoparamétricas de hipersuperficies en CH™ como as Unicas subvarieda-
des homoxéneas resolubles minimais de CH", ademais da denominada hipersuperficie de
Lohnherr e de certas subvariedades totalmente xeodésicas que non son focais de familias
isoparamétricas.

A parte orixinal deste traballo, que vimos de explicar, require, tanto para a sta formu-
lacién como para a sia abordaxe, de diversas ferramentas da teoria de espazos simétricos.
Por iso, boa parte dos nosos esforzos estaran dedicados a proporcionar unha introducion a
este tipo de espazos, con énfase nos espazos hiperboélicos complexos CH™.

Asi, este traballo esta estruturado da seguinte maneira. No Capitulo [I] introduciremos
algiins preliminares que consistirdn en presentar definiciéns, resultados e notacions sobre
variedades de Riemann e teoria de grupos de Lie que seran precisos para abordar as cues-
tiéns tratadas neste traballo. A continuacién, no Capitulo [2] introduciremos de xeito xeral
0s espazos nos que traballaremos, isto é, os espazos simétricos, para mais adiante parti-
cularizar para achegarnos 6 caso que nos interesa, introducindo a subfamilia dos espazos
simétricos de tipo non compacto. Xa no Capitulo [3, presentaremos os espazos hiperbdli-
cos complexos, uns espazos pertencentes a tal subfamilia e que son nos que se establece o
resultado principal do traballo. Xa por ultimo, no Capitulo [4] sentaremos o contexto no
cal xorde o noso resultado principal, que é o de clasificacién de subvariedades homoxéneas
minimais nos espazos hiperbdélicos complexos, para aportar finalmente a proba do mesmo.






Capitulo 1

Preliminares

Este primeiro capitulo de preliminares estara centrado na introducion da terminoloxia,
da notacion e dos resultados fundamentais da xeometria de Riemann e da teoria de grupos
de Lie que serdan empregados 6 longo do traballo.

Dun xeito mais preciso, na Seccién recordaremos, entre outras, as nociéons de va-
riedade de Riemann e de conexion de Levi-Civita, para pasar a centrarnos a continuacién
na Seccion nas ferramentas propias do estudo de subvariedades, como a segunda for-
ma fundamental e o operador de configuraciéon. Tamén introduciremos un dos conceptos
centrais deste traballo, como é o concepto de subvariedade minimal. Na Seccion revisa-
remos certos conceptos e ideas derivados das acciéns (isométricas) de grupos de Lie sobre
variedades (de Riemann). Finalmente, na Seccién introducimos certas clases de alxe-
bras de Lie (semisimples, resolubles, nilpotentes...) que estan intimamente relacionadas cos
espazos simétricos, ademais da forma de Killing, unha forma bilinear simétrica que tamén
¢é de especial relevancia neste ambito.

1.1. Variedades de Riemann

O obxectivo desta seccién é fundamentalmente o de introducir a notacion e algin dos
resultados elementais que usaremos no contexto das variedades de Riemann. Para iso,
seguiremos principalmente [25].

Dada unha variedade diferenciable M, chamaremos métrica de Riemann, ou métrica
riemanniana, sobre M, a un campo de tensores diferenciable de tipo (0,2) simétrico e
definido positivo, isto é, unha asignacion g que a cada punto p € M lle fai corresponder
diferenciablemente unha forma bilinear g, : T, M xT}, M — R que ademais define un produto
escalar no espazo tanxente T,M. En tal caso, diremos que (M, g) é unha variedade de
Riemann, ou unha variedade riemanniana. Ademais, se tal forma bilinear é simétrica e
non dexenerada, pero non necesariamente definida positiva en todo punto, dise que M é
unha variedade semi-riemanniana ou pseudo-riemanniana.

Unha consecuencia inmediata de ter unha métrica riemanniana g nunha variedade di-
ferenciable M é que esta nos permite definir distancias de curvas diferenciables a anacos.
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Dada unha curva a: [a,b] C R — M diferenciable a anacos, definese a lonxitude de o con
respecto da métrica g como

L,(a) = / ' Gatey (0 (1), o (1)d.

Desta maneira, dados dous puntos p,q € M, pédese definir o concepto de distancia entre
eles do seguinte xeito. Denotemos por €2, , o conxunto de curvas diferenciables a anacos,
que chamaremos admisibles, unindo p e ¢, que ademais sempre sera distinto do baleiro
se M é conexa por [25, Proposicién 2.50]. Neste caso, definese a distancia de p a ¢ como
dy(p, q) == min{Ly(a) : o € 4}

Sexa M unha variedade de Riemann, e N unha variedade diferenciable. Se temos unha
inmersion f: N — M, logo podemos inducir unha métrica de Riemann f*g en N, cofiecida
coma o pull-back da métrica g por f, do seguinte xeito

(f*g)p<X7 Y) = gp(f*an f*pY)7

para todo p € N, e X,Y € T,N. Neste traballo, denotamos por f, a diferencial dunha
aplicacion diferenciable f entre variedades. Podese probar de xeito sinxelo que en efecto f*g
define unha métrica de Riemann. No caso de que (NN, ¢') sexa unha variedade de Riemann,
diremos que esta é isométrica a M se existe un difeomorfismo f: N — M de xeito que o
pull-back de g por f coincide coa métrica ¢', isto é, se f*g = ¢'.

Unha cuestion interesante & hora de traballar no contexto das variedades diferenciables
¢é a de definir a aceleracion de curvas, o que irremediablemente nos leva a ‘derivar’ campos
de vectores. A formalizacion desta idea conséguese mediante a introduciéon do concepto de
conezion. Dada unha variedade diferenciable M, unha conexiéon D en M é un operador

D: X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) —> DY,

que, para calquera X,Y, Z € X(M), verifica as seguintes propiedades:
(1) Dx(AY +uZ) = ADxY + uDxZ, para A\, u € R. (R-linearidade)
() Dx(fY)=X(f)Y + fDxY, para todo f € C*°(M). (Regra de Leibniz)
(1) Dyx4nzY = fDxY + hD,Y, para todas f,h € C>®(M). (C*(M)-linearidade)

Aqui, e no resto deste traballo, denotamos por X(M) 6 C*°(M)-médulo de campos de
vectores diferenciables sobre M.

Vexamos como podemos empregar agora nociéon de conexién para derivar curvas na
variedade M. En primeiro lugar, se a: I C R — M ¢é unha curva diferenciable, chamase
campo de vectores diferenciable 6 longo de « a calquera aplicacion diferenciable v: I C
R — TM de xeito que v(t) € ToM para todo t € R . Ademais, denotarase por X{ o
conxunto de campos de vectores diferenciables 6 longo de «. Asi, por |25, Teorema 4.24]
tense que se D é unha conexion en M, e a: I C R — M unha curva diferenciable, entén
existe un unico operador D;: Xy — X{' que verifica:
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1. Dy(Av + pw) = ADyw + puDyw, para A, u € R. (R-linearidade)
2. Dy(fv) = (4 f)v+ fDyv, para toda f: I C R — R diferenciable. (Leibniz)
3. Se V ¢ a restricién a o dun campo de vectores Y en M, entén D,V (t) = Dap)Y.

Deste xeito, dado V € X¢ diremos que V' é un campo de vectores paralelo 6 longo de
a se DV = 0 para todo t no que esté definido V. Diremos que unha curva diferenciable
a: I C R — M sobre unha variedade diferenciable M é unha xeodésica para a conexion D
de M se o seu campo de vectores tanxente en todo punto, isto é, %It&(t) = a(t) é paralelo.
Ademais, polo teorema de existencia e unicidade das xeodésicas |25, Teorema 4.27], tense
que, para todo p € M e para todo v € T,M, e dado ¢y, € R, existira un intervalo aberto
I C R contendo a ty e unha xeodésica a: I — M de xeito que a(ty) = p e o/(tg) = v.
Ademais, esta serd unica no sentido de que se dadas duas xeodésicas «, (3, definidas nos
correspondentes dominios /I, Ig C R, pasan por un mesmo punto p € M co mesmo vector
tanxente v € T, M, entén estas coincidiran en [, N Ig.

Agora ben, no contexto riemanniano (e mesmo semi-riemanniano), o teorema funda-
mental da xeometria de Riemann [25, Teorema 5.10] garantiza a existencia dunha tnica
conexion V (a conezion de Levi-Civita) que cumpre dias propiedades naturais:

1. V é simétrica, isto é, VxY — Vy X = [X, Y] para todos X,Y € X(M).

2. V é compatible coa métrica g, isto é, X¢g(Y, Z) = g(VxY, Z)+g(Y,VxZ), para todos
X,Y,Z € X(M).

Ademais, dita conexion vén determinada pola seguinte férmula (chamada Férmula de Kos-
zul):

o(VxY.2) =5 (Xg(Y. 2) + Y(X. Z) = Zg(X.Y)
+g1X,Y],2) +9(12,Y), X) +9(12,X), V),

No caso de que M sexa unha variedade de Riemann e V é a sta conexion de Levi-
Civita, entén o concepto de xeodésica para tal conexion esta profundamente relacionado
co de distancia minima entre dous puntos. Por unha banda, pddese ver, introducindo teoria
de cdlculo de variacions que, en caso de que exista unha curva admisible parametrizada por
arco unindo dous puntos de M e cuxa lonxitude sexa minima (¢ dicir, igual & distancia entre
os dous puntos), logo esta terd que ser necesariamente unha xeodésica parametrizada por
lonxitude de arco, isto é, con vector tanxente unitario en todo punto (véxase [25, Teorema
6.4]). Non obstante, non é certo sempre que toda xeodésica unindo dous puntos sexa unha
curva admisible de lonxitude minima, nin moito menos que exista. Agora ben, terase,
como consecuencia do teorema de Hopf-Rinow [25, Corolario 6.21] que se M é conexa e
metricamente completa con respecto da distancia asociada a g, logo sempre existira unha
xeodésica minimizante unindo dous puntos dados calquera, ¢ dicir, que ¢ de lonxitude
minima entre as curvas admisibles que unen tales puntos.
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1.2. Subvariedades de Riemann

O definir as variedades de Riemann, fixémolo intrinsicamente, ¢ dicir, sen considerar un
‘espazo ambiente’ nas cales estaban contidas. Porén, para o noso obxectivo sera unha cues-
tion fundamental a de estudar variedades de Riemann ‘metidas’ dentro doutra variedade
de Riemann. Isto permitiranos considerar campos de vectores normais a unha subvariedade
de Riemann, e, polo tanto, estudala extrinsecamente.

Sexa agora (M, §) unha variedade de Riemann, que consideraremos a nosa variedade
ambiente. Diremos que unha variedade de Riemann M é unha subvariedade inmersa de
M se existe unha inmersion isométrica f: M — M. Se M; e M, son dias subvariedades
de Riemann inmersas de M mediante inmersiéns f1 e fo, diremos que son congruentes se
existe unha isometria ¢: M — M de xeito que fo = @ o fi. Por outra banda, diremos que
M C M é unha subvariedade inxectivamente inmersa de M se a inclusién i: M < M &
unha inmersién. Tense logo, polo que observamos anteriormente, que a inclusion inducira
a métrica de Riemann ¢ := i*g en M. Neste caso, dise que (M, g) é unha subvariedade
de Riemann inmersa de M. Obsérvese que, para cada punto p € M o espazo tanxente
a p en M poderase descompoiier como T,M = T,M @ TLM sendo TLM o subespazo
ortogonal a T,M respecto de g. No caso de que ¢: M — M sexa un mergullo, isto, é, se
i M —i(M) C M é un homeomorfismo, dirase que M é unha subvariedade de Riemann
mergullada de M. En xeral, a non ser que se indique o contrario, entenderase simplemente
por subvariedade dunha variedade de Riemann a unha subvariedade de Riemann inmersa.

Vexamos agora como podemos inducir unha conexion en M a partir da conexion de
Levi-Civita V do espazo ambiente M. En primeiro lugar, dados X,Y € X(M) campos de
vectores en M, sexan X,Y € %(M ), tales que X v =Xe Y|M =Y, chamadas extensions
dos campos de vectores X e Y a M. Definimos entén o operador V por VyY = (VgY)u
para cada X,Y € X(M). Pédese comprobar que V estd ben definida, ¢ dicir, que non
depende das extensions de X,Y a M escollidas. Obsérvese que, en principio, (V Y)| M E
%(M ) poderia ter en cada punto componiente tanxencial e componiente normal a M non
nulas. Polo tanto, consideramos a descomposicién (VxY) = (VxY)T+(VxY)L. Asi, dados
X,Y € X(M), definimos a sequnda forma fundamental de M como

I(X,Y):=(VxY)"h

Por outra banda, pola conecida como férmula de Gauss [25, Teorema 8.2], se chamamos V
4 conexién de Levi-Civita de (M, i*g), entén, dados X, Y € X(M), tense que

VXYZVXY—FII(X,Y), (11)

onde os dous sumandos da dereita son, respectivamente, as componentes tanxente e normal
de VxY. Pbdese probar que a segunda forma fundamental é tensorial (i.e. C*°-linear) e
simétrica (i.e. I[I(X,Y) =II(Y, X)).

Denotemos agora por X1 (M) o conxunto de campos de vectores diferenciables normais
a M en todo punto. Logo, para cada & € X1 (M), definese o operador de configuracién



1.2 Subvariedades de Riemann 17

ou operador forma S¢ de M asociado 6 campo normal { do seguinte xeito: para cada
X € X(M) definese S¢ X € X(M) como o campo de vectores determinado por g(S¢X,Y) =
g(II(X,Y),€) para cada Y € X(M). O operador de configuracién é tensorial en &, e, para
¢ fixado, define un endomorfismo de T'M que resulta ser autoadxunto con respecto da
métrica g, debido & simetria de II. Ademais, a ecuacién de Weingarten [25, Proposicién
8.4] establece que

Se(X) = —(Vx&) ', paratodo X € X(M), £ € XH(M). (1.2)

Chamaremos campo de vectores curvatura media da subvariedade M 6 campo de vectores
normal a M dado por S-F | II(E;, E;), sendo {E;}_| unha referencia ortonormal de M e
k a dimensiéon M. Definense as subvariedades minimais como aquelas para as que a sia
curvatura media se anula. Por como se define o operador de configuraciéon a partir da
segunda forma fundamental, isto é equivalente a que a traza do operador de configuracion
sexa nula para todo campo de vectores normais a M, isto ¢, que tr.S¢ = 0 para todo § €
Xt (M). Unha clase importante de subvariedades minimais son as totalmente weodésicas:
aquelas cuxa segunda forma fundamental se anula identicamente, I = 0 (ou o que é
o mesmo, S = 0). As subvariedades totalmente xeodésicas caracterizanse como aquelas
subvariedades M cuxas xeodésicas son xeodésicas do espazo ambiente M.

Para cada campo normal &, é posible definir a funciéon curvatura media de M asociada
a &, consistente no produto escalar do campo curvatura media con &, e que resulta ser igual
& traza de S¢, xa que, en efecto, para unha referencia ortonormal {F;}% | sobre M tense

que
k k

k
trSe = Y g(Se(Ey), Bi) = Y _g(I(E;, Ey). €) = g(D_ 1(E;, E;), §).

i=1 i=1 i=1
Definense tamén as curvaturas principais de M en p € M respecto do vector normal
& € TpLM coma os autovalores de Sg,. Asi, a curvatura media tr S¢ respecto dun campo
normal &, nun punto p € M, non ¢é mdis ca suma das curvaturas principais en p. Unha
hipersuperficie M de M (i.e. unha subvariedade de codimensién un) dise que ten curvatura
media constante se a sua funcién curvatura media, para un campo normal unitario &, é
constante en M, e dise que ten curvaturas principais constantes se as sias curvaturas
principais non dependen do punto p € M. Claramente, toda hipersuperficie con curvaturas
principais constantes ten curvatura media constante.

O concepto de subvariedade minimal xorde do estudo das subvariedades que minimizan
(ou, de xeito mais xeral, que extremizan) a area, onde por ‘area’ nos refirimos ¢ volume
k-dimensional das subvariedades de dimensién k. O caso mais clasico é o das superficies S
en R? para as cales, dada unha curva simple pechada C, se S é a superficie con menor area
entre todas as superficies proximas a S e con borde 9S = C, entéon S é unha superficie
minimal. Mais xeralmente, unha subvariedade M de dimension k& é minimal se e s6 se é
localmente un punto critico para o funcional volume k-dimensional. Neste traballo non
precisaremos desta formulacién variacional das subvariedades minimais; refirimos ¢ lector
a [25, Teorema 8.18] ou [35], p. 10] para mais informacion.
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1.3. Grupos de Lie e accidns

Nesta parte introduciremos brevemente a notacién que empregaremos para grupos de
Lie, basedndonos principalmente en [26]. Ademais, tamén falaremos do concepto de accién
dun grupo de Lie, e de certos obxectos asociados, como son as as variedades homoxéneas.

Un grupo de Lie é un grupo abstracto G cunha estrutura de variedade diferenciable
real para a cal a operacion do grupo e a inversion dun elemento son aplicaciéns dife-
renciables C'°. Ademais, fixado un elemento g € G, denotaremos por L, & aplicaciéon
Ly:h € G gh € G, ¢é dicir, a operacién pola esquerda por g. Analogamente, dendtase
por R, & operacion pola dereita por g.

Unha dlzebra de Lie real é un espazo vectorial real g xunto cunha aplicacién bilinear,
chamada habitualmente corchete de Lie, e que denotaremos por [, |, que ademais é an-
tisimétrica e verifica a coniecida como identidade de Jacobi, isto é, que para X,Y,Z € g
cumpre que

X, Y], Z|+[[Z, X], Y]+ [[Y, Z], X] =0.

Recordemos que a todo grupo de Lie G lle corresponde unha tnica alxebra de Lie g,
conformada polos campos de vectores invariantes a4 esquerda de (G, isto é, os campos de
vectores X € X(M) tales que X o L, = L, o X para todo g € G, o cal quere dicir
que Xy, = Lg.(X}) para todo h € G. O corchete de Lie da édlxebra de Lie g de G non
é mais c6 corchete de campos de vectores. Ademais, tal alxebra de Lie é isomorfa como
espazo vectorial a T,G para todo g € G. Dito isomorfismo vén dado pola correspondencia
X € g— X, € T,G. Porén, por convenciéon simplemente se identifica g con T.G, sendo
e € G o elemento neutro do grupo.

Denotaremos por Exp & exponencial dun grupo de Lie G, isto ¢, & aplicacion Exp: g —
G que a cada X € g lle fai corresponder o elemento ax(1) € G, onde ax: R — G é a tinica
curva integral do campo de vectores X en G pasando polo elemento neutro e € G, isto é,
tal que ax(0) = e, e &(t) = Xo, @) para todo t € R. Recordemos ademais que Exp: g = G
¢ unha aplicacion diferenciable, que, para todo homomorfismo de grupos de Lie (¢ dicir,
homomorfismo de grupos abstractos que tamén é diferenciable) f: G — G’ verifica que o
seguinte diagrama é conmutativo:

g
Exp l
G

onde f, se identifica coa diferencial no neutro de f, pola identificacién que facemos entre
geT.G.

Agora introduciremos un homomorfismo de grupos de Lie que empregaremos frecuente-
mente no traballo, como é a representacién adzrunta dun grupo (e dunha élxebra) de Lie. En
primeiro lugar, se consideramos o homomorfismo de grupos de Lie I,: h € G + ghg™' € G,

/

g
l Exp
G

[
e

F o
—
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isto ¢, a conxugacién por g, definese logo a adxunta de G' como Ad: g — I, € GL(g),
onde GL(g) denota o grupo de Lie dos automorfismos lineares do espazo vectorial g. Por
outra banda, denotaremos por ad = Ad,: g — gl(g), onde gl(g) se define como a &lxebra
de Lie de GL(g) (que se identificard como espazo vectorial co espazo vectorial dos endo-
morfismos de g), & representacion adxunta da alxebra de Lie g, que ademais verificara
ad(X)(Y) = [X,Y] para todos X, Y € g.

Sexa G un grupo de Lie e M unha variedade diferenciable. Unha accion diferenciable
pola esquerda é unha aplicacion diferenciable

0:GXxM—M
(9.p) = g- D,

tal que
(1) Para todo p € M, e-p = p, sendo e o elemento neutro de G.
(1) Dados g, he Gepe M, g-(h-p)=(gh)-p.

Neste caso, dirase que G actiia sobre M pola esquerda. Notese que todo grupo G actia
sobre si mesmo pola esquerda mediante a acciéon dada pola operacion de grupo.

Observacion 1.1. Se G actua sobre M pola esquerda entén, dado p € M, a aplicacion
¢p: G — M dada por ¢,(9) = ¢(g9,p) =g-pcon g € G, é C*™.

Analogamente, dado g € G tamén ¢ diferenciable a aplicacién ¢,: M — M dada por
vy(p) = (g,p) =g-pconpe M.

Unha accién de G sobre M dise efectiva se cando ¢, = id entén g = e € G. Por outra
banda, a accién dise transitiva se para cada p,q € M existe un g € G tal que g-p =q.

Dada unha accién diferenciable de G sobre M, e p € M, denominase grupo de isotropia
de p 6 subgrupo de Lie pechado de G dado por

Gp,={9€G:g9 p=p},
e orbita da accién de G por p & subvariedade inmersa de M dada por
G-p={g-p:geG}

Se agora M é unha variedade de Riemann, unha accién diferenciable dun grupo de Lie
G sobre M dise isométrica se os difeomorfismos de M dados por ¢,, con g € G (véxase
Observacion , son isometrias de M. Se a accion é efectiva, o grupo G pode verse como
un subgrupo do grupo I(M) de isometrias de M, que se sabe que é un grupo de Lie [31].

Unha subvariedade P dunha variedade de Riemann M dise (extrinsecamente) homozé-
nea se para calquera p,q € P existe unha isometria f da variedade ambiente M tal que
f(p) = q e f(P) = P. Equivalentemente, P é subvariedade homoxénea de M se e s6 se
existe un subgrupo H de I(M) tal que P = H - p para algin p € P; noutras palabras, P é
unha orbita dunha accién isométrica sobre M.
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Pédese probar que unha subvariedade homoxénea P de M é subvariedade mergullada
de M seesése H={f e l(M): f(P)= P} ésubgrupo pechado (e por tanto subgrupo de
Lie) de I(M). Isto tltimo significa que a accién de H en M é propia. A mitdo, é habitual
restrinxir o estudo de acciéns isométricas a aquelas que son propias, pois estas accions
tefien propiedades que as fan méais manexables (grupos de isotropia pechados, espazos de
6rbita Hausdorff, 6rbitas mergulladas). Porén, neste traballo non precisaremos imponer
esta hipotese adicional. Para mais informacién sobre accions isométricas e propias, podese
consultar [4, Chapter 2.

Unha clase moi importante de acciéns diferenciables vén inducida polas representacions
de grupos de Lie, isto é, polos homomorfismos de grupos de Lie p: G — GL(V'), onde V
é un espazo vectorial de dimensién finita. No caso de que V sexa un espazo euclidiano
(i.e. estea dotado dun produto interior), a representacién p dise ortogonal se p(g) é unha
isometria linear de V', para todo g € G. Asi, neste caso, p induce unha accién isométrica en
V. Por outra banda, a representacion p dise irreducible se os inicos subespazos invariantes
de V son o trivial e o total, isto é, se os tinicos subespazos W de V' tales que p(g)w € W
para todo g € G e para todow € W son W =0ou W =V.

De xeito analogo, as representaciéons de alxebras de Lie son homomorfismos de alxebras
de Lie, isto é, aplicaciéns lineares que preservan o corchete de Lie, da forma ¢: g —
glx(V), onde K € {R, C}. Neste caso, tamén se di que ¢ é irreducible se de novo os tinicos
subespazos invariantes de V' son o trivial e o total.

O caso particular en que P = M sexa a variedade ambiente total sobre a que actua
isométrica e transitivamente un grupo de Lie G é de especial relevancia. Asi, dise que unha
variedade riemanniana conexa M é unha variedade homoxénea ou espazo homozéneo se
para calquera p,q € M existe unha isometria f de M tal que f(p) = q. Neste caso, existe
un grupo de Lie G que actia isometrica e transitivamente sobre M. A nivel diferenciable,
o teorema de caracterizacién de espazos homoxéneos garantiza que unha variedade diferen-
ciable M sobre a que actia diferenciable e transitivamente un grupo de Lie G é difeomorfa
6 conxunto de clases & esquerda G/G, = {¢G, : g € G} dotado da topoloxia cociente
asociada & proxeccién canénica G — G /G, e dunha certa estrutura diferenciable. Aqui, G,
é o grupo de isotropia nun punto arbitrario (pero fixado) p € M. Reciprocamente, dado un
grupo de Lie conexo GG e un subgrupo pechado H de (G, o conxunto de clases & esquerda
G/H pode dotarse dunha estrutura diferenciable que o convirte nun espazo homoxéneo
(a nivel diferenciable). Asi, os espazos homoxéneos (en particular, calquera 6rbita dunha
accién diferenciable) admiten unha descricion como cocientes de grupos de Lie.

Como lembramos antes, toda representacion (ortogonal) induce unha accién diferen-
ciable (isométrica). Pero, por outra banda, dada calquera accién diferenciable sobre un-
ha variedade M, temos asociada una representacién para cada punto p € M. Asi, se
p: G x M — M ¢é unha accion diferenciable, definese a representacion de isotropia de ¢
en p € M como

p: G, — GL(T,M)
hi— p(h) := (@n)sp;

sendo ¢p: M — M, q¢ — n(q) = ¢(h,q). Recordemos que, dado que h € G, entén



1.4 Alxebras de Lie e forma de Killing 21

camprese que ¢,(p) = @(h,p) = p. Se M esté dotada dunha métrica riemanniana, e ¢ é
unha accion isométrica, entén é claro que a representacion de isotropia en todo p é unha
representacion ortogonal.

1.4. Alxebras de Lie e forma de Killing

Nesta seccion recordamos a definicién de varias clases importantes de alxebras de Lie,
asi como da forma de Killing dunha alxebra de Lie.
Dada unha alxebra de Lie g de dimension finita, definimos a sta serie derivada como

g(O) =9, g(l) = [979]7 9(2) = [g(l),g(l)], ceey g(n) = [g(n_l)’g(n_l)]’

onde pode verse facilmente por inducién que cada g con i € N da serie derivada de g é
un ideal de g. Diremos que g é resoluble se existe k € N de xeito que g*) = 0. Ademais, g
dirase resoluble en k pasos se g*) = 0 e g*~Y £ 0, con k > 1. Obsérvese que, en particular,
calquera alxebra de Lie abeliana non trivial é resoluble en 1 paso.

Por outra banda, definese a serie central descendente de g como

go:=9, g:=10,0, G:=I[00] .., 0 :=I[001]

De novo, pode verse por induciéon que cada g;, con ¢ € N, é un ideal de g. Pois ben, diremos
que g é nilpotente se existe k € N de xeito que gr = 0. Ademais g dirase nilpotente en k
pasos se gr =0e gr_1 # 0, con k > 1.

Pode verse por inducién que g® := [gt*=1) g:=1] C [g, g,_1] C g* para todo k € N,
polo que toda alxebra de Lie nilpotente é resoluble. Ademais, tamén é claro que unha
alxebra de Lie abeliana sera tamén nilpotente. Porén, non é certo necesariamente que unha
alxebra de Lie resoluble sexa nilpotente; nin tampouco que unha alxebra de Lie nilpotente
sexa abeliana.

Por outra banda, tense que existe un tnico ideal resoluble maximal para a inclusiéon en
g. Isto débese a que se existiran dous, isto ¢ a, b, logo a + b tamén seria un ideal resoluble
que contén a a e b. Asi, definese o radical dunha alxebra de Lie g, isto é, rad g, coma o
unico ideal resoluble maximal para a inclusiéon en g. En particular, rad g é o tnico ideal
resoluble de g que contén a todos os ideais resolubles de g.

Unha élxebra de Lie g dirase simple se dimg > 2 e non ten ningun ideal propio non
trivial. Equivalentemente, g sera simple se non ten ideais propios non triviais e se g non é
abeliana, xa que deste xeito aseguramos que dim g > 2.

Por outra banda, g dise semisimple se non ten ningin ideal resoluble non trivial, isto
é, se rad g = 0. Ademais, se g é semisimple, o tnico ideal abeliano de g é o 0. O reciproco
tamén serd certo, xa que se t := rad g # 0, por ser resoluble, existira k € N de xeito que
t) = [+ ¢(E=D] = 0, con t*~Y £ 0, polo que t*~Y serfa un ideal abeliano distinto de
0. Unha alxebra de Lie resulta ser semisimple se e s6 se é suma directa de dlxebras de Lie
simples.
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Sexa g unha alxebra de Lie. Definese a forma de Killing B de g como
B(X,Y) =tr(ad(X)oad(Y)), paratodo X,Y €g.

A forma de Killing dunha alxebra de Lie g resulta ser unha forma bilinear simétrica de g
que xoga un papel esencial na teoria de dlxebras e grupos de Lie.

Concluimos esta seccion enunciando dous resultados que seran empregados posterior-
mente. Recordemos que unha &lxebra de Lie g dise compacta se existe un grupo de Lie
compacto GG con alxebra de Lie g.

Proposicién 1.2 ([37, Proposicion 3.25]). Se g € unha dlzebra de Lie compacta, entdon
existe un produto interno en g para o cal ad(X) € gl(g) € antisimétrico para todo X € g.

O seguinte resultado dinos como se comporta B con respecto 6s automorfismos de
alxebras de Lie de g. Recordemos que un automorfismo de g é un isomorfismo de g que
preserva o corchete de Lie, e que todo automorfismo dun grupo de Lie G ten por diferencial
a un automorfismo da sta dlxebra de Lie. Ademais, denotaremos por Aut(g) o conxunto
dos automorfismos dunha dlxebra de Lie g.

Proposicién 1.3 ([37, Proposicién 1.36]). Seza g unha dlzebra de Lie, B a sia forma de
Killing, e A € Aut(g), logo

(a) B é A-invariante, isto é, B(AX,AY) = B(X,Y) para todo X,Y € g.
(b) Sexan X,Y,Z € g. Enton B(ad(2)X,Y) + B(X,ad(Z)Y) = 0.



Capitulo 2

Espazos simétricos

Este capitulo esta centrado na introduciéon e no estudo da estrutura tanto xeométrica
como alxébrica dos espazos simétricos, con énfase naqueles de tipo non compacto.

Deste xeito, comezamos introducindo a nocién de espazo simétrico, deducimos algins
feitos inmediatos da definicion, e presentamos algiins exemplos sinxelos de espazos simétri-
cos. Na Secciéon estudamos a descomposicion de Cartan da alxebra de Lie do grupo de
isometrias dun espazo simétrico, o que nos permite distinguir na Secciéon entre espazos
simétricos de tipo euclideo, tipo compacto e tipo non compacto. A continuacién, pasamos
a centrarnos nos espazos simétricos de tipo non compacto. Asi, introducimos a descom-
posicion de Iwasawa (Seccién , a través da cal identificaremos o noso espazo simétrico
cun grupo de Lie resoluble con métrica invariante & esquerda. Esta identificacién vainos
permitir reescribir a xeometria do noso espazo simétrico en termos de alxebras de Lie, que
é precisamente o obxectivo da Seccién [2.4]

En canto 4s referencias que se empregaron neste capitulo, ata a Seccién [2.2] con esta
incluida, seguiuse esencialmente [37]. Por outra banda, nas seccién empregaronse prin-
cipalmente resultados de [24]. Xa por dltimo, na Seccién seguiuse principalmente [13]
pp. 85-87].

Definicién 2.1. Diremos que unha variedade de Riemann conexa M é un espazo simétrico
se para cada punto p € M existe unha isometria o,: M — M, chamada reflexion zeodésica,

tal que o,(p) = p, e (0p)sp = —id.

Observacion 2.2. Obsérvese que, dado que cada reflexién xeddesica o, con p € M fixa o
punto p e a sda diferencial é a oposta da identidade, séguese de [21, Lema 1.11.2] que é
lnica en cada punto.

No seguinte resultado vemos que os espazos simétricos son variedades completas e
homoxéneas.

Proposicién 2.3. Sexa M un espazo simétrico, p € M un punto arbitrario, e o, a sia
reflexion xeodésica. Enton, tense que:

(a) Se y € unha zeodésica tal que v(0) = p, enton o,(y(t)) = v(—t).

23
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(b) M é completo.

(¢c) M é homozéneo. De feito, dados pi,ps € M tense que o,,, con m punto medio de
p1 € po dunha zeodésica minimizante que os une, é unha isometria de M tal que

Um(pl) = P2

Demostracion. (a) En primeiro lugar, como o0, a reflexién xeodésica de M no punto p, é
unha isometria, entén a curva a definida como « := (0,07) é una xeodésica con condiciéns
iniciais a(0) = (0, 0 7)(0) = 0,(p) = p, &(0) = (0)x(¥(0)) = —54(0). Pola unicidade das
xeodésicas que pasan por un mesmo punto coa mesma velocidade, terase necesariamente
que a(t) = 7(—t).

(b) Vexamos primeiro que M é completo, o cal, polo Teorema de Hopf-Rinow [25] p.169]
equivale a probar que é xeodesicamente completo. Para iso, sexa v,: [0,e) C R — M
unha xeodésica tal que 7,(0) = p. Sexa agora ¢ = 7,(to), con ¢y € (5,¢), e consideramos
B(t) := (e — ), é dicir & curva que obtemos percorrendo 7, en sentido contrario. Tense
entén que [ estd definida para t € (0,¢]. Sexa agora c(t) = S(t + ¢ — to), que é unha
xeodésica definida en (¢, — €, to], tal que ¢(0) = ¢, polo que empregando (a), (o, 0 ¢)(t) =
c(=t) = B(—t + e — to) = Yp(t +to), e como c estd definida ata ty > 5 entén -y, poderase
estender ata 2ty > e. Deste xeito, como o ty fora fixado de xeito arbitrario, podemos
seguir definindo indefinidamente ~, a toda a recta real. Polo tanto, concluimos que M ¢
xeodesicamente completo.

(c) Vexamos agora que M é homoxéneo. Sexan p,q € M dous puntos arbitrarios, e
v: [—to,to] — M un segmento de xeodésica minimizante que os une con y(—ty) = p,
e v(to) = ¢, cuxa existencia vén garantida por un corolario do teorema de Hopf-Rinow
[25, Corolario 6.21], tendo en conta que M é conexa e xeodesicamente completa. Sexa
m = v(0) € M o punto medio de tal segmento xeodésico. Entén se consideramos a isometria
Om, € a curva 3 := g, o, logo, por (a), terase que (t) = y(—t), e polo tanto o,,(p) =
om(v(—t0)) = B(—to) = v(to) = ¢, polo que se ten o resultado. O

Observacion 2.4. Do resultado anterior dedticese que o grupo de isometrias I[( M) dun espazo
simétrico M, que resulta ser un grupo de Lie [3I], pp. 400-416], acttia transitivamente sobre
M. Polo tanto M é difeomorfo 6 cociente de I(M) polo grupo de isotropia dun punto
fixado pero arbitrario p € M (véxase [26], p. 552]), é dicir M = G /K, con G grupo de Lie e
K = G, subgrupo pechado de G, que ademais, serd compacto por [37, Proposicién 6.17]).
De feito, tal difeomorfismo vira dado mediante a asignaciéon

G/K — M
gK — g(p).

Ademais, podemos restrinxirnos & componente conexa da identidade do grupo de isometrias
[(M), como veremos na proposicién seguinte.

Proposicion 2.5. Sexa G = IO(M) a componente conexa da identidade do grupo de iso-
metrias I(M) dun espazo simétrico M. Enton, G é un grupo de Lie que tamén actia
transitivamente sobre M.
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Demostracion. En primeiro lugar, é un resultado elemental da teoria de grupos de Lie o
feito de que a componente conexa do elemento neutro dun grupo de Lie é tamén un grupo
de Lie (pode verse en |26, Proposicién 7.14]).

Vexamos agora que G actua transitivamente sobre M. Para iso, sexan p,q € M, e
comprobemos que existe h € G = I°(M) de xeito que h(p) = ¢. Pola Proposicién (c),
tense que se consideramos un segmento de xeodésica v: [0,1] — M unindo p e ¢, logo

O’,Y(%)(p) = ¢. Ademais, como o,(p) = p, logo 001y 0 o,(p) = q. Sexa agora

¢ [0,1] — I(M)
t—— UW(%) 0 0p.

Ainda que non o faremos xa que haberia que entrar en detalle, podese probar que v é
continua considerando en I(M) a topoloxia compacto-aberta subxacente & estrutura de
I(M) como grupo de Lie. Ademais, tense que ¢(0) = 07 = id, e que (1) = 04(1) © 0y, polo
que ¥ é un camino en I(M) unindo o elemento identidade do grupo de isometrias cunha
isometria que leva p en ¢, polo que se conclie o resultado. O

Observacion 2.6 (Espazos simétricos e pares simétricos). A partir de agora neste capitulo,
a non ser que se diga o contrario, dado un espazo simétrico M, este considerarémolo
como G/K para G = I°(M), e K o grupo de isotropfa dun punto p € M. Porén, cabe
sinalar que na practica dado un espazo simétrico M = G /K, non sempre se considera
G =1°(M). De xeito mais preciso, é moi habitual tomar como G a algiin grupo de Lie que
non necesariamente actua efectivamente sobre M, senén que actiia de xeito case efectivo
sobre M, isto é, tal que o nicleo inefectivo {g € G : g(p) = p, paratodop € M} é un
grupo discreto de G. Deste xeito, usualmente additase considerar un par simétrico (G, K),
onde G é un grupo de Lie conexo que acttia isometricamente e case efectivamente sobre
M, K é un subgrupo compacto de G, e tal que existe un automorfismo involutivo s de G
de xeito que G§ C K C G®; onde G* := {g € G: s(g9) = g} e G§ é a compofiente conexa
do elemento neutro de G*. En todo caso, se (G, K) é un par simétrico asociado 6 espazo
simétrico M = G/K, entén G resulta ser un recubrimento finito de I°(M), de xeito que
ambos grupos, G e IO(M ), tefien a mesma alxebra de Lie. Estas sutilezas non xogardn un
papel importante neste traballo.

A continuacién, veremos algiins exemplos clasicos de espazos simétricos.

Exemplo 2.7 (Os espazos modelo R™, §" e RH™ como espazos simétricos). Vexamos que
a variedade diferenciable R™ coa métrica usual é un espazo simétrico. Para cada punto
p € R”, consideramos a aplicacién o,(p + v) = p — v, para v € R". E claro que o, é
unha isometria, pois (0p).(p1v) = id para todo v € R". Ademais, o, deixa fixo o punto p, e
0. = —id, polo que o, ¢ unha reflexiéon xeodésica respecto do punto p, e deste xeito tense
que R™ é un espazo simétrico.

Por outra banda, sexa S™ a esfera centrada na orixe de radio 1 en R"*!. Tratase dunha
subvariedade de Riemann coa métrica inducida da euclidiana, que denotaremos por (-, -).
Dado p € S™, consideramos a aplicacién dada por 0,(q) = —g+ 2(g, p)p. Intuitivamente, se
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consideramos unha base ortonormal {vy, ..., v,} de R"™ con p = vy, logo ¢ = 37 {q, v;)v;,
e o,(q) = (q, vo)vo—>_11(q, vi)v;, polo que se mantén a componente do vector ¢ na direccién
de p e se consideran as opostas do resto, de xeito que se ‘reflexaria’ o vector ¢ con respecto
de p. Vexamos que, de feito, o, ¢ unha reflexion xeodésica respecto do punto p. En primeiro
lugar, como o, é linear, logo (0,)., = 0, para todo ¢ € S"™. Pédese comprobar facilmente
que (o,(v),0p(w)) = (v,w), polo que o, é unha isometria. Ademais, o,(p) = p, e no espazo
tanxente a p, isto é, T,S" = {v € R"™! : (v, p) = 0}, tense que (0,)., = —id, polo que se
conclie que S" é tamén un espazo simétrico.
De xeito similar, pédese comprobar que para o espazo hiperbodlico real RH", isto é,

RH" = {ZL’Z (l’(),...,xn) eRY: <l’,$> =—-1, 2y > 0},

onde R denota 6 espazo de Lorentz-Minkowski (¢ dicir, a un espazo vectorial real de
dimension n + 1 dotado da métrica lorentziana (x,y) = —xoyo + > p_; (xi, ¥i)), a aplicacién
op(x) = —x — 2(x, p)p é tamén unha reflexién xeodésica para todo p € RH".

Exemplo 2.8 (Grupos de Lie compactos). Sexa G un grupo de Lie compacto. Tense que
este admite sempre unha métrica bi-invariante (véxase |25, Corolario 3.15]), é dicir, unha
métrica g, que é invariante pola esquerda e pola dereita, isto é

Rig=L;g=g, paratodohe€QG.

Neste caso, tense que a aplicacién o.(h) = h™! é a reflexién xeodésica no elemento neutro e.
En primeiro lugar, claramente fixa 6 elemento neutro, e como o.(Exp(tX)) = Exp(tX)~! =
Exp(—tX) para todo t € R e todo X € g, logo (0¢)« = —1id.

Por outra banda, tense que o, é unha isometria de GG. En primeiro lugar, como (0. ). =
—id, logo o, é unha isometria en e. Por outra banda, como claramente 0,0 L, = Rj,-1 00,
e por tanto (0¢)wn © (Lp)se = (Rp-1)se © (0¢)4e, € as traslacions pola esquerda e pola dereita
son isometrias por ser ser a métrica de GG bi-invariante, terase que (o.)., tamén o é para
todo h € G. Por tultimo, dado g € G, pdédese comprobar tamén de xeito similar que
o, = L,0R, 00, é unha isometria de G' que deixa fixo g e para a que ademais (0,)., = —id,
polo que para calquera punto de GG a reflexion xeodésica respecto del é isometria de G.
Deste xeito, concliese que G é un espazo simétrico.

Exemplo 2.9 (As grassmannianas de k-planos). As grassmanianas de k-planos sobre os
espazos vectoriais R™ e C" ou sobre o médulo pola dereita H", onde H denota a alxebra dos
cuaternios, que se denotan por G(R™), G(C™) e G(H™), respectivamente, son, esencial-
mente, espazos nos que os k-subespazos vectoriais son os puntos de tales conxuntos. Asi,
por exemplo, tense que RP™ = G1(R"), pois neste caso os puntos de tal espazo pédense
identificar cos 1-subespazos vectoriais en R”, isto é, as rectas pasando pola orixe.

Ainda que non entraremos en detalle, pédese ver, por exemplo en [37, pp. 131-133],
que as grassmannianas son tamén espazos simétricos. En particular, tamén seran espazos
simétricos o espazo proxectivo real RP™, o espazo proxectivo complexo CP", e o espazo
proxectivo cuaterniénico HP™.
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2.1. A descomposicion de Cartan

Unha vez introducidos os espazos simétricos, veremos que, dado un espazo simétrico
M = G/K, con G = 1°(M), e K grupo de isotropia dun punto p € M fixado, sempre é
posible atopar unha descomposiciéon da alxebra de Lie do seu grupo de isometrias, cha-
mada descomposicion de Cartan, mediante a suma directa de dous subespazos, a saber,
un correspondente & dlxebra de Lie do grupo de isotropia e outro que sera isomorfo a
T,M. En primeiro lugar, diremos que unha aplicacion diferenciable o: M — M, con M
variedade diferenciable en xeral, é unha involucién se o = id. Obsérvese que a reflexién
xeodésica o, para calquera p € M, ¢ unha involucién, xa que por ser 012) unha isometria
e (02)sp = (0p)sp © (0p)sp = idyp, entén como ademais o7 (p) = p, logo como consecuencia
da unicidade das isometrias co mesmo valor e coa mesma diferencial nun mesmo punto,

necesariamente se terd que (0,)? = idy;. Tense agora o seguinte resultado.

Proposicién 2.10. Sexza M = G/K un espazo simétrico, con G = 1°(M) e K grupo de
isotropia dun punto fizado p € M. Sexa s a aplicacion s: G — G, g — o0,90,. Enton tense:

(a) A diferencial de s, isto €, s,: g — @, é unha involucion.

(b) Se G*:={g € G: s(g) =g}, enton Gy C K C G*.

Demostracion. (a) En primeiro lugar, como o, = o,*

» > enton s € unha conxugacion por un
elemento o, € I(M) fixado, polo que s serd un automorfismo que preserva G. Ademais,
como (0,)? = id € G, claramente se terd que s*(h) = h, para todo h € G, polo que s é
unha involucién. Polo tanto, tamén se terd que s, 0s, = (32)* = id, e deste xeito s, € unha
involucion.

(b) Vexamos que K C G*. Dado h € K, entén s(h)(p) = (o,ho,)(p) = p = h(p).
Ademais, (s(h))sp = (0p)sphap(0p)sp = (—id)hyy(—id) = hy,. Agora, como unha isometria
esté caracterizada polo seu valor e pola sua diferencial nun punto, tense logo que s(h) = h.
Como h € K é arbitrario, probase asi que K C G*.

Vexamos agora que G C K. En primeiro lugar, tense que G5 é un subgrupo de Lie de G,
pois é inmediato ver que é un grupo abstracto, e ademais é pechado pois se {g, }neny C G*
¢ unha sucesién que converxe a un g € GG, logo, por ser s continua,

s(g) = lim s(g,) = lfm g, =g,

polo que g € G*. Asi, polo teorema de Cartan [26, Teorema 20.12], G* serd un subgrupo de
Lie (pechado) de G, e polo tanto a componente conexa do elemento neutro tamén. Deste
xeito, ten sentido considerar a sta alxebra de Lie. Sexa X € Lie(G§), isto é, na dlxebra
de Lie de G§, entén Exp(tX) € G§ para todo t € R. Agora, como s(Exp(tX)) = Exp(tX)
por definicién de Gy, séguese que o, Exp(tX)o, = Exp(tX), polo que aplicando ambas
expresions a p, temos que o, Exp(tX)(p) = Exp(tX)(p). Agora ben, como (0,)., = —id,
tense para todo ¢ suficientemente pequeno que o, non pode fixar outro punto distinto de p.
Entén, necesariamente Exp(tX)(p) = p para todo t € R, polo que Exp(tX) € K, e como
G§ € un grupo de Lie conexo, estd xerado por unha vecinanza do elemento neutro que 6
mesmo tempo é homeomorfa a un aberto de Lie(G}), polo que se ten o resultado. ]
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Motivados por este resultado, introducimos a seguinte

Definicién 2.11. Se M = G/K ¢é un espazo simétrico, onde K = G, con p € M, chdmase
involucion de Cartan de M & diferencial da aplicacion s: G — G, g — o,90,, que pola
Proposicién [2.10] xa vimos que en efecto é unha involucion. Ademais denotaremos esta
diferencial por 0, isto é, 6 = s,: g — g.

Neste punto, é claro que se M é un espazo simétrico, logo o par formado por IO(M ) e
o grupo de isotropia K dun punto p € M é un par simétrico. En efecto, isto terase pola
Proposicién e porque ademais se ten que I(M), e polo tanto, I°(M) actiia de xeito
efectivo en M.

Por outra banda, pédese ver en [37, p. 145] que o cociente dos dous elementos de
calquera par simétrico é tamén un espazo simétrico. De feito, tal e como se desenvolve en
[37], todos os resultados que enunciamos para espazos simétricos serdn tamén certos para
pares simétricos, ainda que por simplicidade o faremos para espazos simétricos tal e como
dixemos que os iamos a considerar na Observacion [2.6

Proposicién 2.12. Sexa M = G/K un espazo simétrico, con G = 1°(M) e K grupo
de isotropia dalgin p € M. Enton, g = £ @ p, onde € e p son os autoespazos asociados
0s autovalores +1 e —1, respectivamente, da involucion de Cartan 6 respecto do punto p.
Ademais, € € a dlrebra de Lie de K e, por outra banda, tamén se ten que

e efCe  [p,plCE [Ep] Cp.

Demostracion. En primeiro lugar, como pola Proposicién 6? = id, entén 6 diagonaliza,
e ademais ten como posibles autovalores a 1. Isto tense de xeito inmediato do feito de
que
X = ;(X+9X) + ;(X —0X),

para todo vector X € g, polo que queda expresado como a suma dun autovector asociado
0 autovalor 1 e de outro asociado 6 —1; entén poddese atopar unha base formada por
autovectores asociados a +1. Deste xeito, g poderase descomponier como suma directa de
dous autoespazos de sy, isto ¢ g = €@ p, onde £ e p son os autoespazos asociados Os
autovalores 1 e —1, respectivamente.

Vexamos agora que € é a dlxebra de Lie de K = G,. Para iso, como Gy C K C G* pola
Proposicién m (b), terase que a alxebra de Lie de K é a mesma que a de G*, xa que esta
ultima é a mesma que a de Gy.

Sexa ¢’ a alxebra de Lie de G*®. Vexamos que g’ C £. Se X € ¢/, entén Exp(tX) € G*,
logo s(Exp(tX)) = Exp(tX). Agora empregando o feito de que Expos, = s o Exp, entén
Exp(tX) = Expos,(tX). Agora, derivando a ambos lados en ¢t = 0, e tendo en conta que
Exp,, = id,

d

X =G (Bxpos(tX) = Bxp(G  (t5.00) = 5.(X),
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e asi X € €. Por outra banda, o feito de que ¢ C g’ séguese de que dado X € £, entén
s.(X) = X, polo que s(Exp(X)) = Exp(s.(X)) = Exp(X). Ademais, polo feito de ser ¢
dlxebra de Lie terase que [¢, €] C L.

Por tltimo, a inclusién [p, p] C € tense do feito de que, como s, é un homomorfismo de
alxebras de Lie, enton dado X € p, s.([X, X]) = [s.(X), s.(X)] = [- X, —X] = [X, X]. A
inclusién [€,p] C p obtense de maneira analoga. ]

Definicién 2.13. Sexa M un espazo simétrico, chamaremos descomposicion de Cartan de
M & descomposicion dada na Proposicion [2.12] para a involucién de Cartan de M.

Observacion 2.14. En xeral, se M é un espazo homoxéneo para o cal o grupo de Lie G
actua transitivamente, podemos asociarlle a cada X € g un campo de vectores X*, chamado
campo de vectores fundamental en M, mediante X = %u:o Exp(tX)(p). Fixado p € M,
definimos tamén a aplicacion

fr9g—1T,M

X — 4 Exp(tX)(p).
dt [t=0
De feito, se chamamos K 6 grupo de isotropia dun punto p € M, terase que tal aplicacion
coincide coa diferencial de ¢ := p o7, sendo ¢: G/K — M, gK +— g(p), o difeomorfismo
visto na Observacion em: G — G/K, g gK, a proxecciéon canénica. En efecto, dado
X € g, e identificando g ~ T,G como espazos vectoriais, tense que

0.00) = 0.5, BxpltX) = G 6o Bxp(tX) = F(X),
polo que ¢, = f, e polo tanto, f é linear. Ademais, como sabemos que 7 é submersion,
e ¢ é un difeomorfismo, logo ¢, = f é sobrexectiva. Ademais, se £ C g é a alxebra de
Lie de K, logo, dado X € ¢, tense que Exp(tX)(p) = p para todo t € R, polo que
f(X) = 0. Deste xeito, £ C ker f. A igualdade séguese do feito de que por ser f sobrexectiva,
dim(g) = dim(G) = dim(K) + dim(M) = dim(¢) + dim(Im f).

Supofiamos agora que M = G/ K é un espazo simétrico, onde recordemos K = G, para
algin p € M, e sexa g = £ ® p a descomposicion de Cartan de M. Logo, como & = ker f,
entén necesariamente p e T, M son isomorfos como espazos vectoriais.

Observacion 2.15. Obsérvese que, como consecuencia de que ad(X)(Y) = [X, Y] para todo
X,Y € g e pola Proposiciéon [2.12] pédese comprobar de xeito sinxelo que £ e p son espazos
ortogonais respecto de B, isto é, que B(¢,p) = 0.

2.2. Tipos de espazos simétricos
Nesta seccion definiremos o concepto de tipo nun espazo simétrico. Este daranos in-

formacion sobre a alxebra de Lie do seu grupo de isometrias a partir da forma de Killing
restrinxida & alxebra de Lie do subespazo da descomposicién de Cartan que se corresponde
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co espazo tanxente do espazo simétrico. Ainda que imos traballar estritamente con espazos
simétricos de tipo non compacto, por completitude (e porque isto non supén moito mais
traballo), presentaremos os resultados correspondentes 6 concepto de tipo en termos xerais.

Definicién 2.16. Sexa M = (/K un espazo simétrico. M dirase un espazo simétrico
irreducible se a restricién da representacién de isotropia K — GL(T,M), k +— k., &
compofiente conexa da identidade de K é irreducible.

Definicién 2.17. Sexa M = GG/ K un espazo simétrico e sexa p o autoespazo de autovalor
un da involucién de Cartan da dlxebra de Lie g do grupo G. Sexa B a forma Killing de g,
e Byxp a stia restricion a p. Enton M dise:

= De tipo compacto se Bjyx, ¢ definida negativa.
= De tipo non compacto se By, ¢ definida positiva.
= De tipo euclideo se By, = 0.

Agora enunciamos un lema, que é consecuencia do Lema de Schur [37, Lema 5.1] e que
nos servira para probar a proposicion seguinte.

Lema 2.18 (|37, Lema 6.15]). Sexan By, By duas formas bilineares e simétricas sobre un
espazo vectorial V' de zeito que By € definida positiva. Se un grupo de Lie compacto K actia
irreduciblemente en V' por unha representacion p, de xeito que By e By son invariantes por
K, isto €, se

Bi(p(k)v, p(k)w) = Bi(v, w),

para todo k € K, para todo v,w € V', enton By = A\By para algunha constante .
Proposicién 2.19. Seza M = G/K un espazo simétrico. Enton terase que

(a) Se M ¢€ irreducible, enton M serd ou ben de tipo compacto, de tipo non compacto, ou
de tipo euclideo.

(b) Se M ¢ de tipo compacto, enton G é semisimple e G e M son compactos.
(c) Se M é de tipo non compacto, enton G é semisimple e G e M son non compactos.
(d) M € de tipo euclideo se e sé se [p,p] = 0.

Demostracion. (a) Para probar este apartado empregaremos o Lema . En primeiro
lugar, xa temos que K actda irreduciblemente en p ~ T, M, polo que sé6 falta ver que
g(+,+) e Bjpxp son invariantes por K, sendo g(-,-) a métrica de M. Agora ben, o primeiro
feito séguese directamente de que todo k € K é unha isometria de M e que dado v € V/,
p(k)v = (or)sp(v) = kip(v). Por outra banda, dediicese da Observacion [2.14] que a restricién
a p da aplicacion f ali definida establece unha equivalencia entre a representacién de
isotropfa p: K — GL(7,M) e a representacién adxunta de K en p, é dicir, Ad: K — GL(p),
k — Ad(k). Posto que Ad(k): g — g é un automorfismo da alxebra de Lie g, verifica
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que B(Ad(k)X,Ad(k)Y) = B(X,Y), para todo X,Y € g. Asi, mediante a equivalencia de
representacions mencionada (Ad(k) = k. ), tense en particular que B(k. X, k.Y) = B(X,Y),
para todo X,Y € p e todo k € K. Deste xeito, concliese que Bjpx, = Ag(,-), para algin
A, co cal se terd que B serd ou ben definido positivo, definido negativo, ou identicamente
cero.

(b) Sexa s a involucién de Cartan de M, entén, s, preserva B por ser un automorfismo
de g. Vexamos en primeiro lugar que Bjex¢ ¢ definido negativo. Como £ é compacta por ser
K compacto, entén, pola Proposicion t admite un produto escalar para o cal ad(X) é
unha transformacion antisimétrica de g para todo X € €. Polo tanto, dado X € ¢, terase
que ad(X) € gl(g) tera autovalores imaxinarios puros, polo que B(X, X) = tr(ad(X)?) < 0.
Vexamos que, de feito B(X, X)) < 0 para todo X € ¢ distinto de 0. Por reducién 6 absurdo,
se X #0e B(X,X) =0, entén tr(ad(X)?) = 0, polo que necesariamente ad(X) = 0, o
cal é equivalente a que X € 3(g). Porén, como nun espazo simétrico o grupo de isometrias
actia de maneira efectiva, logo farao de maneira case efectiva, polo que g e £ non poden
ter ideais distintos do cero en comun [37), p.145], polo que por ser 3(g) N € claramente un
ideal de g que tamén o é de ¢, enton X = 0.

Para concluir, como Bjpy, ¢ definida negativa por hipétese, entén B é non dexenerada,
logo polo criterio de Cartan de semisimplicidade [24], Teorema 1.45], g é semisimple. Ade-
mais, como B é definida negativa se, e s6 se, g é compacta por [37, p.45], entén tamén o
sera G, e M por ser cociente de G.

(c) Razoando do mesmo xeito que (b), chégase a que por hipétese, como By, ¢ definida
positiva, entéon B é non dexenerada, polo que g é semisimple. Agora, como B xa non é
definida positiva, entéon g é non compacta, polo que G non sera compacto. Agora, como
M = G/K, e K é compacto, logo M non serd compacto.

(d) Por hipétese, tense que se Bjyxp, = 0, entén, como B(€,p) = 0, e Bjexe ¢ definida
negativa, o subespazo

ker B:={X € g:B(X,Y) =0 para todo Y € g},

coincide con p. Ademais, ker B é un ideal de g. En efecto, pois se X € kerB, e Y € g,
logo dado Z € g, B([X,Y],Z) = =B(Y,[X, Z]) = 0, polo que [ker B,g] C kerg. Agora,
por ser p = ker B ideal, tamén sera dlxebra de Lie, e terase que [p,p] C pN € =0, xa que
[p,p] C €. Reciprocamente, se [p,p] = 0, logo xunto co feito de que [¢,p] C p, terase de
xeito inmediato que Bjpy, = 0. ]

2.3. A descomposiciéon de Iwasawa

Nesta seccion preséntanse un par de resultados que seran de gran relevancia no tra-
ballo como son a descomposicion de Iwasawa para dlxebras e grupos de Lie. A primeira
proporcionaranos unha descomposicién dunha dlxebra de Lie semisimple como suma (a
nivel de espazos vectoriais) dunha dlxebra compacta, unha abeliana e unha nilpotente.
Por outra banda, a correspondente para grupos de Lie diranos que, para un grupo de Lie
semisimple, o produto cartesiano dos subgrupos conexos correspondentes as alxebras de
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Lie da descomposicion de Iwasawa da alxebra de Lie do grupo en cuestion é difeomorfo 6
mesmo. Dito resultado sera o que empregaremos para considerar 6s espazos simétricos de
tipo non compacto, para os que a alxebra de Lie do seu grupo de isometrias ¢ semisimple
pola Proposicién [2.19] como grupos de Lie.

Ainda asi, como o ambito no que se sitian estes resultados se afasta do contido que se
pretende abarcar, non se entrara en detalle na teoria no que se encadra, a saber, a teoria
de sistemas de raices, nin se demostrara o teorema correspondente a grupos de Lie. Deste
xeito, limitarémonos a dar unha breve introducion dos espazos de raices restrinxidas e que
nos permitird enunciar e entender tales resultados de descomposicién. Para mais detalles,
pédese consultar [24] ou [21].

Proposicion 2.20 ([24, Teorema 6.51]). Sexa M = G/K un espazo simétrico, e g =D p
a sua descomposicion de Cartan respecto da involucion 6. Sexa a un subespazo abeliano
maximal de p. Enton todo subespazo abeliano mazximal de p é conzugado de a bairo a
accion adrunta de K, polo que todos os subespazos abelianos maximais tenen a mesma
dimension.

Esta proposicion permitenos dar a seguinte definicion.

Definicién 2.21. Sexa M = (G/K un espazo simétrico, e g = £ @ p a stia descomposicién
de Cartan. Definese o rango de M como dim a, sendo a un subespazo abeliano maximal
de p.

Agora enunciaremos un lema que nos sera util.

Lema 2.22 ([20, Apéndice A.8)). Sexa V un espazo vectorial de dimensidn finita, e A C
End(V) un conzunto de endomorfismos diagonalizables que conmutan entre si. Enton,
todos os endomorfismos de A diagonalizan simultaneamente, isto é, existe unha base de V
formada por autovectores de todos os endomorfismos en A.

A partir de agora, centrarémonos sempre nos espazos simétricos de tipo non compacto,
pois como dixemos ao comezo da Seccién seran estes o contexto no que traballaremos.

Dado un espazo simétrico de tipo non compacto, podemos dotar & alxebra de Lie do
seu grupo de isometrias dun produto escalar de xeito natural a partir da forma de Killing
da mesma.

Lema 2.23. Sexa M = G/K un espazo simétrico de tipo non compacto, enton a forma

bilinear simétrica
By:gxg—R

(X,Y) — Be(X,Y) := —B(6(X),Y),

¢ definida positiva. Ademais, tamén se ten que:
(a) Se X € ¢, enton ad(X): g — g € antisimétrica respecto de By.

(b) Se X €p, enton ad(X): g — g € simétrica respecto de By.
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Demostracion. Vexamos en primeiro lugar que By é definida positiva. Sexa g = €@ p a
descomposicion de Cartan de M. Se X € p, logo

Bo(X,X) = —B(6X,X) = —B(—X, X) > 0,

xa que By, ¢ definida positiva por ser M de tipo non compacto. Por outra banda, se
X € ¢ logo
By(X,X)=-B(0X,X)=-B(X,X)>0,

por ser By definido negativo por ser £ compacta. Asi concluimos que By é en efecto un
produto escalar en g.

(a) Dado X € ¢, Vexamos que se cumpre que By(ad(X)(Y), Z) = —Bp(Y,ad(X)(Z)),
para todo Y, Z € g. En efecto, temos que

By(ad(X)(Y), Z) = Bo([X, Y], 2) = =B(0([X,Y]), Z)
= -B([0X,0Y],Z) = -B([X,0Y], Z)
= B(OY, [X, Z]) = =By(Y, [X, Z])
= —By(Y,ad(X)(2)),

como queriamos probar.
(b) Prébase de xeito totalmente andlogo, tendo en conta que para X € p,0X = —X. O

Observacion 2.24. Sexa H € a, con a un subespazo abeliano maximal de p. Dado que
H € a Cp, temos que #H = —H, e polo tanto tense que

Bo(ad(H)X,Y) = —By(X,ad(0H)Y) = By(X,ad(H)Y),
polo que ad(H) € gl(g) é autoadxunto con respecto de By. Ademais, o conxunto
A={ad(H): H € a}

é un conxunto conmutativo de automorfismos de g. En efecto, pois dados Hy, Hs € a, tense
que

[ad(H1), ad(Hs)] = ad([Hy, Ha)),

xa que ad: g — gl(g) é un homomorfismo de alxebras de Lie. Agora ben tense que, por ser
os elementos de A autoadxuntos, estes diagonalizaran, polo que empregando o Lema [2.22
terase que o faran de xeito simultdneo.

Definicion 2.25. Sexa M = GG/K un espazo simétrico de tipo non compacto, g =€®p a
stia descomposicion de Cartan, e a un subespazo maximal abeliano de p. Chamanse espazo
de raiz restrinzida a cada un dos autoespazos comuns de {ad(H) : H € a}, isto é, a cada
un dos subespazos vectoriais de g definidos para cada A\ € a* como

gr={X €g:[H, X]=\H)X para todo H € a}
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con gy # 0. Por outra banda, os A # 0 tales que g, # 0 seran as raices restrinzidas de g, e
denotaremos por X o conxunto delas, isto é,

Y={ €ea": A#0, g\ # 0}.

Deste xeito, temos a seguinte descomposicion en suma directa

g=200® P g,
rex

chamada descomposicion de g en espazos de raices restrinzidas.

Observacion 2.26. Obsérvese que, nas condiciéns da Definicién [2.25] terase que go # 0 pois
a C go, € a # 0, xa que todo subespazo xerado por un tnico vector non nulo é abeliano e
distinto do subespazo trivial.

Observacion 2.27. Obsérvese ademais que a Definicion depende da eleccion do punto
p € M considerado (que determina a descomposicién g = €@ p), e da eleccién do subespazo
maximal a C p. Agora ben, terase que diferentes elecciéns de p € M e do subespazo abeliano

maximal a daran lugar a descomposiciéns que seran conxugadas baixo a accién adxunta
de G [24], Corolario 6.19 e Teorema 6.51]

Proposicién 2.28. Sexa g = go ® Pcx 92 unha descomposicion en espazos de raices de
g. Logo ténense as sequintes propiedades:

aent, isto é
Zy(a) ={X €t:[X,H]| =0 para todo H € a}

Demostracion. (a) Sexan \, u € a* distintos, isto é, para os que existe H € a de xeito que
AN H) # wu(H). Suponamos, sen perda de xeneralidade, que A(H) # 0, xa que algin dos
dous ten que ser distinto de 0, por ser distintos. Logo, por ser H € a C p, tense que polo
Lema [2.23] (b), ad(H) ¢ simétrica respecto de By e deste xeito se X € gy e Y € g,, entén

s B () () = S

Bo(X,Y) = ——By(ad(H)(X),Y) = By(X,Y),

1
A(H)
e como % # 1, tense necesariamente que By(X,Y) = 0.

(b) Sexan X € g, e Y € g,. Pola identidade de Jacobi, tense que

0=[H X, Y]]+ [V, [H X]]+ [X,[Y,H]] = [H,[X, Y]] + [Y, \(H)X] + [X, —u(H)Y]
= [H’ [X> Y]] - )‘(H)[X> Y] - :U(H)[X’ Y] = [Hv [Xv YH - (()‘ _l'ﬂ)(H)[X? Y],
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polo que despexando se obtén que [X,Y] € g1, como queriamos probar.
(c) Sexa X € gy, logo, tendo en conta que #: g — g é un homomorfismo involutivo de
alxebras de Lie, e que como H € a C p, logo 6H = —H, tense logo que

[H,0X] = 0[0H, X] = 0|—H, X] = 0(—\(H))X = —\(H)0X

polo que fg, C g_». Agora, tamén se terd 0g_, C g,, polo que aplicando # a ambos lados
séguese que g_, = 6%g_, C fg,, obténdose a igualdade.

(d) En primeiro lugar, polo apartado anterior, tense que gy = go, polo que go é 6-
invariante. Deste xeito, terase que como pola descomposicion de Cartan, g = £ & p, logo
go = (ENgo) ® (pNgo). Agora, como a C p N gy e a é un subespazo abeliano maximal
en p, logo terase que a = p N go. Vexamos isto ultimo. Por reducién 6 absurdo, se existe
algin X € (pNgo) \ a entén [X, H| = 0 para todo H € a, xa que X € go. Asi, o subespazo
p+RX C pnNgy é un subespazo abeliano en p que contén estrictamente a a, contradicindo
a maximalidade do mesmo.

Por dltimo, tense claramente que €N gy = {X € ¢ : [X, H] = 0 para todo H € a} =
Ze(a), polo que se concliie o resultado. ]

Observacion 2.29. Sexa A € a*. Como a forma de Killing é non dexenerada en a C p,
podemos definir Hy € a pola relacion B(Hy, H) = A\(H), para todo H € a. Logo podemos
introducir un producto escalar en a* dado por

(A, ) == B(Hy, Hp,).

De feito, como pode verse en [24, pp. 103-116], tense que 3 é un sistema abstracto de raices
en a*, isto é, un subconxunto finito de vectores non nulos do espazo vectorial euclideo a*
que satisfai as seguintes propiedades:

(a) a* = span .

(b) Dados a, § € X, tense que aqp = 20B) 7,

[CR)
(c) Dados a, 8 € X, tense que f — aapx € X.

Observacion 2.30. Pddese tomar un criterio de positividade en ¥ do seguinte xeito. Con-
sideramos un hiperplano linear P no espazo vectorial a* que non interseque a Y, o cal é
posible posto que ¥ é un conxunto finito. Entén, P divide o a* en dous semiespazos que
chamamos P e P~. Agora, diremos que A\ € 3 é positiva se pertence 6 semiespazo P e
negativo se pertence a P~. Denotaremos por ¥ o conxunto de raices positivas con este
criterio. Ademais, denotaremos por n 6 subespazo vectorial

n= @ Ix,

Aext

que ¢ unha subélxebra de Lie de g, xa que [gx, §,] C gr+,, € @ suma de raices positivas ou
ben non é raiz, ou ben é unha raiz positiva.
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Proposicién 2.31 (Descomposicion de Iwasawa de alxebras de Lie). Toda dlzebra de Lie
real semisimple g admite unha descomposicion en suma directa de subespazos vectoriais da
forma

g=tBadn,

onde a ¢ unha dlrebra de Lie abeliana, n € nilpotente, a ® n é unha subdlrebra de Lie
resoluble de g, e [a®n,a®n] =n.

Demostracion. En primeiro lugar, a é abeliana por construcién. Por outra banda, pola
Proposicién m (b), terase que os n; da serie central descendente de n son

C @ I+

A1, 268t

m = [n,n] = [EB gx, @ 1))

Aext rext

115) C @ 9)\ ) @ g)\l +A2

[Xext  ApEnt

- @ [VOVEDYEDYE
A +A2+AzeXt

ne | @ @ epn

_)\EE+ AL, EDT

- D Gynitt 5,

Ay dip1€8T

e como X ¢ finito, terase que n; = 0 a partir dalgin j € N. Vexamos isto con detalle. Para
iso, sexa p € a* de xeito que (i, A) > 0 para todo A € X1, que non serd méis que o vector
normal ao hiperplano P definido en apuntado cara P*. Sexan agora

‘= min (i, ), b:=méx(u,\).
a = min (s, A), méx (i, A)

Entén, tomando un k € N de xeito que k > g, logo n* = 0, xa que se % | \; é raiz positiva
con \i—; € ¥7F, logo (p, SFN\;) > ka > ga = b, o cal é unha contradicién. Deste xeito,
concluimos que n é nilpotente.

Deste xeito, como de novo pola Proposicion [2.28) (b) se ten que [a @ n,a ®n] C n, logo
a @ n serd resoluble, por selo n tamén, xa que é nilpotente.

Vexamos agora que £ + (a @ n) é unha suma directa. Para iso, sexa X € £N (a & n).
Logo, X = X, e X € a® On pola Proposicion 2.28] e deste xeito, necesariamente X € a,
pois nNfOn = 0. Agora ben se X € a C p logo X =0, pois tNp = 0.

Por ltimo, vexamos que g = ¢@ a®n. En efecto, como g =go @ Pycn 9r, € go = adm
pola Proposiciénm (d), logo, dado X € g, existirdan H € a, Xy € me X, € g, para cada
A € ¥ de xeito que

X=H+Xo+Y X =(Xo+ X (X a+0(X )+ H+ Y (Xn—0(X)),

YD) Aext rext
polo que X se pode descompoiier en suma de elementos de ¢, a e n, respectivamente. [

Agora enunciamos o resultado fundamental desta seccion.
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Teorema 2.32 (Descomposicion de Iwasawa, [24, Teorema 6.46)). Sexa G un grupo de Lie
semisimple, e sexa g = €D adn unha descomposicion de lwasawa da dlrebra de Lie g de G.
Sexan A e N os subgrupos de Lie conexos de G con dlzebras de Lie a e n respectivamente.
Enton os grupos A e N son pechados e simplemente conexos, e a aplicacion

O K xAxN—G
(k,a,n) — kan,

¢ un difeomorfismo.

Observacion 2.33. Obsérvese que, nas condiciéns do Teorema tense que o subgrupo
pechado {1} x Ax N de K x A x N é difeomorfo ao subgrupo AN ={an:a € A, n € N}
de G por ser ®: K x A x N — G un difeomorfismo. Deste xeito, tense que AN é un
subgrupo de Lie (pechado) de G.

2.4. O modelo resoluble dun espazo simétrico de tipo
non compacto

Nesta seccion veremos como, a partir da descomposicién de Iwasawa, un espazo simé-
trico de tipo non compacto sera difeomorfo 6 subgrupo de Lie resoluble AN do grupo de
isometrias. Tal difeomorfismo permitiranos definir de xeito natural unha métrica en AN
que ademais veremos que € invariante & esquerda. Xa por ultimo, deduciremos a expresion
da conexién de Levi-Civita do mesmo.

Proposicién 2.34. Sexa M = G /K un espazo simétrico de tipo non compacto, con G =
I°(M) e K = Gp, conp € M. Sexa G = K x A x N a descomposicion de Iwasawa de G,
dada polo Teorema[2.39. Enton a aplicacion

p: AN — M
h — h(p),

¢ un difeomorfismo.

Demostracion. En primeiro lugar, vexamos que ¢ é inxectiva. Sexan g,h € AN, se p(g) =
©(h) logo g(p) = h(p), e entén, h=1g(p) = p, e deste xeito h~lg € K N AN. Agora ben,
polo Teorema , isto implica que necesariamente h~'g = e pois doutro xeito a aplicaciéon
® dada en dito teorema non seria bixectiva. Polo tanto, g = h, e ¢ é inxectiva. Ademais,
 tamén serd sobrexectiva. En efecto, dado ¢ € M, logo pola transitividade do grupo G
actuando en M, existe g € G de xeito que g(q) = p, ou, equivalentemente, que g~!(p) = q.
Agora, usando a descomposicion de Iwasawa, existiran k € K,a € A,n € N de xeito que
g = kan. Entén tense que

g=9"'p)=n"a 'k (p) =n"a" (p).
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Agora, como AN ¢é un subgrupo de G, n™'a™! = (an)™' € AN polo que ¢ é sobrexectiva.
Por ltimo, vexamos que ¢ é un difeomorfismo local. Para iso, observamos que estamos
tomando ¢ = ¢4y, € dicir, como a restricién a AN da aplicaciéon

¢o:G— M
g+—9(p),

que é unha submersién [26, Teorema 7.25]. Se consideramos agora a sia diferencial, isto
¢, o EDa®n — T,M, sabemos que ¢ sobrexectiva e ademais ker ¢, = €, polo tanto
Oie = (P|AN)e: a B n — T, M é un isomorfismo. Agora, pola homoxeneidade dos grupos
de Lie, terase que .y = (Pjan)sg: TyAN — Ty, M tamén é un isomorfismo para todo
g € AN. Deste xeito, como ¢ é un difeomorfismo local e bixectivo, concluimos que ¢ é un
difeomorfismo. O

Observacién 2.35. Pola Proposicién [2.34] tense que todo espazo simétrico de tipo non
compacto resulta ser difeomorfo a un grupo de Lie. Ademais, como M é unha variedade
de Riemann, o difeomorfismo ¢ permitenos dotar a AN dunha estrutura de variedade de
Riemann grazas 6 pull-back ¢*g da métrica de Riemann g de M. Ademais, tal métrica é
invariante pola esquerda no grupo de Lie AN. En efecto, sexa h € AN, vexamos entén que

Lye™g = ¢g.
En primeiro lugar, tense que, dado b’ € AN,
(W™ oo Ly)(h') = h='(p(hh')) = b (RK'(p)) = B (p) = (),

polo que (h™topo L) = . Entén, como h € AN C G ¢é unha isometria de M, tense logo
que
Lyp'g=Lip"(h™')g= (A" opoLy)'g =g,
polo que se obtén que p*g é invariante pola esquerda.
A partir de agora, se M é un espazo simétrico con métrica de Riemann ¢, denotaremos
por (-, -yan = ¢*g tanto & métrica invariante 4 esquerda en AN como 6 correspondente
produto escalar en a & n.

Observacion 2.36. Suponamos que M = G/K é un espazo simétrico irreducible de tipo
non compacto. Logo, polo Lema [2.18] a métrica de M nun punto p € M é un multiplo do
produto escalar da forma de Killing modificada By restrinxida a p, isto é

¢ gp(; ) = kB,

para algin k£ > 0, sendo ¢: G — M, g — g(p). Sexa, para tal constante k, o produto
(-,+) := kBy, definido en g x g. Vexamos agora cal ¢ a relacién entre (-, )4y € (-, ). Sexan
X,Y € a® n. Denotando cos subindices p,  as proxeccions, con respecto a By, de X e de
Y, tense que

(X, Y)an = ¢"gp(Xe + X, Ve + 1) = 6p(0:.X,, 0.Y3),
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xa que Xy, Y; € & = ker ¢... Agora, como ¢*g, = kBy, e tendo en conta que p = ker(6 +id),
e t = ker(0 — id), logo

id—6 _ id—0

(X,Y)an = kBy(X,,Y,) = l{;B@(?X, —5

k
= 7 B(2Xa + Xy — 0X,,2Y + Yo — 0Y;)

Y)

k
- Z<4BQ(XCU }/a) + B@(XI'U 3/11) + B@(QXIU 9}/;1))

k 1
- kBG(Xua }/a) + §BG(Xn,Yn) - <Xa7Yu> + §<men>

Noétese ademais que, por cumprirse para By, logo claramente tamén se ten que, para todos
XY, Z eg,

(ad(X)Y,Z) = —(Y,ad(0X)Z).
Vexamos por ultimo a féormula para a conexion de Levi-Civita do grupo de Lie con métrica
invariante & esquerda AN. Sexan enton X, Y, Z campos de vectores en a @ n, sabemos que
esta vén dada pola férmula de Koszul

(VY Z)ax :;(X(Y, Dyan + Y (X, Z)an — ZIX, Y ) an
+ <[X, Y], Z)AN -+ <[Z, Y],X>AN -+ <[Z, X],Y>AN).

Agora ben, por ser a métrica (-, -) 4n invariante pola esquerda, entén terase, para calquera
vectores V, W € a & n que, entendendo os mesmos como campos de vectores avaliados en
e € AN,

(2.1)

<V;77Wg>AN = <Lg*‘/eng>kWe>AN = L;<‘/ea W6>AN = <‘/ea We)AN7

para todo g € AN. Polo tanto, o produto escalar de campos de vectores invariante &
esquerda en AN é constante, e deste xeito os primeiros tres termos de anularanse.
Agora, usando a antisimetria do corchete de Lie e tendo en conta que [a @ n,a ® n] C n,
logo para calquera XY, Z campos de vectores en a & n tense que

(VY. Z)aw = L (XY, Zyan — (¥ 2). X)an — (X, 2 ) ax)

= LUKV 2) (V. 2, X) — (X, 2L.Y))

= LUX.Y], 2) ~ (ad(Y)(2), X) ~ (ad(X)(2),Y)
= LK Y].2) + (ad(0Y)(X), Z) + (ad(6X)(Y), 2))
= i(([X, Y]+ ad(8Y)(X) +ad(6X)(Y), Z),

e deste xeito, concluimos que
1

para calquera X, Y, Z campos de vectores en a & n.






Capitulo 3

O espazo hiperbdlico complexo

Neste capitulo pasamos xa a centrarnos no espazo hiperbdlico complexo, que é pre-
cisamente o espazo simétrico de tipo non compacto (e rango un) obxecto deste traballo,
posto que no Capitulo [ estudaremos unha certa clase das stias subvariedades homoxéneas
minimais.

Comezaremos introducindo e describindo o espazo hiperbdlico complexo CH™. Por ou-
tra banda, na Seccién estudaremos a sia estrutura riemanniana. Finalmente, na Seccién
[3.2] tratamos e detallamos de xeito explicito, para o caso particular do espazo hiperbélico
complexo, as cuestions que se introduciron en xeral para espazos simétricos de tipo non
compacto na Seccidon do Capitulo [2] Para a exposicion levada a cabo neste capitulo,
seguimos fundamentalmente a referencia [19, pp. 8-29].

En primeiro lugar, introduciremos brevemente o espazo dentro do cal consideraremos
como subvariedade aberta a CH", isto é, o espazo proxectivo complexo CP"™. Este definese
como o conxunto cociente de C"™' \ {0} dado pola relaciéon de equivalencia z ~ w, con
z,w € C"1\ {0} se existe A € C de xeito que w = Az. Equivalentemente, de xeito andlogo
6 que acontece co espazo proxectivo real RP"™, CP" pode verse tamén como o cociente da
relaciéon de equivalencia ~ restrinxida & esfera de radio r, S***' c C"*!, a cal vén dada
por z ~ w se e s6 se existe A € S! € C de xeito que w = \z.

A partir de agora, denotaremos por

. §H L cpr

4 proxeccién canénica de S*"*! sobre o espazo proxectivo complexo CP", chamada apli-
cacion ou fibracion de Hopf. De novo, de xeito similar 6 que se da no caso real, podese

comprobar, considerando cartas locais da forma U; = {m(z0,...,2,) : 2z # 0}, que CP"
é unha variedade diferenciable de dimensién complexa n (e polo tanto de dimensién real
2n).

Unha vez introducido CP" xa podemos definir CH™, tanto no plano diferenciable coma
no plano riemanniano. En primeiro lugar, en C**! considérase o seguinte produto escalar
(non definido positivo)

(z,w) = Re(—zowy + zi: 2, Wy ), (3.1)

41
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para z,w € C"*. Se identificamos C**! = R?"*2 de xeito que para z € C**! facemos
(ZO7 ceey Zn) - (Uo + iul? <oy Uon + iu2n+1) = (uﬂ)uh <oy U2n, u2n+1)7

enton, tal produto escalar identificase co de sinatura (2,2n)

2n+1
(u,v) = —ugup — V1 + Y UKLk,
k=2
en R*"*2 para u,v € R?"+2.
Definamos agora o cofiecido como espazo anti-de Sitter de radio r € R, isto é

H ) ={z € C": (z,2) = —r?} c C"T

Entén, definimos CH™ como variedade diferenciable como a imaxe de H;"™(r) pola pro-

xeccion canénica m: C"1\ {0} — CP", ¢é dicir,
CH" := n(H{"t (r)).

Agora imos a dar unha descricion alternativa de CH™. En primeiro lugar, observamos que
o hiperplano complexo {(zg,...z,11) € C"" : 2y = 0} non corta 6 espazo anti-de Sitter,

xa que se z € Hy"*!(r), entén

n
Re(—z020 + Z 212k) < 0,
k=1
e como > p_; zx2zr > 0, logo necesariamente Re(—zp2p) < 0, polo que 2y # 0. Deste xeito,
CH™ C Uy, sendo Uy o aberto {m(zg,...,2,) : 20 # 0} en CP™, que se coniece como carta
afin. Vexamos agora que

CH" = {W(luzl""azn) =1+ |21|2+ oot |Zn|2 < 0}

Se chamamos 6 conxunto da dereita da igualdade C', entén se (2, 21,...,2,) € CH™,
logo —|z0]? + |21]? + . .. + |2a|? = =72, polo que dividindo a ambos lados da igualdade por

|z0] # 0, terase que
|21]? |2 r?
1+t -
|20[? |20[? |20[?
e como (20, 21, - -, 2n) = W(l,%, . ,z—g) € C, tense CH™ C C. Para ver que C ¢ CH",

sexa (1, 21,...,2,) € C, logo existe a € R de xeito que —1+ |21*+ ... +]z,]* = —a® < 0,
o cal é equivalente a que

<0,

2

e T P L =y

e multiplicando a ambos lados da igualdade terase que

r or r
——+ Y S S e L o
a a a
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easi m(1,21,...,2,) = 7(L, 221,..., 22,) € CH™. Deste xeito, CH" = ({1} x Bcn (0, 1)),
polo que CH™ é difeomorfo a unha boéla aberta usual de C" e asi CH™ é unha subvariedade
diferenciable aberta de CP™.
Vexamos agora que CH™ ¢é un espazo homoxéneo. Para iso, consideramos a accién dada
por
¢: U(l,n) x CH" — CH"
(A, 7(2)) — m(42),

sendo U(1,n) = {A € GL(n+1,C) : A, ,A* = I, ,}, onde A* denota a matriz conxugada
da matriz trasposta de A, e onde

sendo I,, a matriz identidade de orde n. A accién que se deu esta ben definida xa que
m(AAz) = m(ANz) = 7(Az) para todo A € S'. Ademais, esta é diferenciable como con-
secuencia de que a accién ¢: U(1,n) x H" Y (r) — H"™(r) dada por (4,2) — Az é
diferenciable, e 7 é unha submersiéon, polo que 7 o ¢ ¢é diferenciable. Deste xeito, tense o

seguinte diagrama conmutativo:

U(L,n) x H2H(r) — 5 g2+ ()

T O
id Xﬂl g lw

U(1,n) x CH" ——— CH"

e asi, como id X7 é submersion, terase por [26, Prop.4.29] que ¢ é diferenciable.
Vexamos agora que a acciéon é transitiva. Para iso, chega con ver que a acciéon ¢ sobre
o espazo H{"*'(r) o é. Para iso, sexa z € H{"*!(r) arbitrario. Entén, completamos 1z

a unha base C-ortonormal respecto do produto (-,-), o cal se pode facer polo proceso de

Gram-Schmidt. Asf terase que existiran zy, ..., z, € Hi""(r) de xeito que
1
A:(;z | 21]... | 2, ) € U(1,n),

onde A denota unha matriz cuxas columnas estan constituidas (en columnas) polos ele-
memos da base ortonormal {%z, 21, ..., 2. Ademais, Are; = z, sendo {ey, ..., e,41} a base
canénica de C"*!, e como re; € H{" ' (r), e 0 z € H{"!(r) foi fixado arbitrariamente,
logo ¢ é transitiva, e polo tanto tamén o serd a accién inducida ¢: U(1,n) x CH" — CH™.

Porén, interesaranos considerar como grupo que actia transitivamente 6 grupo unitario
especial SU(1,n), isto é, o conxunto de matrices de U(1,n) con determinante igual a 1. De
xeito parecido, pédese probar que SU(1,n) acttia transitivamente sobre H7"*(r), de feito,
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cambiando de signo unha columna de A da forma z;, con ¢ > 1, pddese conseguir unha
nova matriz con determinante igual a 1, e polo tanto en SU(1,n).

Temos polo tanto que CH™ é un espazo homoxéneo (como variedade diferenciable).
Calculemos agora o subgrupo de isotropia dun punto, por exemplo de 7(re;). Agora ben,
as matrices A € SU(n—+1) tales que m(Are;) = m(re;) necesariamente seran as que verifican
Are; = Are; para algin A € S'. Deste xeito, a primeira fila e columna de A ten que ser
Aey. Logo o subgrupo de isotropia de 7(re;) serd o conxunto das matrices por bloques da
forma U(1) x U(n) con determinante igual a 1, isto é S(U(1) x U(n)), polo que podemos
describir CH™ como

CH" =SU(n+1)/S(U(1) U(n)),

onde S(U(1) U(n)) := S(U(1) x U(n)).

3.1. Estrutura riemanniana do espazo hiperbdlico com-
plexo

Unha vez visto que CH™ ¢é un espazo homoxéneo, veremos que tamén serd un espazo
simétrico. Para iso é necesario introducir unha métrica de Riemann no mesmo. A idea sera
introducir unha métrica no espazo anti-de Sitter, e a partir desta, inducila en CH™ a través
da proxeccién canénica w: H7" " (r) — CH™.

Terase que o espazo tanxente a H7" ™ (r) nun punto z do mesmo serd
T.H M (r) = {w € C"*": (z,w) = 0},

onde (-,-) é o produto escalar dado en (3.1)). Agora, restrinxindonos a Hi""'(r), como %z
estd asociado 6 indice —1 da métrica (-,-), logo esta terd sinatura (1,2n) restrinxida 6
subespazo (1z)* = T,H?" ™ (r) de C"*!, e ser4 polo tanto unha métrica de Lorentz.

I
Sexa agora V a conexién de Levi-Civita de R?"*2. Denotaremos por £ 6 campo de
2n+1 _ 1 2n+1 z
vectores normal a Hi"" (r) dado por £, = |z para cada z € H{"" (r), para o que se terd

ademais que (¢,¢) = —1. Logo, dado un campo de vectores tanxente X € T, H:""(r), que

escribiremos en coordenadas locais como X = Z?Zﬁl xj%, tense logo que
J

1 2n—1 a 1 2n—1 a 1 2n—12n—1 aul a 1
- e = 2 Xy = - e ¢
Vx¢ TVX Z Y ou; r ;) Y ou; r Z Z v Ou,; Ou;

i=0 i=0 j=0 r

pois % =1lsei=j,e gZ? = 0 noutro caso. Asi, pola formula de Weingarten (1.2)),
J J
tense que o operador de configuracion do espazo anti-de Sitter cumpre que S X = —%X .

Logo, pola relaciéon entre a segunda forma fundamental e o operador de configuracion,
(=1XY) = (II(X,Y),£) para X,Y tanxentes a H;""'(r). Agora ben, como &, xera o
espazo normal 6 espazo anti-de Sitter en cada z € H7"™'(r), entén II(X,Y) = @5, e
deste xeito pola férmula de Gauss tense que a conexién de Levi-Civita V de H?"(r)

vén dada por
(X,Y)

?XYZVXY_ ga
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para X,Y € X(H?"(r)). N
Denotemos por J: C**t — C**! JX =iX, a estrutura complexa de C"*!. Sexa V =

JE = i€, que é un vector tanxente a H?" (1), pois (z,iz) = Re(—zi 20 4+ 30—y 2l 21) = 0
para todo z € C""!. Ademais, V é unitario pois tense que (V,V) = (£,&) = —1. Lo-

go, podemos descompoiier ortogonalmente o espazo tanxente a H7"™'(r) nas chamadas
componentes vertical e horizontal como

TH? M (r) =RV @V,

onde V+ = {X € TH{" ' (r) : (X, V) = 0}. O niicleo da diferencial ., ¢ RV, polo que se
induce un isomorfismo entre V. e Tr(-CH". Asi, a cada elemento X € Tr,)CH", asécia-
selle o tnico vector X% de V* que cumpre 7..(X*) = X, e que se denomina levantamento
horizontal de X a H"t'(r).

Antes de introducir a métrica de Riemann, definiremos a estrutura case complexa en
CH™, ¢ dicir, un tensor J de tipo (1,1) en CH"™ tal que J? = — id. Primeiro, consideremos a
xeodésica t — 4 (z) sobre HZ""(r) que parte de z con velocidade inicial Jz =iz =7V, a
cal recorre a fibra de 7(z), que é 7 !(7(2)) = {e''z : 0 < t < 27}. O conxunto {p; }er danos
un grupo uniparamétrico de isometrias, e de feito, ¢, pddese expresar como e'?id, sendo id
a matriz identidade. Asi, pddese ver facilmente que ¢, € U(1,n). Ademais, por preservar as
fibras, terase que Top; = m, polo que, se X € Tr,)CH™, 10go Tyeit, (1) XL = T XE = X
Ademais, como (). XL € V;t(z) por ser X € V1 e ¢, unha isometria que preserva a
distribucion vertical, logo X[, ) = (1)« X]

Con isto, podemos definir J, a estrutura case complexa de CH™, por JX := W*(jXL)
para X campo de vectores en CH", ou, de xeito equivalente, por Jm,(X) = W*(jX ), para
X campo de vectores en V. Vexamos que .J estd ben definida. Por unha banda, como
podemos identificar (¢;).. = e'*id, logo (). € J conmutan. Como ademais, se ten que
mow; =T, logo

W*z(jXZL> = 7T*e“z<<90t>*z(jXZL)) = 7T*e”z<j<90t)*zXzL) = 7T->f<ei’5z(‘7‘XvL )

eltz

Por tltimo, terase claramente que J é linear, e, por ser V+ J-invariante, logo J? = —id.
) Y ) )
Agora introduciremos unha métrica de Riemann en CH™. Para isto, pediremos que a
proxeccién 7 sexa unha submersién semi-riemanniana, facendo que a restricién de 7, a

V:E C T.H7""(r) sexa unha isometria para cada z € H;""'(r). Asi, definiremos en CH"
unha métrica mediante (X,Y) := (XL Y1) para X,Y vectores tanxentes nun mesmo

punto a CH™. Tratarase dunha definicién correcta, pois as isometrias (; actiian transitiva-
mente nas fibras. Para ver que é definida positiva, tan s6 hai que ter en conta que a métrica
(-,-) ten sinatura 2 en C"*! e como & e V son dous vectores temporais (¢ dicir, de norma
negativa) ortogonais para tal métrica, logo esta é definida positiva en V+. Ademais tamén
se tratara dunha métrica hermitiana pois, se X,Y son campos de vectores en CH", logo

(JX,JY) = (m(JXENE (m (JYENEY = (JXT JYvE) = (XE vE) = (X,Y).

O espazo hiperbdlico complexo CH™ ¢, de feito, un exemplo de variedade de Kdahler. Unha
variedade de Kéahler é unha variedade complexa M dotada dunha métrica riemanniana de
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xeito que a estrutura case complexa J asociada é unha isometria en cada tanxente (i.e. a
variedade M é hermitiana) e paralela respecto da conexién de Levi-Civita, isto é, V.J = 0.
Xunto cos espazo euclidianos complexos C" e os espazos proxectivos complexos CP", os
espazos hiperbolicos complexos CH™ constittien unha das tres familias dos denominados
espazos forma complexos: aquelas variedades de Kéhler completas e simplemente conexas
con curvatura seccional holomorfa constante, i.e. tal que a curvatura seccional de calquera
2-plano complexo span{X, JX} é sempre a mesma, digamos c¢. Os casos ¢ > 0, ¢ =0 e
¢ < 0 correspondense, respectivamente, con CP", C" e CH". Para mais informacién sobre
variedades complexas, Kéhler e espazos forma complexos, pode consultarse [10, [36], [19].

3.2. O espazo hiperbdlico complexo como espazo si-
métrico

Vexamos agora que CH™ é un espazo simétrico. Para iso, se consideramos p = mw(re;),
terase que a aplicacion linear dada pola matriz

¢ unha isometria en C"*! que inducird unha isometria en CH", posto que A € U(1,n)
e vimos que as matrices de U(1,n) inducen isometrias en CH". Neste caso, a isometria
inducida vén dada por

Or(rey) - CH" — CH"
T(2) = On(re;)(m(2)) 1= 7(Az),

que cumpre que (Gr(re;) © T)ix = (7 0 A),, para todo z € H{""(r). Ademais, dado z €
H" 1 (r), terase empregando a regra da cadea, que

(Uﬂ(rel))*w(z) =T, 0A0 (W*z)‘ivll- (32)

Ademais, ¢ claro que o,y deixa fixo m(re;).
Vexamos que (0r(re;))sr(re;) = — id. Isto tense do feito de que, dado X € Ty, )\ CH™,
entén XTL61 € V+, polo que, empregando a igualdade (3.2)) terase que
(Uw(rel))*ﬂ(rq)(X) - (77-*7’61 oAo 7T_1 )(X) - 7T*7"61<AXL ) - W*rel(_XL ) = _Xa

*Teq rel rel

para todo X € Tr(.,)CH™. Por 1ltimo, observemos que como as matrices de U(1, n) acttian
transitivamente sobre CH", a existencia dunha reflexiéon xeodésica que é isometria en torno
a un punto de CH™ implica a existencia de reflexions xeodésicas que son isometrias con
respecto a calquera outro punto de CH™. Deste xeito, concliese que CH™ é un espazo
simétrico.
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3.2.1. Estrutura do espazo hiperbdlico complexo

Xa vimos que CH™ = SU(1,n)/S(U(1) U(n)) é un espazo simétrico. Deste xeito, a partir
de agora denotaremos G = SU(1,n), e K = S(U(1) U(n)).

Agora, para denotar un tipo de matrices que empregaremos a partir de agora, fixaremos
a notacion

con A € R, v € C" e X unha matriz complexa de orde n.
Vexamos agora cales son as alxebras de Lie de G é de K. Por unha banda, como a
alxebra de Lie de G = SU(1,n) é

g=su(l,n)={Yegln+1,C): YL, +1,Y" =0, trY =0},
que pode verse facilmente que coincide co conxunto
{INo,X]: A eRveC" X eun),ix+trX =0}.

Pode verse ademais que

o X ] = (e e ),

ipy + Xw ‘ vw* 4+ XY

para todos A\,u € R, v,w € C" e X, Y € u(n). Deste xeito, pode obterse a seguinte
expresion para o corchete de Lie de su(1,n)

[TA 0, X, [, w, Y]] = [2Imv*w, i(pv — Aw) + Xw — Yo, [ X, Y] + vw*™ — wov™].

Agora, calculemos as expresién para a forma de Killing de su(1,n). Por unha banda, é ben
cotiecido que a forma de Killing de gl(n 4+ 1,C) vén dada por

B(A,B)=2(n+1)tr AB —2tr Atr B. (3.3)

Por unha banda, como a élxebra de Lie sl(n + 1,C) é un ideal de gl(n + 1,C), entén a
sta forma de Killing ¢é a restricion da forma de Killing de gl(n + 1,C), isto é, B(A, B) =
2(n 4+ 1) tr AB. Agora ben, a forma de Killing de su(1,n) serd de novo a restricién da de
sl(n + 1,C), xa que se pode ver facilmente que su(1,n) é unha forma real da mesma, é
dicir, que su(1,n) @ isu(1,n) = sl(n + 1, C). Deste xeito, terase que

B(A,B) =2(n+1)tr AB, (3.4)
Sexa agora a aplicacion linear 6: su(1,n) — su(1,n) dada por

0N v, X] = —=[\v, X|" = [\ —v, X].
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Tal aplicacion linear cumpre claramente que 6% = id, e ademais 0[A, B] = [0 A, 0B] para
todos A, B € su(1,n), polo que é un homomorfismo de élxebras de Lie.

Agora, razoando como se fai na proba do Lema [2.23] para a descomposicién de Cartan
con respecto da involucién 0, terase que By, isto é, a aplicacion bilinear simétrica dada por
By(A,B) = —B(8A, B) para A, B € su(l,n), é definida positiva. Deste xeito, By define
un produto escalar en su(1,n), e # é unha involucién de Cartan para a dlxebra de Lie
semisimple su(1,n). Polo tanto, a descomposicion de Cartan de su(1l,n) vird dada por
g=tdp,ondep={Aecsu(l,n):0A=—-A}, et ={Acsu(l,n):0A= A} éa élxebra
de Lie de K = S(U(1)U(n)) = U(n). Tendo en conta que a alxebra de Lie de U(n) é a
alxebra de Lie das matrices anti-hermitianas, isto é

u(n) ={X € gl(n,C) : X + X* =0},
entén, como en particular u(1) = iR, logo
t=s(u(l)dun) ={/N0,X]:AeR, X cu(n), iA+trX =0}

Ademais, p = {A € su(l,n) : 0A = —-A} ={[0,v,0] : v € C"} = C".

3.2.2. A descomposiciéon de Iwasawa asociada 6s espazos hiper-
bdlicos complexos

Xa vimos no capitulo anterior que, se M = G/K é un espazo simétrico con descom-
posicion de Cartan g = € @ p, entén o rango de M é a dimensién dun subespazo abeliano
maximal de p, a cal é sempre a mesma pola Proposicién [2.20} No caso de CH" dita dimen-
sion sera igual a 1, polo que se tratard dun espazo de rango un. De feito, vexamos que o
seguinte subespazo

a=1RJ[0,e,0] C p,

de dimensién 1 é maximal entre os subespazos abelianos de p. Suponamos que existe un
subespazo abeliano b C p que contén a a. Logo, dado [0,v,0] € b, entén tense que cumprir
que 0 = [[0,e1,0], [0,v,0]] = [2Imv*eq, 0,ve] — e;v*]. Agora ben, tense que

U1

*

Un

polo que se terd que v; = 0 para todo ¢ > 2. Ademais, tamén se ten que cumprir que
v1 = U1, polo que entén v; € R, polo que deste xeito v € Req, polo que b = a, e a é
maximal.

Se consideramos a familia de operadores autoadxuntos {ad(H) : H € a}, terase pola
Observaciéon que os operadores diagonalizan simultaneamente. Sexa Y o conxunto das
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raices restrinxidas de g. Neste caso terase que

o= {000, (5] ve ] xer
o=t = {0020, (5| sve ez e
gaaz{{m(iuﬂ),(_é” gﬂmeﬂ%}gﬂ{
9—2a=992a={[u,(—m,0>,<_g“ S)W:MGR}%R

go = {{u,zel, < 1(’? 3 N p,x € R, YGﬁu(n—l),Qi—l—trY:O}.

Deste xeito, temos a seguinte descomposicién en espazos de raices de g = su(1,n), que
ademais é ortogonal respecto de By:

0=020DPg-aDgoD ga D 92a-

Unha vez dada a descomposicién en espazos de raices, estamos en disposicion de dar
a descomposicion de Iwasawa da alxebra de Lie do grupo de isometrias de CH", isto ¢ de
su(1,n). Para iso, consideraremos unha orde no espazo de raices ¥ que faga que «a e 2«
sexan raices positivas. Enton, temos o subespazo

H—QQ@QQQ—{",U/,(LU),( __IILL 76 >-‘ 2,UER, UG(Cn—H},

[

que sabemos pola Proposicion que é unha subalxebra de Lie nilpotente.

Deste xeito, terase a seguinte descomposicion de Iwasawa da alxebra de Lie g = su(1,n),
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respecto do subespazo abeliano maximal a C p e do criterio de positividade :

g=t@adn={[N0,X]: AeR, X cu(n), ix+trX =0} ®R[0,e1,0]

&) {{,u, (i,v),( —_iv,u %* )w neER veE C”“}

ix[0 ... 0
0
- _ ¥ AER, X eu(n),id+trX =0
0
0 ‘ xreq
s e, 0 xeR
ip|—ip| o
ip|—ip| o
P pER, veC!
v | —v 0

Recordemos que dita descomposicion tan s6 o é como suma directa de subespazos vectoriais
de g, e non en suma directa de alxebras de Lie (xa que por exemplo [a, n] # 0), nin tampouco
é ortogonal nin respecto de B nin de By, pois £ non é normal a n.

Sexan agora A e N os subgrupos de Lie conexos de G = SU(1,n) con alxebra de Lie
a e n respectivamente. Recordemos que o teorema de descomposicion de Iwasawa [2.32] nos
asegura que a aplicacion

KxAxN-—G
(k,a,n) — kan,

é un difeomorfismo, polo que, pola Observacién [2.33] AN C G é un subgrupo de Lie
pechado e conexo difeomorfo a {1} x A x N.

3.2.3. O modelo do grupo de Lie resoluble

Nesta seccién centrarémonos en calcular de xeito explicito, utilizando as matrices da
alxebra de Lie a @& n, a conexion de Levi-Civita do espazo hiperbdlico complexo. Para
iso, empregaremos a formula de Koszul aplicada 6 grupo de Lie AN coa sia métrica
invariante 4 esquerda que fai que AN sexa isométrico a CH". Por simplicidade de notacion,
de aqui en diante denotaremos por (-, -) a métrica invariante & esquerda de AN considerada
na Seccién [2.4] no caso particular M = CH™.

Da Seccién sabemos que o produto escalar de dous campos de vectores X, Y inva-
riantes & esquerda vira dado por

(X,Y) = K(Bol(Xa, Ya) + 5 Ba(Xo Vo),
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para certa constante k € R, onde (), e (-), indican proxecciéon ortogonal sobre a e n
respectivamente. Agora ben, no que segue de seccién consideraremos [ € R como a tnica

_ 1 . , | s ..
constante tal que k = i) istoé, | = TeEsVR Agora expresaremos en termos matriciais
o produto interior de dous elementos de a @ n. Por un lado, facendo calculos, chégase &

seguinte expresion para o produto de dous elementos de tal espazo vectorial:

(|b @+ b0), ( v N [ (c+id,w)»< 5 )b
= —ac+ b+ Re(ww)) = —{(a+ib, o), (e +id,w)

para a,b,c,d € R, e v,w € C" !, onde (-, -)g2+ é 0 produto escalar usual en R?", dado por
(v1, v9)r2n = Re(vivy), se vy, vy € C™.
No que segue, seranos 1til empregar a seguinte notacion para os elementos de a @ n:

|z +1iy,v] = [y,(x+i,v), ( —ly %* )W,

—v

conz,y € R, veCr

Estudemos agora a estrutura complexa inducida sobre a @& n. Para iso, sexa X =
lz+1iy,v| € ad®n e fixemos p = w(re;) € CH™ como fixemos anteriormente no capi-
tulo. Sexa 7: Hi"*'(r) — CH"™ a proxeccién usual de Hi"*'(r) sobre o espazo hiper-
bélico complexo, e p: AN — CH"™ o difeomorfismo dado na Proposicién [2.34] Agora,
pola Observacién [2.14] sabemos que, por ser G = SU(1,n) un grupo de Lie que actia
transitivamente sobre CH", a X € aén C g = £ & a & n corresponderalle o vector
4 Exp(tX)(p) = &, Exp(tX)(n(rer).

Deste xeito, 6 vector %X corresponderalle o seguinte campo de vectores de T,CH™:

1 1d
—p.(X) =

T = L Bt = Ep(X)(n(ren) = % (Esp(X)(er)

dt [t=0 N %u:o

d
= W*(a ExptX(e1)) = m(Xey) = m(iy,z +iy,v) = m.(0,2 + iy, v),
|t=0
xa que y(t) = m(r ExptX(ey)) é claramente a curva integral en CH" do campo de vectores
fundamental asociado a X pasando por p, e m.(ie;) = 0, debido a que ie; € RV, sendo
V = J¢ o vector vertical que consideraramos anteriormente. Agora, por como se definiu a
estrutura complexa de J de CH™, terase que

1
SJee(X) = Jm(Xe) = m(J(Xer)ys) = m (0,2 +1y,v)) = m(0, —y + iz, 1v),

sendo J a estrutura complexa de C"*!', que consiste en multiplicar as coordenadas por
i, e (-)y. a proxecciéon sobre o subespazo V* de T,., Hi"™(r). Vexamos a continuacién
cal é a matriz de a @ n que lle corresponde a Jo,(X) = rm(0,—y +ix,iv) € T,CH".

Agora ben, tal matriz de a @ n, que chamaremos Y, terd que cumprir que m,(Ye;) =
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7.(0, —y +iz,iv), polo que a primeira columna de Y ten que ser un miltiplo complexo do
vector (0, —y +iz,iv), polo que podemos tomar Y = | —y +ix,iv], de xeito que podemos
considerar como estrutura complexa sobre a & n a dada por

Jlz+iy,v] =ilz+iy,v].

Temos logo que Ja = go, xa que un elemento de a se expresa da forma |z,0] con z € R,
polo que

2,0 = |iz,0] = [x,<ix,o>,< -2 8 )1,

que ¢ un elemento de go,. Reciprocamente, tamén é claro que todo elemento de go, se pode
expresar como i|x,0], con x € R. Ademais, tamén é claro que Jg, C ga, polo que g, é J
invariante.

Por outra banda, facendo contas, pédense obter tamén as seguintes expresions para o
produto escalar en a @ n e para o corchete de Lie:

(z+iy, 0], [a+ibw]) = _l4<(x+iy,v),<a+ib,w)>w

[lz+iy,v], la+ibw]|] = |2i(i(x +iy,v),a+1b, w)ge, —av + zw]|.

para [ +1iy,v] e [a +ib,w]| elementos de adn. Deste xeito, aplicando a férmula de Koszul
para a conexion de Levi-Civita V de AN, terase que:

2UVyY,Z) =
= ([4ty + 2(v, w)gzn—2 + i(—4yz + 2(iv, W)gzn—2), =220 — 2yiw — 2tiv], l[a +1ib,ul),
polo que se deduce que
Viatigel [z +it,w] = [2ty + (v, w)gen—2 + i(—2yz + ({v, WYgzn—2), —20 — yiw — tiv].
Definamos agora os campos de vectores unitarios seguintes

\/2__%1,01 = L\/Z__Z,Oj, Z:=JB = Lz‘/__l

Tense entén que a = RB e go, = RZ.
Deste xeito, como a®n=RB ® g, & RZ, dados U,V € g,, a conexion de Levi-Civita
de AN podese reescribir nos seguintes termos:

_ 1 1
Vepivrez(0B+V + dZ) :\/—l((§<U, V) +ed)B — (U + eV +dJU)

B := 0,

1
+ =(JU,V) — bcz).
2
ademais, tamén ¢é facil de deducir seguintes relacions:

(B, Z) = V-2, (3.5)
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V-l

U, V]| =v-=l{JU,V)Z, (3.7)

[Z,U] =0. (3.8)






Capitulo 4

Subvariedades homoxéneas minimais
nos espazos hiperbodlicos complexos

O espazo hiperbdlico complexoO espazo hiperbdlico complexo Neste capitulo, que cons-
titte a parte orixinal da memoria, pasamos a estudar e clasificar unha certa clase de subva-
riedades do espazo hiperbdlico complexo que son simultaneamente homoxéneas e minimais.
Nas seguintes linas facemos maéis precisa esta afirmacion.

En primeiro lugar, e como se viu na Seccién [3.2.3] recordemos que CH" resulta ser
isométrico 6 grupo de Lie resoluble AN equipado cunha certa métrica invariante & esquerda.
Aqui, AN constitie a parte resoluble da descomposiciéon de Iwasawa G = K x A x N da
compoiiente conexa G = I[(CH™)° do grupo de isometrias de CH"; lembremos que, salvo
un cociente finito, G = SU(1,n), e que K = S(U(1) U(n)) = U(n) é o subgrupo de isotropia
de G dun certo punto base p € CH", que fixamos de aqui en diante. Recordemos tamén
que AN é o produto semidirecto do grupo abeliano A co grupo nilpotente N. Sexan a, n e
a @ n as alxebras de Lie de A, N e AN, respectivamente, e recordemos que n = g, @ goq-

Como se comentou na introducién, un problema interesante no ambito da xeometria
de subvariedades en espazos simétricos é a determinacion das subvariedades homoxéneas
minimais dun espazo dado; é dicir, fixado un espazo simétrico M = G/K, determinar
as oOrbitas H - ¢ de subgrupos conexos H de GG que tenen curvatura media nula. No caso
dos espazos simétricos de tipo non compacto e curvatura non constante, este problema
esta totalmente aberto. Na practica, a stia abordaxe vese enormemente complicada pola
dificultade de calcular a xeometria de orbitas de subgrupos H que contenan compofientes
‘rotacionais’, i.e. componentes en K. Actualmente, desconiecemos técnicas que permitan
lidar con esta situacion xeral.

Por iso, nés restrinxiremos a nosa atenciéon as subvariedades homoxéneas que se obtenen
como Orbitas dalgin subgrupo conexo H de AN. Por simplicidade de linguaxe, cremos
interesante introducir a seguinte terminoloxia.

Definicion 4.1. Sexa M = G/K un espazo simétrico de tipo non compacto e con des-

composicion de Iwasawa asociada G = K x A x N. Chamaremos subvariedade homozénea
resoluble de M a calquera orbita H - ¢, ¢ € M, dalgiin subgrupo conexo H do grupo

95
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resoluble de Iwasawa AN.

Este tipo de subvariedades homoxéneas parecen xogar un papel moi importante en
xeometria de subvariedades de espazos simétricos de tipo non compacto. Asi, en varios
traballos recentes ténense obtido diversas clasificaciéns que involucran estes obxectos; por
exemplo, no estudo de foliaciéns hiperpolares [6], de solvariedades Einstein [34], ou de
soliténs de Ricci [I8]. En relacion 6 problema que nos ocupa, é importante incidir en que
non se conecen exemplos de subvariedades homoxéneas minimais en espazos simétricos de
tipo non compacto que non sexan homoxéneas resolubles, polo que restrinxirnos a este
subtipo de subvariedades homoxéneas parece razoable. Asi, podemos enunciar o resultado
de clasificacion principal deste traballo:

Teorema 4.2. Unha subvariedade homozénea resoluble (non trivial) de CH™ é minimal se
e so se congruente d orbita H - p pola orize p € CH™ dun subgrupo conexo H de AN C G
con algunha das sequintes dlrebras de Lie:

(a) b =a®m, para calquera subespazo totalmente real m de g, = C" 1.
(b) b =a®m® gon, para calquera subespazo (real) propio m de g, = C" 1.

Lembremos que o espazo de raiz g, é isomorfo 6 espazo euclidiano complexo C*71,
de xeito que esta dotado dun produto interior para o cal a estrutura complexa J é unha
isometria linear. Chamamos subespazo real do espazo vectorial complexo g, = C* ! a
calquera subespazo vectorial do espazo vectorial real g, = R?"~2 subxacente. En particular,
un subespazo real non ten por que ser invariante pola estrutura complexa J. Se isto sucede,
i.e. Jm = m para un subespazo real m de g,, dicimos que m é un subespazo complexo.
Outro tipo particular de subespazo real vén dado polos subespazos totalmente reais, que
son aqueles subespazos reais m tales que Jm é ortogonal a m. Porén, é facil darse conta
que non todo subespazo real de C"1 é complexo ou totalmente real. E mais, mentres que
en C s6 existen tres subespazos reais salvo congruencia holomorfa (os subespazos trivial e
total, e calquera recta real), se n > 3, existe unha cantidade non numerable de subespazos
reais de C"~!, m6dulo congruencia holomorfa (i.e. médulo congruencia por un elemento de
U(n —1)). Véxase [13], §2.3] para mais informacion sobre subespazos reais.

Observacion 4.3. Como veremos, a orbita pola orixe H - p no primeiro caso do Teorema
[4.2] é¢ unha subvariedade totalmente xeodésica e totalmente real de CH™, isto é, un espazo
hiperbélico real RH* k € {1,...,n}, mergullado de xeito totalmente xeodésico en CH™.
No segundo caso, H - p nunca é totalmente real (xa que a @ go, C b é unha lifia complexa,
pois Ja = ga,), pero si pode ser complexa, cousa que sucede precisamente cando m é un
subespazo complexo de g, = C"!, o cal d4 lugar a un subespazo hiperbélico complexo
CH*, k € {1,...,n— 1}, mergullado de xeito totalmente xeodésico en CH". Por tanto, os
unicos exemplos minimais non totalmente xeodésicos que se obtenien xorden no segundo
caso tomando m como subespazo non complexo de g,. Ademais, todas as subvariedades
totalmente xeodésicas (non triviais, propias) de CH" se recuperan como subvariedades
homoxéneas resolubles, pois, salvo congruencia, ditas subvariedades totalmente xeodésicas
son da forma CH* ke {1,...,n— 1}, ou RH* ke {1,...,n}.
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Observacion 4.4. Se ben existe un niimero finito de subvariedades totalmente xeodésicas de
CH™, salvo congruencia, o teorema anterior indica que existe unha cantidade infinita non
numerable de subvariedades homoxéneas minimais de CH™ se n > 3, debido 4 liberdade de
escolla de subespazo m C g, = C" 1. Aqui é importante indicar que dous subespazos m;
e my de g, dan lugar a subvariedades homoxéneas congruentes se e so se existe k € Ky =
U(n — 1) tal que Ad(k)m; = my. Véxase [13] para mdis informacién sobre o problema de
congruencia de subespazos reais dun espazo vectorial complexo.

Como consecuencia do Teorema[4.2| deduciremos agora unha interesante caracterizacién
das subvariedades homoxéneas resolubles minimais en termos das familias isoparamétricas
de hipersuperficies de CH™. Non entraremos neste traballo a recordar os principais resulta-
dos da teoria de hipersuperficies isoparamétricas, e limitarémonos a lembrar a stia definicion
e propiedades basicas necesarias para comprender e deducir a caracterizacién que recolle-
mos no Teorema [4.5] Para méis informacioén, refirimos 6 lector ¢s artigos expositivos [12]
e [15], e 6 libro [4].

Unha hipersuperficie M dunha variedade riemanniana M dise isoparamétrica se M e
as stas hipersuperficies equidistantes (ou paralelas) préximas a M tefien curvatura media
constante. Recordemos que unha hipersuperficie M se di que ten curvatura media constante
se a funcién curvatura media, tr S¢, onde S é o operador forma de M e § ¢ un campo unitario
normal a M (tal vez definido sé localmente), é constante. Exemplos de hipersuperficies
isoparamétricas son os (subconxuntos abertos de) hiperplanos, as esferas e os cilindros
no espazo euclidiano R" (de feito, resultan ser todos os exemplos). No espazo hiperbélico
real RH", as hipersuperficies isoparamétricas son as esferas xeodésicas, os hiperespazos
hiperboélicos reais RH™~! totalmente xeodésicos e as stias hipersuperficies equidistantes, os
tubos 6 redor de subespazos hiperbodlicos reais totalmente xeodésicos de dimension menor
RH* k € {1,...,n — 1}, ou as horosferas. Nas esferas, o problema de clasificacién é moi
complicado, e segue aberto a dia de hoxe, a pesar de importantes avances recentes.

Unha familia isoparamétrica de hipersuperficies € unha descomposiciéon dunha varieda-
de riemanniana M en hipersuperficies isoparamétricas (equidistantes entre si) xunto con,
como moito, dias subvariedades de codimensién superior. Estas subvariedades de codimen-
sion maior ca un denominanse subvariedades focais da familia isoparamétrica. Pénsese na
descomposicién de R? en planos paralelos; ou na particién de R? en esferas concéntricas,
xunto con ese centro comin; ou na descomposicién da esfera S? en polo norte, polo sur,
e paralelos. Son estes exemplos de familias isoparamétricas con ningunha, unha ou dtas
subvariedades focais, respectivamente.

Pois ben, un dos poucos resultados completos de clasificacion de familias isoparamé-
tricas de hipersuperficies disponibles a dia de hoxe corresponde, precisamente, 6s espazos
hiperbdlicos complexos CH™. Este resultado, debido a J. C. Diaz-Ramos, M. Dominguez-
Vazquez e V. Sanmartin-Lopez [14], resulta ser moito méis complicado cé debido a E. Car-
tan para RH"™. Porén, coa terminoloxia e notacién introducidas neste traballo, ¢ posible
describir os exemplos desa clasificacion dun xeito sinxelo. Tales exemplos son:

(a) As foliaciéns de CH™ por horosferas, é dicir, as foliaciéns congruentes & familia de
6rbitas da accién do grupo nilpotente N de Iwasawa sobre CH™ (que non tefien
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subvariedades focais).

(b) As familias obtidas tomando tubos 6 redor das subvariedades totalmente xeodésicas
RH" e CH* k € {0,...,n — 1} (obsérvese a diferenza entre os dous casos: os tubos
6 redor de RH*, k < n, non son isoparamétricos).

(c¢) As hipersuperficies de Lohnherr e as stas hipersuperficies equidistantes (véxase a
Observacion [4.6] para a stia definicion).

(d) Os tubos 6 redor das subvariedades homoxéneas resolubles H - p de CH™ con h =
a @ m® gon, para calquera subespazo propio m de g,.

Posto que este tltimo exemplo de familia isoparamétrica ten como tnica subvariedade focal
a unha subvariedade homoxénea resoluble minimal das indicadas no Teorema (b), é
inmediato que combinando o teorema de clasificacion de familias isoparamétricas en [14] co
Teorema {4.2), se obtén a seguinte caracterizacion das subvariedades homoxéneas resolubles
minimais de CH™.

Teorema 4.5. Unha subvariedade homoxénea resoluble de CH™ € minimal se e so se é
totalmente xeodésica, unha hipersuperficie de Lohnherr, ou unha subvariedade focal dunha
familia isoparamétrica de hipersuperficies.

Observacién 4.6. Unha hipersuperficie de Lohnherr (a mitido denotada W"~!) é un caso
particular de subvariedade homoxénea resoluble minimal das indicadas no Teorema [4.2| (b):
precisamente cando m ten codimensiéon un en g,. Noutras palabras, tratase da orbita pola
orixe p do subgrupo conexo H de AN C G = SU(1,n) con dlxebra de Lie h = a® (+ @ gaq,
onde ¢+ é o complemento ortogonal dunha recta ¢ = RU (U € go, U # 0) en g,. Asi, a
acciéon de H sobre CH™ dé lugar a unha foliacién por hipersuperficies: a 6rbita por p é, por
definicién, a hipersuperficie de Lohnherr W™, e as restantes son as hipersuperficies parale-
las ou equidistantes a W™, Salvo congruencia en CH™, existe unha tinica hipersuperficie
de Lohnherr. Admite varias caracterizaciéns, por exemplo, como a tnica hipersuperficie
homoxénea minimal de CH™ [5], ou como a tnica hipersuperficie con curvaturas principais
constantes en CH™ que é regrada por CH"™! totalmente xeodésicos [27].

4.1. Proba do teorema principal

Sabemos polo capitulo anterior que CH™ admite unha estrutura de grupo de Lie me-
diante un difeomorfismo cun subgrupo de Lie da forma AN C SU(1,n). Polo tanto ten
unha alxebra de Lie da forma a @ n, con a = RB por ser CH" de rango un. Ademais, o
subespazo n descomponse na suma directa n = g, & gon, con dim g, = 2n — 2, e goo, = RZ.
E mais, como variedade riemanniana, o espazo hiperbélico complexo CH™ é isométrico 6
grupo de Lie resoluble AN dotado dunha certa métrica invariante & esquerda. En concreto,
esta métrica fai que a® g, P go,, sexa unha descomposicion ortogonal, e os campos invarian-
tes 4 esquerda B e Z sexan unitarios. Ademais, a estrutura complexa de CH™ induce unha
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estrutura complexa ortogonal J en a & n que fai que JB = Z e que g, sexa J-invariante.
Refirimos 6 lector 6 Capitulo [3| para méis informacién sobre estes resultados e notacion.

O obxectivo deste capitulo é estudar un certo tipo de subvariedades homoxéneas mini-
mais de CH™, en concreto, aquelas que se obtefien como érbitas da accion dalgin subgrupo
do grupo resoluble de Iwasawa AN. Recordemos que unha subvariedade é minimal se o seu
vector curvatura media se anula para todo punto, ou, equivalentemente se a traza do ope-
rador de configuracién é nula con respecto de todo campo de vectores normal. De feito isto
chegara con comprobalo para un punto, pois o vector curvatura media dunha subvariedade
homoxénea H - p ¢é invariante polas isometrias do grupo H que a ten por orbita.

Por tanto, estamos interesados en clasificar aquelas o6rbitas H-q, ¢ € CH", de subgrupos
H de AN que son minimais. Posto que AN actua transitivamente sobre CH", calquera
punto ¢ € CH"™ se pode escribir da forma ¢ = g(p), con ¢ € AN e onde p é o punto
de CH™ fixado pola isotropia K e que, recordemos, determinaba unha descomposicion de
Cartan de g = su(1,n) (véxase Seccion [2.1] e Capitulo [3). Como g € AN, claramente se
ten g 1ANg = AN, e por tanto

H-q=H-g(p)=yg((g"'Hg) - p),

é dicir, a érbita de H por ¢ é isométrica (via g € AN) a unha érbita por p da accién dun
subgrupo de AN (concretamente g~'Hg). Isto xustifica que poidamos restrinxir o noso
estudo as orbitas de subgrupos de AN que pasan polo punto base p. Agora ben, a isometria
¢: AN — CH", p(g9) = g(p), dada pola Proposicién [2.34]induce unha correspondencia un a
un entre subgrupos de AN e as stas 6rbitas por p € CH™. Asi pois, o noso estudo redicese a
determinar que subgrupos conexos H de AN son minimais, no sentido de estudar se tenen
curvatura media cero como subvariedades do grupo de Lie AN dotado coa sta métrica
invariante 4 esquerda. Para abordar este problema, consideraremos as posibles subalxebras
de Lie h de a @ n, e calcularemos a curvatura media dos subgrupos conexos H de AN
correspondentes. Neste sentido, como xa se comentou, seria suficiente con realizar este
calculo no elemento neutro de AN, se ben os cdlculos que desenvolveremos neste capitulo
tamén se poden ver como aplicados a campos invariantes & esquerda sobre o subgrupo H
de AN, campos que a miudo consideraremos ben tanxentes ou ben normais a H.

Para facer os calculos empregaremos a expresion da conexion de Levi-Civita de CH™,
que se viu na Seccién [3.2.3] Porén, por simplicidade, tomaremos sen perda de xeneralidade
a curvatura seccional holomorfa, isto é [, como —1. Deste xeito, temos a expresion

1 1
Vapiv+ez(0B+V +dZ) =(5(U,V) + cd)B — S(0U + eIV +dJU)
4.1)

] (
+ (U Z ~beZ,

onde B, Z son unitarios, a,b,c,d € R e U,V € g,. Recordemos que (-, -) denota a métrica
riemanniana en AN invariante & esquerda que convirte a AN en isométrico a CH™.

En primeiro lugar, co motivo de simplificar os calculos, escribiremos expresions mais
sinxelas da conexion de Levi-Civita, as cales, grazas a linearidade desta, nos serviran para
calcular de maneira simple calquera expresiéon da mesma respecto a calquera vectores.
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Por un lado, se derivamos na direcciéon de B tense que
VgB=0, VegU=0, VpZ=0,

para todo U € g,. Sexan U, V elementos de g,. Entén, temos
_ 1 — 1 1 = 1
Vu B = —§U, VoV = §<U, V)B + §<JU, VYZ, VuyZ= —§JU.
Por dltimo, para Z € gs,,
_ _ 1 _
VyB=-Z, VzU= —§JU, VzZ=B.

Sexa H un subgrupo de Lie conexo da parte resoluble AN da descomposicién de Iwasa-
wa asociada 6 espazo hiperbdlico complexo CH". Como ¢ habitual, denotamos por h a
alxebra de Lie de H. Para poder calcular a curvatura media de H como subvariedade de
AN, o primeiro paso consiste en determinar como podemos escribir h con respecto & des-
composicién a ®n = a @ g, D goo- Asi, argumentos sinxelos de dlxebra linear (véxase [13]
p. 1203]) permiten determinar que un subespazo vectorial calquera de a @& n admite unha
das seguintes descricions:

Caso 1: m, con m C g,.

Caso 2: R(B+U)®m,conm C g,, e U € g, ©m, é dicir, con U L m.
Caso 3: R(B+U+aZ)®m,conm C g, a € R\ {0} e U € g, ©Sm.
Caso 4: mdR(U+ Z),conm C g, eU € g, ©Om.

Caso 5: RB+U)dmadR(V+Z),conmCg,elUVeg,om.

Recordemos que o simbolo © denota complemento ortogonal.

Procederemos do seguinte xeito. Para cada un dos posibles subespazos de a®n arriba ci-
tados, estudaremos cales deles, ou baixo que condicions extra, dan lugar a unha subalxebra
de Lie h de a & n.

A continuacion, para cada subalxebra de Lie b de a & n, calcularemos a xeometria da
orbita H - p, onde H denota o subgrupo de Lie de AN con alxebra de Lie h. Asi, nos
casos nos que H - p non sexa unha subvariedad minimal, limitarémonos a atopar un vector
normal £ a H -p en CH™ tal que a traza do seu operador de configuracion S sexa distinta
de cero. Por outra banda, no caso de que H - p sexa minimal, para argumentalo teremos
que comprobar que a traza de S¢ é nula para calquera vector normal unitario { a H - p.
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Caso 1

En primeiro lugar, vexamos cando f = m, con m subespazo vectorial de a & n contido
en g,, é subdlxebra de Lie. Neste caso, tan s6 fai falta asegurarse que [U, V] € h para todo
U,V € m. Agora ben, pola ecuacion isto terase se, e s6 se, (JU,V)Z € m, o cal se terd
se, e s6 se, (JU,V) = 0. Como isto se terd que cumprir para todo U,V € m, logo m ten
que ser totalmente real, é dicir Jm L m. En particular, como [m, m] = 0, logo b terd que
ser unha alxebra de Lie abeliana.

Describamos agora o espazo ortogonal a h en a @ n, que denotaremos por h*, dun-
ha forma que nos sexa comoda para realizar os calculos. Neste caso, é sinxelo obter a
descomposicién

bt = (g ©m) DRB O RZ.

Se fixamos como vector normal B, logo, para todo vector non nulo U € m = ) temos que,
= 1
Vu B = —§U,

de onde se segue

= 1
SgU =—(VyB)" = U
onde ()" denota a proxeccién sobre o tanxente. Deste xeito, terase que, neste caso Sp =
%id, e entéon tr Sp = %dimm > (. Polo tanto, como falla a condicién para o vector normal
B, logo a orbita polo punto p do subgrupo de Lie de AN cuxa élxebra de Lie é h = m, con
m un subespazo totalmente real de g,, non é minimal.

Caso 2

Vexamos que condicions temos que imponer para que h = R(B 4+ U) @ m, con m C g,
eU € g, ©m, é dicir, con U L m, sexa subalxebra de Lie. En primeiro lugar, sexa V un
elemento de m. Como se ten que cumprir que

[B+U,V]=[BVI+[U,V] = 3V + (JUV)Z € h=R(B+U) m,

necesariamente (JU,V) = 0. Como isto ten que acontecer para todo V € m, logo m L
CU = RU @ RJU. Ademais, para que [V, W] = (JV,W)Z poida pertencer a h para todo
V,W € m, teremos de pedir de novo que (JV, W) = 0 para todos V,W € m, polo que m
ten que ser totalmente real.

Calculemos agora o operador de configuracion. Para iso, expresamos o espazo ortogonal
a b en a @ n do seguinte xeito,

bt = R(—|UPB+U) @ (g, © (RU & m)) & RZ.
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Tomando agora o vector normal —|U|?B + U € b, tense que

_ _ _ 1
V@HAﬂUﬁB+Uy:Vﬂ—KWB)+VUU:§KWU}+ULeqm

_ — — 1 1
Vi (—|UPB+U)=Vy(—|U?B)+VyU = §]U|2V +(JV,U)Z = §|U]2V,
para todo V € m, xa que m L CU. Polo tanto,

1
S_wpp+v(B+U) = —§|U|2(B +U)

1
S_jupeprvV = —§|U|2V>

e asl, S_yjzprv = —3|U|?id con respecto a unha base formada polo vector B + U xunto
con calquera base de m, polo que tr S_jyj2p1y < 0 para todo vector U non nulo. Por outra
banda obsérvese que, ainda que non collemos o vector normal unitario como poderia ser
16xico, isto non inflie para realizar os calculos, pois simplemente haberia que dividir pola
norma 6 aplicar o operador de configuracién. Logo, como para U non nulo tr S_yi2p1v # 0,
a partir de agora faremos os calculos para U = 0, xa que a subalxebra de Lie h = RB&m
¢é a unica deste caso que se poderia corresponder cunha subvariedade minimal. Tomemos
agora Z como vector normal. Neste caso tense

— — 1
VpZ =0, VVZ:—§JV,

para todo V' € m. Agora ben, se tomamos as componentes tanxentes respecto da subva-
riedade H - p, onde H é o subgrupo de Lie de AN con alxebra de Lie b, terase que ambas
seran iguais a cero, pois JV L m para todo V' € m, por ser m totalmente real. Deste xeito,
Sz =0, e polo tanto tamén tr Sz = 0.

Por dltimo, sexa V' € g, © m. Tense que

_ _ 1 1 1
VeV =0, ¢ VwV = (WV)B+ (JW.V)Z=_(JW.V)Z

para todo W € m, pois V L W. Logo, como (Vi V)T = 0, tense de novo que Sy = 0 para
calquera vector normal V' en g, © m, e polo tanto tamén tr Syy = 0. Comoo V € g, ©m é
arbitrario, entén tr S¢ = 0 para todo £ € ht.

Polo tanto, para o caso h = R(B+ U) @ m con U = 0 e m totalmente real, temos que
Se¢ € nulo para calquera vector § en ht. Asi, H - p é neste caso unha subvariedade minimal
que de feito é totalmente xedésica. Tratase, en concreto, dun subespazo hiperbélico real
RH* totalmente xeodésico, con k = dimm + 1. Deste xeito, aparece recollida no apartado

(a) do Teorema e correspéndese cun dos exemplos totalmente xeodésicos recollidos no
Teorema [£.5]
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Caso 3

Comezamos comprobando que condiciéns temos impofier para que h = R(B + U +
aZ)@m, conm C gq, a € R\ {0} e U € g, ©m, sexa subdlxebra de Lie. En primeiro lugar,
hai que imponier que [B + U + aZ, V] € b, para todo V € m polo que

B4 U+aZV] = [B,V]+[U,V] +a[2,V] = ;v UV + alZ,V]

1
= V(U V)Z e,

Deste xeito, tense que cumprir necesariamente que (JU, V) = 0 para todo V' € m, polo que
temos que imponer a condicién U L Cm. Por outra banda, tense que cumprir [m, m] C b.
Agora ben, dados W,V € m,

(W V] = {JW,V)Z,

polo que de novo, (JW,V) = 0. Como isto se ten que cumprir para calquera V,W € m,
necesariamente m debe ser totalmente real.

Polo tanto, para que h sexa subédlxebra de Lie de a®n, é necesario imponer que U L Cm
e que m sexa totalmente real.

Neste caso, vexamos que h non se corresponde cunha subvariedade minimal. Para iso,
tomamos o vector —aB + Z, que claramente é normal a , e vexamos que trS_,g.z # 0.
En efecto, en primeiro lugar, tense que

VB+U+CL2<—CLB + Z) = VU(—CLB + Z) —|—vaz(—aB + Z)
- - 1
=Vu(—aB) +Vy Z +a(B +aZ) = gU — 5JU +a(B+aZ).

Porén, para calcular a traza interesaranos a componente de S_,p+z(B+U+aZ) na direccién
de B+ U + aZ. Para iso, tendo en conta que normalizando podemos estender B + U + aZ
a unha base ortonormal, logo, como B e Z son unitarios, terase que

1 1
<%U— §JU+a(B+aZ),B+ U+aZ)=—a(l+ i\U\Z + a?).

Logo, a componente de S_,5. (B + U + aZ) con respecto 6 vector unitario B+

U+aZ)é —a(14+1|U)2+a?)

BroTez(
|B+U+aZ]|

. Por outra banda, dado V' € m, que xa suponemos unitario, tense

[B+U+aZ|
que
_ - — 1 1
Vv(—aB+Z)=Vy(—aB)+Vy Z = §aV — §JV,
polo que por ser m totalmente real se terd que S_,pz(V) = —5V. Polo tanto, a traza de
S_upiz sera
s —a(l1+ 3|UP+a%) a(dimm) 143U+ a*  dimm
rS_, = — - _ 7
btz B+ U + aZ|? 2 B+ U + aZ|? 2

que claramente é distinto de cero, pois a o é por hipdtese. Deste xeito, concluimos que
para este caso, a subdlxebra de Lie h de a & n non se correspondera cunha subvariedade
minimal.
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Caso 4

Neste caso, h = m @ R(U + Z), con m C g, e U € g, © m. De novo, comezamos
imponiendo condiciéns para que h sexa unha subélxebra de Lie de a®n. En primeiro lugar,
dados V, W € m, tense que

V. W] =(JV,W)Z,

polo que [V, W] € bh se m é totalmente real, ou ben se U = 0. Vexamos agora que condicién
se ten que cumprir para que [U + Z, W] € b para todo W € m. Agora ben, tense que

U+ Z,W]|=[UW]=(JUW)Z paratodo W € m,

polo que [U 4+ Z, W] € b se, e s6 se CU L m. En calquera caso, é claro que B é un vector
ortogonal a , e imos ver que a traza do operador de configuracién Sg é distinta de cero.
Asi, por unha banda temos que

— 1 — 1
Vv B = —§V paratodo Vem,eque Vy,zB = —§U — Z,
e deste xeito, terase que SgV = %V para todo V € m. Por outra banda, como Vi, B

non ¢ un vector de b, vexamos cal é a stia componente na direccion do vector U 4 Z. Como
antes, calculamos primeiro

1 1
(GU+Z,U+2)= §|U|2+1,

1 2
e polo tanto, a compofiente na direccion de ﬁ(U + 7) sera 2‘51 ;‘1. Deste xeito, terase
que
1 HUP+1
trSp = —dimm+ 2——— >0,
L U+ Z]2

de onde deducimos que h non se pode corresponder cunha subvariedade minimal de CH™.

Caso 5

Vexamos que condiciéns temos que imponerlle a h = R(B+U) @ m @& R(V + Z), con
mC gy, e UV € g, ©m, para que esta sexa unha subalxebra de Lie de a & n. En primeiro
lugar, precisamos que [B + U, W] € h para todo W € m. Agora ben,

1
B+ UW]|= 5W +(JU,W)Z,
que pertencerd a h no caso de que V' = 0, ou ben no caso que (JU,W) = 0 para todo

W € m, polo que CU L m.
Agora, dado W € m, vexamos en que casos [V + Z, W] € h. Para iso, calculamos

V+ZW]|=[V,W]|=(JV,W)Z,
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que estard en h se CV L m, xa que nese caso estaria na direccién de Z € h.

Por outra banda, dados W, T € m, logo [W,T| = (JW,T)Z € b se de novo V = 0, ou
ben Jm 1 m, é dicir se m é totalmente real.

Por tltimo, queda comprobar o caso [B + U,V + Z] € h. Terase que

[B+UV +2)=[B,V]+ (B, 2] +[U,V] = 3V + Z+{JU,V)Z.

Agora ben, tal vector pertencerd a h se V = 0, ou, noutro caso, se é un multiplo de V' + Z.
Nese caso, como % esta multiplicando a V', logo haberia que imponer a condicién

JU VY = -1

para que se puidese sacar factor comun.

En resumo, h sera unha subdlxebra de Lie de a & n exclusivamente nos dous seguintes
casos: ou ben V' = 0; ou ben (JU, V) = —% e os espazos vectoriais CU, CV e Jm son todos
eles ortogonais a m. Dividimos agora o estudo atendendo a estas duas posibilidades.

Caso 5.1

Se V =0, podemos describir o espazo normal a h como
bt = (9o © (RU & m)) & R(—|U|*B + U).
Neste caso, comezamos tomando o vector normal —|U|>B + U, e terase logo que

Vew(=|UPB+U) = Vu(=|U*B+U) = Vy(-|U["B) + Vg U
Ul

5 —(B+U),

1 2 1 2
== Z|UPB =
SIUPU + S |U

polo que S_yp2p4u (ﬁ(B + U)) = _2I|ng|(B + U). Agora, para cada W € m terase

que

Vi (=lUFB +U) = Vw(—\UI2 )+ VwU

|U|2 |U\2

Plws o <W U>B+1(JW U)Z =2l w 4= (JW U)Z,

onde a ultima igualdade séguese de que W L U. Polo tanto, como neste caso gW +
S(JW,U)Z € b, terase logo que S_ypzppW = SIS 7 g HWJIW,U)Z, polo que a compo-

2
v

niente na direccion de W é —=-. Por ultimo terase que

- _ _ 1
Vz(=|UPB+U) =V4(—|U?PB)+ VU= |U*Z - §JU,
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e entén a compofiente de S_yzp+u(Z) respecto de Z serd —|U|?. Deste xeito,

dimm+1)
2 27

dimm|U|? |U|?
tr gy = —0f2 - SO TOE e

Se U é un vector non nulo, entén a traza do operador de configuraciéon con respecto
6 vector normal (non necesariamente unitario) —|U[*B + U é non nula, polo que H - p
resulta ser unha subvariedade de CH™ non minimal. Asi, de agora en diante tomaremos
U = 0, polo que podemos reescribir h = RB & m & RZ, onde agora podemos asumir que
m ¢ subespazo vectorial de g, distinto do total.

Sexa W un vector en g, © m. Imos calcular a traza do operador de configuracion Sy,
respecto 6 vector W. Por unha banda, temos que Vg W = 0. Ademais, temos tamén que

1 1

VW= —§JW, eque VoW = §<JT’ W)Z

para calquera T € m. De aqui podemos deducir que Sy Z = —(V,;W)" = (=1/2)JWT
e que SyT = —(VeW)T = (=1/2)(JT,W)Z. En particular, isto implica que H - p é
totalmente xeodésica se e s6 se (JT, W) =0e JW L mparatodoT € metodo W € g,om.
Isto equivale a que m sexa un subespazo complexo de g,. Nestas condiciéns, H - p é un
subespazo hiperbélico complexo totalmente xeodésico CH*, con k = 1 4+ dimm.

En calquera caso, temos que (Sy7T,T) = 0 para calquera T" € m, e que (SwZ, Z) =0,
posto que W pertence a g,, que é J-invariante. Tendo isto en conta, xunto con Vyy B = 0,
deducimos que se h = RB & m & RZ, enton H - p serd unha subvaridade minimal de
CH™, con independencia do subespazo vectorial real (propio) m de g, que consideremos.
Como argumentamos arriba, dita subvariedade sera totalmente xeddesica se e s6 se m é un
subespazo complexo de g,.

Finalmente, nétese que os exemplos desta forma aparecen recollidos no apartado (b)
do Teorema [£.2] Ademais, os tubos arredor destas subvariedades son sempre exemplos de
hipersuperficies isoparamétricas [14], polo que aparecen tamén recollidos no Teorema
Por ultimo, a distincion entre os casos totalmente xeodésicos e os que non o son aparece
recollida na Observacion 4.3

Caso 5.2

Neste caso, temos que CU,CV e Jm son normais a m e ademais (JU,V) = —%. Disto
ultimo dedticese que —%B + JV é normal a h. Agora, con obter outro vector normal a b
que non estea en g, © (m @ R{U,V}) xa nos chegard para describir h~. Pode comprobarse
facilmente que o vector —|V|*Z +V — (U, V)B é normal a . Polo tanto,

b = (go & (m & span{U,V})) & R(—;B V)@ R(—[VPZ +V — (U, V)B).
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Vexamos agora que neste caso h non se correspondera cunha superficie minimal. Tomando
o vector —fB + JV, terase por un lado que

VBW(—;B L V) = VU(—;B V)
— 1
= Vo(—5B) + vU JV = 7U+ (U JVVB + = <JU V)2

1
== B) + = A

e polo tanto, a compotiente de S_i 5., 5y (|B+U‘ (B+ U)) con respecto a B+ U) sera

\B+U\(
’Tl. Por outra banda, dado W € m, tense que

- 1 1
Vin(—5B+ V) = VW(—§B) + Vi JV

1
—W—l— (W JV)B + — (JW JVYZ = 4I/V,
dado que CV L . Entén, a componente de S_ 1prvW na direccién de W serd —%. Por
ultimo,
= -1 = —1 = = —1 —
Vviz(— B+JV) = VV(TB) + Vv V4 V(5 B)+ V5V
1 1
—V—I— (JV IVZ+ -2+ -V

2 2
]VH+1
_ 3y ML
4 + 2

Calculemos agora a componiente de S_1 LBV (IVi 7] V+Z )) con respecto de
Obtemos que

Z.

(V+2).

|V+Z|

_ -1 3 VI2+1

VI2+1

3 2
= —(GIVE+ E

),

polo que tal componiente sera
311712 L [VI2+1
AV e
V+ZzZp2 7
que claramente ¢ menor que cero. Polo tanto como todos os termos da traza de S—1 5. ;y,
2

son negativos, a traza tamén o sera, polo que neste caso f tampouco se correspondera
cunha subvariedade minimal.

Como resumo 6 estudo que vimos de levar a cabo, temos que as subdlxebras incluidas
nos Casos 1, 2 e 4 non dan nunca lugar a subvariedades minimais de CH™.

Por outra banda, cando h = RB & m, onde m ¢é un subespazo totalmente real de g,,
que é un subcaso particular do Caso 2, temos que H - p é unha subvariedade totalmente
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xeddesica de CH™, e polo tanto minimal. Os exemplos asi construidos aparecen recollidos no
apartado (a) do Teorema , e correspondese cos exemplos totalmente xeodésicos citados
no Teorema [£.5]

Por tltimo, para h = RB @ m @& RZ, con m un subespazo propio de g, (subcaso do
Caso , temos que H - p é subvariedade minimal de CH™, que ¢ totalmente xeodésica se
e s6 se m é complexo. Todos estes exemplos estéan recollidos no apartado (b) do Teorema
[4.2] e aparecen tamén citados no Teorema [4.5] pois os tubos ¢ seu redor dan lugar a
hipersuperficies isoparamétricas do espazo hiperbdlico complexo.
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