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Resumo

O obxectivo deste traballo é examinar os invariantes derivados asintoticos da calor,
tanto no caso real como no caso complexo, para unha deformacién xeneralizada de Witten
nunha variedade de Riemann ou Kéhler.

Para iso, comézase analizando os indices locais de densidade para o complexo de
De Rham deformado e para o complexo de Dolbeault deformado. No primeiro dos casos, a
deformacion xeneralizada de Witten realizase en variedades de Riemann, empregando unha
1-forma pechada ©. Vese que o indice de densidade é independente de ©. No segundo caso,
restrinximonos a variedades Kéhler. Agora, para a deformacion xeneralizada de Witten,
emprégase unha (1,0)-forma © verificando que 90 = 0. Neste caso, dase unha descricién
explicita do indice local de densidade asociado, que permite ver unha dependencia non
trivial de ©. Unha vez estudados estos invariantes, introdicense os invariantes derivados
asintoticos da calor. Suponendo que a dimensién da variedade é par, no caso real, vese que
a integral da densidade local derivada da traza da calor é proporcional & clase de Euler
da variedade base considerada. No caso complexo, onde de novo se supén que a variedade
é Kahler, vese que a integral da densidade local para a traza da calor derivada definida
polo complexo de Dolbeault é un ntimero caracteristico do fibrado tanxente complexo é do
fibrado vectorial. Identificase este niimero caracteristico para dimensions complexas 1 e 2.

Finalmente, co fin de facer o mesmo en dimensions superiores, introdicese a teoria de
cobordismo. Comézase realizando un estudo xeral desta, centrandonos despois no cobor-
dismo complexo. Preténdese empregalo nun futuro traballo, como ferramenta para o noso
proposito.



Abstract

We examine the derived heat trace aymptotics in both the real and the complex settings
for a generalized Witten perturbation on a Riemannian or Kéhlerian manifold.

Firstly, we examine the local index density of the perturbed De Rham complex and of
the perturbed Dolbeault complex. In the former case, the generalized Witten perturbation
is realiced in the Riemann manifold, using a closed 1-form ©. We show that the perturbed
index density is independent of ©. In the latter, we asume the underlying geometry to
be Kéhler. Now, we introduce the generalized Witten perturbation, using a (1, 0)-form ©
with 00 = 0. We give an explicit description of the associated index density which shows
that it exhibits a nontrivial dependence on ©. After that, we introduce the derived heat
trace asymptotics. If the dimension is even, in the real context we show the integral of the
local density for the derived heat trace asymptotics is proportional to the Euler class of the
underlying manifold. In the complex setting, we, again, asume the manifold to be Kéhler
and show the integral of the local density for the derived heat trace asymptotics defined by
the Dolbeault complex is a characteristic number of the complex tangent bundle and the
twisting vector bundle. We compute this characteristic number if the complex dimension
is 1 and 2.

Finally, Cobordism theory is introduced in order to use it to compute the characteristic
number in higher dimension. We start by analyzing cobordism theory in a general way.
After that, we focus on the complex cobordism, since we want to use it in a future work,
as a tool for our purpouses.



Introducion

En 1982, Witten en [20] introduce a deformacién da diferencial de De Rham. Para iso,
considera unha variedade compacta sen bordo M de dimensién m, unha funcién h C* sobre
M, o produto exterior ext(dh) por dh e un pardmetro real s. Baixo estas consideraciéns,
define d, = d + sext(dh). Como dg, é equivalente “gauge” a d, os numeros de Betti
asociados seguen a ser os mesmos. A correspondente codiferencial deformada de De Rahm
estd dada por dg, = 0+sint(dh), onde int(dh) é o produto interior por dh. Asi, o Laplaciano
deformado asociado é Ay, = dgpdsn + dsndsn. Agora, en xeral, Ay, non sera equivalente
“gauge” a A. Cando h é unha funcién Morse, Witten emprega esta familia de complexos
elipticos co fin de dar unha proba analitica das desigualdades de Morse, analizando o
espectro de Ay, cando s — oo.

De forma madis xeral, Novikov en [15] e en [14] definiu uns operadores deformados,
analogos aos de Witten, mais agora empregando unha 1-forma real pechada © en M, en

lugar de dh,
deo = d + sext(@), 0 = 0 + sint(@), As@,./\/l = dso0s0 + ds0ds0.

Novikov emprega estes operadores para estimar os ceros de ©, no caso de ser unha fun-
cion Morse. Como dgg non ten porque ser equivalente “gauge” a d, os nimeros de Betti
torcidos dependen de s e de ©. Agora ben, os nimeros de Betti torcidos son constantes no
complementario dun conxunto finito S de distintos valores de s, onde as dimensions saltan.
Os ntimeros de Betti torcidos, cando s € R\S, conécense como nimeros de Novikov da
clase de cohomoloxia [©]. Estes son empregados na versiéon de Novikov das desigualdades
de Morse. Esta area de investigacién segue a ser moi activa na actualidade.

Neste traballo considerarase o Laplaciano de Novikov con s = 1, Ag . No Capitulo 1
introducense conceptos bésicos necesarios para seguir con maior facilidade o traballo. A
finalidade do Capitulo 2 serd estudar os indices locais de densidade para a xa mencionada
deformacién de Novikov, no caso do complexo de De Rham, [3], e do complexo de Dolbeault,
[1]. No primeiro dos casos vese que o indice local de densidade do complexo de De Rham
torcido é a forma de Euler de ser m par, e é nulo se m é impar. En concreto, méstrase que
non depende da forma O. Para o caso do complexo de Dolbeault, considérase un fibrado
vectorial hermitiano (E,h) sobre unha variedade Kéhler (M, g, J). De forma andloga ao
caso real, introdiicese o operador de Dolbeault deformado dg = 0 +ext(0): O (A% (M)®
E) — C*®°(A>T(M) ® E), onde agora © ¢ unha (1,0)-forma cumprindo 90 = 0. O
teorema de Riemann-Roch mostra que que o indice é a integral en M de {Td(M,g,J) A
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8 Introducién

ch(E, h)},,. Mais adiante, Atiyah, Bott e Patodi melloraron este teorema en [4], mostrando
que {Td(M, g, J) Ach(E,h)},, é o indice de densidade que aparece na expansion asintética
do nucleo da calor. Empregarase teoria de invarianza para dar unha descriciéon explicita
do indice local de densidade do complexo de Dolbeault deformado, como deformacion de
{Td(M, g, J)Nch(E, h)}.,. O resto de invariantes da calor para ordes inferiores seran nulas.

No Capitulo 3 estidanse os invariantes derivados da traza da calor. Este concepto
foi introducido por Gunther e Schimming en [11]. Para iso, definiron unha sucesién de
invariantes da calor secundarios. O primeiro deles chaméaronlle o invariante derivado da
calor. No caso do complexo de De Rham deformado definese como

Qo (M)(@) 5= D (=1)"D (A 1) (2),

p

onde ., (A v()(z) é o seu invariante da traza da calor de orde n. Outra version deste
invariante ¢ aP°! = que se define de forma similar co complexo de Dolbeault deformado no

m,n’

caso Kéhler. En concreto, neste capitulo verase que para o caso real, suponendo que M é

unha variedade de Riemann, ad°? se anula se n < m — 1, e que mostra dependencia non

trivial de © no caso de que n > m. Tamén se ve que af,‘f}}n_l = —(477)_1/25m7m,1 se m
é impar, e que [, a%® dvol = 2 [}, Epm dvol se m é par (Teorema . En particular,

Ju af,f};‘n dvol é independente de ©. Este tltimo feito é crucial no estudo de certos invariantes

da funcién zeta asociados a 1-formas pechadas.
O caso Kahler é mais complicado. En primeiro lugar, légrase ver que a
n<m-—2e que a2

Dol __
mn = 0 se

m.n, Mostra unha dependencia non trivial de © para n > m — 2. Neste
punto, o feito mais importante é que se logra ver que [, a,]%% dvol é un invariante ca-
racteristico independente de © (Teorema . A partir deste ultimo feito, determinase
M ag‘ﬁn dvol en xeral para m = 2 e m = 4 en termos das clases caracteristicas do fibrado
tanxente complexo de M e o fibrado E (Teorema . Para m = 6 o problema segue
sen estar resolto. Aqui é onde entra a teoria de cobordismo. Como os ntimeros caracteris-
ticos son invariantes de cobordismo, cofiecer os xeradores do anel de cobordismo complexo
diranos en que variedades avaliar este invariante secundario para tratar de determinalo.
Ao mesmo tempo, hai que avalialo en fibrados hermitianos apropiados. Asi que se fara
unha introducién da teoria de cobordismo complexo coa finalidade de ser usada con este
proposito nunha continuacién futura deste traballo.

No cuarto e ultimo capitulo introdticese a teoria de cobordismo. Para iso analizase con
detalle o libro de Stong [19]. Preséntase unha idea xeral de que é o cobordismo, xunto
con resultados importantes neste ambito. Mencionase ademais algiin que outro tipo de
cobordismo (cobordimos non orientado, bordismo, cobordismo topoldxico, ... ), prestando

unha maior atencién no cobordismo complexo.



Capitulo 1

Preliminares

O obxectivo deste capitulo é ponerse en contexto e introducir o marco no que se traba-
llara. Para iso primeiro introducirase a ecuaciéon da calor e algunha que outra propiedade
coniecida da mesma. Esto permitira introducir posteriormente no seguinte capitulo os inva-
riantes que son o obxecto de estudo deste traballo. Ademais falarase de variedades Kéahler
e da alxebra de Clifford que seran empregadas ao longo do traballo. Finalmente definirase
e introduciranse propiedades da clase caracteristica de Chern e tamén da clase de Todd.
A bibliografia empregada neste capitulo serdan os libros de Peter Gilkey [8] e [9], e mais o
libro de Hirzebruch [12].

1.1. Ecuacion da calor

Comeézase establecendo a notacién que se empregard ao longo desta seccion. Témese
a = (a(l),...,a(m)) un multi-indice formado por enteiros non negativos. Asi definese
ol = a(l) +---+a(m), 8=z,
d® = (01)°M -+ (0,,)> ™), D = (—«/—1)“"|dg.
Con esta notacion un operador diferencial (parcial linear) P de orde menor ou igual que

d > 0 é un operador no espazo de funciéns con valores complexos e soporte compacto,
C®(R™), cunha expresién da forma

P = Z ao(x)DY,

lo|<d

onde a, € C*(R™). Deste xeito, definese o simbolo

o(P) =Y aan(z)&".

lal<d

Formalmente o que se fai é substituir o operador diferencial D¢ polo monomio £%. O
simbolo principal é a parte con orde maxima. Asi, no simbolo anterior, considéranse todos



10 1 Preliminares

os monomios de orde d e definese o seguinte polinomio homoxéneo de grao d e variable &:

or(P):= ) aq(z)E".

laf=d

O operador P é eliptico de orden d se o (P)(§) # 0 para todo £ # 0. Denotarase
por Paigr o espazo vectorial de todos os operadores diferenciais parciais. Notese que este
espazo vectorial ten unha filtracién natural polos subespazos Ple C Pag de operadores
diferenciais parciais de orde menor ou igual que d.

Definese P4 C Plg como o conxunto de operadores diferenciais parciais que son elip-
ticos e simétricos de orde d. Denotarase por P4T o conxunto de aqueles operadores de P2
tales que o (P)(x,&) é definido positivo para & # 0.

Os conceptos anteriores xeneralizanse de forma obvia a abertos de R"™. A partir des-
te punto, empregando coordenadas locais, pode xeneralizarse a variedades compactas sen
bordo. Tamén se xeneralizan de forma obvia a seccions C* dun fibrado vectorial £/, empre-
gando referencias locais, [8]. Para a simetria e a definicién positiva de operadores diferen-
ciais con esta xeneralidade empregarase unha métrica de Riemann en M e unha estrutura
euclidiana ou hermitiana en E. Estase xa en condiciéns de definir a ecuacién da calor.

Definicién 1.1 (Ecuacién da calor). Sexa P € P&, A ecuacién da calor consiste no
seguinte sistema de ecuaciéns onde ¢ > 0:

(Oy + P)h(z,t) =0 (ecuacién de evolucién)
%i_{% h(z,t) = f(z) (condicién inicial).

Denétase por e F'f a solucién do sistema (e=*¥ é o denominado operador da calor,

que se pode definir usando o teorema espectral). Descomponse f nunha serie usando os
autovectores de P, xeneralizando as series de Fourier (caso do Laplaciano nos toros planos),

f = Z Cn¢na

onde ¢, = (f, ¢n)r2, xeneralizando os coeficientes de Fourier. Definese

On(f) = ([, ¢n)-

Agora, pédese ver (por exemplo no lema 1.6.5 de [§]) que
e f () = Ve endn(@) = [ K(tx.y)f(y) dvol,

onde K(t,z,y) = 3, e Mo, (z) @ ¢ (y). Ademais, K(t,z,y) pddese describir como a
solucién da ecuacioén da calor, avaliada en x, coa condicién inicial a delta de Dirac ¢, que é
unha funcién xeneralizada singular (unha distribucién). Un resultado de Seeley permitird, a
partir da anterior consideracion, definir os indices locais de densidade que é un dos obxectos
de estudo deste traballo.
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1.2. O complexo de De Rham

O complexo de De Rham definese como
Cacr(M) = {d;: CP(A(M)) — C=(A™H (M)} o<icm—1,

onde A\‘(M) := N'(T*M) é o fibrado vectorial de i-formas e d; é a diferencial exterior. O
laplaciano asociado é

Ap = db + 6d = PAY = Pdi—16i-1 + id;,

onde 0 ¢é o operador adxunto do operador de De Rham d: C*(A(M)) — C®(A(M)).

1.3. O complexo de Dolbeault

Sexa J unha estrutura integrable case complexa nunha variedade M de dimension
complexa m e dimensién real m = 2m. E dicir, é unha seccién

J € C*(End(TM))

onde J? = —Idy),. Sexa E un fibrado vectorial holomorfo auxiliar sobre M equipado dun-
ha métrica hermitiana, h. Sexa g unha métrica de Riemann en M J-invariante; (H, g, J)
¢ unha variedade holomorfa hermitiana. Esténdese g a unha métrica hermitiana nas com-

plexificaciéns
TM@C,T"M & C, e A(M)®C.

Considérase a descomposicién nos ++/—1-autoespazos de J, TM @ C = T, (M) & T M.
De forma inducida, obtense a descomposicion T*M @ C = AYM @ A% M, asi, como
bigraduacién A(M) ® C pode ser expresado como

AM)®C = @AM,
p.q

onde AP9)M := AP(AVOM) @ A?(A%' M). Definese entén 0 e d como as compoiientes biho-
moxéneas de d de bigraos (1,0) e (0,1); é dicir, d = 9+ 0 con

d: C®(AP9(M) @ E) — C®°(AP*9(M) @ E),
0: C®(AP4(M) ® E) — C®(AP* (M) ® E).

O complexo de Dolbeault con coeficientes en E definese como
CDOI(’C) = {é COO<AO’l(M> & E) — COO<AO’i+1 (M) X E)}Ogigmfl-

O laplaciano asociado é

Ax = (00" +8"9) = PAY,

]

onde ¢” é o operador adxunto do operador de Dolbeault 0.
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1.4. Variedade Kahler

No ambito complexo, na maioria de ocasions, precisarase supor que a variedade consi-
derada é Kéhler. Por este motivo, verase deseguido a stua definicion.

Dise que J é unha estrutura integrable case complera nunha variedade M se é unha
seccion

J € C%(End(TM)),

onde J? = —1Idyy,. Considerase unha variedade de Riemann equipada con esta estrutura
J, K = (M,g,J), de forma que a métrica inducida por g no tanxente complexificado,
T.M = TM ® C, tamén denotada por g, sexa unitaria e .J-invariante. Asi, K é unha
variedade hermitiana e holomorfa. Definese a 2-forma Kdhler como

QX,Y) = g(X, JY).

Baixo estas hipoteses tense que ¢ é unha métrica Kéhler no caso de verificar algunha das
seguintes tres condicions equivalentes (Lema 3.5.5 de [g]).

o JdQ = 0.
* () é harmonica. Esto é, d2 = 0 = €.
o V.J =0, sendo V a conexioén de Levi-Civita.

Agora, K é unha variedade Kdhler no caso de que sexa holomorfa e ademais admita
unha métrica Kahler. Nétese que existen variedades holomorfas que non admiten estruturas
tipo Kéahler, como por exemplo S! x S§?~1,

1.5. Alxebra de Clifford

Sexa V' un espazo vectorial real de dimension n con un produto interior definido positivo.
A dlzebra de Clifford Clif(V') é a élxebra asociativa unitaria universal xerada por V' e que
estd suxeita as relacions
vkv+ (v,v) =0, YveV.

Se {e1,...,e,} ¢ unha base ortonormal para V' e I = (iy,...,14,) un multi-indice de xeito
que 1 <14y <igp < --- <1y < n. Entoén,
€e; * € + €; X €e; = _2611
Ademais,
€1 = €4 *---*eip

¢ un elemento da alxebra de Clifford.
Clif (V') induce un produto interior dende V. Ademais, {e;} forma unha base ortonormal
para V. Denotase por A(V') a alxebra exterior de V' e por End(A(V)) a élxebra linear de
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endomorfismos en A(V'). Existe unha representacién de Clif (V) en End(A(V)) dada pola
multiplicacion de Clifford, c¢. Esta definese como

c: V. — End(A(V))
v — c(v) = ext(v) — int(v)

onde ext e int son os produtos exterior e interior respectivamente. Pola propia definicién
tense que
A (v) = —(ext(v) int(v) + int(v) ext(v)) = —|v|*1d.

Como consecuencia, podese estender ¢ a dlxebra de morfismos

c: Clif(V) — End(A(V)).

1.6. Clases caracteristicas

As clases caracteristicas son invariantes topoldxicos dun fibrado vectorial representado
por formas diferenciais. Neste capitulo definirase e enunciarase algunha das propiedades de
tres clases caracteristicas: A Clase de Chern, a Caracteristica de Chern e a clase de Todd.
Para mais informacion sobre clases caracteristicas pédese consultar [5] ou [§].

1.6.1. Clase de Chern

Traballarase unicamente no ambito complexo. Denétase por gl(k,C) a alxebra de Lie
do grupo xeral linear complexo.

Definicién 1.2 (Clases de Chern). Considérase o polinomio en gl(k,C) = C** dado
por

c(A) = det (Id +¢—_12‘21T> =1+ ci(A) +c(A) + -+ cr(A),

onde cada ¢;(A) é a componente homoxénea de grao . Dado un fibrado vectorial com-
plexo E de dimension k sobre M, avaliando ¢(A) na curvatura de calquera conexién en
E (considerada como unha forma de grao 2 en M con coeficientes en gl(k,C)), obtense
unha forma pechada sobre M con coeficientes en C. A correspondente clase de cohomoloxia
c¢(E) € H(M,C) é independente da conexién escollida e chamase clase caracteristica de
Chern. Cada clase ¢(E) € H*(M,C) definense de forma similar e denominase [-ésima
clase de Chern. Ademéis ¢;(E) é a componiente homoxénea de grao 2l de ¢(E).

Propiedades 1.3 (das clases de Chern). A continuacién danse algunhas propiedades das
clases de Chern cuxas probas se poden atopar en [8] ou en [5]. Se E, E; e E, son fibrados
vectoriais complexos, entén,

** Férmula produto de Whitney: c¢(E; ® E3) = c¢(E;)c(Es), ou o que é o mesmo
c(Br @ Ey) = X lcp(El)Cq(E2)-

p+q=
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 (E*) = (=1)lq(E).
* No caso de que E tena dimension n, tense que

a(E)=0, [>n.

1.6.2. Caracteristica de Chern

Definicién 1.4 (Caracteristica de Chern). Definese a caracteristica de Chern como
antes mediante a funcién xeratriz en gl(k, C) dada por

ch(A) = Tr(eV~?7) = k + chy(A) + chy(A) + - - -

Esta é unha serie na que cada termo ch;(A) son as componentes homoxéneas de grao [, que
dan lugar & [-ésima caracteristica de Chern. Asi, ch(A) é unha serie infinita, que aplicada
a formas de grao 2 en M con coeficientes en gl(k,C) sempre vai a ter un niimero finito
de términos, pois as potencias suficientemente altas de formas con grao positivo son nulas.

Ademais, tense
71\ !
chy(4) = v—1\ Tr(A"
21 l!

Dado un fibrado complexo F, avaliando ch(A) na curvatura de calquera conexién en F
(considerada como unha forma de grao 2 en M con coeficientes en gl(k, C)), obtense unha
forma pechada sobre M con coeficientes en C. A correspondente clase de cohomoloxia
ch(F) € H(M,C) ¢é independente da conexién escollida e chamase clase caracteristica de
Chern. Cada clase ch)(E) € H*(M,C) definense de forma similar e denominase [-ésima
caracteristica de Chern. Ademais, ch;(E) é a componente homoxénea de grao 21 de ch(E).

Propiedades 1.5 (da caracteristica de Chern). A proba das seguintes propiedades podese
ver en [8]. Sexan F, E; e E, fibrados complexos

> Chl(El D EQ) = Chl(El) + Chl(El).

** Férmula produto de Whitney: ch(E; ® Ey) = ch(E;) ch(F,), ou o que é o mesmo
Chl(El X Eg) = Z lChp(E1> Chq(EQ).

o chy(E*) = (—1)! chy(E).

** ch(F) pode ser expresado en termos de clases de Chern.
1 1
ch =dim(E) + ¢; + 5(0? +co) + 8(0:1g —3cic9+3c3) + -

Como consecuencia disto, as catro primeiras caracteristicas de Chern poden ser ex-
presadas en funcién das clases de Chern do seguinte xeito:

chy = dim(FE), ch; = ¢4,
chy = 3(cf +¢2),  chy = £(c} — 3eren + 3cy).
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1.6.3. Clase de Todd

Empregando funciéns xeratrices pode definirse a clase de Todd, tamén conecida como
xénero de Todd.

Definicién 1.6 (Clase de Todd). Sexa A € u(k) con autovalores {);}}_,. Sexa z; =

V=I\; , , ., )
=2 A clase de Todd ou zénero de Todd definese como antes usando a funcion xeratriz

en u(k) dada por
T

ﬁ:Tdo—Fle—Fng—F"'.
— e J

Td(A) =]

J

Ao igual que ocorria coa caracteristica de Chern, a clase de Todd pode ser expresada en
funciéon da clase de Chern:

1 1 1
Td = 1—1—501%—&(0%—1-02)—1—%0102—1—---
Asi,
Tdy = 1, Td; = %a
ng = %(C% -+ Cz), Td3 = 2*140162.

Desta parte podese ver mais informacién tanto en [8] como en [5]. Ademais, en [12] aparece
a expresion de cada Td; en funcién das clases de Chern ata [ = 6.






Capitulo 2

Os indices locais de densidade

O obxectivo deste capitulo é calcular o que chamaremos indices locais de densidade tanto
para o complexo de De Rham perturbado como para o complexo de Dolbeault perturbado.
Para iso analizaremos en detalle [3] e [1].

2.1. Primeiras definicions

Considerarase unha variedade de Riemann M = (M, g) de dimensién m sen bordo e
V un fibrado vectorial C*° sobre M equipado cunha métrica hermitiana. Denotarase por
C*>(V') ao espazo de secciéns diferenciables en V.

Definicién 2.1 (Operador de tipo Laplace). Un operador parcial de segunda orde, D,
en C*°(V) dise de tipo Laplace se é localmente da forma

D=— i g” A
ox'o

ij=1

m 0
id AF— 1+ B
1 —|—]€2::1 p + } ;

xJ

respecto dun sistema de coordenadas locais Z = (z!,...,2™) de M e unha referencia local
de V, onde ¢g” = g(dx', dz’), e A¥ e B endomorfismos locais de V.

Considérese agora a densidade riemanniana dvol(g) = /det(g;;) dx' A -+ A da™. O
seguinte resultado permitira definir mais adiante os indices locais de densidade.

Teorema 2.2 (Seeley [18]). Sexa D un operador de tipo Laplace sobre unha variedade
de Riemann M sen bordo. O operador do calor e™tP ¢ de tipo traza. Existen invariantes
locais apmn(D)(x), que se anulan cando m € impar, tales que, cando t — 0,

Trfe P} ~ 3 ()2 /M (D) () dvol(g). (2.1)

n=0

Definicién 2.3 (Complexo eliptico de tipo Dirac). Sexa {(Vy, ho), ..., (Vi, h)} unha
coleccion finita de fibrados vectoriais C'*° sobre M equipados con métricas hermitianas.

17
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Considéranse operadores de primeira orde d;: C*(V;) — C>°(V;4,) satisfacendo d;1d; =
0 para 0 <17 <[ — 1. Dise que

C:={d;: C®(V;) — C*(Viy1)}
é un complexo eliptico de tipo Dirac se os operadores de segunda orde asociados,
Dé = d:dz + di—ld;il

son de tipo Laplace.
Os seus grupos de cohomoloxia son

i ker(di: C°(V;) — C*(Viq1))
H (C> T Im(d,-,lt C"’O(Véq) — COO(‘/lJrl))

Como corolario do teorema de descomposicion de Hodge tense que é posible identificar
H'(C) = ker(D}). Estes espazos vectoriais son de dimensién finita e definese asi

index(C) := > (—1)"dim(H*(C)) = Y _(—1)" dim(ker(Dp)).

i=0 i=0
Os invariantes asociados & traza do operador do calor definense mediante

l

mn(C)(x) =3 _(=1)'amn(De)(x) (2.2)

i=0
Un argumento de cancelaciéon debido a Bott mostra que

l l

index(C) := > (—1)" dim(ker(D¢)) Z(—l)iTr{e_tDé} (2.3)

=0 i=0

é independente de t. Asi, por (2.1)

Tefe Do} = Y02 [0 (D) @) do~ [ apn(D)()dz,  (24)
n=0 M M
n#m

€ en consecuencia

s (@)@ dz B 5 (1) [y (D) (2)

N
[N

=0

> (~1) (Tr{ewé} — ST gy a0 (DE) (@) dfﬂ)
n=0

n#m

1B

index(C) — 3 t0=m/2y> (Z1)i [, ap (D3 (x) da
n=0

=0

n#m
index(C) — § t=m)/2 [ G (C)(2) da.
n=0

n;m

N
I
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En definitiva, como se ten que index(C) é independente de ¢, necesariamente

_ Jindex(C) sin=m
/M mn(C) () dz = {0 i am (2.5)

Definicién 2.4 (Indice local de densidade). O invariante a,, ,,(C) cofiécese como indice
local de densidade. Polo Teorema [2.2] tense que de ser m impar entén @y, ,(C) = 0.

Sexan C; = {a}: C®(VF) — C®(VP™} e Cy := {ab: C=(VP) — C®(VF™)}
complexos elipticos de tipo Dirac, cada un sobre a sta respectiva variedade de Riemann
compacta sen bordo de dimensién m;, M; = (M;, g;). Considérase a variedade de Riemann
produto das duas anteriores, M = (M; x My, g1 + g2). Definese entén o complexo eliptico
C := C; ® Cy sobre M considerando

V= P VieV e o= @ oeid+(-1)Yid ®d. (2.6)
Jj+k=p j+k=p

Tendo en conta estas consideraciéons, o seguinte lema resulta inmediato.

Lema 2.5. Sexan C; e Cy dous complexos elipticos de tipo Dirac sobre variedades de Rie-
mann M; = (M;, g;) respectivamente. Sexa C = C; @ Cy sobre M = (M; x My, g1 + ¢2)
dado pola ecuacion (@ Enton:

(1) C é un complexo eliptico de tipo Dirac.

(2) O operador de segunda orde asociado é Dg = @ {Dp, ®id+id®Dg,}, sendo Dg,
J+k=p
o respectivo operador de sequnda orde asociado ao complexo C;.

(3) Hp(Ml X MQ,C) = e’? Hj(Ml,Cl)(g?Hk(MQ,CQ).
J+k=p

(4) Tr{etPt} = = Tr{e P} Tr{e 100}
(5) index(C) = index(C;) index(Cs).
(6) amn(C)(1,32) = 3 amy j(C1)(21) Gy e (C2) (22).-

j+k=n

2.2. O complexo de De Rham

O complexo de De Rham é un dos primeiros exemplos de complexo eliptico de tipo
Dirac. Lémbrese que se definia como

Caer(M) := {d;: (A (M)) — C®(A™(M))}oci<m—1,

onde N\“(M) := N'(T*M) é o fibrado vectorial de i-formas e d; é a diferencial exterior. O
laplaciano asociado, tal e como xa se mencionou, é Ay = dd 4+ dd onde § é o operador
adxunto do operador de De Rham, d.
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Polo teorema de Hodge-De Rham, tense que se pode identificar H*(Cger(M)) co grupo
topoldxico de cohomoloxia H'(M;R) e asi, se x(M) denota a caracteristica de Euler-
Poincaré, entén

index(Cger (M)) := i(—l)idim(ﬂi(CdeR(M))) = i(—l)idim(Hi(M;R)) = x(M).

A ecuacion (2.5)) permite afirmar que

/. aman(Caer(M) () dvol(g) = x(1). (2.7)

2.3. Teorema de Chern-Gauss-Bonnet

Sexan {ey,...,e,} unha referencia local ortonormal para o fibrado tanxente T'M e
{e!,... e™} a referencia local ortonormal dual para o fibrado cotanxente 7M. Suporase
primeiro que a dimensiéon de M é par m = 2m. Sexan I = (iy,...,4y) € J = (J1,.- ., Jm)
coleccions ordenadas de m indices. Definese

o(I,J):=gle" A---Ae™ et Ao Nelm),

Nétese que o(1,.J) # 0 se e s6 se I e J son coleccions de distintos indices. Ademais, nesta
ultima situacion, por estar ante coordenadas ortonormais, tense que o(1,.JJ) = £1 onde o

signo ven dado pola signatura da permutacion de pasar de I a J. Definese agora a forma
de Eulerfl

Definicién 2.6 (Forma de Euler). Sexan R;;; as componentes do tensor de curvatura
de M; addéptase o convenio de que Ri92; = 1 para a esfera unidade en R3. Definese a forma
de Euler como

Em(z,g) = i

~ Qumyy] > 0L, J)Riyigjige -+ Rivsvimjom—1jm (2)-

[I|=m
|J|=m

De ser m impar diremos que &,,(z, g) = 0. Este concepto pode ser xeneralizado como segue

(=1)*
5m,k(x? g) = Qk k| Z ‘7([’ J>Ri1i2j1j2 e Rikqikjkqjk ('1')7 (2'8)
=k
| T|=k

sendo &, (2, 9) = En(x, g).
O seguinte teorema de Chern permite relacionar a caracteristica de Euler-Poincaré coa
forma de Euler.

TTamén se adoita chamar Pfaffiano.
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Teorema 2.7 (Chern [6]). Sexa M = (M, g) unha variedade de Riemann sen bordo C*°
e compacta de dimension par. Enton

(M) = /M Enlz, g) dvol(g). (2.9)

Se agora recordamos a ecuacién (2.7)) e temos en conta a ecuacién (2.9) que se acaba de
ver, ten sentido conxecturar que G, m(Caer(M))(x) = E,(x, g). En efecto, esta conxectura
foi resolta por Patodi.

Teorema 2.8 (Patodi [16]). Sexa M unha variedade de Riemann compacta e sen bordo.
Enton

Amm(Caer (M) (2) = En(, 9)-

Como consecuencia tense

. (Caer (M) (x) =

2.4. O complexo de Dolbeault

Sexa Q(X,Y) := ¢(X,JY) a forma de Kahler. Lémbrese que se di que (M,g,J) é
Kidhler se d2 = 0. Sexa entén K := (M, g, J, E, h) unha variedade Kéhler. Considerase o
complexo de Dolbeault con coeficientes en E normalizado co factor v/2,

Cpoi(K) == {V20: C®(A* (M) ® E) — C®(A>"* (M) @ E)}o<icm1- (2.10)

A razén de normalizar o operador de Dolbeault con este factor é para que o complexo
Cpal(K) sexa de tipo Dirac. O laplaciano asociado, Ax := 2(06" 4+ §"0), onde §" é o
operador adxunto do operador de Dolbeault 9, é de tipo Laplace.

Sexa H'(M;O(E)) o grupo de cohomoloxia de M con coeficientes no feixe de sec-
ciéns holomorfas en E. Procédese ao igual que no complexo de De Rham e identificamos

HY(M;O(E)) con H(Cpa(K)). Asi,
index(Cpa(K)) := i(—l)i dim(H'(Cpa1(K))) = i(—l)i dim(H'(M; O(E)),

=0 i=0

Se E é trivial de rango 1, este é o xénero aritmético p,(M) de M. Empregando de novo a
ecuacion (22.5)) obtense

/M s (Cpor (K)) () dvol(g) = index(Cp (K)).
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2.5. Teorema de Riemann-Roch

Un analogo do Teorema de Chern-Gauss-Bonnet pode ser conseguido para o complexo
de Dolbeault. Emprégase o operador x de Hodge co fin de identificar as formas de grao
maximo con funciéns escalares. Neste contexto, o anadlogo do Teorema é a clasica
formula de Riemann-Roch.

Teorema 2.9 (Riemann-Roch). Seza Td,,(M,g,J) a forma de Todd. Ast,
index(Cpo (K)) = / {TA(M, g, J) A ch(E, h)},, dvol,
M

onde ch(E, h) denota a caracteristica de Chern.

Observacion 2.10. Empregar o operador estrela de Hodge neste caso serd facer o seguinte,
sendo 2™ a forma de Kéhler,

1

({Td(M, g, J) A ch(E, h)}m, Q7),
pois ﬁQm é a forma de volume.
Atiyah, Bott e Patodi, xeneralizaron o Teorema [2.8] pedindo agora que a variedade fose
Kahler.
Teorema 2.11 ([4]). Se K = (M,g,J) é unha variedade Kdihler, enton
Am.m(Cpal(K)) = #{Td(M, g, J) A ch(E, h)} .

En definitiva, tense que

G (Coat(KC)) = {*{Td(M’ g.J) Ach(E,h)}y  sen=m

0 sen <m.

Observacion 2.12. O teorema anterior non ten por que darse no caso de eliminar a hipétese
de que a variedade sexa Kéhler. Esto foi visto por Gilkey, Nikcevié e Pohjanpelto en [10].

2.6. A deformacion de Witten

En [20] Witten introduce o que se conece como derivada ezterior deformada. Para iso
considera o produto exterior ext(©): w — O Aw, e o seu dual, int(O), o produto interior.
Witten constrie a derivada exterior deformada pola diferencial dunha funcion h € C*(M)
como

dp = d + ext(dh),

sendo 0, = d + int(dh) o seu adxunto. Esto permite definir o complezo de De Rham
deformado: Cger (M)p, onde de novo M = (M, g) é unha variedade de Riemann. Pédese
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ver cun sinxelo cdlculo que djpw = e "d(e"w) e entén é equivalente “gauge” & derivada

exterior; i.e.,conxugado polo isomorfismo de multiplicacién por €. Logo produce grupos
de cohomoloxia isomorfos.

Como inspiracion deste procedemento, xeneralizase e considérase unha 1-forma pechada
en M, © con dO© = 0, e definese

do :=d+ext(0) e Jdg:=0d+int(O).
Deste xeito

diw =de(dw+ 0O Aw)=d(dw+O Aw)+O A (dw+ O Aw)
=d*w+dONW—-—OANdw+ONdw+OANOAw=0.

O laplaciano asociado é
Ao.m = dede + dode = @N@,M = Pdis 55" + dydl,

que seguen a ser operadores de tipo Laplace. Definese entén o seguinte complexo eliptico
que é unha deformacién do complexo de De Rham mediante unha 1-forma pechada.

Caer(M)o = {dg: CF(N(M)) — C= (A (M))}oci<m—1-

Este novo complexo segue a ser de tipo Dirac.

Este proceso realizado nun marco real pode ser simulado no caso complexo. Para iso
considérase agora unha forma de tipo (1,0) en M, ©, verificando 00 = 0. Sexa tamén
K := (M,g,J, E, h) e definese 0g := 0 + ext(O) que non é mais que unha perturbacién
do operador de Dolbeault, 9. O seu operador adxunto é 6% := §” + int(6).0 laplaciano
asociado é

A@Jg = 2(5@5% —|— (585@) = @A%?K,

onde o 2 aparece co fin de que o complexo perturbado que se cree siga a ser de tipo Dirac
(ao igual que se facfa na definiciéon do complexo de Dolbeault, normalizase o operador,
véxase a ecuacion (2.10))). Obtense asi o complexo de Dolbeault perturbado

Cpoi(K)e == {V20g: C®(A% (M) ® E) — C®(AY"*H(M) @ E)Yocicm—1,

que de novo volve a ser de tipo Dirac, i.e. Ag x ¢ de tipo Laplace. Este feito permite con-
siderar os indices de densidade para os complexos de De Rham e de Dolbeault deformados

Ay (M)(2) = @i (Caer(M)e) () = D (1) amn (Db pq) (2),

i

U (K)(2) 1= @i n(Coot(K)o) () = D2(=1) i (Ak) ().

O obxectivo principal deste capitulo serd ver que forma tefien os invariantes al°® e qP°!

m,n m,n*
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2.7. Indices locais de densidade do complexo de De
Rham deformado

Nesta seccién enunciaranse e probaranse os resultados principais de [3], que permitiran

ver a expresién de adR.

2.7.1. Numeros de Betti torcidos
Comézase introducindo o que se conecera como niumeros de Betti torcidos. Estes son
5i(M, CdeR(M)@> = dim(Hi(M, CdeR(-/\/l)@))-

Tendo en conta esta notacién entnciase e prébase o seguinte lema que nos da moita infor-
macion sobre como se comportan os niimeros de Betti torcidos.

Lema 2.13. Sexa M = (M, g) unha variedade de Riemann compacta e conexa. Entdn:

(1) Invarianza en cohomoloxia: Se [©1] = [O,] definen a mesma clase en H'(M;R),
enton

Bi(M,Caer(M)e,) = Bi(M,Cacr(M)e,), Vi.
(2) Se [©] #0 en H'(M;R), entén
Bo(M,Cyer(M)e) = 0.
(3) Dualidade de Poincaré: Se M é orientable, enton

Bi(M,Caer (M)e) = PBrm—i(M,Caer(M)_0).

(4) A férmula de Kiinneth: Sexzan ©; 1-formas pechadas nas variedades de Riemann
compactas M; = (M;, g;) onde i = 1,2. Considérase a variedade de Riemann com-
pacta M = My X My = (M; x My, g1 + g2) e sexa O(zt, 2%) := O1(2') + Oy(2?) en
M. Asi

Bp(Ml X My, Caer(M)e) = Z 51‘(M1aCdeR(M)(%)ﬁj(M%CdeR(M)GQ)

i+j=p

(5) Sexa M, o g-toro (suma coneza de g toros). Se [©] #0 en H'(M;R), entdn

BO(Mg) = 17 BO(MgacdeR(M)G) = 07
Bl(Mg) = 297 51(MgacdeR(M)9) = 29 - 27
B2(Mg) = 17 ﬁQ(MgaCdeR(M)9> = 07

sendo B;(M,) os niumeros de Betti de M,.
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Proba. Faremos a proba dos 5 apartados por separado:

» Proba de (|1)):
Tense por hipdtese que [©1] = [O©y] en H'(M;R), en consecuencia Oy — O = dh para certo
h € C°°(M), ou, equivalentemente , ©; = O, — dh. Definese agora ¥ (w) := ew, e asi

deo,(Uy(w)) =d(ehw) + 01 Aew = e"(dh Aw + dw + O A w)
= €h<dh N w —+ dw + (@2 - dh) A w) = eh(dw + @2 N W) = \I/h(dez(w)).

Esto mostra que W¥; é un isomorfismo de cadeas que entrelaza os complexos Cyer (M)e, €
Caer(M)e, € en consecuencia os seus grupos de cohomoloxia asociados. Logo, necesaria-
mente ;(M,Caer(M)e,) = Bi(M, Caer(M)e,) para todo i.
» Proba de (2)):

Supéiiase por reduciéon ao absurdo que existe 0 # f € HO(M,Cqer(M)e) sendo [O] # 0 en
HY(M,R), e cheguemos a unha contradicién. Pédese supor que f é positivo nalgiin aberto
pois, de non ser asi, tomase — f. Considérase agora un recubrimento por bolas xeodésicas de
M: {0, }. Tales bolas son contractiles. Como dO© = 0 (xa que © era unha forma pechada),
podese expresar © = dh,, en cada O,,. Notese agora que en O,, tense

d(e" f) = e fdh, + e df =" (fO +df) =0,

e en consecuencia tense que e f = ¢/, onde ¢, é unha constante, ou, o que é o mesmo,

f = cpe . Como M é conexa por hipétese, pola forma de f sabemos que non cambia de
signo (ten o signo que tena a constante ¢,). Suptixose que f era positiva nalgin aberto,
logo f serd positiva globalmente e, en consecuencia, pddese escribir f = e, onde h = In(f).
Asi 0 = df + fO = e'(dh + ©), e entén © = —dh = d(—h). Logo [©] = 0 en H*(M,R), o
que supo6n unha contradicion.
» Proba de (3)):
Sexa Clif(M) a alxebra de Clifford de M (pédense ver mais detalles en [§]). Existe unha
representacion natural de Clif (M) en End(A(M)) dada pola multiplicacién de Clifford
c(v) = ext(v) — int(v): M — End(A(M)),

de forma que verifica c(v)? = —|v|? Id e pédese estender para dar un morfismo de &lxebras
c: Clif(M) — End(A(M)). Asi, sexa orn a forma de volume definida pola métrica e a

orientacién. O homomorfismo c(orn) define unha isometria dende A*(M) a A™~*(M), onde
c(orn)? = (—1)™m+1/21d. Tense que

c(orn) od = (—1)™"*§ o c(orn), (2.11)

c(orn) o6 = (—1)""'d o c(orn). (2.12)

Polo que c(orn) induce un isomorfismo entre ker(A%,) e ker(AY;") que se cofiece como
dualidade de Poincaré. Lémbrese que, dado un covector &, o produto de Clifford definiase
como ¢(&) = ext(§) — int(&). Pois ben, empregando ademais a dualidade de Poincaré tense

c(orn) e(¢) = (=1)™"e(orn) c(£).
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Deste xeito,
ext(€)c(orn) — int(&)c(orn) = (—1)™ *e(orn) ext(€) — (—1)™c(orn) int(£),
conseguindo finalmente as seguintes duias igualdades:

ext(§)c(orn) = (—1)"c(orn) int (), (2.13)

int(§)c(orn) = (—1)"c(orn) ext(§). (2.14)

En consecuencia, considerando agora o operador de De Rham deformado,

c(orn) dg c(orn) (d + ext(©)) = c(orn) d + c(orn) ext(O)

°
@ I

13 (=1)m 1 c(orn) 4 (—1)™ ext(©)c(orn)

B

(—1)™1(6 — ext(©)) c(orn)

(—1)" 1 (6 + ext(—0)) c¢(orn) = (—1)""1§_g c(orn).

De forma completamente analoga considerando agora o operador adxunto de dg, dg, €

empregando as ecuacions (2.11)) e (2.14)), obtense que
c(orn) o §g = (—1)""'d_g o c(orn).

En consecuencia, ¢(orn) induce tamén un isomorfismo entre ker(Af ) e ker(A”g%,), e
asi,
Bi(M,Caer(M)e) = Bm—i(M, Cacr (M) -0).
» Proba de (4):
Este apartado é consecuencia inmediata do apartado (3) do Lema[2.5]e mais de ter en conta
a definicién dos nimeros de Betti torcidos posto que o complexo de De Rham deformado
Caer (M), onde © = O + B4, pode ser descomposto como

Caer(M)e = Caer (M)o,+0, = Caer(M)e, @ Cier(M)eo,.

» Proba de (5):
A caracteristica de Euler-Poincaré de M, é x(M,) = 2 — 2¢g, que pode definirse como a
suma alternada dos seus ntimeros de Betti:

X(Mg) = BO(MQ) — Bi(M,) + BZ(M!/) =2-12g.

Logo, por ser M, conexa,pechada e orientada, necesariamente [y(M,) = [2(My) = 1 e

50<Mg) = 2g
Agora considérese por hipétese unha 1-forma pechada non nula en H'(M;R). Logo,
pola afirmacion do lema, temos que [y(M,Cqer(M)e) = 0. Agora ben, —O define
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tamén unha clase non nula en H'(M;R). En consecuencia, empregando de novo , vese
que So(M,Caer (M) _g) = 0. Empregando o apartado do mesmo lema, obtense que

0= Bo(M, CdeR(M)—G) = 52<M7 CdeR(M)@)'

Tan s6 falta calcular 81 (M, Cqer(M)e). Para iso temos en conta que o indice dun complexo
eliptico (que neste caso coincide con x(My, Caer(M)e)) é invariante baixo perturbaciéns
de orde inferior ao seu orde. Asi

2 — 29 = X(Mg) = X(MgacdeR(M)@))
= Bo(M, Cacr(M)o) — 51(M, Cacr(M)e) + F2(M, Cacr (M)o)
= —B1(M, CdeR<M>@)7

obtendo o resultado requirido. |

2.7.2. A aplicacién restriciéon

Fixase m e a maiores un punto xy € M. Témase un sistema de coordenadas locais

centrado en xg, @ := (2!, ..., 2™). Denotarase g;;/x := 0, (gij). Este proceso cofiécese como
tomar wvariables formais. Normalizanse as coordenadas de forma que g;;(Z, g)(zo) = 0;;
e gij/k(Z,9)(z0) = 0. Considérese un multi-indice formado por enteiros non negativos,

o 9% Deste modo,
denotarase tamén g;; /o := 05 gij, sendo gij/a = gji/a- Agora faise o mesmo con © = >, O,dx’
e dendtase ©;/, 1= 050;.

a = (a(l),...,a(m)) . Definese || = a(1)+- -+ a(m) e 8> = 9.

Con esta notacién, P, é a alxebra de polinomios con variables {g;;/a, ©:/3}, sendo « e
A multi-indices. Un polinomio P € P,, pédese avaliar obtendo P(Z,9,0)(xo), onde ¥ é un
sistema de coordenadas locais centrado en xy nas condiciéns descritas con anterioridade.
Dirase que P ¢é invariante se esta avaliaciéon non depende do sistema local de coordenadas
centradas en xq:

P(f7976)<x0) = P(g’ ®)<x0)

De forma similar, P,, é o espazo vectorial de dimensién finita de todos os polinomios
nas compoiientes da derivada covariante do tensor de curvatura da conexion de Levi-Civita
e das componentes das derivadas covariantes de orde arbitrario da 1-forma pechada ©. Ao
igual que antes, un polinomio P € P,, dirase invariante se a stua avaliacién non depende
do sistema local de coordenadas escollido. Definese o peso como o nimero de derivadas
que aparecen en P € P,,, aumentando por 1 no caso das componentes de ©. Por exemplo,
as compofientes (R;jr) do tensor de curvatura da conexién de Levi-Civita tefien peso 2, a
1-forma pechada, ten peso 1 e cada derivada covariante incrementa o peso nunha unidade.
Agora, Py, ¢ 0 espazo vectorial de dimensién finita de polinomios invariantes de P, de
peso n. Estes espazos son triviais no caso de ser n impar. Analogamente, definese 75mn
como o espazo vectorial de dimension finita de polinomios de P que son invariantes de
orde n (ord(P) = n) onde se considerard, co fin de ser coherente coa definicién de peso,

ord(0;/5) == B8] +1 e ord(gia) := |a|.
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Para contar o nimero de veces que aparece un indice nunha variable definese o grao como

degu(@i/ﬁ) =0, + Blu) e deg,u(gij/a) 1= Ojp + 0ju + a(p).

A aplicacion restricion r é a contraccion de indices para pasar de P, ,, a Py, -1, onde
o que se fai e substituir o rango de suma de 1 a m polo rango de suma de 1 a m — 1.

Non existe unha base natural de P,, ,, e a priori non ¢ evidente que esta aplicacion estea
ben definida, mais ¢ asi polo feito de que se pode identificar P, con 75mn

Lema 2.14. A aplicacion v: P, — Pm—1, estd ben definida.

Proba. A aplicacién restricion 7: P, ,, — 75m_1’n definese dando a imaxe das variables
@i/ﬁ € Gij/a

F(O15) = Oi/p se deg,,(0;/5) =0 C Fgge) = Yijja  se deg,(gijja) =0 (2.15)
0 se deg,(©;5) #0 0 se deg, (gij/a) # 0.

e resulta estar ben definida. Pois ben, P,, ,, pode ser identificado con P,, ,, e en consecuencia
7t Pmn — Pm_1,, tamén estard ben definida. ]

Unha vez se ten garantido que a aplicacién restricion estd ben definida, procédese
a estudar o seu nicleo. En primeiro lugar, identificarase » = 7 e mais 75m7n = Ppn e
definese Q,,,, como o subespazo linear de P,,, xerado unicamente polas variables g;;/q,
(considerando © = 0). O seguinte resultado caracteriza a forma de Euler anteriormente
definida.

Lema 2.15 (Gilkey [7]). Sexza n par:
» Sen <m, enton ker(r: Q. — Qum_1,) = {0} (€ dicir, r é inzectiva).

» Sen=m, enton ker(r: Qum — Qm_1,m) = Span(&y,).
Pois ben, este resultado pédese xeneralizar e estender a P,, ,, obtendo a mesma expresion
para os nucleos.

Lema 2.16. Sexa n par:
» Sen <m, enton ker(r: P, — Pmo1n) = {0} (€ dicir, r € inzectiva).
» Sen=m, enton ker(r: Ppm — Pm-1.m) = Span(&y,).

Demostracion. Sexa 0 # P € Py, ,,. Asumirase que P € ker(r: Py, — Pr_1,); € dicir,
que 7(P) = 0. Sexa
A= Girjrfox """ giljl/az@kl/ﬁl T @k‘p/ﬁp'

De non ter variables g;;/o ou ©y/3, considérase | = 0 ou p = 0, respectivamente. Como

r(A) = 0 por ser r(P) = 0, deg,,,(A) # 0 (ver ecuacion ([2.15))). Como isto é certo para todo
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monomio de P, pédense permutar os indices das coordenadas para concluir que deg“(A) #*
0 para 1 < p < m. Substituindo as coordenadas z* por —z*, pddese afirmar que cada
indice p aparece un nimero par de veces, e como ademais temos que degH(A) # 0 obtense
degu(A) > 2 para 1 < u < m. Normalizanse as coordenadas centradas no punto zy de
forma que g;;(xo) = ;5 € gij/x(w0) = 0. Entén, estase a dicir que |a;| > 2 para todo i. E,
en consecuencia

l
> Jou] > 21 (2.16)

Ademais, empregando a definicién de orde sendo A un monomio de P € P,, ,, obtense que

l P
n=ord(A) =>|a;| + > (18] + 1). (2.17)
i=1 j=1
Tendo presente que 2 < deg,,(A) para 1 < < m,

2m < Y2+ i) + 5 (14 By) = 204 Ty laa] + S5 (1 + 5;)

(12.16

(2.18)
) @17
< 2300 e 25 (14 By) S 250 |eul + 255, (14 B;) = 2

Asi, se se sup6n que n < m chégase a unha contradicién pois acabase de ver que m < n.
Como consecuencia P seria nulo, quedando probada a primeira parte do lema.
No caso de que m = n, todas as desigualdades de (2.18)) pasan a ser igualdades, e asi

p p
2> (14 5;)=>_1+8;),
7j=1 7j=1

o cal s6 se pode dar no caso de que p = 0. Isto quere dicir que P € Q,,.», logo o Lema
2.15| pode ser empregado concluindo a proba do resultado. |

2.7.3. Calculo de adeR

Na seccion anterior definiuse a aplicacién restricion. Agora ben, esta tamén pode ser
descrita de forma xeométrica tal e como se describe a continuacién.

Sexa My = (M, g1,0;) unha variedade de Riemann de dimensiéon m — 1 equipada
dunha 1-forma pechada. Sexa My = (S!, dz?, 05 = 0) o circulo xunto coa métrica usual.
Considérase a variedade de Riemann produto

M= M1 X M2 = (Ml X Sl,g -+ dCL‘Q,@l).
Témese P € Py, 5, € asi
r(P)(Mi)(z1) = P(My x Ma)(z1, 22),

para calquera x5 € S'. Considéranse neste contexto os invariantes adeR(/\/l)(atl, xg). Como
M, é plano, tense que os seus indices se anulan en S!. Tendo en conta a propiedade (6)
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do Lema [2.5| tense que adeR(:zrl, x9) = 0. Esto significa que todo adeR € Py verifica que

deR
r(am N = 0 A51 de ser n < m, empregando a primeira parte do Lema m, tense que
a9 = 0. Para ver a expresion de al®, temos en conta que

deR € ker(r: Prm — Pm—1,m) = Span(&y,).

En consecuencia, ¢ independente de ©. Asi, tomando © = 0 e empregando o Teorema
tense que
G (M) (21, 72) = Qi (Caer (M) () = E(, 9).

m,m

En definitiva, acdbase de probar o seguinte teorema.

Teorema 2.17. Adoptando a notacion introducida con anterioridade,

a

Ao () — {5m($,g) sen=m

et 0 sen < m,

logo af,f};‘n ¢ independente de ©.

No caso de ser n > m, comézase a ter dependencia de © tal e como mostra o seguinte
lema.

Lema 2.18 (Secci6n 3.3 de [3]). Se n € par e n > m, entdn ajey

dencia non trivial de ©.

mostra unha depen-

2.8. Indices locais de densidade do complexo de Dol-
beault deformado

Esta seccion empregarase para ver cal ¢ a expresion de aDOl (). Para iso, enunciaranse

e probaranse os resultados principais de [1].
Sexan Ky = (Mi, g1, J1, E1, hi, ©1) e Ko = (Ma, g2, J2, E2, ho, ©3). Definese

M := M, x My, g:=nig1+7592, E:=mjF Q7iE,,
h:=7mig ® 15g2, © =701+ 750y, J:=mniJy®nsls.

Finalmente considérase K = (M, g, J, E, h,0). Tense que Cpo(K) = Cpel(K1) @ Cpai(Ks).
Asi, pola parte (6) do Lema [2.5] tense que

U (Cpol(K)) (1, 22) = D~ amy 5(Coot (K1) (1) Gy 1 (Cot (KC2) ) (02). (2.19)

Jjt+k=n

Esta férmula, coniecida como férmula produto, seré de gran utilidade ao longo desta seccion.
Sexa 7 = (21,...,2"), con 2% = 2% + /—1y%, un sistema de coordenadas locais holo-
morfas en M. Sexa

0 1 0 0 0 1
ERaE (ax—ﬁay) ¢ gz = (axa”_ )
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Exténdese g a unha forma bilinear simétrica no fibrado tanxente complexo. Asi, a condicion
de que g é J-invariante significa que

9 0N (9 9N definese asi 0 2o 2 9
INoza 028 ) ~ I\ oz 028 ) — 7 9ap = 9\ g0 528

define unha forma hermitiana positiva. Introdiicense variables formais ao igual que se fixo
na seccion anterior,

] N
Joobo/on-osbrBi "= Goan T pray gzer T eI \ 9ae0 9280 )

No caso de ser j = 0, non se teran derivadas holomorfas e o mesmo ocorre se k = 0 pero
para as derivadas antiholomorfas das componentes de g. A forma de Kéahler, Q(X,Y) =
g(X,JY), pode ser expresada como

1 m m o B
Q: 27\/_—1 Z Z gOCOBOdZ OAdZBO.

ap=1 Bp=1

De agora en diante imponse que K = (M, g, J) sexa unha variedade Kéhler, é dicir, que
d2 = 0. Esta tltima condicién é equivalente as simetrias

YaoBo/ar = YarBojaor  YaoBo/Br = Yaopi/Bo-

Sexa agora
9(ao-cziBo-Bi) *= JaoBo/ar ;B By (2.20)
Pois ben, se 01 e 05 son permutacions de j + 1 e k + 1 indices respectivamente,
g(aomaj;ﬁonﬂk) - g(%l(o)~~~%1(j);Bag(o)nBag(k))' (2'21)

De forma similar, introdtcense variables formais para as componentes da métrica her-
mitiana en E. Sendo h,; := h(s,, s,), dendtase

=h

pg/cr...o5B1... B

(2.22)

h(pti;oc1...aj;51m5k)
De novo, se o3 e 04 son permutacions de j e k elementos respectivamente, tense que

(2.23)

h(pé;al---aj;51---5k) - h(pé;aa3<1>---%3(3');554(1)---304(1@))'
Faise 0 mesmo coa forma ©. Como 00 = 0, O,,/a, = Oa,/a,- Témanse variables formais

) = @060/041---063'61---51@7

/=) o
ag...a5;01... Bk
( 0 1Bk (2.24)

@]

(Oq...aj;Bo...Bk) = @B()/Oél---ajgl---gk '
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Se 05, 0g son permutacions de j + 1 e k indices, respectivamente, e, de igual modo, o7 e oy
son permutacions de j e k + 1 indices, entén

©

|
@

(ao---Oéj;BL--Bk-) (%5(0)---%5@) ;506@) -~~506(k>) ’

(2.25)

[©]
[©]

(Oélu-Oéj;Bo---Bk) (0407(1)-~-Ofa7(j) ?Bag(o) -~-508(k)) ’

Tendo en conta a notacién que acaba de ser introducida, o seguinte lema permite dar un

sistema de coordenadas normalizado.

Lema 2.19 (Gilkey [7]). Seza M = (M,g,J,E, h,©) e fizase en M un punto z.
Ademais, N € un enteiro positivo. Existe un sistema de coordenadas holomorfas z =
(z1,...,2™) centradas en zy de forma que

» 9.3 (20) = dap € hpg (20) = 0pq-

» Y(ag-a5:8) (0) = (0. 5,) (0) = 0 € hgpgan.ay) (20) = hp, g5,y (20) = 0 para
1<jk<N.

Con todo anterior, definese a alxebra de polinomios I, nas variables de ecuacions
(2.20), (2.22) e (2.24)) e con relaciéns impostas polas igualdades (2.20)), (2.22)), (2.25)) e as
do Lema 2.1%

ao...aj, ;5_0~~-Bk1)’ h(pq_;mman;élnﬁ_kz)’ @(Oéo~~~aj3;51m5k3) ’ @(a1~~-a]~4;5—0~~5k4) ’

An :=C 9(

onde j. > 1, k1 > 1, 49> 1,k >1,53>0,k3>0e j;, >0.Se P € 2, é un polinomio
cun monomio A, denotaremos por ¢(A, P) o coeficiente de A. Asi,

P => ¢(A, P)A.

Dirase que A é un monomio de P no caso de que c¢(A, P) sexa non nulo.
Agora definese o peso ao igual que no anterior capitulo como a forma de contar o
numero de derivadas. Asi,
Weight(g(ao---aj;go---,ék)) = Weight<h(pl§;a1---aj;Bl...Bk)) = j + ]i],
Weight(w(ao...aj;él...Bk)) = Weight(@(al...aj;ﬁo...ék)) =14+j+k.

Distinguiranse as variables de peso 1 que se denotaran por
E(al...ac;51...5f) = @oq N 9%951 P @Bf’

onde, se non hai derivadas holomorfas e antiholomorfas (e = f = 0), escribirase = = 1.
Asignamoslle peso

Weight(E(al...ae;ﬁl...,@f)) =e+ f
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Tendo en conta o peso das variables formais podese definir o peso dun monomio. Sexa U,
e V, coleccions de indices holomorfos e antiholomorfos, respectivamente, e posiblemente
baleiros. Se A é un monomio, entén podese expresar da seguinte forma

A= g(Ul;Vl) t 'g(Ua;Va)h(qul;UaJrl;Vaﬂ) : '_' h(Pb§b§Ua+b;Va+b) _

Ua+b+1;‘7a+b+1) T 6<Ua+b+c;‘7a+b+c)@(Ua+b+c+1;‘7a+b+c+1 Ua+b+c+d;‘_/a+b+c+d)

[1]

(Ua+b+c+d+l ;Va+b+c+d+1) :

(2.26)
Notese que ao imponer as ecuaciéons do Lema [2.19, entén todas as variables de 2, tenen
peso positivo. Esténdese entéon a definicién de peso a monomios do seguinte xeito:

a a+b
weight (A) = ; weight (g(UV)> + ';1 weight <h<pi(ji§Ua+b§Va+b))
a+btc a+btctd _
+ Z weight (6<UZM>> + Z weight <@(Ui§vi)> +e+ f.

i=a+b+1 i=a+b+c+1

A vantaxe de dar asi a definicién de peso dun monomio é que permite obter de maneira
sinxela o concepto de lonxitude ¢(A) dun monomio A. Consistird no nimero de variables
do monomio, entendendo que = representa s unha variable. Asi,

(11

a+b+c+d+1 se
a+b+c+d se

21

((A) = i

[1]

Como é de esperar, dirase que un polinomio P é homoxéneo de peso n no caso de que todos
0s seus monomios sexan de peso n.

2.8.1. A aplicacién restricion

A idea ben a ser a mesma que no caso do complexo de De Rham. Definirase de novo a
aplicacion restricién cos cambios oportunos. Esta permitird calcular a,,’),.

Sexa Z un sistema de coordenadas centrado en zy de M, normalizado nas condiciéns do
Lema |2.19 e § unha referencia local holomorfa de E. Deste xeito, P € 2, pode ser avaliado
P(K)(20)(%,8). Ao igual que no caso real, dirase que P é invariante no caso de que esta
avaliacion non dependa nin de § nin de 2. Un exemplo de invariante ¢ ay, ,(Cpoi(K)).

O subespazo de 2, formado por todos os polinomios invariantes homoxéneos de peso n
denotaranse como na seccién anterior por Py . No caso de ser n impar, estes subespazos
volven a ser triviais polo feito de que non existen invariantes de peso impar. Polo comentado
antes, tense que @y, ,(Cpoi(K)) € Pun.

Vélvese a considerar o grao como ferramenta para contar o niimero de veces que aparece
un indice (xa sexa holomorfo ou antiholomorfo) nas variables de 2. Definese deg,,, sendo
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andlogo o caso onde o indice ¢ antiholomorfo, degg. Témase,

N o
deg, g(%---%;ﬁo--ﬂk)> = 2= %aa,; deg, h<pq;a1...aj;m..ﬂk)> = 2v=1%aay;
N\ O N\
dego‘ @(aou-f"j%ﬁlnﬂk)) - ZV:O 50‘0“” dega ®(a1...aj;ﬁo..,6k)) - Zy:l 504041/’
dega E(al...ae;ﬁl...ﬁ_f)> = Zlelzl 5&0(,/.

Esténdese agora o concepto a monomios de 2. De novo faise tan s6 para indices holomor-
fos, sendo andlogo para indices antiholomorfos:

a CL+b
dega(A) = i; dega (g(Ui;\_/i)> + 2 dega <h(piqz';Ua+b;‘7a+b)>

i1=a+1
LY <@ >+ R (@ )
¢ iV €8a -V
i=atb+1 Ba \ P (vi7:) i=a-tbtct1 & CaY)

+deg, <E(U

a+b+c+d+1§va+b+c+d+1)

Darase agora unha definicion xeométrica da aplicacién restricion. Con este fin, considérese
o toro plano 2-dimensional, T?, con FE trivial e © = 0. Suponse que A ten dimensién
complexa m — 1, témase X = N x T2 Se P é un polinomio invariante de dimensién
complexa m, entén a inclusién natural de AV en K induce unha formula local invariante
r(P) en dimensién complexa m — 1 de forma que

r(P)(N)(z1) = P(N x T)(z1, 22).
Queda entén definida a aplicacion restricion
7: Pun — Puein ou 7 Ppypy — Pr_ap.
Pola stia definicién, ao igual que xa se razoou con anterioridade no caso real, tense que

r(P) = 0 precisamente de deg,(A) # 0 para todo monomio A de P. Se P ¢ invariante, os
indices poden ser permutados. En consecuencia, tense o seguinte lema de forma inmediata

Lema 2.20. Se P € Py, enton

r(P) =0 <« deg,(A) #0, para todo monomio A de P, 1 <y <m.

m,n
O seguinte lema dinos que un indice aparecera as mesmas veces como indice holomorfo
que como indice antiholomorfo.

Agora, como corolario inmediato da ecuacion ([2.19), tense que r(ap°,) = 0.

Lema 2.21. Sexa A un monomio de 0 # P € Py,. Enton, deg,(A) = deg;(A) para
calquera pu.
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Proba. Tense que P € Py, logo P é invariante. En consecuencia, poden permutarse os
indices. Pode enton suporse que p = 1. Considérase un cambio de coordenadas co fin de
definir un sistema de coordenadas ¥ tal que

0 em9% se v =1 0 e’ﬁ(’% se =1
oy~ s> sea>1 "~ gys % se > 1.

Para calcular PY, o que se fai formalmente é substituir 1 por 1 - V=10 o 1 por 1 - V=16,
O resto de indices quedan sen cambios. Asi,

AY — (eﬁé)degl(f‘)(e—ﬁe)degi(A)A — oV 1(deg1(A)—degi(A))0 4

En consecuencia, como P é invariante,

S (A, P)A=P =pv =Y eV Temi()-des ()04 p)A.
A A

Logo, necesariamente, deg;(A) — degi(A) = 0 < deg,(A) = degi(A4) se c(A,P) #0. N

Definicién 2.22. Se B é un monomio, denotarase por B(B) o conxunto de todos os
monomios A de forma que intercambiando unicamente un indice, 1 — 2 ou 2 — 1 en A,
se obtén B. Alternativamente, pode definirse como o conxunto daqueles monomios A que
se conseguen ao cambiar unicamente un indice 2 — 1 ou 1 — 2 en B. Usanse os indices 1
e 2 co fin de ser ilustrativos mais, poderian ser empregados calquera par deles.

Tendo agora en conta a definicién anterior xunto co lema, tense o seguinte resultado
cuxa proba é bastante intuitiva. Esta pode ser vista en [1].

Lema 2.23. Sexa 0 # P € Py, Se B € un monomio calquera, enton ou ben ningin
monomio de B(B) é monomio de P ou ben polo menos dous monomios de B(B) son
monomios de P.

Asi, o lema anterior permitiranos afirmar que se existe un monomio de B(B) que é
monomio de P, entén existird polo menos outro monomio de B(B) en P distinto. Este
argumento sera empregado con regularidade de aqui en diante, como por exemplo na proba
do seguinte lema.

Lema 2.24. Sexa 0 # P € ker(r) N Puan, onde 2n < m. Ezxiste un monomio A de P que
¢ da forma dada na ecuacion onde U, = (pv...pn), para p < n. Mdis ainda, tense
que ((A) > m e no caso de darse a igualdade, ningin dos U, € baleiro.

Proba. Farase a proba en tres pasos:

» Paso 1:
Centramonos nas colecciéns de indices (Uy; ‘_/u>7 suprimindo na notacién todos os g, h, ©,
O e Z. Asi, escollese un monomio A = (Uy; Vi) A, de forma que deg,(U;) é méaximo. No
caso de ter que U; = (1...1), este paso remataria e seguiriase co paso 2. De non ser asi,

terfase que Uy = (1...1la...) onde a # 1. Permutando indices de ser preciso, podese supor
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que o = 2. Sexa B = (1...11...;V})Ay € B(A) entén, tamén se ten que A € B(B).
Empregando o Lema [2.23] existird outro monomio de P, A; # A, en B(B). A; non se pode
obter cambiando un indice de B en U; pois, de ser asi, necesariamente, teriase que A = A;.
Asi, Ay = (1...11...;V]), logo deg;(A;) = 1 + deg,(A), é dicir, ten un 1 mais que A no
primeiro dos multi-indices, en contradiciéon coa maximalidade suposta para o conxunto Uyj.
En definitiva, acabase de ver que U; = (1...1).Pasase ent6n ao paso 2.
» Paso 2:

Témese A = (1...1;V1)(Uy; Vo) Ag de forma que deg,(Us;) é méaximo. De ser Uy = (2...2)
pasarfase ao paso 3. De non ser asi, Uy = (2...2«...). Agora considérase

B=(1...1;1)(2...22...; V) Ag.

Neste caso, na definicién [2.22] os indices que se cambiaran serdn (2, «) en lugar de (1,2).
Asi, B € B(A) e en consecuencia A € B(B). Empregando de novo o Lema existirad
A; # A monomio de P en B(B). Nbtese que cambiar @ — 2 non afecta a U; e co mesmo
argumento empregado no paso 1, chégase a que A; = (1...1;17)(2...22...;V))A,, en
contradicién coa maximalidade de U,. En consecuencia, pddese escoller

A=TUp=(2...2)1...1;TD)(2...2V3) A,

» Paso 3:
Continuando deste modo, pédese chegar ata = m ou ata yu = {(A). Como deg, (A) # 0
e, como por hipdtese se ten que P € ker(r), obtense que r(P) = 0. Empregando o Lema
, tense que deg, (A) # 0 para todo monomio A de P con 1 < p < m, entén tense
que m < /(A). No caso de darse a igualdade, necesariamente, todos os indices tenien que
aparecer polo feito de terse que deg,(A) # 0 para 1 < p < m e, asi, ningtin dos U, seria
baleiro. |

Considérase agora a seguinte subalxebra de 2l que consiste en considerar tan sé as
variables de peso dous,

B = C g(a[)Oﬂ?BOBl)’ h(P@al;Bl)’ @(040§51)’ ®<061;50) )
Esta alxebra xogara un papel fundamental & hora de ver a forma que tenen os invariantes
Dol
Uy

Lema 2.25. Sexa n < m.
* Sen <m, ker(r) N Pn, = {0}.

o+ Sen =m, ker(r) N Pom C B @ B @aléﬁl%m-
a1,B1
Proba. Sexa 0 # P € Py, Nker(r) onde n < m. Como r(P) = 0 (pois P € ker(r)),
empregando o Lema [2.20, tense que deg,(A) # 0 para todo monomio A de P e para

1 <y < m. Agora analizanse as variables de peso 1: = ==, 4.:5,..3))-
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» Caso 1:

Empregando a notacién da ecuacion ([2.26)), tense que deg,(A) = 0, para « > a+b+c+d.
Como se ten deg, (A) # 0, obtense que a + b+ ¢+ d > m. Asi,

m > n = weight(A) > 2a +2b+ 2c+ 2d + f > 2a + 2b+ 2¢ + 2d > 2m = m.

Agora, no caso de ter que n < m, coa anterior desigualdade, chégase a unha contradicién.
En consecuencia, P = 0. De ser n = m, a cadea de desigualdades pasaria a ser todo
igualdades. Asi, f =0 e P so6 teria variables de peso 2.

» Caso 2:
Razoando de xeito totalmente analogo, chégase a que se n < m, entén P = 0. No caso de
ser n = m obteriase que e = 0 e ademais P so teria variables de peso 2.

» Caso 3:
Tense que a + b+ ¢+ d+ 1 > m, pois, en canso contrario, teriase que deg, (A) =0 o cal é
falso. Asi,

m >n=weight(A) >2a+2b+2c+2d+e+ f
>2a+4+2b+2c+2d+2=2(a+b+c+d+1)>2m=m.

Como consecuencia, obtense que todas as desigualdades pasan a ser igualdades. En parti-
cular, tense que m = n e que f = e = 1. O resto de variables que forman A tenen peso
2.

En definitiva, no caso de ser n < m, tense que necesariamente P = 0.

Para o caso n = m fanse as seguintes observacions. Calquera variable (:)(.;.) de peso 2 ten
indices holomorfos. De non ser asi, o Lema [2.24] mostra que existird un monomio en P de
forma que deg,(A) = 0, para certos indices holomorfos a. Esto sup6én unha contradicién
co feito de que deg,(A) # 0, para 1 < p < m e para todo monomio A de P, por ser
r(P) = 0 (Lema . O mesmo argumento vale para ver que calquera variable ©.,.y de
peso 2 ten indices antiholomorfos (o Lema tamén é certo para indices antiholomorfos).
En definitiva, acabase de ver que todas as variables que forman A estan en B,. Queda
enton probada a segunda parte. |

O seguinte lema permite expresar en funcién da segunda clase de Todd e da parte
imaxinaria da forma © considerada na deformaciéon do complexo, o indice local de densidade
para m =n = 2.

Lema 2.26. Se M = (M, g) € unha superficie de Riemann, entdén

™

D3 (M) = <T0d2(/\/l) + Cl(h“@))) .

Proba. A proba deste lema pddese atopar na seccion 7 de [1]. |

Antes de enunciar e probar o seguinte lema, dase a seguinte definicién.
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Definicién 2.27. Dirase que un indice antiholomorfo, 3, toca un indice antiholomorfo, 7,
en A, 8€ (a3 forma parte do monomio A. Como ¢é de esperar, dirase que S técase a si
mesmo no caso de que 7 = 3.

Dirase que un indice holomorfo, a, toca un indice antiholomorfo, 3, en A, no caso de
que ©(,.5), é(a;B) ou ben Z,. 5 formen parte de A.

Lema 2.28. Seza 0 # P € ker(r) N Pum. Existe un monomio en P que é da seguinte
forma
A= g<11;5152) o g(aa;@klﬁm)h(pa+1§at1;a+1;m> T h(Pb@b;a+l7_§a+b)

o I

'@(a+b+1;a+b+1) e @(a+b+c;a+b+c)@(a+b+c+1;a+b+c+1) "D atbtetrdiatbrotd) =

onde Z=1 ou ben Z = Emam) € fu < a para 1 < p < 2a.

Proba. Aplicando o Lema [2.24] e a segunda parte do Lema [2.25] obtense que

A “I(11:8:5) - 'g(aa§52a7152a)h(pa+1(7a+1;a+1§ga+l) e h(pbtib;aer;Baer) (2.27)
: @( @( s s .

a+b+1§5a+b+1) T a+b+C§Ba+b+c)@(a+b+c+1;6a+b+c+1) T @(a+b+c+d;5a+b+c+d)‘_"

onde ==1ouben = =273 ).
Agora emprégase o Lema e a ecuacién anterior, chegando a que

a < <= degg(A) =1 degs(A) = 1.

Supénase entén que a < (. Deste xeito, polo xa visto, tense que degg(A) = degz(A) = 1.
Sexa tamén v # (. Constriese un monomio B onde se substitie en A 3 por 7. Deste
xeito, degz(B) = 0. Como consecuencia, tense que A se obtén a partir de B despois de
intercambiar un tnico indice ¥ — 3, logo A € B(B). Aplicase agora o Lema m para
escoller un monomio de P, A; € B(B), de forma que A; # A. Agora, como se ten que
degz(B) = 0 e que degz(A;) > 0, séguese que A; se obtén partindo de B ao cambiar un
indice 4 por 3. De modo equivalente, A; conséguese de A intercambiando un indice 5 por
~. En particular, tense que dous indices antiholomorfos de grao 1 non se poden tocar, pois,
de ser asi, chegariase a que A = Ay, o cal é unha contradicion.

O mesmo que se viu antes para indices a < [ ocorre para indices 3, de forma que
degs(A) = 1. En efecto, escéllase un monomio A da forma dada na ecuacién e de
xeito que o nimero de indices antiholomorfos que se tocan a si mesmos é maximo. Supénase
agora que degz(A) = 1 e que f3 toca outro indice antiholomorfo 4 en A. Entén existe outro
monomio de P, A; # A,, que se obtén intercambiando os indices 3 e 4. Asi conseguirfase
que A; tena un indice tocandose a si mesmo a maiores que os que ten A. Esto non pode ser
posible pois suporia unha contradicién coa maximalidade no niimero de indices tocandose a

si mesmos suposta en A. En definitiva, {I_/l, cee 1_/(1} son unicamente indices antiholomorfos
de A de grao 2.
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m,n

Se A se constrie como se comentou, entén todo indice holomorfo de grao 1 toca un
indice antiholomorfo § de grao 1 en A. Agora, entre todos os monomios A construidos no
transcurso desta proba, escoOllese aquel A tal que o nimero de indices holomorfos a que
tocan o indice antiholomorfo a é maximal. Témase a + b < «. Se o indice holomorfo «
toca un indice antiholomorfo 8 de forma que o # 3, poderfanse intercambiar & e § para
construir un monomio A; de P onde se ten a maiores un indice holomorfo tocando un
indice antiholomorfo. Esto supon unha contradicion. Asi, A é da forma que di o lema. W

Este ultimo resultado permite analizar en detalle o nicleo da aplicacion restricion. Para
iso, primeiro considérase a componente k-ésima da clase de Chern, chy, e o anel graduado

T, = C[chy(TM, J, g), chy(E, h),dO,dO,0,0] = @51. (2.28)
Tense entén o seguinte lema cuxa proba pode ser consultada en [1].

Lema 2.29. Coa notacion introducida con anterioridade e suponendo que a variedade é
Kdhler,
o ker(r: Pmn — Pm-a2n) = {0} se n < m.

o ker(r: Pmm — Pm—om) = x%0.

2.8.2. Calculo de aP°

m,n
Sexa © unha forma de tipo (1,0) en M verificando 00 = 0. Sexa K := (M, g, J, E, h).
Considérese o complexo de Dolbeault deformado por ©. Denotarase

wim %:k!lﬂ(d(lm@)))k, (2.29)

onde Im(©) = @(@ — ©) ¢é a parte imaxinaria de ©. Considérase tamén
{TdAchAw}, = > Td(M,g,J); Ach(E, h); A wg.
i+j+k=m

Emprégase agora o Lema [2.25 Sexa K nas condiciéns descritas na ecuacién (2.19)). Ten-
do en conta que G, ,(Cpai(K)) = 0 para n < m, témase n = m na ecuacién anteriormente
citada, obtendo

Wn,m (Cpot () (@1, T2) = @iy iy (Cpol (K1) (1) @i s (Cpol (Ka) ) (22). (2.30)
A mesma formula pode ser probada por inducién para un produto numerable de variedades.
Sexa agora

Ni(0) = (N, I, gn, En, hy)

unha estrutura de dimensién complexa k equipada cunha (1, 0)-forma que é trivial, ©g = 0.
Sexa tamén

T? = (S' x St da?® + dy?, Jo, E = (S* x S') x C, hg = 0),
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0,0 LD D
ox ayeJQ'By ox*

Equipase agora o toro T? cunha (0, 1)-forma posiblemente non trivial que denotaremos por
©; de forma que 00; = 0; T?*(0;). Dendtase O := (Oy,...,0, 1) €

o toro coa métrica plana e a estrutura complexa usual Js:

K(k,0) := Nj, x T2(01) x -+ x T?(Op_yp).
Asi, pola ecuacion , tense que
am,m<CDol(K(k> é))) = a2k,2k(CDol(Nk))a2,2(CDol(T2(@1)) e 'a2,2<CDol(T2(@m7k>)~

Agora, tendo en conta que a2k (Cpol(Nk)) = *{Td(N, gn, Jn, ) Ach(En, hy)}or (Teorema
2.11)), que ag2(Cpai(T?*(0;)) = *(Toddz(’]TZ(@i)) + M) para 1 < i < m —k (Lema

™

2.20)) e a definicién de w na ecuacién (2.29)), chégase finalmente a que

{amm — {Td A ch Aw}, }(K (K, ©)) = 0,

quedando probado o seguinte resultado.

Teorema 2.30. aP° = { H{TdAchAwhn  sen=m

mn 0 sen < m.



Capitulo 3

Invariantes derivados asintoticos da
traza da calor

Este capitulo céntrase na analise do traballo [2] de J. Alvarez e P. Gilkey. Comézase re-
cordando a notacion empregada para denotar o indice local de densidade dos complexos de
De Rham e Dolbeault deformados e posteriormente introducindo os invariantes derivados.

Os indices locais de densidade dos complexos de De Rham e Dolbeault deformados son,
respectivamente,

U (M)(2) 1= a0 (Cacr(M)o) (@) = D (—1) (A p0) (),

i 0,i
Uy () (2) 1= i (Cot(K)e) () = D (—1)"tmn (A& ) (7).
Para mais detalles pddese ver a seccion onde se trata a deformacion de Witten (seccién

2.0). Pésase agora a definir as invariantes asintéticas derivadas da traza da calor para o
complexo de De Rham e o de Dolbeault.

o (M)(@) = D 2 (=1)"D (A 1) (2),

p

o (K)(@) 1= 32 (= 1P @ Aglic) ().

p

a

O motivo de chamarlle derivados é o seguinte. Sexa

o (5)(2) 1= D (=1)"S" am (DG 1) (),

p

e (5)(2) 1= D (= 1)Ps” (A ) (2)-

p

Pois ben, tense de forma inmediata que

ade® = AIR (5)(2)]or, adeR = QAR (5)(2) oy,

b — 9B () @) mr. ol = 0,98 () ()], &1)

41
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Neste intre, imitarase o feito nas anteriores seccions co fin de calcular a expresion de
afrf’% e mais de agf’}l. Para iso recupérase a seguinte notacién que xa foi introducida con
anterioridade.

Témase un sistema de coordenadas locais centrado en zy, 7 := (x',... 2™). Sexa
a=(a(l),...,a(m)) un multi-indice formado por enteiros non negativos e definese tamén

la] = a(1) + -+ - + a(m). Descomponse a forma © = Y, ©;dz". Asi definese

a . a(l a(m .
o =02 o2 g = g(0h,,0,),
Yij/a = 03 9ij Oi/a = 050;.

Recérdese ademais que, con esta notacion, definiase o peso como unha forma de contar o
numero de derivadas. Asi,

weight(gi/0) = ||,  weight(0;/4) = |a] + 1.

Sexa S,,(R) o espazo vectorial de matrices m x m, reais e simétricas. Ademais, considérase
o subconxunto de matrices que definen un produto interior definido positivo, O,, C S, (R).
Definese

Ry = C(O0)[Gi3/0s O Oi /) jaf>0-

O peso induce unha graduacién natural en R, e asi, este pode ser descomposto como
R, = ONR,,n onde R, ,, son os polinomios de MR, que son homoxéneos de peso n. Se
n

P € %R,,, este pode ser avaliado nun sistema de coordenadas. Pois ben, ao igual que se fixo
anteriormente, dirase que P é invariante se esta avaliacion é independente do sistema de
coordenadas escollido. Ao anel dos invariantes de fR,, denotarémolo por J,,. Ao igual que
sucedia con R,,, Jn pode ser descomposto como J,,, = ?fm,n, onde Jpmn C Ry O espazo

de invariantes tendo p-formas como coeficientes, Jb , , definese de xeito analogo.

Esto mesmo pode ser considerado no caso complexo. A situacién é a seguinte. Sexa
(M, g,J) unha variedade hermitiana e asimese que J*g = ¢ en lugar de imponer que a
variedade sexa Kéhler. Sexa (E, h) un fibrado vectorial holomorfo sobre M de dimensién .
Fixase un punto zg en M e escollense coordenadas holomorfas, z:= {z!,..., 2™}, centradas
no punto zp e unha referencia local para E, § = (s1,...,s). Sexan agora {a;...q;} o
conxunto de indices holomorfos e {f;...05;} o conxunto de indices antiholomorfos. Ao
igual que antes denotarase

o ._1(0o _ /7.0 o ._1(9 /1.9
@'_2<810‘ 18y°‘)7 s '_Q(Bxa+ ]'Byo‘)’

o)
gaB =g (%7 %) ) hplj = h(simS‘I)'

Ademais, definirase tamén

i 77‘_8.“63_“@ g 0
gOlOBO/Oél-..OljBlu-Bk = azal 8zaj agﬁ1 a_ﬁkg 8zao ) 8230 )

z

0 o 0 0
hpc}/m---ajﬁl---Bk = 01 0,25 O35, O- h(spv 5(1)7

2Bk
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0 0 0 0

0 o= " 5, Qe
ag/ay...a;B1...B 82011 azaj @5/31 aZ*Bk ’

) 9 o 0 9 4

@Bo/a1~~~a151“'gk = (92111 azo‘j 8251 a’ﬁk G)BO.

4
Como ata agora, dise que non hai derivadas holomorfas no caso de que j = 0. Analoga-
mente, dise que non hai derivadas antiholomorfas no caso de que £ = 0. Lémbrese que se
definia o peso como unha ferramenta que permitia contar o nimero de derivadas. Asi,

weight(9a, 3 /ar.. .0y 5..5,) = Weight(hpga,  a,5,..5.) =7 + K,

weight (O, /0y 0y ) = VeI (OF /0, as5.5,) = J + K+ 1.

Sexa Sn(C) o espazo vectorial de matrices complexas m x m hermitianas. Sexa tamén
UnC Si(C) x Si(C) o espazo formado polas matrices g e h que definen un produto interior
definido positivo. Neste caso, o anel de polinomios considerado é

W, := C™ (Z/{m) [gQOBO/Oél---ajBL--Bk’ hpf?/Ou---G;‘BL--Bk’ @ao/oqu-aj,éy--ﬁk’ 650/01---04j51---5k7 @ao’ (?goé’)

onde se considerard que j + k& > 0. Coma no caso real, dirase que P € 27, é invariante no

caso de que avaliar P non dependa das coordenadas escollidas. Sexa K, o anel de invariantes

no contexto Kéhler. Ao igual que acontecia antes, &,, = ©K,,,, estd graduado onde &,
n

son os polinomios que son homoxéneos de peso n. Por exemplo, a,, ,(AR?) € R,.. Definese
de xeito similar o espazo de invariantes que tefien p-formas como coeficientes. Denotarase
por RY, .

O peso dun polinomio describe o seu comportamento baixo homotopias. Tal comporta-
mento é recollido no seguinte lema. Poderiase tomar como definicién equivalente de peso,
definindo este concepto como o enteiro k.

Lema 3.1. Coa notacion xa introducida e sendo ¢ unha constante,

» Caso real: Tomese P € ), . Ast, P(x,c*g,0) = *P(z,9,0).

s,

» Caso complexo: Témese P € R . Asi,

P (x g, J,E, h, @) = " *P(z,9,J,E, h,O)

Exemplo 3.2. Convén poner un exemplo co fin de ser ilustrativos. Supdénase que se mul-
tiplica por ¢® a métrica: g;; = c*g;;. Considérese unha forma ©. Esta tifia peso igual a 1.
‘ ) , ~0
Entén, ||0]|; = ¢*||O]|,. Asi, tense que ||O], ten peso 2 e que [|O][, € I},
A aplicacion restricion xa foi introducida, tanto para o caso complexo como para o real.
Pois ben, do mesmo xeito, obténense as aplicaciéns restriciéns

. ~P s ~DP
T ‘Jm,k’ ‘jm—27k7
r: ﬁfmk — ﬁﬁl_“.
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Coa notacién introducida, tense que no caso real os invariantes de peso n, que se deno-
taban por P, ,, coinciden con 3pm,k con p = 0. No caso complexo, estes invariantes tamén
coinciden con ﬁfmk. Empregando entén esta nova notacion, que xeneraliza a anteriormen-
te introducida, recérdanse deseguido no seguinte lema a informacién sobre o nicleo da
aplicacion restricion. Esta xa foi presentada ao longo do traballo.

Lema 3.3. Distinguirase o caso real e o complexro onde se supord no sequndo caso que a
variedade € Kdhler.

*r (Caso Real:

3 ker(r: 30, = Jo_1.,) = {0} sen <m.

m—1,n

3 ker(r : 30, = Jon_1.m) = Span(E,,) sem € par.
* (Caso complexo:

3 ker(r: R),, = &), 5,) = {0} sen <m.

3 ker(r : ﬁ%’m — ﬁgl_Q’m) = *Tm.
Entncianse agora uns lemas que seran de gran utilidade méis adiante & hora de probar

os resultados principais desta seccién.

A proba do seguinte lema pddese atopar no artigo [2], tanto do caso real, como do

complexo. Unha vez enunciado, demostrarase tan s6 o caso real como consecuencia dun
teorema que é resultado dos traballos de Gunther e Schimming, [11].

Lema 3.4.

T(ﬂdeR) _ —(471‘)_1/2adeR e T(aDOI) _ —(47T)_1CLD01

m,n m—1,n

Teorema 3.5 (Gilkey [8]). Sendo

p| M—P _
c(m. k. p) = (—1)( L ) sep<m—k

0 sep>m—k,
tense que se n 4+ k = m, enton

Z c(m, k,p)amn (AD) (z) = (4%)’k/25m,n.

p

Probase agora o caso real do lema empregando este teorema.

Proba do caso real do Lema[3.4. Verase que

T(adeR) _ —(47?)_1/2&d6R

m,n m—1,n"



3 Invariantes derivados asintdticos da traza da calor 45

Considérase o complexo de De Rham e tomase k = 1 no teorema anterior. Asi, ¢(m, 1,p) =
(—1)?(m — p). Escéllese n = m — 1. Empregando o teorema chégase a que

(4m) P (2, 9) = Tp(=1)7(m = p)amm-1 (Aly) (2)
= m (= 1)Pam m-1 (AL) (2) = X, (= 1) pamm-1 (Al) (x)

— adeR (M)_ CldeR (M)

m,m—1 m,m—1

= —qdeR (M).

m,m—1

Aplicando agora a aplicacion restricion, chégase a que

r(agm_1 (M) = —(4m) 7 2r(Enmi(2,9)) = —(4m)"2E0 1 (2, 9) = —(4m) " age?

m—1,n"
|

En [3] pédense ver os seguintes dous calculos.
Lema 3.6 (Calculos en dimensiéns baixas).
R = ()20 e by = (87) ' — (r) '6(Re(O)),
onde T € a curvatura escalar e Re(©) a parte real da forma ©.

Lema 3.7. Sexa P € J,,,,, conm # n. Supdnase que [,; P(x,g,©) dvol(g) é independente
de g e de © para toda variedade de dimension m pechada, M. Enton, existe Q}nm,l € ‘ﬁn,nfl
tal que P = 6Q}

mmn—1-°
Demostracion. A proba deste lema pddese ver no capitulo 5 de [2]. |

deR

E o momento de enunciar un primeiro teorema que mostra a forma que tenien agy .

Teorema 3.8. Sexa M = (M, g) unha variedade de Riemann de dimension m equipada
cunha 1-forma pechada, ©. Enton,

(1) Sen <m—1, entén ajelt = 0.

(2) Se m é impar, enton
adeR _ _(47T>_1/2gm,m—1

mm—1 —

¢ independente de ©. [

(8) Se m é par, entdn
adeR — %gm +5Q1

m,m m,m—1>

1 ~1
onde Qm,m—l S ‘jm,m—l'

tVer ecuacién 1) para recordar a definicién de &, .
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Proba. Demostranse os tres apartados por separado:
» Proba de (|1)):
Supoiase entén quen < m—1. 0 Lema permlte afirmar que r(al®) = —(47) 1/ 2qdeR,

mf ,n*
O Teorema , ademais, mostra que ay™; , = 0. Agora, empregando o Lema (3.3, tense
que ker(r : g,

n T n) {0}. En definitiva chégase a que

Pl = —(4m) /20, BT qiery — o EF [qden

m,n A1 n m,n

» Proba de (2):
Suponse que m é impar. Emprégase de novo o Lema para ter que

r(adeR ) (471‘) 1/2 deR

m,m—1 Ay 1,m—1-

Ademais, o Teorema permite afirmar que

deR _
A 1m—1 = Emfl'

En consecuencia,
deR _ —1/2
T(um,mfl) - _<47T> / gmfl
Agora ben, a aplicaciéon restricion definiase restrinxindo indices polo que, sen mais que ter
en conta a definicién de &,, i, vese que

T(—(47T)71/28m7m,1) = _(477)71/25m71,m71 = —(477')71/26771,1
Como polo Lema 7 Jomo1 — Jon_1m_1 € inxectiva,

r((47r)_1/2€m,m_1) =r(adR ) —=|alR = —(4%)_1/2€m,m_1

m,m—1 m,m—1 —

» Proba de (3):
Emprégase, como nos dous apartados anteriores, o Lema para afirmar que

’I"(CldeR) — —(471') 1/2 deR c 3971_177—“'

m,m QA 1,m

Pola ecuacién (2.5)) tense que [y, a%e® = dvol(g) = 0 e asi,

/M’I“( deR) dvol(g) = —(47?)_1/2 /M f,’lem dvol(g) = 0.

Deste xeito, tomando como P(z,g,0) = r(adeR) estase nas hipdteses do Lema pois,

como consecuencia do que se acaba de ver, [, 7(a% ) dvol(g) non depende nin de g nin
de ©. Asi,

T( deR)_(st 1,m—1

con Q)1 m_1 € Jp_1m_1- Supéhiase unha preimaxe Q}, ., de forma que r(Q}, ., 1) =
Qry1.m_1- Asi, como ademais se ten que or = 74, empregando o Lema ,
(deR>_5Qm 1,m—1 :>rc(11;ieR 6Qmm 1) 0
= arrim - 5Qm,m—l € k ( m ‘Jm lm) = Span(gm)
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En consecuencia,
deR 1
a 0Qmm—1 = C(m) - Em.

m,m

Tan sé falta calcular o coeficiente C'(m). Para iso témase © = 0 e asi,

adR — C(m) - &, = C(m) - a® (3.3)

m,m m,m*

Emprégase agora a dualidade de Poincaré, a,, ,(A%,) = amm (A "), para ver que

205 = 25 (=1)Pp - amm(Afy)
p

=20 amm(Al) + 2 (=1 (m = )+ (A1) (3.4)
= Zp:(—l)p : am,m(Af\A)(p +m—p)=m- agf,l};@‘

As ecuaciéns (3.3)) e (3.4) mostran que C(m) = % e, en definitiva,

QAR _ %gm +0Q

™m,m

deR

Nétese que a afirmacién deste 1ltimo teorema permite ver que [y, a;” dvol é un

numero caracteristico independente de © pois

[ et dvol = | <m5m+5Qi1m_1> dvol = [ g, dvol.
Mo M\ 2 ’ M 2

O marco complexo ten unha maior dificultade. Antes de enunciar un primeiro resultado
que permite dar un paso na direcciéon de calcular aP°! = introducirase algtin resultado e
concepto. Comézase co anel de formas caracteristicas. Sexan entén ¢, a k-ésima clase de
Chern, chy a k-ésima caracteristica de Chern e Tdy a k-ésima clase de Todd. Finalmente,
T.M = (TM,J) é o fibrado tanxente complexo asociado. O anel de formas caracteristicas
é

Cp = Clchy (T.M),... chy (T.M),chi(E,h),...,chn(E,h)].
Este pode ser descomposto en componentes homoxéneas,
¢ = %ef,’; onde €2F C &2,
Agora introducirase notacién adicional e mostrarase que os invariantes da traza do calor,
U (AR?), non involucran as variables ©,, nin O3, .
Adéptase a notacion xa introducida na ecuacién (3.2)). Sexa entén Uy, C Sy (C) x S;(C) o

subespazo formado polas matrices g e h que definen un produto interior definido positivo.
Considéranse os seguintes subaneis de 20,,:

ilm = Coo(um)[gao,éo/oq---aj/él--ﬂk’ hpq/al---ajfél---Bk]j+k>0’

U, = = (um)[gaoﬁio/all..ajﬁil..ﬂw hpcj/al‘..ajﬁil..ﬂw @ao/oq...lljélm,ék7 @Bo/al~~CVjBl~~-Bk]j+k>O’
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onde en ambos aneis se omiten as variables O, e 6 5,- Ao igual que en anteriores ocasions,
considéranse ,, ,, C i, e Uy, , C Y, os subespazos de peso n.
Agora tamén se eliminaran ditas variables no anel ¥,,, definido na ecuacion (2.28)).
Denotase -
S, :=Clchy(TM, J,g),chi(E, h),dO,dO] = GEG"m C G,,.

O motivo de non considerar ditas variables é consecuencia do seguinte lema.

Lema 3.9. Tense que ap,,(A%") € U ou, o que é 0 mesmo, en Gmn(AR?) € By, pn non se
ven involucradas as variables O, € O3 .

Proba. A proba deste lema pode verse con detalle na seccién 6.2 de [2]. |

Notese que este lema que se acaba de ver permite ver que aE&IL € U,, ,,. Agora entinciase
o seguinte teorema que é o andlogo do Teorema ([3.8)), mais agora no marco Kéhler.

Teorema 3.10. Sexa K = (M, qg,J, E,h), onde (M, g,J) é unha variedade Kéihler e (E, h)
¢ un fibrado vectorial hermitiano holomorfo sobre M. Ademais, equiparase dunha (1,0)-
forma pechada auxiliar, ©.

(1) Sen <m —2,

an’ = 0.
(2) Sen=m—2,
—1
Dol _ m—1
2 = i 11 (Td(M,g, J) A ch(E, h) Aw,Q ) .

’ /. . 1 1
Ainda mdis, existe Qy, ,,_3 € Ry, g de forma que

-1
Dol _ m—1 1
am,m—2 - 47'('(11’1 . 1)'.9 (Td(Ma 9, ‘]) A Ch(E7 h)7 Q ) + 6Qm,m—3‘

(3) Sendo Q,, ., 1 € R, ,n_1 € Rt € €7 unha forma caracteristica, tense que

Dol __
m,m

s, = g (R, O") 60, 1.
Proba. Procédese coa demostracién que se separa en tres partes correspondentes aos apar-
tados que se queren ver.

» Proba de (|1)):
A proba deste apartado é completamente analoga 4 xa feita no marco real. Suponse que
n < m — 2. O Lema mostra que r(a)%) = —(4m)"'ap?, e o Teorema que

a%ﬂzyn = (. Agora, empregando o Lema tense que ker(r : ﬁom’n — ﬁgl,m) = {0}. En
definitiva,

r(alel) = — (47) /242 r(alel) = 0 E2[qlal —

m,n m—2,n m,n
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» Proba de ([2)):
Emprégase o Lema para ver que 7(tpm—2) = —(4m) " tapl,,, 5 e, aplicando tamén o
Teorema [2.30], obtense
47
(O m—2) = (<))'g({Td(T M) Ach(E) Aw}m_o, Q™).
Agora ben, tendo en conta que a aplicacion restriciéon se define restrinxindo indices de m
a m — 2, tense que

P (FUn L g((TA(T.M) A h(E) A w)n, 1))
= (<47T))|g({Td(T M) A ch(E) Awlp—a, Qm—l)

. 0 0 Ja . .
Polo Lema , tese que 7 : .ﬁm7m_2 — Ry_2.m_2 € inxectiva, en consecuencia,

r(al, ) =7 (E g({TA(TLM) A ch(E) Awhy,, Q1))
= a,?f,ln_Q = (n547r)) g({TA(T.M) A ch(E) A w}p,, Q™).

Para a segunda parte, tense en conta que por definicion w = 1 + d® e que Td e ch son
pechados, asi,

{Td(M, g,J) Nch(E,h) Nw}pm—o= {Td(M,g,J) Ach(E,h)}m—2
Y d{Td(M, g, J) A ch(E,h) A ®} s,

Aplicando o produto interior por (mil)!mel, que non é mais que o operador x de Hodge

en dimensién complexa m — 1, e multiplicando pola constante (—47)~!, tense que

a?m?}an = ((_m 1! g

(Td(M,g,J) Ach(E,h) Aw, Q™)

= Mg (Td(M, g, J) A ch(E, k), Q")
+(—47m) " < {d{Td(M, g, J) Ach(E,h) AP}, 3}

= G020 (Td(M, g, J) A ch(E, h), Q™)

(m—1)!

46 ((—4m) " % {TA(M, g, J) A ch(E, h) A ®}p_s) .

Deste xeito,

—4m)1
U = E)l)'g (Td(M g,J) N ch(E, h), Q™ 1) +0Qm—2.m-s

onde @y, 5, 3 = (—4m) '« {Td(M, g, J) Ach(E, h) A®},,_3. Agora ben, como 1§ = dr e r
estd ben definida, tense que se pode levantar Q), 5, 5 € &, 5, 3 a &, ,, 3. En definitiva,
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existird Q) ,,_s € R, 5 tal que

o —4m)~ ! e
T2 = <(m_>1>19 (TA(M. g..J) A ch(E, ), Q") +6Q5, -

» Proba de (3):
Os mesmos argumentos feitos no apartado do Teorema repitense agora no marco
Kahler.
O Lema [3.4] afirma que
r(aloh) = —(4m) a2y, € B

m,m Ay 2m

e a ecuacién (2.5) mostra que [, aP?, . dvol(g) = 0. Asf,

m—2m

[ r(abes) dvol(g) = ~(4m) ! [ abt, , dvol(g) 0.
M M
Deste xeito, tomando como P(z,g,©) = 7"(c1D°1 ), estase nas hipdteses do Lema . Enton,

( DOI) 5Qm 2m—1>

con Q —2,m—1 € Q]m 2,m—1" Tomese Qmm 1 de forma que ’I“( m,m— 1) = ernflmfl' ASia
como 6r = rd, emprégase o Lema para ver que

( DOI)_éQm 2,m—1
alel — 5QL mo1 Eker(r: &) — R )N Dy = H{ T} N B

Agora ben, *{‘Eﬁ} NY,m = 60 e, como G estd formado por variables pechadas,
tense que se pode descomponer como

G =C" 4+ d{OANGTI+OAGCT?.
Empregando o operador estrela de Hodge,
*AGM = xEM L Fx {OAGT 2O NG
O feito de que
a0 — 0Qn, ey € XS =+ + 5 x {OAGIP+ O NG,
equivale a que
a0, € *Cm+ 6 ({ONSE T+ O AGH 2} +0Q), 1) -

Finalmente, tendo en conta que o operador x de Hodge verifica que

1 m
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sendo Q a forma Kéahler de K e R} € € tense que existirdn R € €2 e Q) . € &), .
de xeito que

1
Dol _ — m m 1

m,m m,m—1-

Vese enton que para eliminar w débese introducir un termo de diverxencia adicional

(apartado (2) do teorema anterior). Ademais, o apartado (3) deste ultimo teorema mostra

que [y, aP°l dvol é un niimero caracteristico que non depende da estrutura dada no marco

Kéhler. En efecto,

1 1
[ aba, dvol = [ <g (Rm,Qm)+5Q;m_1> dvol = [ — g Rz, ™) dvol € €.
Mo M Am! ’ M m!
(3.5)
O que se trata agora é de intentar calcular R]'. Para iso, primeiro introdicense uns
resultados previos ao principal.

Teorema 3.11. Sexa E un fibrado vectorial holomorfo sobre unha variedade Kdhler IC,
Ag o laplaciano complexo con coeficientes en E e A™ o laplaciano real. Enton,

pa _ AOq
(1) A - AAP@@E'
(2) Eziste un isomorfismo linear conzugado que intercambia AR? e AL P™™9,

(3) A conzugacion complexa intercambia AR e ALP. Ademais A" = & AR
p+q=n

(4) Se m =2, entdn

index(Cpe(K)) = /M{;cl(TCM) cho(E) + c1(E)} dvol.

(5) Sem =4,

index(Cpa(K)) = /M{TdQ(TcM) cho(F) + ;chl (T.M) chy(E) + chy(E)} dvol.

Proba. A afirmacion é consecuencia inmediata da definicion. No caso de e ,
tratase da dualidade de Serre e, finalmente. as afirmacions e , séguense do teorema
de Riemann-Roch (Teorema [2.9]). [

Lema 3.12. Sezan K1 = (M, g1) e Ko = (M, go) variedades de dimensions my e may,
respectivamente. Sexa I = Ky X Ko = (M, g) e m = my + my a dimension de IC. Enton,

Dol _ Dol Dol Dol Dol
/ aP?! dvol = / aP?! dvol / aP! - dvol + / a2 dvol / a2 dvol.
M M My My Mo
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Proba. Por definicién

/ am’n(A%p) dvol = Z Z / Ay ( AO pl) dvol Uy (A%ﬁ”) dvol .
M Mo

p1+p2=pni+nz2=n

Asi, sumando en p e multiplicando por (—1)Ps?,

Jar A () (5) dvol = [, 3 (- 1)P P g, (D)
= Z Z Z IM ( )plsplaﬂh ni (AIOC?I) dVOl fM ( 1)P28P2am2’n2<A%§2) dVOl

P p1+p2=pni+n2=n

= X, A (K1) (s) dvol [y, AP (Ko)(s) dvol .

- mi,m1 mo,no
Polo tanto,
/ A2 (K)(s) dvol = 3 A2 (K1)(s) dvol / AP (KCy)(s) dvol |
My Mo ’

ni+n2=n

Se agora se deriva respecto a s e se avalia en s = 1, tendo en conta a ecuacion (3.1)),
chegase a que

Dol _ Dol Dol Dol Dol
I; Gy, dvol = +Z Jar, @ mamy dvol St Aoy VOl + S, Ay dvol St Aoy dvol
ni+no=n
Dol Dol Dol Dol
= fMl s dvol fM2 A dvol—i—fM1 At s dvol fM2 Qo o dvol,

Dol
mi,ni

onde a ultima igualdade é consecuencia de ter en conta que a =0, se ny # my. |

Ademais, tamén se ten que os invariantes da traza da calor son aditivos con respecto
as sumas directas. E dicir, se K = (M, g, J, By @ Ey,hy @ hy), K1 = (M, g,J, E1,hy) e
Ko = (M,g,J, Ey, hy) entén,

p,gy __ p.q p,q
A (ART) = @ (AKY) + G (AKS).
Estase xa en condiciéns de enunciar e probar o seguinte resultado.

Teorema 3.13. Emprégase o Teoremapam expresar aDOl = %g (R, Q™) +5Qmm 1
onde Qp, 1 € Ry € con RV € € Sexa K = (M, g, J, E.,h), onde (M,g,J) é unha
variedade Kahler e (E,h) un fibrado vectorial hermitiano. Asi,
(1) Sem =2,
1 1
R = 34 (T.M) cho(E) + 5cl(E).

(2) Sem =4,

1
R!— (Tol2 LD

24 ) (TeM) cho(E) + 17261 (T.M) c1(E) + chy(E).
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Proba. Faranse os dous apartados por separado e en ambos casos a clave sera ter en conta

que tanto aP°l como a2 poden ser expresados en termos de clases caracteristicas, onde

solo aparece a caracteristica de Chern, ch.
» Proba de (Il

Suponse que m = 2. Nétese que, polo comentado na ecuacion (3.5)), para calcular R3 podese

no seu lugar calcular
Dol
as o dvol.
/]w 2’2

Por definicién

a];’gl =2 (=1)’p-asx(Aex) = 0 a2,2(A%,01c) -1 a2,2(A%,1IC) = —ag,z(A%,l/c)-
p

Ao igual que antes, Ag é o laplaciano complexo con coeficientes en E. Enton, existiran
constantes o e 5* tales que

a2 (AG1) = ey (T.M) cho(E) + Bocr(E), (3.6)

Agora ben, como AYC(M) é o dual de T, M, tense que ¢; (A'Y°M) = —¢(T.M). O obxec-
tivo serd entén calcular os coeficientes o' e 3. Para iso, en primeiro lugar, suponse que
dim(E) = 1 e emprégase o Teorema m para calcular,

Jar a2 (A%Y) dvol - = [ {ale (T.M) cho(E) + Bles(E)} dvol
= [y {atey (T.M) dim(E) + B¢, (E)} dvol
= [y {ate (T.M) + e (E)} dvol
Jur aze (A3 dvol & [y azs (A3 4ep- ) dvol
= [, {a% (T.M) + f0c; (AYO(M)) + 8¢ (E*)} dvol
= [ {(@® = B%) 1 (T.M) — f°;(E)} dvol.

En particular, chégase a que
1 1 _ 0 0 0
/M {a o (T.M)+p5 cl(E)} dvol = /M {(a -p ) o (TeM) —p cl(E)} dvol,

e polo tanto a! = a® — g% e Bt = —3°.
Agora, empregando a ecuacién (2.5) e de novo o Teorema m

Ju {2 (T.M) + e (B)} dvol - 2 index(Cou(K)
= [y abs! dvol
= Jurfazz (A%O) — Q22 (A%’l)} dvol
= [y {(@® —al) e, (T.M) + (8° — BY) i (E)} dvol.

Asi, tendo en conta que xa se viu que o' = o’ — 5% e Bl = —3°,

/M {;a (T.M) + cl(E)} dvol = /M {5001 (T.M) + 25001(E)} dvol



54 3 Invariantes derivados asintéticos da traza da calor

1
En consecuencia, tense que 3y = % e polo tanto que |3 = —5

Para calcular agora ag e ay, considerarase S? a esfera unidade en R3 coa métrica usual
e a estrutura complexa. Pédese ver que ¢;(T.S?) = - Ademais, no caso de que E sexa
trivial, McKean e Singer, en [13], calcularon ass(A™), vendo que en particular

B —47
 2Ur

T

&) = o

(S CL272(A1)

Deste xeito, considérase F trivial e, empregando isto tltimo xunto co Teorema [3.11} tense
que

i (%) B 0y, (4%) = 7 = 201 (187) = v (T.57),
az,2 (AO’I) 1a2,2 (Al) = ;(;j;) = —;cl (TCS2> = qq0 (TCS2) .
En conclusion, ay = % ela; = —;. Empregase o visto ata agora para finalmente obter

ez dvol = [y, —a272(A%}K) dvol = [y, {—a'er (T.M) cho(E) — Blei(E)} dvol
= Jy {3e1 (T.M) cho(E) + Se1(E) } dvol,

(3.7)
0 que proba que
1 1
R; = 34 (T.M) cho(E) + 5cl(E).
» Proba de 2
Suponse que m = 4 e que K = (M, g,J, E,h) é unha superficie complexa (dimensién

complexa igual a 2). Asi, existirdn constantes o e e ademais unha clase caracteristica
Py (T.M) de xeito que

/M aiil dvol = /M {Py (T.M) cho(F) + ey (T M) e1(E) 4 S chy(E)} dvol. (3.8)

Co mesmo razoamento que no apartado anterior, isto permitird calcular R}. Para o calculo
dos coeficientes, escollerase de formas concretas a variedade IC.

Para 3, considérase K = KC; x Ky, onde K; son toros planos e (E;, h;) son fibrados en
lifia, con [y, c1(£;) dvol # 0 para i = 1,2. Asi,

/M e (T.(M)) dvol = 0, (3.9)
/M (P, (T,M) cho(E)} dvol = 0, (3.10)
/M chy (B1 @ Es) dvol = /M 1 (Br) dvol- [ ey (By) dvol. (3.11)
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Agora, empregando as ecuaciéns (3.9)) e (3.10) na ecuacién (3.8)) tense que
/ ale! dvol = / B chy(Er ® Ey) dvol.
Mo M

Empregando o Lema (3.12)) e a ecuacién (3.11]),

Dol Dol Dol Dol _ Dol
Jar, 425 dvol [y agy dvol+ [y agy dvol [y, a5s dvol = [y, ayq dvol

= fM 5Ch2(E1 X Eg) dvol
= BfMl C1 (El) dvol - fM2 C1 (EQ) dvol .

Tendo en conta nas ecuaciéns (3.6)) e (3.7) a ecuacion (3.9)), conséguese afirmar que

1
/ azs dvol = §/M c1 (E;) dvol onde i = 1,2,

/ aggl dvol = / C1 (EZ> dvol onde i = ]_, 2.
Mi Mi

En definitiva, chegase a que

B Ja, 1 (E1) dvol- [y, e1 (E2) dvol = %fMl c1 (E1) dvol- [y, e1 (E2) dvol
+ far, ¢1 (Br) dvol -5 [y, ¢ (E») dvol
= [y, 1 (Er) dvol- [y, ¢ (E2) dvol.

En consecuencia, tense que

Agora, para obter o valor de «, suponse M; = S?, E; trivial, M, o toro plano e
finalmente que [y, c1(E>) # 0. Deste xeito, conséguese que

PQ(TCM)Ch()(E) = PQ(TCMl D 1) Cho(E) =0 (§] ChQ(E) = ChQ(EQ) = 0.
Procedendo de forma analoga ao xa feito no caso anterior, calctilase,

o [y, e1(ToMy) dvol [y, e1(Es) dvol = [y, aP$ dvol
= [, 029 dvol- [y, a9 dvol
+ g, aQDfZ)l dvol- [y, aggl dvol
=% [u, &1 (T.My) dvol- [y, 1 (Es) dvol
+1 [, e (T.My) dvol -3 [y, ¢1 (Es) dvol
= (3 +1) iy, o (T.My) dvol- [y, ¢1 (Ez) dvol.

r 1 7
3711

Tan s6 queda calcular Py(T.M) chy(E). Para iso considérase £ = 1 @ A%*(T,M). Em-
pregando a dualidade de Serre, obtense o seguinte:

ayy (K) =0-as4 (A2£A2,0> — Q44 (A%AQ,O) + 2a44 (AgéAz,o)
— —0,4,4 Aié(AQ’O)*) + 20,474 (Aig(AQ,O)*)

0,1 0,0
= —Q44 A/\2,0@1 + 2a44 A/\2,0@1 .

Como consecuencia, |« =
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Stmase agora a lina dous e tres da anterior ecuacion, tendo ademais en conta que polo Lema
3.11 se ten que agq (AZ] = ass (A% e mais que agq (A*? = ayq (AY

. q 4,4 15(A20) ) = 44 E q 4,4 18(A20) ) — Q44 E )
obtendo que

2003 (M) = —auq (Ai’ela(m,o)*) + 2a4,4 (Aig(A%o)*) — Q44 (A?\’;O@l) + 2044 (A%g’o@l)
= 2a44 (A%()) — 2044 (A%l) + 2a4.4 (A%2)
= QGEZI(M).

Agora substitiiese o que xa se sabe na ecuacién , obtendo
[ abitdvol = [ {P2 (T.M) cho(E) + 172(:1 (T.M) ey (E) + Chg(E)} dvol.  (3.12)
Mo M

Tendo en conta o que se acaba de ver de que ap$ (M) = a;§ (M), o Teorema apartado
a ecuacion , a ecuacion (3.12) e que chy = ¢, chégase a que

Sl dvol = [y { P2 (TuM) cho(E) + 1 (ToM) e (E) + chy(E) } dvol
= [y ay$ dvol 23 index(Cpq1(K))
B | Ty (TuM) cho(E) + Len(T,M)ey (E) + chy(E)} dvol.

Esto quere dicir que
/ {P2 (T.M) chy(E) + 172@1 (T.M) 1 (E) + ch2(E)} dvol
M
|
— / {Tdy(T.M) cho(E) + Ser(TeM)er(E) + cha(E) } dvol.
M

Asi,

P2 (TCM) Cho(E) = ng(TcM) Cho(E) — C1 (TCM)Cl(E)

12
Empregando agora que cho(E) = 2 e que ¢1(F) = —c1(T.M),

L.

1
ZATM) = | Py (T.M) = Tdo(T.M) + o

Py (T.M) 2 = Tdo(T.M)2 + o5

En definitiva, chégase a que

! 7
[ abstdvol = | {(sz +cl) (T.M) cho(E) + ~—cy (T,M) 1 (E) + Chz(E)} dvol .
M M 24 12

En consecuencia

Rl = (Td2+214c§) (T.M) chy(E) + ~—cy (TLM) ¢y (E) + chy(E).

12
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Para dimensions superiores (dimensién complexa maior que 3), o problema segue aberto.
A continuacion expénense dous casos particulares onde, empregando o xa probado, se pode
ver de forma sinxela cal é a expresién de R).

Teorema 3.14. De novo, emprégase o Teoremapam expresar u%?in = %g (R, Q™)+
0Qp 1 onde Q.| € R, .| e con R € € Mais agora, suponse que K = Ky x
s X K, onde IC; = (M, g;, J;) son superficies de Riemann e (E;, h;) son fibrados en linia
hermitianos.

(1) Se todos os K; = (M;, g;, J;) son toros planos, enton

1 1
R™ = —ma>? (K) = —mchy(F).

m 2 m,m 2
(2) No caso de ser todos os (FE;, h;) triviais, tense que

2 2
R™ = “maP? (K) = m T, (T.M) .

m 3 m,m

Proba. Prébanse os dous apartados por separado.

» Proba de (|1)):
Sexa IC = Iy X+ - - X I con KC; = (M;, g;, J;) toros planos de dimensién real 2 e (E;, h;) fibra-
dos hermitianos sobre M;. Sexa £ = F1®- - -Q@Fy. Asi, tense que chy,(E) = ¢1(Ey) ... c1(Ey).
Por unha banda, tendo en conta que ¢1(7.M;) = 0, empregando a ecuacién e 0 apar-

tado (4]) do Lema [3.11},

Jar, 055 (KC;) dvol index(Cpo (X))
Ju, {lcl (TeM;) cho(E) + Cl(Ei>} dvol = [y, c1(E;) dvol.

2
Asi,
/ a2 (K) dvol =[] / a2 (K;) dvol = [ / er(Ey) dvol. (3.13)
M M M
Por inducién, pédese xeneralizar a férmula dada no Lema[3.12| para un conxunto numerable

de produtos. Obtendo asi que se IC = Ky x- - -xC,, é un produto de variedades de dimensiéns
m;, onde a dimension de K é m = mq + - - - + m,,, entén

Ju ag‘,’,ln(lC) dvol = [, aBL?l,ml(lCl) dvol [y, agg{m (IC2) dvol--- [y, aa‘j},mn (KC,) dvol

mi,mi ma2,ma Mn,Mn

+ [or, ant (Ky) dvol [y abdt (o) dvol - - - [y, apdt, (KC,) dvol

+ Jar, @t (Ky) dvol [y apdt(KCs) dvol -« [y, ap  (K,,) dvol.

mi,mi m2,ma Mp,Mn
(3.14)
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No teorema anterior chegabase a que

|
/MZ b (ki) dvol = /Mi e (Ey) dvol,

sendo KC; toros planos. Ademais xa se viu que

/ ay3 (K;) dvol = / c1(E;) dvol.
M; M;
Pois ben, empregando isto mais a ecuacion ([3.14)) para o caso particular que atinxe,

Jar i () dvol - = fugy a2, (Kr) dvol oy, @i, (Kz) dvol--- [y, g, (KCp) dvol

m2,m2 Mm,Mm

Mm,m

+ Jog, o, (1) dvol [y, apol (ICy) dvol - -+ [, ap?! | (Ky) dvol

+ fag, apt (K1) dvol [y alo (o) dvol -+ [y, ape! - (KC,,) dvol

m2,ma Mm,Mm

Jar, c1(Er) dvol -+ [, ¢1(Ew) dvol =m- 311 [y, c1(E;) dvol

3
= ; m [y a2DzOl(’C) dvol,

onde a tultima das igualdades é consecuencia da igualdade (3.13). Do mesmo xeito, tense
que

v aa%(lC) dvol =m % Jan, cl(El) dvol- - [y, ¢1(Ey) dvol
m- s [y cl(El) ¢1(Ew) dvol =m - 3 [, chy(E) dvol.

En definitiva, chégase a que

[ abe(0) dvol = [ cg() dvol = - [ aB(K) dvol
[

e, polo tanto, a que

1 1
R™ = —mal? (K) = 5m chp(E).

m 2 m,m

» Proba de (2)):
Este apartado probase de xeito similar ao apartado anterior. Sexan IC; variedades de Rie-
mann arbitrarias con (E;, h;) triviais. En consecuencia, ¢;(F;) = 0. Asi, procedendo coma
antes,

1
[ aBg) avol = [ Ser(TMy) dvol. (3.15)
M; M; 2

En consecuencia,

1
/M 6112)(2)l (K) dvol = H/M icl(TC ) dvol = H/ c1(T.M;) dvol. (3.16)
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Empregando a ecuacién (3.7)) nesta escolla particular de K, tense que
Do dvol = [ e (T.M) dvol
2,2 = 1(Le vol. (3.17)
M; M3
Procedendo coma antes e substituindo na ecuacion (3.14) o que se obtivo en (3.15)) e
en (3.17)),

Jy o 31 dvol =m- 3 - 2,,1%1 Jar, e1(TeMy) dvol - - - [y, ei (T, M) dvol

Wl

=m- 2.5 [y e(TM) - e (T.My) dvol
=m-2- [y CI(TSMl) " TCM’“ ) dvol
=m- 2. [, Td(T.M) - - - Tdy(T. M) dvol

=m- 2. [}, Tdu(T.M),

onde as ultimas duas igualdades son consecuencia de que Td; = - e de que
Tdy (T, My) -+ Td(T.My) = Tdw(T.M) respectivamente. Agora ben, na anterior ecuaciéon
tamén se poderia empregar o visto na ecuacién (3.16)), chegando a que

Sy adg dvol =m- 1. 2"-%1 Jar, d(TeMy) dvol -+ - [y ey (TeMy) dvol
=m- % ’ ’ om fM1 G (TCM1> dVOl e me €1 <TCMm> dVOl
=m- 2. [;aP9(K) dvol.

Polo tanto
2 2
/ as! dvol = m - f/ a2D‘§1(IC) dvol =m - */ Tdw(TeM) dvol.
I 3 Ju 3 Jm

Deste xeito,

2 2
R™ = “ma>? (K) = 5 Tdn (T.M).| W

m 3 m,m







Capitulo 4

Teoria de Cobordismo

4.1. Introduciéon

Neste capitulo farase un estudo xeral sobre a teoria de cobordismo, prestando espe-
cial atencién no cobordismo complexo. Como en calquera campo, o problema inicial ¢ a
clasificacion dos obxectos salvo isomorfismos e detectar invariantes. Grosso modo, entende-
remos que duas variedades sen bordo serdn cobordantes se a stia uniéon disxunta é o bordo
dalgunha variedade. A primeira descriciéon desta relacion de equivalencia foi dada por H.
Poincaré. A sua idea de cobordismo esencialmente é a mesma que a que se conece actual-
mente. A primeira aplicacion da teoria de cobordismo foi desenvolta por L.S. Pontrjagin.
O seu obxectivo era estudar os grupos de homoloxia estable das esferas como as clases de
cobordismo de variedades. Posteriormente, R. Thom, proba que o problema de cobordismo
é equivalente a un problema de homotopia. Asi, Thom, trouxo a técnica de Pontrjagin ao
estudo de variedades.

4.2. A categoria de cobordismo

O obxectivo deste capitulo é establecer a notacién na teoria de cobordismo. Comezare-
mos considerando o seguinte problema (Rudyak [17]). Dada unha variedade (diferenciable)
pechada M, cando é posible afirmar que é o bordo dunha variedade compacta con bordo?
Esto pode ser resolto como segue: Dirase que duas variedades M e N son cobordantes se
a union disxunta de ambas, M LI N, son bordo dalgunha variedade compacta con bordo.
Notese que “ser cobordantes” é unha relacion de equivalencia, logo pode considerarse o con-
xunto de clases de cobordismo dunha variedade con bordo k-dimensional: 91,. Xunto coa
operacién union disxunta, I, resulta ser un grupo, que chamaremos grupo de cobordismo.
Agora a cuestién é como poden ser calculados os grupos 9. A resposta deuna R.Thom en
1954 traendo as ideas de Pontrjagin a este contexto e aplicando teoria de homotopia. En
concreto, proba o teorema que hoxe en dia cofiecemos como Teorema de Pontrjagin-Thom
(Teorema o que despois lle permitira afirmar que

61
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O obxectivo agora é definir de forma abstracta o concepto de categoria de cobordismo,
onde, posteriormente, poderemos xerar unha teoria de cobordismo. Deste xeito, dando
unha definicion e construindo un marco con maior abstraccion, seremos capaces de obter
mais exemplos. Antes de nada, motivase esta definicion tomando como exemplo, ao igual
que antes, a categoria das variedades diferenciables compactas con bordo:

Sexa O a categoria cuxos obxectos son variedades diferenciables compactas e con bordo
e cuxos morfismos son as aplicaciéns diferenciables que levan o bordo dunha variedade no
bordo doutra. Esta categoria ten as seguintes propiedades:

** Ten sumas finitas (a unién disxunta) e obxecto inicial (a variedade baleira).

* Para cada obxecto da categoria O, o seu bordo é tamén unha variedade e o bordo
dun bordo é sempre o baleiro (é dicir, o obxecto inicial). Isto define un funtor aditivo,
J: 0 — O.

*+ Para toda variedade M podemos considerar a inclusiéon do seu bordo na variedade:
i(M): OM — M. Esta inclusién danos unha transformacién natural de funtores
aditivos, 1 : 0 — I, onde I: O — O denota o funtor identidade.

*+ O teorema de mergullos de Whitney permite afirmar que para esta categoria existe
unha categoria pequena, Oy, tal que cada obxecto de O ¢ isomorfo a un obxecto de

Oo.

Tomando como exemplo esta categoria, chamaremos categoria de cobordismo a unha cate-
goria que verifique as mesmas catro propiedades que se acaban de citar. E dicir:

Definicién 4.1 (Categoria de cobordismo). Unha categoria de cobordismo, (C,0,1), é
unha tripla verificando:

* (C é unha categoria con sumas finitas e obxecto inicial.

** J: C — C é un funtor tal que para calquera obxecto X da categoria, 00(X) é o
obxecto inicial.

®» ;: 0 — [ é unha transformacioén natural de funtores aditivos.

+ Existe unha subcategoria pequena, Cy, de C tal que cada obxecto de C é isomorfo a
un obxecto de C.

Esta definicién tan abstracta permitenos unificar as ideas. Para comezar, introducimos
o concepto de relacion de cobordismo.

Definicién 4.2 (Obxectos cobordantes). Se (C,0,%) é unha categoria de cobordismo,
dirase que os obxectos X e Y de C son cobordantes se existen obxectos U e V de C tales
que a suma de X e QU é isomorfo & suma de Y e 0V. En tal caso, escribiremos X =Y.
(Pédese ver que = é unha relacion de equivalencia)



4.3  Cobordismo Relativo 63

Definicién 4.3 (Obxectos pechados e limitados). Un obxecto X de C dise pechado
se 0X é un obxecto inicial. Un obxecto X de C dirase que é limitado se é cobordante cun
obxecto inicial.

O conxunto de clases de equivalencia (baixo =) dos obxectos pechados de C ten un-
ha operacién inducida pola suma en . Esta operacién é asociativa, conmutativa e ten
elemento unidade. Estase en condicions de dar a definiciéon de subgrupo de cobordismo.

Definicién 4.4 (Subgrupo de cobordismo). O subgrupo de cobordismo dunha categoria
de cobordismo (C, 0,1) é o conxunto de clases de equivalencia de obxectos pechados de C,
coa operacion inducida pola suma en C. Denotarémolo por 2(C, 0,1).

4.3. Cobordismo Relativo

Co fin de estudar a relacion entre dias categorias de cobordismo, convén ter disponible
un semigrupo de cobordismo relativo. No caso xeométrico isto é posible se xuntamos duas
variedades co mesmo bordo para formar unha variedade pechada. No caso categorico, a idea
serd substituir un par de obxectos tendo o mesmo bordo por un par de obxectos pechados.
Precisarase a construcion do grupo de Grothendieck.

Para calquera categoria con sumas finitas onde as clases de isomorfismos dos obxectos
forman un conxunto, X, definese K (X), o grupo de Grothendieck de X, como o o conxunto
de clases de equivalencia dos pares (X, X’) de obxectos de X, onde (X, X’) é equivalente
a (Y,Y”) se e s6 se existe un obxecto A de X tal que X + Y '+ A= X' +Y + A. O grupo
K (X) é un grupo abeliano coa operacién inducida pola suma en X.

Unha vez introducida a construcién do grupo de Grothendieck, consideramos duas
categorias de cobordismo, (C,0,i) e (C',d,4); un funtor aditivo, F': C — (', e unha
equivalencia natural de funtores aditivos, t: 'F = F0, verificando o seguinte diagrama

conmutativo
(A) : F(0A
m A)
F(A).

Sexa P a categoria cuxos obxectos son triplas (X,Y, f), onde X € C', Y € C, Y é pechado
e f: X — FY é un isomorfismo. Denotaremos agora por Map((X,Y, f), (X", Y", "))
ao conxunto de pares de aplicaciéns (¢,1), con ¢: X — X' e p: X — X', tales que o
diagrama seguinte conmuta

OF “

)

oxX - ry
a’¢i ll%
ax L py
Entén, P ten sumas finitas e unha categoria pequena, Py, tal que cada obxecto de P é
isomorfo a un obxecto de de Py(X € C,Y € C, f).
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Agora considérase a categoria S, formada polos pares de obxectos da categoria P,
(X,Y, f), (X", Y’ f')) tales que Y = Y'. Supénase x,2’,y,y' € P. Considérase a relacién
de equivalencia en S, dada por (z,2") ~ (y,y’) se existen obxectos v, u € P de forma que
r+uZy+ver +u=y +wv. O conxunto de clases de equivalencia, S/ ~, é un grupo
abeliano coa operacion inducida pola suma.

Denotamos agora por C.; & subcategoria de C' formada polos obxectos pechados. Asi,
temos o seguinte homomorfismo:

B K(Cy) — S/~

cl

(X, X)) — ((X,0,5), (X, 0,5)),

onde ) é un obxecto inicial de C e j, 7/ son os tnicos isomorfismos de obxectos iniciais.
Agora ben, se temos o seguinte homomorfismo

a: S/ ~—s K(CY)/(0.K(C) + F.K(Cy))

de forma que a composicién de « con f é a aplicacién de paso ao cociente de K (C.;), entén
é posible definir un semigrupo de cobordismo do seguinte xeito:

Para obxectos (X, Y, f) e (X', Y’, f’) de P, escribirase (X, Y, f) = (X', Y, f’) se existen
obxectos U e U’ de C onde Y 4+ 0U =2 Y’ + JU’ e para os cales

a((X + FUY +0U, f +tU), (X' + FU',)Y' +0U', f +tU")) = 0.

Empregando que o é un homomorfismo, pddese ver que = é unha relaciéon de equiva-
lencia. Agora definese o semigrupo de cobordismo relativo, Q(F,t, ), como o conxunto de
clases de equivalencia baixo = de elementos de P coa suma inducida en P.

4.4. Variedades con estrutura

As teorias estandar de cobordismo estan baseadas en variedades con estruturas adicio-
nais no fibrado tanxente ou no fibrado normal. Denotarase por G,.,, a variedade de Grass-
man de 7-planos non orientados en R e por /. o fibrado de r-planos sobre G,.,, consistin-
do en pares, formados por un r-plano en R"*" e un punto do r-plano. Asi, B0, = 71132(3 Grn,

con fibrado universal 4" = lim ;.
n—oo

Definicién 4.5 ((B,, f,) estrutura). Sexa f,: B, — B0, unha fibracién. Se £ é un
fibrado vectorial n-dimensional sobre un espazo X, clasificado por £: X — B0, , entén
unha (B,, f.) estrutura en £ é unha clase de homotopia de levantamentos a B,. Nétese que
unha (B,, f,) estrutura depende da aplicacién a B0,..

Lema 4.6. Para v o suficientemente grande, existe unha correspondencia un a un entre
(B, fr) estruturas para o fibrado normal de calquera dous mergullos iy,iy: M™ — R™"
onde M™ é unha variedade diferenciable (con ou sen bordo) de dimension n.



4.4 Variedades con estrutura 65

Definicién 4.7 ((B, f) estrutura e (B, f) variedade). Dada unha sucesion (B, f) de
fibraciéons f,.: B, — B0, e aplicacions g,: B, — B, , tales que verifican o seguinte
diagrama conmutativo, onde j, denota a inclusion usual:

gr
Br > Br+1

frl J{fr-&-l

B0, —> B0, 4

Unha (B,, f,) estrutura no fibrado normal de M™ en R™*" define unha tnica (B, 11, fri1)
estrutura via a inclusiéon R"" C R"™ 1. Unha (B, f) estrutura en M™ é unha clase de
equivalencia de sucesiéns de (B,, f,) estruturas £ = (&), no fibrado normal de M, sendo
duas de estas sucesions equivalentes se coinciden para un r o suficientemente grande. Unha

(B, f) variedade serd un par formado por unha variedade M" e unha (B, f) estrutura sobre
M™.

Observacion 4.8. Se W™ é unha variedade e M unha subvariedade de W con fibrado nor-
mal trivial, é posible embeber M en R™*", para r o suficientemente grande, e estendelo, por
medio da trivializacion, a un mergullo dunha vecinianza de M en W a R¥*" = R™*" x R*~™,
Asi, a vecinianza antes considerada en R™" é ortogonal a M. Entén, poderase estender
a un mergullo de W en R*¥*". Os planos normais a M en R™'" serdn a restriciéon a M
dos planos normais a W en R¥"". Se agora, v: W — B, é o levantamento da aplicacién
normal de W, entén a sua restricién a M, |y, : M — B,., é un levantamento da aplicacién
normal de M. En consecuencia, unha (B, f)-estrutura em W induce unha (B, f)-estrutura
en M ben definida.

Definicién 4.9 (Categoria de cobordismo de (B, f) variedades). Unha categoria de
cobordismo de (B, f) variedades é a categoria cuxos obxectos son variedades diferenciables
compactas con (B, f) estrutura, e cuxas aplicaciéns son os mergullos diferenciables que
conservan o bordo con fibrado normal trivializado. O semigrupo de cobordismo desta cate-
goria denotarémola por Q(B, f), e o sub-semigrupo de clases de equivalencia de variedades
pechadas de dimensién n denotarémolas por €2, (B, f).

Proposicién 4.10. O semigrupo de cobordismo QUB, f) é un grupo abeliano.

Proba. Sexa M™ unha variedade pechada que estd embebida en R™*" para algin r o sufi-
cientemente grande e 7: M — B, o levantamento da aplicacién normal. Empregando o
anterior mergullo e a inclusién usual de I en R, embebemos M x I en R**" x R = R+ +1,
A aplicacién normal para M x I é a composicién da proxeccion en M e da aplicacion
normal a M. Asi, o levantamento para M define unha (B, f) estrutura en M X I que, ao
mesmo tempo, induce unha estrutura en M x 0 (observacion anterior). O normal entrante
ao longo de M x 1 da pé a unha (B, f) estrutura inducida en M x 1. Con esta estrutura
tense que M + M x 1 = 9(M x 1) na categoria. En consecuencia, esta estrutura en M x 1
é unha inversa para a estrutura de M en Q(B, f). |
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Pénsase agora B0, como o espazo de r-planos contidos nun subespazo R®* de R*> de
dimensién finita. Tomase o produto vectorial usual do subespazo de R*°, consistindo nos
vectores cun numero finito de componentes non nulas. Deste xeito, obtense unha métrica
de Riemann no fibrado universal 7". Se ¢ é un fibrado de r-planos sobre o espazo X,
con aplicaciéon clasificante £: X — B0,, tense unha métrica de Riemann inducida en &.
Definese entén o espazo de Thom.

Definicién 4.11 (Espazo de Thom). O espazo de Thom de &, TE, é o espazo obtido
partindo do espazo total de & colapsando todos os vectores de tamano polo menos un a un
punto, denotado por oco.

Supoéiase que £: X — B0, ¢ un fibrado inducido por outro fibrado n: Y — B0,
mediante a aplicacién g: X — Y (i.e. £ = ¢g*n). Entén, a aplicacién de fibrado usual
& = g*n — 1, induce a seguinte aplicacién entre os espazos de Thom de € e n

Tg: T¢ — Th.

A aplicacién j,: B0, — B0, induce un fibrado vectorial j*(y" ) sobre B0,, que se pode
identificar coa suma de Whitney de 4" e unha lifia de fibrado trivial. Entén T'5* (") pode
ser identificado como a suspension de Ty". Como consecuencia, obtense o seguinte diagrama
conmutativo

STB, —%~TB,.,

E’Tf'r i inr«l»l
STBO, 2> TB0,

e tamén se obtén un homomorfismo entre os grupos de homotopia

TgT oY 7Tn+7»<TBT, OO) — Tndri1 (TBT+1, OO),

onde ¥ denota a suspension , T'B0, e T'B, denotan, respectivamente, os espazos de Thom
T~y" e Tfr~". Estase en condiciéns de enunciar o teorema principal desta seccion.

Teorema 4.12 (Teorema de Pontrjagin-Thom [19]). Q,(B, f) = dim 1., (T B, 00).

4.5. Clases e numeros caracteristicos

No ambito da teoria de cobordismo, o uso de clases caracteristicas proporciona inva-
riantes. Co fin de introducir as ferramentas para o cdlculo destes invariantes, a cohomoloxia,
xoga un papel central.

Definicién 4.13 (Espectro). Un espectro £ é unha sucesién {E,, : n € Z} de Espazos

con punto base comin cunha sucesion de aplicacions e, : X F, — F,.; , onde X denota a
suspension.
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Exemplo 4.14 (Espectro da esfera). Un exemplo de espectro é o da esfera: S =
{S",0,}, onde 0,,: £S" — S"*! ¢ a aplicacién identidade.

Definicién 4.15 (Grupos de homoloxia e cohomoloxia). Definimos os grupos de
homoloxia e cohomoloxia con coeficientes no espectro £ como

H™(X, 45 E) = lim [S/(X/A), Eusd].

onde X /A é o espazo resultado de colapsar A a un punto, A é o produto smash U AV =
UXxV/((Ux%)U(xxV)) e [] denota clases de homotopia de aplicaciéns. H,(X; E)

denotara H,(X,0; E) onde X /0 é a unién disxunta de X e un punto. Se Y é un espazo con

punto base p, escribirase H,(Y; E) para denotar H,(Y,p; E).

Definicién 4.16 (Anel espectro). Un anel espectro é un espectro A = {4,,a,} cunha
aplicacién a: S — A e un apareamento m: (A4, A) — A, é dicir, unha aplicacién tal que
o diagrama seguinte

apAl
NAGEE AL A A,

)
T Mp+1,q

Xmyp.q

S(Ap N Ag) — X(Apiq) e pHa+1

1Aaq

AN (EA) —= A, N A
representa as clases do grupo [X(A4, A A,), Apiet1] relacionadas mediante
[Mpr190 (ap A1) 0 Al = [apiq 0 Zmyg] = (=1)P[mypg41 0 (1A ag) o 41,
tales que o diagrama seguinte conmuta

ap/l 1Ny

SPA A, 2 A A A< AL NS

l

EpAq Mp,q ST A Ap = Zqu

X (-1)Pa

Ap+q

sendo @ a composicion miultiple das suspensions de aplicaciéns a; e (—1)9a, a aplicacién
q 4 (—1)Pd g
cuxa clase no grupo [X94,, A,,,] é (—1)P? veces a clase de a.
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Definicién 4.17 (Clase de Thom). Sexa (B, f) unha serie de fibraciéns f,: B, — B0,
Unha clase de Thom é unha aplicacién de espectros U: TB — A onde A é un anel
espectro.

Sexa M™ unha (B, f) variedade, i: M™ — H"™™" (con r o suficientemente grande) un
mergullo, onde a fronteira de M, OM, estd embebida en R"*"~! co fibrado ortogonal usual
ao longo dun entorno tubular de M. Sexa N o fibrado normal de M e N’ o fibrado normal
de OM. Agora considérase un levantamento v: M — B, definindo a estrutura (B, f) en
M. Esta aplicacion induce a seguinte entre os complexos de Thom, Tv: TN — T'B,..

Sexa

N 25 N x N ZB M x TN —s (M/OM) ATN,

sendo A a aplicacion diagonal e p o colapso no complexo de Thom. Baixo esta aplicacion,
os vectores de norma polo menos un son enviados ao punto base, ao igual que os vectores
sobre OM (é dicir N'). Deste xeito, indicese a seguinte aplicacion

¢: TN/TN' —s (M/OM) ATN.

Se c: H"™" — TN é o colapso estdndar, a proxeccién en TN/T N’ manda R"™ ! ao
punto base, logo define un colapso

c: 8" = (H"" Uoa)/(R™ 1 Uoo) — TN/TN'.

Témase unha clase de Thom U = {U, }: TB — A. Tense asi

S %5 TN/TN' % (M/OM) ATN 25 (M/oM) A TB, 2% (M/oM) A A,

que representa unha clase de m,,.((M/OM) A A,). Se facemos que r tenda a infinito,
definirase unha clase [M,0M]| € H,(M,0M;A) que depende unicamente da estrutura

(B, f) de M.

Definicién 4.18 (Clase fundamental de (M,0M)). Se M™ é unha (B, f) variedade e
U:TB — A unha clase de Thom, entén, unha clase fundamental de (M,0M) é unha

clase [M,0M| € H,(M,0M; A).

Definicién 4.19 (Clase caracteristica universal). Unha clase caracteristica universal
con coeficientes en A para fibrados (B, f) é unha clase © € H"(B,(); A), onde se ten que

B = lim{B,,g,}. Se £ é un fibrado de r-planos sobre X con (B,, f,) estrutura dada polo
1—00

levantamento é’: X — B,, entén a clase x-caracteristica de fibrado (B,, f.) é a clase
x(§) = &g*(x) € H"(X,0; A), onde g: B, — B é a aplicacién usual de paso ao limite.
A clase caracteristica x-normal dunha (B, f) variedade, M, é a clase x(M) € H"(X,(; A)

definida por z(M) = z(v), onde v: M — B, é un levantamento da aplicacién normal,
definindo a (B, f) estrutura de M.
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Definicién 4.20 (Nimero z-caracteristico). Se M™ é unha (B, f) variedade pechada
ex € HP(B,(; A), entén o nimero x-caracteristico de M é a clase en HP~"(pt, (); A) obtida
ao avaliar (M) na clase fundamental de M.

Deste xeito, se (M) € HP(B; A) estd representada por y: X(M/0) — A,; e ademais
[M] € H,(M; A) esta representado pola aplicacion p: S™*" — (M/Q)AA,, entén x[M] =<
x(M),[M] >€ HP~"(pto; A) esté representado mediante a seguinte aplicacién

Sttt ZE ST /O) A Ay X5 Ay A A S A

Os nimeros caracteristicos na teoria de cobordismo cobran importancia grazas ao se-
guinte resultado introducido por Pontrjagin.

Teorema 4.21. Sex € HP(B; A) e M"™ é unha (B, f) variedade pechada, entén o nimero

x-caracteristico de M depende unicamente da clase de (B, f) cobordismo de M.

4.6. Alguins exemplos de cobordismo

No Capitulo 4 do libro de Stong [19] aparecen numerosos exemplos de cobordismo. Neste
caso o interese deste traballo recae sobre o cobordismo complero mais comentarase breve-
mente algin outro exemplo importante como ferramenta para determinados problemas de
clasificacion.

4.6.1. Cobordismo non orientado, M,

Os obxectos de estudo son as variedades compactas e coincide co cobordismo (B, f) con
B, = B0, e f, sendo a aplicacién identidade. M, é o anel de polinomios con coeficientes
en 7 /27 sobre as clases x; de dimension i, para todo enteiro que non sexa da forma 2° — 1.

4.6.2. Cobordismo orientado, Qfo

Os obxectos da categoria son as variedades orientadas. Neste caso, coincide co (B, f)
cobordismo onde B, = BS0, é o espazo clasificante para o grupo especial ortogonal S0,.. O
cobordismo esta determinado pola cohomoloxia en Z e Zs. Todas as relaciéns dos ntimeros
en Zo venen dadas polas relaciéons de Wu, xunto coa nulidade da primeira clase de Stiefel-
Whithney. No caso dos niimeros en Z, as relacion venen dadas polo teorema de Riemann-
Roch.

4.6.3. Bordismo, Q. (B, f)[X, 4]

Sexa F: (B, f) — X o funtor esquecemento, que vai dende a categoria das (B, f)
variedades & categoria dos espazos topoléxicos. Deste xeito, un ten a categoria de co-
bordismo de (B, f) variedades sobre un espazo X. Se A C X é un subespazo, tense
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un funtor J: (B, f)/A — (B, f)/X que esta inducido pola inclusién de A en X. En-
tén, o cobordismo (B, f)/X é unicamente a teoria de cobordismo baseada no fibrado

B, x X = B, LN BO0,., onde 7 é a proxeccion. O grupo de bordismo relativo do par
(X, A) é Q.(B, /)X, A] = Q,(J,a), sendo a = f, o 7. Historicamente, estes grupos foron
introducidos por Atiyah e chamounos grupos de bordismo (B, f) para o par (X, A). Re-
servou o nome de cobordismo para a teoria dual de teoria de cohomoloxia con coeficientes
no espectro T'B.

4.6.4. Cobordismo topoléxico, Q1P

O obxecto de estudo son as variedades topoléxicas. E unha ferramenta de moito interese
pero non se cofiece demasiado sobre este tipo de cobordismo. Principalmente debido a
transversalidade, froito da construcién de Pontrjagin-Thom.

4.7. Cobordismo complexo, QY

Agora centrarémonos no cobordismo complexo, 2V, posto que é o que cobra maior
importancia no noso estudo. Historicamente, o cobordismo de variedades estables case
complexas foi definido e completamente determinado polos matematicos Milnor e Novikov.
Concretamente este é o (B, f)-cobordismo onde By, = Ba,;1 é 0 espazo clasificante BU,
para fibrados complexos de r-planos. Os obxectos son variedades cunha estrutura de fibrado
vectorial complexo concreta no fibrado normal ou no fibrado tanxente estable. Ademais,
QU é o anel enteiro de polinomios de clases x; de dimensién 2i, para cada i, onde cada
x; representa unha variedade alxébrica complexa proxectiva. Lémbrese que se ten que
QU Tlilgo Tntor(T BU,, 00), logo isto permite empregar os recursos da homotopia para
estudar o cobordismo complexo.

Teorema 4.22. Os grupos QU son finitamente zerados e QV @ Q € o anel de polinomios
racional con clases de cobordismo dos espazos proxectivos complexos.

Co fin de estudar o subgrupo de torsién, un fai uso da cohomoloxia en Z, con p primo.
Como H*(BU,;Z) é libre de torsién, tese, polo teorema de coeficientes universais, que
H*(BU,;Z,) = H*(BU,;Z) ® Z, é a Z, alxebra de polinomios nas clases de Chern ¢;
modulo p. Para seguir, precisase cofiecer as operacions en cohomoloxia modulo p.

A dlzebra de Steenrod modulo p, A,, para un primo impar p é a seguinte alxebra gra-
duada:

(A,)' = H (K (Zp,n); Z,), i <n.
Asi, A, é unha alxebra graduada asociativa sobre Z,, xerado polos simbolos 5 de grao 1 e
P de grao 2i(p — 1) con todas as relaciéns dadas por:

B* =0,
[a/p] _ AN
PPl = (—1)tF ((p 13(13 pkk) 1) patb—kpk se a < pb,
k=0 B
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Paﬁpb — Zgl:/g](_1)a+k((P—l)(b_k)>67)a+b—kfpk

a—pk
+ Z][g(igl)/p] (_1)a+k71 ((pfalz;bkf_kl)fl>PaerfkﬁPk se a < pb

Ademais, para cada par (X, A), existe un apareamento natural
A® H (X, A Z,) — H* (X, A Zy),
tal que:
* 3 é o operador cobordo de Bockstein asociado coa sucesion de coeficientes

0 — Zy — ZLyp> — 7y, — 0.

* B(zy) = (Br)y + (—1)""*z(By).
o P HY(X, A Z,) — H'20P-D(X, A;Z,) é aditivo.
o PV = y para todo u.
o Piy =P se dim u = 2i.
o Piy =0 se dim u < 2i.
o+ (Férmula de Cartan) Pi(zy) = .}k: Pla - Phy.
k=i

Agora pddese definir a aplicacion diagonal,

Bo— A(ﬁ)zﬁ@l%—l@ﬁ
Pl — A(PH= ¥ PIx P
jAk=1
a que fai de A, unha é4lxebra de Hopf sobre Z,, conexa. Obtéiiense entén os seguintes
lemas.

Lema 4.23. I:[*(X, Z,) € un A,/Qo-mddulo, sendo Qo o operador de Bockstein, que se
caracteriza por ser Qo = 3 se p é impar e Qy = Sq¢*: H(X, A; Zy) — H" (X, A; Zy) de
serp=2.

Lema 4.24. Sexa X un espectro converzente onde ]:I*(X;Z) non ten torsion p-primaria
e tal que f[*(X;Zp) ¢ un A,/Qo-mddulo. Enton, a homotopia de X non ten torsion p-
prIMmaria.

Agora entuncianse os resultados principais desta seccién, que nos permiten obter infor-
macién sobre QY.

Teorema 4.25. O grupo QU é cero para n impar e, no caso de ser n par, é abeliano
e libre de rango igual ao numero de particions de m. Ainda mdis, dias variedades case
complexas estables son cobordantes se e so se tenen 0s mesmos numeros caracteristicos en
cohomoloxia enteira.
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Proba. Como H*(TBU;Z) é libre de torsién e os grupos médulo p son libres sobre A,/ Qo
para todo primo p, tense que os grupos de homotopia QY son libres de torsién. Agora,
como o niicleo do homomorfismo de Hurewicz, QU — H,, (T BU;Z), é un grupo de torsién,

pero QU é libre de torsién, entén o cobordismo complexo estd determinado polos ntimeros
caracteristicos en cohomoloxia enteira. |

Teorema 4.26. QU ¢ o anel de polinomios de clases x; de dimensién 2i. Ademais, poden
escollerse zeradores x; € QU de forma que, sei+1 = p*, sendo p primo, todos os nimeros
enteiros de Chern de x; sexan divisibles por p.
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