ALICIA MASCARENAS PAZOS

SOLITONES ALGEBRAICOS
ASOCIADOS A FLUJOS
GEOMETRICOS EN
DIMENSION TRES

Publicaciones
156b | -

Departamento
202 3 de Geometriay Topologia

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA




ALICIA MASCARENAS PAZOS

SOLITONES ALGEBRAICOS ASOCIADOS A
FLUJOS GEOMETRICOS EN DIMENSION

TRES
-I 56b :'el.:blicaciones
Departamento

2023 de Geometria y Topologia

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA



© Universidade de Santiago de Compostela, 2023

(o)

Esta obra at6pase baixo unha licenza internacional Creative Commons BY-NC-ND 4.0.
Calquera forma de reproducion, distribucién, comunicacion publica ou transformacion
desta obra non incluida na licenza Creative Commons BY-NC-ND 4.0 sé pode ser realizada
coa autorizacién expresa dos titulares, salvo excepcion prevista pola lei. Pode acceder Vde.
ao texto completo da licenza nesta ligazon: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-

nd/4.0/deed.gl

[@roce)

Esta obra se encuentra bajo una licencia internacional Creative Commons BY-NC-ND 4.0. Cualquier
forma de reproduccion, distribucién, comunicacién publica o transformacién de esta obra no
incluida en la licencia Cretative Commons BY-NC-ND 4.0 solo puede ser realizada con la
autorizacion expresa de los titulares, salvo excepcion prevista por la ley. Puede Vd. acceder al texto
completo de la licencia en este enlace: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-

nd/4.0/deed.es

[@roce)

This work is licensed under a Creative Commons BY NC ND 4.0 international license. Any
form of reproduction, distribution, public communication or transformation of this work
not included under the Creative Commons BY-NC-ND 4.0 license can only be carried out
with the express authorization of the proprietors, save where otherwise provided by the
law. You can access the full text of the license at https://creativecommons.org/licenses/by-
nc-nd/4.0/legalcode



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.gl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.gl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode

MASTER EN MATEMATICAS
Trabajo Fin de Master

Solitones algebraicos asociados a
flujos geométricos en dimensién tres

Alicia Mascarenas Pazos

Julio, 2023

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Indice

[Resumen| 5
Introduccionl 7
1. Preliminares| 11
(I.1. Variedades de Riemannl. . . . . . . . . . .. . ... ... .. 11
[L2. Tacurvatural. . . . . . . . . .. . 13
[1.3. Variedades homogéneas|. . . . . . . . . . . . . ... 14
(L.3.1. Variedades localmente simetricas de dimension 3. . . . . . . . . .. 15

[1.3.2.  Grupos de Lie de dimension 3 con métrica invariante a la izquierda] 15

[2. Solitones asociados al flujo de Riccil 19
[2.1. El flujo de Ricci: soluciones autosimilares y solitones|. . . . . . . . . .. .. 19
[2.2. Solitones de Ricci gradiente] . . . . . . . ... o Lo 23
[2.3. Solitones de Ricci algebraicos| . . . . . . ... ... 0000 24
[2.4. Solitones de Ricci homogeéneos| . . . . . . . . .. ... ... L. 26

[3. Solitones asociados a flujos geométricos| 29
[3.1. T-Solitones homogéneos gradiente] . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 32
[3.2. T-Solitones algebraicos| . . . . . . . . . ... ... . 33

[4. T-Solitones algebraicos en dimension 3| 35
[4.1. Grupo unimodular| . . . . . . . ... 36
[4.2. Grupo no unimodular|. . . . . .. ..o 40

[>. Solitones algebraicos para algunos flujos| 45
[>.1. Solitones algebraicos para el flujo de Ricell . . . . . .. .. ... ... ... 45
[5.2. Solitones algebraicos para el flujo de Cotton| . . . . . . . . ... ... ... 48
[5.3. Solitones algebraicos para el flujo de la curvatura cruzadal. . . . . . . . .. 53
Bibliog 59






Resumen

El objetivo de esta memoria es presentar resultados de clasificacién para solitones alge-
braicos asociados a determinados flujos geométricos. Dado que un analisis directo de dicha
condicion resulta muy complejo en funcién del campo de tensores que determina el flujo,
centramos nuestra atencion en describir las propiedades que ha de cumplir dicho campo de
tensores para garantizar la existencia de solitones algebraicos. Dichas caracterizaciones se
aplican finalmente al flujo de Cotton y el flujo de la curvatura cruzada.

Abstract

This dissertation is dedicated to the classification of algebraic solitons associated to
specific geometric flows. Owing to the intricacy of a direct analysis of that condition de-
pending on the tensor field determining the flow, we focus our attention on describing the
properties that this tensor field must satisfy to guarantee the existence of algebraic solitons.
These characterizations are finally applied to the Cotton flow and the cross-curvature flow.






Introduccion

Durante el Siglo XX, gran parte de la comunidad matematica centré su atencién en
la resolucion de la Conjetura de Poincaré; esta sostiene que toda variedad de dimension
3 compacta, sin borde y simplemente conexa es homeomorfa a la esfera. En verdad, esta
conjetura abrié las puertas a un objetivo mucho mas ambiocioso: la clasificacién de las
variedades de dimension 3 desde un punto de vista topolédgico, salvo homeomorfismos.

En términos informales, en topologia dos variedades son iguales (homeomorfas) si se
puede deformar la una en la otra sin realizar cortes; los dos objetos de la Figura [I] repre-
sentan la esfera de dimension 2, puesto que el cacahuete se puede deformar en la bola, pero
resulta mas sencillo identificar el espacio topoldgico en el objeto de la izquierda.

K <0
‘ -

Figura 1: La 2-esfera S? presentada en dos de sus formas.

Este problema, a priori topologico, puede abordarse desde el ambito de la geometria
diferencial gracias al siguiente resultado: toda variedad diferenciable admite una métrica
Riemanniana. Asi, para estudiar la topologia de una variedad M se puede tomar una mé-
trica arbitraria sobre M, y deformarla con el tiempo hasta alcanzar un espacio identificable
en cierto sentido (la bola de la Figura [I| tiene curvatura constante). De este modo, el pro-
blema de clasificacién se reformula en el sentido de encontrar una métrica identificable o
canonica sobre la variedad M. La ventaja de deformar la métrica Riemanniana en lugar de
la variedad radica en que la métrica se trata de funciones, de modo que se puede establecer
una regla para hacer la deformacion, osea, una ecuacién de evolucién geométrica.

Con esto en mente, en 1982 Richard Hamilton [6] introduce el concepto de flujo de Ricci.
Para una variedad Riemanniana (M, g), el flujo de Ricci es una familia unoparamétrica de
métricas que deforma la inicial g segin la siguiente ecuacién de evoluciéon geométrica

0
0= "200 dgo=9 (1)



8 Introduccién

donde p; denota el tensor de Ricci asociado a la métrica g;. Esta ecuaciéon es apropiada
para el objetivo de Hamilton pues se trata de un un andlogo de la ecuacién del calor para
las métricas. De la misma forma que la ecuacién del calor homogeiniza la distribucién del
calor en un dominio, la ecuacion tiende a distribuir la curvatura de Ricci uniformemente
a lo largo de la variedad.

A nivel intuitivo, podemos analizar el caso dos dimensional, donde el tensor de Ricci
se reescribe en términos de la curvatura de Gauss K como p = Kg. Asi trabajando con
la ecuacion , se observa que las regiones donde K < 0 tienden a expandirse con el
flujo (aumenta la distancia entre puntos) y las regiones donde K > 0 tienden a contraerse
(disminuye la distancia). Observando la imagen [lI| uno puede deducir que, conforme a lo
esperado, el flujo de Ricci “redondea” el cacahuete hasta que toma la forma candnica de
la bola.

Asi, en principio el flujo de Ricci proporciona un método para “mejorar” la métrica
inicial hasta alcanzar una métrica canoénica, de la que se extrae una mejor comprension de
la topologia de la variedad subyacente. En la practica, lo mas habitual es la aparicion en
tiempo finito de singularidades en el flujo; por ejemplo, la esfera con la métrica usual tiene
curvatura positiva y se contrae hasta colapsar en un punto (vedse ejemplo .

Un ejemplo particularmente importante de soluciones de son los denominados so-
litones de Ricci. Son soluciones autosimilares que retienen su forma al ser procesadas por
el flujo de forma que constituyen los puntos fijos geométricos (esto es, salvo homotecias y
difeomorfismos). Estos solitones son atractores del flujo y aparecen en las posibles singu-
laridades. Por tanto, juegan un papel esencial en el estudio del comportamiento asintético
del flujo de Ricci.

En la actualidad, el flujo de Ricci se ha consolidado como una herramienta habitual y
poderosa en el campo de la geometria diferencial y la topologia, y se han descrito muchas
otras aplicaciones. A raiz de esto se han planteado nuevas ecuaciones de evolucién geomé-
trica, sustituyendo en la ecuacion el tensor de Ricci p por un nuevo campo de tensores
simétrico T 5

agt =
El flujo de Cotton, el flujo de la curvatura cruzada, o el flujo determinado por el gradiente de
la norma L? del tensor de curvatura son ejemplos ampliamente analizados en la bibliografia.
Con la intencién tltima de conocer todos los solitones asociados a cualquier flujo ,
nos hemos fijado como objetivo del trabajo averiguar cuando un tensor T determina un
tipo particular de T-solitén. En concreto, la meta es describir las métricas invariantes a la
izquierda sobre grupos de Lie que constituyen T-solitones algebraicos sobre grupos de Lie
simplementes conexos de dimension 3. Mientras que los T-solitones estan determinados por
un sistema de EDP generalmente sobredeterminado, en el caso de los T-solitones algebraicos
dichas ecuaciones se reducen a un sistema algebraico.
La memoria se organiza como sigue.
El trabajo se inicia con un capitulo de preliminares, dedicado en gran parte a fijar
la notacién que se usara en adelante; en particular, la relacionada con las variedades de
Riemann y los distintos tensores de curvatura que se construyen sobre estas, entre los que

Tlt). (2)



Introduccién 9

se encuentra el tensor de Ricci. En la parte final del capitulo se presentan las variedades
homogéneas, principal objeto de estudio, y su descripcién en el caso simplemente conexo
en dimensién 3: toda 3-variedad homogénea simplemente conexa es (localmente isométrica
a) un espacio simétrico o un grupo de Lie dotado de una métrica invariante a la izquierda.
Sobre estos grupos se estudiara la existencia de T-solitones algebraicos a partir de la
descripcion de las métricas invariantes a la izquierda aportada por Milnor en [13].

En el segundo capitulo, se lleva a cabo una exposicion detallada del flujo de Ricci, que
comienza por la conexion de las soluciones autosimilares del flujo con los solitones de Ricci.
A continuacion, se exponen dos tipos de solitones de Ricci; los solitones de Ricci gradiente
y los solitones de Ricci algebraicos. Por tultimo, se detallan los solitones de Ricci sobre
variedades homogéneas de dimension 3, que estan completamente determinados y son de
(al menos uno de) los dos tipos mencionados.

Tomando un tensor simétrico arbitrario T, en el siguiente capitulo se generaliza el flujo
de Ricci a un T-flujo como solucién de una nueva ecuacién de evoluciéon geométrica
que involucra al campo de tensores T. Aunque en principio el tensor es arbitrario, en el
capitulo se presentan dos propiedades que debe cumplir el tensor para poder conectar las
soluciones autosimilares del T-flujo y los T-solitones algebraicos. Se cierra el capitulo con
la introduccién de dos tipos de T-solitones, en paralelo al escenario del flujo de Ricci; los
T-solitones gradiente y los T-solitones algebraicos.

En el capitulo 4, fijado un tensor simétrico T, procedemos a estudiar los T-solitones
algebraicos sobre los grupos de Lie de dimensiéon 3 conexos y simplemente conexos, ba-
sandonos en la caracterizaciéon de Milnor introducida en el capitulo 1. Recopilamos las
conclusiones en una serie de lemas, que para cada grupo recogen las condiciones sobre el
tensor T para que este determine un T-soliton sobre el grupo.

En el daltimo capitulo se dedica a aplicar los resultados sobre tres tensores en particular;

el tensor de Ricci, el tensor de curvatura cruzada y el tensor de Cotton. Antes de nada, se
confirma la clasificacién ya conocida de los solitones de Ricci algebraicos. Finalmente, se
describen los solitones algebraicos del tensor de Cotton y el tensor de curvatura cruzada
mediante los métodos desarrollados en el capitulo anterior. Dichos solitones estan recogidos
en los siguientes resultados:
Teorema 5.2. Sea (G, (-,-)) un grupo de Lie Riemanniano de dimension tres, donde la
métrica es invariante a la izquierda. Entonces es un soliton algebraico de Cotton si y solo
si es localmente conformemente llano (es decir, se anula el tensor de Cotton), o el grupo
de Heisenberg con la unica métrica invariante a la izquierda.

Teorema 5.4. Sea (G, (-,-)) un grupo de Lie Riemanniano de dimension tres, donde la
métrica es invariante a la izquierda. Entonces es un soliton algebraico para el flujo de la
curvatura cruzada sty solo si es un soliton de Ricci o una métrica invariante a la izquierda
en el producto semi-directo R x R? determinada por

0
[61,62] :k(—;eg—l-eg), [61,63] :’}/62"‘(563
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donde {e1, €9, €3} es una base ortonormal y k :=






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo plasmaremos, a modo de introduccién, una serie de conceptos
y resultados que utilizaremos posteriormente a lo largo de este trabajo.

1.1. Variedades de Riemann

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n € N. Denotaremos por C'* (M)
al algebra de funciones diferenciables de la variedad sobre M y por T,M al espacio de
vectores tangentes a la variedad en el punto p € M. El fibrado tangente a la variedad,
que se construye como unioén de los espacios tangentes a la variedad en todos sus puntos,
se denotard por T'M. Su generalizacion a cualquier orden, es decir, el fibrado de tensores
de tipo (I, k) se denotard por T}(M) y el médulo de secciones diferenciables de fibrado,
esto es, el conjunto campos de tensores de tipo (I, k) sobre M, se denotara por 7,%(M). En
particular, 7 (M) denotard el espacio de todos los campos de vectores diferenciables sobre
M que representaran mediante letras mayusculas X,Y, 7, .. ..

Por otro lado, si (z',...,z") son coordenadas locales en M, los campos de vectores
coordenados se denotaran por d,: o 0;, segin conveniencia. El conjunto {9,1,...0,n} cons-
tituye una base del espacio tangente en cada punto y su base dual {dz',...dz"} es una
base del espacio cotangente en cada punto.

El principal objeto de nuestro estudio van a ser las variedades de Riemann, que no son
méas que un par (M, g) donde M es una variedad diferenciable, en principio de dimensién
n, aunque nosotros nos centraremos en el caso tridimensional, y g es un tensor métrico; es
decir, un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y definido positivo.

Dada una variedad riemanniana (M, g), diremos que {Ei,..., E,} es una referencia
ortonormal en un abierto U de M si para todo punto p € M el conjunto {ey,...,e,}, con
e; = E;|,, forma una base ortonormal de T,M; es decir, si g(e;, e;) = 6;/, donde &;/ denota
la delta de Kronecker. En términos de una referencia local, podemos expresar cualquier
campo de tensores, en particular, la métrica g como

g = gijdxi ® da’,
donde g;; = ¢(0;, 0;).

11



12 1 Preliminares

Isomorfismos musicales

La métrica permite transformar vectores en 1-formas y viceversa mediante los isomor-
fismos musicales.

La aplicacién b transforma un vector X en una l-forma X’ mediante la expresién
X*(Y) = g(X,Y), donde Y € T(M). En coordenadas locales, esto puede expresarse como
X’ = g;;X'dz? de tal manera que la matriz asociada a b es (g;;).

Gracias al cardcter no degenerado de la métrica, se puede considerar la inversa de b
que denotaremos por f y que lleva la 1-forma w sobre el vector fw definido como el tnico
verificando g(fw, X) = w(X) VX € T(M). En coordenadas locales *w = g“w;d; y su matriz
asociada (g%).

Dada una funcién f € C*°(M), definimos el gradiente de f como el campo de vectores
grad(f) = *df, donde df denota la diferencial de la funcién f.

Los isomorfismos musicales se pueden aplicar sobre campos de tensores de cualquier
rango. A lo largo del trabajo, esto sera se empleara principalmente para vincular tensores
de tipo (0,2) simétricos y de tipo (1,1); asi, sea T de tipo (0,2) simétrico, obtenemos el
tensor de tipo (1,1) asociado # T como T(X,Y) = g(* T(X),Y).

Conexiones afines

Una conexion afin en una variedad M es un operador D: T (M) x T (M) — T (M) tal
que

1. DxY es C*°(M)-lineal en X,
2. DxY es R-lineal en Y,
3. DxfY =X(f)Y + fDxY,

para cualesquiera campos de vectores X e Y en M y cualquier funcién f € C*°(M).

Si (M, g) es una variedad riemanniana, exite una tnica conexién afin, que denotamos
por V, libre de torsion y que hace paralela la métrica g; esto es, si X e Y son campos de
vectores sobre la variedad M, entonces

(X, Y] =VxY —VyX, Xg(Y,Z)=9g(VxY,Z)+g(Y,Vx2),

donde [+, | denota el corchete de Lie. Esta conexién se conoce como conezion de Levi-Civita
y viene dada por la férmula de Koszul:

29(VxY,Z) = Xg(Y,Z) + Yg(X, Z) = Zg(X,Y) (1.1)
+9(X,[2,Y]) +9(Y,[Z, X]) + 9(Z,[X,Y]), '

para cualesquiera X, Y y Z campos de vectores sobre M.
Dada una funciéon f € C°(M), se define el operador hessiano de f como el campo de
tensores de tipo (1,1) dado por

by (X) = Vi grad(f).
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Mediante el operador b, se construye el tensor hessiano de f como el campo de tensores
simétrico de tipo (0,2) dado por

Hess (X,Y) = hf(X)b(Y) = g(Vxgrad(f),Y),

y el laplaciano de f como la funcién dada por su traza A f =trhy.
A partir de la conexién de Levi-Civita, se define también la divergencia de un campo
de vectores X como la funcion div(X) = tr{Y — VxY}.

1.2. La curvatura

Partiendo de la conexién de Levi-Civita, podemos definir lo que se conoce como operador
de curvatura, o tensor de curvatura de tipo (1, 3) segin el criterio

R(X,Y)Z =V xy1Z — [Vx,Vyl|Z,

para cualesquiera X, Y, Z campos de vectores sobre M. En coordenadas locales, se expresa
como:

R=R!

ijk

de' ® da’ @ da* @ 0.

A partir de este operador se puede definir el tensor de curvatura como el campo de tensores
de tipo (0,4) dado por
R(X,Y,Z,V)=g(R(X,Y)Z,V).

Este tensor satisface las siguientes identidades algebraicas
(i) R(X,Y,Z,V)=-R(Y,X,Z,V)=—-R(X,Y,V,Z),
(i) R(X,)Y,Z,V)+R(Y,Z,X,V)+ R(Z,X,Y,V) =0, (1.2)
(iii) R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y),
y la identidad diferencial:
(iv) (VxR)Y,Z, U V)+ (VyR)(Z, X, U, V)+ (VzR)(X,Y,U, V) = 0. (1.3)

Las identidades (ii) y (iv) se conocen como primera y segunda identidades de Bianchi,
respectivamente.

Un tensor curvatura algebraico sobre un espacio vectorial V es cualquier tensor de tipo
(0,4), A: VY xV xV xV — R que satisfaga las identidades algebraicas (1.2)). Si (V, (-, "))
es un espacio vectorial con un producto interior, entonces el tensor R° definido por

RAX,Y,Z,V) = (X, Z){U,V) — (X, V)Y, Z) (1.4)

cumple las propiedades (1.2]) y se denomina tensor curvatura algebraico estandar. Emplean-
do el tensor curvatura algebraico estandar del espacio tangente a una variedad en un punto
p, se define la curvatura seccional del plano II C T, M como

R(X,Y,X,Y)

K(II) =
)= y.xy)
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donde aqui {X,Y} es una base arbitraria de II. Si el valor de la curvatura seccional es
independiente tanto del plano II como del punto p € M, diremos que la variedad (M, g)
tiene curvatura seccional constante. Ademas, la curvatura seccional es constantemente c
si, y solamente si, el tensor de curvatura se expresa como

R(X.Y)Z = e{g(X, 2)Y — g(Y,Z)X},

en cuyo caso la variedad serd localmente isométrica a una esfera S™ (si ¢ > 0), al espacio
euclideo R™ (si ¢ = 0), o al espacio hiperbélico H" (si ¢ < 0).

A partir del operador de curvatura podemos definir el tensor de Ricci como el campo
de tensores de tipo (0,2) dado por

p(X,Y)=tr{Z = R(X,Z)Y}.

El tensor de Ricci de una variedad riemanniana es simétrico y, por lo tanto, el operador de
Ricci, dado por g(Ric X, Y) = p(X,Y), es un campo de tensores de tipo (1, 1) auto-adjunto.
La traza de este operador tiene nombre propio y es la curvatura escalar de la variedad. Si
{F1, ..., E,} es una referencia ortonormal de una variedad riemanniana, entonces el tensor
de Ricci y la curvatura escalar se expresan como

p<X7Y):ZR<X7EHKEz)7 T:ZR(Eian7Ei7Ej)‘
A i

Ademés, considerando un sistema local de coordenadas (z!,. .., 2™) en la variedad, el tensor
de Ricci y la curvatura escalar se escriben en coordenadas como

p(X,Y) = gin(X, 0,i,Y,0,), T= gijp(axi, Opi )-
Se dice que una variedad riemanniana (M, g) de dimensién n es Finstein si su tensor
de Ricci es un multiplo del tensor métrico. En tal caso, al tomar trazas se observa que

pP=-9

.
n
y la curvatura escalar 7 es necesariamente constante si la variedad M es conexa y su
dimension es mayor o igual que tres. Para variedades conexas de dimension 3, la condicion
de ser Einstein es equivalente a la de ser de curvatura seccional constante [9].

1.3. Variedades homogéneas

Una variedad Riemanniana (M, g) es homogénea si existe un subgrupo G del grupo de
isometrias de (M, g) que actia transitivamente sobre M. Equivalentemente, para cada par
de puntos p,q € M existe una isometria ® : M — M tal que ®(p) = ¢. Si la aplicacién
® es simplemente una isometria de un entorno de p en un entorno de ¢, entonces diremos
que la variedad (M, g) es localmente homogénea. Toda variedad Riemanniana homogénea
y conexa es completa [Kobayashi-Nomizu].
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Un caso especial de variedades (localmente) homogéneas es el proporcionado por los
espacios (localmente) simétricos. Una variedad (M, g) es localmente simétrica si y solo si
las simetrias locales s, : exp,(ru) = sy(exp,(ru)) = exp,(—7ru), que estan definidas en
entornos abiertos suficientemente pequenos del punto p € M, son isometrias. Todo espacio
simétrico es homogéneo, ya que podemos conectar cualesquiera dos puntos p, ¢ € M por una
isometria; esto se debe a que la variedad es geodésicamente completa por ser simétrico.
Asi, podemos conectar esos dos puntos p y ¢ por una geodésica 7,,. Si denotamos por
m € 7y,, al punto medio, entonces la simetria geodésica en m es una isometria conectando
los puntos, s,,(p) = q.

Otro ejemplo de variedades homogéneas viene dado por los grupos de Lie GG con una mé-
trica invariante a la izquierda (-, -), donde la isometrias son las translaciones a la izquierda
Ly, he@G.

Ademas, bajo ciertas condiciones, las variedades riemannianas de dimension 3 pueden
clasificarse en alguno de estos tipos; Sekigawa demostr6 en [19] que toda variedad rieman-
niana homogéneo conexo y simplemente conexo en dimensién tres es un espacio simétrico
o isométrico a un grupo de Lie con una métrica invariante a la izquierda (G, (-, -)).

Examinemos mas a fondo las posibilidades para cada una de estas dos clases, que como
precisaremos mas adelante, no son necesariamente excluyentes.

1.3.1. Variedades localmente simétricas de dimension 3

Dado que el tensor de curvatura de todo espacio simétrico es paralelo, también lo es
el tensor de Ricci. Asi, un espacio localmente simétrico de dimensién tres es Einstein o
localmente isométrico a un producto R x N(c), donde N(c) es una superficie de curvatura
seccional constante c¢. Como las métricas de Einstein en dimensién tres tienen curvatura
seccional constante, toda variedad localmente simétrica es localmente homotética a uno de
los modelos S?, R?, H?, o un producto R x S%, o R x H?. Mientras que el espacio simétrico
R x S? no puede ser difeomorfo a ningin grupo de Lie, los otros espacios modelo son
isométricos a ciertos grupos de Lie.

1.3.2. Grupos de Lie de dimension 3 con métrica invariante a la
izquierda

Todo grupo de Lie G tiene asociada un algebra de Lie g determinada por el espacio
tangente en el neutro, g = T.G y reciprocamente, toda algebra de Lie tiene asociado un
tnico grupo de Lie (salvo isomorfismos) conexo y simplemente conexo. Dado que los objetos
con los que trabajaremos son invariantes por traslaciones a la izquierda, podemos restringir
nuestro analisis a las correspondientes algebras de Lie.

Toda métrica de Riemann invariante a la izquierda en un grupo de Lie G viene determi-
nada por un producto escalar (-, ) definido positivo sobre su dlgebra de Lie g. Considerando
los grupos de Lie de dimension tres, una descripcién de dichos productos escalares en las
correspondientes algebras de Lie dependeria de seis parametros reales. Sin embargo, pa-
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ra nuestros objetivos resulta més 1til la descripcion proporcionada por Milnor [13], que
describe la estructura de grupo a partir de una base ortonormal del dlgebra de Lie.

Sea (g, (-,-)) un algebra de Lie de dimensién tres con un producto escalar definido
positivo. Llamaremos operador de estructura al endomorfismo del algebra de Lie L(zAy) =
[z,y], donde “A” denota el producto vectorial (z Ay, z) = det(z, y, 2).

Grupos de lie unimodulares

Las algebras de Lie unimodulares (trad(z) = 0 para todo x € g) estan caracterizadas
por el hecho de poseer un operador de estructura auto-adjunto [I3, Lema 4.1]. Asi pues,
en el caso unimodular, considerando una base ortonormal orientada {ej, e, e3} de auto-
vectores de L se pueden describir todas las métricas invariantes a la izquierda a partir de
la estructura del algebra de Lie

[61762] = A\ses, [62, 63] = ey, [63761] = A\aea, (1-5)

donde {ej,e9,e3} es una base ortonormal de g y los autovalores \; se denominaran la
constantes de estructura. Basddonos en la elecciéon de orientacion, se puede asumir que
a lo sumo uno de los \; es negativo. Asi, la estructura de autovalores del operador de
configuracion determina el algebra de Lie como sigue:

(i) Las élgebras semi-simples su(2) y sl(2,R) se corresponden con la situaciéon ker L =
{0}, donde todos los autovalores tienen el mismo signo (en el caso de su(2)), o existen
autovalores de signos opuestos (en el caso de sl(2,R)).

Las métricas invariantes a la izquierda constituyen, salvo homotecias, una familia

dos-paramétrica determinada por (1.5) con (A1, Aa, Az) = (1, A2, A3).

(ii) El operador de estructura tiene nicleo de dimensién uno en el caso del grupo Euclideo,
correspondiene al dlgebra de Lie ¢(2) y el grupo de Poincaré, correspondiente al
algebra de Lie ¢(1,1). El grupo Euclideo se corresponde con la situacién en que los
autovalores no nulos tengan el mismo signo, mientras que el grupo de Poincaré se
obtiene cuando los autovalores no nulos tengan signos opuestos.

Salvo una rotacion en los vectores {e;}, podemos suponer que los autovalores del
operador de estructura estdn dados por (A1, A2, A3) = (A1, A2, 0). Tras una homotecia
e; /\%ei, tenemos que existe (salvo homotecias) una familia uno-paramétrica de
métricas invariantes a la izquierda en los grupos Euclideo y de Poincaré determinada

por (1.5) con (A1, A2, Az) = (1, A2, 0).

(iii) El grupo de Heisenberg se corresponde con el algebra de Lie unimodular cuyo ope-
rador de estructura verifica dimker L = 2.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los autovalores del operador de
estructura son (A, Aa, A3) = (A1,0,0). Considerando ahora la métrica homotética
determinada por la base ortogonal é; = )\—llei, se tiene que toda métrica invariante a
la izquierda sobre el grupo de Heisenberg es homotética a la determinada por

con ()\1,)\2,)\3) = (1,0, 0)
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(iv) Cuando el operador de estructura L = 0, se obtiene el dlgebra de Lie abeliana que se
corresponde con el grupo abeliano R3.

Un céalculo inmediato muestra que en tal situacion cualquier métrica invariante a la
izquierda es llana, es decir, localmente isométrica al espacio Euclideo.

Los grupos de Lie asociados a las algebras de Lie unimodulares de dimension tres se
corresponden con los siguientes:

» El grupo especial unitario SU(2) constituido por las matrices unitarias 2 x 2 de deter-
minante uno. Cuando los tres coinciden los tres autovalores, el grupo de Lie resultante
es homotético a la esfera S? con la métrica usual.

s El recubrimiento universal del grupo lineal especial éi(2,]R), donde SL(2,R) estd
formado por las matrices reales 2 x 2 con determinante uno.

= El recubrimiento universal E(2) del grupo Euclideo E(2) formado por los movimientos
rigidos del plano Euclideo. Se corresponde con un producto semi-directo R x, R?,
donde el endomorfismo ¢ tiene autovalores complejos imaginarios.

» El grupo de Poincaré E(1,1) correspondiente a los movimientos rigidos del plano de
Minkowski. Se corresponde con un producto semi-directo R x,, R?, donde el endo-
morfismo ¢ es auto-adjunto con traza cero.

= El grupo de Heisenberg, Heis, que se corresponde con el producto semi-directo Rix ,R?,
donde el endomorfismo ¢ es nilpotente en dos pasos.

» El grupo abeliano R3.

En definitiva, las seis posibilidades para las constantes de estructura de un algebra de Lie
orientada correspondiente a un grupo de Lie unimodular simplemente conexo de dimensiéon
3 se recogen en la siguiente tabla:

Signos de autovalores Ai, Ao, A3 | Grupos unimodulares asociados
+ + + SU(2)
+ + - SL(2,R)
+ + 0 E(2)
+ - 0 E(1,1)
+ 0 0 Heis
0 0 0 R3
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Grupos de lie no unimodulares

La descripcion dada por Milnor de las algebras de Lie no unimodulares se centra en el
estudio del niicleo unimodular u = {z € g;trad(z) = 0}, que es un ideal abeliano de g que
contiene al conmutador [g, g|. Por tanto el dlgebra de Lie g es un producto semi-directo
g = Rxu [I3]. El producto semi-directo esté determinado por el endomorfismo ad(e;), que
es independiente de la eleccién de e; € u. Asi, las métricas invariantes a la izquierda sobre
los grupos de Lie no unimodulares estan determinados por

[61, 62] = ey + fes, [617 63] = e + des, [627 63] =0, (1'6)

donde {ej, €2, €3} es una base ortonormal de g y trad(e;) = o+ § # 0.

La descripcién anterior admite dos simplificaciones. En primer lugar uno puede asumir
que trad(e;) = (a+9) = 2 trabajando en la clase homotética de la métrica de partida. Por
otro lado, rotando los vectores {es, e3}, existe una base ortonormal del niicleo unimodular
de forma que ad(e1)(eq) es ortogonal a ad(e;)(es), o lo que es equivalente, ay + 3§ = 0.

De entre las extensiones semi-directas determinadas por un endomorfismo ¢ = — ad(ey),
las siguientes son especialmente significativas:

(i) Si el endomorfismo ¢ es un multiplo de la identidad, entonces la curvatura de la
correspondiente métrica invariante a la izquierda es constante y negativa. El corres-
pondiente grupo de Lie (G, (-,-)) es homotético al espacio hiperbélico H3.

(ii) Si el endomorfismo ¢ es auto-adjunto y singular (dimker ¢ = 1), entonces el grupo
de Lie Riemanniano resultante es homotético a la variedad producto R x H?, donde
H? es el plano hiperbélico.

A modo de resumen final, el siguiente recoge las variedades riemannianas homogéneas
conexas y simplemente en dimensién 3 (médulo isometrias locales).

SRR R S Unimodular
8 SU@: SLe2R)
‘RS E(2): E(1,1) Heis
Rx§2 p——m—————
R x H?
HB
No unimodular

Simétricas Grupos de Lie




Capitulo 2

Solitones asociados al flujo de Ricci

En este capitulo expondremos algunos resultados conocidos para solitones de Ricci con
especial énfasis en la descripcion de los solitones de Ricci homogéneos en dimension tres.
Estos resultados servirdn no solo de modelo para la situaciéon mas general sino que en
muchos casos proporcionan solitones para flujos asociados a ciertos campos de tensores.

2.1. El flujo de Ricci: soluciones autosimilares y soli-
tones

Sea M una variedad diferenciable. Un flujo de Ricci sobre M es una familia uno-
paramétrica g; de métricas de Riemann sobre M, de forma que se cumple la ecuacion

0

—gy = —2 2.1
ot Gt Pt; (2.1)
donde p; denota el tensor de Ricci asociado a la métrica ¢;. Hamilton probd en [6] la
existencia local de solucién para el flujo de Ricci sobre variedades cerradas (compactas y
sin frontera).

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad de Hamilton). Sea M wuna variedad
cerrada y go una métrica Riemanniana sobre M. Entonces eziste un unico flujo de Ricci
g, cont € [0, T) para cierto T > 0, verificando la condicion inicial 9t,,_, = 90-

Ejemplo 2.2. La situacién mas sencilla en el estudio del flujo de Ricci ocurre cuando
la métrica inicial go es una métrica de Einstein, es decir, p,, = Ago para cierta A € R.
Entonces, la familia uno-paramétrica de métricas homotéticas g, = (1 — 2At)go es un flujo
de Ricci ya que verifica la Ecuacion (2.1])

0
agt = _2)\90 = _2pgo = _2pgt7
donde en la tltima igualdad empleamos la invarianza por homotecias del tensor de Ricci.

19
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En particular, si consideramos M una variedad cerrada, el Teorema garantiza que
este es, ademas, el Unico flujo de Ricci con métrica inicial gy. Dicho flujo se comporta de
forma diferenciada sobre la métrica inicial gy en funcién del signo de la curvatura escalar:

(i) Sila curvatura escalar 7 = nA > 0 entonces A > 0, y el flujo ¢; esta definido en un
intervalo ¢t € (—oo, %) El flujo de Ricci “contrae” a la métrica para tiempo positivo
y existe una singularidad en tiempo finito.

A modo de ejemplo, partimos de la esfera unitaria con la métrica usual (S™, go), que
es Einstein con pg = (n — 1) go. El tinico flujo de Ricci asociado con métrica inicial
go viene dado por g; = (1 —2(n — 1)t) go y hace que la esfera colapse a un punto en

tiempo T = 2(n1_1) como ilustra la siguiente Figura

S e -

Figura 2.1: Contracciéon de la esfera en tiempo finito.

(ii) Si la curvatura escalar 7 = 0, entonces la variedad inicial (M, go) es Ricci llana y el
flujo (definido en toda la recta real) es constante.

(iii) Sila curvatura escalar 7 = nA < 0 entonces A < 0 y el flujo ¢; estd definido en un

intervalo t € (%, +00). El flujo de Ricci “expande” a la métrica para tiempo positivo.

Los tinicos puntos fijos genuinos del flujo de Ricci estan determinados por las métri-
cas Ricci llanas correspondientes al caso (ii) en el ejemplo . Desde un punto de vista
geométrico, uno podria considerar aquellos flujos que se mantengan constantes modulo
difeomorfismos y escalamientos, lo que da lugar a la nocién de solucién autosimilar.

Una solucion autosimilar del flujo de Ricci con métrica inicial gy es una familia uno-
paramétrica de métricas dadas por

g = o (t) ¥ g0 (2.2)

verificando la Ecuacion (2.1]), donde o(t) es una funcién positiva con o(0) =1y 1, : M —
M es un grupo uno-paramétrico de difeomorfismos de M.

Observacion 2.3. Veremos a continuacién que existe una correspondencia biunivoca entre
soluciones autosimilares del flujo de Ricci y los denominados solitones de Ricci. Un soliton
de Ricci asociado a (2.1) es un triple (M, g, X) tal que X es un campo de vectores en la
variedad de Riemann (M, g) verificando la ecuacién

Lxg+p=pg (2.3)
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para cierto u € R, donde £ denota la derivada de Lie. Cuando no sea necesario precisar el
campo, diremos simplemente que la métrica g es un soliton de Ricci sobre M.

Supongamos que ¢ = o(t)1;go es una solucién autosimilar del flujo de Ricci (2.1).
Teniendo en cuenta que pg, = pyrg, = ¥y py, tenemos

0 . .
agt = —2pg, = =29/ pg, = Y1 (—2pg,)- (2.4)
Por otro lado, derivando en la expresion de las métricas g; se tiene
a * * *
&gt =0’ (t)Yigo + o(t) ¥i (Lxgo) = i (o' (t)go + o (t)Lxgo) (2.5)

donde X denota el generador infinitesimal de 1/, esto es, el campo de vectores determinado
obtenemos

d
por X (¢4(p)) = a(m(p)) Eliminando el pull-back en y

—2pg, = ' (t)g0 + L3 90

donde X (t) := o(t)X (t). Si denotamos 1 = —307(0), la ecuacién anterior en t = 0 es:

Lxgo + 2pg, = 2190-
Asi pues, dada una solucion autosimilar del flujo de Ricci, existe un campo de vectores

%X en M tal que
Lixg0 + pgo = 1o,

lo que muestra que (M, go, %X ) es un solitén de Ricei.

Reciprocamente, veamos que todo solitén de Ricci da lugar a una solucién autosimi-
lar de . A fin de simplificar la demostracion, supondremos que X es un campo de
vectores completo en una variedad Riemanniana (M, g). Sea ¢ : M — M la familia de
difeomorfismos generada por X segun:

2
1—2ut

jt(%(p)): X(Wu(p)) v b =1Idy

que estd definida para todo t € (—oo,i) si 4 > 0, para todo t € (—oo,i) w >0
y para todo t € R si g = 0. Si consideramos la familia uno-paramétrica de métricas
g = (1 — 2ut) ¢} g, entonces

8 * *

50 = T2uvig+ (=20 vl o xg

= (=209 + Lxww)9)-

Ahora, como el campo de vectores X verifica la ecuacién Lxg + p, = pg, entonces

0 i .
= Ui (=2p) = =297 pg = =2pysg = —2p(-2pt) 079 = ~2Pgs

y por tanto g; es una solucién autosimilar del flujo de Ricci.
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Observacion 2.4. Sea (M, g, X) un solitén de Ricci. Tomando trazas en la expresion ([2.3))
se tiene que 2div(X) +7 = npu, con lo que = =(742div(X)). En definitiva, la constante
del soliton p estéd determinada por la propia ecuacion.

El signo que toma la constante del soliton influye en el comportamiento del flujo de
Ricci. Asi, diremos que un solitén de Ricci es contractivo, estdtico o expansivo si p > 0,
© =0 o p <0 respectivamente.

Observemos ahora que el campo X de la ecuacion es unico salvo campos de
vectores homotéticos.

Nota 2.5. Un campo de vectores £ sobre una variedad Riemanniana (M, g) es Killing si
su flujo local se realiza por isometrias. Mas generalmente, un campo serd homotético si
su flujo local se realiza por homotecias. Equivalentemente, £ es un campo homotético si y
solo si la derivada de Lie L¢g = kg para alguna constante x € R, que se anula cuando el
campo es de Killing. El conjunto de campos de vectores homotéticos (o de Killing) sobre
una variedad de Riemann (M, g) tiene una estructura de espacio vectorial sobre R.

Fijada una variedad de Riemann (M, g), un calculo sencillo a partir de la ecuacion ([2.3))
muestra que

(i) Si X; y X, son solitones de Ricci en (M, g) con constantes de solitén p; y fiag,
respectivamente, entonces £ = X; — X5 es un campo de vectores homotético con

Leg = (1 — p2)g.

(ii) Si (M, g,X) es un soliton de Ricci con constante de solitén p y & es un campo de
vectores homotético verificando L¢g = kg, entonces (M, g, X + ) es un solitén de
Ricci con constante de soliton p + k.

Asi, para una variedad fijada (M, g), el conjunto de campos que verifican (2.3)) es un espacio
afin asociado a homotecias.

Tal y como se senald previamente, nos enfocaremos en la descripcion de solitones de
Ricci homogéneos de dimension 3, esto es, analizar qué variedades de Riemann homogéneas
(M3, g) admiten un campo X verificando la ecuacién ([2.3)).

La existencia de campos de Killing esta garantizada sobre espacios homogéneos, si bien
la existencia de campos estrictamente homotéticos es una condiciéon mas restrictiva y solo
puede ocurrir en la situacion homogénea si la variedad es llana. En consecuencia, si una
variedad homogénea no llana admite un solitén de Ricci (M, g, X), cualquier otro solitén
de Ricci sobre (M, g) ha de tener la misma constante de solitén y, por tanto, el nuevo
campo de soliton se diferencia del primero en un campo de vectores de Killing. Asi pues,

el estudio de los solitones de Ricci homogéneo se realiza moédulo campos de vectores de
Killing.

Observacion 2.6. Si la variedad (M, g) es Einstein p = pug, se verifica la ecuacion ([2.3))
para el campo de vectores X = 0 (o cualquier campo Killing). Asi, cuando la variedad sea
Einstein diremos que el solitén (M, g, X) es trivial.
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En el estudio de los solitones es fundamental tener en cuenta que la existencia de
solitones de Ricci es una propiedad invariante por homotecias. La ecuaciéon es homo-
téticamente invariante tras un reescalado del campo de vectores solitén mediante x? € R,
de forma que:

1
(M, g, X) solitén con constante < (M, s g, — X) solitén con constante %
K K
Asi pues, a la hora de describir los solitones de Ricci homogéneos, lo haremos moédulo
homotecias a fin de simplificar la exposicién.

En las siguientes dos secciones presentamos dos tipos (no excluyentes) de solitones de
Ricci; los solitones de Ricci gradiente y algebraicos.

2.2. Solitones de Ricci gradiente

Veamos en primer lugar un tipo especial de solitones de Ricci. Un solitén de Ricci
(M, g, X) se dice gradiente si el campo del solitéon X =  grad(f), donde grad(f) denota el
gradiente de una funcion potencial f : M — R. En esta situacién denotaremos el solitén
como (M, g, f). Teniendo en cuenta que Lxg = L1, = Hessy, la ecuaciéon (2.3)) se
reescrigoe Ci])rr{czz ! ! el !

HeSSf +Tp = ug,

y la constante p =7+ Af.

Observacion 2.7. La propiedad de ser solitén gradiente se mantiene por homotecias de la
métrica; si para cierta x € R, consideramos la métrica homotética (M, 2 g, % X), el campo
solitéon continua siendo un solitén gradiente % X = grad(ﬁ f)-

Diremos que un solitén de Ricci gradiente es rigido si la variedad (M, g) es isométrica
a un producto N x R* para algin k € N, donde (N, gy) es una variedad de Einstein
con py = pugn y la funcion potencial estd determinada por la norma de la proyeccion en
el factor euclideo; f(-) = &|lmgs(+)||. De la propia construccién se sigue que los solitones
rigidos estéticos son triviales (Einstein), ya que en dicho caso la funcién potencial se anula
y su gradiente también.

Los solitones de Ricci gradientes son rigidos bajo la hipdtesis de homogeneidad (incluso
de homogeneidad local), como mostraron Petersen y Wylie:

Teorema 2.8 ([I7]). Sea (M, g) una variedad homogénea. Si (M, g, f) es un soliton de
Ricci gradiente, entonces es rigido.

Observacion 2.9. Los solitones rigidos no triviales en dimensién tres han de corresponderse
con productos de la forma N x R, donde (N, gi) es una superficie de Einstein. Dado que
bajo nuestras hipotesis las variedades Einstein de dimensién dos tienen curvatura constante,
cualquier solitén rigido no trivial de dimensioén tres es localmente homotético a R x S? o
R x H2. En ambas situaciones la variedad subyacente es simétrica y, por tanto, homogénea.
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2.3. Solitones de Ricci algebraicos

Los solitones de Ricci se corresponden con soluciones autosimilares del flujo de
Ricci, g; := o(t)1; go, donde 1, es una familia uno-paramétrica de difeomorfismos. Cuando
la variedad bajo consideraciéon es un grupo de Lie G, los automorfismos del grupo son
transformaciones que preservan tanto la estructura algebraica de grupo como la diferen-
ciable (difeomorfismos). Asi pues, fijada una métrica invariante a la izquierda sobre un
grupo de Lie, una cuestién natural es la existencia de soluciones autosimilares del flujo de
Ricci determinadas por una familia uno-paramétrica de automorfismos ¥, : G — G. Lauret
mostré en [10] que dichas soluciones autosimilares se corresponden con ciertas derivaciones
sobre el algebra de Lie del grupo.

Asi, decimos que un grupo de Lie con métrica invariante por la izquierda (G, (-,-)) es
un soliton de Ricci algebraico si su operador de Ricci verifica

Ric = pld+D, (2.6)

donde p € R y D es una derivacion en g, el algebra de Lie de G.

Observacion 2.10. Los solitones de Ricci algebraicos se mantienen por homotecias de la
métrica; si (G, (-, -)) es un solitén de Ricci algebraico con constante de solitén p, y para
cierta constante k € R consideramos la métrica homotética (-,-) := k? (-, -), estd continua
siendo un solitén algebraico con contante de solitén fi = £ puesto que

_— 1 . _ 1 ) - 1 )
Ric — puld = ERZC—,MIC{: ?(ch—ﬁu[d) = ?(ch—,u[d),

que es una derivacion por serlo Ric — p Id.

Examinemos ahora como un solitén de Ricci algebraico da lugar a un solitén de Ricci.

Dado que los solitones de Ricci algebraicos son una estructura puramente algebraica
determinada a nivel de un algebra de Lie, a fin de construir el solitéon de Ricci asociado,
consideramos el tnico grupo de Lie GG conexo y simplemente conexo asociado al algebra
de Lie g. De hecho, a lo largo de todo el trabajo supondremos todas las variedades son
conexas y simplemente conexas o, en otro caso, los resultados se referiran a su recubrimiento
universal.

Dado que D = Ric —pu Id es una derivacion en g, consideramos el grupo uno-paramétrico
de automorfismos de G determinado por

t
d(¥,), = El‘p(§D)
y el campo de vectores X en G correspondiente al generador infinitesimal de W, determinado

por

X(p)= 5 W)
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Asi, calculando la derivada de Lie de la métrica invariante a la izquierda respecto al campo
de vectores X y evaluando sobre vectores tangentes en el neutro, se tiene que

(Ll esres) = §t<\v:<-,~>><e@-,ej>

((Des, e5) + (e, Dej))

((Rice;, ) + (e;, Rice;)) — plei, e;)
(ei’ej) —,U<€i7€j>-

Por tanto, si suponemos que los vectores {e;} forman una base ortonormal de TG entonces
£X<'7 > —pP= _:U’<7 >

Asi pues, se tiene que (G, (-, ), —X) es un solitén de Ricci.

Observacion 2.11. Los solitones de Ricci algebraicos no triviales estan completamente de-
terminados en dimensiones bajas. En el caso de dimensién tres, estos se corresponden con
tres situaciones diferentes. Todas ellas se realizan sobre extensiones semi-directas del grupo
abeliano y pueden ser descritas como métricas en R? de la siguiente forma.

= Solitones algebraicos sobre el grupo de Heisenberg: la geometria Nils.
Utilizando la descripcion de Milnor de las métricas invariantes a la izquierda esbo-
zada en el capitulo anterior, toda métrica invariante a la izquierda en el grupo de
Heisenberg es homotética a la métrica determinada por los autovalores del operador
de estructura (A1, A2, A3) = (1,0,0).

En coordenadas cartesianas (z,y, z) de R?, la métrica invariante a la izquierda en el
grupo de Heisenberg se expresa como g = dx?*+dy?+ (dz — xdy)?, o equivalentemente

g=dr@dr+ (1+23)dy @ dy + dz ® dz — z(dy ® dz + dz @ dy)

= Solitones algebraicos sobre el grupo de Poincaré: la geometria Sols.
Las métricas invariantes a la izquierda sobre el grupo de Poincaré E(1,1) se co-
rresponden homotéticamente con los posibles espectros (A1, A2, A3) = (1, A,0), para
A < 0. La existencia de solitones algebraicos se corresponde con la situacién en que
A = —1. En coordenadas cartesianas (z,y, z) de R3, el solitén de Ricci algebraico en
E(1,1) se corresponde con la métrica

g=dr®@dr +e*dy @ dy + e **dz ® dz

= Solitones algebraicos sobre grupos de Lie no unimodulares.
Las métricas invariantes a la izquierda sobre grupos de Lie no unimodulares en di-
mension tres se corresponden con las extensiones semi-directas del grupo abeliano
R? [13]. Por tanto estan determinados por los endomorfismos ® : R* — R? que de-
finen la extension semi-directa. En este caso, la condiciéon de ser un soliton de Ricci
algebraico es equivalente al caracter auto-adjunto del endomorfismo ®. Asi pues, el
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endomorfismo ® estd descrito en una base ortonormal por sus autovalores «, ¢, donde
a+0#0.

Considerando R? con coordenadas cartesianas (z,y, z), estos solitones se correspon-
den con las métricas

Jos = dr @ dzx + e ***dy @ dy + e 2z @ dz, a+06#0.

2.4. Solitones de Ricci homogéneos

En esta seccion se detallan los solitones de Ricci homogéneos de dimension 3, los cuales
pueden clasificarse como solitones gradientes o algebraicos. La descripcion se realiza médulo
homotecias, por tanto es fundamental tener en cuenta las observaciones [2.7][2.10]

Segun se puede consultar en [3], la curvatura escalar de todo solitén de Ricci (M, g, X)
verifica la identidad

AT = 2uT1 — 2||p||* + (X, grad(1)).

En la situacion (localmente) homogénea la curvatura escalar es constante, por lo que
se tiene que ||p||*> = pr. Estudiamos los distintos escenarios que se presentan en funcién
del signo de p, es decir, seguin el solitén de Ricci sea estatico, contractivo o expansivo.

Si el solitén de Ricci homogéneo es estdtico (= 0), entonces ||p||> = 0, de donde se
sigue que la variedad Riemanniana subyacente es Ricci llana y por tanto llana (localmente
isométrica a R?) [20].

Si el solitén de Ricci homogéneo es contractivo (u > 0) entonces es gradiente, segin
fue probado por Naber [15]. Atendiendo al Teorema , tenemos que es por tanto rigido
(localmente isométrico a S* o R x S?, el las rigidas restantes tienen p < 0).

La posibidad restante es el caso del solitén expansivo (@ < 0) que fue analizada por
Arroyo y Lafuente en [I], donde muestran que su andlisis puede restringirse al caso alge-
braico:

Teorema 2.12 ([I]). Todo soliton homogéneo expansivo en dimension n < 6 es homotético
a un soliton algebraico.

En consecuencia, la lista de solitones de Ricci homogéneos de dimensiéon 3 se reduce a
los siguientes:

» Los solitones triviales o Einstein. R?, S? o H?.
» Los solitones rigidos no triviales R x S? y R x HZ.

» Los solitones algebraicos no triviales en Heis, E(1,1) y R x R? descritos en la Ob-
servacion 2.111

Es importante sefialar que las clases anteriores no son disjuntas. De hecho, mientras
que el solitén R x S? no se puede corresponder con ningtin solitén algebraico al no ser la
esfera paralelizable, el solitén rigido en R x H? es al mismo tiempo un solitén algebraico.
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Dicho solitén se realiza en el grupo no unimodular R x R? y se corresponde con la métrica
en R? determinada por ¢ = dz ® dz + dy ® dy + e **dz ® dz. En cuanto a los solitones
triviales, son rigidos y algebraicos.

Altenativamente, atendiendo al signo de la constante de soliton, los solitones homogé-
neos de dimension 3 se pueden clasificar en:

» Solitones estaticos: R3
= Solitones contractivos : S® o R x S?

» Solitones expansivos: H?, o los solitones algebraicos no triviales en Heis, E(1,1) y
R x R? descritos en la Observacién (entre los que se encuentra R x H? como
sehalamos previamente).

A continuacion, se presenta un esquema que resume las ideas expuestas en el capitulo.

g: = a(t)Yrgo > Lxg—py=Hg > solitén gradiente v

3 7’ . »
solucién autosimilar <€——— solitén de Ricci <€------------- soliton algebraico
(M3, g) homogénea






Capitulo 3

Solitones asociados a flujos
geométricos

Sea M una variedad y T[t] una familia uno-paramétrica de campos de tensores simé-
tricos de tipo (0,2) sobre M. Un T-flujo sobre M es una familia uno-paramétrica g; de
métricas de Riemann sobre M, de forma que se cumple la ecuacion

0

—qg; = T[t]. 3.1

2 =1l (3)
Un caso particular de la situacién anterior es el flujo de Ricci, donde la familia de campos
de tensores T|t] estd dada por los tensores de Ricci: T[t] = —2p[g;]. En general asumiremos

que existe una relacién subyacente entre el campo de tensores T[t] y la métrica g; y, en
particular, que Tt] es invariante por g;-isometrias. En este caso, denotaremos la familia de
métricas por T[g] o T,,.

En paralelo a lo que sucedia en el caso Ricci, aquellas soluciones que evolucionan me-
diante escalamiento y difeomorfismos a partir de una métrica inicial se denominan solu-
ciones autosimilares del flujo . Asi, una solucion autosimilar del T-flujo con métrica
inicial gg es una familia uno-paramétrica de métricas dadas por:

gt == o (t)Y; g0 (3.2)

verificando la Ecuacién (3.1)), donde o(t) es una funcién positiva tal que o(0) = 1y
Yy : M — M es un grupo uno-paramétrico de difeomorfismos de M.

En relacion a las soluciones autosimilares del flujo, surgen los T-solitones, esto es, triples
(M, g, X) donde X es un campo de vectores en la variedad de Riemann (M, g) verificando
la ecuacion:

Lxg—Tlg] = ng (3.3)
para cierto u € R, donde £ denota la derivada de Lie. Cuando no sea necesario precisar el
campo, diremos simplemente que la métrica g es un T-solitéon sobre M.

Para una variedad fijada (M, g), se verifica nuevamente que el conjunto de campos
verificando , es un espacio afin asociado a homotecias. Por tanto, la descripcion de
T-solitones homogéneos se realiza médulo campos de vectores Killing.

29
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Observacion 3.1. Cuando en una variedad (M, g), la métrica es multiplo del tensor T[g] =
kg, k € R, entonces se verifica la ecuacién (3.3) para el campo de vectores X = 0 (o
cualquier campo de Killing). Consiste en la generalizacién de las variedades Einstein y
decimos que g es un T-soliton trivial.

Para poder relacionar las soluciones autosimilares y los solitones asociados a un tensor
simétrico arbitrario T € T2(M), este debe cumplir ciertas propiedades.

Diremos que un tensor simétrico T € T2(M) es natural si T[¢*g] = ¢* T|g] para cual-
quier difeomorfismo ¢ : M — M y cualquier métrica Riemanniana g. Entre otros, el tensor
de Ricci p, el tensor de Cotton C' o el tensor de curvatura cruzada H, que introduciremos
en el siguiente capitulo, constituyen ejemplos de tensores simétricos naturales. La siguiente
proposicion establece que si T verifica estd propiedad, podemos obtener T-solitones a partir
de soluciones autosimilares.

Proposiciéon 3.2. Sea T € T*(M) un campo de vectores de tipo (0,2) sobre una variedad
diferenciable M tal que T es natural. Si g, := o(t)Yfgy es una solucion autosimilar del
T-flujo (3.1)), entonces go es un T-soliton.

Demostracion. Supongamos que g; = o (1)1 gy es una solucién autosimilar del T-flujo (3.1]).
Teniendo en cuenta que T es natural obtenemos que

0

209 = Tlg:] = Tlo(t) ¥f go] = ¢ Tlo(t)go)- (3.4)

Por otro lado, derivando en la expresion de las métricas g; se tiene

59 = o' ()i go + o ()i (Lxgo) = ¥ (o' (t)go + o (t)Lxgo) (3.5)

donde X denota el generador infinitesimal de ¢, esto es, el campo de vectores determinado
d
por X (¢(p)) = %(@bt(p)) Eliminando el pull-back en 3.4y

Tlo(t)go] = o' (t)go + Lz g0

obtenemos

donde X (t) := o(t)X(t). Si denotamos y := —0o’(0), la ecuacién anterior en ¢t = 0 es:

Tlg0] = —pg0 + Lx go-

Asi pues, dada una solucion autosimilar del T-flujo, existe un campo de vectores X en M
tal que Lxgo — T[g0] = 1go, lo que muestra que (M, go, X') es un T-soliton.
]

La situacién reciproca, esto es, la obtencién de soluciones autosimilares a partir de
T-solitones siendo T natural, solo estd asegurada en el caso u = 0 (T-solitén estatico).

Proposiciéon 3.3. Sea T € T?*(M) un campo de (0,2)-vectores sobre una variedad dife-
renciable M tal que T es natural. Si gy es un T-soliton estdtico (u = 0), entonces existe
una solucion autosimilar de (3.1) de la forma g, = 1} go.
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Demostracion. Sea (M, go, X) es un T-solitén estatico, de modo que X es un campo de
vectores tal que Lxgo = T'[go]. A fin de simplificar la demostracién, supondremos que X
es un campo completo. Sea 1, : M — M la familia de difeomorfismos generado por X.
Entonces

0
57 V90 = ¥ (Lxgo) = ¥iTlgo] = T[¥7 0],

donde en la ultima igualdad empleamos que T es natural. Por tanto, g; = 9;go es una
solucion de (3.1)). O

Si el tensor T es ademds homogéneo (por homotecias), obtenemos soluciones autosimi-
lares a partir de T-solitones para el resto de casos y no sélo el estatico. Un tensor simétrico
T € T?(M) es homogéneo (por homotecias) de grado q si T|cg] = ¢?T|g] para cualquier
escalado positivo cg de la métrica g. De los tensores previamente mencionados, el tensor
de Ricci p y de Cotton C' son homogéneos de grado ¢ = 0 y el tensor de curvatura cruzada
H es homogéneo de grado ¢ = —1.

Proposiciéon 3.4. Sea T € T*(M) un campo de (0,2)-vectores sobre una variedad dife-
renciable M tal que T es natural y homogéneo de grado q. Si gy un T-soliton , entonces
existe una solucion autosimilar de (3.1) de la forma g, = o(t)Y; go.

Demostracion. Supongamos que (M, go, X) es un T-solitén con constante de solitén pu. A
fin de simplificar la demostracién, supondremos que X es un campo completo. Definimos
la funcién o(t) como la solucién de la ecuacién diferencial

o' (t) = —po(t) i o(0) =1

y sea ¢, : M — M la familia de difeomorfismos generada por X segun:

i(l/)t(p)):a(t)q—lxwt(p)) vty =Idy .

Si consideramos la familia uno-paramétrica de métricas g; = o(t) 9] go, entonces

579 = o' ¥ig0 + (1) ¥ (Log-1x90)
= —pa ()" g0 + o ()" ¥ (Lx go)
= o(t)1; (—pgo + Lxgo)-

Ahora, como el campo de vectores X verifica la ecuacién Ly go — T[go] = 1190, entonces

a * * *

&gt = o(t)" ¥y (Tlgo]) = o(t)* T[v go] = Tlo(t)* ¥f go]

donde en las dos tltimas igualdades empleamos que T es natural y homogéneo de grado ¢
respectivamente. Por consiguiente, g; es una soluciéon autosimilar del T-flujo.

O
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T natural
9(t) = o(t) ¥igo > Lxg—Tlgl = pg
< ------ T natural y p=0 --------

solucién autosimilar T-solitén

T natural y homogéneo

El siguiente esquema resume las conclusiones derivadas de las proposiciones anteriores .

Observacion 3.5. Nétese que el tensor T[g] = —2 p, es natural y homogéneo de grado ¢ = 0.
Considerando ese tensor, el desarollo de este capitulo se corresponde con lo expuesto en el
capitulo anterior para solitones de Ricci. Diremos que el T-soliton es contractivo, estatico
o expansivo cuando la constante de soliton es > 0, u = 0 o p < 0 respectivamente.

Observacion 3.6. En ciertas fuentes de documentacién, se presenta la ecuacién de T-soliton
con el signo opuesto Lxg + T[g] = Ag, y el caso Ricci se corresponde con T[g] = 2 p,. En
este caso, el signo de la constante de solitén determina el tipo de solitén contrario.

A=0 estatico =70
A>0 contractivo ©w<0
A <0 expansivo >0

3.1. T-Solitones homogéneos gradiente

De manera anédloga a lo que sucedia en el caso Ricci, diremos que un T-soliton (M, g, X)
es gradiente si el campo del solitén X = %grad( f), donde grad(f) denota el gradiente de
una funcién potencial f : M — R. En esta situacién denotaremos el solitén como (M, g, f).
Teniendo en cuenta que Lxg = L% arad(f)9 = Hessy, la ecuacion (3.3) se reescribe como:

Hessy —T'[g] = pg.

El Teorema [2.8| enunciaba que un soliton de Ricci gradiente homogéneo es el producto
de una métrica Einstein y un espacio euclideo. La siguiente proposicion generaliza tal
resultado.

Teorema 3.7 (Teorema 1.1, [I8]). Sea (M,g) una variedad homogénea. Si (M, g, f) es
un T-soliton gradiente tal que T es natural y con divergencia cero, entonces (M,g) es

isométrica a un producto N x R¥ para algin k > 1 y f es una funcion sobre el factor
euclideo R¥,
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3.2. T-Solitones algebraicos

Extendemos el concepto de solitén de Ricci algebraico presentado en la seccion [2.3] Asi,
definimos los T-solitones algebraicos para la ecuacion de evolucion geométrica y luego
estudiamos la relaciéon entre T-solitones y T-solitones algebraicos.

Un grupo de Lie simplemente conexo con métrica invariante a la izquierda (G, (-, -)) es
un T-soliton algebraico si el (1, 1)-tensor T obtenido tras levantar un indice en T verifica

~

T[(-,)] = —pId+D (3.6)

donde D es una derivaciéon en g, el algebra de Lie de G y p € R.

La siguiente proposicion establece la relacion entre T-solitones algebraicos y T-solitones.
Dado que los T-solitones algebraicos son una estructura puramente algebraica determinada
a nivel de un algebra de Lie, a fin de construir el T-solitén asociado, consideramos el tinico
grupo de Lie GG conexo y simplemente conexo asociado al algebra de Lie g.

Proposicién 3.8. Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo dotado con una
métrica invariante por la izquierda (-,-). Si (G, {(-,-)) es un T-soliton algebraico entonces
es un T-soliton.

Demostracién. Sea (-,-) un T-solitén algebraico. Entonces D = T[(-,-)] + puId es una
derivacion para cierta constante p € R. Consideramos el grupo uno-paramétrico de auto-
morfismos de G determinado por

d(0,), = Exp(;D),

y denotamos por X al campo de vectores de G correspondiente al generador infinitesimal
de v, determinado por

X(p) = (jtlt_ollft(p)-

Asi, calculando la derivada de Lie de la métrica invariante a la izquierda respecto al campo
de vectores X y evaluando sobre vectores tangentes en el neutro, se tiene que

(Lx ()i ey) = ﬁ(‘lfﬂ'rﬂ(%@j)
5 ((Dei,ej) + (ei, Dej))

1
2
T[] (eis ) + e, e5).

Asi pues, se tiene que (G, (-, ), X) es un T-solitén. ]






Capitulo 4

T-Solitones algebraicos en dimension
3

En este capitulo prodecedemos a estudiar los T-solitones algebraicos sobre G un grupo
de Lie conexo y simplemente conexo de dimension 3 con algebra de Lie g. La bisqueda de T-
solitones a menudo conlleva la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales complejos,
mientras que los T-solitones algebraicos pueden obtenerse mediante métodos algebraicos,
como veremos en este capitulo.

Sea T un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico sobre un grupo de Lie G conexo
y simplemente conexo de dimension 3, dotado de una métrica invariante a la izquierda
(-,-). A lo largo del capitulo asumiremos que T es natural. Denotamos por T el campo de
tensores de tipo (1,1) asociado a T.

Observacion 4.1. Como consecuencia de la naturalidad de T y de la invarianza por la
izquierda de la métrica se tiene que

(Lp)* T[] = T(Ly)* 0] = Tlty]  Vh €G.

En definitiva, T es invariante por la izquierda. Asi, en funcién del contexto nos referiremos
a T como un campo de tensores sobre G o bien como un tensor sobre g.

Sea entonces T un tensor de tipo (0, 2) sobre g. Si {eq, €2, €3} es una base de g, emplea-
remos la notacion T;; := T(e;, e;), y dado que T es simétrico, en la matriz de componentes
(T;;) sustituiremos las entradas bajo la diagonal por -.

Lo expuesto en la seccién nos permite sostener que (G, (-, -)) es un T-solitén alge-
braico si la aplicacién lincal D : g — g definida por D = T[(.)] + £ 1d, es una derivacién
de g, esto es

Dlz,y] = [Dx,y] + [, Dy] Vz,y € g. (4.1)

Denotando por @ al tensor de tipo (1,2) & : g x g — g dada por
®(z,y) == Dlz,y] — [Dx,y] — [v,Dy] =z,y€g,

la condicién de ser una derivacién (4.1]) se expresa equivalentemente como ®(z,y) = 0y
para todo z,y € g.

35
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En la base {ej, e, e3} de g, denotamos la componentes
m m m
@(61, 6]‘) = q)ij €m, [Gi, €j] = cij €ms Dei = Dz Em-
Asi, la condicién de ser una derivacién (4.1)) se expresa en coordenadas como

O™ = " Dy" — ¢ Df — cyx™ D = 0. (4.2)

(2

Observacion 4.2. La aplicaciéon ® es antisimétrica puesto que el corchete es antisimétrico
y en consecuencia

para todo z,y € g. Asi, para comprobar que D es una derivacion, es suficiente pedir que
élgm = @lgm = @23m =0 para m = ]_, 27 3.

El diagrama de equivalencias es el siguiente.

G, Tyt :A.. (I)Z" :0 @ m:(I) m:(I) m:O
(G, () N D =T[¢] + pld - (7,y) = 04 o O 13 23
T-solitén derivacién Vr,y € g m=1,2,3

Haciendo uso de la estructura algebraica del dlgebra de Lie, establecemos un criterio,
que recogeremos en forma de lemas, para determinar cuando una métrica invariante a la
izquierda sobre el correspondiente grupo de Lie asociado es un T-soliton algebraico para
la ecuacion de evolucion geométrica (3.1)). Estudiamos por separado los casos unimodular
y no unimodular.

4.1. Grupo unimodular

Sea G un grupo de Lie unimodular de dimensién 3 conexo y simplemente conexo con
algebra de Lie g y dotado de una métrica invariante a la izquierda. Segin se detall6 pre-
viamente en el apartado [1.3.2] estos grupos estan caracterizados mediante las constantes
de estructura \; dadas por

le1,ea] = Azes, e, e3] = Aier, [es,e1] = Aaen (4.3)

donde {ej, €2, €3} es una base ortonormal de g de autovectores del operador estructura.

Sea entonces T un tensor de tipo (0,2) simétrico y natural sobre g. Conforme a lo
expuesto, D = T+ 1 1Id serd una derivacion si las componentes @15 = $13™ = Po3™ =0
para m = 1,2,3. Un calculo directo a partir de la expresion muestra que dichas
componentes estan dadas por

Ppp' = (A1 + A3) Tys, Ci3t = — (A1 + A2) Tho,
D1p* = (Ao + A3) Tas, ©137 = —Ao(pt + T11 — Taz + Ts3),
P10 = —Ag(p 4 T+ T — Ts3), P13°> = —(A2 + A3) T,
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Doy = —A1(pe — Ty + Too + Tas),
Po3? = (A1 + Ao) Tig,
(1)233 = ()\1 + )\3) T13 .

Nétese que ol = Po33, D152 = —P 33 v D3 = —Dy32. Por tanto, es suficiente comprobar

que se anulan los términos de la izquierda de dichas igualdades.

Observacion 4.3. Las componentes de la divergencia del campo de tensores T sobre el
grupo de Lie (G, (-, -)) obtenido por traslacién a la izquierda del tensor T estan dadas por

le(T)l = ()\3 — )\2) T23, le(T)Q = ()\1 — )\3) T13, le(T)3 = ()\2 — )\1) T12 .
Asfi la divergencia de T resulta
le(T) = ()\3 — )\2) T23 61 + ()\1 — )\3) T13 62 -+ ()\2 — )\1) T12 63

donde {e‘} es la base dual de la base ortonormal {e;}.

A continuacion estudiaremos la existencia de T-solitones algebraicos en los distintos
grupos unimodulares, con especial atencién al caso no trivial, esto es, cuando T # x Id.

Caso 1. T-solitones algebraicos en grupo especial unitario y en
grupo lineal especial

Las constantes de estructura en este caso son distintas de cero A\;, Ay, A3 # 0. Asi, de la
expresion de la componente

®1o® = —A3(p + Tiy + Tao — Ts3)
se sigue que = — Ty; — Tog 4 T33, y sustituyendo en las componentes
®13% = 2X(T33 — Taz), Pz’ = 2A1(T1y — Ts3),
se tiene que Ty, = Ts3 = Ty;. Faltan por anular las componentes
it = —(A1+ X)) Tiz, P’ = (M +X3) Tg,  @o” = (Mg + Ag) Tas.

Llegados a este punto, distinguimos casos:

Caso 1.1. T-solitones algebraicos en SU(2)

Utilizando las componentes ®3!, ®15' y @152 v el hecho de que los autovalores \;
tienen el mismo signo, se tiene que T15 = T3 = Th3 = 0 y obtenemos un soliton trivial sin
divergencia T = Ty, Id.

Lema 4.4. Sea T un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y natural sobre SU(2).
Entonces determina un T-soliton algebraico si y solo st es trivial, i.e., T = x1d.
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Caso 1.2. T-solitones algebraicos en SL(2,R)

A lo largo de este caso asumimos que A\ A2 > 0y el A3 tiene signo distinto A3 = 0 en la
base ortonormal (4.3)), lo que no supone ninguna restriccion.

Empleando la expresién de la componente @131 = —(\; + A3) T2 se sigue que Ty = 0.
Faltan por anular las componentes

Dot = (M 4+ X3) Tiz,  P1o® = (A2 + Ag) T
Distinguimos dos escenarios:

i) A\i = —\3. Se anula directamente la componente ®5!, v solo queda por anular el
y

elemento
192 = (Mg + A3) Tas.

Subdividimos de nuevo en dos casos:
s \3 = —)\o: La componente @52 se anula directamente y obtenemos un T-solitén
no trivial con divergencia.
» )3 # —)\y: Utilizando la componente ®;52 se sigue que Ty = 0 y obtenemos un

T-solitén no trivial con divergencia.

(i) A1 # —As3. Utilizando la componente ®,! se sigue que Ty3 = 0. Solo queda por anular
el elemento

152 = (Mg + A3) Tas.
Subdividimos de nuevo en dos casos:
» \3 = —)\y: La componente ®52 se anula directamente y obtenemos un T-solitén
no trivial con divergencia.
» )3 # —\y: Utilizando la componente ®;5' se sigue que Ty = 0 y obtenemos un

soliton trivial sin divergencia.

Lema 4.5. Un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y natural T sobre SL(2,R) de-
termina un T-soliton algebraico no trivial si y solo si las componentes de T en la base

ortonormal (4.3)) estdn dadas por:

(Z) S7 )\1 = —)\3 = )\2 . (ZZ) St )\1 = —)\3 7é )\2 o bien )\1 7£ —)\3 = )\2 .
T11 0 T13 Tll 0 T13
T = 0 T11 T23 . T = 0 T11 0
T31 T32 Tll T31 0 Tll

Observacion 4.6. La diferencia esencial entre el caso (i) y el caso (ii) es que el operador de
Ricci tiene dos autovalores iguales en la primera situacion, mientras que los tres autovalores
son distintos en (ii). Por tanto el grupo de isometrias tiene dimensién cuatro para cualquier
métrica invariante a la izquierda determinada por (i), mientras que la dimensién es tres en
el caso de las métricas invariantes a la izquierda determinadas por (ii).
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Caso 2. T-solitones algebraicos en los grupos Euclideo y de Poin-

caré

A lo largo de este caso asumimos que A\j\s # 0y A3 = 0 en la base ortonormal ,
lo que no supone ninguna restriccion.

La componente ®15% se anula directamente. Empleando las componente ®15' = \; T3
y @122 = Xy Tog se deduce que T3 = T3 = 0. Asimismo, de la expresién de la componente
D132 = Ao+ Tqy — Too + T33) se sigue que p = — Ty + Ty — T33. Ademds, sustituyendo
en la componente

®o3' = 2X(T11 — Tan)

se concluye que T9y = T;. Falta por anular el elemento:

CI)232 = (A1 + X) Ty

Partiendo de esto, dividimos en casos:

Caso 2.1. Ay = —)\; (€ E(1,1))

La componente ®932 se anula directamente y obtenemos un T-solitén no trivial con
divergencia.
Caso 2.2. Ay # —\; (E(1,1) o E(2))

Utilizando la componente ®532 se sigue que Tq5 = 0 y obtenemos un T-solitén no trivial
sin divergencia.

Lema 4.7. Un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y natural T sobre E(1,1) o B(2)
determina un T-soliton algebraico no trivial si y solo si las componentes de T en la base
ortonormal (4.3)) estin dadas por:

Ty T2 O Tii O 0
T = - Ty O . T = - Ty O
. . T33 . . T33

Observacion 4.8. Notese que el soliton serd trivial si T1o = 0y T3 = Ts3 en el caso (i) y
si Ty; = T35 en el caso (ii).

Caso 3. T-solitones algebraicos en grupo de Heisenberg

A lo largo de este caso asumimos que A; # 0y Ao = A3 = 0 en la base ortonormal ,
lo que no supone ninguna restriccion.

Las componentes ®15%, @32 y ®y3' se anulan directamente. Empleando la expresién
de la componente ®5! = P93 = \; Ty3 se deduce que Ti3 = 0 y de igual manera, de
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la componente ®y32 = —P3! = \; Ty que T1o = 0. Ademds, de la componente P! =
—A1(pt—Tq1 + Tag + Ts3) se extrae que pp = — T3 — Tgy — T33. Obtenemos un T-solitén no
trivial sin divergencia.

Lema 4.9. Un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y natural T sobre Heis determina
un T-soliton algebraico no trivial si y solo si las componentes de T en la base ortonormal
(4.3)) estan dadas por

Ty O 0
T=| - Tn Ty
. - Tas

Observacion 4.10. Notese que el soliton sera trivial si Toz = 0y Ty = Tay = Tiss.

Caso 4. T-solitones algebraicos en el grupo Abeliano R?

Dado que toda aplicacién lineal ¢ : R® — R3 es una derivacién del dlgebra Abeliana,
en este caso cualquier campo de tensores simétrico y natural T de tipo (0, 2) determina un
T-soliton algebraico. Ademas, se sigue del caracter abeliano que toda métrica invariante a
la izquierda sobre R? es necesariamente llana.

4.2. Grupo no unimodular

Sea G un grupo de Lie no unimodular de dimensiéon 3 conexo y simplemente conexo
con algebra de Lie g y dotado de una métrica invariante a la izquierda. Segin se detalld
previamente en el apartado un algebra de Lie no unimodular de dimensién 3 es un
producto semi-directo g = R x u, de tal manera que toda métrica invariante a la izquierda
en un grupo de Lie no unimodular esta determinada por:

le1, e2] = aeq + fes, [er,es3] = yea + des, [ea,e3] =0 (4.4)

donde {ey, e9,e3} es una base ortonormal de g y trad(e;) = (o + J) # 0, y de tal manera
que ay + 80 = 0. En lo que sigue el endomorfismo ¢ : u — u que determina la extension
semi-directa desempenara un papel esencial.

Sea entonces T un tensor de tipo (0,2) simétrico y natural sobre g. Conforme a lo
expuesto, D = T + w1 1d serd una derivacion si las componentes @15 = ®13™ = Po3™ =0
para m = 1,2,3. Un calculo directo a partir de la expresion muestra que dichas
componentes estan dadas por

Dot = a T +5Ths, 13! = —y T1a +06 Ths,

D192 = —a(pu+ Tiy) + (B — ) Tag, ®13% = (—a+0) Tog =y(p + Tix — Too + Ta3),
@123 = (CY — 5) T23 —5(,U + Tll + T22—T33)7 @133 = —5(# + Tll) + <_B + ’Y) T23’
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(I)231 = 07
Po3? = —y T12 +a T3,
Po3® = =0 T12+8 T3,

Observacion 4.11. Las componentes de la divergencia del campo de tensores T sobre el
grupo de Lie (G, (-, -)) obtenido por traslacién a la izquierda del tensor T estan dadas por

le(T)l = a(— T11 + T22) +<B+’Y) T23 +(5(— T11 —+ T33), le(T)2 = (-20&-5) T12 —ﬁ T13,
le(T)g = -7 T12 —<Cl{ + 25) T13 .
Asi la divergencia de T resulta
div(T) =(a(— Ty + Tag) + (B4 7) Tz +0(— T11 4+ Ta3) ) €' + ((—2a — 8) T1o —3T13) €2
4+ (=y T2 —(a +26) Ty3) €

donde {e‘} es la base dual de la base ortonormal {e,}.

A continuacién estudiaremos la existencia de T-solitones algebraicos en los distintos
grupos no unimodulares, con especial atencién al caso no trivial, esto es, cuando T # k 1d.

Las componentes ®;;" deben anularse, y en consecuencia, su suma también. Entonces,
partiendo del hecho de que a + § # 0, podemos deducir que:

» De la suma ®3' + @932 = (o + §) T3 se sigue que T3 = 0.
» De la suma ®15! + $o3% = (o + 6) T se sigue que Ty = 0.
» De la suma ®15% + ®13% = —(a + §)(p + Ty1) se sigue que Ty = p.

Faltan por anular los elementos:

D1p® = —P13° = (B —7) Tas, P12° = (a — ) Tos +3(Ts3 — Ta),
@132 = —(a - 5) Tos —’Y(TSS - T22>'

Noétese que es suficiente comprobar que se anula ®152 para que se anule ®;5%. En vista de
la situacion, distinguimos dos escenarios:

Caso 1. Extensiones semi-directas determinadas por una deriva-
cién auto-adjunta (5 =)
La componente ®52 se anula directamente. Ademaés, teniendo en cuenta que oy + 35 =

v(a+d) = 0 se tiene que v = 0 y en consecuencia 5 = 0. Por tanto, faltan por anular las

componentes
@123 = —@132 = (CY — 5) ng .

Resulta apropiado dividir en los siguientes subcasos:
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Caso 1.1. a=¢

La componente ®5% se anula directamente y obtenemos un T-solitén algebraico no
trivial con divergencia.

Caso 1.2. a# 6

Empleando la expresién de la componente ®53 se sigue que Ty = 0. Obtenemos un
T-solitén no trivial con divergencia.

Caso 2. Extensiones semi-directas determinadas por una deriva-
cién no auto-adjunta (3 # )

De la expresién de la componente ®152 se sigue que Ty = 0. Faltarfan por anular:

®15% = B(T33 — Taz), P13°> = —y(T33 — Tan).

Dividimos en los siguientes dos subcasos:

Caso 2.1. y=10

La componente ®3% se anula directamente. De la expresién de la componente ®;53 se
sigue que Toy = T33. Obtenemos un T-solitéon no trivial con divergencia.

Caso 2.2. v #0

De la expresién de la componente ®,3% se sigue que Tyy = Ts3. Obtenemos un T-solitén
no trivial con divergencia.

Lema 4.12. Un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y natural T sobre un grupo no
unimodular de dimension 3 determina un T-soliton algebraico no trivial si y solo si las
componentes de T en la base ortonormal (4.4) estdin dadas por:

(1) Sif=v=0ya=9: (1) Sif=7=0ya#d:
T11 0 0 T11 0 0

T: T22 T23 T: T22 O

T33 T33
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Observacion 4.13. El caso (i) se corresponde con un espacio de curvatura seccional cons-
tante K = —0% y, por tanto, homotético a H?. En este caso el solitén serd trivial si
Ty1 = Toy = Tag y Teg = 0. En el caso (i7) el operador de Ricci tiene tres autovalores
distintos y el T-soliton algebraico es trivial si y solo si T;; = Tyy = T33. Finalmente, en el
caso (#i1) el T-soliton algebraico es trivial si y solo si Ty; = Tss.






Capitulo 5

Solitones algebraicos para algunos
flujos

Utilizando los resultados del capitulo anterior, nos centraremos ahora en el analisis de los
solitones algebraicos asociados al flujo de Ricci, asi como los correspondientes a los flujos de
Cotton y de la curvatura cruzada. Si bien los resultados de clasificacién correspondientes
a los flujos de Ricci y de Cotton ya eran conocidos, la aplicaciéon de los resultados del
Capitulo 4 permiten simplificar la derivacion de dichos solitones.

Observacion 5.1. Los flujos que analizaremos en este capitulo se corresponden con tenso-
res T naturales y homogéneos bajo homotecias, por lo que la condiciéon de ser T-solitén
algebraico es invariante por homotecias. Asimismo, la correspondencia con las soluciones
auto-similares del flujo es valida en todos los casos de T-solitones algebraicos.

5.1. Solitones algebraicos para el flujo de Ricci

En esta secciéon, se realiza un estudio de los solitones de Ricci en grupos de Lie de
dimensién 3 empleando el método presentado en el Capitulo 4.

Analizamos por separado los escenarios unimodular y no unimodular.

Cuando G se trata de un grupo unimodular y se considera una base ortonormal de
autovectores de g como la presentada en [£.3] las componentes del tensor de Ricci son

1

/11125(/\1—1‘)\2 A3) (A1 — A+ Az),
1

P22 = 5()\1—1‘/\2 A3) (A1 — A2 — A3),
1

P33 = 5()\:2;—(/\1—%—)\3)2)»

y el resto de componentes p;; = 0, es decir, el tensor diagonaliza.
(i) Caso 1. Los grupos SU(2) y SL(2,R) con AjAsAg # 0.

45
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(iii)

(iv)

Los lemas Y nos permiten establecer las condiciones bajo las que p determina
un solitén de Ricci algebraico. Se debe verificar que p1; = pao = p33. Esta igualdad,
junto con la diagonalidad de p, implica que el soliton de Ricci asociado es trivial.
Ademas, la igualdad so6lo se verifica si \y = Ay = A3y p = %% Id. Por tanto, en este

caso obtenemos un solitén de Ricci sobre SU(2) cuando Ay = Ay = A3 y es trivial.
A

Estas condiciones aseguran que la métrica tiene una curvatura constante K = 3,

por lo que la variedad es homotética a la esfera S3.
Caso 2. Los grupos E(2) v E(1,1) con Ay # 0, Ay = 0.

Las componentes no nulas del tensor de Ricci en este caso son

1 1
P11 = —pP22 = 5(/\?_/\3), P33 = 5()\1—/\2)2-

Basdndonos en el lema [£.7, para que p determine un solitén de Ricci algebraico se
debe verificar que p;; = poo. La tltima igualdad se tiene en dos situaciones:

(i) Si Ay = A;. En tal caso, p = 0 y obtenemos un solitén trivial sobre E(2). Es un
espacio de curvatura seccional constante K = 0, llano.

(ii) Si A2 = —A;. En tal caso, p = —Adiag[0,0,1] y la métrica es un solitén no
trivial sobre E(1,1).

Caso 3. El grupo Heis con A\; # 0, Ay = A\3 = 0.
Las componentes no nulas del tensor de Ricci son
A

P11 = P22 = —pP33 = —?-

Dado que p1; # ps3, gracias al lema podemos concluir que la tnica métrica
invariante a la izquierda médulo homotecias sobre Heis es un solitéon de Ricci no
trivial.

Caso 4. El grupo R3 con A\; = Ay = A3 = 0.

El tensor de Ricci se anula, y por tanto, esta métrica es un solitén de Ricci trivial
tal que la variedad asociada es llana.

Cuando G se trata de un grupo no unimodular y se considera una base ortonormal de
g como la presentada en [4.4] las componentes del tensor de Ricci son

L (20 +0%) — (38 4+ 7)2

p11:§
1
P22=§(—52+72_20‘(0‘+5))7
1
p33:§(62—’}/2—2(5(06+5)),
P32 = pag = —ary — 30,

y el resto de componentes p;; = 0.
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(i)

Caso auto-autoadjunto con § = 7. Tal y como mostramos en el capitulo anterior,
se tiene que § = v = 0. Asi, las componentes no nulas del tensor de Ricci son

P11 = —Oé2 — 52, P22 = —Oé(CY -+ 5), P33 = —(5<Oé + 5)

Conforme al lema [4.12] p determina siempre un solitéon de Ricci algebraico en este
caso puesto que po3 = 0, independientemente del valor del resto de componentes.
Desglosamos en casos trivial y no trivial:

= Si a =0 # 0. Las componentes de la diagonal coinciden py;; = pog = ps3, tal
que p = —25%1d. Se llega en esta situacién a un solitén de Ricci trivial, de tal
manera que la variedad subyacente es homotética al espacio H?.

» En caso contrario. Se obtiene un soliton de Ricci no trivial.

Caso no auto-autoadjunto con [ # 7.

Basandonos en el lema se debe verificar que po3 = 0. En virtud de las hipétesis
ay+pBd=0,a+d#0y [ #, las tinicas opciones son:

» v = ¢ = 0. Las tnicas componentes no nulas del tensor de Ricci son
11 22 5 3= 5
El lema {4.12] indica también que pyy = p33 de lo que sigue = a = 0. Se llega a
una contradiccién con el hecho de que 8 # 7, y no aparecen solitones de Ricci
con estos parametros.

m = —%. Las componentes no nulas del tensor de Ricci son
1
=15z ((B=37)(F+7) —46%) (289 ="+ 52 (377 + 40%) ),
1
pr2 = 155 (1B +7)° +456%) (=267" 49"+ 5% (397 +45%) ),
1
P33 = ﬁ( (B=37)(B+7) —46") (1(B+7)" +486%)).

El lema[£.12]indica que existiran solitones de Ricci cuando pag = ps3. Esta igual-
dad se verifica unicamente si 3 = —v, y en tal caso, p = —2§%Id. Obtenemos un
soliton de Ricci trivial, de tal manera que la variedad subyacente es homotética
al espacio H?.



48 5 Solitones algebraicos para algunos flujos

En la siguiente tabla se recopila la casuistica que se acaba de estudiar.

Grupo de Lie Soliton trivial Solitén no trivial

Unimodular
SU(2) M=X=X p=31d - ;
SL(2.R) - - - -
E(2) A=Ay p=0 . -
E(1,1) - - A==y p = —2)2 diag[0,0, 1]
Heis - - Siempre p= —/\; diag[—1,1, 1]
R3 Siempre p=20 -

No unimodular

Auto-adjunto a=0#0 p=—20%1d | Caso contrario p = (a + J) diag| _(((“::;2 ,—a, —0]

f=—y#0 -
No auto-adjunto # p=—28%1d - -

va=0#0

Figura 5.1: Solitones de Ricci p.

Conforme a lo esperado, la descripcion de los solitones de Ricci algebraicos expuesta en
esta tabla coincide con la observacion 2.111

5.2. Solitones algebraicos para el flujo de Cotton

Las variedades Riemannianas de dimension tres localmente conformemente llanas estan
caracterizadas por la anulacion de su tensor de Cotton, dado por

C(X,Y,Z) = (VxS)(Y, Z) — (VyS)(X, Z) (5.1)

donde S = p — 7g es el tensor de Schouten. El tensor de Cotton es especialmente relevante
en el estudio de la geometria conforme, dado que su anulaciéon caracteriza las variedades
localmente conformemente llanas en dimensioén tres [I1]. En dimensiones superiores es una
condicién necesaria para el caracter localmente conforme llano, pero ya no es un invariante
conforme.

Puesto que el tensor de Cotton es antisimétrico en las dos primeras componentes po-
demos definir a partir de él las tres 2-formas

1
C; = ionmi dx™ N\ dzx™,
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donde (2!, 2%, x3) es una sistema de coordenadas locales de M. Si ademés suponemos que
M tiene la orientacién dada por la forma de volumen v, = \/gda' A dz* A da®, a partir
de estas 2-formas y del operador estrella de Hodge, podemos definir tres nuevas 1-formas
como

1 1 1
*C; = *(iCnmid:v" Adz™) = §Cnmi * (dx" AN dx™) = §C’nmie”m£d:ﬂ£ ,

donde €%¢ representa la paridad de la permutacién de los indices {a, b, c} con respecto a
{1, 2, 3}. Estas tres 1-formas nos permiten ahora definir el tensor de Cotton de tipo (1,1),

dado en componentes por
1

Cf = *Cnmienmev
2
y por tanto el tensor de tipo (0,2) asociado a él viene dado por
1 ¢

Cij = §Cnmz Gnm ggj.

Finalmente, realizamos el siguiente reescalado
~ 1
2\/9

obteniendo de este modo un tensor de tipo (0,2) invariante por cambios conformes de
métrica y que también llamaremos tensor de Cotton. Es importante destacar que por los
pasos seguidos, esta construcciéon solo es cierta para variedades de dimension tres.

Se puede consultar en [I4] que el tensor de Cotton es simétrico. Asi, haciendo uso del
tensor de Cotton de tipo (0,2) dado por la Ecuacién (5.2)), se define en [8] un nuevo flujo
geométrico, llamado flujo de Cotton, consistente en una familia uniparamétrica de métricas
en una variedad de dimensién tres verificando

Cnmienmeggja (52)

0
a gt = /icgt, (53)

donde C’gt es el tensor de Cotton de tipo (0,2) correspondiente a la métrica g; y x es una
constante real no nula.

El tensor de Cotton, es invariante por isometrias. Dado que el tensor de Schouten y
la conexién de Levi-Civita son invariantes por isometrias, asi lo es el tensor de Cotton de
tipo (1,2). Ahora bien, en dimensién tres se utiliza el operador de Hodge x : A? — Al
para asociar al tensor de Cotton de tipo (1,2) un tensor de tipo (0,2), C, que es el que se
emplea en la formulacién del flujo de Cotton (5.3)). Dado que el operador de Hodge solo
estd definido para variedades orientables y depende de la orientacion elegida, asi sucede
con el tensor de Cotton de tipo (0,2). Al trabajar con grupos de Lie, la orientabilidad esta
garantizada y consideraremos solamente aquellas isometrias que conserven la orientacion.
Ademas, se trata de un tensor homogéneo de grado d = 0. Una aplicaciéon inmediata de los
resultados de la seccién previa muestra el siguiente Teorema (véase también [2]).
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Teorema 5.2. Sea (G, (-,-)) un grupo de Lie Riemanniano de dimension tres, donde la
métrica es invariante a la izquierda. Entonces es un soliton algebraico de Cotton si y solo
si es localmente conformemente llano (es decir, se anula el tensor de Cotton), o el grupo
de Heisenberg con la unica métrica invariante a la izquierda.

Demostracion. Analizamos por separado los escenarios unimodular y no unimodular.
Cuando G se trata de un grupo unimodular y se considera una base ortonormal de
autovectores de g como la presentada en [4.3] las componentes del tensor de Cotton son

Cy = - (2/\3 M (A4 X)) — (A2 = A3)2(Ae + Ag) ),

1
-1
Con = 1 (=N 28 4+ 20 = Mha = A+ M (X3 + 7)),
.1
Coa = 7 (AT A = A3 = DaNf+ 203 = M (=X + X9) ),

y el resto de componentes @j = 0, es decir, el tensor diagonaliza.

(i) Caso 1. Los grupos SU(2) y SL(2,R) con A Ashs # 0.

Los lemas 4.4 v |4.5| nos permiten establecer las condiciones bajo las que C determina
un C-solitén algebraico. Se debe verificar que Ch1 = Cy = Cs3. Esta igualdad,
junto con la diagonalidad de C' implica que el C-solitén asociado es trivial. Ademés,
la igualdad sélo se verifica si A\y = Ay = A3 ¥y C = 0. Por tanto, en este caso
obtenemos un C-solitén sobre SU(2) cuando A; = Ay = A3, y la variedad es localmente
conformemente llana. Es un espacio de curvatura seccional constante homotético a
la esfera S3.

(ii) Caso 2. Los grupos E(2) y E(1,1) con A Ay # 0, A3 = 0.
Las componentes no nulas del tensor de Cotton en este caso son

1 1

Cu= (N =X -),  Ga= (X2 A),

. 1
Cy3 = -1 (A1 —A2)? (AL + X2).

Basandonos en el lema u para que C determine un C-solitén algebraico se debe
verificar que Ch1 = Coy. Se sigue de esta dltima igualdad que A\; = Ao, y en tal caso,
C = 0. Por tanto, en este caso, solo existen C-solitones sobre E(2) cuando A\; = Ay, y
la variedad es localmente conformemente llana. Es un espacio de curvatura seccional
nula.

(iii) Caso 3. El grupo Heis con A; # 0, Ay = A3 = 0.

Las componentes no nulas del tensor de Cotton son

¢ A3
Cll — ?7 022 - Za C’33 - Z
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Dado que C}; # (s, gracias al lema podemos concluir que la tnica métrica
invariante a la izquierda médulo homotecias sobre Heis es un C-solitén no trivial.

(iv) Caso 4. El grupo R? con A\ = Ay = A3 = 0.

El tensor de Cotton se anula, y por tanto, esta métrica es un C-solitén trivial tal que
la variedad asociada es llana.

Cuando G se trata de un grupo no unimodular y se considera una base ortonormal de
g como la presentada en [4.4] las componentes del tensor de Cotton son

Cuv = =3 (B=) (B +2)* + (0= 8)),
Cor = S (=% — B7? — 2% + 0> (=B 4+ 7) + ad(B +37) +26%(6 — 7)),
Css = 1 (28° +20*(B—7) + By +7° —ad (38 +7) — B5° +76%) ),

~ ~ 1
Csg = Co3 = 1 (=205 + B6(—=3B +7) + a(—By + 37> + 26°)),

[ =~

y el resto de componentes C’ij = 0.

(i) Caso auto-autoadjunto con 5 = ~. Tal y como mostramos en el capitulo anterior,
se tiene que 8 = v = 0. Asi, la tinica componente no nula del tensor de Cotton es

~ 1
023 = —5 oz5(—a -+ 6)

= Siao =9 # 0. Se anula el tensor de Cotton y la variedad subyacente es homoté-
tica al espacio H?.

= Si a # 4. Basandonos en el lema para que C' determine un C-solitén
algebraico se debe verificar que Cy3 = 0. Por tanto, se anula el tensor de Cotton.

(ii) Caso no auto-autoadjunto con ( # 7.

Basandonos en el lema se debe verificar que Ca3 = 0. En virtud de las hipétesis
ay+ =0, a4+ #0y [ #, las tinicas opciones son

= v = ¢ = 0. Las tinicas componentes no nulas del tensor de Cotton son
~ ~ L~ 1 2 2
Cp=0Cop= —5033 = —16(04 + 68%).

El lema indica también que Cay = Ci3 de lo que sigue 8 = a = 0. Llegamos
a una contradiccion con el hecho de que 3 # 7.
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» 5 =a = 0. Las tinicas componentes no nulas del tensor de Cotton son

- ~ 1 ~ 1
Cn=0Cs = 5 Cog = 17 (v* +6°).

El lema indica también que Csy = Cs3 de lo que sigue v = 6 = 0. Llegamos
a una contradiccién con el hecho de que v # f.

» f=—y#0yd=a+#0. Seanula el tensor de Cotton y, por tanto, es un
C-solitén trivial. Es un espacio de curvatura seccional constante K = —42, por
lo que es homotética al espacio hiperbdlico H? y un solitén de Ricci trivial.

En conclusion, los C-solitones sobre grupos no unimodulares son triviales tal que se anula
el tensor de Cotton y se corresponden con el caso auto-adjunto o no auto-adjunto cuando

B=-7#0yd=a+0

En la siguiente tabla se recopila la casuistica que se acaba de estudiar.

Grupo de Lie Solitén trivial Solitén no trivial

Unimodular
SU(2) M=X=X C=0 - -
SL(2,R) - - - -
E(2) AM=X (=0 - -
E(1,1) - - - -
Heis - - Siempre (' = /\Tf diag(2, —1, —1]
R3 Siempre C=0 -
No unimodular
Auto-adjunto Siempre C=0 - -
B=—v#0 -
No auto-adjunto R 7 C=0 - -
yvoi=a#0
Figura 5.2: Solitones asociados al tensor de Cotton C.
En definitiva, se verifica el enunciado del teorema. ]

Observacion 5.3. Un aspecto relevante del resultado anterior es la existencia de solitones
algebraicos de Ricci en dimensién tres que no son solitones algebraicos de Cotton; el grupo
E(1,1) con la métrica determinada por Ay = —X\; es un solitén de Ricci algebraico no
trivial que no es un solitén de Cotton.
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5.3. Solitones algebraicos para el flujo de la curvatura
cruzada

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension tres orientada y denotemos con
w = wijrdr® A dz? A dz* la forma de volumen. Sea w'* = g@gibg*w,,.. Se define el tensor
de curvatura cruzada como el campo de tensores de tipo (0,2) H determinado por (ver [5])

1
k rsl
Hi' = gRilpquq Rkjrsw .

Levantando indices con la métrica se obtiene el campo de tensores curvatura cruzada de
tipo (1,1) dado por k! = ¢g/*H,;.

El tensor de curvatura cruzada es simétrico y natural, esto es, se conserva por isometrias
(independientemente de que conserven o inviertan la orientacion). Ademas, es homogéneo
de grado d = —1 por homotecias, esto es H[kg] = k' H|g].

En lo que respecta a este tensor, se tiene pleno conocimiento de los H-solitones tri-
viales, abarcando no solo el caso algebraico. El tensor curvatura cruzada de una variedad
Riemanniana es un multiplo escalar de la métrica si y solo si la métrica es Einstein o el
operador de Ricci tiene autovalores Ric = diag[A, A, 0], con A # 0. Asi pues, los espacios
R3, S?, H3 y R x S? y R x H? se corresponden con solitones triviales para el flujo de la
curvatura cruzada.

El siguiente teorema describe los solitones algebraicos para el flujo de la curvatura
cruzada. Es resultado de aplicar los criterios construidos en el capitulo 4 sobre el tensor de
curvatura cruzada H.

Teorema 5.4. Sea (G, (-,-)) un grupo de Lie Riemanniano de dimension tres, donde la
métrica es invariante a la izquierda. Entonces es un soliton algebraico para el flujo de la
curvatura cruzada si y solo si es un soliton de Ricci o una métrica invariante a la izquierda
en el producto semi-directo R x R? determinada por

)
le1, e2] = k(—; es+e3), le1,es] =ves+ des

—~2_95249,/ 2652464
donde {ey, ey, e3} es una base ortonormal y k := — > 7 .

Demostracion. Analizamos por separado los escenarios unimodular y no unimodular.

Cuando G se trata de un grupo unimodular y se considera una base ortonormal de
autovectores de g como la presentada en las componentes del tensor de curvatura
cruzada son

1
Hy = ﬁ< (A1 = A2)2 +2(A1 +22) A3 — 33 ) (AT 4+ 200 —3X3 — 2X3(A1 — Ao) + A3),
1
Hyy = T (A= 22)2 2+ A)A3 —3X2) (3M7 — (A2 — A3)2 =20 (A2 + X3) ),
1
Hjs = 1—6( (A1 — 2A2)2( =3(AF 4+ A2) — 10A M0 +8A3( A1 + Xa) — 6A3 ) + A3 ),

y el resto de componentes H;; = 0, es decir, el tensor diagonaliza.
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(i)

(i)

(iii)

(iv)

Caso 1. Los grupos SU(2) y gi(2,R) con A\AA3 # 0. Los lemas Y 14.5 nos
permiten establecer las condiciones bajo las que H determina un H-solitén algebraico.
Baséndonos en los lemas [£.4 Y [£.5] para que H determine un H-solitén algebraico.
Se debe verificar que Hy; = Hoy = Hss. Esta igualdad junto con la diagonalidad de
H, implica que el H-soliton asociado es trivial. Ademads, la igualdad soélo se verifica
sSiAi=X =Ny H= /\Z% Id. Por tanto, en este caso obtenemos un H-solitén sobre
SU(2) cuando A\ = Ay = A3 y es trivial. Estas condiciones aseguran que la métrica
tiene una curvatura constante K = %%, por lo que la variedad es homotética a la
esfera S3.

Caso 2. Los grupos E(2) v E(1,1) con Ay # 0, Ay = 0.

Las componentes no nulas del tensor de curvatura cruzada en este caso son

1 1
Hi = 75 (= %)" (1 +3X), Hay = 75 (A= 22)” (Ao +3M),
1
H33 - TG ()\1 — )\2)3 ()\1 + 3)\2) ()\2 + 3)\1)

Baséndonos en el lema [4.7, para que H determine un H-solitén algebraico se debe
verificar que Hy; = Hqo. La tltima igualdad se tiene en dos situaciones:

(i) Si Ay = A;. En en tal caso H = 0 y obtenemos un H-solitén trivial sobre E(2).
Es un espacio de curvatura seccional constante K = 0, llano.
(i) Si A2 = —A1. En tal caso, H = X diag[—1,—1,1] y la métrica es un H-solitén
no trivial sobre E(1,1).
Caso 3. El grupo Heis con A} # 0, Ay = A\3 = 0.
Las componentes no nulas del tensor de curvatura cruzada son

A 3\

Hyp =2 Hyy = Hyy = -1
11 167 22 33 16

Dado que Hi; # Hyy, gracias al lema podemos concluir que la tnica métrica
invariante a la izquierda médulo homotecias sobre Heis es un H-solitén no trivial.

Caso 4. El grupo R? con A\ = Xy = A3 = 0.

El tensor de curvatura cruzada se anula, y por tanto, esta métrica es un H-solitén
trivial tal que la variedad asociada es llana.

Cuando G se trata de un grupo no unimodular y se considera una base ortonormal de
g como la presentada en [4.4] las componentes del tensor de curvatura cruzada son
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Hit = = ( (37— 8) (38— 1)(B+7)% — 320890 — 40%(8 — 7)* — 4a2((8 — 7)? — 45%) ),

16

Hay = — (402 + (38— 1)(B+7)) (—(8+7)*ad),

16

Hyy = — (B +7)* —4a8) (8 —37)(B +7) — 48%),

16

H32:H23=—i((5+7)2—4045) (ay+ B9d),

y el resto de componentes H;; = 0.

(i)

Caso auto-autoadjunto con § = 7. Tal y como mostramos en el capitulo anterior,
se tiene que = v = 0. Asi, las componentes no nulas del tensor de curvatura cruzada
son

HH = Oé252, H22 = a35, H22 = 0653.
Conforme al lema [4.12] H determina siempre un H-solitén algebraico en este caso
puesto que Hy3 = 0, independientemente del valor del resto de componentes. Desglo-
samos en casos trivial y no trivial:

s Sia=0#0,a=0yd#060d =0« # 0. Las componentes de la diagonal
coinciden Hy; = Hyy = Hsz vy obtenemos un H-soliton trivial. El tensor es
H = 6*Id si = § # 0y se anula en los otros dos casos.

= En caso contrario, se obtiene un H-solitén no trivial.

Caso no auto-autoadjunto con [ # 7.

Basandonos en el lema se debe verificar que Haz = 0. En virtud de las hipdtesis
ay+pBd=0,a+d#0y [ #, las Ginicas opciones son:

= v =9 = 0. Las tnicas componentes no nulas del tensor de curvatura cruzada
son

1 1
Hyy = Hyy = —17552 (4a” + 35%), Hsz = T6B4'

El lema[4.12)indica también que Hyy = Hss de lo que sigue § = a = 0. Llegamos
a una contradiccién con el hecho de que 5 # 7.

n = —%5. Las componentes no nulas del tensor de curvatura cruzada son
Hi = —153 ((B=37)(B+7) —46%) (267" =7+ 52 (37" + 46%) ),
Hy = 16173 (Y(B+7)* +4B0% ) (=287 + " + 5% (397 +40%) ),
Haa = 7= ((B=37) (847) —46%) (23 +7)° +495°) ).

El lema indica también que Hyy = Hzs y las tunicas situaciones en las que
esto ocurre son:
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(i) Si 8= —~. Entonces H = §*Id con § # 0, es decir, obtenemos un H-solitén
trivial.

2 052
(i) Si = k= "2V Entonces Hay = Hag = 0y

452 (,}/2 _|_52)2 C
ok '
donde ¢ = +* + 854 78521/62 (12 + 62) F 492 (7262 + /52 (72 + 62).

En la siguiente tabla se recopila la casuistica que se acaba de estudiar.

Hll :];‘I:

Grupo de Lie Soliton trivial Solitén no trivial
Unimodular

SU(2) A= Ag = Mg H=21d - ;

SL(2,R) - : ) _

E(2) AL = A2 H=0 - ,
E(1,1) - - AL =—\y H = -\ diag[1, 1, —1]
Heis - - Siempre H= —/l\—i diag[—1, 3, 3]

R3 Siempre H=0 -

No unimodular

a=46+#0 H =0"1d o .
Auto-adjunto B ) Caso contrario H = diag[a?6?, a’§, ad?|
a =0y d#0 o viceversa H=0

) B=—#0 1 a=-2 -
No auto-adjunto N H=4§"1d v H = & diag[1,0, 0]
va=0#0 vB=k

Figura 5.3: Solitones asociados al tensor de curvatura cruzada H.

En definitiva, se verifica el enunciado del teorema.
]

Observacion 5.5. Es importante destacar que todos los solitones de Ricci son también H-
solitones. No obstante, al considerar el tensor de curvatura, se observa la existencia de un
solitén sobre un grupo no unimodular y no auto-adjunto, que no es un soliton de Ricci.

Examinando las tablas[5.1},[5.2] y[5.3]y prestando especial atencién a las observaciones
v[5.5] se construye el siguiente esquema que ilustra la relacién entre los solitones algebraicos
asociados a los diferentes tensores.
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solitones

Einstein ~ © (C-solitones de Ricci H-solitones

Figura 5.4: Relacion entre solitones algebraicos asociados a distintos tensores.
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