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O mundo real estd cheo de fendmenos aleatorios que A cuestion é que non sempre nos interesa o resultado
son gobernados pola incerteza, nos que non cofiecemos en si mesmo dun experimento aleatorio, senén un valor
con veracidade o seu resultado. Este tipo de fendmenos numeérico determinado polo seu resultado. A correspon-
formalizanse matematicamente a través dos denomina- dencia que permite transformar os resultados dun expe-
dos experimentos aleatorios: probas que, repetidas en rimento aleatorio nunha cantidade numérica é o que se
idénticas condicidns, poden dar lugar a resultados diferen- cofiece como variable aleatoria.
tes.

m consideremos o experimento aleatorio consistente en lanzar 10 moedas ao aire
e anotar se sae cara, C, ou cruz, +. Os posibles resultados deste experimento son coleccidns
de 10 elementos, no que cada un deles pode ser C' ou +. No canto de empregar un vector
gue resulta pouco manexable, podemos resumir a sta informacién a través dunha cantidade
numérica, por exemplo, o nimero de caras. Definindo a variable aleatoria X =“numero de
caras en 10 lanzamentos”, se temos que X = 6, xa sabemos que o nimero de cruces sera 4.

As variables aleatorias permiten establecer unha correspondencia entre os posibles resultados dun experimento
aleatorio e unha cantidade numérica. Dependendo da tipoloxia das posibles asignacidons numéricas asociadas, distin-
guimos entre variables aleatorias discretas, aquelas que toman unha cantidade finita ou infinita numerable de valores,
e variables aleatorias continuas, aquelas que toman valores nun intervalo ou unién de intervalos da recta real.

Funcion de masa de probabilidade e funcion de distribucion

Sexa X unha variable aleatoria discreta que toma os valores {x1, o, .. .,z }, definimos a funcién de masa de proba-
bilidade como as probabilidades {p1, ..., px} verificando
k
P(X =z;)=p;,coni=1,....k, ondep; >0 e Zpi: 1.
i=1

A funcion de distribucion dunha variable aleatoria X, F'x, definese como a funcién que asocia a cada valor xr € R,
a probabilidade de que a variable tome valores menores ou iguais a el, isto é,

Fx(z)=P(X <z)= Y  pi
x; <x
i=1,....k

A funcién de distribucion é unha funcién non decrecente, que toma valores en [0, 1], e que cumpre que
lim, o Fx(z) = 0elim,_ . Fx(xz) = 1. Para as variables aleatorias discretas, a funcién de distribucién é unha
funcién descontinua con saltos nos puntos x; de altura p;, parai = 1, ..., k. De xeito ilustrativo, represéntase a funcién
de masa de probabilidade e a funcién de distribucidn asociada a unha variable discreta con valores {x, 22, ..., x} €
probabilidades {p1, ..., px}:
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Momentos ou medidas caracteristicas

A media, a varianza e a desviacion tipica son medidas caracteristicas asociadas a calquera variable aleatoria, e as va-
riables aleatorias discretas en particular. Definimos estas medidas a continuacion.

Media

Dada unha variable aleatoria discreta X, con valores {x1, s, ..., z;} e probabilidades {p1,ps, ..., pr}, a media ou
esperanza poboacional de X definese como

k
Hx = ]E(X) = Z%pz
=1

Varianza
Dada unha variable aleatoria discreta X, con valores {z1,z,...,x;} e probabilidades {pi, pa, ..., px}, definimos a
varianza poboacional de X como k
oy =Var (X) = Z(xl — pix)*pi.
=1

Desviacion tipica
A desviacion tipica poboacional definese como a raiz cadrada da varianza:

k
ox =/ Var(X) = Z(w, — px)%p;.
i=1
A desviacidn tipica presenta unha importante vantaxe fronte a varianza, pois midese nas mesmas unidades que a
variable aleatoria de interese, polo que os seus valores son mais intuitivos e mais facilmente interpretables, mentres
gue a varianza se mide en unidades cadraticas.

Uniforme discreta

Un caso particular de distribucién discreta é aquela na que todas as probabilidades toman o mesmo valor, e
cofiécese como distribucién uniforme discreta. Se supofiemos que a variable ten k posibles valores, a probabi-
lidade asociada a cada un dos valores serd 1/k.

m consideremos a variable aleatoria X =“Numero de doentes no servi-
zo de urxencias por hora” dun certo centro sanitario de atencion primaria. Sabemos
gue esta variable aleatoria toma 5 valores diferentes, do 0 ao 4, e a sua funcién de
masa de probabilidade vén dada por:

x| 0 1 2 3 4
p; 0.1 02 03 03 0.1

A funcion de distribucidn calculase de xeito acumulativo a partir da funciéon de masa de probabilidade como segue:

(

0, sex <0,
0.1, se0 <z <1,
0.3, sel <x <2,
0.6, se2<x <3,
0.9, se3d <z <4,
1, sex>4.

Fx(fl)) =

\

Para o calculo da media aplicamos a definicion correspondente:
5
[Lx = inpi =(0-01+1-02+4---+4-0.1) = 2.1doentes.
=1

De xeito analogo obtemos a varianza e a desviacion tipica, onde precisamos incluir o valor da media xa obtido:
5
0%k =3 (i —px)’pi=((0-21)*-01+ -+ (4—21)*-0.1) = 1.29doentes” e ox = v/1.29 = 1.14 doentes.
=1



Distribucions notables discretas

Bernoulli

Consideremos un experimento que presenta sé dous posibles resultados (por exemplo, éxito ou fracaso, sa/san
ou enferma/o, ...). En xeral, denominamos éxito, E, & ocorrencia do evento de interese, e fracaso, F, a que
non ocorra. Ademais, a probabilidade de éxito é constante, e denotamola por p. Este tipo de experimentos
denominanse experimentos Bernoulli.

Sexa X a variable aleatoria que rexistra o resultado do experimento, dise que esa variable segue unha
distribucion de Bernoulli de pardmetro p, e denétase como X € Ber(p):

1, seocorreE,

*= 0, se ocorre F (non ocorre E).
A funcién de masa de probabilidade é:
T; 0 1
pi|l—=p p
e a funcién de distribucion vén dada por:
0, sex < 0,
Fx(z)=< 1—p, se0<z <1,
1, sex > 1.

A partir da funcidn de distribucién podemos calcular a media ou esperanza, e a varianza:

px =E(X)=p e

Binomial

Podemos repetir m veces nas mesmas condiciéns un experimento Bernoulli, e considerar a variable aleatoria
X que conta o nimero de éxitos obtidos nas m repeticidns. Esta variable segue unha distribucion binomial de
parametros m e p, e dendtase como X € Bi(m,p).

0% = Var (X) =p(1 - p).

A distribucion binomial pode tomar os seguintes valores {0, 1,2, 3, ..., m}, cuxas probabilidades son:
m m m!
P(X =k)= F(1—p)mF k=0,1,2,3,... d <>=—

Na distribucion binomial, a media e a varianza son:
px =mp e oy =mp(l—p).

llustramos a continuacion a funciéon de masa de probabilidade e a funcidn de distribucién asociadas a unha
distribucidn binomial de parametros m = 10 e p = 0.7:
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Xeométrica

Novamente, repetindo un mesmo experimento de Bernoulli, pero construindo a variable aleatoria X que
compute o numero de fracasos ata o primeiro éxito, obtemos unha variable con distribucién xeométrica de
parametro p, e dendtase por X € Xeo(p).

A distribucion xeométrica toma como posibles valores {0, 1,2, 3, ...} e probabilidades:

P(X=k)=(1-p)fp, conk=0,1,2,3,...
A stia media e a sUa varianza veinen dadas por:

l—p R
P p?
e representamos a funcién de masa de probabilidade e a funcidn de distribucidn asociadas a unha distribucién

xeométrica de parametro p = 0.7:
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Binomial negativa

A distribucion binomial negativa pode verse como unha extension da xeométrica. Temos de novo un experi-
mento Bernoulli que repetimos nas mesmas condicidns, e podemos definir a variable aleatoria X que conte o
numero de fracasos ata o éxito m-ésimo. Esta variable segue unha distribucién binomial negativa de parametros
m e p, e dendtase por X € BN (m, p).

Os posibles valores da distribucion binomial negativa son {0, 1,2, 3, ...} con probabilidades:

1
P(X = k) = (m+: )(l—p)kpm, conk—=01,23, ...

A sta media e varianza veien dadas por:

m(1 —p) o _m(l—p)
Ux =—- € oy = —7—".
p p°
A modo de exemplo, representamos a funcidon de masa e a funcién de distribucidén asociadas a unha distribucién

binomial negativa de parametros m = 10 e p = 0.7:
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Un proceso de Poisson é un experimento aleatorio que consiste en computar o nimero de sucesos nun certo
periodo de tempo, cumprindo certas hipdteses:

= 0s sucesos tefien que ocorrer de xeito independente;
= 0 numero medio de eventos por unidade de tempo é constante, e dendtase habitualmente por ).

Nestas condicions, definese a variable aleatoria X =“nimero de sucesos nun intervalo de tempo”, que segue
unha distribucién de Poisson de pardmetro )\, e dendtase por X € Pois(\).

Os posibles valores desta distribucion son {0, 1,2, 3, ...} con probabilidades dadas por:

~A\k
k!

A stia media e varianza coinciden co parametro que caracteriza a distribucion:

P(X =k)= ,conk=0,1,2,3,...

Ux =\ e ox =A\

Este feito de que media e varianza sexan iguais é especialmente caracteristico da distribucion de Poisson. Se
tivésemos unha varianza maior falariamos de sobredispersion, e cunha menor de infradispersién.

As funcidns caracteristicas asociadas a unha distribucién de parametro A = 0.7 son:
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Como traballamos con variables aleatorias discretas en ?
Calculo de probabilidades

dbinom(k, size = m, prob = p) Funcién de masa de probabilidade dunha Bi(m, p) no punto k.
pbinom(k, size = m, prob = p) Funcion de distribucién dunha Bi(m, p) no punto k.
dnbinom(k, size = m, prob = p) Funcidn de masa de probabilidade dunha BN (m, p) no punto k.
pnbinom(k, size = m, prob = p) Funcion de distribucién dunha BN (m, p) no punto k.

dpois(k, lambda = \) Funcidn de masa de probabilidade dunha Pois(\) no punto k.
ppois(k, lambda = \) Funcidn de distribucién dunha Pois(\) no punto k.

Representacions graficas
install.packages("LearningStats")

library(LearningStats)
plotBinom(m, p, type = "b")
plotNegBinom(m, p, type = "b")
plotPois(lambda, type = "b")

Descargar e instalar a libraria que precisamos.

Cargar na sesion a libraria que precisamos.

Representacidns da funcién de masa e distribucién dunha Bi(m, p).
Representacidns da funcién de masa e distribucién dunha BN (m, p).

Representacidns da funcion de masa e distribucién dunha Pois(\).



Taboa resumo das distribucions notables discretas

k
{$1,$2,...,$k} {p1>p27"'7pk} szpz Z(xz_,uX)2pl
=1 !

Discreta
xenérica

x| =
| =
-
8

| =
]~

{z1,29,..., 21} P(X =ux) = (x; — px)

Uniforme
discreta

{0, 1} {1—-p.p} p p(1—p)

Bernoulli
Ber(p)

Binomial
Bi(m,p)

{0,1,2,...,m} P(X =k)= (k)pk(l—p)m_k mp mp(1 — p)

0,1,2,...} P(X =k) =(1-p)Pp P

Xeométrica
Xeo(p)

BN(m,p)

{0,1,2,...} P(X:k):(m+:_1)(1_p)kpm m(1 —p) m(l —p)

Binom. Neg.

Pois(\)
D
L
s

{0,1,2,...} P(X =k)= A A

Poisson
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