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Un modelo de regresion é unha ferramenta estatistica
gue nos permite establecer a relacion de dependencia en-
tre unha variable de interese, que denotaremos habitual-
mente por Y (chamada variable resposta ou dependen-
te), con respecto a outra(s) variable(s), que denotaremos
habitualmente por X (chamada(s) variable(s) explicativa,
variable(s) independente(s) ou covariable(s)).

A formulacién dun modelo de regresidén pode estar su-
xeita a dous posibles obxectivos:

= estimar de que xeito a(s) variable(s) explicativa(s) in-
flue(n) sobre a variable resposta, ou dito doutra ma-

neira, describir de que forma a variable Y depende
da(s) variable(s) X,

» realizar predicidons dovalor de Y cando se cofiece un
novo valor de X, unha vez que xa temos construido
o modelo de regresion.

O modelo de regresidn mais sinxelo que podemos for-
mular é o que se coflece como modelo de regresion linear
simple, no que se supdn que tanto a variable explicativa
como a variable resposta son univariantes, e a relacién de
dependencia entre ambas pode modelarse grazas a unha
recta.

media.

Sabias que... o nome de modelos de regresidn provén dos traballos de Galton no cam-
po da Bioloxia desenvolvidos a finais do século XIX. Galton estudou a relacién entre a
estatura das/os fillas/os con respecto 4 dos seus pais e nais, encontrando que as nais e
pais altas/os tefien en xeral fillas/os altas/os, pero en media non tan altas/os coma as
nais e pais. Pola contra, as/os proxenitoras/es baixas/os tefien fillas/os baixas/os, pero
en media mais altas/os que elas/es. Este fendmeno cofiécese como regresion cara a

Supofiamos entén que dispofiemos dunha mostra (x1,Y}), ..., (z,, Y,) de pares de valores da variable explicativa
X e davariable resposta Y. Notese que estamos asumindo que dispofiemos dunha mostra baixo deseiio fixo, é dicir,
os valores da variable explicativa estan fixados polo/a experimentador/a, e polo tanto sé é aleatorio o erro e, en con-
secuencia, a variable resposta. No caso de que tanto os valores da variable explicativa como os da variable resposta
foran aleatorios diriamos que estamos a traballar cunha mostra baixo desefo aleatorio.

Formulacion do modelo linear simple

variable resposta como segue:

Independencia: oserroscy, ..

Un modelo de regresion formalizase como a media da variable resposta condicionada ao valor que tome a
variable explicativa, ou doutro xeito, a funcion de regresion é unha funcién que, dado calquera valor da variable
explicativa, devolve o que agardamos observar na resposta para ese valor. Entdn, podemos descompofier a

Y=EY|X =2x)+¢ec=m(x) +¢,

onde a funciéon m se cofiece como a funcién de regresion, e ¢ representa o erro do modelo que verifica que
E(e| X = x) = 0 para todo x posible valor da variable explicativa.

Ademais, a analise formal dun modelo de regresion linear simple require as seguintes hipéteses basicas:

Linearidade: a funcion de regresion é unha lifia recta, é dicir, Y; = Sy + f1x; +€;conie = 1...,n,sendo 5y e
(1 parametros descofiecidos (que denominaremos ordenada na orixe e pendente) e < o erro do modelo.

Homocedasticidade: avarianza do erro é a mesma independentemente do valor da variable explicativa, é dicir,
Var(e| X = x) = o2 para todo x posible valor da variable explicativa.

Normalidade: o erro segue unha distribucién normal, é dicir, ¢ € N (0, 0?).

., €, SON mutuamente independentes.




Estatistica descritiva bivariante

Para comezar coa analise dun modelo de regresion linear simple, presentamos algunhas ferramentas de estatis-
tica descritiva bivariante. En primeiro lugar, a covarianza é a forma mais comun de medir a relacién linear entre
duas variables. A covarianza vén dada por

i=1

— _ 1 n X~ 1 n . . . . . .
onde = > " w;eY = -3 " Y representan as medias mostrais da variable explicativa e da variable

resposta, respectivamente.

A vista da expresién anterior podemos deducir que se S,y > 0 entdn a relacién entre a variable explicativa
X e avariable resposta Y sera directa, é dicir, cando aumentan os valores de X tamén o faran os de Y. Pola
contra, se S,y < 0 entdn a relacion entre a variable explicativa X e a variable resposta Y sera inversa, é dicir,
a medida que aumentan os valores de X diminden osde Y.

Por outra banda, nétese que as unidades da covarianza son “unidades X X unidades Y"” e, polo tanto, esta
medida vese afectada por cambios de escala en calquera das dias variables. Para obter unha medida da relacién
linear que non se vexa afectada por estes cambios de escala, definese o coeficiente de correlacién linear, que

vén dado por
SxY

TS, Sy

RxY

onde S, = \/% Sor(z;, —T)2eSy = \/% S (Y — Y)? representan as desviaciéns tipicas mostrais de X e
Y, respectivamente. Asi, este coeficiente é unha cantidade entre —1 e 1 que carece de unidades.

De cara a interpretar o coeficiente de correlacién linear, o seu signo ten asociada a mesma interpretacion que
a covarianza, pero ademais, a sua magnitude aporta informacion sobre a intensidade da relacién entre ambas
as variables. E dicir, a medida que o coeficiente de correlacidn linear se aproxima a 1 ou —1, entén a relacidn
entre ambas as variables sera mais forte. Notese que cando o coeficiente de correlacién linear toma valores
proximos a 0 diremos que non existe relacidn linear entre as variables X e Y.

Para ilustrar graficamente a relacién entre as variables X e Y empregaremos un diagrama de dispersion. Un
diagrama de dispersion é unha representacion bidimensional onde no eixo OX representamos os valores da
mostra observada da variable explicativa e no eixo OY representamos os valores da mostra observada da
variable resposta, permitindo ilustrar a relacién entre ambas. A continuacién presentamos varios diagramas de
dispersidn asociados a pares da forma (z,Y") con diferentes coeficientes de correlacion.
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O triangulo destacado en morado nos diagramas de dispersidn anteriores representa o vector (7, 7) cofiecido
como vector de medias, centroide ou centro de gravidade da nube de puntos.




Método de minimos cadrados

Unha vez formulamos un modelo de regresién linear simple, para poder empregalo na practica, serd necesario
obter estimadores dos parametros do modelo que serian 3, 51 e o2.

En primeiro lugar, para estimar os coeficientes da rec-
ta de regresion, 5y e 31, empregaremos o que se cofie-
ce como método de minimos cadrados, cuxo obxectivo
é estimar a recta de regresidn de xeito que se minimi-
ce a distancia entre os valores observados da resposta
Y, e a recta de regresion estimada que viria dada por
30 + B\l x;. Xustamente ditas distancias é o que se coiie-
ce como residuos e denotaranse como

g&i=Yi— By — B
Os estimadores de minimos cadrados vefien dados por

(30,31) = arg min Z@Q = arg gn'[? Z (Yi — Bo— b xz’)Z-
i=1 0Py

Como resultado do problema de optimizacidn anterior obtéfense os estimadores:

Sa:Y_ o S:CY
52 x e b= S_g’

xT

fo=v -

onde recordemos que T e Y representan as medias mostrais da variable explicativa e da variable resposta,
respectivamente, S,y é a covarianza e S§ € a varianza mostral da variable explicativa. Debemos destacar que,
a vista do estimador de [, temos que a recta de regresion pasara sempre polo vector de medias (7, Y).

Finalmente, tamén empregamos os residuos para estimar a varianza do erro o mediante

1 n 1 " o~ o~ 2
~2 ~9
o n_QZElsl pa— D (Y Bo— Prx

Notese que empregamos a suma de residuos ao cadrado dividida entre (n — 2) en lugar de n ou n — 1 como
poderiamos intuir 4 vista do Esencial “ESTATISTICA DESCRITIVA”, posto que deste xeito obtemos un estimador
sen nesgo da varianza do erro.

Distribucions na mostraxe dos estimadores

A continuacion presentaremos as propiedades estatisticas dos estimadores obtidos, que nos permitiran aplicar
técnicas de inferencia estatistica sobre os parametros poboacionais. Por suposto, as distribuciéns na mostraxe
dos estimadores derivanse das hipdteses fundamentais do modelo de regresion linear simple: linearidade,
homocedasticidade, normalidade e independencia asi como do suposto de estar traballando baixo desefio fixo.

Propiedades de 31

Verificase que

B1€N<51,n0—;) = 51;025161\[(0,1)

T
nS2

onde N(u,0?) representa unha distribucién normal con media . e varianza o2, A vista da expresién anterior
podemos deducir que:

. 31 é un estimador sen nesgo de (3;, posto que ]E[El] = (1.




Distribucidns na mostraxe dos estimadores (continuacion)

= Avariabilidade do estimador ;:
e aumenta a medida que aumenta a varianza do erro, o cal é léxico posto que canto maior sexa o>
mais lonxe estaran os puntos respecto da recta de regresion;

¢ diminUe se os valores z1, . . ., z,, tefien moita dispersion, é dicir, para estimar ben a pendente nece-
sitamos que os datos da variable explicativa estean convenientemente espazados;

e diminle ao aumentar o tamafio de mostra.

Propiedades de 30

Ainda que o interese na ordenada na orixe do modelo é moito menor que o da pendente, verificase que

~ 1 72 Bo —
Bo € N (ﬁo,ag (— + —2>> = _Po—ho € N(0,1).
n nS 1, 72
? Oy n T sz

A vista da expresién anterior podemos deducir que:

. Bo é un estimador sen nesgo de [3;, posto que ]E[go] = Bo.

= A variabilidade de Bo estd composta pola variabilidade asociada a Y (que seria o?/n)ea B@ (que seria

(0?7%)/(n.S?)). Debemos salientar que canto mais lonxe estea T da orixe, mais variabilidade tera 3.

Propiedades de 5

Para o estimador da varianza do erro teriamos que

(n — 2)6?

2
0_2 6 Xn—27

onde X% representa unha distribucidon X-cadrado con k graos de liberdade.

Inferencia sobre os parametros

Unha vez cofiecida a distribucion na mostraxe dos estimadores dos parametros, xa podemos levar a cabo
tarefas de Inferencia como a construcion de intervalos de confianza ou contrastes de hipdteses. Este bloque
é moi semellante ao visto no Esencial “INFERENCIA ESTATISTICA PARAMETRICA I” onde se introducen con
detalle os intervalos de confianza e os contrastes de hipdteses para a media e a varianza en poboacidns normais.

Inferencia sobre [3;

Para a pendente, 3;, como xa vimos, teriamos que

5 € M0

supofiendo que a varianza do erro, 02, é cofiecida. Na practica este suposto non é razoable e serd necesario
estimar dita varianza. Deste xeito, obteriamos o seguinte pivote:

B Bl NS

/ (Szy/n)

Tendo en conta o pivote anterior, podemos construir o seguinte intervalo de confianza para 3, de nivel (1 — «):

B —t A o
1 n—21—a/2 Sz\/ﬁ’ 1 n—2,1—a/2 SI\/E

onde t,_31_q/2 representa o cuantil de orde 1 — a/2 dunha T de Student con n — 2 graos de liberdade.




Inferencia sobre os parametros (continuacion)

Ademais, a distribucidn anterior tamén nos permite facer contrastes de hipoteses para (5, do seguinte xeito:

Contraste bilateral Contraste unilateral 4 dereita | Contraste unilateral a8 esquerda
Hy:pr=Bio Hy: 81 < Bio ‘ Hy: 81> Bio
Hy: B # Bio Hy: B> Bio Hy: B < By

Rexidon de rexeitamento

(007 _tn—2,1—a/2) U (tn—Z,l—a/Qy +OO) (th—21-a, +00) (=00, —th-21-0a)

Ten especial interese o contraste con hipdtese nula Hy : 31 = 0, que se cofiece como contraste de significacion,
posto que en caso de poder aceptar a hipdtese nula estariamos dicindo que a funcidn de regresion seria unha
recta horizontal, e polo tanto a variable explicativa non teria un efecto sobre a variable resposta, xa que
independentemente do valor da explicativa, o que agardamos da resposta é sempre o mesmo valor. En caso
contrario, se existen evidencias estatisticamente significativas a favor de H,, estariamos demostrando que a
variable explicativa ten un efecto sobre a variable resposta, ou o que é o mesmo, que o valor que esperamos
da resposta cambia cos valores da explicativa.

Inferencia sobre (3,
Para construirmos intervalos de confianza ou realizar contrastes de hipdteses para a ordenada na orixe supo-
fiendo que a varianza do erro non é cofiecida, podemos usar o seguinte pivote:

Pob
= /1 + z2
91/ % nS2

Tendo en conta o pivote anterior, podemos construir intervalos de confianza para 3, de nivel (1 — «):

=2

~

Bo—th21-a/20 | — +

—, Bo+th—21-0/20
n nSg’ n a/

De maneira andloga ao visto para [3;, o pivote considerado neste caso tamén nos permite realizar contrastes
de hipdteses para [3y. En particular, o contraste de significacion sobre (3, permitiranos simplificar o modelo
cando poidamos aceptar a hipétese nula de que 5y = 0, considerando nese caso o modelo Y; = 51 x; + €; con
1=1,...,n.

Inferencia sobre o
Para a varianza do erro, o, o pivote seria
(1 — ), pode calcularse como segue

(n—2)52
0-2

€ x2_,. E polo tanto, o intervalo de confianza para o2 de nivel

(n—2)5% (n—2)05?
X'?z—2,1—o¢/2 ’ X?L—2,a/2 ’

onde X%_M representa o cuantil de orden + dunha distribucidon X-cadrado con n — 2 graos de liberdade.
Ademais, o pivote introducido permitiranos levar a cabo contrastes de hipdteses sobre a varianza do erro do
modelo, ainda que tefien menos interese que os contrates para os coeficientes 3y e ;. A formulaciéon dos

contrastes seria a seguinte:

Contraste bilateral Contraste unilateral 4 dereita | Contraste unilateral 4 esquerda
Hy:o0*=o} Hy:0* <o} Hy:0® > o}
H,: o0 # o} H,: 0> o} H,: 0 <o}
Rexién de rexeitamento
2 2 2 2
(07 Xn—2,a/2> U (Xn—Q,l—a/2’ +OO> (Xn—2,1—a’ +OO) (07 Xn—2,a)




Predicion

Dado un novo valor x( da variable explicativa, un modelo de regresion permite:
» estimar a media de Y condicionada a que X = x, é dicir, E(Y'|X = x¢) = Sy + [1xo,
= predicir o valor da variable resposta suposto que X = z, é dicir, Yy = [y + S1xg + €o.

Tanto a estimacién da media como a predicién do valor de Y obtéfiense substituindo na recta de regresion o
novo valor xq, é dicir, seria

Yo = Bo + b1 .
Polo tanto, os seus valores numéricos son idénticos, pero a precisiéon de ambas as cantidades é distinta, tal e
como se ilustra nos intervalos de confianza que se amosan a continuacioén.

Intervalo de confianza para a media condicional

O intervalo de confianza seria da forma

~ o~ el
Yo — tn72,17a/2\/_n—0 , Yo+ tnf2,17a/2\/_n—0

sendo t,,_21_q/2 O cuantil de orde 1 — a/2 dunha T de Student con n — 2 graos de liberdade, e
n

noy=—">=-
1 + (»’COS—;U)

Este valor ny pode interpretarse como o niumero de observacidns que resulta de “utilidade” para estimar a
media condicional E(Y|X = ). E dicir, se o = T, dispofiemos de n observaciéns, pero a medida que z, se
afasta de T é como se fdsemos considerando menos observaciéns (dispofiendo de menos informacion).

Intervalo de predicion para a nova observacion

O intervalo de predicién seria da forma

_ T - 1
(YO —tn21-ap0\/l+—, Yo+it, 01 ap0/1+— > .
o No

Se comparamos ambos os intervalos vemos que estdn centrados en Y, e que a amplitude do intervalo de
predicion é sempre superior 4 do intervalo de confianza para a media condicional. Este feito é l6xico posto que
resulta mais complexo estimar o valor Y; (variable aleatoria) que estimar E(Y|X = z) (pardmetro).

Como traballamos con modelos de regresion lineares simples en ?

Dada x= (z7 ..., x,) unha mostra da variable explicativa e Y= (Y] ...,Y}) unha mostra da variable resposta, pode-
mos empregar as seguintes funcidns de
cov(x,Y)*(n-1)/n Covarianza entre Y e x, sendo n o tamafio de mostra.
cor(x,Y) Coeficiente de correlacidn linear entre Y e x.
plot(x,Y) Representacion do diagrama de dispersién de Y sobre x.
1m(y~x) Axuste dun modelo de regresidn linear simple de Y sobre x.
confint (Im(y~x)) Intervalos de confianza para os pardmetros 3, e 51 dun modelo linear simple.
summary (1m(y~x)) Contrastes de significacidon para os parametros (3, e 3; dun modelo linear simple.
predict (lm(y~x),...) Predicidns (xunto cos correspondentes intervalos) dun modelo linear simple.
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