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Resumen

En esta tesis estudiamos la cohomologia basica de las foliaciones transversalmente homogéneas,
generalizando resultados cldsicos para las foliaciones de Lie y dando condiciones para que una
foliacidén transversalmente homogénea sea unimodular. Estos resultados nos permiten enunciar
nuestro teorema principal: en una foliacion transversalmente homogénea no unimodular sobre
una variedad compacta, si se cumplen ciertas hipotesis, se tiene que o bien la variedad, o bien las
adherencias de las hojas, o bien el espacio total del fibrado de Blumenthal asociado a la foliacion,
fibran sobre S'.
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Introduccion

El estudio de las foliaciones comienza con Ehresmann y Reeb a mediados del siglo XX. Sus im-
portantes aplicaciones en la fisica de sistemas dindmicos animaron a otros grandes matematicos
a profundizar en las propiedades de estas estructuras, sentando las bases de una disciplina cuyo
estudio sigue siendo hoy en dia objeto de multiples publicaciones.

El concepto de foliacién es una generalizacién del concepto de submersion, siendo la folia-
cion definida por las fibras de un fibrado el ejemplo mds simple. En un paso mas, Fedida introdujo
el concepto de foliacion de Lie, definida a partir de una submersion equivariante sobre un grupo
de Lie.

En 1979, Blumenthal, en [2], define las foliaciones transversalmente homogéneas, una gene-
ralizacion de las de Lie, donde la base de la submersion es una variedad homogénea.

Mi trabajo en foliaciones, siempre junto al profesor Enrique Macias Virgds, comenzé a finales
del siglo pasado, dando como resultado el trabajo monografico Subgrupos Normalizadores en las
Foliaciones de Lie [33], donde estudiamos las propiedades de las foliaciones de Lie a partir del
normalizador del subgrupo de holonomia de la foliacién. Fue a partir de ahi cuando centré mis
esfuerzos en el andlisis de la cohomologia bésica y, mds en concreto, en la unimodularidad de
las foliaciones.

Una foliacién es unimodular si su cohomologia bésica en grado maximo es distinta de ce-
ro. El primer ejemplo de foliaciéon de Lie no unimodular, que detallamos en el Capitulo 21, lo
dio Carriere [7] en 1982. Fue un contragjemplo a un teorema de dualidad de Reinhart para la
cohomologia béasica de una foliacién, publicado en 1956. El impacto de este resultado provoco
que muchos investigadores se plantearan qué hipétesis adicional faltaba para que el teorema se
cumpliese. Surgi6 asi la idea, a partir de los trabajos de Kamber y Tondeur, de que era nece-
saria una hipétesis de armonicidad, que era equivalente a que las hojas de la foliacién fuesen
subvariedades minimales. Se vio entonces que esta condicion era probablemente equivalente a la
unimodularidad.

En 1985, El Kacimi Alaoui, Sergiescu y Hector demostraron en [12] que la cohomologia
basica de una foliaciéon Riemanniana sobre una variedad compacta es de dimension finita. Ese
mismo afio, Masa, en [35], demostré que, para una foliacién Riemanniana orientable, la unimo-
dularidad es equivalente a la existencia de una métrica Riemanniana para la cual las hojas son
subvariedades minimales. Un afio més tarde, El Kacimi Alaoui y Hector demostraron en [10]
que la cohomologia bésica de una foliacion satisface la dualidad de Poincaré si y solamente si la
foliacion es unimodular. Posteriormente, en 1990, un resultado de El Kacimi Alaoui y Nicolau
en [11] evidencié que una foliacién de Lie es unimodular si y solamente si lo son sus grupos de
Lie asociados.

XV



XVI Introduccién

En 2005, a partir de estos y otros trabajos, Enrique Macias y yo enunciamos el siguiente teo-
rema [30, Teorema 1.1]: si una foliacién de Lie sobre una variedad compacta M es no unimodular
entonces o bien M o bien las adherencias de las hojas de la foliacién fibran sobre S*.

Surgia de manera natural el proposito de generalizar este resultado a las foliaciones trans-
versalmente homogéneas. Aplazado durante afios, fue fundamental el congreso Geometry and
Dynamics of Foliations en el ICMAT de Madrid, en septiembre de 2014. Fue entonces cuando
ideamos la estrategia para poder llevarlo a cabo, que ahora ha dado su fruto en este trabajo, donde
ademds de generalizar el resultado de [30] doy, bajo ciertas hipétesis, condiciones para la uni-
modularidad de las foliaciones transversalmente homogéneas, generalizando resultados cldsicos
para las de Lie.

El primer paso de mi trabajo para generalizar resultados de foliaciones de Lie a foliaciones
transversalmente homogéneas fue, 16gicamente, estudiar a fondo el articulo de Blumenthal [2]
donde las define. Entender por qué era necesaria la hipétesis de la efectividad de la accién del
grupo y encontrar la forma de evitarla, como explicamos en el Capitulo 6, resulté un avance
fundamental en nuestro propdsito, pues esto nos permitiria realizar el estudio considerando que
el grupo que actda es simplemente conexo, apoyandonos en la descripcién hecha del core group
que damos en el Capitulo 1.

Una vez entendida la estructura de las foliaciones transversalmente homogéneas, la siguien-
te tarea a acometer seria estudiar la relacién entre H(M//F), la cohomologia bésica de F, y la
cohomologia de N = GG/ K, el espacio homogéneo sobre el cual modela la foliacién. Generali-
zando resultados conocidos para las foliaciones de Lie demostramos que H(M /F) es isomorfa
a Hy(N), la cohomologia del complejo de formas en N que son invariantes por la accién de H,
con H =T, la adherencia del grupo de holonomia de F, pero solamente cuando las fibras de la
aplicacion desarrollo son conexas. En las foliaciones transversalmente homogéneas la compaci-
dad de la variedad M no garantiza que la submersion desarrollo sea un fibrado. Resultados de
Hermann en [22] permiten asegurarlo cuando la foliacién es Riemanniana.

Por lo tanto, para estudiar la unimodularidad cuando existe un desarrollo con fibras conexas
definiendo la foliacién necesitamos estudiar cudando H{}(N), con n = dim N, la cohomologia
en grado maximo, es distinta de cero. Ante la dificultad de atacar el problema de una forma
directa, conseguimos generalizar resultados aplicables a las foliaciones de Lie para obtener la
inyectividad del morfismo Hg(N) — Hy(N) inducido por la inclusién i: Qg(N) — Qu(N),
en caso de que H\G sea compacto, G fuertemente unimodular (es decir, con det Adg(k) = 1
paratodo k € K)y H unimodular. Asi, que Hs(N) # 0 garantiza que Hy(N) # 0. Detallamos
este argumento en el Capitulo 9.

Procedia entonces estudiar la cohomologia del complejo Q2(/V) de formas diferenciales en
N invariantes por la accion de GG. La cohomologia de este complejo, como demostramos en el
Capitulo 15, es isomorfa a la cohomologia del complejo L (A"p, R) de aplicaciones lineales K -
invariantes de A"p en R, donde p = g/, con g y £ dlgebras de Lie de Gy de K, respectivamente.

Como no resulta posible calcular de forma general las cohomologias en grado maximo, nece-
sitdbamos valernos de la dualidad de Poincaré para poder ceiiir los calculos a la cohomologia en
grado cero, donde si era posible extraer conclusiones definitivas. Para ello, como detallamos en
los Capitulos 3 y 4, estudiamos la homologia y cohomologia de g con coeficientes en un médulo.

[

Dado un g-médulo V, concluimos que H" (g, V*) = H,.(g,V)*, es decir, la cohomologia de g
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con coeficientes en el dual de un médulo es el dual de la homologia de g con coeficientes en
dicho médulo.

Si modificamos la representacion p de g que dota a V' de estructura de g-mddulo haciendo
pH(X) = p(X) — trazaady - 1y para X € g podremos definir V* = (V] p*), el mddulo de Ha-
zewinkel. Este médulo serd isomorfo a V' ® (A™g)* y, como a nivel de complejos tendremos un
isomorfismo entre A"g® V*'y L(A™ "g, V'), podremos concluir que H,.(g, V') = H" "(g,V), lo
que, en combinacidn con la dualidad obtenida al estudiar la homologia y cohomologia con coefi-
cientes en un médulo, implicard que en cohomologia se tiene que H' (g, (V')*) = H" (g, V)*.

Por tltimo, estudiamos qué sucede si al médulo V' lo dotamos de estructura de (g, K)-
modulo. Para ello, tomamos como hipétesis que € es unimodular y que el par (g, K) es reductivo,
es decir, existe un subespacio vectorial p C gtal que g = ¢ @ p y tal que Adg(k)(p) C p para
todo k € K. SiV es un (g, K)-mddulo consideramos el (g, K')-médulo de Hazewinkel, ahora
V't donde la representacion de g es p' y la del grupo es la dada por k-, v = det Ad, (k) (k- v),
con k € K yv € V. Este médulo serd isomorfo a V' ®g (A%p)*, con ¢ = dimp. Asi ten-
dremos un isomorfismo de complejos A™p @ VI = L (A9 "p, V), el complejo de aplica-
ciones R-lineales de K-médulos entre A2 "p y V. Ese isomorfismo nos permitié concluir que
H™(g,K;V) = H, (g, K; V") y, por consiguiente, que H" (g, K; V)* = H? "(g, K, (V'")°),
donde el subindice c significa que debemos quedarnos tinicamente con los elementos K -finitos,
los contenidos en un subespacio invariante de dimension finita, para garantizar la estructura de
(g, K)-médulo.

Para poder demostrar la dualidad de Poincaré para la cohomologia con coeficientes en un
(g, K)-mddulo le pedimos al par (g, K) que sea reductivo. En el Capitulo 3 probamos que si la
accion de GG sobre N es efectiva y por isometrias entonces el par (g, K) es reductivo. Si esto
sucede, tendremos que la cohomologia Hg(N) del complejo Q¢ (G/K) de formas invariantes
por la izquierda es isomorfa a la cohomologia relativa H(g, K’; R). El cdlculo de la cohomologia
en grado cero de este complejo, detallado en el Capitulo 15, nos llevé a la conclusiéon de que
H%(g, K; (R™)*) # 0 si Gy K son fuertemente unimodulares, lo que nos puso en el camino de
demostrar que si F es una GG/ K-foliacion transversalmente homogénea sobre una variedad M
tal que existe una métrica invariante en G/ K, con H\G compacto, donde H es la adherencia del
grupo de holonomia de F, y de forma que la aplicacién desarrollo f: M= G /K tiene fibras
conexas, se tiene que si G y K son fuertemente unimodulares y H es unimodular, entonces JF es
unimodular.

Para poder estudiar la unimodularidad en foliaciones que no estén definidas por un desarro-
llo de fibras conexas demostramos, como se recoge en el Capitulo 13, que cualquier foliacion
transversalmente homogénea F sobre una variedad M modelando sobre un espacio homogé-
neo conexo /N modelara también sobre NV, la cubierta universal de /N. Para ello consideramos
N = G/ Ky, con G conexo, y, a partir de la construccién detallada en el Capitulo 11, definimos
el grupo de Lie Gy, que actuard transitiva y efectivamente en N y sobre el cual puede cons-
truirse un morfismo de holonomia que dota a F de estructura de N-foliacién transversalmente
homogénea.

Sin embargo, atin exigiendo que M sea compacta no estd garantizado que las fibras del nuevo
desarrollo sean conexas, por lo que debimos restringir nuestro estudio a las foliaciones Rieman-
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nianas, para las que este desarrollo serd un fibrado localmente trivial, lo que garantiza la cone-
xidad de las fibras al ser /N simplemente conexo. Esto nos permitié aplicar los resultados que
tenemos para ese caso, exigiendo a mayores que el desarrollo inicial de & como N-foliacién
tenga un nimero finito de componentes conexas, pues si no no seria posible establecer la ne-
cesaria correspondencia entre las adherencias de los grupos de holonomia de las dos formas de
definir la foliacion. Asi, demostramos que dada F una /N-foliacién sobre una variedad compacta
M, donde N = Gy/Ky, con G, conexo y Koy = K,/ Core(Ky) compacto, si suponemos que
la foliacién estd definida por un desarrollo cuyas fibras tienen un nimero finito de componen-
tes conexas, entonces, si los grupos G/ Core(Ky) y I'y son unimodulares y K,/ Core(K,) es
fuertemente unimodular, se tiene que F es unimodular. Esta demostracion estd recogida en el
Capitulo 16 de este trabajo.

Nos aprovechamos también de nuestra construccion y del grupo de Lie Gy para reformular
los resultados de Blumenthal en [2] acerca de la foliacion inducida sobre las adherencias de las
hojas. Al igual que Blumenthal, exigimos como hipétesis que Ky; sea compacto, y obtuvimos
resultados similares, pero donde el grupo que soporta la holonomia de la foliacion inducida
es Gy, que se puede calcular directamente a partir de Gy y Ky, en lugar de Iso(/V), el grupo
de las isometrias de N , de dificil representacion en muchas ocasiones. Demostramos también,
restringiendo el estudio a las componentes conexas, que la foliacion inducida en la adherencia

de una hoja puede modelar sobre un espacio homogéneo conexo.

Tras todo este estudio estdbamos ya en condiciones de generalizar a las foliaciones transver-
salmente homogéneas el mencionado teorema acerca de las foliaciones de Lie no unimodulares,
obteniendo como conclusién nuestro teorema principal, que asegura que dado N = G/ K, un
espacio homogéneo, con K(; compacto y fuertemente unimodular y Gy conexo, y dada F una
N-foliacién transversalmente homogénea sobre una variedad compacta M definida por un desa-
rrollo donde las fibras tienen un numero finito de componentes conexas, se tiene que si F no es
unimodular entonces o bien M, o bien las adherencias de las hojas , o bien el espacio total del
fibrado de Blumenthal, fibran sobre S!. El fibrado de Blumental lo definimos en el Capitulo 6
inspirdndonos en las construcciones de [2].

Para finalizar, atacamos directamente el cdlculo de la cohomologia del complejo de formas en
N invariantes por H, para obtener como resultado final que Qf;(G/K) = Lx(A"p, C¥(H\G)),
donde CP(H\G) es el espacio de funciones diferenciables de H\G en R que cumplen la con-
dicion de K -finitud. Sin embargo, no result6 posible utilizar este complejo para perfilar mds las
hipétesis de nuestros resultados. Queda, por tanto, como posible via de ampliacion de este trabajo
en el futuro.

Una vez finalizado todo este estudio, cuyos resultados estdn recogidos en [29], surgié la ne-
cesidad de analizar la relacion con la clase de cohomologia de la forma de curvatura media, que
Jests Alvarez estudia en [1]. Realizamos ese estudio en la Parte VI de este trabajo, encontrando
una fuerte relacion de la funcién modular con la forma de curvatura media en las foliaciones de
Lie de hojas densas. En estructuras més complicadas esa relacion se diluye pues queda distorsio-
nada por la divergencia de los campos de vectores que se escojan para el paralelismo transverso.

Es obligado terminar esta introduccién agradeciéndole a mi profesor, tutor, director y, final-
mente, buen amigo Enrique Macias sus ideas, su guia, sus correcciones y, sobre todo, su paciencia
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durante todos estos afios. Sin su ayuda este trabajo no habria sido posible.

Y no puedo dejar de citar aqui a Jests Alvarez, no solo por sus aportaciones y su ayuda cada
vez que se la pedi, si no también por su calidez en todos nuestros encuentros.

De mis inicios, un recuerdo para Hellen Colman y para nuestras conversaciones sobre Mate-
maticas o sobre todo en general. Y ya en estos ultimos tiempos, un abrazo para David, un chaval
majisimo que no duda en ayudarte siempre que puede.

Por supuesto, a mi madre, a Alberto, a Angeles y a todas esas personas que de vez en cuando
me preguntaban qué tal llevaba la tesis, mi agradecimiento por su interés y un abrazo muy fuerte
para todas ellas.
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Capitulo 1
Espacios Homogéneos

En este Capitulo detallaremos las acciones sobre espacios homogéneos y definiremos el core
group, necesario para garantizar la efectividad de la accidén y que nos permitird més adelante
trabajar con espacios simplemente conexos.

1.1. Acciones diferenciables

Sea GG un grupo de Lie. No suponemos que sea conexo ni simplemente conexo.
Sea N una variedad diferenciable. Una accién por la izquierda de GG sobre N es una aplicacién

diferenciable
GxN — N

(9:p) > g-p
cumpliendo las siguientes propiedades:

1. (gh)-p=g-(h-p),paratodo g,h € Gy paratodop € N,
2. e-p=p,paratodop € N.
De esta forma, para cualquier g € G, la aplicacién

AMg): N — N
p > g-p

es un difeomorfismo.

Definicion 1.1. Dado p € N llamaremos grupo de isotropia de p al subgrupo G, formado por
los elementos de GG que dejan fijo p. Es decir,

G,={9€G:g-p=p}
Definicion 1.2. La accién de G sobre NV se dice
» Efectiva, si paratodo g € G, g # e, se tiene que A(g) # id.
» Libre, si no tiene puntos fijos, es decir, si G, = {e}, paratodo p € N.

= Propiamente discontinua, si para todo p € N existe un entorno U de p tal que gU N U = ()
para todo g # e.
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= Transitiva, si para todo p,q € N existe g € G talque ¢ = g - p.

Un G-espacio homogéneo N es una variedad IV sobre la que existe una accién por la izquierda
transitiva del grupo de Lie GG. De esta forma, llamando K = (,, a la isotropia de un punto fijado
o € N por la accién de G, se tiene un difeomorfismo

N = G/K
g-o = [d]
La siguiente Proposicion nos permitird considerar que el grupo de Lie G y el G-espacio homo-

géneo N son conexos:

Proposicion 1.3. Sea N una variedad no conexa sobre la que actiia transitivamente un grupo de
Lie no conexo y sea K = G, la isotropia de un punto p € N. Llamaremos N, a la componente
conexa de N que contiene a p. Entonces G., la componente conexa del neutro de G, actiia de
forma transitiva en N, con isotropia G. N K.

Demostracion. Podemos hacer actuar G en N, haciendo

e
GexN, — N,
(90,7) +— go-x
Esta accién estd bien definida pues G. X NV, es conexo y por tanto su imagen por © necesaria-
mente ha de estar contenida en V.

Para comprobar que la accion es transitiva bastard probar que la 6rbita de p € N, por la
accion de G cubre todo N,,. Para ello, consideraremos la proyeccion

™ G — N
g — g-p
que serd una aplicacién abierta (ver, por ejemplo, el Teorema 3.58 de [50]). Nétese que G, es
abierto y cerrado en GG. Asi, la 6rbita G, - p, que es la imagen por 7 del abierto G., serd un
abierto en [V, y por tanto en N,. Si comprobamos que también es un cerrado el resultado estara
demostrado. Para ello bastard comprobar que 771 (G. - p) es una unién de componentes conexas
de G. Vedmoslo:
Sea g € m1(G, - p), es decir, 7(g) = h - p, con h € G,. Considerando

Gp,=1{keG:n(k)=p}
se tiene que h™'g € G, con lo que existe k € G, tal que g = h - k, y por lo tanto
geGe-kC | Ge k.
keGy

Reciprocamente, si g € Uker G. - kexiste k € G, talque g € G, - k, con lo que existe h € G,
tal que g = hk.Y como w(hk) = hk - p = h - p entonces g = hk € 71 (G, - p).

Asi, 771(G, - p) es cerrado en G, pues su complementario serd una unién de componentes
conexas, con lo que G, - p es cerrado en N y en N,,.

Por tltimo, la isotropia en el punto p por la accién de G, serd

(Ge)p={9€Ge:g-p=p} =G, NG.. O
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1.2. La efectividad de la accion

Para el desarrollo de nuestro trabajo, en ocasiones necesitaremos que la accion del grupo de Lie
G sobre el espacio homogéneo N = G/ K sea efectiva. Conseguiremos esto cocientando G por
el llamado normal core group, que serd el mayor subgrupo normal de G contenido en K.

1.2.1. Normal core group

Sea N un G-espacio homogéneo. Fijemos un punto base o € N y sea K = G, C G su isotropia;
entonces la aplicacién [g] € G/K +— g -0 € N define un difeomorfismo compatible con las
acciones.

Definicién 1.4. El niicleo del morfismo A: G — Diff (V) dado por A(g)(0) = ¢ - o se llama el
core group [41] de la accién. Lo denotamos por Coreq(K') o simplemente Core(K). Es decir,

Core(K) = {g € G: A(g) =id}.
La accién de G sobre N es efectiva si y solamente si Core(K) = {e}.
Proposicion 1.5. Se tiene
1. Core(K) = (,cn Gy la interseccion de los subgrupos de isotropia.
2. Core(K) = N,eq 9K g~ %, la interseccion de los subgrupos conjugados a K.
3. Core(K)={ke K: gkg' € KVg e G}.
4. Core(K) es el mayor subgrupo de K que es normal en G.

Demostracion.

1) Tenemos que g € G, paratodop € N < g-p =p paratodo p € N < A(g)(p) =p
paratodo p € N & A(g) =id < g € Core(K).

2)Seap =g-o0 € N. Se tiene que G, = gG,g~*, puesto que

h-p=p&shg-o=g-0< ¢ 'hg-o0o=o.

3) Sabemos, por el apartado 2, que dado k& € Core(K) se tiene que k = g~ 'k,g para todo
g € G, conk, € K. Esto implica que gkg~* € K para todo g € G.

Reciprocamente, dado k¥ € K tal que gkg™' = k, € K paratodo g € G, se tiene que
k = g 'k,g para todo g € G, lo que equivale a que k € Core(K ) por el apartado 2.

4) Que Core(K) C K se sigue del apartado 1.

Veamos que Core(K) es normal en G: basta probar que para todo g € G se tiene que
g Core(K)g~! C Core(K). Escojamos entonces un g € G. Dado = € Core(K), hay que probar
que grg~! € Core(K), es decir, por el apartado 3, que para cualquier ¢’ € G existe k € K tal
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que grg~—' = ¢g'kg’~'. Pero como = € Core(K) sabemos que para todo h € G existe kj, € K tal

que x = hkyh~'. Tomando h = g~'¢ llegamos a que

grg~ " =99 'g'kng 997" = gkng' "

Veamos ahora que Core(K) es el mayor subgrupo de K que es normal en GG. Sea entonces
H C K un subgrupo normal de G. Dado h € H, tenemos que probar que h € Core(K), es
decir, que para todo g € G existe k € K tal que h = gkg™', o, lo que es equivalente, que
g 'hg € K.Pero como H es normal en G tenemos ya que g 'hg € H C K. O

Nota 1.6. Del apartado 4 se deduce inmediatamente que K es normal en GG si y solamente si
Core(K) = K.

Como consecuencia, Core(K') es un subgrupo cerrado de K (por ser interseccion de cerrados) y
normal en K, luego K/ Core(K) es un grupo de Lie.

Proposicion 1.7. La accion de G/ Core(K) sobre el espacio homogéneo N dada por [g]-p = g-p
estd bien definida y es efectiva, con isotropia K/ Core(K).

Demostracion. La accion estd bien definida, puesto que si cogemos gk como representante de la
clase [g] € G/ Core(K) tenemos que para todop € N

Agk)(p) = AMg)(A(F)(p)) = M) (p),

pues k € Core(K), es decir, A(k) = id.
Veamos que la accion es efectiva. Sea [g] € G/ Core(K) tal que [g] - p = p paratodo p € N.
Pero

g p=p VpeEN&Ag)(p)=p VpeN
< Mg) =id
& g € Core(K)
& [g] = [e] en G/ Core(K).

Para esta nueva accién se tiene que Ag/ core(k)([9]) = Ac(9) y que la isotropfa de 0 € N es
K/ Core(K). O

Lema 1.8. Sea k € Core(K). Si G es conexo entonces k'y gkg™! estdn en la misma componente

conexa de K para todo g € G, lo que equivale a que |k] = [gkg™'] € K/K, para todo g € G.

Demostracion. Sea k € Core(K), esto es, gkg™' € K paratodo g € G, por el apartado 3 de
la Proposicién 1.5. Definimos ¢: G — K tal que p(g) = gkg'. Como G es conexo entonces
imp C K es conexo, y como @(e) = k, necesariamente im ¢ = kK., que es la componente
conexa de K que contiene a k. Asi, gkg~! € kK, paratodog € G,y [gkg™'] = [k] € K/K.. O

Proposicion 1.9. Si G es conexo entonces Core(K) N K, = Core(K,).
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Demostracion. Sea k € Core(K') N K. Entonces, por un lado, sabemos que k € Core(K), o lo
que es lo mismo, gkg~! € K paratodo g € G (por el Lema 1.8 sabemos ademds que est4n en la
misma componente conexa de K). Por otro lado, k € K., es decir, [k] = [gkg™ '] = [e] € K/K,
para todo g € G, y por tanto gkg~! € K, paratodo g € G.

El reciproco es inmediato, pues Core(K,) C Core(K)y Core(K,) C K. O

Corolario 1.10. Se tiene que (Core(K)). C Core(K.) C Core(K).

Demostracion. Es evidente que (Core(K)). C Core(K) N K, porque Core(K) C K.Y que
Core(K.) C Core(K) se sigue de que K, C K. O

Nota 1.11. Los reciprocos en el Corolario 1.10 no se cumplen. Que K sea conexo no implica
necesariamente que Core(K’) sea conexo. Por ejemplo, considerando el subgrupo conexo SO(2)
de SL(2,R), como el tinico subgrupo normal no trivial de SL(2,R) es {£I}, es inmediato que

(SO(2)")e = {I} € SO(2)* = (80(2).)* = {1},
donde H representa Core(H).
Proposicion 1.12. Si G es conexo entonces Core(K )/ Core(K.) es un subgrupo de K/ K..

Demostracion. Por la Proposicién 1.9 sabemos que Core(K,) = Core(K) N K.. Asi, aplicando
el primer Teorema de Isomorfia tendremos que

Core(K)/ Core(K,) = Core(K)/(Core(K) N K,) = Core(K) - K./ K,.. [

Proposicion 1.13. Si G es conexo entonces Core(K)/ Core(K,) C Z(K/K.), el centro del
grupo K/K.. En particular, el grupo Core(K')/ Core(K.) es abeliano.

Demostracion. Sea [a] € Core(K)/ Core(K,)y sea [k] € K/K,. Entonces
[ [k][a k] = [a][ka™ k.

Pero sabemos, por el Lema 1.8, que ko~ 1k~ estd en la misma componente conexa de Core(K)
que o~ !y, por tanto,

ke = [alfa™] = ] € K/K.. O
Proposicion 1.14. Se tiene que mo(K/ Core(K)) es isomorfo a K/(K. - Core(K)).
Demostracion. Sabemos que my(K/ Core(K)) es isomorfo a
(K| Core( ) /(K] Core(K))..
Por la Proposicion 1.3 y por el primer Teorema de Isomorfia sabemos que
(K/Core(K))e = K./(Core(K) N K,) = (K, - Core(K))/ Core(K).
Entonces

mo(K/ Core(K)) = (K/ Core(K)) /(K. - Core(K)/ Core(K))
=~ K/(K, - Core(K)). u
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Terminamos con un resultado que serd necesario para demostrar el teorema de estructura para
las foliaciones transversalmente homogéneas:

Teorema 1.15 (Teorema 4.2 de [21]). Sea G un grupo de Lie y K C G un subgrupo cerrado.
Entonces G/ K tiene una tnica estructura analitica, compatible con la topologia cociente, con
la propiedad de que los \(g): G/K — G /K son difeomorfismos analiticos.

Corolario 1.16. Dado N un G-espacio homogéneo conexo, se tiene que si \(g) = id en un
abierto 2 C N entonces \(g) = id en todo N.

Demostracion. En el Corolario 1.2.6, pag. 14, de [27] se prueba que una funcién analitica defi-
nida en un intervalo real que tenga un punto de acumulacién en el conjunto de ceros se anula en
todo el dominio. A partir de ahi es inmediato deducir que si dos funciones analiticas coinciden
en un intervalo entonces coinciden en todo el dominio, siempre que éste sea conexo (basta consi-
derar la resta entre ambas funciones para estar en la situacion anterior). Es sencillo extender ese
resultado a dos funciones analiticas definidas en un abierto conexo de R".

Dada entonces \(g): N — N, difeomorfismo analitico en virtud del Teorema 1.15, consi-
deramos un abierto distinguido U C N tal que U N Q # (). Pasando a R", con n = dim N,
obtendremos una funcién analitica que coincide con la identidad en un abierto, con lo que coin-
cidird en todo el dominio, y asi A(g) coincide con la identidad en todo el abierto U. Considerando
abiertos distinguidos adyacentes, teniendo en cuenta que en las intersecciones A(g) = id, podre-
mos ir extendiendo la igualdad por todo N, si IV es conexo. Si /N no es conexo esa igualdad sé6lo
estarfa asegurada a lo largo de una componente conexa. O]

Corolario 1.17. Sea G un grupo de Lie y sea K C G un subgrupo cerrado. Para cualquier
abierto U C G se cumple que (,; gKg™! = Nyea gKgt.

Demostracion. Sean: G — G /K. Tenemos que v € gK g~ ', Vg € U, es equivalente a

rg € gK VgeU
& [rgl=[glen G/K VgeU
& Mz) =idenn(U)
< Mz) =1id
& x € Core(K)

por el Corolario 1.16.
La otra inclusion es trivial. OJ

De manera andloga se demuestra también el siguiente corolario:

Corolario 1.18. Sea 2 C N un abierto. Se cumple que (), Gp = (Ve Gp-
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1.2.2. El algebra de Lie de Core(K)

Proposicion 1.19. El grupo (Core(K)). es el mayor subgrupo conexo de K que es normal en

G.

Demostracion. Por conexidad, como Core(/K) es normal en GG entonces su componente conexa
del neutro, (Core(K))., también lo es. Por lo tanto, solamente falta probar que no hay ningtin
subgrupo conexo de K normal en G que contenga estrictamente a (Core(K))..

Sea entonces H un subgrupo conexo de K normal en GG. Como Core(K) es el mayor sub-
grupo de K que es normal en G tenemos que H C Core(K). Y como H es conexo, entonces
H C (Core(K))e, que es lo que queriamos probar. O

Proposicion 1.20. Sea G un grupo de Lie y sea K un subgrupo cerrado de G, con g y € sus
respectivas dlgebras de Lie. Entonces el dlgebra de Lie de Core(K) es el mayor ideal de g
contenido en L.

Demostracion. El édlgebra de Lie de Core(K) serd el dlgebra de Lie correspondiente al grupo
de Lie (Core(K))e, que es un subgrupo normal y conexo de G, lo que equivale (Teorema 3.48
de [50]) a que su dlgebra de Lie sea un ideal de g, obviamente contenido en ¢, pues (Core(K)), C
K..

Sea ahora h otro ideal de g contenido en €. Tendré asociado un subgrupo H conexo y normal
en G contenido en K. Pero por la Proposicion 1.19 sabemos que H C (Core(K))., y por lo tanto
hCt [

Denotaremos por Core(t) el dlgebra de Lie de Core(K).

1.3. La variedad N como @-espacio homogéneo

Para poder levantar nuestras construcciones de /N a su cubierta universal, N , resultara necesario
conseguir que el grupo de Lie que actie sobre el espacio homogéneo sea simplemente conexo. En
esta seccion nos ocuparemos de dotar al G-espacio homogéneo N, donde suponemos G conexo,
de una estructura de G- -espacio homogéneo, donde G denota la cubierta universal del grupo de
Lie G.

Proposicion 1.21. Dada p: G — G cubierta universal de G se tiene que G actiia de forma
transitiva sobre N = G /K con isotropia p~*(K).

Demostracién. Dados § € Gy p € N, la accién de G sobre N vendr4 dada por § - p = p(g) - p.
Como p es un morfismo de grupos se cumplen las propiedades de accidn, pues:

1. Paratodop € N secumpleque é-p=p(é)-p=e-p=p.

2. (99)-p=p3) -p= @) -p@)) p=23-(§ -p) paratodo §,§ € G,p € N.
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Ahora, dado 0o € N, demostraremos que su isotropia por la accién de G sobre N serd @0 =
p ! (K), con K la isotropia en o para la accién de G sobre N:

jeGoog-0=p@) - o=o0oepl ek ejep (K). O

Nota 1.22. Tendremos una cubierta pj,-1(x): p~ ' (K) — K, que no serd necesariamente la
universal. De hecho, p~! (K) no tiene por qué ser conexo.

1.3.1. La efectividad de la accion de (A?

Demostraremos ahora que si consideramos la cubierta universal G en lugar de G, el cociente para
lograr la efectividad de la accién serd el mismo en los dos casos, lo que nos permitird considerar
siempre G como un grupo de Lie simplemente conexo.

Lema 1.23. El core group de la accion de G sobre N es
Core(p(K)) = p~}(Core(K)),
donde Core(K) es el core group de la accion de G.

Demostracion. Segun la definicién de core group, tendremos:

Core(p ' (K)) = ﬂ gp Y(K) g™,

§eG

p~*(Core(K)) =p~ (ﬂ gKgl) :

geG
Sea entonces x € Core(p~!(K)). Dado g € G, tomando § € p~!(g) sabemos que existe
i; € p H(K) tal que z = gi,9". Asf,

p(x) = p(gi9~") = p(§)p(24)p(9~") = gp(dz)g ",

lo que, tomando z, = p(x;), nos permite concluir que = € p~'(Core(K)).
Reciprocamente, supongamos = € p~'(Core(K)). Dado g € G sea g = p(g). Como p(x) €
Core(K') sabemos que p(x) = gz,9~ " con z, € K. Escojamos %, € G tal que p(i,) = x,. Asi,

p(92,97") = gz97" = p(2).

Por lo tanto, existe una transformacion de la cubierta, v € Aut(p), tal que = v§z,g'. Pero

como Aut(p) = m(G) es el nicleo de p, que es normal en G, tendremos que existe 7' € m1(G)
tal que vg = g7/, y asi x = §7'2,6*, donde v'z, € p~*(K), pues p(v'%,) = z, € K. O

Corolario 1.24. Los grupos G/ Core(p~'(K)) y G/ Core(K) son isomorfos.
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Demostracion. La aplicacion

gp:@/p Core(K)) — G/ Core(K)

i
9] — [p(9)]

estd bien definida: si consideramos un representante g - k de la clase lg] € G /p 1 (K), con
k € p~!(Core(K)), tendremos que

w([gk]) = [p(gk)] = [P(9)p(k)] = [p(9)] = ¢([9)).

Por otro lado, ¢ es un isomorfismo, pues, ademads de ser claramente sobre, es también inyectiva,
ya que, dado [g] € ker ¢ se tiene que

p((9]) = [e] € G/ Core(K) < [p(g)] = [e] € G/ Core(K)
< p(g) € Core(K)
& g € p (Core(K))
& (9] = [e] € G/p™"(Core(K)). -

1.3.2. La cubierta universal N

Esta proposicion y su corolario, de sobra conocidos, serdn de gran utilidad en nuestro trabajo:

Proposicion 1.25. Sea K un subgrupo cerrado de un grupo de Lie conexo Gy sea K, la com-
ponente conexa del neutro. Se tiene que la proyeccion natural G/K, — G /K es una cubierta
cuyo grupo de automorfismos es K/ K.

Corolario 1.26. Si G es conexo y simplemente conexo, la cubierta universal de N = G /K es
N = G/K.. Ademds, m(N) = K/K..

1.3.3. Las acciones sobre N

Sea N = G/ K un G-espacio homogéneo con GG conexo y simplemente conexo. Por la Proposi-
cién 1.7 sabemos que el grupo G/ Core(K) actuard de forma efectiva sobre N. Asi tendremos
que

N = G/K = (G/ Core(K))/(K/ Core(K)).

Por el Corolario 1.26 sabemos que la cubierta universal de NV es N=aG /K. Sin embargo, para
tener una accién efectiva deberemos considerar el grupo G/ Core(K.,), de forma que

N = G/K, = (G/ Core(K,))/(K./ Core(K.,)).

Podemos definir una accién de G en N haciendo g - [z] = [gz], donde g € Gy [z] € G/K.. Las
traslaciones en NV por elementos de G, A\(g): N — N, con A(g)([z]) = [g«], hardn conmutativo
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el diagrama

de forma que 7 o A(g) = A(g) o 7. Si consideramos la accién de G/ Core(K) en N tendremos
que A([g]) = A(g), con [g] € G/ Core(K). De la misma manera, haciendo actuar los elementos
de G/ Core(K,) en N, tendremos A([g]) = A(g), con [g] € G/ Core(K,).

Nota 1.27. Para distinguir entre las clases de los diferentes grupos, y asi clarificar los célculos,
utilizaremos la notacién | |* para los elementos de G/ Core(K) y | ]; para los elementos de
G/ Core(K,).

1.4. Aplicacion Posterior

Partiremos de un espacio homogéneo N = G/Kj, donde supondremos GGy conexo, pero no
simplemente conexo, y actuando de forma no efectiva en N. Como queremos que el grupo de
Lie que actie en N sea simplemente conexo, para asi poder levantar a [V, consideraremos la
cubierta p: Go — Go y el subgrupo p~*(Kj), de forma que

N =Go/Ky = é\o/p_l(Ko)-

La accion de Gy en N tampoco es efectiva, pero el Corolario 1.24 asegura que el paso a una
accion efectiva es el mismo en ambos casos, pues

Go/ Core(p(Ko)) = Gy, Core(Ky),
con lo que se tiene también que

p 1 (Ko)/ Core(pt(Ky)) = Ko/ Core(Ky).



Capitulo 2
Grupos de Lie unimodulares

La funcién modular juega un papel fundamental en nuestro trabajo. En este Capitulo damos
algunos resultados basicos que necesitaremos mas adelante.

2.1. Funcion modular

Todo grupo de Lie GG admite una medida 4 invariante por la izquierda, de forma que para todo
subconjunto de Borel £ C Gy para todo g € G se tiene que p(gF) = u(E). Llamaremos a esta
medida, tinica salvo constante multiplicativa positiva, medida de Haar.

Definicion 2.1. Llamaremos funcion modular de G al morfismo de grupos
mg: G — (RY))
dado por u(Eg) = ma(g)u(E).
Definicion 2.2. El grupo de Lie G es unimodular si mq(g) = 1 paratodo g € G.

Es evidente que, de forma equivalente, podemos definir un grupo unimodular como aquel en el
que la medida de Haar es biinvariante.

Proposicion 2.3 (Proposicion 5.1.3 de [13]). Todo grupo de Lie discreto es unimodular.

Consideremos ahora que dim G > 1. Sea Adg: G — Aut(g) la representacién adjunta del

grupo de Lie G en su dlgebra de Lie g, es decir Adg(g) = 1(g)s«: § — g, donde I(g): G — G

es el automorfismo interior I(g)(h) = ghg™'.

Proposicion 2.4. Si dim G > 1, entonces

ma(g) = | det Ade(g)|-

Como hipétesis para futuros resultados, necesitaremos introducir, restringiendo la Definicion
2.2, 1a siguiente definicion:

Definicion 2.5. Diremos que un grupo de Lie G es fuertemente unimodular si se cumple que
det Adg(g) = 1 paratodo g € G.

13
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2.2. La funcion modular en cubiertas

Proposicion 2.6. Si G es un grupo de Lie y K un subgrupo normal de G, entonces, para cual-
quier z € G:

det Adg(z) = det Adg ()| - det Adg/k ([2]),
donde t denota el dlgebra de Lie de K.

Demostracion. Para cada © € G, como G/K es un grupo de Lie, definiremos su aplicacién
adjunta partiendo de J([z]): G/K — G/K dada por J([z])([g]) = [zgxz~!], para construir
Adgyk([z]) = J([2])«: g/t — g/t

Asi, derivando el diagrama conmutativo

J([z])

G/K 2 GIK

obtendremos este otro:
Adg(z)

™ Trx

£

~ <«
=

©
~— <00

Adg/ i ([2])

que nos permite obtener la relacién
W*OAdg(l’) :Adg/K({LE])OT(* (221)

Considerando ker(m,) = ¢ (dlgebra de Lie asociada a K), podemos tomar una descomposi-
cion del algebra de Lie g de la forma g = £ & m, donde 7, es un isomorfismo lineal entre m y
g/t.

Como K es normal en G entonces [ (z)(k) € K para todo = € Gy, por lo tanto, al derivar
tenemos que AdG(I)|g C ¢. Asi, tomando w4, ..., u, una base de €, con £ = dim £, llamaremos
U a la matriz asociada a Adg(z)}e. Considerando vy, ..., v,—j, con n = dim G, una base de m
y llamando V' a la matriz asociada a Adg,k ([x]) para la base m,vy, . .., 7,0, tendremos que la
matriz asociada a Adg(z) se descompone de la forma

b i)

con lo que

det Adg(z) = det U - det V = det Adg(x)|e - det Adg/k([2]). O
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Corolario 2.7. Sea G un grupo de Lie y sea K un subgrupo discreto y normal. Entonces
det Adg(l’) = det Adg/K([l’])

para todo x € G. En particular, dada p: G — G’ una cubierta de grupos de Lie, se tiene que
det Adg(z) = det Adg (p(x)), para todo x € G.

Demostracion. Inmediato teniendo en cuenta la Proposicion 2.6 y que, al ser K discreto, su
algebra de Lie es trivial. O]

Corolario 2.8. Sea K un subgrupo cerrado de Gy sea C' = Core(K). El grupo de Lie K/C es
fuertemente unimodular si y solamente si

det AdK(y) = det AdK(y)|Core(€)

para todo y € K.

Demostracion. Por la Proposicion 2.6 sabemos que
det Adg (y) = det Adk (y)|core(e) - det Adk/c([y])-
Que K/C sea fuertemente unimodular equivale a que
det Adg/c(ly]) =1

para todo [y] € K/C, con lo que el resultado es inmediato. O

2.3. Algebras de Lie unimodulares

Sea ad: g — End(g) la representacién adjunta ad = Ad,. del dlgebra de Lie, definida como
ad(X)(Y) = [X,Y].

Definicion 2.9. Un dlgebra de Lie g es unimodular si traza ad(X) = 0, para todo X € g.

Proposicion 2.10. Sean cfj las constantes de estructura de g respecto de una base (e, . .., e,).
Entonces g es unimodular si'y solamente si Z?;l cfj =0paratodoi=1,... n.

Demostracion. Se tiene que

traza Ad(e;) = Z([ei,ej], e;) = Z(Z Cf’jek,ej> = chj,
j=1 j=1 k=1 j=1
donde (, ) es un producto interior en g para el que la base (e;) es ortonormal. O

Teorema 2.11. Sea G un grupo de Lie y sea g su dlgebra de Lie. Se tiene que g es unimodular si
y s6lo si la componente conexa del neutro G, es unimodular.
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Demostracion. Se tiene det Ad(exp X) = etr@722d(X) [40, 11.9.7]. A partir de esta igualdad se
deduce de manera inmediata que existe un entorno U del neutro e € (G para el que se cumple que
traza ad(X) = 0 paratodo X € gsiy solo sidet Ad(g) = 1 paratodo g € U. La generalizacién
a todo G se tiene de considerar que todo elemento de (G se puede escribir como producto de
elementos de U'. O]

Ejemplo 2.12. La conexidad de G, juega un papel fundamental en el Teorema 2.11. Existen
grupos de Lie no unimodulares para los que la componente conexa del neutro si es unimodular.
Veamos un ejemplo:

Consideremos el grupo afin bidimensional

_J|et Y
K—{{O 1},mGZ,yE]R},

tenemos que K, es el subgrupo formado por las matrices de la forma (1) ﬂ ,cony € R. Tendra
como algebra de Lie asociada el dlgebra de Lie abeliana de dimension 1, que obviamente es
unimodular. Sin embargo, K no es unimodular, pues dado un elemento k£ = [60 :ﬂ € K se

tiene que det Adg (k) = e™.

2.4. Formas de volumen invariantes

2.4.1. Grupos de Lie

Proposicion 2.13. Un grupo de Lie conexo es unimodular si y solamente si admite una forma de
volumen bi-invariante.

Demostracion. Sean = dim (. Denotaremos por L, y R, las traslaciones por la izquierda y por
la derecha, respectivamente, de forma que L,(z) = gz 'y R,(z) = xg para todo = € GG. Sabemos
que en G existe w forma de volumen en G invariante por la izquierda , es decir, una n-forma no
nula en ningin punto tal que Ljw = w, paratodo g € G.

Como L, y R, conmutan, se tiene que /2 w es invariante por la izquierda, pues

LiRw = (RyoLy)'w= (Lyo Ry)'w = R Liw = Ryw.

Asi, como wy Rjw son invariantes por la izquierda, solamente se diferenciardn en una constante,
con lo que
*
Rw=c-w, c#Q0,
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de lo que podemos deducir que
Ly Ryw =Ly aow=clLw=cw.
Dados entonces vy, . .., v, € T,G, como I,-1 = R, 0 L,-1, tenemos que:

(Ly-1 Ry)w)e(vr, - -y vn) = ((Rg 0 Lg-1)"w)e(vy, ..., vn)
= we((Rg 0 Lg-1)se(v1), - (Rg 0 Lg=1)se(vn))
= we(Ad(g™")(v1), ..., Ad(g™") (un))
=det Ad(g Hwe(vy, ..., vp),

yasic = det Ad(g™!).

Notese que det(Adg(g)) > 0 para todo g € G por ser G conexo. Por tanto, es claro que w
serd también invariante por la derecha si y solamente si det(Adg(g)) = 1 para todo g € G, es
decir, si G es unimodular. ]

2.4.2. Espacios homogéneos

Sea GG un grupo de Lie conexo de dimensién n = dim G 'y sea H un subgrupo cerrado.
Dado un elemento g € G, la traslacién por la derecha R, : G — G induce en el cociente una
aplicacion
p(g): H\G — H\G.

Se tiene que p(g) o™ = mo R,, donde m: G — H\G es la proyeccién natural.
Helgason demuestra en [21] los dos siguientes resultados, de gran utilidad en nuestro trabajo:

Proposicion 2.14.
det Adg(h)

A
det Adg(h) M€

det(p(h)e)
Teorema 2.15 (Pag. 368 de [21]). En un espacio homogéneo W = H\G existe una forma de
volumen invariante por la accion [¢'] - g = [¢'g] de G si 'y solo si det Adg(h) = det Ady(h),
para todo h € H.






Capitulo 3
Cohomologia de g-modulos

Dedicaremos este capitulo y el siguiente al estudio de la cohomologia. Detallaremos explicita-
mente la cohomologia de un dlgebra de Lie g con coeficientes, en primer lugar, en un g-moédulo
y después, en el Capitulo 4, en un (g, K)-mddulo. Esto nos permitird estudiar en el Capitulo
15 la cohomologia en grado médximo del complejo Q¢ (G/K) de formas diferenciales en G/K
invariantes por la accién de G.

Seguiremos la estructura y traduciremos a nuestro caso particular los resultados sobre coho-
mologia con coeficientes que expone Knapp en los Capitulos VI 'y VII de [24], valiéndonos de la
representacion que Hazewinkel define en [19].

Demostraremos entonces, en este capitulo, la dualidad en complejos de cadenas y cocade-
nas. Después estudiaremos la dualidad de Poincaré para la cohomologia del algebra de Lie y
extenderemos estos resultados para demostrar la dualidad para homologia y cohomologia con
coeficientes en un médulo.

3.1. Homologia y cohomologia de complejos
Un complejo de cadenas (C,, 0) es una sucesion

ER on Oy
Lo e =

de espacios vectoriales y morfismos 0,.: C,, — C,._4 tales que 0, o 0,1 = 0. Asi, tendremos que
im 0,1 C ker 0, paratodo r € Z.

Definicion 3.1. Dado un complejo de cadenas (C,, 9) denotamos por H,(C') su homologia, que

vendra dada por
ker O,

im arJrl .

H,(C) =

Andlogamente, un complejo de cocadenas (C*, ) es una sucesion

5r—1 Sr 6r+1
..._>C’r_>cr+l N
de espacios vectoriales y morfismos 6" : C” — C" ! tales que 6" 0 "' = 0. Asi, tendremos que
im 6”1 C ker §" para todo r € Z.

Definicién 3.2. Dado un complejo de cocadenas (C*, d) denotamos por H*(C') su cohomologia,

que vendra dada por
ker 0"

im 1

1 (C) =

19
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Dado un complejo de cadenas (C, 9) denotaremos por C* el complejo de cocadenas que se
obtiene dualizando los espacios vectoriales y los morfismos,

a*
Cr = Cr
Denotaremos H*(C*) la cohomologia de este complejo.

Lema 3.3. Sean U, V, W espacios vectoriales y sean f y g aplicaciones lineales U S VU
W tales que g o f = 0. Entonces

[fog" =0

ker f* (kerg)*

im g* im f

Demostracion. Sea x € ker f* C V*, es decir, una aplicacién x: V — Rtal que z o f =
f*(z) = 0, es decir Tim s = 0. Entonces, la restriccion x4 : ker g — R pasa al cociente y
tenemos Z: ker g/im f — R dada por Z([v]) = x(v) para todo v € ker g. Podemos definir por

tanto un morfismo
k *
0: ker f* — <‘erg)
im f

dado por 0(z) = Z para todo = € ker f*.

Comprobemos que ker § = im g*:

Six € ker 6, entonces 0(z)(v) = Z([v]) = z(v) = 0 para todo v € ker g; es decir, T|erg = 0.
Entonces, como V =kerg ® V', con V' Zimg,y W =img® W' = V' @ W’, la aplicacion
x se puede extender a todo W por la aplicacion cero de W', con lo que hemos construido una
aplicacién x*: W — R tal que x = 2+ o g = g*(2™"). Por tanto = € im g*.

Reciprocamente, es inmediato que si x+ = g*(x") = 2% o g, con 1: W — R, entonces
Tjkerg = 0y por tanto §(x) = 0.

Asf, ker § = im ¢g* y podemos pasar al cociente, obteniendo un morfismo inyectivo

9. ker f* . (kerg)*‘

im g* im f
Ademads 6 también sera sobreyectivo, pues dada Z: ker g/im f — R tendremos z: kerg — R
que se anula en im f y que por tanto se puede extender a z: V' — R tal que 6(z) = Z. ]

Corolario 3.4. Dado un complejo de cadenas (C,0) se tiene que la cohomologia del dual es el
dual de la homologia,
H*(C™) =2 Ho(C)".

Demostracion. Es inmediato a partir del Lema 3.3 pues

ker 87 .
() = X0 o ( ker 9, ) —H,(C). O

im O im 0,44




3.2 Cohomologia del dlgebra de Lie 21

Lema 3.5. Sean (C,d) y (C',d’) dos complejos de cocadenas y sean \": C" — (C")" isomorfis-
mos de espacios vectoriales tales que existet € R, t # 0, con

doXN =t-NTod VreZ.
Se tiene entonces que los \" inducen un isomorfismo en cohomologia.

Demostracion. Definimos el isomorfismo ¢: H"(C') — H"(C") haciendo ¢([a]) = [N(«)].
Veamos en primer lugar que esté bien definido: si escogemos o’ otro representante de la clase de
cohomologia [a], existe f € C"~! tal que @’ = a + df3, y por tanto

o([o']) = d(la +dp]) = V()] + N (dB)] = [X"(a)],

ya que
X (d8)] = AN ()] = [ X ()] =0

Notese también que A" («) € ker d’, pues d'\"(a) = ¢ - X" (da) = 0, pues o € kerd.

Veamos que ¢ es inyectiva:

Supongamos que ¢([a]) = 0. Entonces [\ («)] = 0y por tanto existe v/ € C""~! tal que
N (o) = d'(v). Seay € C"! tal que A"~ *(v) = +/. Entonces d~y cumple que

1. 1
A(dy) = S d'V Yy) = -d'0),

y por lo tanto
A(a) = tA"(dy) = A"(dty),

con lo que, por ser \" isomorfismo, o = dty y [a] = 0.
Que ¢ es sobreyectiva es trivial por serlo \". ]

3.2. Cohomologia del algebra de Lie

Sea g un dlgebra de Lie de dimension n. El dlgebra exterior Ag*, estd formada por las aplicaciones
r-lineales alternadas

a: gx 7. xg — R,
con 0 < r < n, es decir, elementos de L(A"g,R) = (A"g)*.
Sea ey, ..., e, una base de g y sea 6%, ..., 0" la base dual. Una base de A"g* estard formada

por las formas 6t A --- Afr,conl < iy <ip < ...<i, <n.
Se define la diferencial de Koszul §: A"g* — A" lg* como

da(vg, ..oy vy) = Z (=) a([vi, v5], 05 -y Dy ooy Dy, ).

1<J

Dado que 62 = 0, se tiene un complejo (A®g*,d) cuya cohomologia se denota H*(g); es la
cohomologia del dlgebra de Lie g con coeficientes en R.
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Proposicion 3.6. Para todo!l =1,....,n, conn > 2, se tiene que
SO A AOEA - AO") = (—1)trazaad(e)d' A - A 0" 3.2.1)
Demostracion. En primer lugar, nétese que
O" A AN AOY(er, .., Cryn. . en) = 0L,

es decir, se anulara salvo si k = [, donde valdra 1. Asi, haciendo él =N ANOAN-AO
para simplificar notaciones, tenemos que

d(0)(er, ... en) = (1) (0)([errej) er,. - irnn by en)

1<j

= (—1)Z+J(0>(C €Z+Cj €j,€17...,éi,...,éj7...,€n)
1<j

= (—1)i+j(cz:j(él)(€i, €1,... 7éi7 ce ,éj, ce ,en)
1<j

+ CZ](él)(ej,el, ey éz‘, ey éj, ey en))
= (—1)“”(cij(—l)i_l(él)(el, e €iye s €y )

‘I’Cz]( )j_Q(él)(el,...,éi,...7€j,...,€n))

_Z z+l z . z 1+Z H—]Cj )j_g

1<l I<j
o l 1 7, l 27
=D (=1 Y (-1,

i<l I<j
— § (_ l 1 7, E /‘

i<l I<j

_ Z l 1 z ]
Corolario 3.7. Un dlgebra de Lie g es unimodular si'y solo si H*(g) # 0, con n = dim g. En
ese caso H"(g) =< 01 A--- NO" >= R

Demostracion. Si g es unimodular, se tiene que traza ad(e;) = 0, paratodo i € {1,...,n}y por
tanto la diferencial 6: A"~ 'g* — A"g* es cero, con lo que

H'(g)=A"g" =@, A---ANO") =R

Reciprocamente, si H"(g) # 0 se tiene que 61 A - -- A 0™ no puede ser la diferencial de una
(n — 1)-forma, lo que, teniendo en cuenta de nuevo la férmula (3.2.1) implica que traza ad(e;)
se anula paratodo 7 = 1, ..., n, o equivalentemente, que g es unimodular. ]



3.2 Cohomologia del dlgebra de Lie 23

Sea GG un grupo de Lie. Una forma invariante w € Q¢(G) queda determinada por su valor en
el neutro, w. € Ag*, pues

wy(v1, ... vp) = we(Lyk(vr), ..., Ly (vr)).

Proposiciéon 3.8. La cohomologia del complejo Q¢ (G) de formas invariantes es la del dlgebra
de Lie, H(G) = H(g).

Demostracion. Basta considerar el isomorfismo ¢: Q¢ (G) — Ag* dado por p(w) = we. O

Daremos ahora una demostracion directa de la dualidad de Poincaré para la cohomologia del
algebra de Lie:

Teorema 3.9. Sea g un dlgebra de Lie unimodular de dimension n. Se tiene que

H"(g) = H" " (g).

Demostracion. En el Corolario 3.7 vimos que si g es unimodular entonces H"(g) = R, con
n = dim g.

Dado A"g* consideramos su dual (A"g*)*, formado por las aplicaciones lineales de A"g* en
R. Sobre A*g* tendremos la diferencial 6: A" 'g* — A"g*; su dual §*: (A"g*)* — (A" lg*)*
vendrd dado por 6*(«) = o d. Asi, si hacemos C” = (A" "g*)* tendremos el complejo (C*, 6*).
Necesitaremos ahora la sucesién

~ JO sirespar
o(r) = {1 si r es impar

que cumple que
ocn+1)—on)=(n+1) mdd 2. (3.2.2)

Sea entonces el morfismo ~: A"g* — (A" "g*)* definido por
a(B) = (—=1)°MaAp e A"g* =R,

Veamos que ~ es de complejos:
Partimos del diagrama

Arg* (An—rg*)*
6l Lé*
Ar—i—l * R (An—r—lg )*

Dada o € A"g*, se tiene que (0* o 7 )(a) = d*(@), que serd una aplicacién que evaluada en
B € A" "1g* devolverd

5(@)(8) = (@ 0)(8) = al98) = (~1)"a A 3B € A"g" = R.
Por el otro lado, tenemos que

("0 8)(@)(8) = da(B) = (~1)"" Vsa A B € R.
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Asf, para ver que es de complejos hay que probar que para cualquier forma € A" ""!g* se
tiene que
(=1)°Ma A 6B = (=1)7" Vs A B,

0, lo que por la ecuacion 3.2.2 es equivalente:
(—D)"taAdB = daAPB. (3.2.3)

Pero que g sea unimodular significa que 6" ~': A"~'g* — A"g* se anula, y por tanto, como o A 3
serd una (n — 1)-forma, tendremos

0=0(aAB)=daAB+(—-1)aNdis,

lo que claramente implica que se cumple 3.2.3.
Probemos ahora que ~ es inyectiva en cada grado. Sea el morfismo x: A"g* — A" "g* dado
por

WO A AT = signo(iy, .. )0 A AGT A AT A A

donde los &', ..., 6™ forman una base de g*. Se cumple que, dada
o= chal e AN'g”,

se tiene que o A xar = Y ¢2.

Sea entonces o € A"g* tal que & = 0, lo que implica que &(xa) = o A xa = 0. Pero para
que o A xa € R se anule necesariamente o = 0. Por tanto, ~ es inyectivo.

Como A"g* y A" "g* son espacios vectoriales de dimension finita, para probar que el morfis-
mo inyectivo ~ es un isomorfismo basta probar que A"g* y A" "g* tienen la misma dimension,

lo que es trivial pues
dimA"g* = (n) = ( " ) =dim A" "g".
r n—r

Por tanto, ~ es un isomorfismo de complejos, y el morfismo inverso (~ )~! también es de
complejos.

Asi, tenemos inducido un isomorfismo en cohomologia entre H"(g) y la cohomologia del
complejo (C", 6*), donde, considerando (Ag*, §)*, tendremos que

B ker(an—r—l)*

H (C)= ———+—.
( ) im(én—r)*
Pero, por el Lema 3.3 se tiene que
ker 6" " .
H'(C)=® ————==H""(g). O

im o™
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3.3. Cohomologia con coeficientes en un médulo

Definicion 3.10. Sea g un dlgebra de Lie. Una representacion de g en un espacio vectorial V' es
un homomorfismo de dlgebras de Lie p: g — End(V'), es decir una aplicacién lineal que cumple

p(IX,Y]) = p(X) 0 p(Y) = p(Y) 0 p(X).
Denotaremos X - v = p(X)(v) y diremos que V' es un g-médulo.
Definiciéon 3.11. Llamaremos representacién dual a p*: g — End (V*), donde
P (X)) (v) = —p(X - ),
conX eg,peViyvelV.
Notese el signo menos.

Definicion 3.12. La cohomologia del dlgebra de Lie g con coeficientes en el médulo V' se denota
por H*(g; V). Se calcula con el complejo de las aplicaciones lineales de Ag en V.

Dadaw € L(A"g, V') con r > 1 la diferencial serd
(&u)(Xo A NX)

—Z VX w(Xo A AX; A AX,)

+Z DX, XA XA AXi A= AXjA - AX,),

1<J

donde la operacién en el primer sumando vendra dada por la representacion de g sobre el médulo
V.
En particular, para r = 1 la diferencial vendrd dada por

(0w)(X,Y) = w(X) = w(Y) —w([X,Y]),
con X,Y € g;yparar = 0 se tiene que L(A%, V) =V,y
5(0)(X) = X - v,

conveVyXeg.
Por tanto
H =kerd*={veV: X -v=0VX € g},

es decir, el submodulo V2 de elementos invariantes.
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3.4. Homologia de un algebra de Lie

La homologia de un élgebra de Lie g con coeficientes en un médulo V' (pdgina 284 de [24]) se
calcula usando el complejo Ag ® V' con la diferencial descendente 0 definida por

.../\Xr®fu)

D(X1 A
=S XA AX A AKX @ X
i=1
Y (D)X XAX AKX A AXGA AKX @
1<J

sir > 1. Sir = 1 se define directamente

X ®v)=—-X-w.

3.5. Dualidad con coeficientes

Para probar la dualidad de Poincaré con coeficientes en un médulo (ver Teorema 3.9) empeza-
remos viendo el isomorfismo natural dado por la adjuncién entre Hom y ®.

Proposicién 3.13. H(g; V*) = H,(g; V)*.
Para ello probaremos este Lema.
Lema 3.14. Los complejos L(A®g,V*) y (A*g ® V)* son isomorfos.
Demostracion. En grados superiores a cero definiremos un isomorfismo
T LAg, V)= (ANgeV)*

si hacemos
Pla®@b) = p(a)),
conp: A"g — V*.
Es inmediato comprobar que ~ es un isomorfismo. Por tanto, solamente faltard comprobar
que es de complejos. Para ello, hay que probar que 0* o ~ = ~ o §. Vedmoslo:
Por un lado, tendremos, dado ¢ € L(A"g, V*), que 0*(p) = ¢ o 0, evaluado en un elemento
XoA---ANX, ®wv, sera:

G0(Xo,..., X, @) =

@(Z(—I)MXO/\---/\)A(Z-/\-~~AX,.®X,--v

=0

+Z(—l)”j[Xi,Xj]AXOA-~-A5(7/\---A5(;A---AXT®U>

1<j
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_Z H—l .../\ZA---/\XT)(Xi'U)
+Z DX XA Xo A A A AX) A A X)),
1<j

Por el otro lado, tendremos que (~ o §)(p) = &\p Evaluando en el mismo elemento de
A"lg ® V queda

Sp(Xo A+ A X, @)
=(5¢)(X0A---AX )(v)
—Z (X @) (XA AXG A A X))

+Z D[ X, XA XA AXi A== AXG A A X)) (0),

1<J

donde la operacion en el primer sumando es la referida a la representacion dual, sobre V*, y por
tanto

(Xi @) (Xo A AXi A AX )W) = —p(Xog A AXi Ao A X)X 0).
En grado 0 tendremos que
L(Ag, V") =V = (ANga V)",
y por tanto ~ = idy+. Asi, dado ¢ € V*, se tiene que
(070 "N P)(X @v) =T (p)(X ®v) = (ped)(X @v) = —p(X -v),

mientras que

("0 8)(¥)(X ®v) = 5p(X ®v) = (39)(X)(v) = (X - 9)(v) = —p(X -v). O

3.6. Modulo de Hazewinkel

Definiremos en este epigrafe una nueva estructura de g-moédulo para el espacio vectorial V' basada
en los resultados de Hazewinkel en [19].

Definicion 3.15. El espacio vectorial A"g tiene estructura de g-mddulo, que vendra dada por

X-XiN---NX,

:ZXl/\---/\adX(Xi)/\---/\Xn

_Z DX, XA X A AX A A X,
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Proposicion 3.16. Dada {e, ..., e,} base de g se tiene que
X-egN---Ne, =trazaadx -eg A--- Ney,
para todo X € g.

Demostracion. Escogiendo un elemento e, de la base de g tendremos:

n

e er A Aen =3 er Ao Aad(er)(e) A Aey

i=1
= trazaad(eg) - e1 A -+ A ey,

donde cfj son las constantes de estructura.
Por otro lado, si se expresa X = >, X¥e; serdadx = >, X"ad(ey), y el resultado se sigue
por la linealidad de la traza. []

Lema 3.17 (Teorema 5, pag. 207 de [45]). Si los vectores Xy,..., X, € g se expresan como
Xi =), X]ej entonces

Xi A AX, =det(Xeg A--- Aey.
Corolario 3.18. La representacion dual en (A™g)* estd dada por
X -e = —trazaady - €,
cone € (A"g)*.
Demostracion. Paraunabase e; A --- A e, de A"g se tiene
(X-e)esr N Ney) =—€(X ey A+ Nep) = —trazaady e(eg A--- ANep). O

Definicion 3.19. Si M y N son g-mddulos entonces M & N es un g-médulo. La representacion
de g que dara estructura de g-médulo a M ® N vendra dada por la accién

X-man)=(X-mean+mx (X n),

con X € ggm € M,n € N,donde X -my X -n son las acciones de g sobre M y N
respectivamente.
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Proposicion 3.20. Se cumple que

p([X,Y]) = p(X)p(Y) — p(Y)p(X).
Demostracion. Por un lado

(X, Y](m®n)
=([X,Y] - m)@n+m® ([X,Y]-n)
(XY m-Y-X-m@n+m®(X Y -n-Y- X n)
=X-Y' mean—Y - X men+m(X-Y-n)—me (Y- X n).
Por otro lado
(X-Y-Y -X)(m®n)
=X-Y-men)—Y -X-(m®n)
=X(Y men+me Y -n)-Y(X-medn+mx (X n))
=X-Y m)ean+ me (X -n)+ (X -me Q- -n)
+me (X Y n)— (Y -X-men—(X-m)x (Y n)
— Y meX-n-mx(Y- -X-n)
=X-Y)mn+me (X -YV-n)— (Y -X-men—me (Y- X n). O

Asi tendremos definido en V' ® (A"g)* una estructura de g-médulo de forma que para X € g
yuov®e€V ®(A"g)* se tiene que

X -(v®e) =(X-v)®e—trazaady - v ®e.

Definicion 3.21. Dada una representacion p del dlgebra de Lie g que dota al espacio vectorial V'
de estructura de g-médulo, llamaremos mddulo de Hazewinkel al par V' = (V, p'), donde p' es
la representacion de g en V' dada por

pH(X) = p(X) — trazaadx - 1y,
con X € g.
Proposicion 3.22. Se tiene que p' es una representacion del dlgebra de Lie g.

Demostracion. La linealidad de p' estd garantizada por la linealidad de p y de la representacién
adjunta. Asi, solo es necesario demostrar que

PHXY]) = o (X)p'(Y) = p' (V) (X),
lo que se comprueba sin dificultad. L

Proposicion 3.23. El médulo V @ (A"g)* es isomorfo al médulo de Hazewinkel V'*.
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Demostracion. Escogiendo una base {ej,...,e,} de g definiremos el isomorfismo f: V ®
(A"g)* — V' dado por
flo@e)=€ler A---Nep)-v.

Para comprobar que es un isomorfismo, definiremos una inversa f~!: V! — V ®@ (A"g)* dada
por f~1(v) = v ® €y, donde €y € (A"g)* es tal que ege; A -+ Aey,) = 1.
De esta forma tenemos que

(fof ) =flveea)=cler A Ne,) v =1,
y, a la inversa:

(fTofllv@e) = fHeler A - Nep)-v) =eler A~ Aey) -1 ® e
=v®ecler N Ney) g =vRe€.

Veamos que f es compatible con la estructura de médulo. Con X € g se tiene

PX)(fv@e)) =p(X)(e(er A--- ANen) )
=e(er A Ne)p'(X)(v)
=eleg N Nep) X -v—eleg A+ Neyp) - trazaady - v
= [(p(X)(v®@e)),

es decir, p'(X) f = fp(X). O

3.7. Dualidad en Hazewinkel

Teorema 3.24. Se tiene que H,(g, V') = H""(g, V).
El resultado es consecuencia del siguiente Lema:
Lema 3.25. Se riene un isomorfismo de complejos A"g @ V' = L(A" g, V).

Demostracion. Dada una base ey, - - - , e, del dlgebra de Lie g, a partir de los duales podemos
obtener una forma de volumen ¢, € (A™g)* tal que €y(e; A -+ Ae,) = 1. Una vez escogida e,
definiremos un isomorfismo

A ANgVh— LA™ g, V).
Para simplificar la escritura, denotaremos

E=X, A AX, €Ng

Y=Yy A NY,_, €A"g.
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Entonces el isomorfismo A hace corresponder a cada £ ® v € A"g ® V' la aplicacién lineal
AME®v): A" "g — V dada por

AMER@)(Y) = e(ENY) - v.
Para comprobar que es un isomorfismo definiremos la inversa
A LA, V) = ATge VT

Para ello tendremos en cuenta que todo elemento de L(A" "g, V') se puede expresar como com-
binacién lineal de elementos ¢ € L(A""g, V) tales que existen i; < ... < 4, con

plegy Ao - ANeg, Ao Neg N+ Ney) =,

y se anulan para cualquier otro elemento de la base. Asi, bastard definir la inversa A\~! para los ¢
de esta forma haciendo
)\71(()0) = (_1)0‘611 ARRRNA €i, X,

donde 0 = o (i1, .. .,1,) es la signatura de la permutacién que reordena el elemento
e, Ao Neg Ner A~ Neg N Neg, N+ Nep

para convertirloen e; A - - - A e,,.
Se tiene entonces que A o A~! = id, pues

(Ao A (@) () = (=1)7Aei A=+ Aei, ®v)(7),
que se anulard excepto paray =e; A---Ae; A= A€, A--- A e, Portanto
(Ao A" (p)()
(=1)%€(ey, No-Nej, Negy A ANeg A= Neéi A= Ney) v
(=1)* v =v=0p().

Faltard tinicamente probar que A induce un isomorfismo en cohomologia. Para ello, a partir
del siguiente diagrama:

Arg@ Vt—2 = LA™ g, V)

o| |

Arflg ® Vt _)\>_ L(AnfrJrlg’ V)

se prueba que

(—=1)"0oA=Xo00, (3.7.1)
con lo que el resultado que buscamos se obtendrd como corolario inmediato del Lema 3.5. La
demostracién de 3.7.1 se puede encontrar en la pagina 290 de [24]. ]

Combinando el Teorema 3.24 y la Proposicién 3.13 tendremos probada ya la dualidad de
Poincaré:
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Teorema 3.26. En cohomologia se tiene:
Hr(g’ (Vt)*) ~ anr (97 V)*

Demostracion.
HniT(Q? V)* = HT(Q? Vt)* = Hr(g’ (Vt)*) D



Capitulo 4
Cohomologia de (g, K')-moddulos

Como continuacién del Capitulo 3, introduciremos ahora la nocion de (g, K )-modulo y la re-
presentacion que Hazewinkel define en [19]. Terminaremos con la dualidad para homologia y
cohomologia relativas, siguiendo el Capitulo VII de [24].

4.1. (g, K)-médulos

Definicion 4.1. Sea G un grupo de Lie y sea V' un espacio vectorial. Una representaciéon de G
en V' es un homomorfismo de grupos a: G — GL(V).

Habitualmente abreviaremos «(g)(v) = ¢ - v.

Definicion 4.2. Sea g un dlgebra de Lie y sea V' un espacio vectorial. Una representacion de g
en V' es un homomorfismo de algebras de Lie p: g — End(V).

Habitualmente abreviaremos p(X)(v) = X - v.
Por ejemplo, al derivar la representacion o de GG obtenemos una representacion v, de g dada
por
X v =d/dty—(exptX -v).

Definicion 4.3. (pagina 335 de [24]) Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Sea K un
subgrupo de Lie de GG con dlgebra de Lie €. Un espacio vectorial V' se dice (g, K')-mddulo si
existe una representacién p: g — End(V') y una representaciéon a: K — GL(V') cumpliendo
que

L kE-(X-(k1v) =Adk)(X) v, VkeK,XeguveV;
2. paratodov € V, K - v genera un subespacio de V' de dimension finita;

3. al derivar, se tiene que o, = pj, €s decir,

X v=d/dl—o(exptX -v), VX ectveV

Nota 4.4. La segunda condicion es necesaria cuando el médulo V' tiene dimensién infinita, para
poder derivar la accién de K.

Lema 4.5. Sea v € V. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. v es K-finito, es decir, K - v genera un subespacio de dimension finita;

33
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2. v esta contenido en un subespacio invariante de dimension finita.

Demostracion. Si K - v genera un subespacio S de dimension finita, todo elemento de .S es de la
formaw = Y7 ¢;(k;-v) =" (ki - ¢v), con¢; € R. Entonces S es K-invariante, pues para
todo k € K,

S S S
k-w= Zk‘ (ki - cv) = Z(k‘kl L) = ch(k:k‘z - v),
i=1 i=1 i=1

lo que es una combinacién lineal de elementos de K - v y, por lo tanto, esti en S. Asi, z € S,
que es invariante y de dimension finita.

Reciprocamente, si v € S, con S subespacio invariante de dimensién finita, cualquier ele-
mento de la forma k - v estard en S, con lo que el subespacio generado por K - v estard contenido
en S, por lo que serd de dimension finita. ]

Definicién 4.6. Dado un (g, K )-médulo V' llamaremos VX al submédulo formado por los ele-
mentos v € V' que son K-invariantes, es decir, tales que k£ - v = v paratodo k € K.

4.2. La accion sobre A%

En lo que sigue supondremos que:
1. El élgebra de Lie £ es unimodular.

2. Elpar (g, K) es reductivo, es decir existe un un subespacio vectorial p C g tal que g = ¢®p
y tal que Adg(k)(p) C p paratodo k € K.

En ocasiones escribiremos Ad(k) en vez de Adg(k): g — gy adx envezde adg(X): g — g.
No supondremos que K sea conexo.
Denotaremos Ad,(k): p — p larestriccién de Adg (k) a p.
Como espacio vectorial p es isomorfo a g/¢. Consideremos una base {ei,...,e,} de g tal
que los e, . .., e, forman una base de p y los €441, . . . , €, forman una base de €.

Proposiciéon 4.7. Sea ¢ = dim p. La estructura de (g, K)-mddulo en Np vendrd dada por las
acciones
X-egN---Neg=trazaady e A--- Aegy

k-eg N---Neg=det Ady(k)er A -+ Aeg,
con X €g, keK.

Demostracion. La condiciéon Ad(k)(p) C p significa que p es un K-médulo, y por tanto lo es
A"p, para 0 < r < ¢, con la accién

k- Xy A A X, = Ad(R)(X1) A -+ A Ad(R)(X,),

conk € K.
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Sin embargo, en general, A"p no tiene estructura de g-mddulo. En cambio, en grado maximo
podemos definir una estructura de g-médulo utilizando el isomorfismo R, : A?p — A™g, que se
define multiplicando por la derecha por 7 = e,1 A - -+ A e,.

Por la Proposicién 3.16 sabemos que si X € gentonces X -e; A--- Ae, =trazaady - e; A
o Aey,.

De esta forma, podremos definir una estructura de g-médulo en A%p con

X-n=R1X " R.(n)),
es decir
X-eg N---Neyg = trazaadxe; A --- A ey
Comprobemos que al derivar la accién de K obtenemos la accién de g. Sea ov: K — GL(V),
con V = A,y a(k)(v) = det Ad,(k)v. Entonces a, : € — End(V') vendra dada por:
0. (X)(v) = (d/dty—pa(exptX)) (v)
= d/d—o (a(exp tX)(v))
= d/dt—o (det Ady(exp tX)v)
= (d/dtj—o det Ad,(expt X)) v.

Por la regla de la cadena la derivada es
(Ddet); o (DAd,)(X) = trazaad,(X)

donde llamamos ad,x: p — p a la restriccion de ady. Aqui usamos que X € £y por tanto

[X.p] Cp.
La restriccién de la accién de g darfa traza ady(X'), pero como para X € €es

ady = {adg(()X) adp(gX)}

se tiene que traza ad,(X) = trazaady, pues trazaad,(X) = 0 por ser £ unimodular.
Ahora deberemos probar que se cumple la compatibilidad entre las acciones, es decir, que
k- (X-v)=Ad(k)(X) - (k-v)paratodo k € K, X € g, v € V. En efecto, se tiene que
k- (X-v)=k- (trazaadx v)
= trazaady (k- v)
= trazaady det Ady(k) - v,

y por otro lado

Ad(k)(X) - (k-v) = Ad(k)(X) - (det Ad,(k)v)
= det Ad, (k) trazaad(Ad(k)(X))v.

Asi, para probar la igualdad, como ¢ = Ad(k) es un isomorfismo de dlgebras de Lie, necesita-
remos demostrar el siguiente Lema:
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Lema 4.8. Sea ¢: g — g un isomorfismo de dlgebras de Lie. Entonces
traza adgx) = trazaady.

Demostracion. Se tiene
o([X,Y]) = [6(X), o(Y)],
o lo que es 1o mismo:
(¢ 0adx)(Y) = (adg(x) © ¢)(Y).
Por tanto
adg(x) = ¢oady o o,
con lo que trazaady(x) = trazaadx. [
Por altimo, nétese que se cumple la segunda condicion de la Definicion 4.3, la K -finitud,

pues Ap es de dimension finita.
Esto termina la demostracion de la Proposicion 4.7. O]

4.3. Cohomologia relativa

Sea g = n — k la dimensién de p y sea 0 < r < ¢. Dado un (g, K )-médulo V, consideraremos
el complejo L (A™p, V), es decir, las aplicaciones R-lineales de /-médulos entre A™py V.

Lema 4.9. Se tiene que Ly (A%, V) =2 VX, el espacio de invariantes.

Demostracion. Se tiene que A°p = R, con lo que los elementos ( € Ly (A%, V) serdn los
morfismos R-lineales de K -médulos entre R y V, que tienen que cumplir que ((k-r) = k- ((r)
paratodo k € K, r € R. Pero k- r = r para la accion trivial en R. Por tanto, podemos identificar
cada elemento ¢ de L (A%, V) con un elemento v = (1) € V que cumple que & - v = v para
todo k € K, es decir, un elemento invariante v € VX, ]

Si r = 0 podemos definir directamente dv(X) = X - v.
La diferencial §: Ly (A"p, V) — L (A" p, V) de un elemento de grado r > 1 vendra dada
por

(m)(xo Ao AX)

_Z VX w(Xo A AX; A AX,)
+Z DX, Xjlp AXo A AXG A~ AXGA - AX,),
1<J
donde [X, Y], representa la proyeccién del corchete en .

Definicion 4.10. Denotaremos la cohomologia de este complejo como H" (g, K; V). Es la coho-
mologia de g relativa a K con coeficientes en V.



4.4 Homologia relativa 37

Para ver que ¢ estd bien definido hay que probar que dw, con w € Lg(A"™p, V), es de K-
modulos, es decir:

k- (0w)(XoA---ANX,) = (0w)(k-XoN---NX,),
lo que se comprueba sin dificultad si tenemos en cuenta que
Ad(R)([X, Xjlp) = [Ad(R)(X3), Ad(R)(X;)],-

Esto es cierto porque [Ad(k)(X;), Ad(k)(X;)]) = Ad(k)[X;, X;], pues Ad(k) es un morfismo
de dlgebras de Lie; y por otra parte, si denotamos P: g — p la proyeccion, tenemos Ad(k)oP =
P o Ad(k) ya que Ad(k) preserva la descomposicion g = € @ p.

Por tanto, hemos probado que

k- (0w)(Xo A A X)) = (60) (k- Xo A~ A X)),

4.4. Homologia relativa

Dado un (g, K')-médulo V' se define la homologia relativa con coeficientes en V' como la homo-
logia del complejo A"p ®x V, donde la diferencial en grado » > 1 viene dada por

IXiA-ANX, ®0)
=T C)XA AN AX @Ky

=1
Y DX X A X AXKGA - AXGA A X R,

1<j

Sir = 1 se define
I(X®v)=—-1®X v

Nota 4.11. Vamos a usar que, al hacer el tensor U @y V' de dos K-mddulos, en V' usamos la
estructura de K-modulo por la izquierda, pero en U hay que usar la estructura de K -mdédulo por
la derecha, es decir la dada por u - k = k~! - v. Ademds U ®x V serd un cociente de U Qg V
donde identificamos (k! - u) ® v con u ® (k - v). Por dltimo, recordemos que en U Qg V hay
una estructura de K-médulo dada por k- (u®v) = (k-u) ® (k- v). Entonces llamando w = k - v
la identificacion puede escribirse como

Eluw) =k 'u@k™k-v) =tk u®v) = (u® k) =u®w. (44.1)

En principio, la diferencial estd definida como 0: A"p ® V' — A" 'p ® V (tensor como
espacios vectoriales) y hay que probar usando (4.4.1) que pasa a los cocientes 0: A"p Qi V —
A" 1p @k V (tensor como K-moédulos). Por tanto, lo que hay que probar es que 9 conmuta con
la accién de K. Tenemos que

(k- (X1 A+ A X, ®0))
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za(k-Xl/\---/\X ®k-v)
= O(A(K)(X1) A -+ AAd(K)(X,) ® k- v)

— Z(—1)iAd(k;)(X1) A A Ad@)\(Xi)A

S AAdR)(X,) ® Ad(R)(X;) k- v
D (=) AA(R) (X)), Ad(R) (X)]y A+ A Ad(k)(X;)A
CAAAR) X)) A AAAR)(X) @ kv
_Z Yk X1 A AXG A AX, @ AdR)(X,) kv
+Z D Ad(R)([Xi, X)) A - - A Ad(R) (X0)A
--/\Adm-)/\---/\Ad(k)(XT)®k~v
—Z Yk-Xi A AXGA - AX, @k X; v

+Z Dk (X X g A AXg A AXGA-AX, @k v

1<J

=k-0(XiN--ANX, ®v).

En grado r = 1, como la accién de K sobre p es mediante Ad(k), es

Ik - (X ®Wv))

= 0(Ad(k)(X)® k- v)

=—-1®Adk)(X) - k-v

=—-1®k-X-v
—k-(1®X -v)

=k-0(X ®v).

Denotaremos la homologia de este complejo como H,.(g, K; V).

4.5. Dualidad de Poincaré

Llamaremos V¢ al subespacio de los homomorfismos lineales de I en R que cumplen la segunda
condicion de (g, K')-mé6dulo de la Definicion 4.3, que llamaremos K -finitos. El motivo de esta
restriccion es que pueden existir elementos del dual que no estdn contenidos en ningun subespa-
cio irreducible invariante, lo que impide dotar a V* de estructura de (g, K )-médulo. Como V° es
un subespacio de V* tendré estructura de g-mdédulo con la accién

(X-p)v)=—p(X -v) VXegpecVivel.
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Proposicion 4.12. Se tiene que V° es un (g, K)-mddulo.

Demostracion. Dadas las representaciones p: g — End(V) y a: K — GL(V), definiremos
prg— End(Ve)ya*: K — GL(V*) haciendo

P (X)(p)(v) = (X - 9)(v) = —p(X - v)

(k) (@) (v) = (k- ¢)(v) = p(k~" - v).
Lema 4.13. Las acciones estdn bien definidas, es decir, que X - o y k - p estdn en V¢ si ¢ € V°.

Demostracion. Si ¢ € V¢ entonces ¢ € S C V*, con S subespacio K -invariante de dimension
finita. Dado X € g, tenemos que probar que K - (X - ¢) esta contenido en un subespacio de
dimensidn finita. Si k € K se tiene que

(k- (X -@))(v) =(X-9)(k" -v)
— —(p(X kT U)
= ok Ad(E)(X) - ),

con lo que
ko (X-9)=—pop(k™ - Ad(k™1) (X)), VXeg keK, peV© (4.5.1)

Definamos ahora
5" ={pop(X): €S, X €g}

Notese que la linealidad de ¢ y de p(X) garantiza que S* sea un subespacio. Es inmediato que
S* es de dimension finita pues lo son S'y g. Como Xy = —¢ o p(X), se tiene que X - p € S*.
Ademds, S* es K-invariante pues dado ¢ o p(X) € S*, por la ecuacién (4.5.1) tendremos que,
dado k € K,

(pop(X))=—pop(k™ - Ad(k™)(X)) C 57,
(¢ o p(X)) = —po Ly-1 0 p(Ad(k)(X)),

y como S es K-invariante sabemos que —p o L;-1 = € S,y asi

k- (o p(X)) =1 op(Ad(k)(X)) € 5™

Por otra parte, que k - o € V° es trivial, pues si ¢ estd contenido en un espacio K -invariante
de dimension finita es evidente que k - ¢ también. O]

k-
k -

Como estamos en V' podemos derivar la acciéon de K. Asi, con X € ¢, tendremos:
(@)« (X) (@) (v) = (d/dtp—oa (exp tX))(0)(v)
= d/dtyo0” (exp £X)(i2) (v)
= d/dtj—op(a((exptX) ") (v))
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= d/dtj—op(a(exp(—tX))(v))
= p(d/dtp—or(exp(—tX))(v))
= ¢(—a.(X)(v))
= @(=X"-v)
= (X -¢)(v).
Por tanto, para demostrar que es un (g, K )-médulo, solamente nos queda comprobar la com-
patibilidad entre las acciones, es decir, que

k- (X (71 9) = Ad(R)(X) - o
En efecto:

e (X (k7)) (v) = (X - ( P) (k™" - v)
=—(k~ )(X (k" v))
= —p(k- (X (k7' 0)))
= —p(Ad(k)(X) - v)
= (Ad(K)(X) - ¢)(v). O
Proposicion 4.14. Si V' y W son (g, K)-mddulos entonces V@ W es un (g, K)-mddulo.
Las representaciones que dardn estructura de (g, K)-mddulo a V'@ W vendrdn dadas por
las acciones
X -vow)=X-19w+v® X -w,
k-(v@w)=k-v®k-w,

conX egveV,weWyke K, ydonde aparecen las acciones de gy K sobre V y W.

Demostracion. Para poder derivar debemos antes comprobar que se cumple la segunda con-
dicién de (g, K')-médulo. Por el Lema 4.5, sabemos que bastard comprobar que un elemento
v®w €V ® W estd contenido en un subespacio invariante de dimension finita. Como V'y W
son (g, K')-médulos, sabemos que existen S; y Sy subespacios de dimensién finita de V'y W,
respectivamente, tales que K - v C S;y K - w C Sy, y por tanto, para todo k € K, tendremos
quek-(v@w)=k-v®k-w € S; ® Y, que serd un subespacio de V ® W de dimensiodn finita.

Para comprobar que al derivar la accién de K se obtiene la accidn de g, haciendo k£ = exp t X,
con X € ¢, tendremos

d/dtp—g(exptX - v@exptX -w)=X-v@1-w+1- v X w=X--(v@w).
Comprobemos ahora la compatibilidad entre ambas acciones:
E-(X-(vew)=k (X vw+v® X - w)
=k X v@k-w+k-v®k- X w
=AdR)(X) k- v@k-w+k-v®Adk)(X) -k -w
=Adk)(X) - (k-v®k-w)
=Adk)(X) - (k- (v®@w)). []
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Corolario 4.15. La estructura de (g, K)-mddulo en el tensor V@ (A%)* vendrd dada por las
acciones

X-(v@e) =X -v®e—trazaadxv ® €
k-(v®e)=det Ady(k) 'k -v®e.

Demostracion. Considerando € el dual de e; A --- A eg, con los {e;} formando una base de p,
tendremos, por un lado:

X - (v@e)=X - v®e¢+v®X -6,
donde

(X -eo)(er A= Neg) =—€6(X-er A= Ney)
= —ep(trazaadx e A--- Aey)
= —trazaadx eg(e; A -+~ Aey)

= —trazaady;

y por otra parte,
E-(v®e€)=k-v®k- e,
donde
(k-e)(er Ao Aeg) =co(k™' -es A--- Aey) = det Ady (k)™
Las condiciones de (g, K')-mddulo estdn garantizadas por la Proposicién 4.12 y la Proposicién

4.14. Ol

Aunque Knapp demuestra la dualidad de Poincaré en (g, K')-mddulos de una forma mads
directa (pagina 399 de [24]), daremos una descripcion explicita del isomorfismo de complejos:

Lema 4.16. Los complejos L (A"p, V) y (A"p @k V)* son isomorfos.

Demostracion. Antes de nada, es importante hacer notar que en el complejo de la derecha no
es necesario anadir como condicién la K -finitud, pues todos los elementos de (A"p ®@x V')* son
K-invariantes, ya que

(k- o)X ®v) = (k™" - (X ®0))

(k™
k' X ek v)
(
(

X @k 'k-v)

2
¥
(X ®v),

paratodo X € A"p, ke K,v e V.
En grado 0 tendremos por el Lema 4.9 que L (A%, V¢) = (V)% es decir, los K -invariantes
de los K-finitos.

Lema 4.17. (VK = (A% @k V)"
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Demostracion. La estructura de R como K -modulo es la trivial, z1 = 1. En el producto tensor
R @k V tenemos por tanto que 1 ® zv = 1 ® v = 1 ® v. Entonces

F:oe (VYK = (A @k V)

estd dado por F(p)(1 ® v) = ¢(v) y lainversa es F~1(£)(v) = £(1 ® v). El morfismo F estd
bien definido pues

paratodov € V, k € K, p € (VK.
Por otro lado, F'~*(§) es K-invariante ya que

Ademds también cumple la segunda condicién de (g, K )-médulo, pues, dado & € (A% ®@x V)*,
se tiene que K - F71(¢) = (F~1(&))r, ya que

(k- F~H () () = FH(§)(k ™)

para todo k € K. Por lo tanto, F'~! también est4 bien definida.
Ademads, son isomorfismos, ya que

(FoF)(§)1®v)=F () =¢1®v),

(F o F)(p)(v) = Fp)(1®v) = p(v). O
En grados superiores a cero definiremos un isomorfismo
T Lg(Ap, V) = (AMp ek V)

haciendo, para : A"p — V¢,

~

((a®w) = ((a)(v).
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De esta forma, ~ estd bien definida, pues

(k- a®v) =

Para comprobar que ~ es un isomorfismo bastara definir una inversa
b: (N'p @k V)" — Lg(A"p,V°)
haciendo, para ¢ € (A"p @ V)*,
P(X)(v) = (X ®@v).

Que las composiciones entre ~ y b dan la identidad es inmediato.
Por tanto, solamente faltard comprobar que ~ es de complejos.
Para ello, consideremos el diagrama

L(A™p, V) (ApRg V)

5l La*

L(Ar—l—lp’ Vc) . (Ar+1p Rk V)*

Hay que probar que 0* o ~ = ~ 0.
Asi, parar = 0, dado € € (VC)K , tendremos que
(00 )X @v) = ()X @0v) = ({0 (X ®v) = —((X -v),
mientras que

(T o) (X @v) = 6((X @v) = (6)(X)(v) = (X - ()(v) = =((X - v).

En general tendremos, por un lado, dado ( € Ly (A™p, V°), que 8*(2 ) = ( 0 8, evaluado en un
elemento Xg A --- A X, ® v, sera:

T

Z(Z(—I)HIXO/\---/\)A(i/\---/\Xr®XZ--v

=0

+Z(—l)”j[Xi,Xj]pAXO/\---AZN--/\)@/\---AXr@v)

—

(=) Xo A AXi A AX) (X 0)
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I (D)X Xy AXo A AXG A AXG A A X (v).

1<j

Por el otro lado, tendremos que (~ o §)(() = 5C. Evaluando en el mismo elemento de
A™p ® V queda

SC(Xg A AX, @)
:(5@“)()(0/\.../\&)(@)

_Z VX (KXo A AX; A A X)) (0)
+Z D™ (X Xy AXo A - AXGA - AXG A A X)),
1<J

donde la operacién en el primer sumando es la referida a la representacién dual, sobre V¢, y por
tanto

—~

Xi~C(X0/\---/\5(\i/\-~-/\X,,)(v) =—((XoAN- - AX; A ANXp)(X;-v)., O
Asi, tendremos probado que

Teorema 4.18. H" (g, K;V°) =2 H,(g, K; V)"

4.6. Hazewinkel en (g, K')-médulos

Definicion 4.19. Si V es un (g, K')-médulo llamaremos médulo de Hazewinkel, V'™, al espacio
vectorial V' con las siguientes acciones:

s X yv=X -v—trazaadyv, X egovelV;
w kv =detAdy(k)"H(k-v), ke K,veV.
Proposicion 4.20. Las acciones X+, y k-, dan a V' estructura de (g, K)-mddulo.

Demostracion. Por un lado, con X € ¢, tendremos que
d/dt—o(det Ady(exp(—tX))(exptX - v)
= —trazaad,(X)(e-v)+1- (X -v)
= X - v — trazaad,(X)v
= X ¢+ V.

Hemos usado que £ es unimodular y que por tanto trazaady = trazaad,x. Comprobemos la
compatibilidad de las acciones:

k(X 4v)=k+ (X v—trazaadxv)
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= det Ad, (k)" (k- X - v — trazaadx k - v)
= det Ad, (k) (Ad(k)(X) - k- v — trazaadxk - v).

Por otro lado:
(Ad(k)(X)) -+ kv

= Ad(k)(X) - k-, v — trazaad(Ad(k)(X))k s v
= det Ad, (k)" (Ad(k)(X) - k - v — trazaad(Ad(k)(X))k - v).

Y como por el Lema 4.8 se tiene que traza ad,(Ad(k)(X)) = traza ad,x, llegamos a la igualdad
que buscdabamos. O]

Proposicion 4.21. El médulo V Qg (A%p)* es isomorfo al médulo de Hazewinkel V'™,
Demostracion. Escogiendo una base {ey, ..., e,} de p definiremos el isomorfismo
[V eg (Ap)* — Vi

dado por
flo®@e) =€ler A--- Aeg)v.
Para comprobar que es un isomorfismo, definiremos una inversa

LV S Vg (Ap),

con f71(v) = v ® €, donde €y € (Ap)* es tal que eg(e; A -+ Aey) = 1.
De esta forma tenemos que

(fof W)= flv@e) =cler A=+ Aeg)v=v,
y, a la inversa:

(flofllvee)=fHe(er A Aeg)v)
=eler N Neg) v @€
=v®eler A+ Aey) €
=vQ®e.

Veamos que f es compatible con la estructura de médulo. Con X € g se tiene

X4 (floee) =X (eles A---Ney)v)
=e(ler N Neg) X v
= [(Xv)®e
=f(X+(v®e)

porque X -; ¢ = 0. Comprobemos esto ultimo:

(X re)ler A Ney) = —e(X rer A= Aey)
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=—€e(X-egAN---Ney, —trazaady eg A -+ Aey)

= —e(trazaady e; A --- Ney, —trazaadx e; A--- Aey).

Por otro lado, f conmuta con la accién de K, pues

1

k- f(v®e) =det Ady(k - flv®e)
= det Ad, (k)" k- (e(es A+ Aey)v)

)k
Tk
=e(er A+ Ney) det Ady(k) 'k - v,

Teorema 4.22. Se tiene que H" (g, K; V) = H,_.(g, K; V™), con ¢ = dim p.
El resultado es consecuencia del siguiente Lema:
Lema 4.23. Se tiene un isomorfismo de complejos A"p @y VI = Ly (AT "p, V).

La demostracion es completamente andloga a la del Lema 3.25 cambiando g por p.
Combinando el Teorema 4.22 con la Proposicion 4.18 tendremos que

Teorema 4.24. En cohomologia se tiene que
H'(g, K; V)" = HO™" (g, K (V™)°).
Demostracion. Por el Teorema 4.22 sabemos que
H'(g, K; V)" = Hyo (g, K; V™)™
y aplicando entonces el Teorema 4.18 llegamos a que

Hy_ (g, K; V") = H (g, K; (V™). O



Capitulo 5
Foliaciones Riemannianas

En este capitulo estudiaremos las foliaciones para las que se puede definir, sobre la variedad, una
métrica de Riemann compatible con la foliacion.

5.1. Submersiones Riemannianas

Definicion 5.1. Sean M y N dos variedades de Riemann. Diremos que una submersién ¢: M —
N es Riemanniana si el isomorfismo ¢, : (TF,)*+ — T'Ny(z) es una isometria para todo x € M
, donde T'F}, representa el espacio tangente a la fibra de ¢ en x.

Proposicion 5.2. Dada una submersion ¢: M — N se tiene que para cualquier métrica en N
se puede dotar a M de una métrica que hace que ¢ sea Riemanniana.

Demostracion. Tomando una métrica cualquiera ¢’ en M, consideremos H, el fibrado tangente
a las fibras de ¢, y sea () C T'M un complementario de formaque TM = H & Qy H, L Q.
para todo x € M. Asi, para cada v € M podemos definir un producto escalar g¢ sobre (), de
tal forma que ¢.,: ), — T'Ny(,) sea una isometria haciendo (v1,V9) 5 = (Guzv1, gb*xvg}qs(x) para
todo vy, vy € @),.. Ahora, como cualquier campo de vectores Y se puede descomponer en su parte
tangente y su parte transversa a las fibras, de forma que denotaremos Y = Yy + Y, podemos
definir una métrica g en M haciendo

para la que claramente la submersion ¢ serd Riemanniana. [

5.2. Foliaciones Riemannianas

Definicion 5.3. Sea F una foliacién sobre una variedad M. Una métrica g en M se dice casi-
fibrada para F si para todo abierto U de M y para todos los campos de vectores X, Y en U
foliados y perpendiculares a las hojas la funcién g(X,Y") es bdsica en U, es decir, constante a lo
largo de las hojas de F|y.

Definicion 5.4. Sea F una foliacion sobre una variedad M. Se dice que F es Riemanniana si
sobre M existe una métrica casi-fibrada para F.

Ejemplo 5.5. Dada una submersién Riemanniana ¢: M — N se tiene que la métrica en M
es casi-fibrada para la foliaciéon definida por las componentes conexas de las fibras de ¢. En
particular, aplicando la Proposicién 5.2, toda foliacién definida por una submersion sobre una
variedad de Riemann es Riemanniana.

47
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5.2.1. Campos foliados y campos transversos

Sea F una foliacién de codimensién ¢ sobre una variedad M de dimension m.

Definicion 5.6. Un abierto U C M distinguido para F se dice simple si F|; es una foliacion
simple, es decir, definida por una submersion de fibras conexas.

Definicion 5.7. Un campo de vectores X en M se dice foliado para JF si para cualquier campo
de vectores Y tangente a F se tiene que [X, Y] es tangente a F.

Supongamos ahora que F es una foliacién Riemanniana orientada F de dimensién p y co-
dimensiéon ¢ = m — p. Que F sea Riemanniana significa que existe sobre M/ una métrica g
casi-fibrada para . La métrica g nos permite descomponer el fibrado tangente en

TM =TF & TF* . (5.2.1)

Proposicion 5.8. [36] Si U es un abierto distinguido simple donde Fj; viene definida por la
submersion f: U — U entonces cualquier campo de vectores foliado X en U se proyecta en
U a un campo de vectores X. Reciprocamente, todo campo de vectores X en U se levanta a un
tinico campo de vectores X en M, foliado y ortogonal a F.

En [36], Molino define el dlgebra de Lie de los campos transversos, (M /F), como el co-
ciente entre el dlgebra de Lie de los campos foliados y la de los campos tangentes a F. Asi, el
campo transverso asociado a un campo foliado X serd su clase de equivalencia en este cociente,
que Molino denota X . La estructura de 4lgebra de Lie vendra dada por el corchete

[77 ] = [X7 Y]v
con X, Y campos de vectores foliados.

Proposicion 5.9. El espacio vectorial X(M | F) formado por los campos de vectores foliados y
ortogonales a F tiene estructura de dlgebra de Lie con el corchete

(X, Y] =H[X,Y],
donde H[X, Y] denota la componente de [ X,Y| ortogonal a la foliacion .

Demostracion. El corchete [, |* estd bien definido, pues H[X, Y] es obviamente normal y el
corchete de dos campos foliados es foliado.

La bilinealidad y la antisimetria son evidentes. Veamos que [, |* cumple la identidad de
Jacobi:

Se tiene que cumplir que

XY 21T + IV 2, XTT + 2, X YT =0

paratodo X, Y, Z foliados y ortogonales. Pero como el corchete usual cumple la identidad, basta
con probar que [, [, |*]* = [, [,]]*. Veamos esto ultimo:
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El corchete [ X, Y] se puede descomponer en una suma de su parte tangente () y su parte
normal (H):
(X, Y] =V[X,Y]+H[X,Y].

Entonces:

HI[X,Y],Z] = HIV[X,Y] + H[X, Y], Z] = H]V[X, Y], Z] + H[H[X, Y], Z],
pero H[V[X, Y], Z] = 0 por ser Z foliado. O
Proposicion 5.10. El dlgebra de Lie X(M /F) y el dlgebra de Lie [(M | F) son isomorfas.

Demostracion. Para cualquier campo foliado X, la clase X contiene un tnico representante fo-
liado y ortogonal a F, que serd X . Entonces, la identificacién Y ~ Y define una aplicacién
lineal entre X (M /F) y [(M/F) claramente biyectiva. Bastard, por tanto, probar que es de dlge-
bras de Lie, es decir, que dados X, Y foliados y ortogonales el corchete [ X, Y'|* se identifica con
[X,Y]. Pero [X,Y] = [X,Y] = H[X, Y], que se identifica con H[X, Y] = [X, Y]*. O

Definicion 5.11. El isomorfismo dado en la Proposicién 5.10 permite que a partir de ahora, en
consonancia con la terminologia de Molino, llamemos campos transversos a los campos foliados
y ortogonales a F.

5.2.2. Paralelismo transverso local

Sea U un abierto de trivializacién de F. Como la métrica g es casi-fibrada sabemos, por la
Proposicion 6.16, que la submersién f: U — f(U) C R? que define localmente la foliacién es
Riemanniana. Molino demuestra en la pagina 37 de [36] que, dada una submersién simple, los
campos de vectores de la base son isomorfos a los campos en U transversos a la foliacion definida

d 0 ge

por las fibras de f. Por tanto, la base local en el abierto f(U) dada por los campos B By
q

levanta por f a una referencia local en U formada por Y7, ..., Y, campos de vectores transversos

arF.

Definicion 5.12. Llamaremos paralelismo transverso local a la referencia local Y7, ..., Y.

Labase Y7, ..., Y, se puede ortonormalizar sin que los campos de vectores pierdan la condi-
cion de ser foliados para F, pues el proceso de ortogonalizacion de Gram-Smitdt usa una combi-
nacion de los campos multiplicados por funciones que son bésicas por ser la métrica casi-fibrada,
y un foliado multiplicado por una funcién bésica sigue siendo foliado.

Denotaremos por &1, .. .,&,, Y1, ..., Y, la referencia local ortonormal obtenida al completar
lareferencia Y7, ..., Y, con una referencia local ortonormal de 7" a partir de la descomposicién
(5.2.1).

Esta referencia nos permitird demostrar una muy util caracterizacion de los campos de vec-
tores foliados:
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Lema 5.13. Un campo de vectores X € X(M), definido localmente como

p q
X =) g5+ 1Y
j=1 j=1

es foliado para F si'y solo si las funciones f; son bdsicas, es decir, localmente constantes a lo
largo de las hojas de F, paratodo j =1,... q.

Demostracion. Supongamos que X es foliado. Tenemos que para cualquier Z campo de vectores
tangente a F se tiene que el siguiente campo de vectores tiene que ser tangente:

(X, 2] = 96, 2]+ Z LY (5.2.2)
7j=1

que por la Proposicion 1.45 de [50] queda

Sler 21 -3 (Zg) &+ 5.2 -Y (2 f) - Y (5.2.3)
j=1 Jj=1

=1 j=1

Q

En particular, como los tres primeros sumandos son tangentes, el campo

q

N (Z-£) Y

Jj=1

tiene que ser tangente, pero como es perpendicular a F entonces necesariamente se anula, lo que,
por independencia lineal, solamente es posible si (Z - f;) = 0, es decir, si f; es constante a lo
largo de las hojas, paratodo j = 1,...,q.

Para demostrar el reciproco, suponiendo que las f; son bdsicas, tenemos que demostrar que
el campo X es foliado. Pero, por la férmula (5.2.3), teniendo en cuenta que Z - f; = 0 para todo
j = 1,...,q, basta demostrar que [Y;, Z] es tangente, lo que sabemos que es cierto pues los Y;
son foliados. O]

5.3. Métricas invariantes

En esta seccion recordamos resultados bien conocidos sobre la existencia de métricas invariantes
en espacios homogéneos.

Sea N = G/K un espacio homogéneo. Suponemos que N es conexo, K puede ser conexo
o no. Consideramos las dlgebras de Lie g y £ de G'y K respectivamente. Fijando el punto base
o = [e] € N tendremos que el espacio tangente T, N = g/¢.

Definicion 5.14. Llamaremos isotropia lineal a la representacion

k€ K =Gy Ak)w € GL(T,N).
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Como ¢ es una subélgebra de g, tenemos que Adg(k): g — g, para k € &, preserva £ y por
tanto pasa al cociente; la denotamos Ady¢(k): g/€ — g/¢. Esta aplicacién coincide con A(k ).,
pues pasando al cociente el automorfismo interior I (k) tendremos que

[kgk™"] = [kg] = A(k)([g]).

Asi, se tiene la representacion que denotamos Adge: K — GL(g/¥).
El siguiente Lema es bien conocido ( [21], Cap. 1, Lema 11.2).

Lema 5.15. Sea M una variedad Riemanniana y sea ¢: M — M una isometria. Si existe un
punto p € M tal que ¢(p) = py ¢.p = id entonces ¢ = id.

Proposicion 5.16. Sila accion de GG en N es efectiva y por isometrias entonces la representacion
de isotropia lineal es “fiel” (es decir, inyectiva).

Demostracion. Como A(k), k € K, es unaisometriade N,y o € N es un punto fijo, si A(k).o =
id entonces, por el Lema 5.15, se tiene que A(k) = id . Como la accidn es efectiva se sigue que
k =e. ]

Lema 5.17. ( [26], Prop. 3.1, pdg. 200) Hay una métrica de Riemann invariante en G /K si'y
solo si hay un producto interior en g/ invariante por los Adge(k), k € K.

Demostracion. Dada una métrica invariante g en N, definiremos el producto interior en g/¢
haciendo (u,v) = g,(u,v), con u,v € g/t = T,N. Serd Ady-invariante puesto que, como
Adg/e(k) = A(k)«o y g es invariante, se tiene

<Ad9/3<k)(u)7 Adg/é(k)(v)> = go()‘(k:)*o(u)v A(k)*o(v)) =
= (AMK)"9)o(u, v) = go(u, v) = (u,v).

Reciprocamente, dado un producto interior Ad,/-invariante, podemos definir la métrica hacien-
do

(X, Ya) = (AN(9)50 X, M9) 50 Ya),
conz = [g] € G/K. O

Lema 5.18. Sea (, ) producto interior usual en R" y sea O(n) C GL(n,R) el grupo de transfor-
maciones ortogonales. Todo subgrupo conjugado O' = AO(n)A~" corresponde a otro producto
interior, a saber (v, w)' = (A7 v, A~ w). Reciprocamente, todo producto interior en R" tiene
como grupo de isometrias un conjugado de O(n).

Demostracion. Una matriz B € GL(n,R) serd una isometria de (, )’ si y solo si se cumple que
(Bv, Bw)' = (v, w)’ para todo v, w € R", o lo que es lo mismo, si

(A7'Bv, A7 Bw) = (A v, A~ w).
Si llamamos V = A~'v y W = A~w tendremos que tiene que cumplirse que

(A"'BAV, A"\ BAW) = (V, W),
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lo que equivale a que A~'BA € O(n), es decir, B € AO(n)A™".
En general, dado un producto interior (, )’ en R", si consideramos A, matriz simétrica definida
positiva asociada a este producto interior, tendremos, dados x,y € R", que

(z,y) = ' Ay = ' VAV Ay = 2! (VA)'VAy = (VAz)'VAy = (V Az, VAy),

donde VA es la tnica matriz simétrica definida positiva, y por tanto inversible, que cumple

VAVA = A. 0

Teorema 5.19. Hay una métrica G-invariante en G /K si'y solo si la adherencia de Adgy:(K)
en GL(g/¥) es compacta.

Demostracion. Si hay una métrica invariante entonces, por el Lema 5.17 sabemos que hay un
producto interior (, )’ en g/ invariante por los Adg (k) = A\(k).o. Asi, los A(k)., son isometrias
del producto interior, es decir, Ady(K) C O(g/¢, (,)’), y éste tltimo es compacto pues sabe-
mos, por el Lema 5.18, que es isomorfo a algiin conjugado de O(q), pues g/¢ es isomorfo a R?
como espacio vectorial. Por tanto, la adherencia de Adg(K') es compacta.

Reciprocamente, si la adherencia es compacta, como es un subgrupo de GL(g/¢), esta con-
tenida en algiin subgrupo compacto maximal, que serd isomorfo a un conjugado de O(q) y que,
por el Lema 5.18, corresponderd a un producto interior (, ). Entonces los A(k)., € O(g/t, (,))
serdn isometrias y por el Lema 5.17 obtendremos la métrica invariante. U

Teorema 5.20. Si la accion es efectiva y por isometrias entonces el par (g, K) es reductivo, es
decir existe un subespacio vectorial p tal que g = € @ p con Adg(k)(p) C p para todo k € K.

Corolario 5.21. Hay una métrica G-invariante en G/ K si'y solo si hay un producto interior en
g invariante por los Adg (k).

Demostracion. Si hay una métrica invariante en G/ K tenemos una descomposicién g = £ @ p.
Como p = g/ sabemos, por el Lema 5.17, que existe en p un producto interior (, ), invariante
por los Adg/(k). Por otra parte, en £ tenemos la restriccion de la forma de Killing de g, que
sabemos definida negativa (Proposicién 2.9 de [8]). Asi, podemos definir un producto interior en
g de la siguiente forma:

1. (X,Y) = —By(X,Y)si X,Y €.
2. (X,Y)=(X)Y),si X,Y ep.
3. (X,)Y)=0si X €teY € po viceversa.

Este producto interior serd invariante pues la forma de Killig es invariante para los automorfismos
de gy (, )m es invariante por los Ad,/e(k) (ndtese que en p Ady/e(k) y Adg(k) coinciden).
Reciprocamente, si se tiene un producto interior invariante por los Adg(k), como Ad(k)(p) =
p, su restriccién a p nos dard un producto interior en g/¢ invariante por los Ad (%), y aplicarfa-
mos el Lema 5.17. L
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Capitulo 6
Estructura de las foliaciones transversalmente
homogéneas

En este Capitulo introducimos las foliaciones transversalmente homogéneas, que Blumenthal
defini6 en [2] y que son la base de este trabajo. Demostraremos el teorema de estructura sin
suponer que la accidn sea efectiva.

6.1. Definicion

Sea F': A — B una aplicacién diferenciable entre variedades, transversa a una distribucién
completamente integrable D en B. Entonces F*D es una distribucién completamente integrable
en A. Las hojas de F*D son las componentes conexas de las imagenes reciprocas de las hojas de
D.

Un caso particular es cuando F' es una submersiéon y en B tenemos la foliacién por puntos.
Entonces la foliacion F*pt en A se dice simple.

La siguiente proposicion serd necesaria para demostrar el Teorema de Estructura:

Proposicion 6.1. Sea M una variedad diferenciable conexa. Sea p: P — M una cubierta
no conexa con grupo de transformaciones G. Sea M una componente conexa de P. Entonces
p: M — M es una cubierta y su grupo de transformaciones es un subgrupo de G.

—~

Demostracion. En primer lugar veamos que p(]T/[/ ) = M. Como p es abierta, sabemos que p(M)
es abierto en M, pues M es abierto y cerrado en P.

Veamos que p(M ) también es cerrado en M. Sea x € M tal que = & p(M ) Existe U C M
entorno conexo de x tal que p~(U) es unién disjunta de abiertos U, que son conexos pues

: U = U es un difeomorfismo. Es claro entonces que ( UNnM = (), pues en caso contrario
U por conex1dad estaria completamente contenido en M lo que no es posible, pues sabemos
que p~(z) N M = 0. Asi, U N p(]\/[) = (), lo que nos lleva a concluir que p(M) es cerrado en
M ;\1/%1 llegamos a que p(M ) es abierto y cerrado en M, lo que, al ser M conexo, implica que
p(M) =M. -

Comprobemos ahora que la restriccién de p a M es una cubierta. Cumpliendose la condicién
de trivialidad local, seaz € My U C M entorno conexo de x tal que p~'(U) = | JU. Acabamos
de ver que los U o bien no cortan a M o bien estdn completamente contenidos en /. Eliminando
las componentes que no cortan a M tendremos que la imagen reciproca de U por P37 s union

disjunta de abiertos en M. ,conp: U~U.

55
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Por tanto, hemos demostrado que p: M — M es una cubierta.
El grupo de transformaciones vendra dado por

I'={9e€G:g-M=Mygp;=id}:

Que I' C Aut (p| 77) es trivial, pues la restriccién de cualquier g € G tal que g - M=M puede
considerarse un automorfismo de Piar- Reciprocamente, dado v € Aut(p| 77) se tiene que existe

i€ M tal que T # YT € M, con p(Z) = p(yZ) € M, lo que, por propiedades de la cubierta,
significa que existe g € G tal que v = ¢, y como la accién de GG en M es libre entonces
v=g¢€d. [

Definicion 6.2 ( [2]). Decimos que una foliaciéon F en M es transversalmente homogénea
con modelo en el G-espacio homogéneo N si estd definida por una familia de submersiones
{fo: M D U, — N}qea, satisfaciendo:

1. {Uq4}aca es un recubrimiento abierto de M;

2. siU, NUz # 0 entonces f, = A(gap) © f3, donde A(gag): f3(Ua NUs) — fu(Us N Up)
es la restriccién de una traslacién en N por la accién de un elemento g5 € G.

Ejemplo basico: foliacion definida por un subgrupo. Sea G un grupo de Lie y K un sub-
grupo cerrado. La proyeccién canénica 7: G — G/K define una foliacién simple en G que
denotaremos por F¢ . Sus hojas son los trasladados gK., con g € G, donde K. denota la
componente conexa del neutro de K. La misma foliacién estd definida por la proyeccion cand-
nica G — G/K,. Algunos autores llaman a la foliacion estrictamente simple si las fibras de la
submersion son conexas.

Recordemos que la aplicacion inducida G/ K. — G /K es una cubierta (Proposicion 1.25).

6.2. Teorema de estructura

El siguiente teorema se debe a Blumenthal [2] (que lo enuncia solamente cuando la accién se
supone efectiva).

Teorema 6.3 ([2]). Dada una foliacion transversalmente homogénea en M modelada por N =
G/ K conexo, existe una cubierta regular p: M — M tal que

1. su grupo de automorfismos Aut(p) es isomorfo a un subgrupoI' C Gy = G/ Coreq(K),
donde Coreq(K) es el core group de la accion;

2. la foliacion levantada F = p*F es la foliacion simple f*pt asociada a una submersion
f: M — N, que es equivariante por el isomorfismo h: Aut(p) = T.
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Llamaremos a f la aplicacion desarrollo de F. El morfismo

h:m (M) — m(M)/m (M) = Aut(p) =T C Gy
se llama morfismo de holonomia. Que f sea equivariante significa que
fla-x) = hla) - f(2),

para todo = € M. , & € Aut(p). Como ya sabemos, p*F denota la foliacién en M cuyas hojas
son las componentes conexas de la imagen inversa por p de las hojas de F, mientras que f*pt es
la foliacion cuyas hojas son las componentes conexas de las fibras de f.

Si la accién de G sobre N es efectiva, entonces Coreg(K) es trivial y, por lo tanto, Gy =G.

Demostracion del Teorema 6.3. .
Si F esté definida por una familia de submersiones { f,: U, — N },ca, llamamos

P=A{[Ag)o falz: g€G, a€ A, ze€U,},

donde [A(g) o f.]. denota el germen en x de A(g) o f, : Uy — N.
El grupo G actia sobre P haciendo

g - [Mg) o fala = [Md'g) © faley conyg' €G.
Pero esta accidn no es libre. Para tener una accion libre debemos hacer actuar de la misma manera
el grupo Gy = G/ Coreg(K):
[T [A(9) © fale = [A(d'9) © fal.
Esta accién estd bien definida pues para cualquier otro representante ¢’k de la clase [¢'] € G se
tiene que A(k) = id.
Lema 6.4. La accion de G, sobre P es libre.

Demostracion. Supongamos que existen [¢'] € Gy [A(g)o fa], € Ptalesque [¢']-[A(g)o folo =
[A(g) © fa]s- Es decir, existe U entorno de = donde

Mg 9)(faly) = Mg)(faly)) Yy e U.

Tendremos entonces que A(g’) = id en el abierto f,(U) C N. Asi, como N es conexo, por el
Corolario 1.16, llegamos a que A(¢’) = id en todo N, con lo que ¢’ € Core(K), o, equivalente-
mente, [¢'] = [e] en Gj. O

Asi, fijados [g] € Gy y a € A podemos definir
Vg ={[Mg) o fale: z € Us} C P.

Esta definicién es correcta pues A([g]) = A(g) no depende del representante.
Para cada [g] € Gy y cada o € A es claro que la restriccion AR V[;‘] — U, esunabiyeccion.
Podemos suponer que los U, a € A, definen un atlas en M y son conexos. Asi, dotando a P de

la topologia generada por todos los VL;"] tendremos que:
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Lema 6.5. La accion de G sobre P es propiamente discontinua.

Demostracion. Sea [A(g)o f,]. € Py tomemos el entorno V5)- Supongamos que existe ld'] € Gy

tal que [¢'] - Vi5 N V5 # 0. Esto es, que existen [A(g) o foly € V5 y [Mg) o fal: € Vi), con

Y,z € U,, tales que [¢'] - [A(9) © faly = [A(9) © fa].- Como los elementos de P solamente
pueden coincidir si tienen el mismo punto base, pues son gérmenes de aplicaciones, tenemos que
necesariamente y = z, es decir, [¢'] - [A\(g) o fa]y = [A(9) © faly» lO que, teniendo en cuenta que
la accion de Gy sobre P es libre, significa que [¢'] = [e] en Gj. O

Lema 6.6. El espacio cociente de la accion de Gy sobre P es homeomorfo a M.

Demostracion. La aplicacion p induce una relacion de equivalencia que identifica los elementos
de P que tengan la misma imagen. Probaremos que esta relacion de equivalencia coincide con la
inducida por la accién de Gy;:

Dado [A(g) © fa]., tendremos que

[A(9) © fala & Ag) o fsl. Vg9 €G,Va,B € A

Pero si x € U, N Uz existe ¢” tal que f3 = A(g”) o f,. Entonces, tendremos que
[)‘(g/) © f,@]x = P\(g/) o )‘(g”) o foz]x = [g/g”g_l] ’ [)‘(g) © fa]:w

con o que [A(g) © fule ~ \(g') © fol.- 0

Corolario 6.7. La aplicacion p: P — M definida por p([\(g) o falz) = « es una cubierta de
grupo Gj.

Lema 6.8. La cubierta es regular, es decir, la accion de Gy sobre P es transitiva en las fibras de
p.

Demostracion. Dado x € M, se tiene que
p () ={[\g) o fulo: [9] € G, a € A}.

Dados dos elementos [A(g) o fu]. ¥y [M¢') © f3]. de p~ (), como para x € U, N Ug se tiene que
fa = MNGap) © f3. podremos escribir

[Mg) © fals = [A(9) © Mgap) © f5] = [A(99as) © folo = (990591 - [M(g) © fola- O
Como V[; = U, y como la accidn es propiamente discontinua, tenemos que
P Ua) =[] Vi
lg]€Gy

Asi, dotando a P de la tnica estructura diferenciable que hace que p sea difeomorfismo local,
tendremos que p es una cubierta regular con G4 como grupo de transformaciones.
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Sea M una componente conexa de P. Sabemos, por la Proposicién 6.1, que p: M — M
es una cubierta donde el grupo de transformaciones, que denotaremos por I, es un subgrupo de
Gy. Como I estard formado por todos los elementos de Gy que dejan invariante M. , €s inmediato
comprobar que la accion es transitiva en las fibras, puesto que dos elementos de la fibra siempre
van a estar relacionados por un elemento de G, y si un elemento de G mueve un punto de M en
otro punto de M entonces, por conexidad, los mueve todos, lo que significa que estd en I'. Asi, p
es una cubierta regular con I' como grupo de automorfismos.

Lema 6.9. La aplicacion f: M — N dada por

F(IAg) © fala) = (A(g) © fo)()
es una submersion constante a lo largo de las hojas de p* F.

Demostracion. Veamos en primer lugar que f es una submersion:

Hay que probar que para todo Z = [A(g) o fu]. € M la diferencial fm T M — Ty N
es sobreyectiva. Pero como, dado un entorno Vg de 7, se tiene que 75 M =~ T; Vgl
f|V§] =Xg)o fao P Y P fo ¥ A(g) son submersiones, es claro que f es una submersion.

Veamos ahora que f es constante a lo largo de las hojas de p* F:

En primer lugar, como p es transversa a J, tenemos que F = p*F es una distribucion

completamente integrable, y por tanto una foliacién bien definida en M. Hay que probar por

y como

tanto que dado X campo de vectores tangente a p* F se tiene que f,; Xz = 0 paratodo z € M.
Escojamos un punto & = [A(g) o fa]. € M, con p(Z) = z. Se tiene que X € Tzp*F siy solo si
P« Xz € TF paratodo € M. Entonces

[i3(Xz) = M)t @) ((fa) @) (P X35)) =0,
pues f, define la foliacion F y por tanto ( fy).p(z) (P«zXz) = 0. H

Como p: M — M es una cubierta regular sabemos que el grupo de automorfismos es iso-
morfo a 7y (M) /w1 (M ) Asi, podemos definir

h:m (M) = (M) /7 (M) 2 Aut(p) =T C Gj.

De esta forma p es la cubierta asociada al nicleo de h, que estara formado por los elementos de
m1 (M) que se levantan por p a lazos en M.

Para terminar, f es h-equivariante pues, dado o € (M), llamando h(a) = [£] € I C Gy,
se tiene que:

FUE- A0 o fale) = F(IMEY) © falz)
= (AM§) e A7) o fa)(2)
= MO (M) © falz))

(v
= (M) 0 M)A © fala)
= [&]- F(A(V) © fala)- B
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La siguiente Proposicion nos permitird subir a la cubierta universal de M cuando sea necesa-
rio:

Prop\osmlon 6.10. Sea M — M la_cubierta universal de M. Entonces existe una cubierta
p: M — M. La composicion f o p: M — N es h- -equivariante para el morfismo h: T (M) —
Aut(p) = T. Reciprocamente, si existe un morfismo h: m (M) — Gy y existe f: M — N sub-

mersion h-equivariante, tendremos que asociada al niicleo de h existird una cubierta p: M —
M y una submersion f : M — N h- -equivariante inducida por f

Demostracion. Si f: M — Nes h-equivariante, entonces, dado o € 71 (M), tendremos:

(f e p)(ad) = f(plat)) = flap(r)) = h(e) - f(p(£)) = h(e) - (f o p)(Z).

Reciprocamente, como las cubiertas son regulares y M es simplemente conexo tendremos
que ker h = 7r1(M ). Dado 7 € M, definiremos f (Z) = f(§), con § cualquier elemento de
p1(&), que estara bien definida pues f (o) = f(%) para todo a € 7r1(]\7 ). Serd equivariante
porque si 7 € Aut(p) entonces f(77) = f(+§), con j tal que p(§) = 7, ya que (1) = 1p(5) =

I,y por tanto R R
f(E) = f(vg) = h(y) - f(§) = h(y) - f(2). O
La conexidad de las fibras en el desarrollo jugard un importante papel en nuestros resultados:

Proposicion 6.11. Sea F una N-foliacion transversalmente homogénea sobre una variedad M.
Supongamos que F puede definirse mediante un desarrollo f': M' — N con fibras conexas
y morfismo de holonomia h: Aut(p') — Gy, con p': M' — M cubierta regular. Entonces el

desarrollo f: M — N, donde p: M — M es la cubierta asociada al niicleo de h, tiene fibras
conexas.

Demostracion. Considerando la cubierta p”: M’ — M, tendremos que f' = f o p”. Demostra-
remos que si f tiene fibras no conexas, entonces f' también.

Supongamos entonces que f: M — N tiene fibra no conexa F'. Asi, llamandole F” a la fibra
de f’: M' — N, como toda cubierta es sobreyectiva, tendremos que £’ = (p')~!(F'), que no
puede ser conexo, pues si lo fuera su imagen por p’ tendria que ser conexa. ]

Proposicion 6.12. Sea F una N = G/K-foliacion transversalmente homogénea sobre una

variedad M. Sea f[: M — N la submersion desarrollo, con p: M — M cubierta regular, y sea
I' C Gy el grupo de holonomia. Entonces, si las fibras de [ son conexas, dada una hoja L € F
se tiene:

pil(L) = fﬁl<r ’ ﬁ)a
donde n = f(L') € N, con L' cualquier hoja en M que se proyecta a L.
Demostracion. Que p~ (L) C f~1(T'n) es trivial, pues

U

yE€Aut(p)
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y por tanto dado Z € p~!(L) tenemos que ¥ = ¢ para algin § € L' y algin v € Aut p. Asi

f(@) = f(vg) = h(v) f(9) = h(y)i € Th.

Reciprocamente, dado & € f~!(T'n), deberemos probar que p(Z) € L. Considerando que
f(Z) € Thy teniendo en cuenta que I' = im &/, tendremos que existe v € Aut(p’) de forma que
se cumple que, dado cualquier § € L/,

f@) =h Q) -n="0()- f@)=fO),
y por tanto, como las fibras de f son conexas, llegamos a que € L'y asi

p(E) € p(yL') =p(L') = L. O

Con esto terminamos la prueba detallada del teorema de estructura en el caso en que la
accion no es necesariamente efectiva. Ahora veremos que el teorema de estructura caracteriza
completamente las foliaciones transversalmente homogéneas:

Reciproco del Teorema de estructura De nuevo M es una variedad conexa pero no nece-
sariamente compacta; GG es un grupo de Lie no necesariamente conexo, y N es un (G-espacio
homogéneo, con isotropia K C G.

Proposicion 6.13. Sea una foliacion F en M verificando:

1. Existe una cubierta regular p: M— M y un isomorfismo h: Aut(p) = I' C Gy;

2. la foliacion p*F es la foliacion simple asociada a una submersion f: M — Ny f es
h-equivariante.

Entonces F es una foliacion N -transversalmente homogénea.

Demostracion. Sea I’ = im h, subgrupo de G4 que, por hipétesis, serd isomorfo al grupo de au-
tomorfismos de la cubierta. Sea x € M y sea U,, un entorno de trivialidad en z tal que p~*(U,) =
| ﬁa, de forma que p, = P, ﬁa — U, es un difeomorfismo. Asi, f, = (fop;'): Uy =+ N
es una submersion. Haciendo esto para cada abierto de trivialidad en M tendremos una familia
de abiertos y submersiones f,: U, — N satisfaciendo:

1. {Uq4}aca es un recubrimiento abierto de M.

2. Sean U, y Uz entornos en M tales que U, N Uz # () y sean U, y (75 tales que p. : Us —
U,y P, (75 — Up son difeomorfismos. Como p es regular sabemos que existe v €

Aut(p) tal que U,NyUs # 0. Asi, para todo z € U,NUj se tiene que p;'(z) = v(ps'(2)).
Notese que este v es el mismo para todo z € U, N Uy pues p~ (U, N Up) es una unién
disjunta de abiertos relacionados por un dnico elemento de Aut(p). Y como

fa(z) = (fopa")(2) = f(ra'(2))
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y andlogamente f5(z) = f(pj'(2)), llegamos a que

fo(2) = (fopa")(2) = f(pa'(2)) = [(yp5'(2)) = h(7) - f(p5'(2)),
luego fu = A(h(+)) o /. s

Nota 6.14. La accion de Gy sobre N es efectiva, con isotropia K. Por tanto N = G/ K; yen la
definicion de foliacion transversalmente homogénea puede suponerse que la accion del grupo es
efectiva, como hace Blumenthal. Sin embargo esto complica algunas construcciones.

Como aplicacién directa del Teorema de Estructura, necesitaremos para nuestros cdlculos
posteriores el siguiente lema:

Lema 6.15. Existe un cociclo { fo: Uy — N }oca que define F para el que se cumple:

1. Cada funcion de transicion X\(gap): fs(Usa NUp) = fo(Us N Up) es la restriccion de la
traslacion en N por un elemento de T'.

2. Reciprocamente, dado v € Ty para todo p € f (ZTJ ), existen elementos del cociclo
fa:Us = Ny fs:Us — N, conp € f3(Uy NUp), tales que fo, = X(y) o f5 en
Uy, NUs.

Demostracion. Siguiendo el Teorema de Estructura, a partir del diagrama

M

Lp

M
podemos definir un cociclo { f,: U, — N }aea haciendo f, = fop,*, conp, = P, : U, =~ U,
difeomorfismo sobre un abierto de trivialidad de la cubierta p. Dadas entonces f,: U, — Ny
fs: Us — N submersiones del cociclo con p € f3(U, N Up), ya comprobamos en la demostra-
cién del reciproco de Teorema de Estructura que existe v € Autp tal que fz = A(7y) o f, en
U, NUs.

Reciprocamente, partiendo de p € f(M), tomamos un elemento cualquiera v € I'. De-
notaremos p’ = A(y)(p) € N. Asi, si escogemos un elemento & € f~'(p) tendremos que
f(hY(y)z) = M) (f(2)) = p/, conlo que p’ € f(M). Ahora, llamando = = p(z), podemos
tomar U C M entorno de trivialidad de x tal que su imagen reciproca contendra dos abiertos dis-
juntos U,, y Uz difeomorfos a U tales que & € U, y h™'(v)Z € Up, de forma que Us = h™!(y)U,.
Asi, tomando p,: U, = Uy pg: Us = U tendremos dos submersiones del cociclo f, = f o p;*

y fs= fogog1 tales que se cumple que f, = A(7y)o fz. Notese que p y p’ coinciden siy € iso(p),
pero el razonamiento también soporta esa posibilidad. ]

!

<N
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6.3. Foliaciones transversalmente homogéneas Riemannianas

Consideremos ahora F una /N-foliacidn transversalmente homogénea sobre una variedad M, con
N conexo. El Teorema de Estructura nos permite contar con el diagrama

M-_1-nN

¢

M

donde f: M — N es la submersién desarrollo y F = p~!(F) es la foliacién en M definida por
las componentes conexas de las fibras de f.
Si se puede dotar a M de una métrica casi-fibrada para F diremos que F es una foliacion
transversalmente homogénea Riemanniana, o, mds concisamente, una /N-foliaciéon Riemanniana.
Aunque para cada métrica en N obtengamos una métrica casi-fibrada en M, no necesaria-
mente toda métrica casi-fibrada en M se corresponde con una métrica en N. Eso solamente estara
garantizado si las fibras de ¢ son conexas.

Proposicion 6.16. Sea F una foliacion definida por una submersion de fibras conexas f: M —
N. Para cada métrica en M casi-fibrada para F existe una métrica en f(M) para la que f es
una submersion Riemanniana.

Demostracion. Denotaremos por g la métrica casi fibrada para F. Para definir una métrica en
f (M ) partiremos de un punto p € f(M) y escogeremos = € M de forma que f(z) = p. Dado
U C M un abierto distinguido simple tal que € U consideramos la submersién fjy: U —
f(U) C N. Vamos a definir una métrica en f(U). Dados dos campos de vectores X,Y en f(U /),
existirdn dos tinicos campos X e Y transversos en U tales que se proyectan por f|U enXeVY,
respectivamente, de forma que

fuyXy =X paratodoy € U, y (6.3.1)
f::Y. =Y ;) paratodo z € U. (6.3.2)

Asi, podemos definir una métrica en f(U) haciendo
g(y7 ?)p = g(Xv Y)xv

que estard bien definida en f(U) precisamente porque g es casi-fibrada y, por lo tanto, §(X,Y)
es constante en las fibras de f. Haciendo esto para cada elemento de f(M) habremos definido
una métrica g en f(M).

Comprobar que la métrica g en f(M) hard que f sea una submersién Riemanniana es trivial
a partir de las ecuaciones (6.3.1) y (6.3.2). O]

Proposicion 6.17. Sea JF una foliacion Riemanniana sobre una variedad My seap: M — M
una cubierta, siendo F = p ' (F) la foliacion levantada. Entonces F es Riemanniana si y solo
si F es Riemanniana y existe una métrica en M casi- -fibrada para F tal que Aut p actiia por
isometrias.
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Demostracion. Supongamos en primer lugar que la métrica g es casi-fibrada para 7'y que Aut p
actda por isometrias en M. Deberemos comprobar que para cualquier abierto U de M se tiene
que, dados X e Y campos de vectores transversos, la funcién g(X,Y’) es bdsica en U, donde
g es la métrica que hace que p sea Riemanniana. Bastard comprobarlo suponiendo que U es un
abierto distinguido para F y de trivialidad para p. Asi, como p es localmente un difeomorfismo,
podemos tomar un abierto U, de coordenadas (z',--- , 2™, ', - - 59), que se proyectard por p
al abierto U, que escribiremos en coordenadas como (z!,--- 2™ 9 ¢y ... 49), donde los 3’ y
los y* corresponderdn a la parte transversa a F y a F, respectivamente. Recordemos que en la
Proposicién 6.16 demostramos que la definicion de la métrica g no depende de la eleccion de U.
De esta forma, es inmediato que cualquier campo de vectores X transverso en U se proyecta por
p a un campo de vectores X transverso en U.
Asi, dados X e Y campos de vectores transversos en U tendremos que, para todo x € U,

coni € U tal que p(Z) = x. Y como las hojas de F se proyectan en hojas de F es evidente que
g(X,Y) es basicaen U.

Reciprocamente, utilizando también abiertos distinguidos, es inmediato comprobar que la
métrica levantada de una métrica en M casi-fibrada para F es casi-fibrada para F. [

Proposicion 6.18. Si existe en N una métrica tal que T, el grupo de holonomia de F, actiia por
isometrias en la imagen de [ entonces JF es Riemanniana y la submersion f serd Riemanniana si
en N se considera la métrica invariante por I' y en M la métrica correspondiente a una métrica
en M casi-fibrada para F.

Demostracion. Por el Lema 6.15 sabemos que existe un cociclo definiendo F tal que las funcio-
nes de transicion son traslaciones en N por elementos de I', lo que implica que F es Riemannia-
na.

Sin embargo, para demostrar la segunda parte de la Proposicidn, daremos una prueba alter-
nativa, demostrando que f serd Riemanniana para una métrica en M casi-fibrada para F tal que
Aut p actuard en M por isometrias para esa métrica, que por la Proposicién 6.17 baja a una mé-
trica en M casi fibrada para F. Que la submersion desarrollo f sea Riemanniana significa que
para todo & € M se tiene que f.;: Qz — Tt N es una isometria. Como f oy = A(h(y)) o f
para todo 7 € Aut p tendremos que

fr@ 01z = (f o 7)sa = (AR(Y)) © fez = AMP(7))ss@) © fra- (6.3.3)

Asi, sien IV se considera la métrica para la que las traslaciones por elementos de [' son isometrias,
es inmediato que, para la métrica en M que hace que f sea Riemanniana las traslaciones por
elementos de Aut p deben ser isometrias. O]

El reciproco de la Proposicion 6.18 solamente estard garantizado si la submersion desarrollo
es de fibras conexas. En ese caso, tendremos el siguiente resultado:
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Teorema 6.19. Sea F una N-foliacion transversalmente homogénea sobre una variedad M, con
N conexo, tal que las fibras de la submersion desarrollo f: M — N son conexas. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. La foliacion F es Riemanniana.

2. Existe en f(M) una métrica para la que T, el grupo de holonomia de F, actiia por isome-
trias.

3. La submersion desarrollo es Riemanniana para una métrica en N invariante por I' y una
métrica en M invariante por los automorfismos de la cubierta y casi-fibrada para F.

Demostracion. Que 2) implica que F es Riemanniana lo hemos demostrado en la Proposicién
6.18. Que 1) implica 2) es inmediato a partir de la Proposicion 6.16 y de la ecuacién (6.3.3). La
equivalencia entre 2) y 3) es inmediata a partir de la Proposicién 6.18 ]






Capitulo 7
Foliaciones de Lie

Un caso particular de foliaciones transversalmente homogéneas aparece cuando K = {e}. En
este caso, las submersiones que definen la foliacion estardn definidas sobre un grupo de Lie, en
lugar de sobre un espacio homogéneo. Diremos entonces que F es una G-foliacion de Lie.

Noétese que en ese caso la accidn es siempre efectiva, y que se puede levantar la submersion
desarrollo a la cubierta universal de G, con lo que podemos considerar el grupo de Lie simple-
mente conexo.

Nota 7.1. En este caso las traslaciones por la izquierda son isometrias para una métrica inva-
riante, y la foliacién es Riemanniana. En el caso general de las foliaciones transversalmente
homogéneas no siempre existe una métrica G-invariante en el espacio homogéneo N = G/ K.

Hemos visto que el caracter Riemanniano de la foliacién implica que ésta puede definirse
mediante una aplicacidn desarrollo que es una submersion Riemanniana. Por tanto, si ademds la
variedad M es completa, lo que permite dotar a M de una métrica completa, sabemos, siguiendo
los resultados de Hermann en [22], que la submersion desarrollo es un fibrado localmente trivial,
de fibras conexas si el grupo de Lie GG es simplemente conexo.

Ejemplo 7.2. Si la variedad no es completa, aunque la submersion desarrollo sea Riemanniana,
no serd necesariamente un fibrado localmente trivial. Como ejemplo basta coger la submersién
F: R?*— {0} — R dada por F(z,y) = z, que tomando en R y en R? — {0} las métricas usuales
serd una submersion Riemanniana, pero no serd un fibrado pues para ello, al ser R simplemen-
te conexo, la fibra tendria que ser conexa en todos los puntos y F~1(0) estd formada por dos
semirrectas disjuntas.

7.1. Definiciones

Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sea GG un grupo de Lie conexo y simplemente
conexo de dimension n.

Definicion 7.3. Una foliacién de Lie F sobre M es una foliacion definida por una familia de
submersiones f,: U, — G, satisfaciendo:

1. {Uq4}aca es un recubrimiento abierto de M

2. si Uy, NUg # 0 entonces f, = A\ap 0 f5, donde N\og: f3(Us NUz) — fo(Us N Ugz), con
Ao (T) = gap, es la restriccion de una traslacién por la izquierda en G.

67
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Definicion 7.4. De manera equivalente, una foliacién de Lie sobre M estd definida por el nicleo
de una 1-forma « con valores en el dlgebra de Lie g (dlgebra asociada al grupo de Lie &) y que
cumple:

1. a,: T, M — G es sobreyectiva, para todo = € M, es decir la forma es no singular.

2. « verifica la condicion de Maurer-Cartan, es decir, do + %[a, «] = 0. Esto significa que, si
las componentes de la forma con relacién a una base de g son a . .., ay, entonces day, =
—Dici ¢k A aj, donde ¢f; son las constantes de estructura respecto de esa base.

Daremos ahora una tercera definicion, equivalente a las anteriores cuando la variedad M es
compacta y el grupo de Lie es simplemente conexo:

Definicion 7.5. Sea F una foliacion sobre una variedad compacta M, p: M — M la cubierta
universal de M y G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo. Se dice que F es una G-
foliacion de Lie si:

1. Existe un fibrado localmente trivial D: M — G y un morfismo de grupos h: m (M) — G
tal que D(yz) = h(y) - D(z) paratodo vy € m (M), & € M.

2. La foliacién F = p*F es la dada por las fibras de D.

Por ultimo, adaptando el Teorema de Estructura (Teorema 6.3) y su reciproco (Proposicion
6.13) al caso en que K = {e}, podremos definir las foliaciones de Lie como un caso particular
de las foliaciones transversalmente homogéneas:

Definicion 7.6. Sea F una foliacion sobre una variedad compacta M. Diremos que F es una G-
foliacion de Lie, con G conexo pero no necesariamente simplemente conexo, si tiene estructura
de G-foliacion transversalmente homogénea. Es decir, si existe una cubierta regular p: M— M ,
un isomorfismo h: Aut(p) = I' C G y una submersién h-equivariante f: M — G tal que la
foliacion F = p*F esta definida por las fibras de f.

Proposicion 7.7. Para una foliacion F sobre una variedad compacta M las definiciones 7.5 y
7.6 son equivalentes.

Demostracion. Que la Definicion 7.5 implica la Definicion 7.6 es trivial. Veamos entonces el
reciproco:

Supongamos que F es una GG-foliacion transversalmente homogénea sobre una variedad com-
pacta M. Considerando 7: G — G cubierta universal de Gy p: M — M cubierta universal de
M tendremos el diagrama

r.a
Iﬂ
G

—

<)

i1
-

f

R

=

<
-

=
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Noétese que como G es un grupo de Lie y que M al ser M compacta, es completa para la métrica

que hace a f submersion Riemanniana, sabemos que f: M - G y f M — G son fibrados
localmente triviales (ver Proposicién 16.5). Asi, la sucesion exacta

o~ o~ o~

= m(G) = m(F) = m (M) = m(G) = mo(F) — mo(M) — -+ -

donde F denota la fibra de f , nos permite deducir que m1(F) = mo(F) = 0, es decir, que las
fibras son conexas y simplemente conexas.
Como G = G/m,(G), haciendo K = m1(G) = 7 *({e}) tendremos que Core(K) = K =
m(G), pues G / Core(K ) G, con lo que es ficil comprobar que Gy = (CAJ / Core(K,) x
K/K.) /Z(COI‘G( ) = G. Asi el desarrollo f M = G, que serd invariante para un morfismo
h:m (M) — G, dotard a F de estructura de G-foliacién acorde con la Definicién 7.5. O]

7.2. Estructura

El siguiente teorema de estructura se debe a Fédida [14] y Molino [36]. La primera parte es un
caso particular del teorema de estructura de Blumenthal (Teorema 6.3).

Teorema 7.8. Sea F una G-foliacion de Lie sobre M. Entonces existe una cubierta regular
p: M — M, tal que:

1. la foliacion F= p*F viene dada por las fibras de una submersion sobreyectiva D : M —

G,

2. el grupo Aut(p) de automorfismos de la cubierta es isomorfo a un subgrupo I de G.
Denotaremos por h: (M) — G el morfismo de grupos que es la composicion (M) —

(M) /m (M) = Aut(p) =T C G;

3. la submersion es equivariante, es decir, D(vZ) = h(vy) - D(Z) para todo v € m (M),
T e M;

4. las adherencias de las hojas de F son las fibras de una fibracion 0: M — W = T'\G,
donde T es la adherencia de T' = im h;

5. la foliacion inducida por F en cada una de las fibras de ¢ es una T.-foliacién de Lie con
hojas densas, donde I', es la componente conexa del neutro de I'.

Llamaremos aplicacion desarrollo a D, aplicacién de holonomia a i y grupo de holonomia de F
al.

Definicién 7.9. Llamaremos variedad bdsica a la variedad W = T'\G.

Corolario 7.10. Las hojas de F son densas si y solamente si el grupo de holonomia I es denso
en G.
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7.3. Foliacion asociada

Cada foliacién de Lie F de grupo G en una variedad M induce, para cualquier /K subgrupo
cerrado de (5, una foliacion transversalmente homogénea modelada por G/ K. Si la aplicacién
desarrollo de F es f: M = G y la holonomia es h: m (M) — G, entonces la nueva foliacién
tendré aplicacién de desarrollo M — G — G/K y holonomia (M) — Gy = G/ Coreg(K).
Denotaremos esta foliacién asociada por FX. Nétese que la codimensién de F es n = dim G,
mientras que la de FX esn — k, con k = dim K.

Proposicion 7.11. Sea F% la foliacion G /K -transversalmente homogénea asociada a la G-
foliacion de Lie F, definida sobre la variedad completa M. Entonces F induce en cada hoja
de FX una foliacion de Lie de grupo K., cuyo grupo de holonomia serd la interseccion de un
conjugado de K. con 1, el grupo de holonomia de F.

Demostracion. Sea L C M una hoja de FK que se proyecta por p a una hoja L de F%. Como
L= f1gK,),con g € G, porque f es una fibracién de fibras conexas (M es completa 'y G es
simplemente conexo), podemos construir el siguiente diagrama:

Ag™")

7 f

L K. (7.3.1)

gK.

L

donde \(¢g~ ') denota la traslacién por la izquierda en G que a cada x € G le hace corresponder

gt

Lema 7.12. La aplicacion Pi: L — L es una cubierta regular cuyo grupo de automorfismos es
isomorfoal N (gK.g ).

Demostracion. Demostraremos que el grupo I' N (9K .g~!) actda en L de forma libre y propia-
mente discontinua y que L es el espacio de 6rbitas de la accion.
Seaz € L= f1gK.,)yseay € I'N(gK.g"'). Tomando o € 7 (M) tal que h(a) = 7,

con h: m (M) — G morfismo de holonomia de F, tendremos que vZ € L, pues

y como f(7) € gK.y v € gK.g~' tendremos que

f(y&) =~ f(7) € gK. & ~i € fH(gK.) = L.

Por tanto, la accién sobre L estd bien definida y ademds es libre y propiamente discontinua por
serlo la accién de 71 (M) sobre M. Por otra parte, es evidente que

pr(v%) = p(yZ) = p(2) € L,
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con lo que el espacio de drbitas de la accion es L. Asi, P L — L es una cubierta. Ademads,
serd una cubierta regular por serlo p y teniendo en cuenta que

N1 = X L = v
(pp)~ () <Ua6m(M) a)N L Uwerm(gKegfl)w’

pues

a:BEL@f( 7) € gK.
& ha) - f(z )GQK
& h(a) € gKeg™

con lo que todos los elementos de la fibra estarédn relacionados por un elemento de TN (gK.g~1).
[

Asi, el Diagrama (7.3.1) dota a L de una foliacién de Lie de grupo K. donde las fibras son
las hojas de F. La aplicacién desarrollo serd fX = (A(g7!) o f) y la aplicacién holonomia
h%: 7 (L) — K. serd de la forma h* (y) = g~'h(~)g, con h: m (M) — G aplicacién holo-
nomia de F y FX, estando bien definida pues, por el Lema 7.12, sabemos que si v € 7;(L)
entonces h(7y) € gK.g~ ', con lo que h(y) = g 'h(vy)g € K.. Asi, f¥ serd h’-equivariante,
puesto que

FEz) = (Mg o f)(va) = g7 f(2) = g7 " h(7) f(2),

lo que, como h(y) = gh™(y)g~!, garantiza la equivarianza, pues
FE(E) = g gh™ (g F() = K () 5 (@).

Dado v € (L) y dado & € L, se tiene que YT € L, puesto que el levantamiento por p de
cualquier lazo en L no puede cortar a ninguna otra hoja de FX. Ademés, ker hX = Ker Py (1)
con lo que P L — L es una cubierta regular (por serlo p) asociada al niicleo de h¥.

Trivialmente, el grupo de holonomia serd im A% = T' N K.,. Ol






Capitulo 8
El Fibrado de Blumenthal

Asociado a una foliacion transversalmente homogénea, Blumenthal define en [2] un fibrado prin-
cipal, que €l usa para demostrar una caracterizacion con formas diferenciales. Daremos ahora una
descripcion detallada de ese fibrado, pues serd de gran importancia en nuestro trabajo. Le llama-
remos fibrado de Blumenthal.

8.1. Elfibrado principal I'\ f*G; — M

Sea F una N-foliacion transversalmente homogénea, con N = G/ K.

Para simplificar notaciones, haremos Gy = G/ Core(K) y Ky = K/ Core(K), de forma que
la accién de Gy en N = G/ K; es efectiva (Proposicién 1.7). Como vimos en la Seccién 1.4,
podemos considerar que el grupo de Lie GG es simplemente conexo.

Sea m;: Gy — N la proyeccién candnica y sea

F*Gy={(7,9) € M x Gy: f(Z) = my(9)}

el pull-back de ; por la aplicacién desarrollo f. Tenemos entonces un diagrama conmutativo

N 7
[7Gy—— Gy

Tt

M—f>N

donde py f son las proyecciones de f *G'y sobre M y sobre Gy, respectivamente. Se cumple que
Ty e} f = f o p.

Proposicion 8.1. La accion de K por la derecha sobre f*GYy definida por

daap: f*Gy — M estructura de fibrado principal de grupo K.

Demostracion. Que la accion es libre es trivial. Veamos que la fibra es difeomorfa a K. Dado
T € M, se tiene que

p~ (@) = {(Z,9) € f*Cy: [(&) =m(g), g € Gy}.
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Tomando ¢ € G} representante de la clase de f(Z) € G/ K}, tendremos que

(7, 9) € p(7) & [g] = [#]
& dk e K tal que g = ¢k
&g lv ek,

con lo que tendremos un difeomorfismo p~'(z) = K que identifica (, g) con g '¢.

Hay que comprobar también que f*Gy/Ky = M. Para ello definiremos un difeomorfismo
P Gy Ky = M haciendo ¢ ([(Z, g)]) = #, que estar4 bien definido porque la accién de K en
[*Gy solo afecta a la segunda componente. Veamos que es una biyeccion:

Serd inyectiva pues, si consideramos [(Z, g)] y [(Z/, ¢')] tales que ¥ ([(Z, g)]) = ¥ ([(Z',¢)])
tendremos que Z = 7’ y que 7;(g) = m4(g’), con lo que ¢’ = gk para algin k € Ky y por tanto
[(z, 9)] = [(#', ¢)]. ~

Serd sobreyectiva pues dado & € M es trivial que existe g € Gy tal que my(g) = f(Z) y por

tanto ¢ ([(Z, 9)]) = .
Queda entonces probar que tanto ¢ como su inversa son diferenciables. Que ¢ es diferen-

ciable es trivial, pues la composicién f*Gy — f*Gy/K; % Mesla proyeccion sobre la pri-
mera componente, y por tanto diferenciable. Para ver que la inversa es diferenciable tendremos
en cuenta que dim f*Gy = m + k, con m = dim M = dim M y k = dim K}y, y por tanto
dim f*G;/ Ky = dim M. Considerando

T f"Gy = {(u,v) € TEM X TyG: fua(u) = g (0) },
se tiene que T(z 4 "Gy — Ti]f\\/[/ es una aplicacién sobreyectiva cuyo nicleo es T(; 40~ ' (Z) y
por tanto, como

Tiagnl G/ Ky = Tia.g)f*Gs/ Tagyp " (T),

tendremos que

—~

V@)t Lo G/ Ky — TeM

es una biyeccién, lo que, en virtud del Teorema de la funcién inversa, significa que 1~ ! es
diferenciable. ]

=

Proposicion 8.2. La accion de Aut p
(vy, h(v)g) hace que p sea equivariante.

I" por la izquierda sobre f*Gy definida por v(§, g) =

Demostracion. La accion estard bien definida, puesto que (7, g) € f*Gy significa que f(7) =
m4(g), y entonces tendremos que

f(vg) = h(v) - [(§) = h(7) - m4(g) = [h(7)g] = ms(h(7)9),

conlo que (vy, h(7)g) € f*Gy. Ademds, cumple las condiciones para ser accion por la izquierda,
pues

(v0)(¥,9) = (767, h(vd)g) = v(63, h(0)g)
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para todo 7,0 € I' (la accion de Autp = T sobre M es por la izquierda), y, trivialmente,

e (7,9) = (7, 9)-
La acci6n hace que p sea equivariante, pues p(vZ, h(v)g) = v& = vp(Z, g). O

Proposicion 8.3. La accion de I' sobre f*G}y es libre, propiamente discontinua y transitiva en
las fibras. Por tanto la proyeccion T: f*Gy — I'\ f*Gy en el espacio de orbitas es una cubierta
regular con I' como grupo de transformaciones.

Demostracion. Comprobemos que la accién es propiamente discontinua. Tomemos (Zg, ) €
f*Gy. Como la accién de Autp = I" sobre M es propiamente discontinua sabemos que existe
U C M entorno abierto de To tal que YU NU = () paratodo v € T', v # e. Para este U podremos
considerar p~!(U), entorno abierto de (Zg, ). Si se cumpliera que vp~1(U) N p~1(U) # () para
algtin v € T entonces existirfa (¢,1) € p~1(U) tal que para algin (7, v¢') € p~1(U) se tendria
que (7', vY") = (g,v). Pero eso significaria que existirfan g e ¢’ en U tales que § = ¥/, con lo
que 7y = e. -

Por otro lado, la accion de I' sobre f*Gy es libre pues lo son las acciones sobre M y sobre
GY; por tanto, si y(Z, g) = (Z, g), entonces v = e.

Tenemos por tanto que 7 es una cubierta regular con I' como grupo de transformaciones. L[]

Asi pues, la aplicacién p: f*Gy — M induce una aplicacion sobreyectiva p: I'\ f*Gy — M
talque poT =pop.

Lema 8.4. La accion de Ky por la derecha sobre '\ f*Gy dada por

daap: '\ f*Gy — M estructura de fibrado principal de grupo K.

Demostracion. La accion de K por la derecha sobre f*G; conmuta con la accién por la izquier-
dade T, de tal forma que v((Z, g)k) = (v(%, g))k paratodo v € I' y para todo k € K. Podemos
entonces definir una accién libre de K por la derecha sobre I'\ f*G haciendo [(Z,9)] - k =
[(Z, gk)], con k € Ky y donde [(Z, g)] denota la clase del elemento (7, g) € f*GyenI'\ f*Gjy.

Como poT = pop tendremos que p([Z, g]) = p(Z), con [Z, g| € I'\ f*G}. Estard bien definida
porque para cualquier otro representante y(Z, g) se tiene que p(vZ) = p(&). Veamos que la fibra
es difeomorfa a Ky:

Dados x € M y [(Z,g)] € p~'(z) fijaremos un elemento 7, € M tal que p(Zo) = x y un
w0 € Gy tal que f(Zy) = [po], de forma que [(Zo, po)] € p~*(x). Como también p(Z) = z se
tiene que existe y € Aut p tal que T = vZ. Asi, como (Z, g) € f*G tendremos que

9] = mi(9) = f(Z) = f(vZ0) = h(7) - f(Zo) = h(7) - [po] = [A(7)¢0],

con lo que g~ *h(y)po € K. Asi, podemos definir un difeomorfismo &: p~!(z) — K} haciendo

(2, 9)]) = g7 h(7)¢o € K.
Para ver que esté bien definido, cogiendo i € Aut p, como uZ = vy, tendremos que

E(lu(E, 9)]) = &([(u, h(p)g)])
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= (h(p)g) ™" h(py) o
=g "h(p) " h(p)h(7) o
=g "h(7)o.

Veamos que £ es inyectivo:

Tomando [(Z, g)] y [(#', ¢')] en p~!(x) tales que {([(Z, 9)]) = &([(%', ¢)]). fijado [(Zo, po)] €
p (), tendremos que & = yIoy ' = T y por tanto:

. ¥ =puy 'z, y
2. g7 h(v)po = (¢)th()wo = g'g7 = M(p)h(y) ™ < ¢ = h(py™Y)g.
Asi,

(&, 9] = [(py"&, h(py™)g)
= [y (T, 9)]
[(7,9)]

Para ver que ¢ es sobre nétese, en primer lugar, que £([Zo, 9)]) = g~ 0, pues en ese caso v = e.
Asi, dado k € Kj, cogiendo g = @ok ™! tendremos que £([Zo, 9)]) = (wok ™)t = k.

Faltard entonces Gnicamente comprobar que el cociente de I'\ f*Gy por la accién de Ky es
difeomorfo a M. Nos referiremos por [(Z, ¢)] a la clase del elemento [(Z, g)] € '\ f*Gy en el co-
ciente por la accién de K. El difeomorfismo vendra dado por la aplicacién ¢ : (I'\ f*Gy) /Ky —
M definida como ¢ ([(Z, g)]) = p(Z).

Que v estd bien definida es trivial, pues p(Z) = p(yZ) para todo 7 € Aut p. Igualmente es
inmediato que ) es sobreyectiva, por serlo p, y porque dado x € M, fijando 7y € M tal que
p(Zy) = x, existe siempre, al ser 7y sobreyectiva, un elemento ¢, € Gy tal que m;(po) = f(Zo),
con lo que 9([(Zg, ¢o)]) = x. Veamos entonces que también es inyectiva:

Sean [(, g)], [(#,¢")] € (I'\f*Gy)/Kj tales que p(Z) = p(Z’). Tendremos, por tanto, que
existe v € Aut p tal que ¥’ = 71, y, por otro lado, que
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Por tltimo, la diferenciabilidad de ¢ se deduce, con argumentos andlogos a los utilizados en la
demostracién de la Proposicién 8.1, a partir de la composicién

* * w
Gy = (D\f"Gy) /Ky = M,
que serd diferenciable por ser igual a la composicién p o p. Ol

Definicion 8.5. Llamaremos a p: I'\ f*Gy — M fibrado de Blumenthal de la foliacion transver-
salmente homogénea.

De esta forma, tendremos el siguiente diagrama conmutativo:

K, K, (8.1.1)
|
K, el G,
l/ pﬁlv ; W”t
I\ f*G, M-t N~GyK,
_ p
p
|

M

8.2. La foliacion de Lie F

Veamos que, si /; es conexo, el espacio total del fibrado de Blumenthal estard dotado de una
foliacién de Lie.

Lema 8.6. f: f*Gy — Gy es una submersion.

Demostracion. Partimos del diagrama

" f
[Gy——=Gy

T

M—L N

Hay que probar que para todo (Z, g) € f*Gj la diferencial f*(@g)  Tiz9) f*Gy — TyGy es sobre-
yectiva. Se tiene

Tigf Gs = {(u,0): u € TsM, v € TyGy, fuz(t) = myg(v)}.

Sea v € T,G4. Sabemos que existe u € T; M tal que fsz(u) = myy(v) porque f es una submer-
sién. Asi fi(z,9)(u,v) = v. Il
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Lema 8.7. Si K; es conexo, entonces I'\ f*Gy es conexo.

Demostracion. Partiendo del fibrado de Blumenthal p: I'\ f*Gy — M, tendremos una sucesion
exacta (de conjuntos punteados, pues los tres dltimos no son grupos)

e m(D\f*Gy) = m (M) — mo(K;) —= mo(T\f*Gy) = mo(M),
de forma que el resultado es inmediato pues si K es conexo, como M es conexo, tendremos que

ﬂo(Kﬁ) =0 y que Wo(M) =0.
Notese que el reciproco solamente estaria garantizado si M fuera simplemente conexa. [

Teorema 8.8. Si K; es conexo, la submersion f induce una foliacion de Lie F+ en T\ f *Gy, con
holonomia I'.

Demostracion. Del Diagrama 8.1.1 quedémonos tinicamente con la aplicacién f y la cubierta 7:

Gy A
L\ f*Gy

En la Proposicién 8.3 vimos que 7 es una cubierta regular con grupo de automorfismos I'. Es
decir, podemos definir un isomorfismo j: Aut7 = I, que, unido al ya conocido isomorfismo
h: Autp = I' dado por F nos permitird explicitar la accién de Aut 7 en f*G} de forma que,
dado £ € Aut T,

& (2,9) =4(&) - (&,9) = (W' (j(€)z. j(&)g)

para (Z,g) € f*Gj. Asi, tendremos que f es j-equivariante, puesto que
FE-(2,9)) = F(R (€))7, 5(€)9) = 5(€)g = (&) (7, 9)
para todo (Z,g) € f*Gyy paratodo £ € Aut . Il

Ejemplo 8.9. En el caso de una foliacion de Lie, cuando K = {e} se tiene que '\ f*Gy = M y
el fibrado de Blumenthal es un difeomorfismo.

8.3. Relaciéon entre "y F

En esta seccion demostraremos que la foliaciéon F es invariante por la accion de K y que se
proyecta por p a F.

Lema 8.10. Las hojas de F* y las hojas de F tienen la misma dimension.
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Demostracion. Recordemos que estamos llamando m = dim M, n = dim Gy y k = dim Kj.
Resulta clarificador exponer el Diagrama 8.1.1 representando inicamente las dimensiones:

k ml—IHf ! I
mj+k/i—f>:h
|

Asi, es evidente que las fibras de f: M — N y las fibras de f: f*Gy — G tienen la misma

dimensién: m —n+k. Por lo tanto, las hojas de F y Ft , las componentes conexas de estas fibras,
también. Y el resultado ya estd demostrado pues dlm(]-" ) = dim(F) y dim(F*) = dim(F*).
[]

Proposicion 8.11. La foliacion de Lie F* es invariante por la accion de K.

Demostracion. Demostraremos que la accién de K; en f*Gy lleva hojas de Ften hojas de Ft.
Sea L una hoja de . Cualquier elemento (Z,9) € f*Gy que esté en L cumple que f(,g) = g
y que f((Z,9) - k) = f(Z,9k) = gk. Entonces, si llamamos L - k a la imagen de L por la
aplicacién que a cada (Z, g) lo lleva en (&, gk), tendremos que L -k C f~*(gk). Por continuidad,
como L es conexa, su imagen L - k tiene que ser una componente conexa de f~!(gk), es decir,
una hoja de 7. O

Proposicion 8.12. Supongamos Ky conexo. Sea p: I'\ f*Gy — M el fibrado de Blumenthal. La
foliacion de Lie F* sobre T'\ f*Gy se proyecta en F.

Demostracion. Veamos que la foliacién F+= f*pt en la cubierta f *Gy se proyecta en la folia-
cién F de M: B
Si denotamos XT'F* a los campos de vectores en f*G} tangentes a F ' tendremos que
X € XTF' & fuag(Xag) =0 V(F9) € [*Gy,
con 1o que Ty (fu(z,g)(X(z.))) = 0 para todo (Z, g) € f*Gy. Pero
g (fra9) (X)) = (70 Fluag (X,
= ( ) (X z,9)
= Jsz (p* (Z,9) ( ))

significa que p.(z,¢)(X(z,9)) € ker fiz = T F.
De esta forma tenemos que p.z(7(z,g)F +) C T3 F, 1o que significa que la proyeccion por p de

cualquier hoja L+ € F* estd dentro de una hoja de F. A partir de ahi, el resultado es inmediato
por el Lema 8.10. L

Hx

9)
))
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Cohomologia en foliaciones







Capitulo 9
Cohomologia basica de una foliacion

En este Capitulo estudiamos la relacién entre la cohomologia bésica de la foliaciéon F, la del
espacio homogéneo NN y las de los grupos de Lie G y K y sus dlgebras de Lie. Estudiaremos
la cohomologia de una foliacién de Lie en base a la cohomologia del dlgebra de Lie con coefi-
cientes en un modulo, con un argumento que después nos permitird generalizar a las foliaciones
transversalmente homogéneas resultados clésicos para las foliaciones de Lie.

9.1. Cohomologia basica

Sea M una variedad diferenciable dotada de una foliacion F.

Definiciéon 9.1. Sea 2°(M) el complejo de las formas diferenciales de M. Una forma « se dice
basica para la foliacién F si para cualquier campo de vectores X tangente a la foliacion se tiene
queiya =0yixda =0.

Por ejemplo, una 0-forma bdsica es una funcién bésica, esto es, una funcién constante a lo
largo de las hojas de F.

Si a € Q"(M) es bésica para la foliacién F entonces da € Q"' (M) también es bdsica
para F, pues ixda = 0y iyd?a = 0 ya que d* = 0. Asi, las formas bésicas de F forman un
subcomplejo de Q2*(M ), que denotaremos por Q°*(M /F).

Definicion 9.2. Llamaremos cohomologia bésica de la foliacién F a la cohomologia del com-
plejo (Q*(M/F),d). Nos referiremos a ella como H®*(M /F).

Lema 9.3 (pag. 330 de [49]). Sean M y W dos variedades diferenciables. Sea m: M — W una
submersion sobreyectiva. Entonces m*: Q(W') — Q(M) es inyectiva.

Lema 9.4. Sea F la foliacion simple en M determinada por una submersion sobreyectiva
m: M — W, con fibras conexas. Se tiene entonces que la cohomologia bdsica de la foliacion F
es la cohomologia de la variedad W .

Demostracion. Probaremos que la aplicacién 7*: Q(W) — Q(M/F) C Q(M), inducida por ,
es un isomorfismo.

En primer lugar, deberemos comprobar que estd bien definida. Sea w € Q(W). Los campos
de vectores tangentes a F serdn los campos X en M tales que 7,,X, = 0 para todo p € M.
Entonces, si w es una r-forma y X es un campo de vectores tangente a la foliacion, tendremos
que

ixmw(Xy, ., X)) (p) = (Trw)(X, X, -, X)) (p)

83
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= ww(p) (W*po, 7T*pX1p, e ,W*pXTp)

= Wa(p) (0, Tp Xip, . .., T Xyp) = 0.

Andlogamente, como la diferencial exterior conmuta con 7*, tendremos entonces que ¢ ydn* = 0.
Asi, se tiene que 7w es bésica para F.

Como 7 es una submersion sobreyectiva, sabemos, por el Lema 9.3, que 7* es inyectiva.
Veamos que también es sobreyectiva:

Dada a € (M /F) definiremos en W una forma w tal que 7*w = «.

Dados Y7, ..., Y, campos de vectores en W, sabemos (ver Seccién 2.2 de [36]) que existen
X1,..., X, campos de vectores foliados en M de forma que para todo p € M se tiene que
Tip(Xip) = Yin(p). Asi, podemos definir

wYr, ..., Y)(@) = we(mapXip, - oo, TpXip): = 0p(Xip, - -, Xip),

donde p es cualquier elemento de M tal que m(p) = x. Veamos que w estd bien definida, es
decir, que no depende del elemento p € M ni de los campos foliados escogidos. Probaremos que
a(X1,...,X,) es una funcién basica para F.

Dado entonces X € F cualquiera, debemos probar que

Xoa(X1,...,X,) = 0. 9.1.1)

Por hipétesis, a es bésica, lo que significa que ix,a = 0y que ¢ x,da = 0. Pero si desarrollamos
esta dltima igualdad tendremos que

0=ix,do(X1,...,X,) =da(Xp ..., X,)
= Z XiOé(Xo,...,Xi,...,XT)

0<i<r
+ Z(—1)1+]O[<[Xz, Xj], Xo, ce ,Xi, ce ,X]‘, ce ,XT).

1<j

Pero como « es bésica y los X;, © = 1,...,r son foliados, es decir, tales que para todo X
tangente a F se tiene que [ X, X;] es tangente, con ¢ = 1,...,r, del segundo sumatorio se anu-
laran todos los términos. Y del primero, teniendo en cuenta que ix,oc = 0, solamente quedara
XO : O{(Xl, c. Xr)

Asi, a(Xj, ..., X,) es una funcién constante a lo largo de las hojas de F, que coinciden con
las fibras conexas de , con lo que ¢, = a,y para todo p,p’ € M tales que 7(p) = 7 (p’).

Ademds, w es diferenciable, pues a( Xy, . ...X,) es una funcién diferenciable.

Hemos probado que 7* es una biyeccidn, y como ademds es un morfismo de complejos, pues

dr*w = 7" dw,

entonces es un isomorfismo.
De esta forma tendremos inducido un isomorfismo en cohomologia H(M/F) = H(W). O
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Lema 9.5. La cubierta p induce un isomorfismo p*: Q*(M/F) — Q2 (M | F) entre las for-

mv
mas bdsicas de (M, F) y las formas bdsicas para (M, F) que son invariantes por la accion de

Aut(p).

Demostracion. Comprobaremos en primer lugar que p* estd bien definida, es decir, que la ima-
gen de una forma bésica w € Q°*(M/F) es una forma en M biésica para F e invariante por los
automorfismos de la cubierta. Recordemos que dado X campo de vectores en M se tiene que
X es tangente a F = p*F siy solo si p*xX € T'Fyz) para todo 7 € M. Asi, tenemos que
igp'w = 0y queigdp'w = igp*dw = 0, pues i, g wyz = i, 5 dwys = 0 para todo
T € M, con lo que p*w es bésica para la foliacién F.

Por otra parte, p*w es una forma en M que es invariante para la cubierta pues, para todo
v € Aut(p) se tiene que

Ypw=(poy)w=pw.

Hemos comprobado que p* estd bien definida. Veamos ahora que es sobreyectiva. Demostra-
remos que toda forma bdsica para F en M invariante para la cubierta es el levantamiento por p
de una forma bdsica en M:

Dada & € (]T] ) definimos o € Q"(M ) de la siguiente forma:

mv

ap( X1, .., X)) =az(X1, ..., X)),

donde # € M es tal quep()==xy )?1, . ,)Afr son tales que p*x)?m = Xip(z) paratodo T € M.
Esta definicién no depende del = escogido, pues p es una cubierta regular y & es invariante por
la accién de Aut(p).

Tenemos entonces que p*a = @, pues pyz: 1z M — T, M es un isomorfismo, y por tanto

(p*a)f()?l, e 7X7') = Oéx(p*:gle, e ,p*jXﬁf) = O~éj<X1, . 7Xr)-

Ademas, « es basica para F pues para todo X campo de vectores en M se tiene que ¢ xo = 53¢
y ixda = igda, con X campo de vectores en M tal que Xpz) = px*X para todo # € M. Asi,
si X es tangente a F entonces ixa = iyda = 0 pues X seré tangente a F.

Para finalizar, como p es una submersion sobre, sabemos, por el Lema 9.3, que p* es inyectiva.
[

Teorema 9.6. Sea F una foliacion N-transversalmente homogénea sobre M. Si la submersion
desarrollo es sobreyectiva y sus fibras son conexas se tiene que la cohomologia bdsica H(M | F)
es isomorfa a Hr(N), la cohomologia del complejo Q}.(N) de las formas en N que son inva-
riantes por la accion por la izquierda de I' C Gy = G/ Coreg(K).

Demostracion. Consideremos el diagrama de estructura de las foliaciones transversalmente ho-
mogéneas: y sea el isomorfismo h: Aut(p) =1 C Gj.

Es suficiente probar que podemos definir un isomorfismo W: Qp.(N) — anv(ﬂ /F), que
serd de la forma L
V(o) = ffa e (M/F).

lIlV<
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Veamos que ¥ estd bien definida, es decir, que f*« es una forma invariante y basica:
En primer lugar, f*« es ['-invariante, puesto que se tiene

Y Fa=(foya=(Lof)a=fLa=faVer,

pues [ es h-equivariante. Y, por el Teorema de estructura (6.3) y el Lema 9.4, sabemos que f*a
es basica para F pues F = f*pt.

Comprobemos ahora que W es un isomorfismo. Veamos en primer lugar que es sobreyectiva:
Seaw € anv(M / F ). Entonces w es una r-forma en M invariante por las transformaciones
de la cubierta. Como por hipétesis f es una submersion de fibras conexas sabemos, por el Lema
9.4, que existe a € Q"(N) tal que w = f*«. Veamos que « es I'-invariante:

Como w es invariante por los automorfismos de la cubierta, tenemos que
ffa=w=yw=7"fa=fLa

Dados entonces )?1, e ,)?T campos de vectores en M y dado z € M tal que f(Z) =p € N,
tenemos que

(L50)p((fX 1) (£ X )p) = (

Y como f es una submersion, y por tanto f. es sobreyectiva, tenemos que ay L« coinciden
paratodo p € N,y asi llegamos a que v = L7« para todo 7y € I'; es decir, « es I'-invariante.

Queda entonces tnicamente por comprobar que W es inyectiva:

Sea o € QF(N) tal que f*o = 0. Es decir, existe w € QTHVI(M/]-") tal que dw = f*au.
Como acabamos de comprobar que W es sobre, sabemos que existe o’ € Qf' tal que w = f*o/
Entonces

ffa=dw=dfa = f*do/,
con lo que o = 0. U

Proposicién 9.7. Si T es la adherencia de T en Gy se tiene que Hi:(N) = HEZ(N).

Demostracion. La accién de I por la izquierda sobre N induce una accién por la derecha de I'
sobre (2(/N) dada por w - v = A(7y)*w, donde en (V) existe una topologia tal que si {7, } — v
entonces {A(7,)*w} — A(7)*w (ver Seccién 9.2 de [32]).

Sea w € Qr(N), es decir, A\(7)*w = w paratodoy € I''y sea ¥ € I. Se tiene que 7 =
lim,, 00 Yn, con 7y, € I', de donde

A(Y)'w = lim A(7,)'w = llm w=w.

n—o0 n—o0

Se tiene entonces que Qr (V) C Qp(V). El otro contenido es trivial. O
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Ejemplo 9.8. Para la foliacién F¢ x, inducida por el subgrupo K., se tiene que el morfismo de
holonomia es trivial. Por tanto, la cohomologia bésica de la foliacion es isomorfa a la cohomo-
logia de la variedad homogénea N = G/ K..

Ejemplo 9.9. Si las fibras no son conexas el Lema 9.4 no es cierto. Como ejemplo, tomemos
la proyeccion : R? — T? = R?/Z?, que serd una cubierta, y por tanto una submersion con
fibras discretas. Asi, 7*pt induce sobre R? la foliacién por puntos, cuya cohomologia bésica

coincidird con la de R?, diferente a la de T?, pues es bien sabido que Hl(RQ) = (, mientras que
HY(T?) =R.

9.2. Cohomologia de las foliaciones de Lie

Si « es bésica para F se tiene que da también, con lo que el espacio de formas bdsicas es un
subcomplejo de Q°*(M) que denotaremos por Q°*(M/F). La cohomologia H*(M/F) de este
complejo serd la cohomologia bdsica de la foliacion.

Proposicién 9.10. H*(M/F) = HL(G).

Demostracion. Es un caso particular del Teorema 9.6 considerando el subgrupo K = {e}. En
efecto, en este caso, las fibras de la aplicacion desarrollo D: M — G son conexas, pues, Como
M es compacta, sabemos que D es una fibracion localmente trivial (Proposicién 7.7), y por tanto,
considerando la serie exacta

o m(F) 5 m(M) = m(G) = mo(F) — mo(M) — m(G) — 0,

donde [’ representa la fibra de D, tendremos, al ser G simplemente conexo y M conexo, es decir,

m(G) =0y m(M) =0, que mo(F') = 0. O

Teorema 9.11. [12] Sea F una foliacion Riemanniana sobre una variedad compacta M. Se
tiene que la cohomologia bdsica H*(M /F) es de dimension finita. En particular, para la codi-
mension n se tiene que H" (M | F) es isomorfa a 0 0 a R.

Teorema 9.12. [10] Sea F una foliacion Riemanniana de codimension n sobre una variedad
compacta M. Se tiene que H*(M /F) verifica la dualidad de Poincaré si 'y solamente si F es
unimodular.

El siguiente resultado caracteriza completamente las foliaciones de Lie que son unimodula-
res.

Teorema 9.13. Sea F una G-foliacion de Lie sobre una variedad compacta M, con T la adhe-
rencia del grupo de holonomia. Entonces, F es unimodular si 'y solo si G 'y I son unimodulares.

Es una consecuencia inmediata de estos otros tres Teoremas, de Llabrés y Reventds los dos
primeros, y de El Kacimi Alaoui y Nicolau el tercero:
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Teorema 9.14. [28] Sea F una G-foliacion de Lie unimodular sobre una variedad compacta
M. Entonces GG es unimodular.

Teorema 9.15. [28] Sea F una G-foliacion de Lie unimodular. Entonces, para todo r < n,
con n = dimG, el morfismo i}: H' (G) — H'(M/F), inducido por la inclusion candnica
ir: QL(G) = QL (G), es inyectivo.

Teorema 9.16. [11] Sea G un grupo de Lie conexo de dimension n'y sea K un subgrupo cerrado
tal que K\G es compacto. Entonces H.(G) # 0 si y solamente si los grupos de Lie G y K son
unimodulares.

En las secciones siguientes veremos que la cohomologia invariante puede expresarse en tér-
minos de las dlgebras de Lie.

9.3. Cohomologia con coeficientes

Sea G un grupo de Lie conexo de dimensién n = dim G y sea H un subgrupo cerrado. Nos
interesard el caso en que H = I, la adherencia del grupo de holonomfa.

Sea g el dlgebra de Lie de G. Veamos cdmo asociar a cada campo invariante en G un campo
invariante en H\G a partir de la proyeccién canénica 7: G — H\G. Para X € g campo de
vectores en G invariante por la izquierda, definimos el campo X en H\G como X g = Tig(Xg)-
Esta bien definido, pues si consideramos hg otro representante de la clase [g] en H\G, como
mo Ly = mparatodo h € H y X es invariante por la izquierda tendremos que

Xing) = TungXng
= 7T*Lh(g)((Lh)*ng)
= (m o Lp)igX,
= g Xy
= Xg-

Definicién 9.17. Llamaremos campos fundamentales a los campos X € X (H\G) definidos de
esta forma. Al conjunto de todos los campos fundamentales le llamaremos X™*(H\G).

El conjunto X*(H\G) es una subdlgebra de X' (H\G) pues, al estar X y X 7-relacionados,

se tiene que [X, Y] = [X, Y], paratodo X,Y € g.
Sea C>(W) el espacio de funciones reales en el espacio homogéneo W = H\G, dotado de
la estructura de g-mdédulo dada por X - f = X f.

Lema 9.18. Se tiene que (X f)om = X (f o).

Demostracion.

(Xf)om)(g) = (Xf)([g))
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= X(fom)(g) -l

Sea (A(g;C>*(W)), ) el complejo de las aplicaciones multilineales alternadas del dlgebra de
Lie g con valores en C*(1/), dotado de la diferencial

A

0wh(Xo, .., X,) = (—1)'X; - (X, ..., Xiy o, X))
+ ) ()X X)L Ko Xoy o X, X,

1<j

El siguiente Teorema es un caso particular de un resultado de Masa en [34].
Sea Q4 (G) el complejo de formas diferenciales en GG invariantes por la accién de H por la
izquierda.

Teorema 9.19. El complejo (2 (G),d) es isomorfo al complejo (A(g;C>(W)),6). Por tanto,
en cohomologia tenemos Hy (G) = H(g; C*°(W)), donde W = H\G.

Demostracion. En primer lugar, consideramos el morfismo

O (G) s A(gCR(W))
W — wh

donde w*: gx S xg — C>®(W) es la forma r-lineal alternada que para X, - -- , X, campos de
vectores invariantes por la izquierda en GG estd dada por

W (X1, X)([9]) = (L) (Xas - X0 (e).

Esté bien definida como funcién en C*°(H\G) pues w es H-invariante, y si escogemos hg otro
representante de la clase de g en H\G tendremos que Ly w = Ly Ljw = Liw.
Reciprocamente, definimos

A" (g;Cx(W)) 5 Q(G)
¥ —

donde para definir 1)° bastard determinar su valor para X1, - - - , X, campos de vectores invarian-
tes por la izquierda en G. Definimos, por tanto,

V(X1 X)) = 0K, X)) o € CF(G),
es decir, que para g € GG tenemos

U (X1)g, 4 (X)g) = (Xu, -+, X0)([g)-
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De esta manera tenemos que wb es H-invariante, pues si h € H,

(Li")(Xn, - X0)(9) = Ung(Lne)g(X1)g, -+, (Lnw)g(X,))

= wibzg((Xl)hgv ) (Xr)hg)
= (X1, X,)([hg])
= (U(Xy,--+, X;)om)(g)
= () (X1, X))(g).

Veamos que b y # son inversas. Por un lado tenemos que

(W) (X, X)(g) = (wH(Xi, ... X, 0 ) (o)
= wﬁ(Xh 5 X)([g])
= (L;w)(Xh LX) (e)

= wy((Lg)e(X1)er -+ (Lge)e(X1)e)
=w(Xy,..., X;)(9),

y por otro lado

W (X1, X)([9]) = (Lpd") (X X ) (e)
= Vg ((Lg)e(X)es - s (Lga)e(X)e)
= 1/)(X1, ce 7X7")(g)'

Falta por tanto Gnicamente probar que f# y b son morfismos de complejos. En primer lugar,
sobre las 0-formas, es decir, sobre las funciones, es claro que ambas diferenciales coinciden, pues

(de)*(X)(lg]) = (Lgde)(X)(e)
= dp(X)(9)
= (X¥)(9)

= (X¢")([g)), (9.3.1)

y por el Lema 9.18

(9.3.1) = X (¢f o 7)(g)
= (X¢)(9)-

Por otra parte, para las - formas, tendriamos:

(dw)*(Xo, ..., X;)(lg])
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= (L:dw)(Xy, - .., X,)(e)

g

= (dw)(Xo, ..., X;)(9)
_Z( Y Xiw(Xo, - Xy, X0)(9)

"‘Z Zﬂw Xl,X]Xo,...,Xi,...,Xj,...,Xr)<g)

1<j

_Z Vi X wh(Xo, .., Xay . X)) (l9])

+Z 1)t (X5, Xj], Xo, -5 Xiy o X5 X)) ([g])

1<J

= dwﬁ(Xo, X0 (lg)-

Como b y i son inversas, que £ sea un morfismo de complejos implica ya que b es también de
complejos. L

9.4. Cohomologia invariante

Denotamos por 4 (G) el complejo de formas invariantes por la accién por la izquierda del
subgrupo H C G,y por H},(G) la cohomologia de este complejo.
Aziz El Kacimi Alaoui y Marcel Nicolau prueban en [11] el siguiente resultado:

Teorema 9.20. Sea G un grupo de Lie conexo y H un subgrupo cerrado tal que el espacio
homogéneo W = H\G es compacto. Si G, H son unimodulares, entonces H};(G) # 0, donde
n = dim G.

La demostracion original utiliza un resultado de [11] sobre variedades promediables. Dare-
mos a continuacion una demostracion diferente utilizando el Teorema 2.15.

Lema 9.21. Sea ¢ = dim H\G. Dada ;1 € Q1(H\G) se tiene que p(g)* 1 = pparatodo g € G si
y solamente si div X = 0 para todo X € X*(H\G), donde p(g): H\G — H\G es la traslacion
por la derecha definida en la Seccion 2.4.2.

Demostracion. Se tiene que div X - = L ;. Por otro lado, se sabe que Lz = 0 siy solo si
X ;i = p para todo t € R, siendo Xt el flujo de X . Tendremos entonces que div X = 0 si y
solamente si Xt* 1 = pparatodot € R.

Sea entonces X € g el campo de vectores asociado a X, donde g denota el dlgebra de Lie de
G. Como X es un campo de vectores invariante en G se tiene que X; = Rexp1x, €s decir, la linea
uniparamétrica que pasa por g € G es g - exp tX. Por tanto, bajando al cociente, tendremos que
X = plexptX).

Para comprobar esto dltimo, dado [g] € H\G, consideremos la curva

¢(t) =g - exptX] =m(g - exptX).
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Se tiene que B

¢'(0) = mg Xy = Xig)-
Como exp: g — G es un difeomorfismo en un entorno del neutro, que podemos suponer si-
métrico, U = U~! C G, tenemos que, para todo g € U, podemos tomar X € X (G) tal que
g = exp X. De esta manera

p(g) 1= plexp X)"'p = Xip = p.

Dado ahora gy € GG, como G es conexo, sabemos que go = g1 - - - gs, donde g; € U para todo
1. Asi llegamos finalmente a que

P(g0) 1= p(gr---gs) = _(p(gs) o0 p(g1))'p=plg) o op(gs)n=p.

Por tanto, hemos probado que si X S = p para todo X exr (H\G), entonces p es invariante
por la accién.

La otra implicacion es trivial, pues si y es invariante por la derecha, es decir, si p(g)*u = u
para todo g € G, entonces, para todo X , Se tiene:

Xip=plexptX)'u=p 0O

Teorema 9.22. Dado un espacio homogéneo H\G compacto, si existe una forma de volumen [
invariante por la derecha entonces se tiene que el morfismo

H(g) — Hu(G),
inducido por la inclusion i: Qc(G) — Qu(G), es inyectivo.

Demostracion. En primer lugar, es necesario hacer notar que al ser ; una forma de volumen,
W = H\G sera orientable.

Para facilitar los cdlculos, consideraremos la forma diferencial ;o de tal manera que el volu-
men total de la variedad sea uno; es decir:

/,uzl.
w

Lema 9.23. Dado un campo de vectores X € X*(W)ydada f € C(W) se tiene que div fX =
X/
Demostracién. Sabemos (Lema 9.21) que div X = 0 para todo X € X*(H\G).

Sea f € C*(W), vamos a calcular la divergencia del campo de vectores fX:
Lf)?,u = d(fl)z-pj) =df Nigp+ fAdigu=df Nigu+ fLzp.
Por otro lado,
Oziy((df/\,u) =igdf Ap—df Nigp,
con lo que B
df Nigup=1igdf Ap=Xf-p.
Entonces: N - ~ ~
divfX -p=Xf-p+f-divX-p=Xf-p 0O
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/Wf(f-u:o.

Demostracion. Como, por el Teorema de Stokes, fW div X -y = 0 para W compacta, el resultado
es inmediato a partir del Lema 9.23. U

Corolario 9.24. Se tiene que

Podemos entonces definir el siguiente morfismo de complejos:

i

06 (G) = Ag*zMg,mH\G» — (@),

donde ¢ viene dado por:

(Pw)(Xy,..., X,) = /Ww(Xl, oo X)) e

Veamos que ¢ es de complejos:

5(0w)(Xo, ..., X))
—Z H_] (IDw XZ',X]'],X07...,XZ',...,Xj,...,X,,«)

i<j
_Z Z—H/ [XlaX]XOa"'a)?i?'”7)?]'""’XT).’U'
1<j

Por otro lado, tenemos que

O(dw) (X1, ..., X,)
= / dW(Xl, PN 7X7")

Entonces, aplicando el Corolario 9.24, tenemos que el primer sumando se anula, con lo que
llegamos a que 6(Pw) = P(dw).
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Ademads tenemos que ¢ o ¢ = id, ya que si « es G-invariante, entonces

(Poi)a(Xy, -, X,) :/Wa(Xl,--- X)) -
— (X1, X,),

pues a(Xy, -+, X,) es constante.
Por tanto, ®*i* = id y el morfismo i*: H(g) — Hy (G) es inyectivo. O

Corolario 9.25. Dado un espacio homogéneo compacto H\G, se tiene que si
det Ady(h) = det Adg(h) Yh € H,
entonces el morfismo H(g) — Hy(G) es inyectivo.

Demostracion. A partir del Teorema 2.15 deducimos que existe una forma de volumen invarian-
te, con lo que, por el Teorema 9.22, el resultado es inmediato. O

Corolario 9.26. (Teorema 9.20) Sea G un grupo de Lie conexo y H un subgrupo cerrado tal
que el espacio homogéneo W = H\G es compacto. Si G 'y H son unimodulares, entonces

H%(G) # 0, donde n = dim G.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que dim H > 1. Que G sea unimodular quiere
decir que det Adg(g) = 1 para todo g € G, pues G es conexo. Sin embargo, como H no tiene
por qué ser conexo, la unimodularidad solamente garantiza que |det Ady(h)| = 1 para todo
h € H. Supongamos, en primer lugar, que det Ady(h) = 1 para todo h € H, asi tendremos que
det Adg(h) = det Adg(h) = 1 para todo h € H, con lo que, por el Corolario 9.25, el morfismo
H(g) — Hy(G) es inyectivo. Y como G es unimodular y, por tanto, H"(g) # 0, tenemos ya que
Hy (G) # 0.
Sidet Adg(h) = —1 para algin h € H, siguiendo [30] o [33], hacemos

Hy = {h e H: det Ady(h) > 0}

y Wy = H)\G. Asi, Wy es compacta, y det Adg, (h) = det Adg(h) = 1 paratodo h € Hs. Por
tanto, por el Corolario 9.25, tenemos que el morfismo H(g) — Hpy, (G) es inyectivo. Conside-
rando entonces la composicion

tendremos que H(g) — Hy(G) es el primer morfismo de una composicién inyectiva y, por tanto,
serd también inyectivo.

Y una vez mds. como G es unimodular, tendremos que HY; (G) # 0.

Supongamos ahora que H es discreto. Como G es unimodular sabemos, por la Proposicién
2.13, que GG admite una forma de volumen biinvariante w. Por otro lado, como p: G — H\G es
una cubierta, con un razonamiento andlogo al del Lema 9.5, tenemos que p* es un isomorfismo
entre las formas en H\G y las formas en G invariantes por los automorfismos de la cubierta.
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Como H C G, es obvio que w es invariante por los automorfismos de la cubierta, con lo que
existe w forma en H\G tal que p*w = w. Veamos que w es invariante por la accién por la
derecha de G en H\G:

Como w = p*w es invariante, tenemos que:

prw = R;p*a;
= (po Ry)'w
= (ryop)*@

=pr,w,

donde 7, representa el automorfismo en H\G que lleva [k]| — [kg] para todo k € G. Con lo que,
como p* es un isomorfismo, llegamos ya a que 7w = w.

Por otra parte, es inmediato que & es no nula en todo punto, y por tanto una forma de volumen
invariante por la derecha en H\G, con lo que podemos aplicar el Teorema 9.22 y proceder como
en el caso no discreto. O

Corolario 9.27. Sea F una G-foliacion de Lie en una variedad compacta M. Sea H = T la
adherencia del grupo de holonomia. Si G, H son unimodulares entonces la foliacion es unimo-
dular.

Demostracion. Como M es compacta entonces W = H\G, la variedad basica de la folia-
cién, también es compacta. Estamos entonces ante las hipétesis del Teorema 9.20 y por tanto,
H%(G) = H*(M/F) # 0, lo que significa que F es unimodular. O






Capitulo 10
Ejemplo

Agradecemos a Jests Alvarez el mostrarnos el ejemplo que desarrollaremos a continuacién.
Es un interesante ejemplo de foliacion transversalmente homogénea no Riemanniana, del que
calcularemos su desarrollo, su holonomia y sus cohomologias, evidenciando que si las fibras de
la submersion desarrollo no son siempre conexas no existe relacion entre las cohomologias de la
variedad homogénea y la cohomologia basica de la foliacion.

10.1. El espacio homogéneo N

Sea el grupo afin real

G:GA+(R):H8 ‘f] : a,beR,b>O}.

Este grupo representa las transformaciones ¢ — bt 4 a. Asi, podemos representar los elementos
de GAT(R) como pares de elementos (b, a), con a,b € R, b > 0, entre los que podemos definir
un producto semidirecto haciendo

(bya) - (b',a") = (bb',a + ba").

El grupo de Lie GA™(RR) es conexo y simplemente conexo por ser difeomorfo a Rt x R.

Sea el subgrupo
b 0
k= {[r s vemono).

que podemos considerar el subgrupo de “homotecias". K es conexo, no compacto, y no es normal
enG.

Proposicion 10.1. El grupo de Lie G = GA"T(R) actiia transitiva y efectivamente sobre la
variedad N = R.

Demostracion. El grupo GA™(R) actia sobre N = R por la accién afin (b, a) - t = bt + a. Esta
accion es transitiva y la isotropia de t = 0 es {(b,0): b > 0} = K. Podemos entonces definir
una proyeccién 7: GAT(R) — N = R haciendo 7(b,a) = a. Por tanto, G/K = N como
G-espacios.

La isotropia de otro ¢y € NN, seran los elementos que cumplan

bto+a =ty < a=(1—Db).

Entonces, si typ = 0 se tiene que a = 0, y si ty # 0, para que a = 0 es necesario que b = 1. Por
tanto, el inico elemento que estd en todas las isotropias es el neutro, y la accién es efectiva. [

97
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10.2. La cubierta p: M— M

Sea M = T? el toro y sea M =TR?— {0}, que se puede expresar en coordenadas cartesianas o
en polares. Fijemos una homotecia A > 1 cualquiera y la accién de Z sobre M dada por

n-(z,y) = Nz, \"y),
0, en coordenadas polares,
n-(p,0)=(\"p,0).

Entonces p: M = R* x S! — M = S! x S! es una cubierta con Aut(p) = Z. Como domi-
nio fundamental podemos pensar en la corona 1 < p < A\ con los bordes identificados por la
homotecia.

10.3. La submersion desarrollo

Tomemos la submersion N
f: M=R*-{0} — N=R
(z,y) =
Todas las fibras son conexas excepto f -1 (0); por tanto, f no es una fibracién, pues de serlo todas
las fibras deberian tener el mismo tipo de homotopia.
Sabemos que N = G/ K y tenemos el morfismo

h
Aut(p) = T'Cd@
neZ — (A",0)
donde
'=imh={(\",00eG:necZ}=Z

es el subgrupo de GG generado por la matriz B (1)] . De esta forma, tendremos que el grupo de

holonomia de la foliacién serd un subgrupo discreto y por tanto I = T
Se tiene que f es h-equivariante:

fA"z, A"y) = N'e = (N",0) - & = h(n) - z.

10.4. La foliacion

Tendremos entonces el diagrama
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que al proyectar por p las fibras de f definird una foliacién transversalmente homogénea en
M =1T2

Las dos componentes de f~1(0) nos dan dos hojas compactas (difeomorfas a S*) con holo-
nomia ['; = 7Z. Las otras son no compactas (difeomorfas a R) sin holonomia y se acumulan en
las otras dos.

Esta foliacién no es Riemanniana ya que la accién de Z = Autp en R* — {0} no es por
isometrias.

10.5. El fibrado de Blumenthal

Siguiendo la construccion llevada a cabo en el Capitulo 8 tendremos que

[G ={((z,), (b,a)) € (R* = {0}) x GAT(R): f(z,y) = 7(b,a)},

con lo que el par ((x,y), (b,a)) € f*G siy solo si z = a.
Consideramos el difeomorfismo ¢: f*G = (R? — {0}) x K dado por

e((2,y), (b)) = (2,y,b).
Tendremos que la proyeccién de f*G sobre GAT(R) es la submersion

f: (RZ—{0}) x K — GA*(R)
(z,y,b) = (bx)

Esta submersion serd equivariante para h: Z — G, puesto que

= (A\"b, \"z)
n’ O) ’ (bv (ﬂ)
n) - (b, z)

(
(n) - f(z,y,b).
Nétese que f no tiene todas las fibras conexas, pues la fibra de un elemento (b,0) seran dos

semirrectas.
El diagrama

(
h
h

(R? — {0}) x K —L~ GA*(R)

R-{—7r1 _R

sera conmutativo, pues
(f o pI‘1>([E,y,b) = f(x,y) =T

(mo f)(x,y,b) =7(bz) = .
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De esta forma, el fibrado de Blumenthal p serfa un fibrado principal de grupo K = R,
K—=T\f*G—L~T?

dado por
p([(z,y,0)]) = ([(=,9)]),

con (z,y) # (0,0) y b > 0. Asi, el fibrado de Blumenthal no serd trivial en este caso y I'\ f*G
serd una variedad tridimensional conexa pero no compacta, sobre la que tendremos definida la
foliacién de Lie F+, que tendrd a f como submersién desarrollo, con holonomia I', y cuyas hojas
serdn curvas unidimensionales.

10.6. Estudio de las métricas

Comprobaremos que en N = R no se puede definir una métrica invariante por la accion de
G, pues de lo contrario F seria Riemanniana. Recordemos que la traslacién en N = R por un
elemento (b, a) € G vendrd dada por (b, a)(t) = bt 4 a. La diferencial de esta aplicacién en un

punto ¢ € R serd

A(b,a)«t
TR=R "% T\,oR=R

oz — box
A(b, @), Ot = bOt.

Entonces, para que pudiera existir una métrica invariante por la accién de G tendria que cumplirse
que

b0t = [0,
lo que solamente puede ser si b = 1. Asi, no existe una métrica invariante para todos los ele-
mentos de GG, ni tampoco para los elementos de I' C G, lo que implica que la foliacién F no es
Riemanniana.

La submersién f es Riemanniana si en R y en R?* — {0} se consideran las métricas usuales,
pero entonces la accién de Z en R? — {0} dada por n - (z,y) = (\"z, \"y) no es por isometrias
y entonces la métrica no puede bajar por la cubierta a 72,

Notese que aunque f sea Riemanniana para las métricas usuales no es un fibrado localmente
trivial, lo que es posible pues R? — {0} no es completa con la métrica usual.

10.7. Calculo de las Cohomologias

» Cohomologiade G = GA*(R).
_la b : 1 |1/b —a/b
Dadog—{0 1}€Gsetlenequeg —{0 1
Cartan de GA™T(R) vendra dada por

Q= gldg — {1(/)5 —al/b} ﬁl}b doa}

] . Entonces, la forma de Maurer-
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1 1
0 0

:{g g].

Como esta forma cumple que d2 = —2 A ) tendremos que

O] (O R

yporlotantoda =0y ds = —a A S.
A partir de las constantes de estructura, tendremos que una base del dlgebra de Lie de
GAT(R) es {(e1,e2)} con [e1, ea] = es. Asi, para calcular la cohomologia partiremos del
complejo
Mg =R I8 Alg* = (0, 8) L3 A%" = (0 A B),

llegando entonces a que

1. Ho(g) = R.

2. H'(g) = R, pues da = 0y df3 # 0 y por lo tanto ker d = («).

3. H?(g) = 0 pues d3 = —a A 3y por tanto d es sobre.

Estamos, por tanto, ante un dlgebra de Lie no unimodular.

= Cohomologiade N = R.
Es una variedad unidimensional cuya cohomologia viene determinada por el complejo
Q0 =C=[R) -L Q' =C®(R)®dt
f — df = fdt
Asi, tenemos que
1. H° = R, pues el nicleo de d son las funciones constantes.
2. H' = 0, pues toda funcién g = g(t) es derivada de f(f g(t)dt.

= Cohomologias invariantes.

Lema 10.2. Una funcion continua f: R — R es I'-invariante si y solo si es constante.

Demostracion. Si f es I'-invariante entonces f(t) = f(A\"t) paratodot € R, n € Z, y por
1
tanto f(t) = f (Vt) para todo ¢t € Ry todo n € N. Asi, por continuidad, tenemos que
() = I L) = f0) vieRr
fo) = lm F ) =7 €K

y f es constante. El reciproco es inmediato. ]
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Tendremos entonces

con lo que
1. HY(N) =R,
2. HL(N) =R

De la misma forma se tiene

0L(N) =R =B QL(N) =R,

con lo que
1. HL(N) =R,
2. H4(N) =R

Cohomologia basica de F.

Calculemos, en primer lugar, la cohomologia basica de la foliacion Fen M =R?— {0}.
Para ello estudiaremos cémo son las formas bésicas en M :

Las O-formas seran lag funciones basicas en M , es decir, las funciones constantes a lo
largo de las hojas de F, y por tanto constantes a lo largo de las fibras de la submersion
f: M — R, dada por f(z,y) = z. Asi, las funciones bésicas serdn aquellas que no
dependan de la variable y, con lo que podemos concluir:

00N/ F) = {F € C=(I, R): (%F o,

de forma que, para toda F' € 92(1\7 /F) podemos escribir F = F(z).

Las 1-formas en M serdn de la forma w = adx + bdy, con a,b € COO(M ). De éstas,
serdn basicas aquellas que cumplan que ixw = 0y que ixdw = 0 para todo X campo de
vectores tangente a las hojas, que serd necesariamente un mdltiplo de 0/0y. Asi, para que
una forma w = adx + bdy sea bdsica para F hade cumplirse que

(adx + bdy)(0/0y) =0=b=0,

y por lo tanto podemos escribir w = adz.

Ademads también debe cumplirse que i xdw = 0 para X tangente a F, lo que significa que
d(adx)(0/0y,0/0x) = 0.
Y como

d(adz) = g—;dy A dz,
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llegamos a que tiene que ser
oa
— =0,
dy
con lo que a solamente depende de x y podemos escribir que

QY (M/F) = {a(z)dz: a € C®(M)}}.

Por ultimo, para que una 2-forma en M, que serd de la forma G'dz A dy, sea basica para F
deberd cumplirse que

(Gdx Ady)(0/0y,0/0x) = G =0,
con lo que 92(]@//]?) = 0, lo que ha de ser asi pues codim F = 1.

Por tanto, para calcular la cohomologia basica de F partiremos de
Q(M/F) = {F(a)} ~= Q"(M/F) = {a(x)dz}.

Como dF(z) = F'(z) = 0 implica que F es constante entonces H'(M /F) = kerd = R.
Por otra parte, d es sobre, pues cualquier 1-forma a(x)dz es la diferencial de la funcién
F(z) = [ a(t)dt,yasi H{(M/F) = 0.

= Cohomologia basica de F.

Para terminar, sabemos que H(M /F) = HZ(M /F), es decir, la cohomologia basica de F
invariante por la accién de [' = Z. Calculémosla:

Sea F': R — {0} — R bdsica para F, es decir, ¥ = F(z), con z € R. Para que sea
invariante por la accion de [' = Z tiene que cumplirse que F'(Az) = F'(x), con lo que, por
el Lema 10.2, sabemos que es constante. Asi,

O°(M/F) = Qu(M/F) =R
Para que una 1-forma w = a(z)dz € Q! (M / F ) sea invariante tiene que cumplirse que

a(T) = Wy (0/0T) (10.7.1)
= (sz)(x,y)(a/ax)
= Woay) (A0/0x)
= da(\x),

con lo que, para que w € Q%(]\AI//}Z) ha de cumplirse que a(z) = Aa(Ax) para todo = € R.
Asi, para cualquier x € R tendremos

a (;) = Aa(z), conlo que

o) = (3) = a0,
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y sucesivamente llegamos a que

a ( lfm i) = lim \a(z) < a(0) = Nmmo=mg(g),

n—oo \" n—00

por lo tanto a(z) = 0 para todo = € R. Asi, QZ(M/f) = 0 y entonces

HO(M/F) = HY(M/F)

HY(M/F) = Hy(M/F)

R,y
0,

lo que significa que F no es unimodular.
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Resultados en foliaciones no Riemannianas







Capitulo 11

La construccion auxiliar

Para poder demostrar, como haremos en el Capitulo 13, que, dada una N-foliacion transversal-
mente homogénea, podemos hacer que modele sobre [V, la cubierta universal de IV, debemos
encontrar un grupo de Lie que actie efectivamente en N y para el que se cumpla la necesaria
equivarianza. En este capitulo construiremos y estudiaremos a fondo ese grupo.

11.1. El grupo extendido G

Partiremos de una variedad /N sobre la que actiia transitivamente un grupo de Lie conexo G,
con isotropia K. Si p: Gy — (| es la cubierta universal de (G tendremos que

N = ETY\o/JUfl(Ko)-

Para simplificar la notacién denotaremos Ky = p~!(K)), aunque este grupo no tiene por qué ser
la cubierta universal de K. Asi, siguiendo la Seccion 1.3.1 sabemos que

(Gu)s = G/ Core(Ky) = Go/ Core(o) = (Go)y
(Ko)ﬁ = K()/ COI‘G(K()) = KO/COI'G(K()) = (Kg)ﬁ

La variedad N = é\o / I/(\o tiene como cubierta universal N = é; / (}/(\O)e y el grupo de transfor-
maciones de la cubierta m: N — N es Ky/(Kj).. El grupo que actda efectivamente sobre N es
Go/ Core((Kp)e)-

11.1.1. Accién de G en N

Consideraremos el menor grupo que contiene a G/ Core((Ky).) vy a Ko/(Kp)e y que actia
transitivamente en /N. Después veremos como hacer para que la accion sea efectiva.

Proposicion 11.1. El grupo de Lie
G: = Go/ Core((Kp)e) X Ko/(Kp)e,
que llamaremos grupo extendido, actia transitivamente por la izquierda en N = Go / ([/(\O)e-

107
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Demostracion. Dados ([gl;, [k]) € Go/ Core((Ko)e) x K/(Ko)e y i = [h] € N = Go/(Ko).,
con h € Gy, k € Ko, y donde lg]; denota la clase del elemento g € Gy en GO/ Core((KO) ), la
accion se definird como

(l9)s, [K]) - [1] = [ghk™"] € N.

Estard bien definida por ser (I/(\o)6 normal en I/(\o, pues aunque escojamos otro representante kk,
de laclase [k] € Ky/(Kp)e, con k. € (Kp)., tendremos que

ghk;'k™") = [ghk™"k]] = [ghk™"] € N.

De la misma forma, si escogemos g/{;e, con k. € Core((KO) ), otro representante de la clase
9]y € Go/ Core((Ko) ), como Core((Ko) ) C (Ko) tendremos también por normalidad de
Core((Ko) ) en G que

gkehk™] = [ghk™"].

Veamos que se cumple la condicién de accion por la izquierda:

((gle, [K]) - (lg']e: [K])) - [h] = (lgg']e, [KKT) - [A]
= [gg'h(kK')™"]
[g /hk/—lkfl]
= (lgl. [K]) - [g'h&"™"]

(lg
= (gl [K]) - ((lg'], [K]) - []).

Por otro lado, es trivial que ([e]y, [e]) - [h] = [h] para todo h € Go. Que la accién es transitiva es
evidente también por serlo la accién de Gj. ]

Proposicién 11.2. La isotropia de la accion de G, tomando como punto base le] € N =
Go/(Kp)e, serd el subgrupo

i(Ko) = {([K]y, [k]): k € Ko},

donde i: Koy — G es el morfismo que a cada k € K lo lleva en i(k) = ([kly, [k]) € G.
Este subgrupo de Lie es isomorfo a K/ Core((Kp)e).

Demostracién. Los elementos de la isotropfa en [e] € N = Go / (l/(\o)e seran los elementos de GG
que cumplan

([9)s: [K]) - [e] = [e] = [gh™"] = [e]
N = Ko)

T
Ns)
m
)
?‘T//—\
#
\_/

y por lo tanto,
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Reciprocamente, si ([k], [k]) € z(f(\o) tendremos que
(K, [K]) - [e] = [kek™"] = [¢] € N.

Veamos que Z(K 0) es isomorfo a Kg / Core((K 0)e). Basta comprobar que el nicleo del morfismo
Ko — z(Ko) que a cada k € K, le hace corresponder ([Kly, [k]) € 2(.[/(7)) es Core((l/(\o)e). Sea
entonces k € KO tal que
i(k) = ([Kly, [K]) = ([e]y [e])-

Igualando las primeras componentes tendremos que [k]; = [e]y, lo que se cumple si y solamente si
ke Core(([/(\o)e). Por otro lado, si igualamos las segundas componentes llegaremos a la misma
conclusion, pues [k] = [e] € I/(\o/([/(\o)e siysolosik € ([/(\o)e, y por tanto k € Core([/(\o) N
(I/(\O)e = Core((}/(\o)e), por la Proposicién 1.9. O

11.1.2. Calculo del core group de z([/(\o) en G

La accién de G sobre N = G /(K)). no tiene por qué ser efectiva. Para conseguir una accién
efectiva sera necesario cocientar por el core group de i(Ky) en G.

Proposiciéon 11.3. El core group de Z(I/(\o) en G serd
Core(i(Kp)) = i(Core(Ko)) = {([k]s, [k]): k € Core(Ky)}.
Este subgrupo es isomorfo al grupo abeliano Core([/(\o)/ Core((l/(\o)e).

Demostracion. Para calcular el core group de i(K,) en G, dado ([klg, [k]) € i(Ko), deberemos,
siguiendo el apartado 3 de la Proposicién 1.5, ver cudndo se cumple que

([gle WD (K, (D) (g, D)~ = (lgkg™"Ts, WRR]) € i(Ko)

para todo ([g]s, [k']) € G. Tendremos, por un lado, que gkg ™' € K, para todo g € Gy, con lo
que k € Core(Ky). Y por otro lado, que [gkg™'] = [K'kk'!], 1o que se cumple si y solamente si

K" kg™ K] = (K~ g)k(K"" )] = [K]

para todo g € GO, k' € KO Lo que, como k € Core(KO) sabemos que es cierto pues el Lema
1.8 asegura que k estd en la misma componente conexa de K, o que todos sus conjugados, es decir,
que [k] = [ghg~!] € Ko/(Ko). para todo g € Go.
Reciprocamente, si k € Core([/(\o) entonces, por la Proposicién 1.5, gkg™! € I/(\o para todo
g € Goy lgkg™] = [K'kk'"!] para todo g € Gy, k' € K, por el Lema 1.8. Resumiendo, hemos
probado que
([k]y, [k]) € Core(i(Ky)) < k € Core(Ky),

y por tanto . .
Core(i(Ky)) = i(Core(K)y)).
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Para ver que es isomorfo a Core(I/(\o) / Core((l/(\o)e) comprobaremos que el nicleo del morfismo

¥ Core(Ro) - Core(Ky) — i(Core(Ky))

es Core((l/(\g)e). En efecto, sii(k) = ([k]y, [k]) = ([e]ﬁ [e]) entonces tendremos que [k]; = [e], es
decir, k € Core((f(\o)e). Ysik e Core((f(\o)e) C (Ko)e entonces, trivialmente, i(k) = ([ey, [¢]).
Por lo tanto, k € Core(l/(\o) estard en el niicleo si y solo si k € Core((}/(\o)e).

Que Core(I/(\o) / Core((l/(\o)e) es abeliano lo probamos en la Proposicién 1.13. O

11.2. Elgrupo G; = G/i(Core(Ky))
Vimos en la Proposicién 11.1 que el grupo de Lie
G = Go/ Core((Ko).) x Ko/(Ko).

actda transitivamente por la 1zqulerda en N. Por tanto, cocientando por el core group tendremos
que el grupo Gy = G/ z(Core(K o)) actda transitiva y efectivamente por la izquierda en N.
La accién de G en N vendr4 dada por

[([g)s, [D)] - [1] = [ghk™"] € N,

donde [([g]y, [k])] € Gy y [h] € N = Go/(Ko)e. ~
Por las Proposiciones 11.2 y 11.3 la isotropia de la accién de G4 en N serd isomorfa a
K/ Core(Ky). Para nuestros cédlculos posteriores serd necesario dar una expresion explicita:

Corolario 11.4. La isotropia de la accion de Gy, en el punto base [e] € N, serd el subgrupo
i3(Ko) = {{([Fs, [F])] € Gy: k € Ko},
donde iy Ko — Gy es el morfismo que a cada k € Ko lo lleva en iy(k) = ([k]y, [K]) € G
Este subgrupo de Lie es isomorfo a K,/ Core(Kj).
11.2.1. Extension de GO/ Core( 0) por Ko/(Ko)e.

Teorema 11.5. El grupo Gy = G/i(Core(Ko)) es una extension (no abeliana) de é?)/ Core(}/(\o)
por Ko/(Kp)e.

Demostracion. Consideramos el morfismo
ji Ko/(Ko). = Gy = G/i(Core(Ky))

dado por
J([K]) = [([e]:, [K])].
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Este morfismo es inyectivo pues, si [([ey, [k])] = [([e]s, [e])], entonces ([e]y, [k]) € i(Core([/(\o)),
y por tanto [k] = [e] € Ko/(Ko)e-
Por otro lado, consideramos el morfismo

7 Gy = G/i(Core(Ky)) — Go/ Core(Ky)

dado por
([(lg)s, [KD)]) = p(lgle) =[],

donde [g]* denota la clase del elemento g € Go en Gy / Core(I/(\o).
Estd bien definido pues si consideramos ([gk'];, [kk']), con k' € Core(K)), otro representante
de la clase de ([g];, [k]) en Gy, tendremos que p([gk'];) = p([g]:) = [g])*. Que 7 es sobreyectivo

es trivial. La serie P _ —~
KO/(KO)e i) Gﬁ l) Go/ COI"G(KQ)

es exacta, pues ker 7 = im j. Vedmoslo:
Comprobemos en primer lugar que ker 7 C im j:

[([g)s, [K])] € kerm & [g)f = [e]f < g € Core(Kp).
Por lo tanto [g]; € Core(I/{B)/ Core((I/(\o)e) y
[([g)s, (kD] = [([e] [kg™']) - ([g]: [9D)] = 5 ([kg ™)),

pues ([gly, [g]) € i(Core(Ky)).
Reciprocamente, veamos que im j C ker 7:

11.2.2. Conexidad de G}

Nétese que en general G no es conexo, pues aunque G/ Core(K) es conexo, Ky/(Kjp). no lo
es salvo que K sea conexo.

Proposicién 11.6. Los grupos de Lie Gy y K,/ Core(K)) tienen el mismo niimero de componen-
tes conexas. En particular, Gy es conexo si'y solo si K,/ Core(Kj) es conexo.

Demostracion. Consideramos la proyeccion Gy — N = Gy/ (I/(\O / Core(I/(\o)). Tenemos una
serie exacta

oo o 1 (Gy) — m(N) = 70(Ko/ Core(Ky)) — m0(Gy) — mo(N).
Como N es conexo y simplemente conexo tenemos Wo(l/(\o / Core(l/(\o)) = mo(Gy). O

Proposicion 11.7. La componente conexa del neutro del grupo de Lie G es Go / Core((I?o)e).
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Demostracion. Por la Proposicién 1.3 sabemos que, dado un grupo de Lie X y un subgrupo
cerrado H, se cumple que
(X/H)e = X./(HNX,).

En nuestro caso, recordemos que
= G/i(Core(Iy))

con

G = G/ Core((Ky).) x Ko/(Ky).

i(Core(Kq)) = {([K];, [k]): k € Core(Fq)}.
Tendremos entonces que .
(Gy)e = Ge/(i(Core(Ko)) N Ge).
En primer lugar, que

G. = Go/ Core((Ko)e) x {[e]} = Go/ Core((Ko).)
es trivial. Con este dato es inmediato que si ([£]4, [k]) € z’(Core(I/(\o)) N G, entonces [k] = [e] €
KO/(KO)e, y por tanto k € (KO) Y como k € Core(Ko) tendremos que k € Core( 0) N
(Ko)e = Core((Ko) ) (Proposicion 1.9), con lo que [k]; = [e]y y z(Core(Ko)) NG. = ([e]y, [e]).
Asi, llegamos a que
Gy = (Go/ Core((Ko).e) x {[e]})/{([€]= e])}

= Go/ Core((Ko)e) x {[e]}

~ Go/ Core((Kp).). 0
Proposicion 11.8. Se tiene que

m0(Gy) = Ko/((Kp)e - Core(Ky)).
Demostracion. Por la Proposicion 11.6 sabemos que
70(Gy) = mo(Ko/ Core(Ky)).

A partir de ahi, el resultado se obtiene directamente aplicando la Proposicién 1.14. ]

11.3. La accion de é\o/ Core([/(\o) en [/(\0/([/(\0)6

La proyeccién w: Gy — Go / Core(f(\o) como un fibrado principal de grupo Ko / (f(\o)e. Podemos
definir una accién de Gy / Core(I/(\o) en K, / (I/(E)e a partir de una seccién S: Gy / Core(f(\o) —
Gy. La accién serd por conjugacion. Para construir la seccién S utilizaremos una seccion de la
cubierta - - - L

p: Go/ Core((Kp).) — Go/ Core(Ky),

que simplificard mucho los cdlculos.
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Proposicién 11.9. La proyeccion p: é\o/ Core(([/(\o)e) — é\o/ Core(f/i)) dada por p([g];) = [g)*
es una_cubierta de grupos de Lie cuyo grupo de automorfismos es isomorfo al grupo de Lie

Core(Ky), Core((Ko)e).
Demostracion. Que p es homomorfismo de grupos es trivial, pues

p(lgg'ls) = log')* = l9)*lg')F = p(lgly) - p([9s)-

Ahora, p es un homomorfismo de grupos sobreyectivo con nticleo
Core(Ky)/ Core((Ko)e),

que es discreto, pues es un subgrupo de I/(?O / (f/(\o)e (Proposicion 1.12), lo que implica que p es
una cubierta. L

Consideremos entonces una seccién s: Gy/ Core(Ky) — G/ Core((Kp).), que podemos
considerar tal que s([e]*) = [e];. Esta seccién no tiene por qué ser de grupos, pero como p es un
homomorfismo, tendremos que

p(s([g1)") - s([g2]")) = p(s([g1]") - p(s([g2]"))
= [g1]" - [g2]*
= p(s([gng]ﬁ)

y por tanto
s([g1)") - s((g2)") = e((gnl¥. [92)%) - s([g162]%), (11.3.1)

donde - PN - - .
c: Gy/ Core(Ky) x Gy/ Core(Ky) — Core(Ky)/ Core((Kp)e)

viene dada por c([g]%, [¢']) = s([g]*) - s([¢']") - s([99']") "

Proposicion 11.10. La aplicacion ¢ cumple la condicion de cociclo dada por
c(g,9') +clgg,g") =clg',g") +clg,9'9"),

con g.g',g" € Go/ Core(Ky).

Demostracion. El resultado es inmediato teniendo en cuenta la asociatividad del producto en

Go/ Core((Kp).),
(s([g]*) - s(l919) - s([g"P) = s([g]") - (s([g]") - s([g"}F))

y la ecuacién (11.3.1).
La condicidn se expresa con sumandos pues Core(Kj)/ Core((Kj).) es abeliano (Proposi-
cién 1.13). ]

La seccion s nos permitird definir una seccién S para la proyeccién 7: Gy — Go / Core([/(\o)
haciendo S([g]*) = [(s([g]*). [¢])]-
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Proposicién 11.11. La accion de Gy / Core([/(\o) sobre K, / ([/(T))e inducida por la extension
I/(\O/([/(\o)e EN Gy = é\o/ Core([/(\o) es trivial.

Demostracién. Dados [g)f € Go/ Core(Ky) y [k] € Ko/(Ko)e tendremos que la accién viene
dada por la conjugacion a través de la seccidn,



Capitulo 12
Ejemplo de Roussarie

Como ejemplo recrearemos ahora la construccion auxiliar para los grupos que intervienen en la
definicion de un conocido ejemplo de foliacion transversalmente homogénea dado por Roussarie
(pagina 62 de [3)).

Consideremos el grupo de Lie conexo no compacto de matrices reales 2 x 2 con determinante
1

G =SL(2,R) = {E ?] cx,y, 2t €R, xt—zyzl}

y el subgrupo cerrado

K= {[g 1%} € SL(2,R): a,b € R, a;éO},

que tendrd dos componentes conexas y no serd compacto. La componente conexa del neutro de
K seré:

a b
Ke:{[o 1/a] € SL(2,R): a,bER,a>O}.

12.1. El espacio homogéneo
Proposicion 12.1. El cociente N = G/ K es difeomorfo a S*.

Y

., L . xZ
Demostracion. Es facil comprobar que dado un elemento g = L y

] se tiene que un elemento

/ /
g = E, ﬂ € gK C SL(2,R)
si se cumple que, o bien

1. z=2'=0yentonces g,¢g € K,

o bien
2. 2'/2 =x/z,conz, 2 #0.

115
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Asi, considerando S! 2 R U {co} podemos definir una accién de SL(2,R) en S! haciendo:

Tw+y .
st zw 41t # 0,
Siw # oo, {x ﬂ.w: 2w 41 7
o oo sizw+t=0.

X .
. Ty — siz#0,
Siw = oo, ¢l co=1< =z
“ oo siz=0.
Demostraremos que la isotropia de un punto de S! por esta accién es K, y asi tendremos

definido un difeomorfismo

G/K — St
— {2z
z 1 oo siz=0.

Veamos en primer lugar que se cumplen las condiciones de accidn:
En primer lugar, hay que probar que para todo g, ¢’ € Gy para todo w € R U {oc} se tiene

que cumplir que (g¢') -w =g - (¢ - w).
e Siw # oo:

x y| w4+

ot siZ’w -+t #£0,

(12.1.1)

Q
—~
Q\
&
S~—
I
| S— |
N
~+
—_
N\
| — |
N\ &\
+ <
[
&
N——
I
Ll
S
Negd ~+
IL

00 siZw+t =0.

~+~

Asi, si 2'w + t' # 0 tendremos que

r(dw+y)+yFw+t) . , , , ,
t t 0
o) = | @) il ) siz(z'w+y') +t(Zw+t) #0,

g-(g-w
oo siz(rw+y)+t(Fw+t)=0.

Entonces, en este caso ya tendremos la igualdad que buscdbamos pues

wohr-o= (|24 [ Y]) (12.12)

xx' +y2 xy 4+ yt’
[zx’ +t2 xy + tt’} v
(w2 oy )w + xy 4yt
(2t w2y
z(@'w+y) +y(Fw+ ')
- 2(@w+y) +t(Zw + 1)

si z(2’w+y') + t(z'w + ') no se anula. Si se anula se tiene que (12.1.2) = oo = (12.1.1).
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Y si zw' + t' = 0 tendremos

_ Ty _
(12.1.1) = {Z t} .oo_{

r(@w+y)+y(fw+t) oty o
2(dw+y) +t(FZw+t) 2\ 2wty )
es claro también en este caso que (12.1.2) = (12.1.1).
e Siw = oo:

siz#0,

siz=0.

Q v ls

Y como

z

x :
Y c— siZ #0,

o z t <
o (g ) = E ?z] di‘/ ?ﬂ .oo> -0 (12.1.3)
i

8

o0 siZ =0.

. v’ +yz ,
—— sizax' +t2 #0,
o (D) L e
oo siza' +t2 =0.

Asi, si 2/ # 0 tendremos

ToTY g 4y
(1213 = [ ¥ 2 _ T T oy S A0 — (12.1.4).
R Y

oo sizax'+td =0

Si 2/ = 0 entonces

o
(12.1.3) = {“’ y] 00 = siz#
z oo siz=0.

xx' +y2  xxl  x
z

zx' +t2 zx!

SIS

Y como

es claro que (12.1.4) = (12.1.3).

Para demostrar que la accion es transitiva bastard comprobar que la 6rbita del elemento {oo}

cubre todo S!. Pero, para cualquier w € R se tiene que el elemento {w v 1] € (G es tal que

1 1
{‘1} w I 1 - 00 = W, y por lo tanto es claro que orb(oo) =St

La isotropia de la accion para oo sera:

iso(oo):{geG:g‘oo:oo}:{B ﬂ eG:z:O}:K. 0
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12.2. La efectividad de la accion

Proposicion 12.2. La accidn de G sobre G/ K = S no es efectiva, y Core(K) = {+1I,—1I}.
Demostracion. Sea

k= {8 1;’@] € K.

Para que este elemento fuera del core tendria que ser que todos sus conjugados por elementos de
G estuvieran en K. Sea entonces
Ty
= eG

haciendo calculos tendriamos:

4 |z y|la D t -y
gkg = [z t] [O 1/a] {—z x}
_|ata—xzb—yz/a  —zya+ 2*bry/a
| zta— 2*b — z2t)a  —yza+x2b+tb/al|’

Entonces se tiene que, si k € Core(K), tiene que cumplirse que

zta —2°b—zt/a=0 Vg= E ?] €G.

-1
] ,cont € R, tendremos que

Tomando entonces g = [ 1 ¢

1
ta—b—t/azO@b:ta—t/a:t<a—a) VteR,

lo que obviamente sélo se cumple si b = 0y a = +£1, es decir, si k = £1.
El reciproco es inmediato pues cualquier conjugadode / y de —1 es I 6 —1, respectivamente.
O

Corolario 12.3. Se tiene que Core(K,) = I yla accion de G en G/ K, = S' es efectiva.

12.3. El grupo que actia efectivamente

Siguiendo la Proposicién 1.7 sabemos que sobre G/K = S! actda efectivamente el grupo de Lie
G/ Core(K) = SL(2,R)/{£I} = PSL(2,R).

Lema 12.4. Se tiene que K = K, x {1} como grupos.
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Demostracion. Comenzaremos por definir una aplicacién o(a) = a/|a|, a € R, a # 0, de forma
que o(aa’) = o(a)o(a’). Entonces podemos definir una proyeccién

K s {£I}
[8 11;@} — ola)

sobreyectiva, de grupos, y tal que, trivialmente, ker 7 = K. Como s: {£/} — K definida por
s(I) =1y s(—I) = —I es una seccién global de , se tiene que el fibrado K, — K — {£I} es

trivial, con lo que K = K, x {£I}. O
Proposicion 12.5. La isotropia de la accion de PSL(2,R) en S' es K/ Core(K) = K...
Demostracion. Se deduce directamente de la Proposicién 1.7 y del Lema 12.4. ]

—

12.4. La cubierta universal G = SL(2, R)

SeaH? = {z € C: im(z) > 0}. Podemos definir una accién de G en H? haciendo

az+b
cz+d’

g-z= cong:[z Z}EG,ZGHQ.

Para ver que es transitiva basta considerar que

K-i=1{a*i+ab:a,bcR,a#0}=H.

. . . . . . a b
La isotropia de esta accion en el elemento ¢ estard formada por las matrices [c d] € G con
ai+b
ci+d

= 1, es decir, ai + b = di — ¢, lo que equivale a que ¢ = —by d = a. Por tanto:

iso(i) = {{_“b 2] € G} ~ gl

Asf, tendremos un fibrado localmente trivial S* — G — H?, y como H? es contréctil (Corolario
4.1.5 de [6]), el fibrado es trivial y G es difeomorfo a H? x S!.

Los grupos PSL(2,R) y SL(2, R) comparten cubierta universal, que podemos definir hacien-
do (pag. 417 de [20]):

={w) o= 1 o) estem,

‘ +d
c C H2,R t 1 Zﬂg(z) _ CZ ’
Bg ( ) a que € |CZ+ d|
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donde el producto de dos elementos estard dado por

<g7 55])(9/7 69’) = (gg’, 599’)7 con ng’(z) = ﬁg(g/z) + ﬂg’('z>'

Definiendo %(z) = arg(cz + d) + 2km, donde arg(cz + d) representa la rama principal del
logaritmo, es decir, el valor cuya parte imaginaria cae en el intervalo (—, 7], obtendremos otra

caracterizacion de G:
~ a b
G = {(g,ﬁﬁ): g= [c d] K EZ},
de forma que el producto vendria dado por
(9,85) - (g, BE) = (99’ BELF),

puesto que

/ /
= arg (ca b + d) + 2k + arg(dz + d') + 2k'w
. claz+V)+d(dz+d)
& dz+d
= arg(ca’z + b +ddz +dd') + 2(k + k')«
= arg((ca’ +dc)z+cb +dd') +2(k+ K')m

= By (2).

Asi, podemos definir un difeomorfismo

) +arg(dz+d) +2(k + K)m

—_—

®:G=SL(2,R) — H2xR
(9, By) — (g4, By (i)
donde
arctan(c/d) + 2km sic # 0,
BE(i) = 2kmsic=0,d > 0,
7+ 2krsic=0,d <0.

Para k = 0 tendremos el difeomorfismo ®(: SL(2, R) = H? x S'. De esta forma se puede definir
de forma inmediata una cubierta R
p: G — G
(9.88) — g

que tendrd a Z como grupo de automorfismos, siendo
m(SL(2,R)) = m (PSL(2,R)) = Z

(pagina 68 de [31]).
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12.5. El subgrupo p }(K)
A la vista de la definicién de la cubierta p es evidente que

pHEK) ={(9,8") € G: g € K,k € Z}.

b
Noétese que 55 es constante para todos los elementos g = {a ] € K. De hecho

0 1/a

2km sia > 0,
(2k+ 1) sia<O.

ﬁ; = arg(l/a) + 2km = {
Asi, se deduce que
pH(Ke) ={(9,8): g€ Ko,k € L} = K, X Z.
Topol6gicamente, dado g € K se tiene que ®o(g) = (g - i, 5; (i)). Y como

,_a’i—l—b

2.
* - b
g-i= 1 =a"1+a

Osia>0

msia <0

By(i) = arg(l/a) = {

tenemos que Py( K ) = H2 x {£1}. Asi, es evidente que, topoldgicamente, p~1 (K ) = H2 x {kr},
conk € Z, conlo que p~'(K), = H? x {0}.

De la misma manera se prueba que p~ ' (K, ) = H? x {2krn: k € Z}.
Proposicion 12.6. El core group Core(p™(K)) = Z.

Demostracion. Inmediato teniendo en cuenta que Core(K) = {£/} y que por el Lema 1.23 sa-
bemos que Core(p~!(K)) = p~!(Core(K)). Topolégicamente, es facil ver que Core(p~(K)) =
{i} x {km: k € Z}. O
Corolario 12.7. El core group Core(p™ (K. )) = Z.

Corolario 12.8. El core group Core(p~*(K),.)) = e € G.

Demostracion. Inmediato, pues por la Proposicién 1.9 sabemos que

Core(p™' (K).)) = Core(p™ (K)) N p~ (K)e.
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12.6. El grupo de Lie G;

Finalizaremos ahora la construccion auxiliar para los grupos que intervienen en la foliacion de
Roussarie, calculando el grupo de Lie que actda transitiva y efectivamente en N.

Lema 12.9. Se tiene que i(Core(p~*(K))) = Z, donde i representa la inclusién de p~*(K) en
el grupo extendido (Proposicion 11.1).

Demostracion.
i(Core(p™'(K))) = Core(p™" (K))/ Core(p™(K).)) = Core(p™"(K)) = Z. [
Tendremos entonces una cubierta
m G/p  (K).=R— G/p ' (K)=G/K =8,

donde en N = S! actda efectivamente el grupo G/ Core(p~'(K)) = PSL(2,R). En N = R
actuard efectivamente el grupo

G, = (@/ Core((p~"(K).)) x Aut w) /i(Core(K))
G x Z) /Z
G.



__Capitulo 13
LLa foliacion F como N -foliacion

Sea F una foliacién transversalmente homogénea sobre una variedad M, modelando sobre un
espacio homogéneo V. En este capitulo demostraremos que se puede dotar a F de estructura de
N-foliacién transversalmente homogénea, donde N es la cubierta universal de V.

13.1. Levantamiento del desarrollo a N

Sea F una foliacién transversalmente homogénea modelando sobre una variedad homogénea
N = Gy /Ky, con grupo de holonomia I'y C G/ Core K. La cubierta universal de N serd
2 N = Go/(Ko)e —» N = Go/ Ko,

con grupo de automorfismos I/(\O / (l/(\o) Este actda sobre N por la izquierda de forma que [k] -
9] = [kg™"], donde [k] € Ko/(Ko)e y [g] € Go/ Ko.

La accién de Gy sobre N dada por A(g): N — N, con A(g)([z]) = [gz], hace conmutativo
el diagrama

Ag)

=
=)

3

B

-
3

=
=

Ag)

con lo que 7o A(g) = A(g) o

A lo largo de este capitulo, una vez mds, utilizaremos la notacién | |* para los elementos de
é—B/ Core Ko y [ ]; para los elementos de GO/ Core(KO)

Si consideramos la aplicacién desarrollo f: M — N y la cubierta universal p: M — M
tendremos el siguiente diagrama:

/
—_—

<)
=)

(13.1.1)

S
-~
S
3

=

_f

<

i

|

M

donde la existencia de f estd garantizada por. la propledad de levantamiento de la cubierta 7
(Teorema 5 de la pagina 76 de [43]), ya que / M y N son s1mplemente conexos. De esta forma f
es una submersion cuyas fibras definen en M la foliacién F = j “(F) = (pop)*(F).

123
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13.2. La foliacién F como N-foliacién

En esta seccion comprobaremos que la foliacion F se puede dotar de estructura de /N-foliacion
transversalmente homogénea cuando sobre /N se hace actuar el grupo de Lie Gy, que, como

demostramos en la Seccion 11.2, actia transitiva y efectivamente por la izquierda sobre N. Re-
cordemos su expresion:

Gy = (Go/ Core(Ky)e x Ko/ (Ko)e) /i(Core Ky).

Para demostrar que se puede dotar a F de una estructura de N-foliacién transversalmente homo-
génea daremos una construccion explicita de la aplicacion desarrollo de F como N- foliacién,
asf como de su morfismo de holonomia. Partiremos del diagrama

7l

M—>N

i)

S

Aunque N es un Gy-espacio homogéneo, no es posible encontrar una holonomia sobre Gy que
haga a f equivariante. Encontraremos, sin embargo, un morfismo

h: (M) — Aut(r) = Ko/ (Ky)e C Ge
de tal forma que f serd ﬁ—equivariante:

Proposicion 13.1. La foliacion F en M tiene estructura de N -foliacion transversalmente ho-
mogénea cuando sobre N actiia el el grupo de Lie Gy. En este caso el grupo de holonomia de la

foliacién serd un subgrupo Ty C KO/(KO) C Gy

Demostracion. Seay € Aut(p) = 7r1(]\/[ )yseal € M. Tenemos que

~

w(f(v@)) = (f o D) (vE) = f(B(vE)) = f(B(2)) = w(f(2)).

Por tanto, f(v%) y f(&) se relacionan por un automorfismo de la cubierta m, es decir, f(y#) =
f(i‘) g, con = 5(77/@ E/éut(w).

Como Aut(m) = Kq/(Kp). es un grupo discreto, entonces £(7, ) no depende del elemento
ieM , puesto que £(7y, —) es una aplicacion continua (Lema 13.2) de una variedad conexa en un
espacio discreto, y por lo tanto constante. Si llamamos h(vy) = & (fy, %) tendremos un morfismo
h: m (M) — Aut(m) que hace a f h-equivariante. Veamos que / es un morfismo de grupos.
Dados 71,72 € Aut(p) tendremos

F(r722) = h(1172) - £(2)

F(yred) = h(m) - f(yei) = h(1)h(y) - f(2)
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para todo & € M. Y como la accién de Aut(m) en N es libre entonces h(1172) = h(11)h(72).
Vimos en la Proposicién 11.5 que la inclusién j: Ko / (I/(\O)e — G} es inyectiva, con lo que,

haciendo fo = imh C I/(\O / (l/(\o)e C Gy tendremos el grupo de holonomia de F como N-

foliacidn dentro de un grupo de Lie que actia de forma transitiva y efectiva en N. ]

Lema 13.2. La aplicacion £(y, —): M — l/(\g/(l/(\o)e que a cada & € M lo lleva a E(y,2) €
Ko /(Ko). es continua.

Demostmcion Para facilitar la lectura, haremos £ = £(y, —). Supongamos entonces que existe
i e M tal que & no es continua en z. Como la accién de KO / (Ko) sobre N es libre y propia-
mente discontinua podemos coger un entorno abierto V' C N de f(z) tal que

VNkV =10 (13.2.1)

para todo k € Ko/(Ko)e, k # €.
Llamemos U = (f~*(V))z C M ala componente conexa de f~!(V') que contiene a . Por

continuidad de f, U es abierto en M. Asi, f(U) C V serd un entorno abierto (f es abierta por
ser una submersion) de f(z) que, por 13.2.1, cumplird que

FO)NEFU) =0 (13.2.2)

para todo k € [A(O/(IA(O)e, k # e.

Como suponemos que ¢ no es continua en & entonces existe k € Ko/(Ko)e, k # e, tal
que k € £(U). Para simplificar la notacién, podemos suponer que {(U) = {e, k}, lo que, por
la equivarianza de f, significaria que f(yU) C f(U) U kf(U), con f(U) N f(U) # Oy
FAU) N Ef(U) # 0, lo que no puede ser pues, por continuidad de f tenemos que f(yU) es
conexo y no puede estar contenido en dos abiertos disjuntos. L

Nota 13.3. El morfismo h: wl(ﬁ ) — Aut(m) queda totalmente determinado por la ecuacién
F(v&) = h(y) - f(Z), pues la accién de Aut(w) en N es libre. Daremos a continuacién una
descripcion explicita de cudl es ese morfismo, lo que nos permitird contar con una definicién
manejable del grupo de holonomia de F, de gran protagonismo en calculos posteriores.

Proposicion 13.4. Se tiene que la submersion f .M — N es equivariante para el morfismo
w1 (f): m (M) — m (N).

Demostracion. Sean v € Aut(p) = 7r1(]\N/[ )y € M. Llamemos & = p(z) € M. El elemento
~ es un lazo en M que, si lo aplicamos en 7 y lo levantamos a M nos dard un camino 4, Unico
salvo homotopia, que, con punto inicial Z nos llevard hasta v - : = 9(1). Recordemos ahora
c6mo se calculan f(#)y f(vi):

Tomando como punto inicial un punto fijo 0 € M y un camino cualquiera b que una o0 con Z,
aplicando (f o p) tendremos un camino v en N que unird ( fo p)(0) con (f op)(z). Levantando

ese camino a N tendremos un camino & con punto inicial f (0) (fijado previamente) y con punto
final f(z): = a(1).
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Procederemos de la misma forma para calcular f (v). Para ello, podemos tomar en M el
camino ¢ * 7, que unird 0 con . Proyectando a N a través de f o p obtendremos un camino
B=(fop)o(d*4) = axm(f)(7). Levantando j a N tendremos un camino 8 = & 11 (f) (7).
Asi, -

fye) = B(1) = m(H()(M) =m(f)(y) - f(2). O

Si componemos entonces 7 (f) con el isomorfismo entre 71 (N) y Ko / (I/(\o)e obtendremos el

morfismo h: m (M) — Ky/(Ky). C Gy de la Proposicién 13.1. Asi, obviando este homeomor-

fismo para simplificar notaciones, podemos considerar a partir de ahora:

Corolario 13.5. EI grupo de holonomia de F es Ty = imm,(f) C f/(\g/(l/(\o)e C Gy.

13.3. La foliacién F como N-foliacién

Explicaremos ahora de qué forma se puede dotar a la foliacién F de estructura de N-foliacién.

Proposicion 13.6. La foliacion F tiene estructura de N-foliacion transversalmente homogénea
cuando sobre N actiia el grupo de Lie G}.

Para demostrarlo, partiremos del diagrama

ML N (13.3.1)
5| [
]/\Z—f>N

S
-

M

donde la composicién p = p o p es la cubierta universal de M y donde sabemos que existe
h:m (M) — Go / Core Ko, morfismo de holonomfa de F cuando modela sobre N, de forma
que f es h-equivariante.

Estudiaremos en primer lugar como hacen variar f los automorfismos de la cubierta p, para
poder encontrar un morfismo h: m (M) — Gy que haga que f sea fz-equivariante:

Siguiendo el diagrama (13.3.1), dados v € m (M) = Aut(pop)y & € M (denotaremos
T =p(z)yx = p(z) = p(z)) tendremos que

(7)) (13.3.2)
)
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Como h(7y) € Go / Core K, no actda directamente sobre N deberemos hacer uso de la seccién
s: Go/ Core Ky — G/ Core(Ky)., dada en la Seccion 11.3. Necesitaremos el siguiente Lema:

Lema 13.7. Dados i € N y [g]* € Gy/ Core K se tiene que

Demostracion. El diagrama

Por tanto, por el Lema 13.7, en (13.3.2) tendremos que
7(f(v2)) = h(y) - 7w(f (&) = 7 (s(h(7)) - (2)),

lo que significa que existe (7, &) € Aut(m) = f(\g/([/(\o)e tal que

~

f(y@) = €(v,2) - s(h()) - f(&). (13.3.3)

Con un razonamiento similar al efectuado en la demostraciéon de la Proposicion 13.1 se com-

—~

prueba que £(7,Z) no depende del elemento & € M, y por tanto tenemos una aplicacién
62 7T1(M) — K()/(Ko)e.
Esta aplicacion no es de grupos:

Proposicion 13.8. Dados 71,72 € (M), se tiene que

E(nyz) = &) - €(2) - 1, (13.3.4)
donde c15 = s(h(v1)) - s(h(72)) - s(h(y172)) "t € Core ?0/ Core(f(\g)e.

Demostracion. Sean & € M Y 71,72 € m(M). Tendremos:

~

Fnye) = &E(ny2) - s(h(ne)) - Jg(@)
= &(n2) - s(h() - h(v2) - f(2)
=&(Mm2) - Cf21 -s(h(1)) - s(h(72)) - f(f%) (13.3.5)
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(72) - s(h(v2)) - f(&) (13.3.6)

para todo = € M.
Entonces, como las aplicaciones £ y (s o h) conmutan (Lema 13.9), tendremos que

Fon(=2) =€) - £(2) - s(h(n)) - s(h(2)) - f(2), Vi e M. (13.3.7)
Asi, si igualamos (13.3.5) y (13.3.7), teniendo en cuenta que Core l/(\o/ Core(l/(\o)e es un subgru-
pode Ky/(Kjp)e y que la accién de Ky/(Ky). en N es libre, llegaremos al resultado. O

Lema 13.9. Las aplicaciones £ y (s o h) conmutan. Es decir:

s(h(n)) - €(2) v = E(72) - s(h(n)) -7 Vi€ N.
Demostracion. Considerando 7 = lg] € N, s(h(m)) =[]y € é\o/ Core(f/(\o)e y&(ye) = [k] €
Ky/(Kp)e, tendremos que
s(h(m)) - &(v2) - = [y - [k] - [9] = [ygk™'] = £(v2) - s(h(m)) - 2. O

Estamos ya en condiciones de definir el morfismo de holonomia de F cuando modela sobre

~

N:

Definicién 13.10. Llamaremos } a la aplicacién h: m (M) — Gy dada por

h(7) = [(s(h(7)),€(7))] € Gy,

para la que f serd ﬁ—equivariante.
Proposicion 13.11. La aplicacion h es de grupos.

Demostracion. Dados 71,7, € m1(M), tendremos que

(s(h(m172)):€(1172))]

(s(h(v1)h(12)), §(7172))]

(s(h(m)) - s(h(72)) - c12,€(n) - §(72) - c12)]
(s(h(71)) - s(h(72)), (1) - €(12))],

(7172)

[
[
[
[

donde, recordemos,
c12 = s(h(y1)) - s(h(72)) - s(h(7172))_1 € Core l/(\o/ Core(l/(?))e.
]

Por tanto, tendremos £ : m (M) — G4 homomorfismo de grupos que hace a f ﬁ—equivariante, lo

que dota a F de estructura de N-foliacién transversalmente homogénea, finalizando la demos-
tracion de la Proposicion 13.6.

Definicién 13.12. Llamaremos I' = imh C Gy al grupo de holonomia de F cuando modela
sobre V.
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13.4. Relacion entre las holonomias
Recordemos que Gy = (a)/ Core(I/(\o)e X [/(\()/(I/(\o)e)/i(Core I/(\o) Tenemos la extension

0 — Ko/(Ko)e = Gy = Go/ Core Ky — 0, (13.4.1)

donde

Por otro lado, tenemos:

1. El grupo de holonomia de F como N-foliacién, Iy = im h, con

h:m(M)— (/}’\0/ Core K.

2. El grupo de holonomia de F como N -foliacidn, fo = im B, con

h: m(M) = Ko/ (Ko)e.

3. El grupo de holonomia de F como N -foliacién, I' = im ﬁ, con

~

h:m (M) — Gy,

donde A
h(v) = [(s(h(7)),€(7))] € Gy,

siendo s una seccion de la cubierta
p: é\o/ Core(f(\o)e — a)/ Corel/(z
y £ una aplicacién de 7 (M) en [/(\0/([?0)8 que no es de grupos. Ademds & 7y = h. Asi,

I ={l(s(h(), €)]: v € m(M)} C Gy

Ahora probaremos que la restriccién de la extension (13.4.1) a los grupos de holonomia es una
extension:

Teorema 13.13. El grupo de holonomia de F como N -foliacion, I' C G}y, es una extension de
Fo C GO/ Core KO por FO C KO/(KO)e-
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Demostracion. Partiendo de la extension (13.4.1) demostraremos que

= jlfo v
0—Tyg—I—TIy)—0

es una extension. Por simplificar la notacion, llamaremos directamente j y 7 a las restricciones.

Consideremos la inclusién I AN I', que vendra dada por
7(7) = [(lels V)],

con?y € 7r1(M ). En primer lugar es necesario comprobar que ](FO) C I'. Vedmoslo:
Dado 7 € Iy = im h, tendremos que existe v € 7T1<M ) tal que 7 = h(v). Entonces:

h(v) = [(s(h(7)), €()]
= [(s([e]*),£(7))], pues y € m (M) =ker h
= [(s([e]"), h(7))], pues & 7 = h
=[([e}:.7)] = j(5) €T = imh

La inclusion j es inyectiva por ser restriccion de una inyectiva.
Tomemos ahora la restricciéon 7: I' — I'y dada por

m([(s(h(7)), E]) = p(s(h(7))) = h(7) € To ¥y € m(M).

Estd bien definida, pues si escogemos otro representante (s(h(7)) - k,&(v) - k), donde k €
Core K / Core(l/(\o)e, se tiene que p(s(h(7)) - k) = h(7y). Ademds, es claramente sobreyectiva.
Comprobemos que ker 7 = im j. Veamos en primer lugar que ker 7 C im j:
Sea o = [(s(h(7)),&(7))] € ker 7. Esto es:

lo que equivale a que v € ker h = 7r1(]/\\4/ ), con lo que concluimos que

o = [([els, k(1)) = 3 (h(7)).

Para terminar, veamos que im j C ker 7:
Dado 4 € Iy, tendremos j(¥) = [([e],7)] € im j. Entonces

7(5(3)) = 7 ([([els, ) = [eff © 4(7) € kerm. O

Corolario 13.14. Dados los grupos de holonomia I'y C GO / Core KO, Fo C GyyI' C Gydelas
foliaciones F, F y F cuando modela sobre N tendremos que

=T/T,.



Capitulo 14

Unimodularidad en foliaciones no
Riemannianas

En este Capitulo daremos un primer teorema sobre la unimodularidad de las foliaciones transver-
salmente homogéneas, dando condiciones que la garantizan para las foliaciones no Riemannianas
y que, como veremos mds adelante, podran concretarse mucho mas en caso de que la foliacion
sea Riemanniana.

14.1. Cohomologia invariante en espacios homogéneos

Sea H un subgrupo cerrado de GG. Sea w una forma de volumen en la variedad W = H\Gy sea
f: W — R. La existencia de una w es equivalente a que W sea orientable. La integral de f en
W esta bien definida por ser I/ compacta y se denota por fW f(z) w(z). Podemos suponer que
el volumen total fW w(z) = 1.Si p: W — W es un difeomorfismo que conserva la orientacion,
el teorema de cambio de variable dice que para y = p(x) se tiene

/ F() wly) = / (f 0 p)(@) (") (@),
w w

Sea ahora K otro subgrupo cerrado de GG y sea el espacio homogéneo N = G/ K.

Teorema 14.1. Si en W = H\G compacto existe una forma de volumen w invariante por la
derecha, entonces se tiene que el morfismo

He(N) — Hy(N)
inducido por la inclusion i: Qg(N) — Qg (N) es inyectivo.

Demostracion. Construiremos un morfismo de complejos r: Qg (N) — Qg(N) tal que r o ¢ =
id. Consideremos el morfismo A: G — Diff (N) dado por A(g)(p) = ¢ - p. Sea ahora una forma
a de grado s en N que sea H-invariante, o € Q3,(/NV). La siguiente funcién estd bien definida:

Go:x=[g] €W =H\Gr— 2"a= \g)"a € Q°(N),
porque para h € H tenemos
A(hg) o= (A(h) 0 A(g)) e = A(g)"A(h) e = Ag) v,

131
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Denotamos por () = [, (#*) w(z) la siguiente r-forma en N:

T(Oé)[g](Xl([g])>---,Xs([g])):/W(x*a)[g}(Xl([g]),---,Xs([g]))W(w)-

Claramente r(a) € Q°(N), es decir, es multilineal alternada en cada punto.

Lema 14.2.  [. r(«a) es G-invariante
2. Si a ya era G-invariante entonces r(a) = o
3. r(da) = dr(a).
Demostracion. 1.-Sik € G es
(AR) ™7 () g (X)) = 7(00) g (A(F) ) (X1g1))
(27) kg) (A(F))sf) (X1g))) w ()

(AR)" (2" ) 1q) (X(g)) ()

(A(R)* (¢a())) g (Xig) w().

I
TSI

Ahora bien, para x = [g] € W se tiene
Ga(p(k)(2)) = Agk)"a = A(K)"A(g) o = A(k)"(da(x))

para la accién p de G en W por la derecha. Como por otro lado p(k)*w = w, pues w es invariante
por la derecha, por el teorema de cambio de variable, haciendo y = p(k)(x), obtenemos

/W (60 0 p(R)) (@)1 (Xig)) w(x) = /W (60 (8))) (X))
= /W (¥ ) (Xig) w(y)

sin méds que considerar la composiciéon W — Q(N) — R de p(k) con ¢, y con la evaluacién de
cada s-forma en X5 = (X:([g]), ..., Xs([g]))-
2.- Si a es G-invariante entonces x*« es una constante, pues hemos supuesto que

/Ww(m) =1

3.- Tenemos por un lado que

r(da) = /W(a:*da)(Xo, oo Xs)w(x)
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—/ d(z* ) (Xo, ..., Xsr1) w(x)
/Z (2" ) (Xo, ..., Xiy ... . Xs) w(x)

/Z 1 (@ a)([Xo X, Koo Koy Ky, Xa) ()

1<)

—1)i/VVXi(;1:*a)(X0,...,)A(i,....Xs)w(x)

+Z Zﬂ/ () ([ X5, X;), Xoy - Xor o, X X w(a).

1<j

Por otro lado, tenemos que

~

dr(a )—Z(—wxr( (X0, X5 X))

+Z 1) () (X5, X5, Xoy s Xiy oo Xy, Xo)

1<j

—l)iXZ-/W(:U*a)(XO,...,XZ-,....XsH)w(:L’)

+Z zﬂ/ () ([Xi, X;), Xoy -, Xy X, X)) w(a),

1<j

con lo que, ya que los segundos sumandos coinciden, s6lo faltaria comprobar que

/X ra)(Xy, ..., Xz,....XSJrl)w(:z:)

= Xz/ ([E*Oé)(Xl, . 7XZ', Ce .X5+1)(,U(ZE),
w

lo cual es cierto por el Teorema 14.4. ]

Como consecuencia, 7: Qg (N) — Qg(N) es un morfismo de complejos tal que r o @ = id,
coni: Qg(N) C Qy(N) la inclusién de complejos, lo que significa que el morfismo inducido
en cohomologia Hg(N) — Hpy (V) es inyectivo porque r* o i* = id. O

Corolario 14.3. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado tal que el espacio homogéneo
W = H\G es compacto. Sea N = G/ K un espacio homogéneo, con K subgrupo cerrado de G.
Si G es fuertemente unimodular, H es unimodular y H}.(N) # 0, entonces HY,(N) # 0, donde
n = dim .

Demostracion. Estudiemos en primer lugar el caso en que dim H > 1:

Que G sea fuertemente unimodular implica que det Adg(h) = 1 para todo h € H. Sin
embargo, como H no es necesariamente conexo, ain siendo unimodular, puede suceder que
det Ady(h) = —1 para algtn h.
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Si det Ady(h) = det Adg(h) = 1 paratodo h € H, por el Teorema 2.15 sabemos que en
W = H\G existe una forma de volumen invariante, lo que implica, por el Teorema 14.1, que el
morfismo Hg(N) — Hy (V) es inyectivo. Y como HE(N) # 0, tenemos ya que HY, (N) # 0.

En caso de que det Ady (h) = —1 para algin h, siguiendo [30] o [33], hacemos Hy = {h €
H: detAdgy(h) > 0} y Wy = Hy\G. Asi, W5 es compacta y det Adg,(h) = det Adg(h) =1
para todo h € H,. Por tanto, por el Teorema 14.1, tenemos que el morfismo Hg(N) — Hy, (V)
es inyectivo. Considerando entonces la composicion

Qa(N) = Qu(N) — Qp,(N)

tendremos que Hi(N) — Hy(N) es el primer morfismo de una composicién inyectiva, y por
tanto, serd también inyectivo.

Y una vez mds, como H{(N) # 0, tendremos que HY, (V) # 0.

El caso en que [ es discreto se demuestra de manera andloga a como se hizo en la demos-
tracion del Corolario 9.26. []

14.2. Derivacion bajo el signo integral en variedades

Si X es un campo de vectores en la variedad Ny f: N — R es una funcién diferenciable,
denotamos por (X f)(p) = f«p(X,), como es usual, la derivada de f en la direccién de X en el
punto p € N.

Sea W otra variedad, compacta orientable, f: W — R una funcién diferenciable, y w una
forma de volumen en . La integral de f en W se denota por fW f(z) - w(z). Podemos suponer
que el volumen total es [, w(z) = 1.

Sea una funcién diferenciable g: W x N — R. Para cada p € N tenemos la funcién x €
W — g(x,p) € Ry tiene sentido integrarla, obteniendo [, g(z,p) - w(z). Asi tenemos la
funcién

peNH/Wg@,p)-w(x).

Teorema 14.4. Sean W y N dos variedades diferenciables, W compacta orientable. Dada una
funcion diferenciable g: W x N — Ry un campo de vectores X en N, tenemos que

/W Xg(e,p) - wlz) = X /W 9(z,p) - w(2)

donde la derivacion X es relativa a la variable p.

Demostracion. Dado un campo de vectores X en /N y una funcién f: N — R se tiene que, para
todop € N,
(XF)(p) = fop(Xp) = d/dtj=o(f 0 @)(2),
con a: R — N curva integral de X tal que a(0) = p.
Por tanto, tendremos, por un lado, que

X [ gtop) o) = A/t [ gta.a) -wla),
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y por otro lado, que
Xg(x,p) = d/dtj—og(x, a(t))
paratodop € N.
Asi, si definimos G: W x R — R dada por G(x,t) = g(z, a(t)) bastara probar que
4/dto / Gl t) - w(z) = / A/t oG, Yo ().
w w
Es decir, basta probar que
F(t): = / G(z,t) - w(x)
w
es una primitiva de
flt): = / d/dt—oG(z, t)w(z).
w
Pero una primitiva de f(¢) es
t t
/ f(s)ds = / (/ d/ds|s=0G(z, s)w(x)) ds, (14.2.1)
0 0 W
que, por el Teorema de Fubini en variedades ( [44]), quedara
(14.2.1) = / d/ds|s=0G(x, s)ds A w(x)
W x[0,t]
= / d/dss—oG(z, s)w(x) A ds,
[0,t]xW
y aplicando otra vez Frobenius:
t
(14.2.1) = / (/ d/ds|s=0G(z, s)ds) w(z)
w \Jo
~ [ Glatula)
w
pues
t
/ d/ds|s=oG(z, s)ds = G(x,t)
0
por el Teorema Fundamental del Calculo ( [44]). ]

14.3. Primer Teorema de Unimodularidad

Para poder estudiar la cohomologia de una N-foliacién transversalmente homogénea a partir
del Teorema 9.6 es necesario que las fibras de la submersion desarrollo sean conexas. En las
foliaciones Riemannianas, aquellas en las que, escogiendo bien las métricas, el desarrollo es
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una submersion Riemanniana, haciendo modelar la foliacion sobre N , la cubierta universal de
N, tendremos garantizada la conexidad de las fibras, siempre y cuando la variedad foliada sea
compacta. Sin embargo, eso no serd posible para las foliaciones no Riemannianas, con lo que,
para estudiar su unimodularidad, podremos a lo sumo llegar a una combinacion de los Teorema
9.6 y del Corolario 14.3 para obtener el siguiente resultado, que mas adelante utilizaremos para
demostrar el Teorema 15.10:

Teorema 14.5. Sea F una N-foliacion sobre una variedad M, con N = G /K conexo. Supon-
gamos que el desarrollo f: M — N es sobreyectivo y tiene fibras conexas, y que la variedad
W = I'\G} es compacta, con T = imh C Gy = G/ Core(K) grupo de holonomia de F. En-
tonces, si Gy es fuertemente unimodular, T es unimodular y Hun(N ) # 0, con ¢ = dim N, se
cumple que la foliacion F es unimodular.

Demostracion. El Teorema 9.6, junto con la Proposicion 9.7, aseguran, como en nuestro caso la
submersion desarrollo de F es sobreyectiva y tiene las fibras conexas, que H(M/F) = Hp (V).
Asi, el Corolario 14.3 nos permite concluir ya que F es unimodular, pues, por hipétesis, W =
T\Gﬁ es compacta y Gy es fuertemente unimodular, T es unimodular y Hqgﬁ(N ) # 0y, por lo

tanto, H%(N) # 0, con ¢ = dim N = codim F. O
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Capitulo 15
Desarrollos con fibras conexas

Dividiremos el andlisis de la unimodularidad en foliaciones Riemannianas en dos casos diferen-
tes. En primer lugar, en este Capitulo, estudiaremos las foliaciones en las que las fibras de la
submersion desarrollo son conexas, dando condiciones bajo las cuales podremos afirmar que la
foliacion es unimodular. Posteriormente, en el Capitulo 16, utilizaremos los resultados obtenidos
ahora para estudiar el caso en que las fibras no sean conexas.

15.1. Cohomologia de espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie, K un subgrupo cerrado no necesariamente conexo y N = G/K el
correspondiente espacio homogéneo. Llamaremos n = dim G'y ¢ = dim N, por tanto dim K =
n — q. Sean g, &, las dlgebras de Lie de G, K respectivamente.

Fijemos un punto base o = [e] € G/K y seael tangente T' = T,G/ K, que es isomorfo a g/¢.
Si derivamos el diagrama conmutativo

T - T

tendremos que Adg/¢(k) = A(k).o: T — T, paratodo k € K.
El siguiente resultado es bien conocido (pagina 458 de [18]).

Teorema 15.1. Si el par (g, K) es reductivo entonces la cohomologia Hg(N) del comple-

jo Qa(G/K) de formas invariantes por la izquierda es isomorfa a la cohomologia relativa
H(g, I R).

Cuando K es conexo se obtiene la cohomologia relativa H(g, £) de Koszul, pero daremos una
demostracion del caso general utilizando nuestras notaciones para que quede clara la relacion
con lo estudiado en los Capitulos 3 y 4.

La cohomologia relativa del par (g, K') con coeficientes constantes R corresponde a lo estu-
diado en el Capitulo 4 tomando como médulo V' = R, lo que nos deja con las acciones triviales
X-t=0yk-t=t.

Entonces tendremos:

Proposicion 15.2. Los complejos Qc(G/K) y (A"T)j son isomorfos, donde el complejo de
la derecha estd formado por las formas multilineales alternadas T™ — R que ademds son
Adg ¢ (K)-invariantes.

139



140 15 Desarrollos con fibras conexas

Demostracion. Definiremos el isomorfismo haciendo
v:w € QGIG/K) — w, € (N'T)}%

Estard bien definido pues si w es G-invariante entonces w, serd Adg(K)-invariante:
Dados vy, ..., v, € T tomamos X; € g tales que v; = m..(X;(e)). Asi:

wo(Adgye(vr), -+ -, Adgye(vr))
= Wo(A(K)wo(1), -+ A(K)so(vr))
= W(e) (A(B)sr(e) (Tae(X1(€)), - - A(R)sm(e) (Tee (X (€)))
= wr(e) (A(K) 0 m)ee(Xa(€)), -, (A(K) 0 T)ee( X (€)))
=71 (A(k) w)e(Xa(e), Xr(e))

w)e(Xa(

= ( (X1 6), ( ))
= Wr(e) (W*E(Xl(e)) ;W*e(Xl( )))
= wo(vl, c. ,vr)

para todo (vy,...,v,) € T".
Reciprocamente, podemos definir una inversa ¢! donde, dada w, € (A"T)%, tomamos
w = ¢~ }(w,) como la forma determinada a partir de la siguiente férmula:

wig) (Wi, .., W) = wWo(A(9) s (1), -+, M) (W), (15.1.1)

con w; € Tj;N. De esta forma ¢~ estard bien definida pues si consideramos gk, con k € K,
otro representante de la clase de g en [V, tendremos que

Wigk] (wi, ..., wy)

= WO( (9%) % fwi, (gk);olwr
wo((A(K)z 0 M)z Jws - (

= (A(k 1) wo) (Mg wi (

= WO()‘(Q)*alwla RN )‘(g>*_olwr>

= wig(wy, ..., w,).

Ademas, w = go_l(wo) es G-invariante, pues, con wr, . . . , W, € TN, se tiene que

Ag) W) (we, ..., w,)

/\

= wiga) (Mg )*[m]wl, o A9)uwr)

= Wo(A(92) g A(9) sy W1, - - - s Mg2) 10 A(G) ) 0r)
= wo(Nz) Jwr, ..., Az) w,)
:w[x](wl,..., )

Por otra parte, (¢ es de complejos.
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Siv,eT yYvu = 7T>|<e()(i(e))’

mdw)e(Xo(e), ..., X(e))
= (r"dw)(Xo, ..., X,)(e)
= (d7m*w)(Xo, ..., X,)(e)

= ()X mw(Xo, .., Xy, X)) (e)

i=

0
+ Z( 1) o) (e[ Xi, X (€), mee Xo(€), - o, Tue X,

1<J
—_—

o Tae Xy oo Tae X (€))
Cada funcion
f=m"w(Xo, ..., Xi ..., X})
estd dada por
f(2) = w (Mo Xo(2), ..., Xiy oo, T X (20)).
Pero
Taa Xi () = Tz (L) xe(Xi(€)) = A(x)*W(e)W*e(Xi(e)) = A(@)xo(v3),

luego

(@) = W (A(@)s0(v0), - -+, Uiy - o, M) 40(0r))
= (Ma)*w)o(Voy ey Uy ey V).
Ahora bien, A\(z)*w = w porque w es G-invariante, con lo que la funcién f es constante y
En resumen, si v; = m..(X;(e)) € T'y [vs,v;],/e representa la proyeccion del corchete en g,
es decir,

[vi, Uj]g/é = e ([ X, Xj](e)),
tenemos
o(dw)(vo, - .-, v,)

H—] -~
= E Wo([Vi,Vjlg/e: Vo5 - - Uiy oo 0gy -y U),
1<j
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que es por definicién
dwo(Voy - -+, V).

Por tanto, hemos probado que ¢d = d¢p. ]
Nota 15.3. Como g/ no es un dlgebra de Lie, el corchete [v;, v;]4/¢ no estd bien definido, puesto

que el campo de vectores X; +Y;, con Y;(e) € ¢, también se proyecta por 7., en v;. Sin embargo,
dw, si estd bien definida, pues w, es Adg (K )-invariante.

Supongamos ahora que el par (g, K') es reductivo, es decir, que g = ¢ @ p y Ad(k)(p) C p.
Asi, (A"T)* = (A"p)*. Ademds, como la accién de K sobre p es a través de Ad¢(k), la condicion
wo(Adgse(k)(X)) = wo(X) significa que w,(k - X) = w,(X) paratodo k € K, X € A'p. Y
como la accion de K sobre R es la trivial y w,(X) € R, tenemos que

wWolk - X) =wo(X) =k -w,(X) Vke K, X € A"p.

*

Por tanto, tenemos que (A"7T)5 = Li(A"p,R), donde la diferencial se define como vimos en
la seccién 4.3, con lo que llegamos al siguiente Corolario, que pone fin a la demostracién del
Teorema 15.1.

Corolario 15.4. El complejo Q¢,(G/K) de formas G-invariantes en N = G /K es isomorfo al
complejo L (A*p,R).

15.2. Calculo de H°

Proposicion 15.5. Dado un (g, K)-médulo W, se tiene que H(g, K; W) = WP, es decir, el
submodulo formado por los elementos de W que son invariantes por la accion de K y por la
accion de p.

Demostracion. La cohomologia H(g, K; TV) ser4 el nicleo de la diferencial
§: L(A%, W) — Lg(A'p, W).

Por el Lema 4.9 sabemos que L (A%, W) = W, los elementos de W que son invariantes por
la accién de K, es decir, los w € W que cumplen que % - w = w para todo k € K. Por tanto, el
niicleo de la diferencial serdn los elementos w € WX que cumplan

(w)(X)=X-w=0 VXep O

Consideremos ahora W = (R*)*, donde tw denota el médulo de Hazewinkel, que vimos en
la Seccioén 3.6.

Definicion 15.6. Diremos que un grupo de Lie K es fuertemente unimodular si det Adg (k) = 1
paratodo k € K.
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Proposicion 15.7. Si G y K son fuertemente unimodulares entonces
H(g, K (R™)") #0,

de hecho, H(g, K; (R")*) = R. Reciprocamente, si G es conexo, que H(g, K; (R")*) # 0
implica que G y K son fuertemente unimodulares.

Demostracion. Por la Proposicion 15.5, los elementos de H?(g, K'; (R™)*) serédn los ¢ € (R™)*
que son invariantes por la acciéon de K y por la accion de p. Veamos qué significa esto:

1. En p consideramos la estructura dual de la de Hazewinkel. Es decir:

(X 0 9)(v) = =p(X 4 v)
= —p(X v —trazaad(X)v)
= —p(X -v) + trazaad(X)p(v).

Que ¢ sea invariante por la accién de p significa que X -; ¢ = 0 para todo X € p, con lo
que ¢ es invariante por la accién de p si se cumple que

o(X -v) =trazaad(X)p(v) VX ep,veR.

Pero como la accién de p sobre R es trivial se tiene que ¢(X - v) = ¢(0) = 0, con lo que
para que un elemento ¢ # 0 sea invariante es necesario y suficiente que trazaad(X) = 0
paratodo X € p. En ese caso, todos los elementos de (R*)* serdn invariantes por la accién
de p.

2. Que ¢ sea invariante por la accién de K significa que k -, ¢ = @ para todo & € K. Es
decir:

(k -+ @)(v) = (k™" )
— pldet Ady (k) (k" +v))
= det Ad, (k)p(k™" - v).

Pero como la accién de K en R es trivial entonces ¢(k~! - v) = ¢(v), con lo que ¢ # 0
solo podrd ser invariante si y solamente si det Ad, (k) = 1 para todo k € K. En ese caso
todos los elementos de (R™)* serdn invariantes por la accién de K.

Resumiendo, o bien H%(g, K; (R™)*) = 0 o bien H(g, K; (R™)*) = R* & R, lo que sucederd
si y solamente si trazaad(X) = 0 para todo X € py det Ad,(k) = 1 para todo k € K, lo que
estard garantizado bajo nuestras hip6tesis, como se demuestra en el Lema 15.8. ]

Lema 15.8. Si G y K son fuertemente unimodulares entonces trazaad(X) = 0 paratodo X € p
ydet Ad,(k) = 1 para todo k € K. El reciproco se cumple si G es conexo.
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Demostracion. Como G es unimodular, su dlgebra de Lie g también, con lo que traza ad(X) = 0
para todo X € p.
Por otro lado, la condicion Adg(k)(p) C p significa que la matriz asociada a Adq (k) serd de

S
la forma [ 0

!
. |>con lo que

det Adg (k) = det Ade(k) - det Ady(k) VEk € K, (15.2.1)

y como det Adg (k) = 1 para todo k € K por ser G unimodular y det Ad,(k) = 1 para todo
k € K por ser K unimodular, tenemos ya que det Ad, (k) = 1.

Supongamos ahora que G es conexo. Sea trazaad(X) = 0y det Ady(k) = 1 para todo
X € pyparatodok € K.SeaY € g. Como el par (g, K) es reductivo, sabemos que Y se puede
descomponer de la forma Y = Y, + Y}, con Y € e Y, € p. Asi, cualquier producto corchete se
podra escribir de la forma [Y, —] = [V, —] + [}, —], es decir, ad(Y') = ad(Y:) + ad(Y}), lo que
significa que

trazaad(Y) = trazaad(Y:) + trazaad(Y}).

Pero, por ser ¢ subdlgebra y cumplirse que [€, p] C p se tiene que

ad(Y;) = [ad*ém adf(m}

y por tanto
trazaad(Y;) = trazaade(Y:) + trazaad,(Y:) = trazaad,(Ys),

pues £ es unimodular. Ahora, derivando la condicion det Ad, (k) = 1 para todo k € K obtendre-
mos que traza ad,(Y;) = 0 para todo Y; € &, y por tanto

trazaad(Y') = trazaad(Y,) = 0.

Y como esto se cumple para todo Y € g se tiene que g es unimodular (recuérdese que estamos
considerando (G conexo).

Una vez demostrado que G es unimodular (fuertemente unimodular por ser conexo), como,
por hipétesis, det Ad,(k) = 1 para todo X € p, se deduce que K es fuertemente unimodular
directamente de la ecuacién 15.2.1. O

Corolario 15.9. Sea ¢ = dim G/ K. Si los grupos de Lie G y K son fuertemente unimodulares
entonces HL,(G/K) # 0, de hecho, HL,(G/K) = R. Reciprocamente, si G es conexo, entonces
la condicion H,(G/K) # 0 implica que G y K son unimodulares.

Demostracion. Por el Teorema 4.22 y la Proposicion 4.18 sabemos que
H(g, K;R)" = H(g, K; (R™)")

con lo que el resultado se deduce inmediatamente de la Proposicién 15.7. ]
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15.3. Segundo Teorema de Unimodularidad

A partir del Corolario 15.9 obtendremos una caracterizacion de la unimodularidad de ciertas
foliaciones transversalmente homogéneas que nos serd util para demostrar el Teorema 16.30.
Pese a que en el Capitulo 18 daremos una ecuacion explicita para calcular Hx(N) a partir de G,
Ky W, no resulta posible dar en general condiciones para que H%(N ) # 0, con ¢ = dim N, por
lo que lo haremos de una forma indirecta demostrando que, bajo ciertas hipétesis, se cumple que
H‘IGN (N) # 0, y aplicando el Teorema 14.5.

Teorema 15.10. Sea F una N-foliacion sobre una variedad compacta M, con N = G/K
conexo. Suponemos que el desarrollo f : M — N tiene las fibras conexas. Sea h: m (M) — Gy
el morfismo de holonomia, con I' = imh C Gy = G/ Core(K) grupo de holonomia. Si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. Existe sobre N una métrica G-invariante,
2. lavariedad W = T'\Gy es compacta,
3. los grupos de Lie Gy y Ky son fuertemente unimodulares y

4. el grupo de Lie T es unimodular,
entonces la foliacion F es unimodular.

Demostracion. En primer lugar, nétese que la métrica G-invariante en N serd también una métri-
ca Gy-invariante (pues A([g]) = A(g) para todo g € G) y por lo tanto serd también I'-invariante.
Entonces, por la Proposiciéon 16.5 sabemos que f es un fibrado localmente trivial, lo que ga-
rantiza que es sobreyectiva. Estamos entonces, como f es de fibras conexas, en las condiciones
necesarias para aplicar el Teorema 9.6, que, combinado con la Proposicién 9.7, nos permite ase-

gurar que
H(M/F) = Hp(N).
Comprobemos que que, bajo nuestras hipétesis, se cumple que H‘éN (N) #0:

Como en N existe una métrica Gy-invariante y como la accién de Gy en N es efectiva pode-
mos aplicar el Teorema 5.20, lo que nos asegura que el par (g¥, K ¢) es reductivo, donde g* denota
el dlgebra de Lie de Gy. Asi, como por hipétesis Gy y K son fuertemente unimodulares, por el
Corolario 15.9 tenemos ya que Hcé;jj (N) # 0.

Como W es compacta podemos aplicar el Teorema 14.5, pues por hipétesis tenemos que G}
es fuertemente unimodular, I' es unimodular y ya hemos demostrado que H(é'u (N) # 0. Como

consecuencia tenemos que HIL(N) # 0. O

15.4. Ejemplo

Consideremos la accién transitiva de Gy = SL(2, R) en el semiplano complejo ( [23])

N =H? = {a+bi: b> 0},
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dada por

La isotropia de w = i es el subgrupo compacto y conexo Ky = SO(2).
El tinico subgrupo normal de SL(2, R) es {&I} C SO(2), con lo que la accién de Gy en H?
no es efectiva, y tendremos que el core group de la accién es Core(Ky) = {£1}. Asi haremos:

G = Gy/ Core(Ky) = SL(2,R)/{£l} = PSL(2,R) y
K = K/ Core(Ky) = PSO(2),

que es compacto y conexo. Tendremos asi que N = Gy/Ky = H? y que G actia efectivamente
en N.
Consideremos I' C G un subgrupo discreto y uniforme de G = PSL(2, R). Asi, el diagrama

f

G N =H?

|

M =T\G

definird en M una foliacién F que puede dotarse de estructura de H?-foliacién transversalmente
homogénea.

Si K NT' = {I} entonces la variedad M es el fibrado tangente unitario sobre I'\H? y la
foliaci6n estd definida como un fibrado. Si K N T = {1} entonces las hojas tienen holonomia y
la foliacion estd definida como un fibrado sobre una variedad de Satake [36, pag. 89].

Estaremos ante una foliacién unimodular, pues se cumple:

1. El desarrollo f: G — N es de fibras conexas, pues la fibra es K, que es conexo.

2. Existe sobre N una métrica G-invariante, pues la isotropia de la accién es K = PSO(2),
que es compacto.

3. Lavariedad M = I'\G es compacta ya que, por hipétesis, I" es uniforme.

4. El subgrupo K,/ Core(Ky) = PSO(2) es fuertemente unimodular, pues es el cociente
por un subgrupo discreto de un grupo fuertemente unimodular (SO(2) es unimodular y
conexo).

5. El grupo de Lie G/ Core(Ky) = G = PSL(2,R) es fuertemente unimodular (por ser
cociente por un discreto de SL(2, R), que es unimodular, y por ser conexo) y el subgrupo
I' C G es discreto, y por tanto unimodular.

Se dan entonces las condiciones para aplicar el Teorema 15.10 y deducir que F es unimodular.



Capitulo 16
Unimodularidad en fibras no conexas

Completaremos ahora el estudio de la unimodularidad, analizando el caso en que las fibras de la
submersion desarrollo no sean conexas. Valiéndonos de la construccion auxiliar detallada en el
Capitulo 11 y de los resultados del Capitulo 15, enunciaremos nuestro teorema mds general al
respecto.

16.1. La métricaen N

Sea g una métrica de Riemann en N y sea m: N — N la cubierta universal de N. Recordemos
que la métrica levantada g en N se define haciendo g = 7*¢, es decir:

97 ( Xy Y3) = gr) (M X, T Vi),

con X;,Y, € Tﬁj\\[ . Continuando con la notacién de los capitulos anteriores usaremos A y A
para referirnos a las traslaciones por la izquierda en N y en N, respectivamente, y p y p para las
correspondientes por la derecha.

Pr0p0s1c10n 16.1. Si la métrica en N es invariante para la traslacién por la izquierda \(x), con

S GO, entonces la métrica levantada en N es invariante para )\( ).

Demostracion. Dado x € Gy, hay que probar que \(z)*§ = §. Vedamoslo:
Mz)*g = Aw)*ng
= (moA(z))g
= (Mz) om)g
=1"A\(x)"g

=7"g =g,

pues A(z)*g = g. O

Corolario 16.2. Si la métrica en N es Gy-invariante entonces la métrica levantada en N es
Gy-invariante.

Demostracion. Basta probar que § es invariante para A(z) y para p([k]), con [k] € Ko / ([/(T))e.
Lo primero ya lo hemos probado en la Proposicion 16.1, y lo segundo, teniendo en cuenta que
los p([k]) son los automorfismos de la cubierta 7: N — N, serd consecuencia inmediata de la
propia definicion de g, pues

p([k])*g = p([k])'7"g = (wop([k]))"g=7"g=g. O

147
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Corolario 16.3. Si la métrica en N es é\o—invariante entonces el grupo de Lie Gy se inyecta en
Iso N, el grupo completo de las isometrias de N. Ademds, Gy es el menor subgrupo de Iso N

que contiene a las traslaciones por la izquierda por elementos de Go v a las traslaciones por la
derecha por elementos de Ko/ (Kg)

Demostracion. Por la Proposicion 16.2 sabemos que los A% ([([g]y, [k])]) serdn isometrias para
todo [([g]s, [k])] € Gy. Por tanto, podemos considerar la inclusién

1: Gy — Iso N

[(lgle, (kD] = A%([([g]: [KD)])

que es inyectiva pues Gy actia de manera efectiva en N.

Que G es el menor subgrupo de Iso N que contiene a las traslaciones por. la izquierda por
elementos de GO y a las traslaciones por la derecha por elementos de Ko / (KO) es inmediato
teniendo en cuenta que el el nicleo de la inclusion GO — Iso N es Core(KO) y que el nucleo de
la inclusién Go/ Core(Ko) X KO/(KO) — Iso N es z(Core Ky), con lo que cualquier subgrupo
de Iso N que contenga a las traslaciones de GO y de KO / (KO) tiene necesariamente que incluir
a todos los elementos de (GO/ Core(Ko)e X Ko/(Ko)e)/z(Core I/(\o) = Gy O

16.2. Estructuras Riemannianas en el levantamiento

Recordemos que tenemos el siguiente diagrama:

M—t-N (16.2.1)
L)
M-—t-nN

bS]
-

M
Hermann, en [22], enuncia el siguiente resultado para submersiones Riemannianas:

Teorema 16.4. Sea ¢: X — B una submersion Riemanniana, con X variedad Riemanniana
completa. Entonces B es una variedad Riemanniana completa y ¢ es un fibrado localmente
trivial.

Al aplicar este Teorema a f tendremos garantizada la conexidad de las fibras, al ser N sim-
plemente conexo. Sin embargo, para garantizar que f sea una submersion Riemanniana, no es
suficiente con pedirle a F que sea Riemanniana. Pediremos entonces a F una condicion algo mds
fuerte. Pediremos que en NV exista una métrica tal que I'y, el grupo de holonomia de F, actie por
isometrias, pues, como vimos en la Proposicion 6.18, eso implica que F es Riemanniana y que
la submersion desarrollo es Riemanniana.
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Proposicion 16.5. Sea F una N-foliacion Riemanniana sobre una variedad M compacta tal que
en N existe una métrica invariante por Iy, el grupo de holonomia de F. Entonces el desarrollo
f: M- N y su levantamiento f M — N son fibrados localmente triviales.

Demostracion. Por la Proposicion 6.18 sabemos que f: M — N es Riemanniana. Ademis,
del Corolario 16.2 se deduce facilmente que si Iy actiia por isometrias en /N entonces I' actia
por isometrias en N, lo que, también por la Proposicion 6.18, implica que f : M — N esuna
submersion Riemanniana.

Por otra parte, si M es compacta la métrica casi-fibrada para F serd completa y cualquier
cubierta de M compatible con la métrica serd una variedad completa (Teorema 4.6 de [25]).
Estaremos entonces, tanto para f como para f , en situacion de aplicar el Teorema 16.4, lo que
nos asegurara que fy f son fibrados localmente triviales. ]

Corolario 16.6. Si M es compacta y 'y actia por isometrias en N entonces las fibras de
f M — N son conexas.

Demostracion. Considerando la sucesion exacta larga asociada a la fibracion f

— ~ —

-m (M) = m(N) = mo(F) = m(M) — -+,

donde F' representa una fibra genérica de f , tendremos, como N es simplemente conexo 'y M es
conexo, es decir, m1(N) = 0y mo(M) = 0, que necesariamente 7mo(F') = 0, lo cual significa que
F es conexa. [

De aqui al final del capitulo consideraremos una N-foliacion F transversalmente homogénea
sobre una variedad compacta M tal que en N existe una métrica para la que las traslaciones por
elementos de I'y son isometrias.

Consideremos ahora N como un Gy-espacio homogéneo. Sabemos que entonces la foliacién
F sobre la variedad compacta M es una N-foliacién donde las fibras de la submersién desarrollo
son conexas.

Lema 16.7. Sea F una N -foliacion en la variedad compacta M, donde las fibras de la sub-
mersion desarrollo son conexas. Entonces, la foliacion J en M tiene estructura de N-foliacion
transversalmente homogénea Riemanniana modelando sobre el Gyy-espacio homogéneo N, don-
de el desarrollo es una fibracion de fibras conexas.

Demostracion. Como M es compacta sabemos que el desarrollo f . M — N de F es una
fibracion de fibras conexas. Ademds J serd Riemanniana, pues vimos en la Seccién 13.2 que las
funciones de transicién de F corresponden a transformaciones de la cubierta 7 : N = N, que
demostramos en el Corolario 16.2 que son isometrias por construccion de la métrica en N. O

Proposicion 16.8. La foliacion F tiene estructura de N-foliacion transversalmente homogénea
Riemanniana modelando sobre el Gy-espacio homogéneo N 'y el desarrollo es una fibracion de
fibras conexas.
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Demostracion. La foliacion F es Riemanniana y comparte con la foliacién F el desarrollo
f+ M — N, que es una fibracién de fibras conexas. []

Daremos ahora una caracterizacion de la sobreyectividad de 5, el morfismo de holonomia de
F, cuando la submersiéon f: M — N, el desarrollo de F cuando modela sobre N, tiene fibras
conexas.

Proposicion 16.9. Sea F una foliacion transversalmente homogénea Riemanniana tal que la
submersion f: M — N tiene las fibras conexas. Entonces el morfismo I 7r1(M ) — Aut(m) =

KO / (K())e es sobreyectivo si 'y solamente si la submersion desarrollo de F, f: M — N, tiene
las fibras conexas.

Demostracion. Partimos del diagrama

f

—_—

<)

i1
h

N
M—L-nN

Supongamos que f tiene las fibras conexas. Sea [k] € Ko/(Ko)e, [k] # [¢], y escojamos 7 €
N. Llamemos n = (7). Como las fibras de f son conexas tendremos que L=f “n)y
E’ = f _1([k’] n) son dos ‘hojas distintas de F en M, donde F representa la foliacién levantada
F = j* F. Sean entonces L = p(L) y L = p(L’) Se tiene que

(o HNIL)= (o HHI)=n=(fop)L)=(fop)L)=f(L)= f(L).

Pero como f tiene las fibras conexas eso implica necesariamente que L=1 y por tanto existe
v € Aut(p) tal que L' = vL, con lo que

k] 7= f(L') = f(AL) = h(x) - f(L) = h(y) - n,

y entonces h(y) = [k].
Reciprocamente, supongamos que h es sobre. Sea n € Ny supongamos que [~ 1(n) tiene
dos fibras L'y L'. Sean L y L' dos hojas de F tales que p (L) Lyp (L’) L’. Entonces

(fep)(L) = (fop)(L') =n=(ro f)(L)= (o f)L).

Asi, existe [k] € K, / (Ko). tal que f(L) = [k] - f(L'). Pero como & es sobre sabemos que existe
v € Aut(p’) tal que h(7y) = [k]. Entonces

A ~

fOL) = K- F(L') = f(L).
Pero como las fibras de f son conexas llegamos a que 72’ =) y por tanto

L=p(L)=p(rL) =p(L")=1". O
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Proposicion 16.10. Si h es sobreyectiva entonces I, el grupo de holonomia de F cuando modela
sobre N, es isomorfo al producto directo T'y x Ko/ (Kp)e.

Demostracion. Inmediato teniendo en cuenta la descripcion de I' dada en la Seccién 13.4. [

Nota 16.11. De esta forma, si las fibras del desarrollo de / como /N-foliacion y las fibras del
desarrollo de F como N-foliacién son conexas, estaremos en ambos casos en disposicion de
aplicar el Teorema 9.6, que nos permitird calcular la cohomologia basica. Entonces, por un lado,
tendremos que

H(M/F) = Hr,(N),

Y por otro, R
H(M/F) = Hr(N).

Noétese que esto es congruente con nuestros calculos pues la Proposicion 16.10 nos permite
concluir que

~

Hp(N) = HFOXI/(\O/(I/(\O)E(N) = Hr,(N),

pues w1 (N) = m (Go/Ko) = Ko/ (Ko)e.

Corolario 16.12. Si el desarrollo f M — N es una fibracion, entonces
(Ko/(K0)e)/To = mo(F).

donde F representa la fibra de f.

Demostracion. Tomando la serie exacta de f:
s ma(N) = i (F) S (M) B (V) A o (F) = 0 (16.2.2)
es claro que
mo(F) = im § = m (N)/ker § = m (N)/ im f, = (Ko/(Ko)e) /To.
pues 1 (N) = Ko/ (Ko)e y im f; = T, 0
Consideremos ahora la cubierta 7g, : Gy — C/J\O / Core I/(\o, definida de la forma

e, ([([9]s kD)) = LaF.
Sabemos que 7, (I') = 'y (ver Teorema 13.13).

Lema 16.13. Se tiene que
Wé;(FO) =T kermg,.

Demostracion. Si g € I" - ker g, entonces existen 0 € I'y k € ker 7, tales que g = o - k, con
lo que 7g,(9) = 7g, (0 - k) = 7g,(0) € To.
Reciprocamente, sea § € W&;(Fo). Asi, mq,(g) = h(y) € To. Dado el elemento h(y) =

~ ~

[(s(h(7)),&(7))] € T es trivial que ¢, (h(7y)) = h(7), con lo que 7, (9) = 7g,(h(7y)) y por lo
tanto § = h(y) - k € I' - ker . O
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Proposicion 16.14. Se tiene que
ker g, /To = 75 (To) /T

Demostracion. _ Como la cubierta I' — T'g, de nucleo FO, es una restriccion de la cubierta
mg,: Gy — Go / Core KO, es claro que FO = ker g, N I'. Asi, utilizando el primer Teorema
de Isomorfia y el Lema 16.13 tendremos que

kermg, /Ty = kerm/(ker g, NT) =T - kermg, /T = 75! (Ty)/T. O

Lema 16.15. Sean A C B C C tres subgrupos de un grupo de Lie tales que Ay C son cerrados
y C/A es finito. Entonces, B es cerrado.

Demostracion. Escogiendo un representante de cada clase en el cociente tendremos ki, ..., ky
elementos de C' de forma que podemos escribir C'/A = {[k;]}i=1. ~-

Sea una sucesion {z, },en de elementos de B convergente a x € C. Necesariamente, dado
n € N tendremos que para algin k,, € {k1,...,k,} setiene que [z, = [k,] € C'/Ay por lo tanto
existe y,, € Atal que x,, = k,, - y,,. Nétese que k,, = =, -y, I ¢ B. Pero como solamente existirdn
un ndmero finito de k,, diferentes, necesariamente existird al menosun k € {ky,...,ky}, k € B,
tal que la subsucesién dada por los elementos {k, - y,: k, = k} convergerd a x. Tendremos
entonces una subsucesion {k - y,, } tal que

r=limk- -y, =k-1lim y,,,
k—o0 k—o0

y como A es cerrado y por lo tanto limy_,o, ¥, € A C B, tenemos ya que = € B. ]

Proposicion 16.16. Si W&; (To)/T es finito entonces wg,(T') = T.

Demostracion. Considerando H = 71'6; (7, (T')), el saturado de T por 7¢,, tendremos que I' C
HC 7'('5; (T'), con Wgﬁl (T'y)/T finito, con lo que, por el Lema 16.15, tenemos que H, el saturado
de T, es cerrado, lo que equivale a que TG, (') sea cerrado. [

Lema 16.17. Sea é\o un grupo de Lie y sean A un subgrupo algebraico de é\o yB C Aun
subgrupo tal que A/ B es finito. Entonces A/ B es finito.

Demostracion. Sea x € A. Entonces x = lim,,_,o Zp, cON T, € A.

Escogiendo un representante de cada clase en el cociente tendremos ky, ..., ky elementos
de A de forma que podemos escribir A/B = {[k;|}i=1,.. n. Asi, necesariamente, dado n € N
tendremos que para alguno de los k; existe y, € B tal que z, = k; - y,. Asi, la sucesion
{z,,} se puede escribir como {k;, - y,}. Pero como solamente existirdn un nimero finito de &;,
diferentes, necesariamente existird al menos un k& € {1,..., N} tal que la subsucesién dada por
los elementos {k;, - y,: k;, = k} convergerd a z. Abusando de la notacién tendremos entonces
una subsucesién {k - y,, } tal que

r=Ilmk- -y, =k- ll'm Y
k—ro0 —00
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con y,, € B, conlo que k~'z € By porlo tanto z € k- B. Y como esto puede hacerse para
cualquier elemento = € A de forma que el elemento k variard inicamente entre los del conjunto
finito k1, . .., k,, tenemos que A/ B es finito. O]

Proposicion 16.18. Si las fibras de la fibracion desarrollo f ]\Z — N tienen un niimero finito
de componentes conexas, entonces 7g,(I') = I'o y 7q,((I')e) = (To)e.

Demostracion. Llamando F' a la fibra de f y combinando el Corolario 16.12 y la Proposicion
16.14 tendremos que

mo(F) = (Ko/(Ko)e)/To = ker 7, /To = 75 (To) /T

Y si ﬂ(_;ul(f‘o)/l“ es finito sabemos, por el Lema 16.17, que

g, (Lo)/T = 75, (To)/T
tambien es finito, lo que implica, por la Proposicion 16.16, que g, (T') = T.
Veamos ahora que ¢, ((I')e) = (I'o)e-
Como 7, (I') = I'o y 7¢,((I')c) es conexo necesariamente 7¢, ((I').) C (I'g).. Comprobe-
mos el reciproco:
Demostraremos que g, ((T').) es abierto y cerrado en (T'y).. Para ello, tomemos z € (T'g). y
U un entorno conexo de trivialidad de la cubierta, con x € U, tal que

76 (U) = UaeaUs,

con U, conexo para todo a@ € A. Por conexidad, o bien U, estd completamente contenido en

(T')e o bien (I'). N Uy = 0. Si x € 7g, ((T)) entonces existe U, C (T'). tal que 7, (Uy) = U'y
por lo tanto U C 7, ((T').). Con eso se prueba que 7¢, ((T).) es abierto en (T'y).. Si suponemos

que z & m¢, ((T).) tendremos que (T'). MU, = 0 paratodo o € Ay por tanto ¢, ((T).) N\U = 0,
lo que prueba que 7¢, ((T)c) es cerrado en (I'p).. Asi, 7, ((I).) es abierto y cerrado en ().,
con lo que se tiene la igualdad. ]

Corolario 16.19. Si las fibras de la fibracion desarrollo f: M — N tienen un niimero finito
de componentes conexas, entonces el grupo de Lie 1" es unimodular si y solamente si I'y es
unimodular. Andlogamente, I, es unimodular si y solamente si (I'y). es unimodular.

Demostracién. De la Proposicién 16.18 se deduce que las proyecciones I' — Ty y (T'), — (T'g)e
son cubiertas, con lo que, por el Corolario 2.6 tenemos que

det Adp(r) = det Adg (g, (7))

y que
det Adr, (z) = det Ad g, (7c, ()

paratodo x € I'y x € (T)., respectivamente. O
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16.3. Cuando en N existe una métrica Gy-invariante

Blumenthal, en [2], estudia las foliaciones Rlemanmanas transversalmente homogéneas, pero
Unicamente en el caso en que existe sobre N = Go / KO una métrica GO invariante y mas con-

cretamente, cuando KO es compacto. Demostraremos, como también se deduce de los célculos
de Blumenthal, que las foliaciones F y F tienen estructura de N-foliacién transversalmente
homogénea cuando sobre N actia Iso N el grupo completo de las isometrias de N.

Lema 16.20. Si en N existe una métrica Gy-invariante entonces el grupo de Lie 1so N actiia
transitiva y efectivamente en N.

Demostracion. Sien N existe una métrica é\o invariante, s decir, si las traslaciones por la iz-
qu1erda en A(a): N — N son 1sometr1as para todo a € Go, la Proposicién 16.1 nos garantlza
que A(a) € Iso N para todo a € Go. Y como Gy actia transitivamente en N = Go / (KO)

claro que Iso N también lo hace. Ademds la accién es efectiva pues si ¢ € Iso N es tal que
p(n) = n paratodo n € N, entonces trivialmente ¢ = id. O

Nota 16.21. Notese que s GO no actia de forma efectlva sobre N entonces no puede realizarse
como subgrupo de Iso N, pues la inclusion natural Gg — IsoN que acada g € Go lo lleva en
A(g) € Is Iso N no es inyectiva. Ademds, incluso siendo la accion efectiva o tomando para ello el

grupo GO / Core KO, aunque si tendriamos un subgrupo de Iso N no estarfa garantizado que éste
fuera cerrado.

Supongamos entonces que existe una métrica Gp-invariante en /N y consideremos N como
un Iso N-espacio homogéneo. Entonces tendremos:

Proposicion 16.22. La foliacion F y la foliacion levantada F tienen estructura de N -foliacion
homogénea Riemanniana modelando sobre el Iso N-espacio homogéneo N.

Demostracion. Sabemos por las Proposiciones 13.1 y 13.6 que los grupos de holonomia de F
y de F cuando modelan sobre N son I'ly C Gy y I' C Gy, respectivamente. Pero el Corolario
16.3 nos asegura que el grupo de Lie G se inyecta en el grupo de Lie Iso N. Basta entonces
considerar el Lema 16.20. [

Proposicion 16.23. El grupo de holonomia de F cuando modela como N -foliacion Riemannia-
na, I, es el menor subgrupo de Iso N que contiene las traslaciones por la izquierda por los g.gs

y las traslaciones por la derecha por elementos de Ty C I/(\o / (l/(\(])e.

16.4. Funcion modular de G;

Recordemos que Gy = (é;/ Core([/(\o)e X [/(\()/(I/{\o)e)/i(Core I/(\O) (Seccioén 11.2).

Corolario 16.24. Para G} se tiene que

det Adg, ([([gls. [F)]) = det Ad e (9],
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Demostracion. Es inmediato a partir del Corolario 2.7 teniendo en cuenta que G es una exten-
sién de G/ Core K, y del grupo discreto Ky/(Ky). y asi (Go/ Core Ky) = Gy/(Ko/(Ko)e).
O

Nota 16.25. Del Corolario 16.24 y de la conexidad de (/}*\0 / Core [/(\0, que implica que
det Ada)/COrefa([g]ﬁ) >0, Vg€ é\o/ Core f(\o,
se deduce que det Adg, ([([gls, [k])]) > 0 para todo [([g]s, [k])] € G:.

Corolario 16.26. El grupo de Lie Gy es fuertemente unimodular si'y solamente si é\o / Core [/(\0
es unimodular.

Proposicion 16.27. El grupo de Lie Gy es unimodular si'y solamente si se cumple que
det Ad@o(g) = det Ad@;(g)‘Cme(g) Vg e Gy,

donde por Core(t) nos referimos al dlgebra de Lie de Core I/(\o.

Demostracion. Por el Corolario 16.24 sabemos que

det Adg, ([([gls. [F)]) = det Adg e (911,

Por otra parte, aplicando la Proposicién 2.6 tendremos que
det Adg; (2) = det Adg; (%) core(r) - det Adg; ) oore 15 ([2])-

Asi:
det Ada) (9)
B det AdéB (g) |Core(t) .

Por tanto, como G es unimodular si y solamente si det Adg, ([([g]s, [k])]) = 1 el resultado se
deduce de forma inmediata. [

det Ade, ([(lg]5, [KD])

16.5. Teorema de unimodularidad para fibras no conexas

Lema 16.28. Sea 7: E — B un fibrado localmente trivial de fibra F'. Si I’ es compacta entonces
T es una aplicacion propia.

Demostracion. Sea C' C B compacto. Deberemos probar que 7 1(C') es compacto. Para ello,
tomemos una sucesién cualquiera {z,,} C 7~!(C'). Deberemos encontrar una subsucesion con-
vergente. Pero cogiendo {7 (z,)} tendremos una sucesién convergente en el compacto C', por lo
que sabemos que existe una subsucesion {7 (z,, )} convergente a b € B. Como 7 es un fibrado,
existe U entorno abierto de b tal que

O: 7N (U) - UxF
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es un difeomorfismo. Podemos suponer que la sucesion {7 (z,, )} estd completamente contenida
en U. Asi, considerando la proyeccioén pry: U X F' — F tendremos una sucesion { (pr20®)(z,, )}
en el compacto F', y por tanto existird una subsucesién {(pry o @)(wnkj )} convergente. De esta
forma la sucesion {CID(acnkj )} serd convergente en U x F, y por tanto {xnk]} serd convergente en

7 (U). O

Proposicion 16.29. Sea F una N = G/K-foliacion transversalmente homogénea sobre una
variedad compacta M. Si el cociente K/ Core(K) es compacto, entonces W = I'\G}, donde
Gy = G/ Core(K) es una variedad compacta.

Demostracion. Supongamos M y K/ Core(K') compactos. Entonces, por el Lema 16.28 el fi-
brado de Blumental p: I'\ f*(Gy) — M, de fibra K/ Core(K), es una aplicacién propia, con
lo que la compacidad de M implica la compacidad del espacio total I'\ f*(G). Completando el
diagrama ya conocido con la proyeccién 7: Gy — I'\G} tendremos:

7

fH(Gy) G; ——=T\G;

|

P\f*(Gy)

donde 7 es una cubierta regular de grupo I'.

Noétese que, como estamos considerando K/ Core(K) compacto, sabemos que existe en N
una métrica invariante, lo que, por la Proposicién 16.5, implica que el desarrollo f: M — N es
una fibracién y por la tanto es sobre. Eso garantiza, por construccion, la sobreyectividad de f.

Definimos entonces una aplicacién

p: T\f"(Gy) = T\G;

haciendo, dado = € I'\ f*(Gy), p(z) = (m o f)(Z), con & € f*(Gy) tal que 7(Z) = x. Se tiene
que ¢ esta bien definida, pues si escogemos vz € f*(Gy) tal que 7(vZ) = x, como tenemos
demostrado que f es equivariante, tendremos que f(v#) = v - f(Z), con v € I, y por tanto
m(f(yZ)) = n(y - f(%)) = 7(f(Z)). Ademds, ¢ es continua por ser localmente composicién de
continuas. Y como f es sobre, llegamos a que I'\ G es compacto por ser imagen continua de un

compacto. [

Estamos ya en condiciones de enunciar el siguiente Teorema, que generalizard el Teorema
15.10, que necesitaba de fibras conexas en el desarrollo, al caso en el que las fibras de la submer-
sién desarrollo tienen un nimero finito de componentes conexas:

Teorema 16.30. Sea F una N-foliacion sobre una variedad compacta M, donde N = G/ K,
con Gq conexo 'y Ky/ Core(Ky) compacto. Supongamos que la foliacion estd definida por un
desarrollo cuyas fibras tienen un niimero finito de componentes conexas. Si G/ Core(Ky) y I'g
son unimodulares y K,/ Core(Ky) es fuertemente unimodular, entonces F es unimodular.
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Demostracion. Considerando la cubierta universal p: é\o — (p haremos I/(\O = p~1(Kj). Por
las Proposiciones 1.23 y 1.24 sabemos que

(Go)y = (/}’\U/ Core Ko = G/ Core(K))

y que
(Ko)y = Ko/ Core Ky = K/ Core(K)).
Como (K)j); es compacto sabemos que en N existe una métrica (G )z-invariante, lo que, por

la Proposicién 16.5, implica que tanto el desarrollo f: M — N como su levantamiento f ala
cubierta universal /V son fibrados localmente triviales. De esta forma, siguiendo la cAonstrucci(’)n
realizada en el Capitulo 11, podremos considerar que la foliacién F modela sobre N = G/ Kj,
con Gy = (Gy)y y Ky = (Kj)y, y donde el desarrollo f: M — N tiene fibras conexas, siendo
I' C G} el grupo de holonomia. Con las hipétesis que proponemos se cumplirdn entonces todas
las condiciones necesarias para aplicar el Teorema 15.10, puesto que:

1. En N existe una métrica Gy-invariante, pues la isotropfa de la accién de Gy en N es
difeomorfa a (Kj);, que es compacto.

2. La variedad W = T'\G} es compacta. Como K; = (Kj)y, la isotropia de la accién (efec-
tiva) de G sobre N, es compacta y como M es compacta, la Proposicion 16.29 garantiza
la compacidad de .

3. El grupo de Lie K =2 (K)y es fuertemente unimodular, por hipétesis.

4. Los grupos de Lie Gy y T son unimodulares.

En primer lugar, como (G)); es, por hipétesis, unimodular, el Corolario 16.24 nos permite
asegurar que (G4 también es unimodular.

Por otra parte, Por el Corolario 16.19, como Iy es unimodular, sabemos ya que I es uni-
modular.

Entonces, aplicando el Teorema 15.10, tenemos ya que F es unimodular. [

16.6. Ejemplo

Dado G = SL(3,R), el grupo de las matrices de orden 3 y determinante 1, consideramos el
subgrupo compacto no conexo

cos —senf 0
K=< |senf cosf@ 0| €SL(3,R):0€R
0 0 +1

de forma que tendremos el espacio homogéneo N = G/ K.
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Sea I' C G un subgrupo discreto uniforme. La foliacién en G cuyas hojas son las fibras de
la proyeccién 7: G — G/K induce en M = T'\SL(3,R) una N-foliacién transversalmente
homogénea, determinada por el siguiente diagrama:

G =SL(3,R) =~ N = G/K

!

M =T\G

donde p: G — M es una cubierta regular de grupo I'.

Noétese que K C O(3), que no tiene subgrupos normales propios (ver [46], pdg. 33), con lo
que necesariamente Core ' = {e} y, por lo tanto, la accién de G en N serd efectiva.

Asi, como M es compacta, i compacto y fuertemente unimodular (facilmente comprobable)
y como las fibras de 7, difeomorfas a K, tienen dos componentes conexas, entonces J es uni-
modular.



Capitulo 17
Aplicaciones del Teorema de Tischler

El caso més sencillo de foliacion de Lie es cuando el édlgebra de Lie es g = R, es decir, la
foliacién esta definida por una forma cerrada. Segun que el grupo de holonomia sea discreto
0 no, tendremos que las hojas son cerradas o no, siendo en el primer caso la foliacién, por
el teorema de estructura, una fibracion sobre S'. El siguiente teorema garantiza que con una
pequeiia deformacidn esto siempre puede conseguirse.

Teorema 17.1. [48] Sea M una variedad diferenciable compacta. Si M admite una I-forma
cerrada no nula en ningiin punto entonces M fibra sobre S*.

Utilizando este teorema demostraremos en este capitulo el principal resultado de nuestro trabajo,
que, dada una foliacién transversalmente homogénea no unimodular sobre una variedad compac-
ta M, garantiza que, bajo ciertas hipétesis, o bien M, o bien las adherencias de las hojas, o bien
el espacio total del fibrado de Blumenthal, fibran sobre St

17.1. La adherencia de las hojas

Sea F una N-foliacién transversalmente homogénea Riemanniana sobre una variedad compac-
ta M, donde N = Gy/Kjy, con Gy conexo. Sabemos que podemos considerar F modelando
como N-foliacién transversalmente homogénea, también Riemanniana, con lo que el grupo de
holonomia serd I' C G (Seccién 13.3).

Asi, tenemos la cubierta universal p: M — M, la fibracion desarrollo f M SN (de fibras
conexas) y el morfismo de holonomia h: Aut(p) — T

Dado 7 € N, llamaremos I'7 a su 6rbita por la acciéon de I' en N, es decir:

Th={y-n:yelcG}CN.

17.1.1. Existencia de una métrica invariante

Exigiremos como hipétesis que sobre [V exista una métrica invariante, ya que asi estard garanti-
zado que G se puede inyectar como subgrupo en Iso, el grupo completo de las isometrias de N
(Corolario 16.3). As{ tendremos I’ C @ﬁ, donde consideramos la adherencia en Iso (nétese que
aun siendo G4 un subgrupo de Iso, no estd garantizado que sea cerrado).

Para poder realizar nuestro estudio necesitaremos el siguiente Teorema, que viene demos-
trado en la pagina 167 de [21]:

159
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Teorema 17.2. [21] Sea M una variedad Riemanniana y sea {~,} una sucesion de isometrias
en M. Supongamos que existe un punto o € M tal que la sucesion {7, - o} es convergente. En-
tonces existe una isometria 'y una subsucesion {~y,.} de {~v,} que converge a -y en la topologia
compacto abierto.

Con esta herramienta estaremos en condiciones de probar el siguiente Lema:
Lema 17.3. Para todo 7 € N se tiene que I'n, = I'f.

Demostracién. Comenzaremos probando que I's C I'A. Dado un elemento v € 'k podemos
encontrar una sucesion {~, } de elementos de I" que converge a 7. Asi

yn = (lim v, )7 = lim(y,n) € T'n.

Veamos el reciproco:

Sea x € T'n. esto implica que existe una sucesién {7,7}, con ~, € T, tal que lim v,/ = =,
Por el Teorema 17.2 sabemos que existe una subsucesién {7, } que converge a v € I'. Necesa-
riamente se tiene entonces que

r = lim vy,n = lim v, A =yn €I'n. O
n—00 k—o0

Asimismo, Helgason también demuestra en [21], como parte de su Teorema 2.5, el siguiente
resultado:

Lema 17.4. Sean € N y sea K (n) el subgrupo formado por las isometrias de Iso N que dejan
n fijo. Entonces K (n) es compacto.

Proposicién 17.5. La adherencia T del grupo de holonomia de F cuando modela como N-
foliacion actiia transitivamente sobre I'n, con grupo de isotropia compacto.

Demostracién. Que I' actiia transitivamente en 't es trivial. Para probar la compacidad de la
isotropia, llaméndole I'; a la isotropia en el punto 7, tendremos que

lh={yeTl:y-a=n}=K(®H)NT,
con lo que I'; es un cerrado en el compacto K (n), y por lo tanto, compacto. ]

Corolario 17.6. La érbita de cualquier elemento n € N tiene estructura de espacio homogéneo
haciendo

I

T =~ T/T,.
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17.1.2. La foliacion inducida

Sea L € F una hojaen M. Dado el diagrama

escogeremos L € F = p*F tal que p(Z) = L.Sean = f(2) € N, con & € L (Nétese que f es
constante a lo largo de L).
Para poder demostrar la Proposicion 17.8 necesitaremos la siguiente propiedad:

Lema 17.7. Sea f: X — Y una funcion continua y abierta. Sea A C Y. Entonces
f7HA) = f1(A).

Demostracion. Que f~1(A) C f~1(A) es trivial, pues f~'(A) C f~'(A)y f~'(A) es cerrado
en X por ser 1magen reciproca de un cerrado en Y.

Vemos que f~1(A) C f~1(A
Seax € X talque x &€ f~ . Entonces existe U, C X entorno abierto de z tal que
0,

(
U.NfHA) = 0. Asi, f(U,)N A y como f(U,) es abierto por ser f abierta, f(x) & A,
conlo que z & f~1(A). O

Como en nuestro caso podemos contar con una métrica invariante en /N estamos en condi-
ciones de aplicar el Lema 17.3, lo que unido al Lema 17.7 nos permitird demostrar la siguiente
Proposicion:

Proposicién 17.8. Sea L la adherencia de L. Entonces

P ~ j—

p~ (L) = f~H(T0),
y L es una subvariedad embebida de M.

Demostracion. Como f es una fibracion de fibras conexas la Proposicion 6.12 asegura que
p (L) = f~1(T'2). Y como f y p son aplicaciones abiertas, con la ayuda del Lema 17.7 pode-
mos concluir que

p (L) =pH(L) = f-1(TA) = [(Th) = f(Th),

donde el Lema 17.3 garantiza la dltima igualdad.
Asi, restringiendo el dominio de las aplicaciones tendremos el diagrama

L) L—=Th (17.1.1)

)

L
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donde p = py, 1y ¥y [ = flp-1(zy-

Ahora, como la 6rbita en cualquier punto por la accién de un grupo de Lie en una variedad
diferenciable es una subvariedad inmersa ( [17], Teorema 1.2, pag 106) tenemos que T es una
subvariedad de N. Ademads, como la imagen reciproca de una subvariedad por una submersion
es una subvariedad (Seccién 4.7 de [16]) sabemos también que p~*(L) = f~(T'#) es una sub-
variedad de M. Y como p es una cubierta, y por tanto localmente un difeomorfismo, llegamos a
que L es una subvariedad inmersa de M, y como estamos considerando M compacta, entonces
L es compacta y por lo tanto una subvariedad embebida en M. ]

Para poder demostrar el Teorema 17.11, que caracteriza la foliacién inducida por F en las
adherencias de las hojas, necesitaremos estudiar las aplicaciones que aparecen en el Diagrama
17.1.1. Nétese que, como en cualquier foliacion la adherencia de un conjunto saturado es saturada
([36], Proposicién 1.3, pdg. 18), L es una unién de hojas de F y por tanto p~' (L) serd una unién
de hojas de F.

Lema 17.9. La restriccion f: p~'(L) — T'n es un fibrado localmente trivial con fibras conexas.

Demostracion. Como la foliacién es Riemanniana sabemos que f M — N es un fibrado local-
mente trivial. Y como p~'(L) = f~'(T'h) entonces f es una restriccién de un fibrado localmente
trivial a la imagen reciproca de una subvariedad, y por tanto, un fibrado localmente trivial.
Como L es una unién de hojas de F entonces p~'(L) es una unién de hojas de Fen M. Asf,
las fibras de f serdn hojas completamente contenidas en p~!(L), y por tanto, conexas. Que f es
sobreyectiva se deduce de manera inmediata teniendo en cuenta que f es sobre y que f ~LTh)

p (D).

LIl

Lema 17.10. La restriccion p: p~*(L) — L de p: M — M es una cubierta regular, no necesa-
riamente conexa.

Demostracion. Es inmediato comprobar que p es una cubierta regular donde los abiertos distin-
guidos serdn intersecciones de los abiertos distinguidos de p con L.

Nétese que, como p~*(L) no es necesariamente conexo, en p~' (L) habra muchos otros auto-
morfismos ademds de las restricciones de los automorfismos de M. , pues pueden actuar de forma
distinta en cada componente conexa. ]

Teorema 17.11. [2] La foliacion inducida por F en L es una foliacién transversalmente homo-
génea.

Demostracion. A partir de la sucesion exacta de los grupos de homotopia, es inmediato compro-
bar que p~! (L) y '/ tienen el mismo niimero de componentes conexas, pues f tiene las fibras co-
nexas. Sea {C, }aca €l conjunto de componentes conexas de p~!(L). Como la accién de Aut(p)
es libre en cada C,, tenemos que un automorfismo 7 € Aut(p) cumplird que 7j¢, = V¢, : = Vo
para algin v € Autp. Asi, teniendo en cuenta que f lleva componentes conexas en compo-
nentes conexas, como comprobaremos en la Proposicién 17.13, podemos definir un morfismo
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h: Aut(p) — Diff (Ta) dado por h(7)(n) = h(ya) - 7 si f7'(R) C Ci, para el cual f es
h-equivariante, pues dado =z € C, se tiene que

f(ra) = f(1ad) = h(7a) - f(2) = h(7)(£(2)) - F(2),

pues f es h equivariante por serlo f .

De este modo, con un razonamiento similar al efectuado para demostrar el Teorema 6.13,
encontraremos un cociclo {(Us, fa, gap)} donde las g,s son traslaciones por la izquierda de
elementos de I'. O

17.1.3. La restriccion a las componentes conexas

Para poder contar con una submersién desarrollo de la foliacién inducida en las adherencias de
las hojas a la que poder aplicar nuestros resultados, donde los espacios sean conexos, deberemos
restringir el diagrama 17.1.1 a las componentes conexas. De esta forma podremos dotar a la
foliacién inducida por F en L de estructura de foliacién transversalmente homogénea sobre un
espacio homogéneo conexo.

Para ello, partiendo del diagrama 17.1.1, escogemos = € p~'(L) tal que f(z) = n. Llama-
remos P a la componente conexa de p~'(L) que contiene a . De la Proposicién 6.1 podemos
deducir directamente la siguiente proposicion:

Proposicion 17.12. La restriccion p' = pp: P — L es una cubierta regular con grupo de
automorfismos dado por
Autp’ = {v € Autp: v- P = P}.

La Proposicién 1.3 nos permite asegurar que la componente conexa de I'n que contiene al
elemento n = f(x) es ['.n.

Proposicion 17.13. Se tiene que f(P) = T .n.

Demostracion. Como f(P) es conexo, por ser imagen continua de un conexo, es inmediato que
f(P) C T Por otro lado, como P es abierto en p~1 (L) y f es abierta, entonces f(P) es abierto
en I'.7. Si probamos que también es cerrado ya tendremos la igualdad que buscamos. Para ello,
supongamos que existe en, € I',7 tal que en € f(P) (si no existiera ya tendrfamos la igualdad).
Entonces f~!(en) es una hoja contenida en una componente conexa de p~' (L) distinta de P, que
llamaremos P’. Como P’ es un abierto en p~—*(L) y como f tiene fibras conexas tendremos que
f(P') serd un entorno abierto de ef tal que f(P') N f(P) = (, con lo que se prueba que f(P) es
también cerrado. [

Corolario 17.14. La restriccion f = ﬁ p: P — T.h es un fibrado localmente trivial de fibras
conexas.

Teorema 17.15. La foliacién inducida por F en L es una foliacion transversalmente homogénea
modelando sobre .1, de forma que la submersion desarrollo tiene fibras conexas, y donde sobre
T 7 actita transitiva y efectivamente, con isotropia compacta K, un grupo de Lie ¥ C Gy tal
queT, Cc X CT.
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Demostracion. Considerando las restricciones p’ = pjp y f' = f|p tendremos el diagrama

T (17.1.2)

que dotard a F 7 de estructura de T f-foliacién transversalmente homogénea. Para demostrarlo
deberemos probar que f’ es equivariante para algiin morfismo &’ de 7, (L) en algiin grupo de Lie
que actiie transitiva y efectivamente en I'.7. Pero, dado v € Aut(p') = 7 (L)/m (P), podemos
definir h/(7) = h(y) € T C T, con h: Aut(p) — T morfismo de holonomia de F cuando
modela sobre N. Y como f es equivariante para h entonces también lo serd f’ para h'.

Asi, haciendo 3 = im Aut(p’) tendremos que el diagrama 17.1.2 dota a la foliacién inducida
en L de estructura de foliacién transversalmente homogénea, con grupo de holonomia ¥ C .
Este dltimo actda transitiva y efectivamente en (I'n),, puesto que, como ' N\, C ¥ C T,
tendremos que I', C ¥ C T, y asi ¥ actuard transitivamente en (I'n),, pues la accién de I, ya es
transitiva, y efectivamente por estar contenido en F cuya accion es efectiva pues Tc Gﬁ

Como P es una uni6n de fibras de f, es claro que la restriccién f’ sigue teniendo las fibras
conexas. Que la isotropia es compacta se demuestra de forma andloga a como se hizo en la
Proposicién 17.5. U

17.2. Cohomologia en Variedades

Presentamos a continuacion algunos resultados bien conocidos sobre la relacion entre grupos de
homotopia, cohomologia singular y cohomologia de De Rham.

Definicion 17.16. Sean C' un grupo abeliano. Una resolucién libre F, de C' es una sucesion
exacta
= Fy = Fy = Fy - C =0,

donde los F; son grupos abelianos libres para todo 7 > 0.
Sean C'y A grupos abelianos y F, una resolucién libre de C
= Fy - Fy = Fy — C — 0.
Si dualizamos la serie obtendremos un complejo de la forma
0 — Hom(F,, A) - Hom(Fy, A) — Hom(Fy, A) — ---

Definicién 17.17. Llamaremos Ext’(C, A) al i-ésimo grupo de cohomologia de este complejo.
Este grupo no depende de la resolucién escogida.

Sea X un espacio topoldgico. Veamos la relacion entre homologia y cohomologia.
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Teorema 17.18. (Teorema del Coeficiente Universal) [43]. Sea A un grupo abeliano. Entonces
H*(X; A) = Hom(H,(X), A) @ Ext!(H,_1(X), A),
donde denotamos por H(X') = H(X;Z) la homologia singular con coeficientes en Z.
Corolario 17.19. Dado un espacio topologico conexo X se tiene que
H'(X;R) = Hom(H;(X),R).
Demostracion. El Teorema del Coeficiente Universal, para k = 1, asegura que
HY(X;R) = Hom(H,(X),R) & Ext' (Hy(X),R). (17.2.1)

Como por hipétesis suponemos X conexo, sabemos que Ho(X) = Z. Calculemos entonces
Ext'(Z,R), que serd nulo porque Z es libre: escojamos como representacién libre de Z la que se
obtiene tomando F{, = Z, que por exactitud quedara de la forma

0—>ZE>Z—>0.

Dualizando
0 — Hom(Fy,R) — 0.

Por tanto, la cohomologia de este complejo serd H® = Ext’(Z,R) = Hom(Z,R) y H' =
Ext’((Z,R) = 0 parai > 0. Asf, Ext'(Z,R) = 0y sustituyendo en (17.2.1) ya tenemos que

H'(X;R) = Hom(H,(X),R). O
Y ahora veamos la relacién entre homologia y grupo fundamental:

Teorema 17.20. (Hurewicz) [4]. Sea X un espacio conexo por caminos. Entonces el abeliani-
zado del grupo fundamental de X es isomorfo al primer grupo de homologia:

Hy (X) = m(X)/[m (X), m (X)].
Lema 17.21. Se tiene que
Hom(m (X),R) = Hom(m (X)/m (X)", R),
donde (X)) = [m1(X), 7 (X)] es el subgrupo conmutador.
Ahora consideramos la cohomologia de una variedad.
Teorema 17.22. (De Rham) [50]. Sea M una variedad diferenciable. Entonces el morfismo
I:H (M) — HI(M;R)
definido de forma que para [w] € H}, (M) se obtiene el elemento
I(w) € H,(M;R)* = HY(M;R)
dado por

I(w) (o)) = / w Vo] € Hy(M)

«

es un isomorfismo entre la cohomologia de de Rham y la cohomologia singular.



166 17  Aplicaciones del Teorema de Tischler

17.3. Foliaciones no unimodulares

Lema 17.23. El iinico subgrupo conexo no trivial del grupo multiplicativo de los niimeros reales
positivos (RT,-) es el propio R*. Asimismo, el unico subgrupo conexo no trivial del grupo
aditivo de los niimeros reales (R, +) es el propio R.

Demostracion. Empecemos, en primer lugar, con el grupo (R*,-). Sea H # {1} un subgrupo
conexo. Escojamos entonces un elemento h € H, h > 1 (siempre existe, pues dado cualquier
elemento menor que 1 su inverso serd mayor que 1, y viceversa). Como H es un subgrupo,
h" € H paratodon € N. Y como lim,_,,, h" = +00 si h > 1 entonces concluimos que H
no estd acotado superiormente. Por el otro lado, cogiendo el elemento A~! = 1/h tendremos
que lim,, o (h™1)" = 0, lo que implica que inf H = 0. Asi, por conexidad, tendremos que
necesariamente H = R™.

La segunda parte de la proposicién es inmediata, pues la aplicacion logaritmica y la aplica-
cién exponencial definen un difeomorfismo entre (R*,-) y (R, +). Veamos una demostracién
directa:

Consideremos el grupo (R, +) y supongamos H # {1} subgrupo conexo. Dado entonces
un elemento h # 1 (supongamos, por ejemplo, que h > 1), sabemos, por ser H subgrupo, que
nh € Hy —nh € H paratodo n € N. Asi, como lim,, ,,, nh = 400y lim,, ,,, —nh = —o0,
llegamos a que H no estd acotado ni inferior ni superiormente, lo que, por conexidad, implica
que necesariamente H = R. ]

Lema 17.24. El vinico subgrupo acotado de R* es el trivial.

Demostracion. Sea S un subgrupo de R que suponemos no trivial. Esto es, existe a € S tal que
a # 1. Podemos suponer que a > 1, pues si no lo es basta coger su inverso. Asi,

A={a":neN}CS,
y por tanto, como A no es acotado, .S tampoco. [

Proposicién 17.25. Sea N = G/K. Si K es compacto entonces existe sobre N una métrica
G-invariante.

Demostracion. Es inmediato a partir del Teorema 5.19, pues Adg,:(K) es compacto. ]

La existencia de una métrica G-invariante para N = G/ K implica que el grupo de isometrias
en [V para esa métrica, Iso [V, actda transitivamente en /V. La compacidad de K permitira utilizar
el siguiente resultado:

Proposicion 17.26. Sea N = G /K un espacio homogéneo con K compacto. Entonces G se
inyecta en Iso(N) como un subgrupo cerrado.

Demostracion. Por la Proposicién 17.25 sabemos que sobre /N existe una métrica G-invariante,
de forma que las traslaciones en N por elementos de GG son isometrias, y por tanto G se pue-
de considerar un subgrupo de Iso(/V). La compacidad de K garantizard ademds que GG es un
subgrupo cerrado. Vedmoslo:
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Sea {\(g,)} una sucesién de elementos de G C Iso(/N') convergente a v € Iso(/V). Hay que
probar que ~y es una traslacion por un elemento de GG. Pero si K es compacto entonces, por el
Lema 16.28, la proyeccién 7: G — G/K = N es una aplicacién propia. Tomando o = [e] € N
tendremos que el difeomorfismo G/K = N lleva [g] en A(g)(0). Asi, {\(gn)(2)} — 7(2).
Cogiendo un entorno compacto C' de y(z) en N podemos suponer que A(g,)(z) € C para todo
n € N. Asi, 7~1(C') es compacto y la sucesién {g,} C 7—!(C'), con lo que tiene una subsucesién
{gn, } convergente a g € 7' (C) C G. Por tanto, necesariamente

v = ka Agn,) = A(lim g,,,) = Ag). O
—00 k—o0

Proposicion 17.27. Si K; es conexo, entonces tanto f*(Gy) como I'\ f*Gy, el espacio total del
fibrado de Blumenthal, son conexos.

Demostracion. Si Ky es conexo entonces p: f*(Gy) — M y p: '\ f*Gy — M son fibrados de
fibra conexa. La conexidad de f*(Gj) y de I'\ f*Gy se deduce inmediatamente de la sucesién
exacta de los grupos de homotopia. [

Teorema 17.28. Sea N = Gy/Ky un espacio homogéneo, con Ky = Ko/ Kg compacto y
fuertemente unimodular y Gy conexo. Sea F una N -foliacion transversalmente homogénea sobre
una variedad compacta M definida por un desarrollo donde las fibras tienen un niimero finito
de componentes conexas. Si F no es unimodular, entonces se tiene que o bien M, o bien las
adherencias de las hojas, o bien el espacio total del fibrado de Blumenthal, fibran sobre S'.

Demostracion. Sea la cubierta universal p: é\o — (. Haremos f(\o =p YKy ,yasi N =
a)/l/(\o. Sabemos que @B/ Core(l/(\o) = Go/ Core(Ky) y que [/(\0/ Core([/(\o) = Ko/ Core(K)y).
Por simplificar la notacién haremos Gg; = Go / Core(lf("\o) y Koy = Ko / Core(l/(\o). Asi, tendre-
mos el diagrama de estructura

77
MﬁN:GQﬁ/Koﬁ

:

donde el grupo de holonomia de F cuando modela sobre N serd imh = Iy C Gy, con
h:m 1( ) — Goﬁ

Como Ky es compacto, sabemos que en [V existe una métrica Goy-invariante, lo que, por
la Proposicién 16.5, implica que tanto el desarrollo f: M — N, como su levantamiento f
a la cubierta universal N son fibrados localmente triviales. De esta forma, siguiendo nuestra
construccion, podremos considerar la foliacién F sobre la variedad compacta M modelando
sobre N = G}/ Ky, con Ky = Koy, y donde el desarrollo f+ M — N tiene fibras conexas, siendo
I' C Gy el grupo de holonomia.

Como Ky es fuertemente unimodular y como W = F_O\Goﬂ es compacto por ser Koy compac-
to , el Teorema 16.30 garantiza que si F no es unimodular, entonces o bien G; o bien T no son
unimodulares. Segiin suceda una cosa u otra obtendremos diferentes fibraciones. Estudiaremos
entonces cada caso por separado:
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Proposicion 17.29. Si Goy no es unimodular entonces M y el espacio total del fibrado de Blu-
menthal, To\ f*Goy, fibran sobre S'.

Demostracion. Consideremos la funciéon modular mg,, : Goy — (R, ) dada por

ma,, (9) = | det Adg,, (9)],

donde, por simplificar la notacién, consideramos g = [g] € Gpy. Como Gy es no unimodular
necesariamente existe g € Gy tal que mg,,(g) # 1. Como mg,, es de grupos y Gy es conexo,
el Lema 17.23 garantiza la sobreyectividad de mg,,. Ademas, como Koy es compacto, su imagen
debe ser un subgrupo compacto de R™, con lo que, por el Lema 17.24, necesariamente ma,, (k) =
1 para todo k € K.

Por tanto, mg,, pasa al cociente y podemos definir

MGy Ko+ Gor/ Koy — (R, )
de forma que

MGy /Koy ([9]) = MGy (g>

Asi, haciendo f = Inmg,,/k,, o f y b = Inmg,, o h tendremos

M—L (R, 1) (17.3.1)

p

M

y h: (M) — (R, +). Para ver que f es h-equivariante necesitaremos del siguiente Lema:

Lema 17.30. Para todo v € T'y para todo [g] € Goz/ Koy se cumple que

MGy /Koy (7 ’ [g]) = MqGyy (7) ’ mGou/Kon([g])'

Demostracion.

MGy /Koy (v-lg]) = mGou/Kou([’Yg])
= Mgy, (79)
= MGy, () - MGy, (9)
= MGy, (V) - MGy 105 ([9])- O

Asi,dadosz € My~ € m1 (M) tendremos

fyz) = Inmgy, ke, (f(77))
= Inmgy, K, (R(7) - f())
= In(mgy, (h(7)) - MGy, 10, (f(2))
= Inme,, (h(7)) + Inmey, /i, (f(2))
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— h(3) + f(a).

Por tanto, f es h-equivariante y el diagrama 17.3.1 define en M una foliacién de Lie sobre R,
con lo que, aplicando el Teorema de Tischler, tendremos que M fibra sobre S!.

Ademds, un razonamiento similar nos permitird concluir que I'y\ f*(Gyy) fibra también sobre
S'. Siguiendo el Teorema 8.8 sabemos que sobre I'y\ f*(Go;) se puede definir una G;-foliacién
de Lie con grupo de holonomia I'y, representada en este diagrama:

. 7
[ (Gog) —— Gy

|

Fo\f*<G0ﬂ)

donde f serd equivariante para h: Aut(7) — Gy, morfismo de holonomfa, siendo I'y = im h.

Si aplicamos logaritmos a la funcion modular mg,,: Goz — R* tendremos la aplicacién
Inmg,, : Goy — R, que serd sobreyectiva por el Lema 17.23. Asi, considerando las composicio-
nes D = Inmg,, o f y h = Inmg,, o h tendremos el diagrama

f*(Goy) —2—=R

|

Fo\f*(Goﬁ)

que definird sobre I'y\ f*(Goy) una R-foliacién de Lie, pues D serd h-equivariante, ya que, dado
(2,9) € f*(Goy), paratodo v € Aut(7) se cumple que

) g
) +In(mea(f(z,9)))
= (Inmg,, o h)(y) + (Inmg o f)(Z,g)
= h(v) + D(Z,9).

Y como en nuestro caso el fibrado de Blumenthal, I'y\ f*(G;), serd compacto (Proposicion
16.29), estamos en condiciones de aplicar el teorema de Tischler y afirmar que I'y\ f*(Goy) fibra
sobre S!. O

Supongamos ahora que 'y no es unimodular. Notese que, por tanto, dim(I'y) > 1. Por el
Corolario 16.19 sabemos que la unimodularidad de I' y 1a de (I'). equivalen a la unimodularidad
de I'y y de (I'y)e, respectivamente. Por tanto, I' es no unimodular. Puede suceder que (I'). sea

unimodular o no. Estudiaremos ambos casos por separado. Si (I'). no es unimodular, dada una
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hoja L de ', demostraremos que la foliacion /7 inducida por F en la adherencia L (ver Teorema
17.15) tiene estructura de R-foliacién de Lie, lo que nos permitird definir una fibracién sobre S'.

El Teorema 17.15 asegura que la foliacién inducida por F en L tiene estructura de foliacién
transversalmente homogénea modelando sobre el espacio homogéneo conexo X/K, con K,
compacto. Asi, tendremos el diagrama

—f>§/KL

~

S
-

]

donde p es una cubierta regular de L y f es la submersién desarrollo, una fibracién en nuestro
caso, que serd equivariante para h: 7, (L) — X. Nétese que aunque el Teorema 17.15 se refiera a
las adherencias de I' y de > como subgrupo de ISO(N ), en nuestro caso, como por la Proposicién
17.26 sabemos que G es un subgrupo cerrado de Iso(N), podremos referirnos, como hemos

venido haciendo hasta ahora, a la adherencias en Gj.

Proposicion 17.31. Si (I'). no es unimodular, entonces las adherencias de las hojas de F fibran
sobre S'.

Demostracion. Como (I'). no es unimodular, la funcién modular

ms: ¥ — (RT,))
es no trivial, pues (I'), = (X).. Como (3), es conexo entonces, por el Lema 17.23, ms es
sobreyectiva. Y como K, es compacto el Lema 17.24 garantiza que ms(k) = 1 para todo
k € Kp, con lo que la aplicacién baja al cociente y podemos definir

Asi, de manera andloga a como se hizo en el caso en que Gy es no unimodular, considerando las
composiciones In my, -, © fy In ms o h tendremos definida sobre L una foliacién de Lie

de codimensién 1, y de nuevo, aplicando el teorema de Tischler, llegaremos a que L fibra sobre
St. [

Proposicion 17.32. Si ('), es unimodular pero T no, el espacio total del fibrado de Blumenthal,
Lo\ f*(Goy), fibra sobre S'.

Demostracion. Consideremos la cubierta universal 7 : (/Jaﬁ — Goy. Hagamos H = my 1(F_g) -
é;,i. Por el Corolario 16.24 sabemos que ' no es unimodular. De la misma forma, concluimos
que 7, *((T'g).) si es unimodular, y por tanto H, = (7, (To))e C 75 ((To).) es unimodular.
Sabemos también que la variedad W = H \égﬁ = '\ Gy es compacta.

Como H no es unimodular, la funcién modular my : H — R es un homomorfismo de grupos
no trivial. Extenderemos este morfismo a una aplicaciéon m: C/Jgﬁ — R cumpliendo:
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1. m\u = My,
2. m(h-y) =m(h)-m(y) paratodoh € H,y € (/}Eﬁ.

Para ello, consideremos la variedad W = H \égﬁ Por la Proposicién 1.25 sabemos que su cu-
bierta universal es 1V = He\égﬂ ym (W) = H\H.

Como H y H, tienen el mismo dlgebra de Lie es claro que la funcién modular de H, es la
restricciéon de my a H.. Y como H, es unimodular, entonces my () = my,(7y) = 1 para todo
v € H.. Asi, el morfismo

my: H\H — R,

dado por my([y]) = mu(y), estard bien definido, pues para cualquier otro representante 7,7y
de [] se tiene que mpy(vey) = mu(Ye) - mu(y) = my(7y). Entonces, aplicando logaritmos,
tendremos el morfismo

In my: H\H =m (W) — R.

Entonces, como por el Teorema 17.20 de Hurewicz sabemos que
Hy (W) = m(W)/[m (W), m(W)],

aplicando el Lema 17.21, el Teorema 17.18 del Coeficiente Universal, concretamente el Corolario
17.2.1, y después el Teorema 17.22 de de Rham, tendremos que

Hom(m (W), R) = Hom(H, (W), R) = H!(W;R) 2 H ,(W).

Por tanto, como In My € Hom(m (W), R), se puede identificar con una clase de cohomologia
[w] € Hp (W) tal que

In my(la]) = /w para todo [o] € m (W), (17.3.2)
donde [« denota la clase de homotopia de un lazo o en W con punto base [e].

Sea ahora 7: é},i - W=H \C/Jgﬁ la proyeccidn natural. Se tiene que 7*w es una 1-forma
en C/}'Eﬁ cerrada, pues w es cerrada en WW. Como é;ﬁ es simplemente conexo se tiene de forma
inmediata por el Teorema de Hurewicz que Hl(é@) = 0, lo que, aplicando el Teorema del
Coeficiente Universal y el Teorema de de Rham, nos permite concluir que H} R(é@) = 0. Asi,

T*w es exacta, es decir, existe f: Goz — R tal que df = 7*w. Como las traslaciones por
una constante no afectan a la diferencial, podemos considerar f(e) = 0. Con esta condicion,
tendremos que f cumple las siguientes propiedades:

1. f(yx) = f(y)+ f(x) paratodoy € H, x € (/Jaﬁ:

Consideremos la composicién f o L, : C/Jgﬁ — R, donde L., denota la traslacién por la
izquierda L. (x) = . Se tiene que 7 o L., = , pues

(70 Ly)(9) = [vg] = [9] € H\Gus.
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Entonces, para v € T,G:

Por tanto, d(f o L,) = df para todo v € H. Asi, como éEﬁ es conexo, tendremos que
foL, = f+c(y). Aplicando esta expresion en el neutro, como partimos de que f(e) = 0,

obtendremos que ¢(y) = f(). Aplicindola entonces para cualquier x € G obtendremos

que f(vz) = f(v) + f(=).
2. fig =Inmy:

Sea 3 un camino en Gg; que une el neutro con un punto v € H. Si proyectamos este

camino a través de m obtendremos un lazo o« = mo Sen W = H\C/Jgﬁ. Asi, por (17.3.2),
tendremos que

s (8) = [

w3
Ahora, si consideramos el isomorfismo dado en el Lema 1.26 tendremos la composicién

m(W) = H\H ™ R,
con lo que es claro que

my([7p]) = my(B(1)) = mu(y).

A = /[ Kok

= Brr*w
[0,1]

= | pdf)

[0,1]

- /[0 L)

Por otra parte, tenemos:
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=/M a(f o )

= (f8)(1) — (fB)(0)
= f(v) = fle) = f(7).

Asi tenemos ya que f(y) = Inmpg(y) paratodoy € H.

Haciendo entonces para finalizar m = e/ : Goy — R™ tendremos la aplicacién que buscdbamos,
puesto que:

1. m(y):ef(’Y) :elan(’Y) :mH(fy) V'YGH;

2. m(yy) = ef0) = fNH W) = ofO) . /W) = m(y) -m(y) Vye H,ye égﬁ.

Por el Corolario 2.7, considerando la restriccion H = 7~(Ty) — Ty de la cubierta universal
m: Goy — Goy, sabemos que

m(k) = my(k) = det Adg(e) =1

para todo k € ker 7.
De esta forma tendremos que la aplicaciéon m baja al cociente por la cubierta 7, con lo que
tendremos definida una aplicacion m’: Gy — R cumpliendo que

A

m'(v-y) =m(h-g9) =m(h) -m(g) =m'(y) - m'(y) (17.3.3)

para todo v € T y todo y € Gy, siendo h € H tal que m(h) = vy g € éaﬁ tal que 7(y) = v.
Asf, aplicando logaritmos, tendremos la aplicacién Inm’: Gy — R, que serd sobreyectiva pues
no es acotada y Gy es conexo.

Ahora, considerando el diagrama que define el fibrado de Blumenthal:

[*(Goy) B Goy (17.3.4)

|

Fo\f*(Goﬁ)

tendremos que las composiciones D = Inm/o f y i’ = Inm’ o h son el desarrollo y la representa-
cién de holonomia de una foliacién transversalmente homogénea en I'y\ f*(Goy) de codimension

1, puesto que la condicién 17.3.3 garantiza la equivarianza, ya que para todo = € f*(Gy) y todo
h
v € Aut T = I se tiene que
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= h'(7) + D(2),

pues h(v) € Ty. De esta forma, el Diagrama 17.3.4 garantiza la existencia de una forma cerrada
no nula en I'g\ f*(Gp;), pues dada una forma no nula invariante por la izquierda w € Q'(R), se
tiene que la forma D*w baja al cociente ya que es invariante por la accidn por la izquierda de los
elementos de I':

L:D*w= (Do L,)w
= (Lwe o D)'w
= D*L*/(,Y)(U
= D*w.

Por otra parte, como w es cerrada, pues es de dimensiéon médxima, es inmediato comprobar, te-
niendo en cuenta que la diferencial conmuta con D*, que la 1-forma en I'g\ f*(Goy) es cerrada.
Asi, el teorema de Tischler nos permite asegurar que I'o\ f*(Gl;) fibra sobre S'. [

De esta forma, concluimos la demostracion del Teorema 17.28 ]
El Teorema 17.28 generaliza el Teorema 1.1. de [30], de forma que tendremos:

Teorema 17.33. Sea F una G-foliacion de Lie sobre una variedad compacta M, con G simple-
mente conexo. Si F no es unimodular entonces o bien M o bien la adherencia de cada hoja de

F fibra sobre S*.

Demostracion. Inmediato a partir del Teorema 17.28, teniendo en cuenta que en una foliacion
de Lie el fibrado de Blumenthal es la propia variedad M (Ejemplo 8.9). Ol



Capitulo 18
Calculo directo de (', (G/K)

Consideraremos G grupo de Lie conexoy K y H = I subgrupos de GG no necesariamente co-
nexos. En este capitulo daremos una ecuacion explicita para calcular Hx(N) a partir de G, Ky
W = T'\G. Este resultado podria servir como base para generalizar los resultados de los capitu-
los anteriores, perfilando las hip6tesis que imponemos. Sin embargo, su complejidad impide su
aplicacion mads alld del caso particular que ya hemos detallado. No obastante, queda, sin duda,
como via de trabajo abierta para el futuro.

18.1. La estructura de (g, K )-médulo en C*°(G)

Proposicion 18.1. El espacio C*°(G) de las funciones diferenciables de G en R tiene estructura

de g-modulo con la representacion

donde X € g,y
(X)(9) = fugXg = [rgLgeeXe = (f 0 Ly)seXe.

En C'*°(() hay también una representacion de K por traslaciones por la derecha, pero para
tener una estructura de (g, K')-mddulo es necesario que los elementos sean K -finitos, con lo que
definiremos

CR(G)={f € C*(GQ): dim(f o R;k € K) < o0}.

Proposicion 18.2. El espacio C52(G) de las funciones diferenciables y K -finitas de G en R tiene
estructura de (g, K)-mddulo con las representaciones

p(X)(f) =X -f=Xf

k-f=1FoRy.

Demostracion. En C'7 hay, ademds de la estructura de g-moédulo descrita en la Proposicién 18.1,
hay una estructura de K-mddulo dada por la accién

a(Q)(f) =fo R,.

Asi, bastard probar tnicamente que al derivar esta accién obtenemos la representacién p de g,
pues eso garantiza automaticamente la compatibilidad con la representaciéon de X' C (. Vea-
moslo:

175
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Seaentonces X € g, f € C¥(G) y g € G. Tendremos:

a.(X)(f)(9) = (d/dtp=oa(exptXe)) (f)(9)
= d/dt—o(a(exp tXc)(f))(9)
= d/dt\t:0<f © ReXthe)(g)
=d/dtp=of(gexptX.)
= d/dtj—o f(Lg(exptX.))
= fegLgee(Xe)
= feg(Xy)
= (X[)(9). O

Proposicién 18.3. El complejo Q)" (G) de formas diferenciales en G es isomorfo al complejo
L(A"g, C>(G)) de aplicaciones lineales de A"g en C*(G).

Denotaremos indistintamente por X9, X, o X(g) el valor de un campo X en g € G.

Demostracion. Todo campo de vectores en GG se puede escribir como combinacién lineal con
coeficientes f; € C°°((G) de campos de vectores invariantes por la izquierda, con lo que serd
suficiente efectuar los cdlculos considerando tinicamente estos ultimos.
Podemos definir
F: L(A"g,C™(Q)) = Q'(G),

que a cada aplicacion R-lineal ¢: A"g — C*°(G) le hard corresponder una forma F'¢ dada por

que estard bien definida pues cualquier forma diferencial en (2" (G) queda completamente deter-
minada por sus valores en los campos invariantes.

Que F' es inyectiva es trivial, pues si F'¢ = 0 entonces de la ecuacién (18.1.1) se deduce
inmediatamente que ¢(X; A --- A X,.) = 0 para todo X; € g.

Para probar que F' es sobreyectiva deberemos, dada una forma w € Q"(G), encontrar ¢ €
L(A"g,C>(@)) tal que F'¢ = w. Bastara con definir ¢ para los elementos de una base de A"g.
Una base de g formada por los vectores X7, ..., X, determina de forma tnica una base de A"g,
formada por los elementos X;, A--- A X; ,conl <4 <... <14, <n.Asi, podemos definir

A( Xy A AN X ) (9) = w( Xy, -5 X5, ) (9)

para todo g € G, de forma que claramente F'¢ = w.
Ahora debemos probar que F' es de complejos. Partiendo del diagrama

L(A"g,C>®(G)) ——= Q" (G)

] |

L(A™g,C>(G)) = +(G)
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deberemos demostrar que dF' = F'9. Veamoslo:

(Fcb)(Xo,..- X)
_Z V)X Fd(Xo, ..., Xiv oy X,)

+Z D FS([X, X, Xo, - Xay o X X))

1<J
_Z Y X; Fop(Xo,.. . Xsr. ., X))

+Z D F(X5, X)Xy Xy Xy, X))

_Z VX d(Xo A AXi A AX,)

+Z DX AXIAXg A AXi A AXGA - A X,)

=(00)(XoA---ANX,)
= F(6¢)(Xo, ..., X,). O

Corolario 18.4. La aplicacion J: Q" (G) — L(A"g, C*(G)) dada por
JW)(Xi A AKX =w(Xy, .., X))

es inversade F: L(A"g,C*(G)) — Q" (G).

Demostracion. Es claro que F'y .J son inversas pues

JFQ) Xy A AXy) = (FO) (X, Xp) = p(Xa Ao A XG)

FJw)( Xy, ..., X)) = (Ju)(Xi A A X)) =w(Xyq,. .., X,
Que J estd bien definida se deduce de la unicidad de la funcién inversa. O]

Ahora estudiaremos Q" (G/ K), el complejo de las formas diferenciales en la variedad homo-
génea GG/ K. Supondremos que el par (g, K) es reductivo.

La proyeccién candnica 7: G — G/K es una submersién sobreyectiva, con lo que, por el
Lema 9.3, sabemos que 7*: Q"(G/K) — Q"(G) es un morfismo inyectivo. Asi, podremos con-
siderar 2"(G/K') como un subespacio de Q"(G) = L(A"g, C*(G)) identificando Q" (G/K) =
Q" (G/K), de forma que podamos usar la aplicacién F definida en la Proposicién 18.3.

Lema 18.5. Una forma w € "(QG) estd en 7*Q)" (G /K) si y solamente si se cumplen las dos
siguientes condiciones:
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1. ixw = 0si X, € kerm,g, paratodo g € G.
2. Rjw =w, paratodo k € K.

Demostracion. Sea w € 7*Q"(G/K). Esto es, w = 7", con o € Q" (G/K). Asi, ixw =
ixm o = 0si Xy € ker 7, paratodo g € G, pues

(ixm a)(Xq,..., X0)(9) = o) (g Xy, Mg XY, ..., Ty X7) =0,
ya que ., X, = 0. Ademds, se cumple también la segunda condicion pues
Riw=Rit"a=(roRy)'a=nm"a=w VkeK,

yaque o Ry = 7.

Reciprocamente, sea w € (&) verificando 1 y 2. Como 7 es una submersién, dados
Xi, ..., X, campos de vectores en GG/ K, existen campos de vectores Y; en GG, que podemos esco-
ger invariantes por las traslaciones por la derecha por elementos de G, tales que 7,,(Y;’) = X Z[g}
para todo g € GG. Asi, podemos definir una forma diferencial « en GG/ K haciendo

a(X1,.., X)(lg]) = w,(Vh, ... Y:)(9):

Como w(Y7,...,Y,) es una funcién diferenciable entonces la funcién que lleva a cada g € G
en a(Yy,...,Y.)([g]) es diferenciable, y como una funcién en G/K es diferenciable si y solo
si al componerla con la proyecciéon 7: G — G/K es diferenciable, entonces la funcién que a
cada [g] lo lleva en «(Y7,...,Y,)([g]) es diferenciable, lo que implica que « es diferenciable.
Comprobemos que esta bien definida:

En primer lugar, supongamos que, dado ¢ € G, existe otro vector Z7 € T,G tal que
mg(Z]) = Xi[g] = m,,(Y) para todo g € G. Entonces Y — Z7 € kerm,,, y como w veri-
fica la propiedad 1, llegamos a que

w7, ... )Y =Z7, ... )Y9) =0,

r

con lo que, por linealidad,

we(YE, .. YO Y9 =w,(YE, ... Z0,... YY)

3 T T

Por otro lado, gracias a la segunda condicion,  no depende del representante de [g] escogido,
pues si consideramos otro representante gk podemos tomar los vectores Yg = Riy(Y?) que
cumplen

Tk Biag ¥ = (10 ).y (V) = mg ¥ = XP

y tendremos que

wgk’(Ykaa . ng) = ng(Rk*g(Y )55 Rig (V7))
= (Rw) (Y., Yg)
=w,(YY,.... V7). O

T
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Lema 18.6. Que R;w = w para todo k € K es equivalente a que
w(Ad(k)(X1),...,Ad(k)(X})) = w(Xy, ..., X;) o Ry
para todo k € K y para todo X; € g.
Demostracion. Por un lado tendremos que
= wy(Ad(R)(X1)g, -, Ad(R)(X5),)
= Wy(Lgre(Ad(E)(X1)e), - - - Lgre(Ad(K)(X)e))
= (Lyw)e(Ad(k)(X1)e, - - -, Ad(K)(X)e)
= (Lyw)e((Ry" 0 Li)se(XT), -, (B 0 Li)ue(XT))
— (L) (B kLo (XD, -, (R or Lo (X))
= (R Liw)( XY, ..., X))
= ((Ly o Rp—1)*w)i(XT, ..., XF)
= ((ngl © Lg)*w)k(va s 7X7I?)
= (LR w)i(XT, ..., X)) (18.1.2)
Y, por otra parte:
(W(X1, ..., X))o Rp)(g9) = w(Xy,..., X;)(gk)
= war(XY*, . X9
= (Liw)e(XT, ..., X)) (18.1.3)
Es trivial, teniendo en cuenta que los campos de vectores X1, ..., X, son linealmente indepen-
dientes, que (18.1.2)=(18.1.3) si y solamente si Rjw = w paratodo k € K. O

Proposicion 18.7. Se tiene que Q)" (G/K) = L (A"p, C¥(G)), el complejo de las aplicaciones

de K-mddulos entre N"p y C¥(G), donde p C g es tal que g = € D p.

Demostracion. Consideremos la aplicacion J: Q" (G) — L(A"g,C*(G)) de la Proposicién
183.Siw € 7" (G/K) C Q'(G), podemos aplicar J para obtener J(w): A"g — C*°(G).

Esta forma cumple que
JW(XiA-ANX) =w(Xq,...,X,) =0

si X; € tparaalgini € {1,...,r}, puesto que si X € &, entonces

Tig(X)g = TagLgie(Xe) = (7 0 Lg)se(Xe) = A(g)seTse(Xe) = 0,

yaque ¢ = T, K = ker 7,.. De esta forma, J pasa al cociente y tendremos definida J(w): A"p —

0>(G).
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Ahora debemos comprobar que, dada w € Q" (G/K)y Xi,..., X, € p, se tiene que
JW)(XiNANX) =w(Xy, ..., X,) € C¥(G), es decir, es una funcién K -finita, que cumple
que el subespacio

(W(Xy,..., X, )oRy: k€ K)

es de dimension finita:
Sea U: g" — C*°(@) la aplicacién dada por ¥(Xy,..., X,) = w(Xy,...,X,) y sea

S=A{w1,....Y;): Yi € p} =¥(p) C C=(G).

Como w € 7" (G/K) entonces Riw = w para todo k € K, con lo que, por el Lema 18.6,

sabemos que
w(Xi, ..., X,) o Ry = w(Ad(k)(X1),...,Ad(k)(X,))

para todo k € K y para todo X; € g. Y como el par (g, K) es reductivo, y por lo tanto
Ad(k)(p) C p, es claro que

(W(Xy,...,X,)oR,: ke K)CS,
de dimension finita, con lo que la funcién w(Xy,...,X,) € CP(G). Por tanto, tendremos
J(w): A'p — CE(G).

Comprobemos ahora que J(w) es de K-mdédulos:

Jw)(k- X1 A AX,) = J(w)(Ad(k)(X1) A« A Ad(K)(X,)) (18.1.4)
= w(Ad(k)(X1), ..., Ad(k)(X,)),

con lo que, por el Lema 18.6, tenemos que

Jw)k- X3 AN ANX,) =w(Xy,. X)oRk (18.1.5)
= J(w )( ~/\XT)oRk
=k- ‘]( )(Xl /\Xr)~

Ahora hay que probar, reciprocamente, que, dada w € " (G), si J(w) pasa al cociente, es decir,
si estd definida en A"p, y ademds es de K -mdédulos, entonces se tiene que w € 7*Q"(G/K). Hay
que comprobar que w cumple las dos condiciones del Lema 18.5:

1. Veamos que ixw = 0si X, € ker m,,X, para todo g € G. Por hipétesis, sabemos que
JW(XiA-ANX) =w(Xy,...,X,) =0 (18.1.6)

si X; € tparaalgini € {1,...,r}. Tomamos una base X; ..., X, _,,...,X, de g que
completa la base X1, ..., X,_, de £. Escribimos X = Z?:l f:X;. Entonces

iXW(Yla"‘u}/;“> :w(X7}/17“'7K’—1)
= fiwXi Y1, Y0)
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= 30 fiwl(Xi Y, V)

i>n—q

porque w(X;,Y1,...,Y, 1) =0sii <n—gq.

Abhora,
0 = T.q(Xy)
=y (D_ i(9)Xi(9)
- Y o)
- S i)
porque N

Tig(Xi(g)) = 0
sit <n — q,yaque ker m,, = £y los X, son invariantes.

Pero .G = ¢ ® V y 7, es un isomorfismo entre V' y Tj(G/K). Andlogamente, para
g € G, siv; = my(Xi(g)), los v;, con i > n — g, forman una base de 7j,)G/ K. Entonces,
como tenemos ) ;. fi(g)v; = 0, por independencia lineal se sigue que f;(g) = O si
1>n—q.

2. Debemos, por tltimo, comprobar que Rjw = w para todo k € K. Por las ecuaciones
(18.1.4) y (18.1.5) sabemos que si J(w) es de K-mddulos entonces se cumple que

w(Ad(k)(X1),...,Ad(k)(X})) = w(Xq,..., X,) o Ry,
lo que, por el Lema 18.6, implica que 7w = w para todo k € K. ]

Consideremos ahora la variedad homogénea H\G, con 7: G — H\G la proyeccién candnica.
Las funciones f: H\G — R se corresponden con funciones f = f o 7: G — R, de forma que
podemos considerar C'%(H\G) como el submédulo de CP(G) formado por las funciones en G
invariantes por los elementos de K. Tendremos entonces en C5°(H\G) las mismas representa-
ciones que en C2(G).

Proposicion 18.8. Se tiene que QU (G/K) = L (Ap, CP(H\G)).
Demostracion. Sabemos, por la Proposicion 18.7, que

V(G/K) = Lig(A"p, O (G)).
Por tanto, bastard probar que si tenemos una forma H-invariante w entonces

F=Jw)(XiAAX): GoR
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pasa al cociente, es decir, define una funcién en H\G, lo que se cumplird si y solamente si f
es invariante por la izquierda para todos los elementos de H. Resumiendo, hay que probar que
folLy= fparatodoh € H. Vedmoslo:

(f o Ln)(g) = J(W)(X1 A--- A Xy)(hg)
= Whg(X1(hg), - .., Xr(hg))
= whg(Lh*g(Xlg)v R Lh*(Xf))
= (sz)g(va SR aXf)
= wy(X{, ..., XY)
= JW)(X1 A A X)(9)
= f(9).
Reciprocamente, supongamos que ¢ € L (A"p, C>°(G)) es a valores en funciones que bajan al
cociente, es decir, que ®(X; A --- A X,) es invariante por la izquierda para todos los elementos
de H, para todo X; A --- A X, € A"p. Hay que comprobar que J ' (®) = F'® es una forma
invariante por H:
Ly(FO)(Xy,....X,)(9) = (F®)ng(Lnwg X7, .., LnsgX7)
= (F®)y(X)9,..., X19)
— B, (X1 A A XD9)
=P(XIN---ANXY)

18.2. Calculo directo de Hy (G/K)

Por la Proposicion 18.8 sabemos que Q},(G/K) = Lg(A"p, C*(H\G)) y, por consiguiente,
H%(G/K) = Hi(g, K; O (H\G)). Recordemos que si H = T, con I grupo de holonomia de
una foliacion transversalmente homogénea con un desarrollo de fibras conexas, esta cohomologia
serd la cohomologia basica de la foliacién. Para poder estudiar esta cohomologia debemos hacer
uso de la dualidad de Poincaré:

Proposicion 18.9. HY (G/K) # 0 si existe ¢ € (C32(H\G)™)* tal que
1. p(X - f) =trazaad(X)p(f) paratodo X € p, f € CP(H\G).

2. ¢(f) =det Ady(k)p(f o Ry-1) paratodo k € K, f € C(H\G).

Demostracion. Por la Proposicion 4.18 sabemos que H" (g, K;; V°) = H,(g, K;V)*, donde V°
denota el (g; K')-md6dulo formado por las funciones lineales de V' en R que cumplen la condicién
de K-finitud. Por la Proposicién 4.22 sabemos que H" (g, K; V) = H,_,.(g, K; V™), donde
por V™ denotamos la estructura de (g; K)-médulo de Hazewinkel en V. Utilizando las dos
Proposiciones tendremos, para el caso que nos interesa:

H(g, K; CF (H\G))" = Ho(g, K; C(H\G)™)" = H(g; K; (CF (H\G)™)*).
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Por la Proposicion 15.5 sabemos que los elementos de H%(g; K'; (C2(H\G)"™)¢) seran los ele-
mentos de (C%°(H\G)™)¢ invariantes por las acciones de K y de p.

La accién de p vendrd dada por la estructura dual de la de Hazewinkel. Asi, dado X € py
dada una funcién K-finita ¢ : C3°(H\G)™ — R tendremos que

(X1 9)(f) = —p(X 4 f)
= —(X - f —trazaad(X)f)

= —p(X - f) + trazaad(X)e(f),

donde f serd una funcién de GG en R invariante para los elementos de H.
Siguiendo también la estructura del médulo de Hazewinkel, la accion de K estard definida
de esta manera:

(k- o)(f) = @(kil -+ f)
= p(det Ady(k) (K" - f))
— det Ady (k)¢ (k™" - f)
= det Ad,(k)o(f o Re-1),

conk € Ky f e C¥(G) invariante para los elementos de H.
Entonces, para que un elemento ¢ € (C¥(H\G)™)° sea invariante por la accién de K y por
la accidn de p, deberd cumplirse:

1. o(X - f) = trazaad(X)p(f) paratodo X € p, f € C¥(H\G).

En el caso que tenemos estudiado (Proposicion 15.7) H = Gy, por lo tanto, f es constante,
con lo que Xf = 0 para todo X € gy trazaad(X)e(f) = 0 paratodo X € py
todo f € CP(H\G). Como ¢ # 0 entonces existe f € C(G) con p(f) # 0, con
lo que se tiene que, en ese caso, ¢ serd invariante por la acciéon de p si y solamente si
traza ad(X) = 0 para todo X € p.

2. o(f) =det Ady(k)e(f o Ry—1) paratodo k € K, f € CR(H\G).

En el caso conocido, f es constante y f o Ry-1 = f, conlo que ¢(f) = det Ad,(k)p(f)
y, por tanto, ¢ serd invariante si y solamente si det Ad,(k) = 1 para todo k € K.

Queda como un problema abierto el estudio de estas condiciones considerando un subgrupo
propio H C G, que podria ayudar a perfilar las condiciones de unimodularidad de una foliacién
transversalmente homogénea Riemanniana. ]
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La clase de Alvarez







Capitulo 19
Forma de curvatura media

En este capitulo estudiaremos la forma de curvatura media y su relacion con la mimimalidad de
las foliaciones Riemannianas, que para foliaciones transversalmente orientadas es equivalente a
la unimodularidad.

19.1. Derivada covariante

Sea (M, g) una variedad Riemanniana orientada de dimension m.

Definicién 19.1. Una conexién en T'M es una aplicacion R-bilineal V: X(M)xX(M) — X(M)
tal que para cualesquiera X, Y campos de vectores en M y toda f € C°°(M) se cumple que

VixY = fVxY,
Vi(fY) = (X - )Y + [VyY.

Teorema 19.2 (pag. 70 de [15]). En cualquier variedad Riemanniana (M, g) existe una inica
conexion que cumple que

VxY - VyX = [XvY]’
XQ(KZ) :g<vXY72>+g<vaXZ)v

para cualesquiera X,Y, 7 € X(M).

Definicion 19.3. Llamaremos conexion de Levi-Civita a la conexion que cumple las propiedades
referidas en el Teorema 19.2. Nos referiremos a VxY como derivada covariante de X con
respecto de Y.

Lema 19.4. Si X, Y son campos de vectores en M, se tiene que el valor de V xY en el punto
x € M solamente depende del vector X,.

Demostracion. Sea Z otro campo de vectores en M tal que Z, = X,. Tenemos que probar que

Tomando un entorno abierto U de x y &1, ..., &, campos de vectores en U, con m = dim M,
tales que en cada punto y € U forman una base del espacio vectorial 7, M, podemos escribir
localmente el campo de vectores Z — X como

(Z - X)) = Z fiki,

187
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con f; funciones reales en M. Asi, es claro que
0=Z,—Xo=(Z~X)o =Y fil2)&a,
i=1

lo que, por la independencia lineal de los ;,, implica que f;(x) = 0 paratodoi = 1,...,m.
Entonces:

(VzY), = (VxY), = (VzY = VxY),

= (

= (Vz-xY),

= (VZ fi{iy)q;

=Y fila) (VeX), = 0. O
i=1

Lema 19.5. Dada E, ..., E,, referencia local ortonormal en U C M, se tiene que para cada

campo de vectores X € X(U) se cumple que

paratodot=1,... m.

Demostracion.

9([X7 Ei]> Ez) = Q(VXEi - VEiX, Ez)
= Q(VXEu Ez) - g(inX, Ez)
= —g(inX, El)

pues g(Vx E;, E;) = 0. En efecto, g(E;, E;) = 1y por tanto:

0=Xg(Ei, E;) = g(VxE;, E;) + g(E;, Vx E;) = 29g(Vx E;, E;).

19.2. Forma de volumen y divergencia

Definicion 19.6 (Pag. 7 de [39]). Definimos la forma de volumen como la m-forma vol en M

dada por
vol(X1, ..., X,,) = det(g(X;, Ej)),

donde Fy, ..., E,, es una referencia local ortonormal con orientacion positiva. En particular

i)

vol(Ey, ..., Y, ..., En) = g(Y, E)).
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Definicion 19.7. Dado X campo de vectores en M se define la divergencia de X como la funcién
div X que mide cémo la forma de volumen varia a lo largo del flujo del campo de vectores X:

Lx vol =div X - vol.

Proposicion 19.8. Dada F, ..., E,, referencia local ortonormal orientada positivamente en
U C M, se tiene que

div Xjp = Y 9(Ve X, E) = =) g(X E, E),

i=1 =1
para cualquier campo de vectores X en U.

Demostracion. La segunda igualdad es inmediata a partir del Lema 19.5. Demostraremos que

divX ==Y g([X,E].E):

i=1
Como vol(Ey, ..., E,) = 1 tenemos que

divX = (Lxvol)(Ey, ..., Ey).
Por el apartado e) de la Proposicion 2.25 de [50] sabemos que

(Lxvol)(Ey, ..., En) = Ly(vol(Ey, ..., Ep))

m
=) vol(Ey,...,LxE;,... Ey).
=1
El primer sumando se anula, pues vol(F1, ..., E,,) es una funcién constante, y entonces:

divX =—=> vol(Ey,...,LxE;,...,Ey),

i=1
lo que, por definicién de la forma de volumen, nos permite asegurar que

m

div X = —Zg(Lin,Ei) = —Zg([X, B}, E;),

i=1 i=1
pues Lx E; = [ X, E;] por el apartado b) de la Proposicién 2.25 de [50]. O
Definicion 19.9. Fijado = € M podemos definir, para X campo de vectores en M, la aplicacion

WX T,M — T,M, dada por
W (v) = (Vv X),,

con V' campo de vectores definido localmente en un entorno de z tal que V,, = v. Esta aplicacién
estd bien definida en virtud del Lema 19.4.
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Proposicion 19.10. Dado X campo de vectores en M se tiene que
div X = traza W™,

donde traza W™ es la funcién que a cada x € M le hace corresponder traza WX,
Demostracion. Por definicion, se tiene que
m
traza W= = Z 9(Ve X, E;)
i=1

para cualquier referencia ortonormal definida en un entorno U de z, con lo que por la Proposicién
19.8 el resultado es inmediato. [

19.3. Forma de curvatura media

Dotemos a M de una foliacién Riemanniana orientada F de dimensién p y codimensiéon ¢ =
m — p. Que F sea Riemanniana significa que existe sobre M/ una métrica g casi-fibrada para F.
La métrica g nos permite descomponer el fibrado tangente en

TM =TF & TF*,. (19.3.1)

En esta seccion definiremos la forma de curvatura media. Jests Alvarez demuestra en [1] que
la clase de cohomologia de la componente bésica de esta forma no depende de la métrica y es
determinante en el estudio de la unimodularidad de la foliacion.

Definicion 19.11 ( [37]). La forma caracteristica x € 2’(M) se define localmente como

X(X17 cee 7Xp) = det(g(Xiv 51))7

con Xy, ..., X, campos de vectores en M, donde &, ..., &, es una referencia local ortonormal
del tangente. Esta bien definida pues M se puede recubrir por abiertos de trivialidad y no depende
de labase &,. .., ¢, escogida, pues los cambios de base en el espacio tangente en cada punto, si
la base es ortonormal y orientada positivamente, tienen determinante 1.

La forma caracteristica y cumple que
1. Para cada hoja L de F, x|, es una forma de volumen en L con respecto a la métrica g.
2. iy x = 0 para todo Y campo de vectores ortogonal a F.

Definicion 19.12. La forma de curvatura media para F se define localmente como la 1-forma x
en M dada por

K/<Y) = _ide(fla oo 7’5})) = _dX(Y7 517 s 75}0)
paratodo Y € x(M). Al igual que , no depende de la base &, . . ., §, escogida.
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Definicion 19.13. Llamaremos aplicacion de Weingarten en ., Waf( , a la restriccion de la apli-
cacién WX a los espacios tangentes a la foliacién. Esto es: WX : T, F — T,.F, con

WX (v) = VWX (v),

donde V representa la proyeccion ortogonal sobre el tangente 7., con la descomposicion
T,M =T,F @ T,F* que da la métrica g.

Adaptaremos ahora a nuestras notaciones algunas definiciones del apartado 10.5 de [5]:

Definicion 19.14. Una hoja L de F se dice que es una subvariedad minimal de la variedad
Riemanniana (M, g) si para todo x € Ly para todo Y campo de vectores ortogonal a F se tiene

que traza WY = 0.

Definicion 19.15. La foliacion F se dice minimalizable si existe en M una métrica g casi-fibrada
para F tal que todas las hojas son subvariedades minimales de M.

Proposicion 19.16. Sea traza W= la funcion que a cada x € M le hace corresponder traza WX,
Para todo campo de vectores X en M se tiene que:

q
div X = trazaW* + Zg(Vin, Y;)

=1

q
= traza WX — Zg([Xa Yil, Yi]),

i=1
conYy, ..., Y, paralelismo transverso local ortonormal de F.

Demostracion. Como lareferencia &y, ...,&p, Y1, ..., Y, es ortonormal, por la Proposicién 19.8
sabemos que

p q
divX =) g(Ve X, &)+ > g(Vy X, Y)).

i=1 i=1
El primer sumando es claramente la traza del operador de Weingarten tangente, pues el valor de

9(Ve, X, &) solamente depende de la parte tangente de V¢, X. La segunda igualdad se demuestra
de la misma forma que el Lema 19.5, ya que ¢(Y;,Y;) = 1. O

Proposicion 19.17. Sea Y un campo de vectores ortogonal a F. Entonces
k(Y) = —traza WY,
Demostracion.

k(Y)=—dx(Y,&,...,&)
— V(& ... .6, (19.3.2)
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—Z XY, 60, 6, 6)

—Z YS] 517"'5éj7"'7£?)
_Z H] 527’5]] Ygla'-wéi""?éj""
z<]
:—Z Yé-] 517"'757"'7527)7

(19.3.3)

(19.3.4)

&) (19.3.5)

(19.3.6)

pues (19.3.2) se anula ya que x(&1,...,&,) = 1y (19.3.3) y (19.3.5) se anulan por la propiedad

2 de la forma caracteristica.
Como por definicién de y se tiene que

X([Y7£j]7£17 <. 7éj7 s 751’)

(—1Y'9([v, &1, &),

llegamos a que

_ zp;gqy, 61.6)

_ 22 G(Vyt; — Ve Y.6)

= ig(vyaj,m - iwsﬂ@ &)
= -

= —ig(vsﬁf &),

pues g(Vy¢;, &) = 0. En efecto, ¢g(&;,£;) = 1y por tanto

(_1)j71X(§17 SRR [Y7 éj]? s

7§p)

0=Yg(&,&) = 9(Vv& &) +9(&5, Vvés) = 29(VyEj, &)

P
== 9(VeY.§) = —trazaW”. [
7j=1

Corolario 19.18. La foliacion F es minimalizable si y solamente si existe una métrica casi-

fibrada para la que k = 0.
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Corolario 19.19. Para todo campo de vectores Y en M ortogonal a F se tiene:
q
divY = —k(Y) + Y _ g(VyY, Vi)
i=1
q
= —r(Y) = > g([Y.Yi],Y).
i=1
Lema 19.20. La 1-forma k es bdsica si'y solo si la funcion x(Y') es bdsica para todo campo de
vectores foliado Y .

Demostracion. Supongamos que x es bdsica. Esto significa que, para todo Z campo de vectores
tangente a F, se cumplen dos condiciones:

1. Laprimera, 0 = izx = k(Z), lo que se cumple siempre por la definicién de x (Definicién
19.12), pues dx es una (p + 1)—forma y p = dim F.

2. La segunda, que izdx = 0. Que izdk se anula para los tangentes es inmediato por la
dimensidn, pero que se anule para un campo de vectores foliado Y implica que

0=1izdr(Y) =dr(Z,Y)
=7 -k(Y)-Y  k(Z)—k([Z,Y])
=7 -r(Y)—r([Z,Y)).

Pero x([Z,Y]) se anula si Y es foliado, pues entonces [Z, Y] es tangente a F vy, por lo
tanto, Z - k(Y') = 0.

Reciprocamente, suponiendo que Z - k(Y') = 0 para cualquier campo foliado Y, hay que probar
que izdk = 0, pues por (1) ya sabemos que 7z~ = (. Basta comprobarlo para los campos de
vectores foliados, pues cualquier campo transverso se puede poner localmente como combina-
cién de los campos de vectores foliados que forman el paralelismo transverso local. Pero para
cualquier campo foliado Y se cumple que

izde(Y)=Z-k(Y) — k([Z,Y]) =0,
pues k([Z,Y]) = 0 al ser [Z, Y] tangente. O

Corolario 19.21. Sea Y un campo de vectores transverso a F. Si k es bdsica, entonces traza WY
es constante a lo largo de las hojas de F.

Demostracion. Inmediato si aplicamos la Proposicion 19.17, pues
7 - trazaWY = —Z . kK(Y)=0

para todo Z campo de vectores tangente a las hojas de F. [
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Proposicion 19.22. Sea Y un campo de vectores transverso a F. Si k es bdsica, entonces divY
es constante a lo largo de las hojas de F.

Demostracion. Para probar que div Y es constante a lo largo de las hojas hay que probar que
Z-divY =0

para todo Z campo de vectores tangente a las hojas de F. Por la Proposicion 19.16 sabemos que

q
Z-divY =Z - traza W' — Z- ) g([Y, Y], Yi)).

El primer sumando se anula pues, por la Proposicion 19.17, traza WY = —k(Y) y, por el Lema
19.20, sabemos que Z - k(Y) = 0 si x es basica.

Vamos a comprobar que el segundo sumando también se anula. Deberemos tener en cuenta
que como Y e Y; son foliados entonces de la identidad de Jacobi se deduce inmediatamente que
el campo [Y, Y;] es foliado, pues, dado Z campo de vectores tangente a F, se tiene que

[[Y7§/i]’ Z] = [Y7 [YHZ]] - [Y;7 [Y7 ZH7

y los dos corchetes de la derecha son tangentes por ser Y e Y; foliados.
Probaremos que Z - ¢([Y,Y;],Y;) = 0 para cualquier i € {1,...,q}. Tenemos que [Y,Y;] se
puede escribir localmente como

VY]] = Zggprij i

donde sabemos por el Lema 5.13 que las f; son funciones bdsicas para F, es decir, constantes a
lo largo de las hojas. Asi, llegamos a que

Z - g([Y, Y], Yy) Zg(zggfﬁrz,f] )
=7 Zg]gé}, )+ Z- Zf]g 5. Y5)

ZZ-J"} (Y3, Y3)
=7 fi

que se anula por ser f; bésica. ]

Nota 19.23. De ahora en adelante prescindiremos, en la mayor parte de las ocasiones, de la hipé-
tesis de orientabilidad, pues, aunque es necesaria en nuestros cdlculos, para demostrar nuestros
resultados en el caso de que la variedad no sea orientable o que la foliacién no sea transversal-
mente orientable bastara subir a la cubierta de orientacion (ver Seccién 3.5. de [5]).
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19.4. Campo de curvatura media

Sea F una foliaciéon Riemanniana sobre una variedad M, dotada de una métrica casi-fibrada g.
Siguiendo a V. Slesar en [42], definiremos el siguiente campo de vectores:

Definicion 19.24. Llamaremos campo de curvatura media al tinico campo de vectores x* en M

que cumple que
R(X) = g(x*, X)

para todo campo de vectores X en M.

Proposicion 19.25. Localmente se tiene que
p
U Ve
j=1

con &, ...,y referencia local ortonormal del fibrado tangente a F, donde H representa la
proyeccion ortogonal sobre T, F*.

Demostracion. El campo x* tiene que ser ortogonal a F, pues sabemos que « se anula en los
campos de vectores tangentes. Basta entonces con demostrar que para un campo de vectores Y
ortogonal a F se cumple que

k(YY) = Q(Z V6, Y)

Por la Proposicion 19.17 sabemos que

p

R(Y) == 9(Ve,Y.&),

j=1
pero g(V¢,Y, &) = —g(Ve,§;,Y). Vedmoslo:
Como Y es ortogonal a F entonces ¢(Y, ;) = 0, y por tanto:
0=¢-9(Y,&) =9(VeY,§) +9(Y,Vg;). O

Proposicion 19.26. La foliacion F es minimalizable si y solo si existe una métrica casi-fibrada
para la que el campo de vectores k* se anula.

19.5. La clase de Alvarez

Jestis Alvarez demuestra en el Teorema 2.1 de [1] que dada una foliacién Riemanniana F sobre
una variedad compacta M, el complejo de de Rham de M, A(M), se puede descomponer en
una suma directa del complejo de formas bdsicas, A,(F), y su complementario ortogonal con el
producto escalar dado por el operador de Hodge (péagina 285 de [47]):

A(M) = Ay(F) @ Ay(F)* .
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Mas adelante, en el Corolario 3.5, demuestra que la componente basica de la forma de curvatura
media, es decir, la proyeccién ortogonal de x sobre A,(F), que denota x, es una forma cerrada
y, por lo tanto, define una clase de cohomologia basica [k;] € H' (M /F). Ademds, en el Teorema
5.2, demuestra que esta clase de cohomologia no depende de la métrica casi-fibrada escogida,
con lo que es un invariante de la foliacion.

Definicién 19.27. Llamaremos clase de Alvarez a la clase de cohomologia
§(F) = [k] € H'(M/F).

Teorema 19.28 (Teorema 6.4 de [1]). Una foliacion Riemanniana F sobre una variedad com-
pacta M es minimalizable si'y solo si {(F) = 0. Ademds, cuando F es transversalmente orien-
tada, F es minimalizable siy solo si H*(M/F) # 0, con n = codim F.

La forma de curvatura media no tiene por qué ser basica para F, pero Demetrio Dominguez
demuestra en [9] el siguiente Teorema:

Teorema 19.29. Sea F una foliacion Riemanniana de dimension p en una variedad compacta
M dotada de una métrica casi fibrada g con forma de curvatura media k. Entonces existe una
métrica casi fibrada g' en M con forma de curvatura media k' = ky, la componente bdsica de k.

Este Teorema nos permite considerar, de aqui en adelante, la variedad M dotada de una
métrica casi-fibrada g tal que la forma de curvatura media es bésica.

19.6. La adherencia de las hojas

Sea F una foliacién Riemanniana sobre una variedad compacta (M, g), con g métrica casi-
fibrada para F.

En esta seccion estudiaremos la minimalidad de la foliacién dada por las adherencias de las
hojas. A partir de una referencia local determinada, daremos una expresion para calcular la forma
de curvatura en algunos campos de vectores. En las foliaciones de Lie, esta formula permitira
relacionar la forma de curvatura media con la aplicacién adjunta del dlgebra de lie de T, la
adherencia del grupo de holonomia.

Molino demuestra en [36] que si las adherencias de las hojas de F tienen la misma dimension,
entonces la foliacién F, dada por las adherencias de las hojas de F, es Riemanniana y la métrica
g es casi-fibrada para F. Entonces, ¢ nos permite considerar la descomposicién

TM =TF&TF .
Recordemos que, por el Teorema 19.29, podemos suponer g tal que «, la forma de curvatura
media, es basica para F.
Cogiendo &, ..., §, referencia local ortonormal del tangente podemos completarla a una

referencia local ortonormal {, ..., &, Y3, ..., Y,} de TF. Esa referencia la podemos completar
a una referencia local ortonormal

{gla"'7£p7)/17"'aY:1a§/;1+17"'7Yn}

de M compatible con F y con F, donde los campos Y. 1, . . ., Y, son foliados para F.
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Proposicion 19.30. Para k =1, ..., q se tiene que

q
k(Y =D 9(VyYe, Vi)

=1

Demostracién. Sea L una hoja de F. Consideramos la foliacién (L, .7-"3) que es de hojas densas.

Denotaremos por V la derivada covariante en L y nos referiremos al campo de vectores Yj, in-
distintamente, estemos hablando del campo de vectores en M o de su restriccién a L. la notacién
V evita cualquier posible ambigiiedad.

Denotaremos por div Y}, la divergencia del campo de vectores Y}, en L. Comprobaremos que
es igual a div Yy z:

n

p q
divy, = ZQ(V&Yk,fi) + ZEKVEYI@,Y@') + Z 9(Vy, Y3, V).
=1

i=1 i=q+1
Pero sabemos, por la Proposicion 19.5, que

que se anula parai = g+ 1,...,n, pues los campos Y1, ..., Y, son foliados para F. Ast:
p q
divVi =Y g(VeYi &) + > g(VyYi, ).
i=1 i=1
Y como, en general, para cualquier campo de vectores X y cualquier referencia {£;} en L, se
tiene que
9(VEe X, E)g = —g([X, Eilz, E)jp = —9([X, Ei], Ei) z = 9(Ve X, B,

llegamos a que, en L,
p 3 q 3
divYy = Zg(v&Yka &) + Zg(inYk, Y;) = divgYy.
i=1 =1

Entonces, como « es bdsica, por la Proposicion 19.22, div Y}, es constante a lo largo de las hojas y,
por lo tanto, constante a lo largo de las adherencias de las hojas, con lo que divy Y}, es constante.
Y como, por ser L. compacta, se tiene que

/ leZYkm = 0,

L

con vol forma de volumen en L, entonces, necesariamente, divy Y, = 0. Asf:

p q
0= dinYk = Zg(vglyk; fz)\f + Z g(szYkﬂ Y;>|Z
=1

i=1
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p q

- Zg(vfiykn fi)‘f + Z 9(Vy. Yz, Y;)If

=1 =1

q
= —H(Yk)‘f—f-zg(inYk,Y;)lf. ]

=1

Corolario 19.31. Sea F una foliacion Riemanniana sobre una variedad compacta (M, g) tal
que todas las hojas tienen la misma dimension. Si F es minimalizable, entonces, dada L C M
hoja de F, la foliacion (L, F 1) es minimalizable.

Demostracion. Inmediato a partir de la demostracion de la Proposicion 19.30, pues, si llamamos
k a la forma de curvatura media para la foliacién en L, tendremos que

R(Ye) = k(Yi)z =0

paratodo k = 1,...,q, pues k se anula por ser F unimodular. [



Capitulo 20
Foliaciones transversalmente homogéneas

Ahora estudiaremos la forma de curvatura media en las foliaciones transversalmente homogéneas
y en las foliaciones de Lie. Demostraremos que, para una foliacion de Lie con hojas densas, esta
forma se corresponde con la traza de la representacion adjunta del dlgebra de Lie asociada.

Supongamos que la foliacién F tiene estructura de GG/ K -foliacion transversalmente homo-
génea, con GG grupo de Lie conexo n-dimensional actuando efectivamente sobre la variedad ho-
mogénea G/ K, de dimensién ¢ = n — k. Tendremos el diagrama:

M—ta/K
p

M

Sea I' C G el grupo de holonomia de F. Recordemos que I' = im h, con h: Aut(p) - G
morfismo de holonomia, de forma que se cumple que f(yZ) = h(y)f(Z) para todo = € My
todo v € Aut(p).

Llamandole %F(Z\N/[ / F ) al dlgebra de los campos transversos en M que son invariantes por
los automorfismos de p y Xr(G/K) a los campos de vectores en GG/ K que son ['-invariantes,
tendremos que:

Proposicion 20.1. En general, o
X(M/F)=Xpr(M/F).

Ademads, si la submersion desarrollo f M — G/ K tiene fibras conexas, entonces
Xr(M/F) = xp(G/K).

Demostracion. Tomemos en M la métrica g = p*g, con g métrica casi fibrada en M. Como p es
una cubierta con grupo de automorfismos I' = Aut(p), es bien conocida la igualdad (isomorfismo

—~

de dlgebras de Lie) entre X1 (M) y X(M). Probar entonces que
X(M/F) = Xc(M/F)

es inmediato por las definiciones de F= p*Fyg=n7pg.

Supongamos ahora que la submersion desarrollo tiene fibras conexas. En M tenemos la mé-
trica § = p*g. Tomemos en G /K la métrica g invariante por I" que hace que la submersién
f: (]T/f ,3) — (G/K, g) sea Riemanniana. Sabemos que existe esa métrica por el Teorema 6.19,
que exige como hipétesis que las fibras de f sean conexas.

199
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Como F es la foliacién simple definida por la submersion f: M= G /K, Molino demuestra
en las paginas 36 y 37 de [36] la igualdad entre %(M / F )y X(G/K), de forma que para cada
Y € X(G/K) existe un tnico campo transverso Y € X(M /F) que esté f-relacionado con Y.
Entonces, para demostrar que

Xr(M/F) = Xr(G/K)

bastars con demostrar que dado Y € X (M /F) y su correspondiente Y € X(G/K), se tiene que
Y es invariante por los automorfismos de p si y solo si Y es I'-invariante:
Como Y esté f-relacionado con Y, con a = f(%) tendremos que

Por otro lado:

Por tanto, si Y es invariante, es decir, si v,;Y; = Y para todo T € M y todo v € Aut(p),
se tiene inmediatamente que Y es invariante, pues Lh( )xa Y, Yh( )a- Reciprocamente, si se
cumple esto ltimo, como f..; induce un isomorfismo entre 7%z F* y Th(1)aG/ K llegamos a
que

Y'yﬁc = %50%»
es decir, a que Y es invariante por los automortfismos de p. ]

Definicion 20.2. Para referirnos a la relacion entre dos cualesquiera de los campos de vectores
Y, Y eY referidos en la proposicion anterior diremos que ambos campos estidn J-relacionados.

20.1. Estudio de la forma de curvatura media

Lema 20.3. Sea k € Ql(M ) la forma de curvatura medla para F. Sea Y un campo de vectores

en M transverso a F 'y sea Y el campo de vectores en M transverso a F que estd p-relacionado
con Y. Entonces:

1. R(Y)=r(Y)op,

2. divY =divY op.
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Demostracion. (1) Dado U C M abierto de trivializacion de F, escogemos U C M abierto de
trivializacion de F tal que p(U) = U.Dada 4, . . . , §, referencia local ortonormal del tangente a

J en U, se correspondera con una referencia local ortonormal &1, . . . ,fp del tangente a Fenl,
de forma que fz estd p-relacionado con &; paratodoi =1...,p.
Sabemos, por la Proposicion 19.17 que

V) ==Y (VeY,&)
=1

Por el primer apartado del Lema 1 de [38] sabemos que g = gop'y por el tercer apartado sabemos
que el campo de vectores V¢ Y esta p-relacionado con V¢, Y. Asi, llegamos a que

V) == 9(VeY,&)op = (— > 9(VeY, @-)) op=r(Y)op.
i=1 i=1

(2) Consideramos un paralelismo transverso local ortonormal Yl, ..., Y, en M, que se corres-
pondera con un paralelismo transverso local ortonormal Y7, . . Y en M de forma que Y; e Y
estdn F-relacionados paratodo: =1,...,n.

Por el Corolario 19.19 aplicado a M sabemos que
q
dle ng Y Yz‘fi— R(Y)(),

conY campo de vectores ortogonal a F p-relacionado con Y.
Por (1) tenemos que

R(Y)(@) = (5(Y) 0 p)(F) = £(Y)(p(F)) = £(Y)(2).
Por los apartados 1y 3 del Lema 1 de [38] sabemos que

q q
Y G(VeY V)i =Y g(VyY, Yiya),
=1 =1

con lo que
q

divY (@) =Y g(VyY,Y)e — 6(Y)(z) = divY(z). O

=1

Proposicion 20.4. Para cualquier campo de vectores X en G /K, que podemos escribir local-

mente de la forma
q
X=> fie
j=1

con ey, ..., eq referencia local ortonormal, se tiene que

q q q
diVX:Zej-fj—ijZg([ej,ei],ei). (2011)
j=1 i=1 i=1
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Demostracion. Sabemos que

q
divX = Zg(veiX, €;).

=1

q
X=> fie
j=1

Tomando

tenemos que:

q
div X = Zg <V6i ijl fiej, €i>
i=1
a q
= ZZQ(VEJJ*@J',%)

i=1 j=1

= Z Zg((@z . f]) © €5 + fjveieﬁ ei)

i=1 j=1

=SSN e fgleg e + f9(Veese)

=1 j5=1
q

- Zeﬂ f] + ZZf]g veqejuel

11]1

= Zea‘ fi+ ij Zg(vﬁej’e")
j=1 J=1

=1
=S "6 5300 glles el e). -
j=1 i=1 i=1

Nota 20.5. Si K = {e}, los ey,...,e, (en ese caso, n = ¢) se pueden tomar globalmente
de forma que constituyan una base del dlgebra de Lie de GG y el tltimo sumatorio de (20.1.1)
corresponderd a traza ad(e;).

Proposicion 20.6. Supongamos que la submersion desarrollo f: M= G /K tiene fibras co-
nexas. Entonces, dado Y campo de vectores en M transverso a F, para todo x € M se tiene
que

divY(z) = divY(a) — k(Y)(2),
donde Y es el campo de vectores en G/K que estd F-relacionado con' Y y a = f(i) para
cualquier T € Mque cumpla que p(Z) = x.

Demostracion. Consideramos en M la métrica g = p*g, con g métrica casi fibrada en M,y
en G/ K la métrica g invariante por I" que hace que la submersién f: (M, g) — (G/K,g) sea
Riemanniana.
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En virtud de la Proposicién 20.1, el paralelismo transverso local ortonormal en M formado
por los campos Y7, ..., Y, se proyectard en una referencia local ortogonal ey, . . . , ¢, de tal forma

que Y; y e; estan F-relacionados paratodo: = 1,..., q. Por el Lema 20.3 sabemos que
q
divY(z) =Y §(V3Y,Y); — 6(Y)(x).
=1

Pero, aplicando de nuevo los apartados 1 y 3 de [38], pero esta vez para la submersion f, obten-
dremos que

q q
D 9(VY, Y))s =) (V.Y e)q = divY(a),
i=1 i=1
esta ultima igualdad por la Proposicién 19.8. U

Corolario 20.7. Si ademds F es de hojas densas, entonces, paratodo k =1, ..., q, se tiene que

(Vi) (z) = Zg([% e, e:)(a).

Demostracion. Como div Y}, es constante a lo largo de las hojas densas, serd constante en todo
M. Y como [, divYjvol = 0, entonces div Y}, = 0. Asi, por la Proposicién 20.6 tenemos que

k(Yy) = diveg(a) = Z g([ex, ei], ) (a),

donde la ultima igualdad se cumple por la Proposicién 20.4. L

20.2. Foliaciones de Lie

A lo largo de nuestro trabajo, y en estudios anteriores, queda patente la estrecha relacion entre la
unimodularidad de una G-foliacién de Lie y la del propio grupo de Lie G 'y, por lo tanto, con su
funcién modular mq(g) = | det Adg(g)].

En foliaciones transversalmente orientadas la unimodularidad de la foliacién y su minimali-
dad son equivalentes. Cabe entonces preguntarse por la relacion entre la funcién modular de G'y
la clase de Alvarez, que determina la minimalidad de la foliacion. En esta seccion estudiaremos
la forma de curvatura media en las foliaciones de Lie, dando una caracterizacion para las folia-
ciones de hojas densas que la determina totalmente a partir de la aplicacion adjunta del dlgebra
de Lie.

Supongamos que la foliacién F tiene estructura de GG-foliacion de Lie, con G grupo de Lie
conexo y simplemente conexo de dimension n. Tendremos el diagrama:

M-L.q

¢

M
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Tomamos en M la métrica g = p*g, con g métrica casi fibrada en M, y en GG la métrica invariante
g que hace que la submersién D': (]\N/[ ,§) — (G, g) sea Riemanniana. La conexidad de las fibras
de D esta garantizada por ser G simplemente conexo.

Como la foliacion es transversalmente paralelizable, aplicando la Proposicion 20.1, dada una
base eq,...,e, de g, el dlgebra de Lie de (G, formada por campos de vectores invariantes a la
izquierda en GG, obtendremos, levantando los campos por D, un paralelismo transverso global
}71, el 17” formado por campos de vectores en M invariantes por los automorfismos de p. Ade-
mas, el paralelismo Y71, ..., Y, se proyecta por p a un paralelismo transverso Y7, ..., Y, en M.

Proposicion 20.8. Para cualquier campo de vectores X en G, que podemos escribir de la forma

X = Z fjej,
j=1
se tiene que
divX =) e;-f;— Y fitrazaad(e;). (20.2.1)
j=1 J=1

Demostracion. Inmediato a partir de la Proposicion 20.4 si tenemos en cuenta que, al ser la
referencia ey, . . ., e, una base del dlgebra de Lie, se tiene que

Zg([ej, e;],e;) = trazaad(e;). O

i=1
Proposicion 20.9. Para todoi = 1,...,n se tiene que
divY; = —trazaad(e;) — x(Y;).
Demostracion. De la Proposicion 20.6 se deduce que
divY; = dive; — k(Y;)
y por la Proposicién 20.8 es inmediato que
dive; = —trazaad(e;). [

Corolario 20.10. Sea F una G-foliacion de Lie transversalmente orientada sobre una variedad
compacta M. Si F es minimalizable entonces existe un paralelismo transverso formado por
campos de vectores de divergencia nula para una métrica casi-fibrada.

Demostracion. Que F sea minimalizable, al ser transversalmente orientada, es equivalente a
que H"(M/F) # 0, lo que equivale a que g sea unimodular, es decir, que trazaad(X) = 0 para
X € g. Por otra parte, sabemos que existe una métrica casi-fibrada para la que x = 0, con lo que
el resultado se sigue inmediatamente de la Proposicion 20.9. ]

Corolario 20.11. Sea F una G- foliacion de Lie sobre una variedad compacta M, con G uni-
modular. Entonces F es minimalizable si 'y solo si existe un paralelismo transverso formado por
campos de vectores de divergencia nula para una métrica casi-fibrada.

Demostracion. Inmediato a partir de la Proposicion 20.9, pues si G es unimodular se tiene que

divY; = —k(Y;). O
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20.2.1. La adherencia de las hojas

Aplicaremos ahora la Proposicién 19.30 a las foliaciones de Lie, obteniendo una férmula que
nos permitird relacionar la forma de curvatura media con la aplicacion adjunta del dlgebra de Lie
de T, la adherencia del grupo de holonomfa.

Sea L una hoja de F. Consideremos una referencia local ortonormal

{517"'75127)/17‘"7}/;17}/(1-0—17"'7Yn}

como la utilizada en la Seccién 19.6, compatible con F y con F. Se puede escoger esta referencia
de forma que los campos de vectores en G F-relacionados con Y3, ..., Y, Y 44, . .., Y, formardn
unabase ey,..., €4, €411, ..., €, del dlgebra de Lie g, y los campos e, . . ., ¢, formardn una base
del 4lgebra de Lie asociadaa .

Proposicion 20.12. Para k =1, ..., q se tiene que

k(Yy) = — trazaade(ey),

donde ¢ representa el dlgebra de Lie asociada aT.
Demostracion. Por la Proposicion 19.30, tendremos que
q
(Y =Y 9(Vy Ve, Vi) .
i=1
Por otro lado,

q q

a
Zg(Vink,Y;) = Zg(veiek, e) = — Zg([ek,ei],ei) = —trazaad(e). O
i=1

i=1 i=1

Corolario 20.13. Sea F una foliacion de Lie sobre una variedad compacta M. Si F es minima-
lizable, entonces t es unimodular.

Proposicion 20.14. Sea F una foliacion de Lie sobre una variedad compacta M. Si F es mini-
malizable, entonces g es unimodular.

Demostracion. Por la Proposicion 20.9 sabemos que paratodo: = 1,...,n se tiene que
divY; = —trazaad(e;) — x(Y7).

Entonces, como la integral de la divergencia en una variedad compacta se anula, si g no fuera
unimodular y, por lo tanto, traza ad(e;) # 0, tendriamos que

| syl 20,

con lo que x # 0y F no seria minimalizable. []
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20.2.2. Foliaciones de Lie con hojas densas

Si las hojas de F son densas entonces I' C G es denso en G. Entonces, dado Y € X(M/F)
tendremos que el campo de vectores Y € X(G) que estd F-relacionado con Y es G-invariante.
Esto serd asi porque si es ['-invariante, es facil probar que ha de ser [-invariante, pues todo
campo de vectores en (G invariante por [' se puede escribir como una combinacién de campos de
vectores G-invariantes donde los coeficientes son funciones invariantes por I'.

Proposicion 20.15. Sea F una G-foliacion de Lie de hojas densas. Para cualquier campo de
vectores Y en M transverso a F, dado el campo de vectores Y en G que estd JF-relacionado
conY, se tiene que divY es una funcion constante en G. Exactamente:

divY = —trazaad(Y).

Demostracion. En la tltima parte de la demostracidon de la Proposicién 20.6 queda claro que

div(Y') es una funcién I'-invariante, con lo que es constante en todo GG ya que I" es denso en G.
Si calculamos el valor en e € G tendremos, por la Proposicién 19.8, que

divY(e) = — Z g([Y, e e)e = — Z glad(Y)(e), e;) = — trazaad(Y). O

Corolario 20.16. Sea F una G-foliacion de Lie de hojas densas. Para cualquier campo de
vectores Y en M transverso a F se tiene que divY es una funcion constante. Exactamente,
dado el campo de vectores Y en G que estd F-relacionado con'Y,

divY = —trazaad(Y) — x(Y).

Demostracion. Inmediato por las Proposiciones 20.6 y 20.15. Nétese que x(Y') es una funcién
constante pues, por ser x bdsica, sabemos por la Proposicion 19.20 que es constante a lo largo de
las hojas densas de F y, por lo tanto, constante en todo M. ]

Corolario 20.17. Sea F una G-foliacion de Lie de hojas densas sobre una variedad compacta
M. Para cualquier campo de vectores Y en M transverso a F, dado el campo de vectores Y en
G que estd F-relacionado con 'Y, se tiene que

k(YY) = —trazaad(Y).

Demostracion. Inmediato a partir del Corolario 20.16, si tenemos en cuenta que la divergencia,
al ser constante, se anula, pues su integral en una variedad compacta es nula. ]

Proposicion 20.18. Sea F una G-foliacion de Lie de hojas densas sobre una variedad compacta
M. Se tiene que k = 0 si 'y solamente si g es unimodular.

Demostracion. Supongamos que = 0. Para probar que g es unimodular hay que probar que

trazaad(Y) = 0 para todo Y € g = X¢(G). Pero sabemos por la Proposicién 20.1 que todo
Y € X5(G) esta F-relacionado con un dnico Y € X(M/F)y, por el Corolario 20.17, sabemos

que trazaad(Y) = —r(Y) = 0.
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Veamos el reciproco. Hay que demostrar que si g es unimodular entonces x(X) = 0 para
cualquier X € X(M). Bastard probarlo para los campos de vectores ortogonales pues, por defi-

nicién, x(Z) = 0 para todo Z campo de vectores tangente a /. Como trazaad(Y") = 0 para todo
Y € X¢(G), por el Corolario 20.17 sabemos ya que x(Y') = 0 para cualquier € X(M/F). Pero
cualquier campo de vectores Y en M ortogonal a F se puede poner en funcion del paralelismo

transverso Y7, ..., Y, como
n
Y =) fY.
i=1

SiY es foliado las funciones f; serdn bdsicas. Pero, en cualquier caso:

n

R(Y) =D _R(fiYy) =3 fir(¥:) =0,

i=1

pues Y; € X(M/F) paratodoi =1,...,n. O






Capitulo 21
Ejemplo de Carriere

En este capitulo utilizaremos un conocido ejemplo de Yves Carriere en [7] para visualizar en un
caso concreto de foliaciéon no minimalizable todas los resultados de los capitulos anteriores.

Sea G = SL(2,Z) el grupo de matrices 2 x 2 con coeficientes enteros y determinante 1 y sea
A € GG una matriz tal que traza A > 2.

Proposicion 21.1. La matriz A tiene dos autovalores distintos, \y 1/, ambos positivos.
Demostracion. Es facil comprobar que
det(A — \I) = \? — traza A + 1.

Entonces,

traza A £ \/(traza A2 — 4
det(A —\[) =0 & \ = 22 éraza) .

Por tanto, como traza A > 2 se tiene que (traza A)? —4 > 0y la matriz A tiene dos autovalores
distintos, Ay 1/, pues el producto de ambos debe dar 1.

Que ambos autovalores son positivos es inmediato si tenemos en cuenta que traza A >

(traza A)? — 4. O

Proposicion 21.2. Los autovalores de A son irracionales.

Demostracion. Como A € SL(2,7Z) su traza serd un nimero entero y, al ser traza A > 2, es
claro que (traza A)?> — 4 € N. Entonces, como es bien sabido, o bien \/(traza A)2 — 4 es exacta,
o bien es irracional. Para que fuera exacta tendria que existir un m € N tal que

(traza A)? — 4 = m?,

lo que equivale a que
(traza A — m)(traza A + m) = 4,

ecuacion que no tiene soluciones naturales con traza A > 3. Asi, que traza A > 2 garantiza
también que los autovalores sean irracionales. [

Consideremos ahora v; = (a,b) € R* y v, = (—b, a) autovectores asociados a A y 1/,
respectivamente. Podemos suponer v; y v, unitarios, es decir, a? + b? = 1.

Proposicion 21.3. Se tiene que a # 0y b # 0.

209
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Demostracion. Supongamos que a = (. Se tendria entonces que

a U0 Vb \ of 10
d d||b| |db] T |b| ||’
De lo que se deduce que d’ = )\, lo que no puede ser pues hemos demostrado que A es irracional

yd € Z.
Que b # 0 se puede comprobar de una forma similar. ]

Podemos definir una accién de Z3 sobre M = R3 haciendo actuar un elemento (m,n, k) € Z3
sobre un elemento (z,y,t) € M de la forma

(m,n, k) - (z,y,t) = (A* m + (m,n),t+ k). (21.0.1)

Llamaremos toro hiperbdlico, T'3, al espacio cociente por esta accion. La accién es libre y pro-
piamente discontinua, por lo que la proyeccion p: M = R3 — M = T4 es una cubierta regular.

Proposicion 21.4. Sea t € R. Entonces:

gt — @\ + 0PNt abAt — ab) !
T lab\t — ab\Tt PN 4@\

Demostracion. Si diagonalizamos la matriz, tenemos:
g e 0[N 0] a 0]
b a0 XY [b a
_Ja =b] A 0 a b
I 2 R O S B
JaXt =X [a b
I 2 i N

B [a2M\E+ D2A~t abAt — ab)~t e
_ab/\t —ab\7t BN 4 a2\

21.1. Campos invariantes en GA™(R)

Consideremos el grupo afin GA™(R), que es la componente conexa del neutro del grupo GA(R).
Esta formado por las traslaciones y homotecias en R. Tomando el autovalor A\ podemos repre-
sentar matricialmente GA™ (R) de la siguiente forma:

GAH(R) = HAO& ﬂ : a,ﬁeR}.
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Habitualmente, para simplificar notaciones, nos referiremos a los elementos de GA™ (R)
como (a, 3). De esta forma, el producto de dos elementos («, 3), (u,v) € GA'(R) vendrd
dado por

o1 u atu [
(0, 8) - (u,v) = [AO ﬂ [AO ﬂ - [AO A ”1”3] — (a+u, A+ f).

El elemento neutro de GA™(R) serd el (0, 0) y el inverso de un elemento («, 3) € GA™(R) serd

(—a, =A7%p).

Proposicion 21.5. Una base de los campos de vectores invariantes por la izquierda en GA™ (R)
estard formada por los campos:

2

' da
0

GQIAQ%.

Demostracién. Dado g = (o, 8) € GAT(R) tendremos la aplicacion L,: GA'(R) — GA™T(R)
dada por

Ly(u,v) = (a +u, A" + B).

Para calcular una base de los campos de vectores invariantes por la izquierda en GA™* (R) parti-
remos de dos vectores en el neutro: (e;). = (1,0) y (ez). = (0, 1) y construiremos dos campos
de vectores invariantes e; y e, haciendo:

Entonces, como se tiene que

(Lge)e

8L;/8u 8L;/8v] _ |:1 0]
OL2/0u OL2/0v| 10 A

(e1)g = (Lge)e(er)e = Ll) )?a} H B [(1)]9

= Eatee= g ol [1] =[] -

Proposicion 21.6. Se cumple que [e1,e3] =1In A - es.

tendremos que:

y que
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7°55) = 3 (55) 35 (a5)
mAA”—+Aaa(§Q ( )

1 (03
n)\)\aﬁ []

Corolario 21.7. Se tiene que trazaad(e;) = In \, con lo que el grupo de Lie GA™(R) no serd
unimodular.

Demostracion.

Demostracion.
trazaad(er) = g([e1,e1],e1) + g([e1, e2],e2) =0+ 1nA. O
Por otra parte, dado g = («, 5) € GAT(R), se tiene que
L(s,t) = (s, = A8+ X\t + p),
con lo que la representacién adjunta en GA™(R) viene dada por:

Ad(g) = Iy = B N ffﬁ] .

Asi, tendremos:

Proposicion 21.8. La funcion modular en G A+ (R) viene dada por

m(\, B) = A°.

21.2. Descripcion de la foliacion

Dados los autovalores Ay 1/A de A, y sus autovectores asociados v; = (a,b) y v2 = (b, a), la
submersién f: R* — GA™(R) dada por

- Aoar +b
f@%ﬂ—h 1%—@w+m

inducird en R? una foliacién simple donde las hojas (las fibras de f ) serdn rectas, es decir, el flujo
generado por (v2,0) = (—b,a,0).

Lema 21.9. La submersion f: R — GA*(R) es equivariante.
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Demostracion. Probaremos que, dado (m,n, k) € Z3, se cumple que

F((m.n, k) - (2,y,1) = h(m,n.k) - f(z,y.1),
donde h(m,n,k) = (A\F,am + bn) € GA*(R), con m,n,k € Z definird la aplicacién de
holonomia de la foliacién h: m;(T3) = Z3 — GA™(R). Bastard probarlo para los generadores:
F((1,0,0) - (2,9,8)) = f((x,9) + (1,0),¢ +0)
(z+1,y,1)

tax+by+a)
1,a) - (t,ax + by)

(1,0,0) - f(z,y.1),

I
D “hy

I
?./—\

F((0,1,0) - (&, y,1) = f((w,y) +(0,1),¢ +0)
(z,y+1,1)

;ax +by +b)

,b) - (t, ax + by)

0,1,0) - f(z,y.1).

I
=

/N TN
?',_;a*

Para el dltimo generador tendremos:

£((0,0,1) - (z,y.t)) = f(A(2,y) + (0,0), + 1),

417 = X+ A7t abh —ab\ 7| [z
yl| — |ab\ —ab\7t BPXA 4+ PN |y
~Jz(@®X+ A + y(abh — abA )
—x(abh — abA ) + y(BPA + a*A )

y como

podemos concluir que

£((0,0,1) - (w,y,1))

= (t +1,ax(a*) + b* A1) + ay(ab\ — abA ™)

+ bx(abX — abA™!) + by(B*A + a®A7 1))

= (t +1,2(a®*X 4+ ab®X7' + ab®\ — ab®*\7Y)

+ y(a*b\ — a*bA7t + 0PN + a?bA 7))

(t + 1,az)(a® + b*) + byA(a® + b?))

(t+ 1, Max + by))

= (1,0) - (¢, az + by)

h(0,0,1) - f(z,y,1). O
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Lema 21.10. El flujo en R? dado por las fibras de f se proyectard por la cubierta p: M — T3
a una foliacion en T3 donde las hojas no serdn cerradas por ser \ irracional.

Demostracion. Es inmediato calcular que, dado (av, ) € GA*(R), la ecuacién de f~! (o, ) es

t=«
{ax+by:5 (21.2.1)

En primer lugar, hay que probar que la accién dada por la ecuacién (21.0.1) lleva fibras en
fibras. Pero, por las formulas obtenidas en el Lema 21.9, sabemos que, dado cualquier (x,y, z) €

fHa, B),

f((17070) ’ (:L'7yat)) = (1,@) ’ f({L‘,y,t)
= (1,a) - (a, B)
=(a+ 1,8+ a).

Andlogamente, obtendremos que

F(0,1,0) - (w9, 1)) = (a + 1, AB+1),
F(0,0,1) - (w,y,1)) = (a + 1,A8),
Por lo tanto:
F((1,0,0) - f Yo, ) = fHa+ 1,28+ a), (21.2.2)
F((0,1,0) - fHa, B) = f a4+ 1, A8+ ), (21.2.3)
F(0,0,1) - f e, B) = f o+ 1,78). (21.2.4)

Unicamente resta, entonces, comprobar que de la proyeccion de estas rectas a 75 se obtiene una
hoja no cerrada. De la ecuacion (21.2.1) se deduce inmediatamente que las fibras se proyectan
por p a un toro bidimensional, con lo que, para demostrar que las hojas no son cerradas, basta

a .
comprobar que -3 ¢ Q. Lo demostraremos por reduccion al absurdo:

a ) a m
Supongamos que -3 € Q. Esto es, existen m,n € Z tales que 3= y el vector (n,m)
n

o)

lo que significaria, por ejemplo, que a'n + b'm = An, lo que no puede ser, pues a’,0',n,m € Z
y A irracional. O

es un autovector de A tal que

De esta forma, el diagrama

R} L~ GA*(R)

g

T3
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dotar a la foliacién de estructura de foliacién de Lie modelando sobre GA™ (R) y con holonomia
h: Z3 — GA™(R) dada por h(m,n, k) = (k,am+bn). El grupo de holonomfa serd I' = im h €
GA™(R) y su clausura serd el grupo de matrices

= NFoos
F_{[O 1] .keZ,seR}.

21.3. Construccion del Paralelismo

Tenemos que la submersién fR3 = GA™(R) viene dada por

5 {)\t ar + by

flzyy,t) = 0 1 ]:(t,ax—l—by).

Dado p = (z,y,t) € R® tendremos la diferencial f,,: T,R* — T}, GAT, que podemos expresar

matricialmente como
£ = 0 01
P la b 0]

Asf, para un campo de vectores X en R3,
X =u(0/0x) +v(0/0y) +w(0/0t),

tendremos que

u

0 01
=0
pwp

= w(p)(9/0c) ) + (au(p) + bv(p))(0/9B) sy,

donde o y 3 son las coordenadas canénicas en GA™ (R).
Los campos de vectores tangentes serdn de la forma

0 0
7 =us pu
Yox +v(‘?y’
con au + bv = 0. Es decir, Z = —(u/b) Zy, donde
0 0
Zy = —be +a—
0 ox +a8y

es el campo asociado al autovector vy, que define las fibras de la submersion.

Para obtener un paralelismo transverso, calcularemos qué campos de vectores en R? se pro-
yectan por f* a los campos de la base de los campos invariantes en GA™. Por un lado, para e,
tendremos

w(p)(0/0a) () + (au(p) + bv(p))(9/08) ) = (€1) () = (0/0) (),
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con lo que ha de cumplirse que w = 1y que au + bv = 0. Por tanto, los campos de vectores que
se proyectan en e; serdn de la forma X = Z + 0/0t, con Z tangente. De estos, el tinico campo
ortogonal a los tangentes serd Y; = 9/0t.

Andlogamente, para calcular los campos que se proyectan a e, tendremos que

w(0/0) ) + (au +bv)(D/9B) p) = (€2) sp) = A (3/B) (v

para lo que debe cumplirse que w = 0y que au+bv = A'. Por tanto, los campos que se proyectan
en ey seran de la forma

v 9, N A —au 0
=U— —.
ox b 0Oy
Para que sea perpendicular a 7, tiene que cumplirse
AL —
buta- 2y
b
de donde
u=a\,

ya que suponemos a2+ b? = 1. Haciendo uso nuevamente de esta igualdad podemos tomar como
ortogonal a los tangentes el campo
0 0
Yo =\ (a——i—b—) :

ox oy

Por tanto, como paralelismo transverso a la foliacion levantada F podemos tomar los campos

0
Y = —
YT o
0 0
_ 1\t
Yo =)\ (a—ax—l—b—ay).

21.4. Referencia local ortonormal

Como tanto Y; como Y5 vienen de campos invariantes en GA™ estd garantizado que son inva-
riantes por la cubierta, y por lo tanto bajan a 7% a campos de vectores que forman un paralelismo
transverso para . Sin embargo, el campo asociado a v,,

0 0
Zy=—b—+a—
0 or Oy’
que podriamos tomar como generador de los campos tangentes, no es invariante. Tomemos
entonces un campo tangente Z = fZ, y veamos qué condiciones tiene que cumplir f: R?* — R
para que Z sea invariante por la cubierta:
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Para que Z sea invariante tiene que cumplirse que

VipLyp = 4.

TP

cony = (m,n, k) € Aut(p) y p = (x,y,t) € R3. Como las coordenadas de Z, no dependen de
p, podemos escribir:

. Ak 0 V2 . AUQ . )\_kvg _ \—k
'V*pZO_{o 1“0}_{0 = o |~

Por tanto, tiene que cumplirse que

Y (F (D) 20) = F(D)A"Z0 = (f(vp)) Zo.-
Es decir, f tiene que cumplir que
F(A @, y) + (myn), t + k) = A" f(z,y,1),
con lo que podemos tomar f(z,y,t) = A\!, y asi el campo de vectores

7 = —b)\_tg + a)\_t2
ox oy
es un generador de los campos de vectores tangentes a F que ademds es invariante por la cubierta,
con lo que baja por p a un campo de vectores tangente a F.
Considerando en GA™ la métrica invariante que hace que los campos e; y e; sean ortonorma-
les y levantdndola por f se puede construir en R? una métrica para la que estos tres campos serdn
ortonormales, con lo que la tripla { Z, Y7, Y5 } formara una referencia local ortonormal compatible

con F que se proyectard por p a una referencia local ortonormal en 7% compatible con F.

21.5. Calculo de la forma de curvatura media

Partiremos de la referencia local ortonormal en R?® compatible para F formada por los vectores

0 0
Z=—b\"'"— +a\Tt—
8x+a dy
0
Y, = =
Lot
0 0
Yy = N (a—r + b2

Como los tres campos son invariantes por la cubierta bastard calcular la forma de curvatura
media para F en R3, pues los tres campos bajan a campos ortonormales en 73 para los que los
célculos seran similares. Para simplificar la lectura, nos referiremos a esta forma de curvatura
directamente como x.

Como Z es tangente sabemos que, por definicion, x(Z) = 0. Para calcular x(Y7) y x(Y3)
deberemos calcular los productos corchetes:
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Proposicion 21.11. Se tiene que

(ZYi]=InA-Z
[Z.Y2] =0

Demostracion. Comprobemos que [Z,Y1] =In\- Z:

0 , 0 0
Y; —bANTt— + — =
(Z, Y]] { bA 8x a\~t By’ 8}
o 0 o 0
_ —t_ . t_ .
bp an+%A88}
Y como
i D) [0 0
oz’ ot ot oz
B 8)\_t3
Ot Ox
0
_\—t v
=A"'In )\69[:
y, de la misma forma
0 0 0
—t_ | = —t —
[)\ a9y’ 81&} A ln)\ay,

llegamos a que

9, 0
[Z,Y1] = —bA™ tln)\a +a\” tln)\a—y In\-Z.

Que [Z, Y5] = 0 es inmediato. Que [Y7, Y5] = In A - Y5 se deduce directamente de la Proposi-

cién 20.1 y la Proposicion 21.6.

Proposicion 21.12. Se tiene que

A(Y) = —In A,
A(Y:) = 0.

Demostracion. Por la Proposicion 19.25 sabemos que

KM =NV ,Z = g(N2Z,Y1) - Yi+g(V2Z.Ys) - Ys

= g([}/hZ]»Z) : le +9(D/2aZ]>Yé) : }/2

—In\ Y.

Y por lo tanto:

K(Y1)
r(Y2)

g(—InA-Y1,Y])=—InA

[]



21.5 Calculo de la forma de curvatura media 219

Corolario 21.13. La foliacion F no es minimalizable.
Proposicion 21.14. Los campos de vectores Z, Y1 e Y tienen divergencia nula.

Demostracion. Calculemos directamente la divergencia en el tangente:
divZ = —(9(12, 2], Z) + g([Z, V1], Y1) + g([X, Y2], Y2)) = 0.
Para calcular la divergencia de los campos del paralelismo podemos usar la Proposicion 20.9:

divY; = —trazaad(e;) — k(Y7) =
— —InA+In)=0,
divY; = —trazaad(es) — k(Y2) = 0. O

Proposicion 21.15. La variedad T% fibra sobre S'.

Demostracion. Como F es una foliacién no unimodular sobre una variedad compacta, pode-
mos aplicar el Teorema 17.33 y, mas concretamente, la Proposicion 17.29, para afirmar que la
aplicacion

(Inm o f)(x,y,t) =In X\ -t

define una R-foliacién de Lie sobre T3. []






Conclusiones y problemas abiertos

El problema de caracterizar cohomoldgicamente la minimalidad de una foliacién ha sido uno de
los més importantes desafios en la teoria geométrica de foliaciones desde los afios 80 del siglo
pasado. Las foliaciones transversalmente homogéneas son una clase importante de foliaciones
en ese sentido porque, ademds de tener una estructura bien conocida que permite dar ejemplos
interesantes, las condiciones cohomoldgicas pueden traducirse en propiedades de la estructura
transversa, en este caso un objeto geométricamente interesante como son los espacios homogé-
neos.

En esta tesis hemos resuelto este tipo de problemas exigiendo como hipétesis la compaci-
dad de la isotropia de la accion sobre la variedad homogénea, limitando ademads la complejidad
de la submersién que define la foliacion. Un estudio mas general requeriria continuar la linea
abierta en el Capitulo 18, donde analizamos el complejo de formas invariantes, cuya dificultad
es considerablemente mayor, pero que parece abordable en un futuro.

Los resultados obtenidos permiten también, bajo las mismas hipétesis, sefialar la existencia
de una fibracién sobre S' como condicién necesaria para la no unimodularidad o, de manera
equivalente, asegurar la unimodularidad en los casos en donde esas fibraciones no sean posibles.

Otro problema interesante es profundizar en nuestro estudio sobre la forma de Alvarez y
su descripcion en términos Unicamente dependientes de la funcién modular del grupo de Lie
transverso. En esta tesis s6lo hemos dado resultados parciales, concretando tnicamente el caso de
las foliaciones de Lie con hojas densas. No obstante, parece un camino viable combinar nuestros
resultados con los que Slesar enuncia en [42] para ampliar nuestro estudio a estructuras mas
complejas.

Finalmente, nuestras construcciones permiten hacer cédlculos explicitos, que podrian facilitar
el andlisis detallado de otros ejemplos, ademds de los que ya incluimos en esta tesis.
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