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I N T R O D U C e IO N 

La Geo~etria d~ferencial se desarr olla en su primer p~ 

• 
CODlO i n t erpr",t,.ción del Cálc ulo diferencial, culminando 

la publicú.ci ón elel l i bro de G. Darboux , "Legons sur l a T'.aéo-

. " n 9 ,.:;e •. erale ~es surfd.ces" , (Parí s, 1887- 96) . 

~_ el seglli,to perí odo de su desarr ollo, la Geometria 

difer. 1.0_1='.1 es tá r.::.l.,~y L1.fluida por la P{ sica , especialmente por 

la ~~oría ele la relatividad, y eS e l perí odo en el que se desa-­

rrOll.al los conceptos del Cálculo vectorial y tensorial, así co-

~o 1 es, ",-cios de Riemann y los distin-tos conceptos de conexión 

u.é '" ~a, _ in, etc). 

i:n los Úl ti.,os añ08, la Geometría diferenc:cal se desa-
, , 

"' : _) . "jo la i .L_uercia del Algebra abstracta Y la Topologla, 

~eT 
t e. un 8l-clarecer conceptos e introducir al mis-

~O ~o genera_~zaciones en los resultados. 

l;n " E' J"lo i! teresan te del desarrollo de la Geomet r ia 

rl 
_J.'~ • e obtiec18 ",1 COITinarar la definición del t"nsor dada 

1:..JS trein'c~ ños con otras más illodernas , tal como veremos -

, 
O .... 6.tl-';e. 
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1 V.I!.RIED,.DEd DHEP.ElíCIhBLES y ¡;SPhCIOS FIBRADCS 

'[ iJU.::Dl.D DIFER-::NCI1I.BLE . 
f.'jlt ' 

Jonsl,~el~e, .• os el espacio encl{ deo X Y W1 espacio topologico 

y . Su on¡;~os Ceue para cada pun-oo XE'V eX:l ste un homeomo:;: 

_:lsmo fx ~e un entorno Ux con un conjunto abierto 

que, adet:-(s, eS"GOS homeomorfisffioS son tales que , si Z E.. Uxr) uy ' 

la tre..."'1sfor!!laci6n g : z I --=;., Zll en P. ~ correspo:ldier.l. te a 

z' = IZ(Z) , z" = fy(z) e8 una transformación de clase Cr (e8 

decir, con de. ... :iv.;;.d2.s cont inuas hasta el orden r): Direl.ioS, en 

tor.ces. que el conjunto del espacio tOPOIógiCO"V y de 108 h2. 

~eoworfismos f, .}efinen una variedad diferenciable de clase er. 

2. - P::;EUJJO- GRU?O DE TPJI.NSFORW,CICNES . 
,. 

El conjlJ.nto / \ ( 6.3 todos los homeot:lorfismos de clase Cr , cu-
.• - ('J 

.. os invers os ta "::ién lo son, entre abiertos de J( , cumplen 

1 s s~guiGntes condiclones: 

1) 

2) 

3) 

!l 

4 ) 

{ 

U1 _ V1E./' n ' Si 

= g21 U12 • entonces 

I 
,- , 

Si g: U __ V E. \ ¡ -" entonces g-': V -;- U "'-

, c 
Si g: U - .::¡;..V 1': J' .~t' h: 

t 
g : U - __ h (VV. /\,. 

t 
A -* B E:. f\ y V(..A, .. 

j ' r 
\n 

enton--

vi g : U -~ V Y 
r 

e8 U = \:1 Ui de tal modo que toda 
1'(. 1 ( 

gi = i Vi 1\" , entoncee g E 1\ (! , 



5) Si U es 
' ('\ 

ve 4) y 

a )1 , 
Wl abierto en .JC...I entonces 

At 
g:U -+ V E I' (1 ' 

.. :;_. 

existe wa abiert o 

En general: wa conjwato í de aplicaciones biwaívocas 

f de sQbconJwatos de wa conjQnto E se llama pseQdo-

grQPo de transformaciones Sl cwnple 1), 2), 3), 4) y 

5 ' ) E es la reunión de las fuentes de l as f~nciones de r. 

(El conJ Wlto U es QUa fQellte y el V wa lli1 bla:c1co 

si f : U .....;;..- V) • 
, ' , 

Es convsliente conveniente suponer que la apllcac lon 

vacia, f5 -7 f!5 ,pertenece a r, 
/\' . En partlccclar: para cada r, (1 es wa pseQdogrQPo. 

Cond8cu.encias: 

l~ Si U es fQente de g E r, la identidad 1, U- +-UE i, 

'Qes si g : U ---+- V € r ,en virtQd de 2) g-1: V -> l'·:f y, 

por 3), 1 ; g-1. g : U -* U €o r, 
2ª Si g : U - , VEr y ACU es una fuente , de 

waa aplicación de í , entonces g \ A <:. r • Pues, por la l~ con 

becuencia, I : A >A ( r y, por 3) , g \ A ; gel "- í , 

Tec.'ema. Las fQentes (blancos) de las flli'lciones de I son conjun-

t~1?~ert!?'~.~~_.':'2~.-:!'ojlología de E e,!_~~ q,!-~ todas-1-as fwaciones 

de r son homeomorf;inos . En efecto: 

a) Las fuentes cumplen las condiciones de los conjuntos abier 

to e waa topología de E. PQes ~ es abierto f por ser fuente de 

1 a icacíón vacia. 
. , 

Adamas, si U1, U2 son abiertos, la I:U,.';¡"U1 ~ r 
1 U2 --i- U2 +. y .l.a . • 

(' lo que , en virtud de 1) , I:U 12-~"'-U 12' f I por 

" lo ar to U12 es a\riérto , .S1 Ui (i., j .) s on abiertos , 
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y , por 4), I :.0 Ui , por lo que l( (.' 

,.,. uU1 ee ~oierto . Por 5 ~ ), E es abierto , 

b) Las Lmciones fE r son homeomorfismos . Basta demostrar 

que t rd.!" ... sformsn abier-vos en abiertos O?lles , por 2), sus inversas 

t a. bién lo harán) . 

Sean f : U ~ V Y A un ablerto de U; entonces 1 : A-~Atf 

y, p"r 3), fo 1 : JI. ~f(A)E:r , por lo que f(A) es un blanco y, 

or taúto, un ablerto . 

3 . - hTw.S 

Consideremos los subconjuntos de dos conjuntos E, F : Si en 

un conjunto ó( de aplicac;'ones biunívocas de s ubconj untos de 

F en subconjQntos de E , F es la reunión de l as fuentes de las 

aplicaciones de á., diremos que ¿¡ es un a tlas de F respecto E . 

C&da una de estas aplicac i ones es una carta local . 

Si f 1 : U1 ~ V1 Y f 2 : U2 -~ V2 son dos cartas loca-­

les y z€ U1()U2 , z ' = f 1(z), z" = f 2(z) , entonces la aplicac ión 

g: f 1(U12 ) -..;;.. f 2 (U12 ) definida por g(z ' ) = z " se le llama cambio 

de carta local . 

La aplicación g la representa remos por g = f2f:¡1. 

Si en E está definido un pseudogrupo de transí rmaciones 

r , llamare.mos r. atlas a un atl as a tal , que todos los cambios de 

cart.s locales pertenezcan a f. 
Ej ePlT)lo: Una variedad diferenciable -'JI de clase Cr viene 

( -V 'l!" un 1\ r, - atlas de respecto..t\... 

Dado un 1-· atlas de F respecto E, el pseudo-grupo r de-

f a en E una topologia y las cartas locales permiten transportar 

esta topologia t c~óa una de las fuent es de dichas cartas . 
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Teorem"!: . Si f 1 :U1 --~ V1 y. f 2 :U2 -?- V 2..§.Q!!. dos cartas 

f1 y f2 en 012 coinciden. 

I19S, lo ' ~ c""'-lbios de cartas locales son hOilleoBorfis~os "ara la r-
to ,olo.,:(a de E. 

Este ~eoTema perml te deflnir una topología en F y con 
• e ... ta ,..J..as cartas lOcci ... es son homeomorfi slJlos . 

Deflr,ición: Dos cartas loc~les de F respecto E se lla­

Ji r - compé:. -c ibles. s .... el cambio de c¿.:.:.rtas locales perteneca a r. 
Definición: Un r- atlas é] se 118Ea completo o maxiffial 

si cOatiene t odas l ela cartas r -cOillpa.tibles con todas las cartas 

de <' { . 

TeOre"la: Todo r: atlas el PlIede 8l'1pl i arse . a un 1-: atlas 

" 22",pleto U • 

En efecto: 1;1 conj unto él de l~s cartas loca-,es f I~ com­

ra~Gib.Les con todas" as cartas de ([ es un r-- atlas lllax ~ .,al qlIe --

" tl.ene ( i 
~ . Para demos trarlo, basta ver qlIe (} I es un r- atlas, 

~s 'iecir, qlIe si r 1, f 2E (1 , e l C8lllbio 12 
f _1 é r 

1 • Si 

1'1 • U1 -+ V1 y f 2 • U2 -?o- V2 ' entonces U12 PlIede recubrirse • • 

"or cartds locales de a. Sea f : U·~ V una de ellas; las fun-

Cl ne5 g1 = f r;1 Y g2 = 
t8lublér. pert ,nece a í 

f f~1 pertenecen a r 

pseudogrlIpo, g 

y por tanto, 

= I r- 1 é r , c. 2 1 

en virtlId de la propiedad 4) 

q. d. 

Construcción de un pseudogru"9 r de trJ!I1.§!jQrmBciones -

en 11' .- D~uo UlJ atlas maxiíllal {J de F respecto E, comp8.t:¡'ble con r. ---
108 tras con.)LUltos d aplicaciones brl1.uívocas de subconjuntos de F 
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-6~ 

f liJ- ' E:.. (J ¡ , 

-:._I. l ',\? :'ir (J ~g 0í :,,"r~ 
L' ) 

c, .. :ciden . 

r - 1 /) 
~ efeoto : Si \f E 1, entonces f'f E -'- y f ,_o es 

co~patlble con todas las cart as locales de él., es decir,f -;-b'[; 
y po r ta to g 'D f-1 ( r I luego 

• 

• lueé;O f y -i 
- 1 .1 r- 0 

fl; g E.l Reciproc~",ente, s i 

es c08~atlble con todas las cartas de {f Clue es maxl.llal, 
~ ...J 

• luego -
f -1 /J 

~") "\...\ Y 'P ~ 1 : por l o Clue es !. = 1-3 • 

Ar ... aloga..·':'cr.;.te se detroestra ~ .. ~e e6 

Se de~uestTa . tamblén, Clue el conjunto de tr~,sforma--
,.., - ...." ' .. 

c1 nes r ~ rl = f; = r ~ es un ps e udogrc:po e'e transformaciones de F 
- -

y Cl46 la topolo6ia defir,ia por r en F coincide con la t opol mgía 

def.i..J.1i,~a pOl el atlas !} . 

4 .-
" r 

.Jea -\In una varledad diferonciable de cla.s e cr y dirllensión n: 
( 

Si {( es un 
f 

1\ y,- a.tlas maximal , tar.....bi én es un /\ - atlas' 
1"\-1 ' 

si bien , ~en general, no • sera maximal . 

T;::QRJ'·,A DE VIHITNEY. - Si es r ~ 1 (r - ce) y. y" una varie­

un atlas de"V c",yos cambios 

(La demostración de eete teorema 

puede verse en 11 }aome jjrio I ntegration Theory" , H. \-Jhi liney j Prin­

ceton Univer •• ty Pre~s . N. Y. 1 .957) 
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• 

• O el teorewa no es tá dewos t rado , pero se supone que es 

to o 

l'or otr a le.rte l a c onj e t ura principal (Hauptvermuttmg) 

dice: D~das dos trl~16 ~aci ones de una variedad, existe un refi na-
, 

mlevto COLW1 . 

En el Congreso de Topologi a de ,.éXlCO del aúo 1.958 se 

dem.o. tró, n ediant f; res : tados obtenidos :)or Thom y Mimar, que las 

dos 2.. ót-amis anterl.or es 8e excluyen ml.1."(;·::.anent e . 
~'J 

EjemDlo de var i edad analít ica con Topologíaíseparada . - Zl 

con ,'l. to de pULGOS de la variedad es t á fomado por los números rea­

les no nULOS, 3(', y dos pc.ntos °1 , 02 ' Las dos cartas locales: 

,-;,1 ('f) XI 
~ • J( l 0 1 --~ A con f 1 ( x ) para x~ 1.. y f1(0 1 )=O; 
~1 • , = x 

f2 • j (' LJ 02 • -..,.. X , con f 2 (x) = x para XE.J(y f2(02)=C, 

aS.l.l ::1, e;;' i lenti9;,-.ente una variedad a.nalí tioa y, en ella, dos entor 

.. _oa lales~uiera de 0 1 yO 2 
siempre se cortan . 

5. - ~" __ .i:.al_JJ~::; DIF':>IL'C:;- ,-LES CCI" BORDE . - Una función definida en 
." 

W1 con unt o A c.J( se l lama de clasa Cr si es la restricción 

.. 8 Ilna. "'lUlción de clase Cr defi nl.da en un abierto que contenga Ae 

~ las coor denadas 
'7.) n 

de .l ~ y designeLlos por St";an y: 1 , • • • , .... ( .. 
) ( a la ra1 te de 

.-- n 
Á para la que es xn>,- o: S i r-n:; es el pseu-

.ogru.}Jo (le tr~lsfon:u.aciones de los homeomorfismos de clase C
r eu. 

1) Yly' 
tre e.,,1~rtús de -' \. f: U ~ Ve. r-n:;, entonces 

f I U (i (x" = O): U n (x" = O) --~ V ( , (xll = O) 
( 

nS u."'l homeomorfl.sil!o .. e 1\ (' .. ,-
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ql18 t'..!la varieda d Y es una vari edad ~ borde, si 

por un ~ - a tlae. 
• 

Bl. conjunto d e puntos, GC- '11 , que en l a s cart a s l ocalee 

t4n representa dos p or puntoe par a l os q ue es xn = 0 , forman 

una eubv a riedad de d imensión n - l , l a cual se llama borde de Y y 

se pepr esenca p or G = ~ ~ 

6. - " ,3IEDltiJm sn; L!!.'CTICAS .- Sean x 1 , • • • , ,¿n , yl, ••• , ¡no coorde ­

nadas d e :J(YI (n = 2m) y considereLios la f orma nSlifere ro.cial bili 

"-,,'lJ..D. = ¿, (dxi ¡. yi_ b xi dyi) de f inida en J?.. 2. Si f : U ~ V fe ha, 
entonee'" f t r ansforma l a r estrinción de r~ a V en una forman' d e 

~ y , s i es!l.'= n l U, d~reLlos que f es s impl éctica. 

,,1 c on Jun'Go de t oda s las f unc i cnes s implécticas de c l a se 
r 

r Portian un subps e udogrupo de An y permiten definir var ieda -

~e8 8 iapléctic~. 

7. - ')CI0I1:"''S UlDUCTI V1-.S • • ================~= 
Sea X un esuacio topológi co : A cada abierto UC X l e hacl!. 

",os corres~onder el conjunto T(U} de las funciones contínuas de 

U en l a r ecta r eal R; T cumple l as sigu.i ente s con diciones: 

l} Si 'f : X ~-Y e8 un hOLleomorfisuo, T(K) jT--~T(Y) 
por 'í'-rftJ-):= ,-j.. e 'f-les una aplic8.ci ón b iuní voca de T(X) 

en T(Y) , 

2) Si 'P : A ~ Y Y ip: Y - -- Z 80n h omeomorf:Lsru08 , s e 

venf1ca: ( 'I'°'f)T:: 't'l °'fT , 

,) S1 U e8 un a bierto de X, pa ra l a apli cación i Ux :T(X) ~ 

.... T(U ) def~n1da por 1ux(OC):O(JlJ se tiene : si V C. U C X 

"n ab i ertc8 , 1yx = i VU o i Ux ' 
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S1'fJ: X ~ y aa un h omeomorfis::lO , U un abierto de X, 

=IP(U) y 'P ; 'f I U : U -7 V, entonces el siguie::"t9 e.l.aé,I'9lDa 

T (X) 

i UX ~ 
r (U) 

~,-
.~>~ T (y) 

,E cOL-,,,tat i vo , es decir, ±'vy o ~;= 'YT oi UX' 

~) 

-) 

En 6€~eral, T s e l lama tip o de objetos inductivos si 

h c a dc eS_J2..cio X corre s pon de un T(X) , 
te 

1-. :::a.a.a ho:!eoL.crf:'sco X ' !»- Y corresponde una biyección - -

1f
T

: :;'(:x:)~ rey) ae mod o q ue, s i '+' : Y -:!>- Z es otro homeomol;: 

I:..s:..o , es ('f e '-P) T :: 't' T 'f T , 

3) ..:". cada abie:. to U e x l e co r respo!lo..e una aplicación - -- - -

iUX : T(Z) ~ T(U) tal, que s i Ve U C X, se verifica iVU oi UX = 

=- i VX ' 

4) S i l.{j : X -;.. Y es lID h omeomorfismo, U es un a b ierto de X, -

Y = If (U) y ,+, ::: 'fi 1 U : U ~ v, entonces el diagra.:ua 

T (X) _ 'PT ;;... T (y) 

iux t t l vy 

T (U) --~-~ T (V) 

'18 cori~'I.Ü2.ti vo . 

Cl1a::.do T es el conjunto de funciones r eal es co:.....tinuas y 
n 

'J = €.tiért o de J( , podelOos considerar el conjLL'lto seu) e T(D ) de 

f e neG e clase r y entonces, s i ~ : 

~o . I.P T(O) --'7 T( V). per o . en general , , 
u ~ V es un hooeomorfi~ 

es 'f. ( S ( U)] ,¡. 5(v) . 
T 



\f> ea de cle.se Cr. ~Tsuborc1ina una biyección 

~ S(v). 

De una man~ra general; si se tiene un espacio E con un 

»B.adogr~po de transform~ciones r y un tipo T de ob Jetos inductivoe, 

'7 para cada abierto UCE un subconjui-:lt o S(U)CT(U), se dice que 

S es LUlB. subfunción de T si para Ve u es iVU(S(U») = S(V) . 

Una subfunc ión S se llama cOl!lpatible con r si para cada 

"p : U ~ V lE r se verifica que ~T : T(U) --+- T(V ) subordina 

biyección \f
T

: seu) -7- S (V)' 

N(;T"Cl CiFES : Sea él: = {fi : Ui ~ Vi}' i El. un 

atlas de F respecto (E, r ): 

una 

Vij = fi( Uij ) , Vji = fj(Uij ), fij = f i 
f~l • Vji ~ Vij ' • 

J 

V· ·'1- = fi( Uijk ) = Vili j ' Vkij - f k 
(Ukij ) = Vkj i ' Vijk = fij(Vjki)' 

lJ ;..¡.. 

Se verifica: f ij = fj{; f ii = identidad Vi ~ Vi ' Para todo 

x E Vi jk ' fik(x) = f ij [f jk(X)}. 

Sea él. un atl a s de F respecto (E, r ). SupongBl!lOS un tipo 

de obúe-cos induc tivos T y en E una subflL'lc ión S de T compatJlile con 

r . EH F podemos definir Wla subfunción Ser ele T, del siguiente 

'1l.Jdo : 

Para un abierto A e F sea Ui = An Ui' v¡ = fi(Ui) y p~ 

re ca a V<ET (A) sea O(i" l
ViA 

0<, Pi =fi T ()( t ' entonc es defi 

ai~.OB : 

SellA) =tCXI~E:T(A) y \;j í€I,pi.ES(VO} 

COrJnClON DI: RECOGn,I EN TO: Si ex E T(U), u= \J Ui y O( E S(U), 

. 10 • ;es te.. bien Cf. i. = i
U

. uo( E S (Ui ), aLmque , en general , la cond1-
~ 

,1 "1 (1 que el. \. pertenezca a S(U
i

) no iillplica que O( pertenezca a SeU). 
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tie; e l ugar . s e dice 'lue S c umple la condición • 

Si S cum"le la c ondición de recogl,ciento . sa e8 una 

SI bf t. ción de T ue coir.cide con la . 

8 . - lu'LIG . . CIOL':J DIF'_¡¡~ .CIAlILE3 DE VARl=:JLDES . - Como aplicación de - - - ----
l o dicho en el número ante r 1.or, consideremos una variedad V de 

...« . 0,/ _ ( 'i.)n '(') 
cle.a9 Cr '.efini da l'0r l1n a t l as CL V ; J '\..., I\~J y el 

. mn 
t~ lO de ob jetos ir.dnc t ivos T de las fWlCiones continuas en . ..I"\..c ; 

10& func i ores re~les de clase Cr formGll una subfunción S de T 
T' 

r.::) _p_ "tibIe con 1\ r l y que, evi dente: _ente, cumple la condición 

Le recogimiento ; l uego permi te definir lUla subfwlCión sobre y 
Jryos eleL...ento8 se llama r án fnnciones de c l ase Cr d.efiL'"lidas s.Q. 

bre los abier'Gos de la variedad V . En otras palabras: una 

"'p~ic. ción f : U ~ J'{. U C~ se llama de clase er si al expre 

sa:'la en cooldenadas 10c",le6 resulta una función f(xl • •. , ~) 

de clase Cr • l-.. l1álogB.ilente se defii'len las funciones de más varia 

. ' . ~ ~M b1sa,SL:_ mas ~1..1e conslderar fw:,.ci ones f :.J:'{. ~'''''' de clase 

er . 

Sea~1 una variedad dif erenciable de dioensión ro y clase 

Cr y oyt una variedad diferenciable de diillene ión n y clase Cr . 

Con~idere...Los e2.. ti""'.o de objetos lnductivos T(x) const1 tuido por 

el conjunto de tode.s las funciones contínuas de u.."1 abierto de 

-W en X (si U e x, i UX : T( X) -~ T(U) Be deÍJ.r.c COOlO sigue: 

(;(E T(X), iux X ='';(ICX'~U:O~lJ .. lhm el caso qLle X ~ 'V, en ella 

e~ t6. definido un pseudogrupo de transformaciones lliagen del I\"';.~ 
por el atlas a ' V, - >:> ¡R 't\y\),luego en "'I( el t i po T tiene una 

BUbfU:::J.ción S I COLlj ,atible con el 'pse udogrupo de transIoruacionea 
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ClyOS el~entos 68 llaman funci ones de clase C
r 

de un abierto 

deW en l¡' . fu particula r pueden consicerars e ú'.nc~one8 

;: ,W ---'7" '"V de clase C
r

• 

9 .- _.oiC ~,O: G _"ION DE UN PSEUDOGRUPO D::: TRj;SFORJI::ACIONES .- Sea E un 

,8\1acio c on un pseudogrupo d e transformaciones r y c onsidere -
~ 

'" 
~ 

anál o géW.el'lt e 'J (E, 1- ) . Si 
. , 

de E , ' , otros P es una proyecc1.on 
~ '" 

Obl'8 E, dl.reruos q.ue (3, r 1 p, E , F) es L.1na 12rolongación de 

(.." rj e UE"1D.do se cUillplan las c ondiciones siguientes: 

'" ~ '" N ~ 

'" -1) - Sea fE 1 , f . U -+ V: Si dos pLLT'ltos z,z I E E tie . - ~ 

.Len la 
. , 

E, UZ ' entonces es pfz pfz' ; mJ.srJ.a proY¡;CClOn en pz = = - , 
si U = p (D) y V = P (v), la condición anterior per~ite definir 

• J ro.J 'V 

pf : G -+ V de nc'J.o <,.ue para x = pZE U es (pf)x = p(fz), 
"V\_ ,..,, _ 

2)-f i:' ==::.;: pf EI, 

3) - U = p-1 (U) , V = p-1 (V), 
.v 

4) - Para to6.o fE í existe f él 
~ 

tal, que f = pf . 

Si Se cULlJle, aú.e-:ás t esta otra cond1.cióm: -~ 5)- f ,g son iguales CLJ.ó.!ldo t2.enen la misl!l.a proyección,la 

.... ,rol'Jr:gac ión se lIaBa holoédrica; en ca.so contrario, la prolon­

~_c~ón se llaca hleriédrica. 

~u~~do 8S holoédrica, p induce una aplica ción biUI ... ívoca 

cíe re,. r . 
10 .- :::._" __ INhC;t:~l'T m Y1 1.TLAS ·'OH SJS ClJéBl.OS DE COCRDs;NJ-.D.\.S .- Da 

J!j y F, una cc.nciición nE:;cesaria y 8u.f'iciente ¡Jara que 

f ij : Vji -~ VijE: r aean los cambios de coordenadas da un a ­

u ..... s ea que Be ver:Lfique: 
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2 )- Lla;.¡ando Vijk = Vij n Vi k = Viléj ha de ser 

.fJi(Vijk) = Vjik • 

Ento~ces, si x f Vkij están defin1dos fik (x), y.f~k(x); 

pero fjk(x) E 'V jiir , luego f ij(fjk(x» está definido. Y, final 

3) - Para 'God o x E Vk i j es fik(x) = f i j(fjk(x». 

La necesic.a,el ele l a condición es eV1dente. 

~~ Cll...-'n·Go a lo. s uf iciencia, t engamos pr esente el sl.guiente 

L E 11 ~., Vij e Vii = Vi ; que resulta de ser 

fji(Viji) = Vjii = Vji 

= iji = 'fiJ (\ Vii Y 

y por tanto Vij = f ij Vji = fijfji ( Viji) = 

V· , e v, , • 1J .. 11 

1.1 suponer qtl8 f ij son cao.-lbios que cULlplen las condicio­

es 1) , 2)7 3)i Se .ille6.e construir lli1 atlas que tiene fij como c~ 

t~ ~ ele coordenadas : Pues, si es /i = 1.. (x,i) l xE. Vi } y en F definimos 

.:.~ c1 ~n (x,i) "-' (y,j) <==~ XC.Vij' YE.Vji; x = f ij y . Ade -

, , con las uro)ied¿'-~0B 1),2)93) es fácil ver que se trata de lUla 
, 

re .... 010:;.1 de eq 
/'. 

vci.le."'cia . Si F es el esp,;,cio cociente de F por esta 
. , I /' , 

r'- L,- e .... n -:...e e, ~ ,,,,lencl.a y .~ : F ---;... F es la aplicación canonica 9 

z <' • 

y 

.j _tos "i = {(x , i)! de j se a plican biyectivanente por '( en 

';_e.~es Ui = y (Vi) C F. Las llulicaciones Ui _'1C~ ~i -Y E 

.,.. < 

I u 

(x,i) -..".. x 

lOCB.LES 1,e l' ¡"8Specto E , f i : Ui ~ Vi' si para 

eL Z = l' (x.i) = '( y,j ) ; por 'G8.iltO x E vij • yE. vji • 

y fiz , .. x . fjz = Y. por lo que f i j son los cambios 

a. ., . 
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Dicho e.tlE.8 está definido, salvo un isomorfi smo; pues, si 

é., '.( \-) , 1 __ ~ E, e9 un tlas con cartas loc~les fi : Ui ~ Vi' con os 

a C8.i...lb~os f
ij 

la" aplicación A.: F ' -;;: F definida por 

Al; (fitX),i), xE. u1, está bien definida y da url isomorfis ­

.. 0 e", ere C!-t y C1: 
-ll.- _:OLI..!. ;r.CION DE UI: A'::LhS.- Sea CE,:- t p , E,f ) una prolongación 

ele (O' , r ) y él: F .• . --,lo (E , r ) un atlas ~ 

Se 118.ill.a prolongac ión del atlas él , al diag i ... ama 

~ d ~ ~ 
~ ___________ (E, r ) 

I 

él 
F ------------::::-=;;.-

fP 
(E, r ) 

er! e...:... que es 

1)- a _ ! J::' • 

- '-'-i . i E. 1 ; 
~ ~J U· -:l»' V· 

1 • 
il!ó 1 

con el .uri.SL-:O conjunto de índices. 
~ 

2) - Ui ; 'l.-lUi' - -1 Vi = P Vi ' con el diagr~ 
~ 

~ f '" Ui -----------~ Vi 

'1. ~ ~ P 
f i Ui ----- '3l> V· 1 

"onmt.:.tativo y , finamer..te, 

~ -T30RJ:,J...:.: Si (E , r , p, E, r ) 9.ÉL-.una prolongación holoédrica 

!lo ( , r ) ;LGt : F • • • -* (E, r ) Ull atlas , existe - salvo isomor - ~ -* (E, F) de él , y solo una -fi .... 109 - W"lb. urolongación él. ; F . . . 
~ -

En eí eto: Pcr ser (E , r , p, E, r ) holoédrica , a cada cam-

o f 1j E ,- .. el l."tl 's él le corresponde una 
~ 

fijE í , y solo una, 

.. e f
1j 

:;::: :pf
ij

. Las f ij son cambios de coordenc;:das; por ser 
~. 

l prol ación y r un useudogrupo, cum 'len 1) ,2) ,3). 
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~8 ~O S Ccl.. '-1.06 f i j defi nen un atlas t él. , F ~tE, r ), que 

~ 1 rol , ._ac~.óa del O . Por ser la pr()longación holoédrica. 
~ 

l e f j es tan urLÍvocÓ-' ,ente determi. ~dBB. luego, según 10. éL t"!ll 

bién lo e~tá (salvo isomorfismos) . 

1 <' . - E<. . .. CIO lb LUS . ~C1'OHES y TEtJ50J,.s TA...Gi1 TllS .-
11 

Con8iuer~~o8 el es}acio anclídeo Jf_y el pseudogrupo de tranf 

: VdWOS a definir ·,ena prolonga ción holoédrica 

~ está defí. ida .or p( zl , •• • • xn. yl, • •. ,yn) = xl • . • x" y -1 ~ el nodo siguiente: Si f : U -r V E I\r;., está dete=inada 
01 Ci. 1 - f1) l'\ ,.- . r¡ . f~f 

por x = f (x- • •.• ,xn ) . entonces f : Ux .J<.. -""" ;:.x J" E. \ n. 
, -c; 0.( 1 .n) -01 <;;:"' of . y p 

e ta dada por x = f x ••• • , xc • y = L.-- "', X í3. . 
él. IT 1'\ -(' j3 " . 

Si V •. ~ (Jt. 1\ n.) es una variec.ad diferenciable. se 

puede Ilro:"O!ll'ar e te atlas y tene.los: 
/V 

T (V) 
d en 1)1'1 

- ------>-" X X J\.. . > 

'1. ~ 
y 

h 
_.::::él:=-.;o;.-._ pt1 1\"( 

'v } 1'1. 

La variedad T (V) así definida . se llama eS lJacio de los ve2. 

toree ta.r.J~:ente8 a V. 

Para c.da x E. v. Tx(V) = 'l.-l(x) es el conjunto de vectores 

ta~~enu~s a x . Dada Qna carta loc~ f i : Ui ~ Vi' da lugar a 
~ ~ n 

o o. carta local f, : Ui .-."... Vile 1<'/ y si z E Tx (v), entonces 

~ ( (xl n r' 7 Y, z) = , ••• 'Xl. ' ')' " " J "") ' ¡yen 
1 l 

~ l .n· n ) ~,(z) = (x .• .•.• x J'·.<:., .• 'i . . 
~ J ,~ 

o e 

3i eJ cambio viene dado por 

T(V) vendrá dado por x/X. = 
, 

v n.L teor~ lásica . 

otra carta local , .. 
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Yl (' 

Para obtaner la prolongación hol oédrica de ~>I\n,~ cada 

f : t; _~ V -:' /\~¡ y X '" U le h emos asonado una m~triz Ax(f) =(~-~~) ~ 
.. IOn 11) n ?( r;1. ...J '" O( t3 ) 

EG L(n) y G L(n):>U\... ~j\.. , d¡¡fin i da por (A l:!' x ) --:;>"\ ¿.., A f.; X /, 

De Li.."la manera an áloga podemos con s i derar :J(nX G L(n) -';;>- ':1¿ndefinida 

(
IX'" ) (.,-, p ¡; por x ,A i3 ...,... ¿ x Act) y en este caso , por comodidad de es 

' b ' f, d d d ({)1'l 1 ' d' b' cr1ul~a , escr~ l r8illOS ~~S coor ena as e ~ con os 1n lees a aJo. 
tV n '( 

Ten.8..J.OS; P".l8S 1 dos !lr ol ongaciones ho l oédricas de JI_ , /1. n ) 

(:R '2.r:. /~"" , ( (T) 2 ( [ ¡-r \ 
., n ) y , J\. , I\ (( J 

f • U -? V, f • U -7 V . 
• · 

~ 1'( 0) 11 n J2, 1'l. 

f · U7-J( -.;» VX J<: f · UX J{ --;,. Vx, " · · 
(z,J) ~ f(x),Ax(f)Y, (x,y ) 

«( , 
-.;» f(x) , y Afx , - ), 

'\.. les cl8.!1 dos prolongaciones del atlas 
/>1 () (l 'J" o. (',)2 r,,/~ 1" 

- . '211 
T ':' (V) a Y /\f' 

V ._-> J\. f\ ,,: Una T (V) ~-> J\.. \ Yl y otr a ---;> \,... . Ti.. 

L ""1: era es el espac i o de los vectores tangentes Y la segunda el 

e ~o ae los covectores tangentes. 

Los OOI!juntos Tx(V), Tx'*' (V) e vectores tangentes a V en 

un ~n-Y:;o ::E.. V tl '1C~en una estructura de espacio vectorial (imagen de 
.,·n 

la ..:: t ,,-:.ctura de:J¿ ) Y se pueden considerar duales uno del otro . 

• f_ IV 
'X 

(S('j{~(''T;.:c. 
'Y 'x 

8 i pura c2.c.a 
..... \ :k ~ \ 

:~ E- V consíderaruos los productos tensoriales 

¿sí como la retmión TP(V)=l.' ·7(@F'Tx (VJQ9 q :,(E.I ' ,¡ - Tx i \1 , 

(V I) . te' e~oS el espaclo de los tensores de tipo (4) y 

e un· nroyecci6n natural TP(V) 
q 

_~ v, y análogamente con los 

e os exteriores o simétricos. 

A -.ma ecci6n de /\ q~(v) se le llama forma diferencial . 

)el li wO moco, la prolongaci6n holoédrica de f : U -~·V, 

't ,'-;;, f"" ( ,t) = (fx,IAx(f)'wt ) de1'ine los escalares de peso 

roú ~t05 tp sorl~~eB, se obtienen los tensores con peso, 
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rácJ.l ver ~ue V ~.V/, apl.cacibn diferenciable de V,en 

: T (,.) :;. T (W) -cal qJ.e 
' J 

(V) 
ID 

T ' ~ T(W) --...-
} t 

I..[! 
V - ---, ~ W 

es e n; utat1VO: 

V ----c-)o- q 
([, , 

ral no Pllede completarse 9 pero para cada x E V se tiene 

T*' (V) x 

} 
V 

"" 
61{l··-,: T* (VI) 

\?(Xl 

.~ 
VI 

no hay manera de definir\? :T~CI) -;"-T*( Y, 

(A abierto de 1<) , 

con l? definiüa uor xi = l.fJ~ (t), l a fU.Ilc ión 
• .:::"1 \[)' 

por xi =\fl. (t), y'- = "-t- es tal, que ha.ce conmutativo 
(\ t C, ,(, ')r) 1'l 

~J J 'X ' y \~t- '-
_-'.,.~ (¡) n 

lO ..) '_ 

"" r; '(¡ e 'Y! 
tp :A -3>-J<.?< }<'" definida 

el diagrama 

A 
I ,...., ,...., ""'" 

r 
Si fé A n ' '1' = f 'f' , es '1' = f \f luego medi ante car 

T (V) 

~q 
A ___ V 

'f 
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¡jo amoa deflni r 

T (V) 
'" I 

~~ 
A~¡¡ 

'f 

DualBente: d2.do u 
,.-., 

f '" J"'\. , 
(u abierto de~n ) 

defu" - o por t = f(xl, •.. ,r'-), la función (xl, .. . ,,él)~ (xl, . .. ,,él , 

~ f (lf 
'). 1 , ... , - -- ) e8 una 
(.J x O ,!,-

t rarJ.sfor:- _a C OL:.O un v ector; 

sección que , mediante una función g ~r se 
J 

l uego f : V ~ J{ defi ne una sección, 

V -7- ~ *(V) , 'l.ue paed e llama rse df . TeneBos., pue~ , lo, sigui ente: 

con 

rt sión ne ea ~ndevendiente de la carta local y da un apareamiento dual. 

e T ( ) , T 1f(V), y ?llede escr~tirse: 

_!!L~;'41l (t) = < df( 'i' (t», if t:> . 
.... t::a .1) , p=ra "" é V, el conjunto de l os gérmenes, en x, de 

x 
[ea r~ les difarenCi(;t.bles: .JJx tiene LU1B estruc,;ura natural 

o , :fx--;.- f(x) es una aplicación ;lJx f >R, y cada f da un 

o oj,l E ~x" (v) que sól o depende del ge:t'11len fx ' D .. do é,ETx<v) , 
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eeoalar < d __ f , ~) Pllede cons i der arse como llna apli ca-
"" 

- Uli~saJ. L ~ : 1) x -+- .:R. -
Este a p l i ca ción c llmple: Si a , a ' E .J)x' entonces 

~(a.a l ) = L ~ (a) J8 (a ' ) +~ ( a)L 1; -(a ' ) y se ll,,!",a = {f- derivación. 

m el caso a..'1.al í tico puede deBostrarse que , recíprocamente, 

t oda p - d e r ivación de.,Zl:;c está def i nida por lln vector de Tx(V), 

( Chevaley , Th . of Lie Groups ); pero, s i la variedad es de clase fi ­

n i ta , e l espac i o vec torial de l as f3 -derivaciones de :llx es de di­

~eu9ión infi nit a . 

Nó-¡;ese qlle si V' es de clase cr , los espac i os tens oriales 

vie'1en dados c omo vari edades diferenciables de clase cr
-

1
; PllesJen 

r 
la elévación de /\ Be p i erde llna llnidad y las proyecciones natllra-

n 
les o _re y s on aplicaciones de clase cr - l 

11<) , ( 
l} . - 3SPACIOS FIBR4DOS .- SO? B lln espacio topologico base); F otro 

espacio topológico (fibra)y G lln grllpo topológico qlle opera efecti­

vamelte sobre F (grllpo estrllctllral). 

En B XF consideremos lln pselldogrllpo de tra.'lsformaciones r 
Clly"-" fllnciones son del tipo f : UX F ~ U X F, f (x,y) = 

=(x,~(:;c)y), donde g : U ~ G es continlla . 

Un espacio fibrado es lln atles E él ... (B:X F, r ). Dada llna 

car,a local f
i 

: Ei ~ Ui x F, la proyección natllral p : B:><:F - -+- B 

define xna proyección Pi = P f i : Ei ~ B , y evidentemente 

Pi I Eij = Pi ' Eji ' lllego tenemos llna proyección p : E ~ B. 

Los cambios de coordenadas son de la forma 

f ij : UijXF -~ UjiX F 

(x ,y) -~ (x,gi j(x)y) 

----{-;:7-p-;;-ltlB dbWustir wiones de los teorema.s Bobre espacios fibra.dos 
ver:..;toeny od , " TOjJology of fibre bLUldles "y las publicaciones del 
l!Iamin rio Cartan. 
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y para q' e las f
ij 

cum,lan las condiciones da cambio de coordenadas , 

~ unc1. ones e ranslcion han de cumplir las f 'Lcionee gl.0 j (ll-~-'as f o d t o ' ) 

gij (..;:) = g-J0l.' (x) y g (x) g (x) () (~t dO o ik = ij gjk x. .."s as con 1C12-

nes son 3uficientes y , si el grupo opera efectivamente sobre F, son 

necpsari B) . 

Be~oe visto que los cambios de coordenadas determinan el 

atl~ , l~ego lae funciones de transición gij : Uij 

OE'n el espacio I.1.brado , salvo isomorfis ... ,os . 

__ >:;,... G determi 

Casoa partlc~areB: 

1) la -f'ibra coir.cilie cor_ el grupo Y éste opera por traslaciones po r 

.6 iz<;[ <oerlia (Espacio fibrado principal) 
, 

2) la !1- ce. coincide ~cn el g rupo y este opera por auto~orfismos 

int6r:10S. 

&> los espac10s fibrados pri:1cipales H (B,G,P), el grupo 

~ o ~a or ~a derecha sobre H COIDO sigue: 

Sea z t H, ~ Gi z viene representado en una carta 10-

,,_1 por (x .y) (con x ES B, 1" E G) , taneillos entonces (x, 't g) como 

at-rte de zg; es fácil ver que el elemento z l( así definido, 
repr~. 

e la carta local; luego tenemos una aplicación !"O<·G ~ -r 
n.o asp01( e 
14 • _ ;:;;.. .cSp,_C ro TA,~::: o E, CO~!O ESPAC ro rIBRAlXl. - Hemos definido el 

e l' c..J.O 

e ... at a 

v 
1: e V, 

¿pnte T (7) como ~a variedad diferenciable definida por 
::00 021'1- él: n r 

T (0r) ~ J,_, A r n ' prolongación del V ~J( , 1\ n· 

ver que T (V) puede considerarse como un esp, .cio fibrado de 

fibr ~~ Y cuyo grupo estructüral es el grupo general 

line J. ~e d"" '11 'n n, GL(n) . 



T (V) 
I 

f 
V 
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--=~.,-:;\. ,/" n 

~ él (nn A r 
--"::....:...~~)-:J '-- ' I \ 

n 
• 

m n rOn 
S~an f. : Ui '-+Vi y f i UiX..rv -+- ViX ...; '-... dos 

~ ,..., 
oar tas l ocales homólogas de tl y ~'t , Ei = p-1 (Ui ) y definimos 

~i : ::;i -+ ui x1(; c omo sigue: s i z ~ Ei , entonces -y. = p(2) E Ui y fi (z) es de la forma (fix , y
i

) . pongalilos~Oi(z)=(x'Yi) 

Las funciones ~ . determinan un atlas de T(V) respecto , ~ 
V X 1<..1., cuyos clWbios de carta local ValJOS a calcular. Si Z E Ei j , 

r-' ~ 

entonces tenemos x = p z E Uij , fi(z) = (fix , Yi), fj(z) = (fix'Yi 

y 106 cambioe de carta son fix =' fij(fiX) , Yi = Afi~x ) (fij) Yi ; 

luego el cambi o \P , (z) = (x ,y. ) ~J' (z) = (x,y.) viene dado por 
I ...... 1.. J 

'fij(x ,y j ) = (x,gij(X) Yj) con gij(x) = Arj(x)(fij ) E. GL(n) . 

De una manera análoga puede definirse una estructura de 

espetc o f~brado de base V en el espacio de los tensores de tipo ( ~ ) 

15 . - di::U'ACICS FIBH.JX>S ;"SOCI ADCS . - Dado un espacio fibrado principal 

H = (B,G,p), para cada fibra F sobre la que opere G existe un espacio 

fibrrdo E = (B,",G,q , H) que tiene las misrn9.S funciones de transición 

q eh, A t odos estos espacios se les 112~ espacios asociados al H. 

Un espacio asociado E puede definirse también como sigue: 

Er¡ X F def~ni:o.os la relación de equivalencia (h,y),,", (hg,g- 1y ) 

~on '" E: G Y llamamos E al cociente de H )<. F respecto de esta equiva­

let1c1a . 

Si es (h , y) ""' (h , y), será ii = hg Y por tanto h está en 

la .1:.. .. la fibra I'"e h; encontes ph = ph , luego p permite definir una 

oy 

f na 

16n 1 : E ~ B. Cada carta local f i : Hi 

_~ ... _ ica.ción f: : H. >< F --')o- U; X G)(. F - ~ ~ 

~ Ui X G le H de­

por f i (h,y)=(fi(h),y 
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'( , y ) y ( x . e , ,( y) ' son imágenes de e lemen tos eqtlÍva l en­

e Hi x F ; luego Li puede interpreta.rae como Una aplicaci'ón 

tp 1 I E
1 

+ U
i 

X F i denhfic ando ( x , e , I Y) con (x, Y y); as í te ­

neLlOS un atla s de S r especto B X F Y l os cambi os de carta l ocal vi~ 

nen dados por 

(h , y ) ltlego '? ji (x, g i Y) , = (x ,gji (x)giY) = 
= (x, g j Y)' 

~ado ~~ espacio f i br a do E = ( B ,F , G, p), para obtener el e~ 
• 

pe.elo .::'ibr a Cio princi pal asociado a él, basta constrlJ.ir el atlas c u-

yO'c- e, ....... bias de carta l ocal v i enen dados por las fLUlciones trans i c ión 

de ~ o~arando por tr aslaciones a la i zqQierda sobre G. 

16.- ESPLCIO FIBRAllO TI~ _GmT RECIPROCA . - Si E Y E ' son dos espac i os 

fibrados sobre B y B ' con l a misma fibra y el mismo grtlpo estruc tu-

ral , en"c one es e l diagra.:.J.a 

______ ~ __ ~~ ___ E ' 

se llama un homomorfismo s i cumpl e 

1 ) fp = p ' f , 

I yP' 
f __ -"3!>_ B ' 

2) f y f son aplicaciones contínuas, 

3) Si lf), : E -,r Ul, X F, 
, l 

l ocales de E y 

entonces exiete una f unción continLlB. g io(: Uiee. ---7 G t al.,que 
, ~ 

si Z EE
i ot

, lfiOl( Z) = (x ;y ), entonces ~d. f (z)=(fx , gioo-(x) . y), 
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-Si f es un ~omeomorfi smo, f también lo es . 

Dado el rliagr ama 

E' 

~ P ' 
B 

donde E' 
p ' -=~~~ B ' es un espacio fib r ado , exis'oe un espacio fibrado 

E P ~ B (detenainado salvo isomor fismos) tal,Que el diagrama 

E 
r 

~ ' 
B ---~> ... E ' 

eS ~ homomorfismo -
, Al espacio E, aS l defi nido , se l e llama imagen inversa de 

E l por f . 

Teore~ fund8.illental . - Si los diagramas 

E r t: f E' ,. lC ' -~ 
~ 

P ~ k y p ~ tP ' 

B f > B' B -- "> B' 
f 

son homomorfismos , en"Gonees existe un isomorfismo 

E f ~ E 
p I Ip 

... i d ..¿: 
B - --'='-')0'" B 

tal ue 

17. - ":'J,~'V"CION DE HOlIOTOPIAS . 

l:'ri,ller teorema f!J! elevación ~ homotopías 

úea el ho~omorfiemo 
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E ..; 1" 
~ E ' 

P r ~ p l 
B - f ~.:. B) 

y una h OLlo t op í a B X I 4' . B ' de f (es decir (P(x ,O) = f(x ». Si B 

es ~os-alLlente compacto y paracompacto, existe una homotopía 
Cl 

EX r • .. E ' de f t~, 'l.ue -• ( !) 

E XI • '> E ' 

p ~ , ~ 
(O 

BX I ---~3'>- E' 

y ¿-.... ~..:l~s· se cU2ple que si C~(x,t) 

lü~" es Ó (z,t) = cÍ:l(z,to ) · 

• 
= ~' (x,to )' con to~ t ~ t 1 , tam-

• • 
~~~do teorehla ~ elevación ~ homotopías .- Dado el diagrama commu-

E' 

BY p' 

>B' 
Y una homototl í " B x I ~-rB ' de g , s i B es loc~ente compacto y 

para.COIiJ:pacto t existe una homotopía EX 1 ~rde f t~ , Clue el diagra¡na 

E ' 

B>l.I/-'" k 
~B ' 

es COlIlmLtativo Y ademés se cumple que si G(x , t) = G (x ,to)' con 

- ". t ~ '1 ' t",-",bién es F (x ,t ) = F (x,to)· 
"o -

Estos teore.-1BS son de gran importancia en el eE:itudio de 
- . 

vs fibrados e incluso muchas propiedades de los msmos s.Q. 

Iv 
n de dichos Teoremas .. Esto ha inducido a considerar los 
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fibrado de Serre. - Un espacio f ibr ado de Serl!e 
. , , .... p 

LL'la proyeCCl.Glll contl.1lua E ~B sobre un espa-

c1c B. que verifique el segu.ndo Teorema de elevacióm de hOlllotopí as 

para poliedros. 

Definición ~ espacio fibrado ~ Hurewicz .- Un espacio fibrado de 

HLLrewiaz es un espacio E con una proyección continua p : E ~B 

sobre un espac io B , q~,e verifique e l seg'2.c'1do Teorellla de elevac i6n 

de ho~otopías ?ar2 c Qal~uier espacio . 

Está claro, que todo espacio de Hurewicz es ' un espacio de 

Serre y todo espacio fib rado con fibra y grupo estructural es un e~ 

pacio de Serre. 

La genel~alizaci6n más amplia es la de Serre ; pues, muchos 

eBp~cios importantes son espacios fibrados de Serre s mn ser espacios 

fiorados con fibra y gr'po estructural y la condición de Hurewic z es 

de~¿diado restrictiva. Generalmente basta poder elegar l as homoto­

pías de poliedros. 

18.- GRUPOS DE HOMOTOPIA.- Sea In el clIbo de n dimensiones, i n su 

frontera , In-1 la cara xn ; O Y Jn-l la reunión de las restantes caras. 

Sean B C. A espac ios topológicos Y x E B . En el conjunto 

de clases de hOillotop í a de aplicaciones 
·n 

f : In ,I ---l>- Al. x, 

pUGÜe definirse una estruc~ura de g r upo; éste se llama el n -esimo 

grupo de homotopía de (A¡X) y se representa por fln( Al x). 

análogamente , en el conjunto de clas es de homotopía de 

1'1>. _ o'.ones 
-n l· n ..n-l ___ - B 

f : .L, " )o F-1 1 x 
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det1niree una estructura de gurpo y éste 6 e llama el n -~simo 

de h~otop~a de (h
1
B

1
X) y se representa por. Tl n ( ~13 1x). 

19.- se.; .:sIOtT 

Sean '" ¡¡ ~ B 

~C::rJ.. D~ HOll?TOPIA DE m~~PACIO FI BRADO DE S:::rtRE. -

un .es¿a.c::'o fibrado de Serre , x E. B e y E p-1 (x) = 

• 

La inc lusi6n i : Fx ' y ~ E,y 

1* :Tl n ( Fx ' y) -7 Tl n (E, y). 

induce un h omomorfismo 

La inclusión j : E, Y, Y ---+- E 1 Fx y induce un homomorfi s -- ~ 
mo j*:Jl n (E y) ~Jtn (E,Fx'-Y) ' 

La 

~E·, F , Y 
x 

restricción de las aplicaciones f : 

. n-1 . 
al. =dl.lce el homomorfismo 

~ 

(,)",:lin( E , Fx ' y) --~:>n n-1 (Fx 'Y) 
y l a sucesión 

, 
es flX¿'Ct a.. 

- ?-

Has ta a~uí no es necesaria la estrl.lctüra fibrada de E . 

Consideremos ahora la proyección 

p: E, Fx ' y -~-B, y, y; 

éBt~ inQuce un homomorfismo 
,- ~ 

p* :) l n (E,Fx ,y) ~Jln(B,x) 

y el teoreIDá de elevación de l as homotopí as permite demostrar que p~ 

e8 vn 8o~orií8mo, obteniéndos e la suces ión exácta 
~ i" - h ~ 6. '\ -+ll

n
(Fx 'y) 3»ln(E,y) --~) 1. n( B,x) --+J 'n-1 (Fx'y) ----?>-

llamada B~ceBión exácta de homotop1adel espac i o fibrado . 

20. _ EJELPLO DE mi ES?l.CIO FI BRADO DE SERRE . - Sea x un punto de un 

espacio B. D. el conje' t o E(B,x) de los caminos de origen x (o sea 

epI • oiones COi ti"U8.B Z : 1 -~ B con z (O) = x) definamos la topo-
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la c,?nverbe"cia compacta , es decir , la topologí a engendrada 

~ los conjWltos.r (k,ll) ='. z 

y U un ab~erto de B. 

z(k) ,: U}donde k es un compacto de 1 

Si B es arco - conexo, l a proOlección P : E(B,x) B de-

finida 'or pz = z (1) eS una sObreyección, evidentemente contínua; 

pues , si U es un abierto de B, p- 1(U) =~l(l,U). 

Puede de~ostr&rse' que se trata de un espacio fibrado de Se­

rre; es deci r. si P es l~~ poliedro y conslderamos el diagr ama 

l' E(B ,x) .--'.7/ I 
P p 
~ '11 

B 

Y P,XI r~ B es una homotopía de f, existe una homotopía de f 

F E(B) 

P:><. I ~ ~ p 
F "" B 

Y en 3ste ",spacio , la fibra sobre x es el conjunto p-1 (x) =Jl (B,x) 

Je lo c~~os cerrados o l azos de origen x· 

Te~rema .- El espacio E(B,x) es un espacio contráctil. Es 

decir, eXlste una aplic8.ción TI: X I ~ E tal,que .~ (z,o) ;;:::. Z , 

/) (z,l) = Zo ete. , 
Er. efecto: ~) (z,t) es el camino definido por la función , 

z «l-t ) L) : 1 --~ B. 

.jiendo ) pues ~ E 
• 

,,0'1; '.t íe 5un nulos y si 

(B,x) un espacio contráctil, sus grupos de h~ 

y E (l (B,x) es el lazo constante, la suce& 

. '~6n e .J.cta de hOiJ1otopía . 

-~'\n([I-,y) -->- nn(E,y) --T\n(B,X) ~nn-1(-()'Y) ~ 
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~,_- APLIC ... CIOT A L01-i:3?ACIOS DE EILatBERG - MAC. tANE.- Un espacio 

de Ei18llber g - Hac Lane K (n ,n) es un eSl'acio qlle tiene nulos todos 

SllS ~ !'u;:¡os de houo top í a , salvo el n ...r;simo qlle es JI-.( Sobre la cons-

• trucci6n úe tales eS:Jacios vé2.s e "Seminario de Cartan 1. 954 - 55"·. 

Aplicando el teorema anterior,tens:nos: 
-~ ,.....,.. 

Hn(k( '{ (,n»::::) l n-1( J1.( k(n,h» , 

ee decir 

22.- ~SPACIOS FIBRf.DCS.DE GRUPOS .- Dado ~ espacio fibra do princi­

pal H = (B,G,p) , heliloe visto que el grupo estruc.tural e opera por la 

derecha sobre H. Este hech o p uede expresarse de otra manera más apta. 

para l as teneralizacione~, dlciendo que el espac io fibrado ~,ri-rial 

B X G -7-1> opera por la derecha en H, entendiendo que la fibra xXe 

opera sobre la fibra Hx = p-1(x ) . 

Cada :fibra de H es homeomor:fa al grupo estructl'-"'al G, pero 

este homeollorfismo8 depende de la carta local, y l os c2Jllbios de carta 

n o respe~ ·la estruc tura de grupo ; por tanto~no existe ~inguna estr~c 

ti ,ra de grupo canónica sobre las fibras de H. 

Ahora vawos a construir un espacio fib rado E ~~ B 0n el 

c~ cada :fibra posee ~,a estructura de grupo isomorfo al e (no canó­

r ... _cm ente) y opera por la izquierda sobr¡ la correspondiente fibra de 

uean gij(x) l as :funciones de translción de H y ~:e --o~ I (e) 

el 1.0 .Ol:.orfismo canónico de G en el grupo de SUB au"tOLlorf1smoa inter-

L",t .. ~~ciLente 36 ~rl".eba que \) (gij(X» son funciones de transición 
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an esp¿cio fibrado E de ba se B , fibra G y gr upo es truct~ 

Si ~Ii : E
1 
~ UiXG, ~ j: Ej ~ Uj)< G son dos car-

tas _,~c~lGd y x€. U
ij 

; ~) i Y ~J j definen l a mi s ma ,estructura de 

g r upo s Qbre Zx = p- 1x , pues si z,z ' E ~ , en'Gonces 'Vi (z) = (x. )' i), 

I{J i ( ,, ') = (x, 'í ~), (\1 j (z) = (x, ~ j ) , ~) j (z , ) = (x, 'f: 'j) con 

'( i = gij(x) '( j g ji( x ) , y~ = gij( x) O'j gj i (x), luego 

51 '6~ = gi /x)Y,i r; g ji (x ) y se ptlede definir el p rodLlCt o 

z z , =\)1 ~1 (x , '(i y~) . 
E o~era por 1& iz~tlierda sobr e H,pues s i z E Ex ' hE Hx , 

tOm <10 cartas locales lV i : Ei -+ Ui /< G, 'f i : Hi --- Ui X G, 

~)i(z) = (x , 't i ), lL,(h) = (x , gi ) ' y el elemento de Hx~ zH = 
- 1 i ~ 

= 't' i (x , y i gi ) es independiente de la carta l ocal elegida. 

De la ::.is.úla manera que retorciendo B)< G se ha ob t eni do 

H y xG o era ::>or la derecha sobr e H, retorciendo E obtendremos un 

, ' , ~~ B ~tle no es un espacio fibrado de grtlpo estrtlcttlral G, per o 

s brs cLlY~s fibras p ,-1(x) operan l as fibras de E por la derecha . 

Para U .. ---7 E una familia 
~J 

de sec-

Cl.0n (\ 100.:..1e9 

h::;..cer eso, sean 't i j : 

sobre los abiertos Ui j de U ~tle ctllllplan: 

( (,;I)n 

1 2 )-

22) -

':í '( -1 
'ij(x) = j i (x) , 

S i x E Uijk , '{ ik(x) = '( i j (x) 'tjk(X) 

'r,-;;... Cl.9 tienen sentido , porque en l as fibras de E está defi­

e t r llct'lra de grupo) . En el conjunto M = {(z , i) \ zEEi = 

Zi J(X)~j Áa, por las condiciones que cumplen las secci ones 

b J' es r.a r91e,ción f:( equivalencia . Sea H' el cociente de M por 

Lón de a';i.14iv; lencia Y e : M ~ H' l a apl icación canónica . 
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lile define una ;,royec ci6n p': H I -7- B por p' c (z ,i) = qz 

1Vl"llentei:1ente es. ir,dependiente de'l representante elegido. 

E opere.. p01: la derecha sobre H; ' pues 

el elewan'Go c( ziz,i) E: H~ es independiente del 

si zE.Ex c(zi,i)~~, 
1 

representante elegido. 

H' puede representarse po r Q~ sistema de cartas locales 
, 

'fi : Hi -+ UiXG , \f¡ c(zi,i) = ~I i(zi) ' 

Si o(OIi,1) = c (Zj,j) ea qZi = q Zj = x¿Uijl zi = Yi/x)Zj' 

'f¡ c(zi,i) = ~' i (zi) = (x , gil 

\~~ e (zj,j) = \l'j(zj) = (x. gj ! 
11, Y ' ~) i 

, Y 11"-,,, " do '1 i ( ~ i J' ( x» = (x I 't . ,), ~ i ( z .) = (x, g .) , 
, i , ~J ' J J 

tene.,os ~) i(zi) = (x, ¡; i;j(X)gj) = (x, ~~j( x ) gi/x) gj gji X)\ es de-

cir, ql<e las funciones de trans ición de H' son gi/x ) =Il'b(x) ?(gij( 
:p' luego H' ) B puede co~siderarse como un espacio fibrado de fibra G 

y grLlpo estructLral el ~ roducto c rlizado G C· G " operando J por au-

tomorf_s~o6 1nternos aoore G, es decir: 

( '1 < (g» • (l' ;' (g , » = ~ ( \l (g) (O)) • () (gg'), Cocprobándose s in , 
dif" CI _ -tad qll.e con este producto lGLS g ~ " son fWlc i ones de transic ión. 

~J 

El mismo proceso que ha servldo para obtener E, a partir 
, 

de ~i , sirve para o't-tener un E' ~- B espacio f ibrado cuyas fibras 

'on ;ru~os isomorfos al G Y que opera por la izquierda sobre H' . 

Para ello, Be define en 11 la equivalencia (zi'i) ~ (Zj,j) 

y sea E ' el 

e ~leC1te de ¡or ésta equivalencia y e ': M - + E I la aplicac ión 

, 
~1 I 

3e define la proyección q ' : E '--+ B por q ' c ' (z, i) = q(z) 

" •• 1." unta es i..'1depeEdiente del . re1'"\resentante e legido. 

!" 'leas reprs:;,entarse por un si8t~ma de cartas locales 

L ' ~ '], ,,{ '::i del ~ ,idas por \..\f ~ o '(zi,i) = ~I i (zi) 
1 1. 
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Si e I ( zi ,i) = e' ( Z j • j ) . es 'l. ( zi ) ='l. ( Z j) = 

()'. ( 
I ~ e' ~ i':i.) = T i(zi) = (x,gi) . 

Z.= '( . . (x)z. Y .. (x) ~ ~J J 1) J~ , 

I Jo . • q\ j e (Z j,j) =Yj.( Zj ) ' = (x,gj) 

y llamando ~!i(\' ij(x» = (x;(~j(x» = (X(ií~i(X »-1 
tene~os ~' i(zi) = '{L( x)g~ "( ~i(x) = '(;~j(x)gij(X) 
ea JeCir , las funciones de transición son 

) , ~\ íoj )=(lC,g~), 
gj gji(X)'(~i(x) , 

• gOij(X) = ? ( 't~/x) gij (x» , 

espacio fibrado de grupo estruetural l( G) . luego E ° es un 

En las fibras de E' puede definirse una estructura de grupo 

por e O( i.i) • e O(zi.i) = e O(zizi,i). que es independiente de los re­

pres~.lt"" tas elegidos, pues, si e' (z j' j) = e ° (zi'i) y 9 ° (z ~., j) = 

= eO(zi,i) , tenemos zi = '(ij(X)Zj '( ji(x), zi = Qij( X) Zj Oji(X) 

Y. ¡:or 'Ga..'1.to, zi zi = '1' ij (x) Z j Zj '(ji (x). 

E ' opera por la izquierda sobre H' como sigue: 

eO()i.i) • c(zi'i) = C("(iZi,i), (q(1'i )= q(zi) = x), operación 

que eó indep&ndien'-ce del representante elegido; pues. si C ° COj , j) = 
V Y y,,, , 

'te cO(~l .i). e(Zj.j) = c(Zi'i) , se tiene: 0i = Y ij(x) ~ j Óji(X). 

'6'iZi = i(ij'(j Zj' es decir, C(tizi,i) = 
-, 

Zi = Ó ij(x) Zj' luego 
-' 

= c( ~jZj.j). 

e 

e 

Zl es,~cio flbrddo E se obtiene a partir de un pspacio fi­

~rincipalmente H Y opera a la izquierda sobre él; en cambio, el 

o H' aobre el que ope~ E' por la izquierda)no es principal. 

vamos a ver cómo el espacio E' puede obtenerBe~ de la misma ma­

s el E a TIartir de un espacio fibrado principal H I 8> H, que ll~ 

os roducto ten~or~al de HO Y H. 

::n el conjunto H')<m H =f(h'.h)\hOEH', hEH, p Oh ' = ph}, 
, 

sqllÍvale cia (h'a,h)"-' (h' ,eh) para cllal'l.c.ier s"'-~h · 
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.,Lv es a re aC1.on de eql~i valencia , Sea H 1~,iB el coc' ~nte de H' X
B 

H .por t l' , 

e 1 d'0S "or h ' 1<- , h a 1 1 ( ) ~ ~ a c ase que contiene h',h . , 

Se defl.i:e =a proyección P1 : H ' €>H -..;r B por P1(h'¡S;h) ; 

= pl~' = ph, ev~dent~~ente Q= independiente del represen'cante elegido. 

H' @ B pueden representarse por un sl.stema de cartas locales 
~ 

-"'i : -i <' Hi --7 Ui >' G, definidas por C, i(hi0 hi ) ; (x,g;'gi) si 

Yl.(';) ; (x,ei),l.?i(hi ) ; (x,gi)· ES'ca aplicación ~i está bien 

(X,g;'gi) , 

; (X,gi1'i) 

ya 'lJ.e si 

y (,y.(h.) 
• 1. 1 

; 

'-'-o 
Si - H ' .. H ;>< '=~ _. j: j <' j -.:;,- U j G es otra carta local J tenemos: 

1:., i(:, '0 11); (x,g;gi) si I.~ i(h') ;(x,gi), 'fi(h); (x,gi)' 
-.= . 
-:'J.(h 0 ':; ,_) ; (x,¡; ~o_) si \..0'.(h ' ) =(x,g:), \.9 .(h) ; (x,g.) 

JJ 'J J , 1. J 

Y ,gi; ~/x)gj' gi; '(~j(x) gij(x)gj gji(x), 11l¡¡gO gigi ; 

; ~ ~/")ij(X) gjbj ' es decir, qlle las funciones de tra.."lsición son 

é.ij(7.) ; O~ i'X ) gij(x) y operan, sobre la fibra G por ',raslaciones 

10.41 ~ ... ~ a, ,ar lo Q.ue H 1 ® H es un espacio fibrado principal. 

~l esn~cio fibr~do que se obtiene llaciendo operar las funcio ­

L.l'a.....,.f.>ición de H €I :· t , sobre G por autoulorfismos internos, es 

~l 1.0 ~ 1 antes co~sideradot el cual o~era sobre H ' ~ H por la iz 

• • 
R 5~endo, se. tiene l a siguiente situación: Las secciones 

{ , e .. esp""cJ,..o l;rivJ.d.l B)o< G definen un esp¿:.cio pr:i..ncipal H Y 
iJ 

or autolorf.f 06 internos sobre G un espacio fibrado de gru 

• ·ra )0 la izqlrierda sobre H Y BXG opera por la. derecha , 

e ' . ,9 ( í. j el e pacio E definen un espacio Ht (cuyo grllpo es 

al ~o e el G) ~ 1 s funciones l' ~j(X)gij(X) def i ':19n un 9spa-

-:>J"UllOlpeJ. Ht t'!J H Y ouerando por Ut01UOJ.- lsmoS in-'l,jer..lOs sobre G un 

r 
El opel'a 01 la izqui61 da bobre H I (y 



-33-

iO\i~ .H'<E)H ) Y ¡; opera por l a derecha sobre H' . La si ttlación 

y laa 

B ;;><' G es·la misma qtle la E , H, BXG, ltlego secciones 

de E ' permiten definir, un Hit 

," ciones '(~~ (x)'S~~.Xg¡j(X) 
(C\lYO grtlpo es trtlc-Gural ::lO es G) 

un espé-cio principal HIt:Zl H' ,3 H 

y operando por· automorfi-sillos internos un espacio fibrado de grtlpOS 

~" , EIl opera por la iZCluierda sobre IP' Y El opera par la derecha 

sobre Hit, etc ., obtenlendose una sucesión de espacios fibro.dos 

••• • HU' En r F BXG 

~ 
E' 

~ 
E 

~ 
B B B B B B B 

Los espacios fibrados E(~)~·B son espacios fibrados ctlya s 

f~br aB SO:1 grtlpos isoillorfos a l grtlpo estructtlral G Y operan por la 

izqtlierda sobre H(i)~ B Y por la derecha sobre H(i+1)_~ B. Los e~ 
pacios H(i) _?:" B . i~ 1 tienen el grtlpo estructtlral di s t into de G, 

pero .l os productos tensiorales H(i+1) ~~(i) H( i) -~ B son espacios 
~ 

fibr ~os primcipales del grtlpo G. Las funciones de trans ición de 

H(i+1) Q9E(i) Hi ~ B dan (operando por automorfi sillOS internos sobre 

G) el eSpacio fibrado E(i+1) ~ B. 

- ------
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G A VI L t A S 

1 . - G,JnLLAS. - Sea X un espacio topológico Y T(U) 

jetos inductivos, ~efinidos para 1es abiertos de X; 
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" 

'" ~q 
y, 

"/J, 
1 ,¡ 

un tipo de ob-

sea (;' x el 
, 

l~-

~.ite i"ductivo de (T(U), iUV) clIando U rec orre los entornos de x. 

Bs d8cir, 6x es UT(U), módulo l a relación: O( ET(U), /3E. T(V) 
'."-~ \J 

son equivalentes sí, y sólo si, existe WC U() V tal , que 

"'" , , 

i,/UC(= i'.IV/3. Sean ix,u : T(U) 

cas; si IX (: T(U), ('i. = ix IX se 

_» G las aplicaciones canon,!. 
x 

x u 
llama g~n de ex. en x. 

l =U G x y la aplicación p: 
X ",,'X '" p W = 1< . Finalmen',e, en (.J se define una topologia por l a base 

(; _~ X defLlido por: 

o «(')., u) =~I)',x I xE u} . 
Definición: J~ espc:.,ci o (, asi defir.ido, con la topo 10-

€,:lc. a.r: ceriormente dicr...a, se le llama una ff...avi lla sobré la base X. 

De la definición de l a topologia de '6 se deduce sin di ­

.ricul 'tad qce para -todo t,.)~""l con pro ecci6n en x e x existe LUl en­

,omo V deW tal, qLle p(V) es abierto en X y pi V es un homeomor -

~1smo 81tre V y pv . 

Definición: Se llama sección l~ sobr e un abierto 

u e x, a una función continua s : U _l:- ,tal , que ps (x) =x. 
,- ...,. 

J.:J.c _1 ver que si uos secciones locales s : U --~ (.. , t: V ~.s" 

tüe. .e s (x) = t(,,), para un punto x lE U n V, entonces exis te 

m ~c U (; V tal que s I VI ~ tI w. 

re 

) 

, - ~ 
~es I G(U) el conj unto de toaas las secciones locales 

, ~1 

• Si ex. € T(U) , la apl1cacion s (x : U~- v definida por 

~ eS una eección local y obten~mos una 'aplicación 
x 
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T(U) ' )o 1:; (U) , e,'! l 

qu. en general n o· es inyec t i va n i sobr eyectiva . 

Si s : U ~ ~ es una sección local, 

O( (x)( T("x) un re'resentante de s(x); So. ( x ) : 

s(x)E e , 
x 
~ 

V/x --Or (,. 

sea 

eS 

una sección local \ue coincide con s en x, lllego coincide con ella 

en un entorno de x 'lue podemos suponer que es Wx ' es decjr SO( (x) = 

=~\Wx . De aqu:! que una condición n y s. para que {:./': } Sea Ilsobrell 

es • ne p' ra todo recubrimiento {Vii} de U y (Xi Eó T(Vli ) tales, que 

i"hj,ii Ci. i = f.X ji = ()(ij = iw1jVlj C:i. j' ensta una <X E: T(U ) tal, que 

<Xi =('(Iili · 

Para que (;:'-) sea biyectiva es n . y s . que e l elemento 

(X ~ r(U) anter10~~ente dicho sea único . 

Siendo biyectiva esa aplicación , Se pueden identificar 

I,os e ... 8. entos de (; (U) con los de í ?; (U), e,' decir, c on l a s s ec-

ciones locales sobre U. 

Definición: Un tipo de objetos i nd') .. c tivos se llama local 

S L e8 bl. ~ctiva( )t,<), 

Los elementos de T(U) pueden ser grupos ,anillos etc. e 

iJV homo~orfismos, obteniéndose entonces l~a gavilla de grupos, de 

anillos, etc . 

¿ . - COFO •. OLOGIA CON COEFICI~TES 

~ de grupos no abe lianas sobr e 

B. 

NO ABELJArOS . ­

B y U = { Ui } 

s. llema oooadena de 

."01=8. 100,,188 "1 I 

dioensi6n f' 1 

U1 - --+ & • 

Sea 5 una. gav i -

un recubrimiento de 

~ oooadeoa 08 llama un cociclo,si cumple Yo 1 (x) 'O j(.x)-1. 

E. .. para t040 X~U1j ' En el conjWlto cj" cooadenu de 
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'~~~li,6n O es~ definida de una manera natural una operac i 6n de gr~ 

po; este grupo lo de s i gnaremos por CO(U,S) . Con esta operaci6n , 

el conjunto de l os cociclos en un subgrupo ZO(U, S ) ~ HO(T), S), qüe 

también se llama O - grupo de c ohomol ogia. 

Se llama cocadena de dimens i ón 1, g = (gij)' a una fami ­

lia de secci ones g, ' : U, ' ~ S . 
~ J ~ J 

Una cocadena se llama alt ernada si cumple 

p"-= todo xE Uij • 

qna cocadena alternada se llama un cociclo si además cum-

ple gij(x) • gjk(x) • gki (x) = ex para todo xE Uijk • 

En el conjunto de l as cocadenas de diillensión 1 es tá defi­

niaa, de una manera matural, una operación de grupo; este grupo lo 

des~gn ,remos por C 1 (U ,S ) 
En la dimensión 1 el conjunto de las cocadenas alte rnadas 

C1( ,5) no 6S un eubgrupo y el conjunto de 108 l - cocicl08 Z~(U,S) 
, 

t¡,.;¡poco, lo cual' es una dificultad para defi.ür los grupos de coho-

mologia de diwensión 1 . 

Sin embargo, el grupo Co(U, S) opera por la izqllierda so­

bre el ccnjunto Z~(U,S), como sigue: (( E CO(U,S), gEz~fjU.s) . 
'6 g = g I 'S Z ~ (U, 5) donde g I = (gi j) viene dado por gi / x) = 

: {1 (X)~j(x) 'O j(x)-1 y evidentemente g ' es en l - coo;.clo. Esta 

"( (fg) = <'re,g y si ~ es la uni-operaci6n cumple 

d de Ca (U, S ) . 
Al conjunto de las clasee de intransitividad de Z~(U,S ) 

O CO(U,S) se le llama 1-eonjunto de cohomol ogia H
1

(U , S ). 
ed1ante un límite inductivo sobre los recubrimientos de 

o ~ 1 ~ 
tienen el grupo H (B,,::)) y el conjunto H (B , ;:¡) . J •• 
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En el caso . no a beli ano se pierde le es t ru.ctL'r-a a l gebr':i ­

ca en H1(B,S) y e;'; t a pu.ede rec obrarse 'sLUúergiendo H1(B,S ) en u.n 

oonjunto J{'(B, S) c onyeniente ,en el q u.e se tiene u.na operaci6n de 

grupo1de y puede definirs e u.n análogo a la sllCes i 6n exácta de homo­

logi~ del cas o abeli ano ( pa r a l as pr iill.eras diúlensiones). 

3 . - ¡¡;;;;WIClON cm' LOS ESP}_Cl OS FlBRADOS . - Como es sabido, u.n espac i o 

fibrado princ i pal de gr up o estructur al G v iene determinado por s us 

fUüciones de t ransici6n gij : U1j~ G que e umplen gij(x) ; gj i (x) -1 , 

gij(X) gjk(X) gki (x ) ; i dent idad ~ G. 

Si empre 8e puede considerar que los espacios fibrados es-
, 

te....i. de;,.;'inidos mediant e un mi smo r ecubrimiento de B; entonces, lIDa 

conQic1~n necesaria y suficient e para que sean equivalentes es que 
~ . . v y 
. , : U, -+ G tal, que g ! .(x);V.(x)g .. (x).,(x) -1 

~ ~ J~ ~ J~ ~ 
ex1;han fu.nc iones 

k~ora bien, si S es la gavilla &8 los surtidores locales 

11 Jetn de fUI.!.cionss U ~ G, don de U es un abierto de E , existe una 

correspondencia binnivoca entre las f unciones Uij -~ G y las sec­

ci~t"~e8 loe ~les Uij ~ 9 ,teniendose el siguiente 

~~g~~~ A c~da clase de equivalencia de espacios f i bra­

év.?~r:±_cipales sobre~t;1e grUpO e struc t ural G corresponde un .... l e-

1:le!'to_ deJ',-1 CB, 9 ) y recípr oc!llllente . 

Es dec~r : H1(B,S) pu.ede considerars e como el c onjunto 

de loa espacios fib rados princi pales abs t ractos • 

• . - -
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111 

SUCESION 'ESPECTRAL y APLICACI01IES J.L CALCULO De;- Vb.RIACIOilES 

y A LOS I NVARI ANTES fN'rEGRALES 
*********~~~*~******9***~**** 

~ 1.- ~ FILTRACION ASOCIp~A A UN S I STN'# DIFERENCIJ.L EXTERIOR 

l. Consideremos una variadad~ de N diillensiones, que la su-

d ' in f ' , l't - al ' pon reLlOS o de inid&1ente diferenciable o rula ~ l.ca re ; segun 

los casos , lds datos intrbducidos en lo que eigue serán, respecti­

v~ente, indefinida~ente diferenciales (abreviadamente: diferenci~ 

bIes) o bien analíticos reales (abreviadamente: analiticos). 

Sea xn(l/) el conjunto de l as aplicaciones diferenciables 

(analí~icas) v de rango igual a n en todo nlmto de un entornó A 

del cubo unidad In del espacio numérico rf en la variedad -V . (1 in 

diea el intervalo cerrado (0,11 de la recta numérica R). Dos apli­

caciones v, Vi pertenecientes a Kn se dirá que son de la misma clª 

ES, si coinciden en un entorno de In ; toda clase de e~licacioneB 

e'l.dvalentes- será llamada cubo regular diferenciable (a, .. .,a'ítico) 

~ n di~eneiones de ~ (abreviadamente: n-cubo (regular». Los 

eleLlentos del grupo libr e generado por estoB CUbOB se llamarán .E.!!­

den~B regulares difereEciables (anal!tica8).~ n dimensiones, de 

C-V (abreviadatlente: n-cadenas 

si"nará por Cn("V) _y el grupo 

(regula~»; Bste grupo libre se d~ 

~ N "" graduado suma directa ~ Cn ( y). 
<> ",.Q • 

cuyos e~ementoB son ~ae cadenas regularee de \(, se des1gnará por 

C(V) . 

Seanl u un (p+q)-cubo regnlar y v(t, • •••• tn), n = P .. q, 

.. ~oao16D de 1& clasa UI 1Iodo q - cubo obtenido cuando Be fije 
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J t. las variableB en v se llama sección de q dimensiones, de u 

(Becc1&n que no depend~ de la aplicación v elegida en la clase u). 

S1 las variables que se fijan son las p primeras, la sección se 

llama vertical y si son las p Últimas, ~orizontal. La sección obt~ 
• 

nida reemplazando la i - ésima variable por E. (llamada i - ésima 

E -cara) se indica por )..~ u (i = 1,2 , ••. ,n ; t = 0,1) ; introduci 

remos la aplicación lineal (operación borde) () : Cn (v) --7 Cn_, (v) , 

que operará a la derecha y 
..... .,-n 

n CJ = i!-­
i=l 

definida por 

(_l)i(A~ u - ),~ 11) . 

Este operador de grado -1 es de cll8dr ado nlllo y convierte 

el grllpo gradllado C(·y) en Iln complejo de cadenas qlle llamaremos 

comple ;lo reglllar (diferenciable o analítico) de la variedad \f. 
Su grllpo de homologia H~) =~n Hn(~V) será el grllpo de homologia 

reglllar (diferenciable o analíticol de la variedad V . 
Sea« Iln par de pllntos (ai ), (bi ) (l~ if n) de t' tales, 

que Bt.c: bi ; se designará por &(1( la aplicación de If1 sobre sí mis­

ma definida por 

'( (tl" " . \,) = (a, + (b,-a,)t, .... ,"n .. (bn-"n)tn ) 
(1... 

y qlle transforma el cubo In en el prodllcto de los n li1terva los c~ 

rrados {B
i

, b
i
l . Sea ll. W1 n-cubo de ~ , v una aplicación de la 

clase 11 definida en el entorno A de In. La aplicación compllesta 

vd.. = v '(a eetá definida en el entorno 1.0<. = 1~ (A) de In; le hace 

corresponder Iln n-cubo 1lCJ{ de .. " qlle no depende mas que de 11 y del 

par (1... Todo cubo 11 as1 obtenido se llama fra/l}!lento de u. 

2. S. llamar4 ,1etpma 2iterencial exterior (diferenciable 

.obre la va.r1eded""Y e. una f&l11ia ~ de pares 

tu. .atistaoe J.ae oondiciones siguientes:(lQ) (U1)i~I 
.,'J,~ 



.. un recubrimiento abierto de"V; (22)<tJ.i eS un ideal en el 

Ügebra G(U1 ) de las formas diferenciales exteriores (diferencia­

bles o analíticas) del abierto U1 ; (32) si Uij = Ui n U j no es 

vacio, existe un recubrimiento de~Uij por abiertos W en cada uno 

de los cuales los ideales "'U i Y . LL j engendran el mismo ideal 

"'tl 1jW e G(W) o Corrientemente, los idee.les ~i serán homogáneos y 

diferenciales (es decir que WEC"LJ.i ilnplica d WIE.'""L1.. i) o Se dirá 

que dos sistemas (Ui,ll.). l' (v. , j3 ) ·L J son equivalentes, si 
~ ~ J j J= 

t oda intereección no vacia U1() V
j 

admite un reCU~imiento con 

abiertos W en ca da uno de los cuales los ideales U i Y 13 j gen!!. 

ran un mismo ideal de G( W) o 

Sea~ una forma diferencial (ho~ogénea o no) sobrs un 

abierto ucc-...¡ y u un n-cubo de'\l. Se dice que W se anula sobre 

u, o que u es un cubo integral de W, si en la clase u toda aplica­

ción vE ~ (V), v : A -r V satisface la Siguiente condición: 

si V es la imagen recíproca V = v- 1(U)C: A y V v la restricción de 

v a V, l a forma W v
V

' imagen recíproca de W en V, se anula en t.Q. 
. nn C-¡I do punto de l Vo Cuando todo forma WE 0'. i de un sistema 

c/J.. = (Ui :1.Li )iE l se anula sobre u, se dice que CU se anula sobre 

u o que u es un cubo integral ds1 sistema "tl o Una cadena obteni­

da por combinac ión lineal de cubos integrales, se llama cadena !a­

tegraJ.o Z1 conjunto de cadenas integrales de un sistema ~ consti­

tuye un subgruuo homogáneo R'ff- C(V) y dos sistemas equivalentes 

tienen el mismo grupo de cadenas integrales; de la proposición 1-

reelllta ql18 .. un aubgrupo estab1e pa ra e1 operador () ; se puede 

• -1.4_, pwt8, oomo auboomp1ejo de C(9J) y se podrá bab1ar de 

.. ¡:l1¡ta te b_logia H(Ba )0 
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PROPOSICION l..- Toda secci6n y todo fragment o de un cu­

bO integral es un cubo integral.. 

Para verl.o, basta volver a las defi niciones y obs erva r 

que si gf es una aplicaci6n compuesta y0,J una forma .difer encial., 

Se tieneW(gf) ='(wg)f (por lo que i..J g = O implica:"; (gf ) = O). 

Esta propiedad el.emental. desampeñará , en 10 que s i gue ,un 

papel. esencial.. Establ.eceremos, también, l a s i guiente 

DEFINICION 1..- Se dice que un s ubgrupo RC C('V ) es tá §..!!:­

t urado si satisface l.as siguientes condici ones :( l. 2) R admite una 

base f ormada de cubos ; (22) toda sección y t odo fragmento de un c u­

bo uE R pertenecen a R. 

El. subgrupo RU de l.as cadenas integral.es de U!l sis tema 

difer encial. l.,t está s a turado. 

Todo grupo saturado R es n ecesar iamen t e homogéneo y esta­

bl.e para el operador () ; se puede, pues, habl a r de su grupo de ho~o­

l.ogia H(R). Estos grupos constituyen una parte del conjunt o de l os 

subcompl.ejos de C(~). 

A todo subgrupo QCC(""V) se l e puede asociar el gr upo sl!: 

turado R( Q) generado por las secciones y l os f ragmentos de los cu­

bos que componen las cadenas de Q; es el menor grupo s aturado que ' 

contiene Q. 

3. A todo grupo R C. C ( ~ ti) s e 

ci6n de C«V) como sigue; Un cubo 

le puede asoc iar une biS~dllE'.-· 

U -: C (V ) s e llamará biho-p+q --
mogéneo de bigradQ (p,q) si cada una de sus secciones vertical.es de 

q dimane10nes pertenece a R y si al menos una de s us secciones ve~ 

t1ca1.es de q + l. dimensiones no le pertenece. El. sugrupo de cadenas 

,.oerM40 por los cubos de bigrado (p,q) (cadenas de bigrado (p,q») 

10 Üld1oaremos por Cp,q • Esto define perfectamente una bigraduaoi6n 
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de CC"> dada la descomposición en suma directa C(~V) =~ C ; 
p,q p,q 

p es llamado grado fil tren 'te , q el grado compl ementario y p + q el 

grado t otal. 

A e sta bigraduación corresponde up-a filtración de CC\( ) 
definida como sigue:· 

Para p} O, q);- O se pone 

AP,fl = C -+ c c p ,q p-1,q+1 + ••• + o , p+q ; 

poCO se conviene en que sea AP,q = O Y para p~O , q<O en que 

= AP+q ,O ; se introduce seguidamente 

Se tienen l as propiedades 

AP+1 ,q-1, AP , q OC AP,q-1, APC AP+
1

, AP'O CAP, UAP = c(V) , 
P P 

= O, que demuestra que las A definen una filtración crecien-

te-en el sentido de J,P. Serre [91-del complejo C (1/ ); la propie­

dad (1) expresa que esta filtración es compatible con la graduación 

natural de C(~) . Una cadena c se llama de filtración f(c) = p Si 

pertenece a AP sin pertenecer a AP-1; en particular , una cadepa 

bihomogénea de bigrado (p,q) es de f i ltración p. Se tiene f(c)?O 

para c ~ O, f(O) = - CID , para c homogéneo de gradO (total) n, 

f(c)~n. 

PROPOSICION 2 . El eupg;upo AP (p~O) es el subgrupo ge­

nerador por l os cubos de diIuensión n:>;" p del que c ada sección de 

d " t nece a m En_PP!l:r~~;~C~1~~A~O-=~R~.~C~a~d~a~S~u~b~gr~u-n-p llalenSl.one8 par e JIL..... _ Jo. -

po AP está saturado Y cada fra.gmento_de un _cubO perteneciente a un 

AP,q pertenece a AP,q. 

Esto reeulta de la definición de AP Y del caracter satu-

rada de R. 
Ejemplo. supongamOs'\(N provista de una estructura fibra-
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da de 
. ti< 

base V.J • n m fibra 7 (N ; n + m): Existe un recu.brimiento 

""V de N y un recubrimiento (Bi \ " 1 que s ati!! 
~. 

de 'j-<. 
~n 

facen las ~ondici.ones s~gu.ientes:(1.2) B± ; p(Vi ); (22) Vi es el d~ 

minio de coordenadae locales xl""'~' Y1""Ym y Bi el dominio 

de coordenadas locales tales que la proyección se expresa por 

(x" ••• ,~, y" •• 'Ym) -~ (x" •.• ,~). En Vi consideremos el ideal 

"U i e G(Vi ) generado por las formas de P ,. faff dx" ••• d~; la fBJL.i­

lia (vi ;11)i E. 1 es Illl sistema diferencial sobre C'I..J. La filtra­

ción c(~) correspondiente al grupo de cadenas integrales de este 

sistema ee remite al considerado por J.P. Serre [9} (con la dife­

rencia fe que eete autor utiliza el complejo <'singular)~ mayor 

que el complej o ,( reguJ.ar )'> • Utilizamos, además, variedades fibrª-

das en el sent1do clásico, que es una noción ~enos general que la 

de espacio fibrado en el sentido de Serre). Se tiene Illla filtración 

análoga si la variedad "1/ N es foliada en hojas de m dü,ensiones; 

ee elige entonces Illl rectlbrimiento (Vi)i"€' 1 tal, qtle las hojas esten 

definidas localmente por x, ; cte, ••• , ~; cte. 

Recordemos que en la teoria clásica de la sucesión espec-

tral se definen los grupos 
p-r 

; grtlpO de las cadenas de AP,q ouYo borde esta en A , 
grupo de las cadenas de AP,q bordeando cadenas de AP+r : 

; cp,q 
p+k 

"' CP,q(K , O) (ciclos contenidos en 

sP,q "' og~ • o: .'Lq ~,q , 

Ef~q(K~ O) (bordes de 
r;P _ 5"" ~,q 
r --q r 



7 cocientes 

EP,q = cp ,Q/(CP- 1 ,q+1 
r r . r-1 

" Er t:~ ~ . 
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_ p (p- 1 
C /.c 1 r r- B

p \ . , 
r-1 , 

Er es un gr upo' bi graduado en el c ual se introduce una diferencial 

b ihomogénea ~ de bigrado (-r , r-1 ) , es dec i r que 
r () : '# ,q _> ~_r,Q+r-1 • 

J; r r ' 
definida p or pas o al cocient e por medio de ¿i : CP ,q ~ 

r 
por consi8uiente es de c uadr ado nulo y se sabe que la 

C 
p- r,q+r- 1 

r 
hOillología de 

El- para e sta diferencj.al e s canónicamente isom.or fa a E
r

.¡. 1 . 

El cálculo del t érmino Ea delliuestra que es canonicámenté iso 

morfa a C(V) provis t a de una bigradu8.ción antes d efinida. 

Se tiene, en e fec to, 

cp ,q = cp , q = AP ,q , 
o -1 

de donde 

~,q c: cp- 1 , q. 1 
-1 -1 

'"" - c • p , q 
Todas estas propi edades dan lugar al 

TEOREMA 1.- A todo subgrupo saturado R del complejo regu­

lar c(~v) (en particular al grupo de las cadenas integrales del sis ­

teaa diferencial exterior) corresponde un1L-f~)tración creciente de 

este comple j o; esta ~~_~tración es posi lji va infer ior al grado y com­

patible con la estr~ctura graduada de C('\f ). El primer térmi no Ee 

de la sUcesión espec t r a! es cApónicamente isomorfa a c(~v ) dotado 

de la bigraduación d efini da por dp,q ' ti grupo terminal ;El",. es ca­

nónl~ente i s omorfo al grupo bigraduado asociado al grupo graduado 

Ht") convenient ement e f i ltrado. 

NOtA.- Exi sten además relaciones entre los t érminos E1 , 

12 7 oiertos p r oduc tos tensorialee de los comple j os const ruddos a 
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partir de c(\f). Estas relaciones generalizan resultados de J.P. S~ 
rre (91 y serán desarrolladas en otro trabajo. 

4. Al grupo sat':rado RCC(V) se le va ahora a hacer correspo~ 
der para tQdo' abierto UC'V una filtraci6n del álgebra G(U) de las 

formas diferenc~ales exteriores (diferenciables o analíticas) sobre 

U; A este respecto, el subespacio vectorial de G(U) de las formas 

de grado p + q que Se anulan sobre las cadenas de AP-1,q+l , se de 

S 'gna,_1 por A-~ p , q d 't b" • ~ -~ ; se p on ra am ~en 

AJ' p - ~ A'" p, q 
--o - q U 

lo que da lugar a las propiedades 

~p,qC~P-1,q+1, dA~P,qCA~P , q+1, 

(desigualdad en la que el sentido, opuesto del encontr ado en el n 2 3 

para las A, expresa el caracter decreciente de la presente filtra-
. , ) 

c~on . 

t,)~P=G(U), 

PROPOSICION 3.- El sub-esp~cio vectorial ~ Pc.G(U) es 

el conjunto de las f2r.mas de C(U) que se ~ulan sobre las cadenas 

de AP-1. 

Sea, en efecto,!,J una forma diferencial de gr~do P ~ "-

de {P (por tanto "'.,Ji:~' p ,q) y u un cubo de AP-1,k. Si p .. q~ p+k-l, 
sobr.e 

W se anula sobre u. Si p + q < p + k-l, W se anula II s~ se anula 

sobre toda (p+q)-secci6n de u; lo que tiene lugar, ya que en virtud 
p-1 t AP-1,q+1. del caracter saturado de A ,estas secciones per enecen 

p-1 ul Recí"roca:nente, una forma ~." de grado p+q nula sobre A ,se an a 

p-1 q+1 P 1 . (,.) EA-.... P ,qc ~< p. Bobre A ' e A - , por lo que - • 1) '1) 

Igualmente ee eetableoeria la propiedad siguiente,debida 

tnrMtÍD al oaracter s .. turado de R. 

(3) Atip,q 1\ ~,p',q'c~ p .. p' ,q+q' ; 



~Ilte Be dirá que la filtración es cOlllpati b18 ~~., ,~ 
ra mUltiplicativa. 

Se dice que una íprma W¿ G(U) es de filtración f .... (·-)>=]l 

si pertenece a ~ p sin pertenecer ,a A'; p';'1. Es ta filtración es P2-

sitiva, inferior al grado (pues, s'i~ es homogénea de grado 

n < f*(w) ~ p, (..) se anula sobre AP,n-p ~ e(V), de d onde t...¡ ~O) y 

::onpatible con la graduación (es decir, que 8e verifice. la relaciór:. 

(2) ) • 

Cuando R es el grupo de cadenas integrales de un s i s tema 

difereclCial exterior (Ui ,"u. i \.0: l' sea "Uu el conj Ul'Cto de l as for­

mas de (~, (': G(U) que satisfacen la siguiente condic ión: para t odo 

punto x~ U existe un entorno abierto W de x contenido en la inter­

sección de U con Ui y tal que l a restricción de L...; a W pertenece 

al ideal generado por t1.:i en VI. Toda f orma de 1L U es de filtración 

al men os igual a uno; dicho de otro modo t 'ltu e A;;~ 1. Si es ta in­

clusión es realmente una igualdad, el sistema considerado s e llama 

comple to en U (ver E. e~tan,r21 p.28). 

Se defin en los espacios 

gr upos eP ''l RP,'l , a saber: r , 
r , 

cuyas diferenciales es tan 

e""P' 'l 
UI' 

c* p,q 
Ur 

~ 

R'r P. 'l análogos a los 
, -Ur 

espacio de l as f o¡'was de 
RO:. p ,q ~ p-r,q+r-l 

deU ~ 

r 
, ~ p, q en ~~ p-G-r . 

Ur 
e" p, q - e " p,q ~p,q ~ B"'P,q e'" p ~L::. e p,q BU< P~~Bú~P,q 

- U'"" , 
U"" 

, U q Ur ' r q "T U 
y los c oc ientes 

., p q .• p.1,q-l 
,, "'p, o ~ e'" , / I e' + 
-'-'U U·. \ Ur _1 r .-

- ~ K*P , q 
- ~ -u ' q r 

BU'< P , q 
r-1 

) , 
E.?l< ~ 'i: ~p • 
-ur P r 

En virtud de la propiedad (3), la estructura multiplicati-

va so transmite a las ~r que 

»e1 .1amo modo, la diferencial 

.,,"'eo 4e b1poado (r,l-r)-

Bon por tanto álgebras bigraduadas. 

d induce en ~ un operador dr biho-
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Eif p ,q --- F.* p+r,q-r+l 
r lJr 

ql18 88 una diferencial en el sentido de las álgebras '( 1) de homologia 

Tenemos en resumen el teorema: 

TEORaiA II.- A todo grupo satL1rddo RCC(CV l (en particular 

al grupo de las cadenas iptegrales de un sistema diferencial exterior) 

1. a todo abierto U c"'V corresponde una filj;ración decraciente del 

~lgebra G(U) de las formas diferenciales exteriores de U. Esta filtra-
. , 

p10n es positiva, inferior al grado y compatible con l as estructuras 

&r'aduadas y multiplicativa de G(U). El término EÚ-= de la sucesión 

espectral es isomorfo al álgebra bigradL~da asociada al álgebra gra­

duada de homologia H(G(ull convenientemente filtrada. 

Ejemplo. Consideremos nuevamente e~ ejemplo ya tratado de 

"'1 v fibrado o foliado. Una forma de U es de filtración p a condición, 

necesaria y s uficiente,de que su expresión local en todo U nVi sea 

de grado al menos igual a p en las diferenciales dx" ••• , ~; en 

particular , las formas llamadas semi-básicas (31 (n2 3, pág. 20) 

SC~.l aquellas cuya filtración es máxima, eS decir igual al grado. Es­

ta filtración se enlaza directamente a las considsradas por J.Leray 

(61 y .r.L Kosz ul l51 ; nos encontramos, por otra parte, en presencia 

c e una bigraduación canónica de G(U) y de un isomorfismo ca~ónico en 

tre este álgebra bigraduada Y el término Erio de la sucesión espectral, 

circ~ns tancia que no tiene lugar en el caso general. 

-----------------d-r--e-s--d;-cuadradO nulo y está asociado a un endomor­
~l)) Es dec!.r que 

H _ al W F2'rr' ~ "-~r tal que fismo ~.e r : -u ~ -u 

dr(a.b) = dr a.b + ~r(a).drb 
" 

-1(. • designa la multiplicación en Ea';.' Este endomor-
4G114. a y b E Búr y aso al cociente del que esta asoc~ado a la 8!!. n_O 8. d.duoe por p G(U) 
tI.o'ura d. álgebra diferencial de • 
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§' 2 . LOS INVARIANTES I NTEGRALES y US lillLACION'ES I NTEGRALES 

DE !NVARIANCIA 

5. En el caso en que la variedad c-v del ejemplo precedente es 

foliado en curvas , se está en las condiciones de aplicación de la t~o 

ría de i nvariantes integrales de H. Poincaré t8"! y E. Cartan 1.11 y 

de las relaciones integrales de invarianc1a de A.Liclmerowicz í.71 , 

3e comprueba que las definiciónes de estos autores se r educen a lo 

siguiente: una forma ~ de grado n engendra una relación integral de 

invariancia cuando es de filtración igual a su grado po:." -:xmto semiM-. . 

iC~,0 se ~ula e~ An- l ,1);constituye un h,variante integral absolu­

to si su integral extendida a las cadenas de c~, 6 es constante so­

bre las clases de El,6 ; constituye un invar~ante integral relativo si 

su integral extendida a los ciclos de Cn,O es constante sobre las cl~ 

ses de cn, 6¡1~,0. Este Qltimo cociente no considerado por los invent2 

res de la sucesión espectral,entra en un tipo estudia do por R.Deheu­

vels 141 y que se escribe eon muestras notaciones 

, 

Introducieremoe también para S> O 

FP,q - CP,q¡lBP,'l. - MP,q 
t - t - ooJ~' \.. 

~~p ,q 
14r t s,t :: 

-------------------------­• 

(S) ol . 

!( 2 II 

~odos los espacios vectoriales que intorvie nen en esta fórmula 

qu.e .1gucl Bon relativos al abierto U ; <"V' ; el índice U puede, 

_ tire •• in nUBo de confusi6n. 
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::r.: O ,p+q 
= CP+t+l. / (C"l\(p+1,q-1 . ,%o,p+q) _ 

t ... BO -
.". O ,p+q 

M p+t+l,p+l,O 

Cuando se cOilsidera sobre la variedad~ un s istema dife­

rencial. exterior Cll1:Ll.quiera "'U ;(Ui' "I...t" ) " I o un grupo s atllrado 
" ~ ~€ 

RCC ("V), l a teor{a clásica admite entonces l a generalizaci6n sigllien 

te: 

6. DEFINICION 2 • - Se dice que una fo rma diferenc ~al. W de la 

variedad~ engendra una relación integral de invarianc i a ~ tipo 

(p ,o ,r) rela tiva al. sistema diferencial. ~ (o al. grupo 

cuando es de grado p .. q y su integral. se anula sobr e 

junto d e estas formas se designará por ~r p,q. 

s a turado R) 

cp, q • El con­
r 

Es de observar que para r ~ O, no son más que l as formas de 

filtra ci6n p + 1 y grado p + q: t;.:~,q ; A ",p"'1,q-1; s e t iene, en 

e f e cto, an este caso cp,q ; AP,q Y si la li, t egtal. de una f orma L~ 
r 

de g r ado p .. q se anula sobre todo cubo u de AP,q también debe anulaE 

s e sobre todo fragmen"i;o de u (prop.2); para es to es necesario (y s u­

f iciente) que W se anule sobre u. Para todo val.or de runa (p .. q) -

fc.cma C:\<p,q 
pertenece a r si es de filtración p + 1 o si es la di-

ferencial de una forma 

p;1'-p+1,q-1 

de filtración p- r+l: 

B
;!i.p-r+1,q+r-l.

C 
te *"p ,q 

+ O r 

D:TI'':NICION 3.- Se dice que rula for",a diferencial. W consti­

tuye un invariante integral. de tipo (p ,g , r,_s""':u cuando es de grado 

p+q y su integral .extendida a las cadenas de c~ ,q es constante sobre 

l.as cl.ases de M~:~,t' En el caso particular s ; 1, t ; r-l, se dice 

ql14l Wes un invariante integral. abeoluto de tipo (p,g,rl. En el caso 

pu-t10w.ar r>p, s> p (l.o que implica M~:~,t ; ~,q), se dice que 

el. :bIvar1a.nte integral. es r elativo de tipo (p , q,t). FiilaJ.]¡¡ente en el. c" 

.. ..,..ra1 el. invariante Be llama mixto, 
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Por ej emplo , si W es un invariant e i ntegral absoluto de ti­

po (p, q ,l) ,Y e l borde· de l a cadena c E c~,q .. l se descompone en 

e V =l-"6' .. 'X donde )í y ",(E. c~,q y OCE.cg-1 ,q+1 , se tiene 

~W-J'í'W SiW es un i nvari ante integral relativo del tipo 

(p , q ,O) y el borde de l a cadena cE. c6,q .. l es de la forma c()=~-~' 

do¡}de Q"Ecp,q se tiene r w - f W 
e-'-' , J ~ -J o' . 

TEORNW~~_ 3. - Para que lUla forma diferencial (.....J sea un inva-

~~te inte~ral mi~~o del tipo ( p 'Q,r , s,t) e9 necesario y suficients 

güe geii.erc_J!llB. relacls'. integral de invarié.Ilcia del tipo (p- s ,9';'8 , 

p-S~f su diferencial una relación integral de invariancia del tipo 
)!,-:::p - s.¡.1,q.¡.s- 1 

LP .. t ,q-1;,.+.1, t) . Para ello basto. que pertenezca a cs +t y 

.8_SJ'O os t;~:"J1~ip~ necesari~ cuando 1"- 9 ~ O y t :t;. o. 

Para que W de grado p-s-q responda a esta .ct;l8stión, la inte-

P- s q+s eral de ~ debe, en efecto, ~ularse sobre las cadenas de e ' + ::-- 9 
.,. :s>'t,q, denoninador de MP,q t - lL'1.ul~~e sobre el priG.er término equi r,8, ... 
vale a W E e p-s ,q"'s • Del fiemo modo, si la integral se anula sobre 

r - s 
el segundo, ~ ,q = (C~ .. t ,q-t"1) 2l , la integral de d l.,,) debe anular 

, . p.;.t,q_ti-l 
S~, e~ virtud de la for~ula de Stokes, sobre Ct ' de donds 

C
·,<p.¡.t,q-t<.1 

d W E "t . Estas condiciones son, recíprocamente, suficic.!l 

W 
-Jfp- s+1,q .. s - l 

tes .. Se cu:nplen, manifiestamente , si ~C • Hemos vis-
, tP _),,:p-s,q+s %P-s~q.;.s 

to~ ademas, que para r-s ~ O , t~O , IL- r = A' , Y - s 
C:l*'tP.;.t,q- t+l = A~P+t,q-t-~1., en este d ~ casollas condiciones se re u-

,., ¿ C,",p- s +l,q+s-1 . 
ce"'!.~ I ues , a -..AJ "- s+t 

Resul ta de este teoreLlB. que si W es un invariante in-~egral 

( - "i r:; de t:i.-O (p , q , r,B,t) , dW es un invariante integral de tipo !L,. \. .,:;, 
~-V0 

~, '?; ) para todos los val ores da J l , ."-, '-.. que satisfecen las r e-

l.a01onea re " p+t+ G - K, )( = q+K- t - G .. 1, <2,= t + 0 ...K+lI ' , do!!. 

.. <5 . "t'. K,K ' son entero3 a",bitranoo te les que (5 ) 0, K ¿. 0, K '~O . 



· .... 
El teor8L1a adm1 te. además. los casos particulares siguien-

~ .. , paza que (.V defina un invariante integral absoluto de tipo (P.q ,r) • 

ee neCeeario y sufienoiente que esta forma genere una relación inte­

gral de invariancia de tipo (p-l,q+l,r-l) y su diferencial una rela­

ci6n integral de invariancia de tipo (p+r-l,q-r~2,r-l); para esto e6 

suf'iciente que Wpertenezca a c7.'"p,q, lo que también es necesario 
r 

c t'.ando r-!f l. Para que (,.)genere un invarlante integral relativo de 

t~po (P .q,t) es necesario y basta que sea de grado p+q y que su dif~ 

renclal genere una relación integral de invariancia de tipo (p~t, 
'";';.0, p .. q 

q-t+l,t); para esto es suficiente que ~~ pertenezca a Cp+t +l y e~ 

to es también necesario cuando t ~ O. Si W define un invariante in 

tegral absoluto de tipo (p,q,r), su diferencial define ID1 invariante 

absoluto de tipo (p+r-k. q-r+k+l, r-k+k') con k y k'~ O. Si W defi 

ne un invariante integral relativo de tipo (p,q,t), su diferencial 

genera un invariante integral absoluto de tipo (p+t+l-k, q- t+k, 

t+l-k+k') con k y k' >-- O. Es de observar qlte los casos illlportantes 

son aquellos para los que 8S k = k' = O; los demás se deducen tenien 

do en cuenta las relaciones de inclusión fáci les de establecer entre 

lé.;..S e~p,q. Estas propiedades generalizan, evidentemente , las clási­

cas de los invariantes integrales (~ara los absolutos, q=r-l=O y pa­

ra los relativos q=t=O). 

su 

Un invariante mixto de tipo (p,q,r,s,t) es nulo (es decir, 

integraJ. se anula sobre las cadenas de c~,CJ..) si, y solamente si, 

",,;I<p,q b t pues, "ue pertenezca a C"tP+l,q-l +- -' pertenece a' r ; as a, '1. 

#p_s+l.q+8-1 d d 1 trema· • Br-8 • De on e e ea • 

~REMA 4.- Existe una dualidad natural entre MP,qs t--Z r, , 
.... p-e.1.q .. -l _p,q 

• ___ ~ ¡ ep part;i.cular. entre 1'" y 
~ ••• r. p q 

Ej(..P..,q en lo gue concier­
l' 
y G .,I,:.P ,q en lo que con­
- t ... '. ipyartante, absolutos Y entre.2t' 
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,*er,n. a l os invariantes rel ativos . 

7 . Caso parti c l.uar en el que t = r-s . Los i nvari .8.:."1.tes integrª 

1es mixtos de este tipo desempeñan un papel . i n ter esante ~(J )¡. Se ob 

serva que loa invari antes integral es clásicos absolut os y relativos 

entran en es te caso part ic ular ; para l os yri meros se tiene , en efec ­

to, s = 1, t = r-l y para los segun~ os r = s = p + 1, t = o . 

I ntroduzcamos l os grupos 

E p , q 
r , s '" 'IP , q 

ll r , s , r_s' 

1 .,.Jl , q _" 
que se r educen a os ~r '~r ' En c uando s = l. Los Er s son grupos 

p_r,q+r- l 
-.,... e transforma bi6r s.dlla dos . El Operador borde () : e~ , q 

e P- s , q+s en ep- r - s , q'+r+s - l + BP-r ,q+r-l; define , 
r 

r - s r - B r-s pues. , por 

cociente en E un operador diferencial bihomog4aeo r, e 
() 

r,s 
do (-r,r-l) ; es t e operador goza de l as propiedades . 

( 4 ) ~ EP,q ___ >-- EP- r , q+r -l 
r,s: r,8 r , s 

1I Q r,s r ,s = O 

paso al 

de bigra-

Las E s se convierten así en gruDos diferenciales de l os 
r, , 

q'~e s e c alcula f á cilment e la homologí a'. El núcleo de la aplicacion 

( ~ ) es , en efecto, 

(C~';'~ + 

- (eP , q - r +8 

la i i!Lagen de () : Ef+r ,q- r +l 
r , s r, s 

¡;f , q 
r, s 

es - ----
i3)íL=~-;;~;i;d;d;; es tudiadas en este párrafo han sido observadas 

por e1 al1tor en 
. de Bolonia -, nos par ece sin embargo la conferenC1a 

'tU 1ndicarJ.ae a quí. 
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La homología de Er,s calculada para el"bigrado ( p ,q) es, 

pues, 

(Cp,q +Cp-s,q+s + 
r+S r-9 

TEORalA 5.- A la filtracióm del complejo C(V) definida 

ppr lL'l sqjJgrupo saturado (más generalmente, a toda filtración de un 

grupo diferencial gr§duado gozando de las mismas propie~ades forma­

les) le corresponde una doble sucesión de grupos bigraduados provis -
, 

tos de una diferencial c.> r,s bihomogénea de bigrado (-r,r-l ) . ill. 

grupo de homologÍa de Er,s es canónicamente isomorfo a Er~s,s. 

Este resultado ee transporta por dualidad a la filtración 

del álgebra de las formas diferenciales. Se definen espacios bigr~ 
* e 10< , 

duados Er,s análogoe' rgrupos Er,s y que se proveen naturalment e de 

una estructura de álgebra diferencial para la que se tiene un isom~ 

fis illO canmnico de H(~~s) sobre E;~s,s' Haciendo s ; 1, se vuelve a 

encontrar la propiedad clásica de la sucesión espectral. 

Observemos también, que para t ; r-s la "dualidad del teo-

roma 4 es una dualidad entre ~ ,q r,s 
~r~ p-s+1 ,q+s-1 

y &¡;,s • 

3 GEI!wJ.tZ4016JI. 

8.- Camb18Ddo 11ger~ente las notaciones, sea A un mód~lo filtra-
, p u+ 1 c: 40 por l1D& aWl.a16D creciente de Bubmodulos .,. e A c. A- • •• 

1' .. I¡U n.&.JI. o '/ IJA
P

• O. 



Si en A tenemos una diferenciación d : A ~ A con dd=O, 

una filtración se llama. estable ei cumple dAP c: AP • Un .. fil t:""ción 

ee llama casi estable si cumple: dAP~APTX . 

Definamos en ! los submódulos 

c~ = {alaEAP/. daEAq}, ~_ 
que evidenteI98nte cumplen: 

BPCCP , 
q s 

Cr c: Cq 
s s , BSCBs 

r q si r ~q 

C% c: C~ , BtCBs 
q q s i t ~ q 

En particular CP = 
"¡'C'O 

AP. 

Del módulo filtrado A se deduce el módulo graduado g(l.) =L AP/AP-1 
di.-

Y si la filtración es casi estable, tenemos dAPc APTX , dAP- 1C AP .. X-1, 

luego d induce una derivación d: AP/AP-1 _~ AP*x/AP+X-1 de grado 

x en el módulo graduado g(A). 

En vez de considerar los cocientes AP/AP-1 , podemos consi­

derar C~/C~ para q~ P; pero entonces d envia C~ dentro de C~ para 

cllalquier x y si consideramos un cociente aná.logo c~c! con t ~ 8, 

'l. ~encontramos que en general dC~ ~ C~1 luego la generalización jus-

ta es 
{:;;, 

cqjep + Bq ~ eS /Cx
t 

s s y X 

con q ~ P , s ~ t y {:;;, inducido por d. 

Para abreviar indicaremos por letras griegas a las cuate~ 

nas p=(y,q,p, .. ) con q~p y E(jA) = e~/e~ + Bi 

/ ) " ( ) Si jJ. =(m,n,p'll' }t = (p,q,r,s ,jJ. = r ,s,t,u, tenemos: 

B(j-l) . ~ JI: ,l;\. E( j l l -fA;;/.' E().tl • 

De 4d ., O se deduce inmediatamente Ker 6 r~' y" :; J ro', 1\ 1'\ 'j 1-



Ker 6. .. .jr-I "~(C'l. + Cr)j(Cr + B'l)"-' C'l./CfJ. f!( Cr + B'l.) 
'f'./J. ...J rl~J1:JJ.. t s s n "" 11' t s n ,l por ser B~ e c% reslll ta 

Ker 6 I/L.' j'"1' 6. ~c'l./crt .. B'l. ; E(n, 'l. ,r ,t) 
n' ,) rr¡ '/'1' 11' n 

como se quería demostrar. 

Es te teorema, nos da llna generalización del teor ema 5 del § 7. 

9. Aplicaciones al cálclllo de varia ciones. - Sea 0..) llna fo rma di 

f e r enc i al de grado p sobre la variedad(Vvf y consideremos el problema 

v ariacion al{:V, W}, es decir, la obtenci6n de las p-cadenas e
p 

ex­

t r eillales de l a i n tegral 1 W . Estas Co.de¡laS c onsti t llYen un Sllb~llPO cp 
Epr:: c(OV) y definen lln sllbgrllpO satllrado R(~ ) CC(V) (cfr.n.2). La 

~V ., =i._ tración definida por R( Q), siendo Q lln subgrupo de C( ) s e .. d.ira 

{~I.' .j" !",oci"da a Q; s i Q ; ~, se dirá asociada al problema variacional\ \ ,v ;. 

i'V,W' . 
TZORElvIA 6. ~ ,"D~asd,"0~lln!Q...":¡Ptlr:f0l!b111~e!!!m!!awv¡,¡a~r::.;i"ao!:!c",i!o.!0;!!n:!.!a",1L...!.\-=.?,=.!.f¡.,.l~a~ff..i0,-,nn~a 

~ne , oara la f iltración asociada, un invariante integral re¡ativo 

, t i n o (l,p-l,ol y la forma dW lln invaria nte integral absoluto del --- . 
. 1"0. l~::.l,J.) (o. lo que eS lo mismo, d W engendra llnS relación 

1Ptegro..J-. de iI\.variancia de tipo (l,p ,O ll. La forma · d Wes de fU tra­

. 6n !!l menos i ¡:,ual. a dos. 

d demostrar qlle d W se anllla sobre A 1 ,p Y BstO Todo ee re uce a 
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reBulta del hecho de que las extremal es son cadenas integrales de 

p di ,¡ensiones. del primer sistema asociado de d W CVer 1) iPropos . 

3 pág.22 ) 

Como en el caso p = 1 -en el que el teorema pr ec edente se 

reduce a la propiedad clásica de los invariantes integral es del cálcg 

lo de variacione8~ el teorema 6 admite un recíproco, pero 'es de supo­

ner que existen suficientes cadenas · extremales , es decir, que el gru­

po Ep sea normal en al sentido siguiente. 

DEFINICION 4.- Un eugrupo QCC (OV) se llamará no:rua.l s i es 

generado por cuboe de los q ue contiene todos los fragmentos y satisfa 

ce l a siguiente· condición: Sea u un p-cubo de Q cuya primer vértice 

« 4)) está en P E <;V y V un camino (cubo de una dimensión) del mismo 

origen P , no tangente a u en P; existe siempre un c ubo ü de p + 1 di 

mensiones cuya primera O-cara e8 idéntica a u, del que toda sección 

vertical de p dimensiones pertenece a Q y del que la sección horizog 

tal de una dimensión, que pase por p. es idéntica a v « 5)) 

TEORE:úA 7. - Sea O un subgrupo normal de C LV) engendrado por 

cubos ,de p dimensiones . Si para la filtración asociada al grupo satu­

r a do R(O) , la p-forma V0 es un invariant~ integral r elativo de tipo 

(l,p-l.O) (0 , lo gue es lo mismo, si d(...j genera una relación integral. 

de invariffi~cia de tipo (l,p,O)), Q es un grupo de cadenas extremales 

1 roblema variacion (cy (..l , Lo mis",o ocurre si d (;.) es un in­

variante integral absoiupo de tipo (2,p-l,1). 

UD XI. ;;;:;;;-vé;t;:~;-d;-;; p-cubo es la iiagen por una de l as 
osolones que definen eete cubo del or1gen de ~. 

,Il'or "O 4. l8Zlg1,18j.. una lIeoo1ón de un oubo ge asimilada 
• Sil 1m..... en CV • 

ap11-

aquí 



En efectol Si es t as condiciones se cumplen y 

po de" vectores cualesquiera sobre la variedadC¡¡ ,"todo 
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X es un cam 

cubo u de 

Q anul.a l.a p- forma d t,-'i (X) (pr oducto interior de dW por X) . Po r 

tan to. en virdlud de [ 3"\ , teor ema l , p, 2 1 , u es un cubo extremal . 

Los probl emas var iacionales planteados en las variedades 

fibradas , frecuentemente se l imitan a las cadenas extremales B&néri­

!L ~ es decir t: 20gS que l a proltección sobre la b~se también es una 

cadena regul.ar . Constituyen un subgr~po E ' " del 
p 

gr~po E 
P 

de todas 

las ca~enas extremales; el. teorema 6 se a plica evidentemente al sub­

grupo E; . Del mismo modo , el teorema 7 se aplica si Q es un grupo 

nor_Lal y genérico (es decir, constit~ido por cadenas genéricas) .He-

mos domostr~do, en particular, que todo problema variacional de ti­

po clásico concerniente a una integral Ip de orden cualquiera y de­

pe~diente de los elementos de contacto de primer orden diferenc! al 

de una variedad "1/ es <,<eq~ivalente» a un problema {[,"n). s ien 

do una variedad fibrada « 6) ) de base "\1 y .f"'L. una p-forma spmi­

básica de E . La equivalencia entre el problema íl"V , IJ y el 

p:"obl.ema {(; -Z, St) debe interpretarse en el siguiente sentido , 
( .. 3J, teorema 3 p.26) : toda cadena extremal genérica de f, - Z, se 

proyecta en la base ~ según una cadena extremal ds t'·V, I;r ; to-

¡~,r \ "' d al una ca da cadena extrer"al de , ,Ipl es la proyecc~on e menos -

dena By~,re..,al "genérica de { t - Z I 11) 
Loe teoremas 6 Y 1 anteriores suministran , pues, para l os 

prObl_{"'V.I~ una generalizaOión de te~rema clásico de E.Cartan 

(l1 qQ8 oaracteriZa. las extremales de una =tegral s~mple por la pI'!!. 

De la ql18 •• ha retirado Wl con j unto c errado excepcional Z. 
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piedad de admitir, un invariante integra~' ~ lineaJ. relativo o a un 

invariante integral. doble absoluto. 

B 1 B L 1 O G R A F 1 A 
~**~~~~~~~~~~~~~ 
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Vamos a dar ahora algunas indicaciones más completas sobre 

los problemas de cálculo de Variaciones, qQe se r efieren a integra­
les m1htiples. 

4.- SOBRE LAS IN~'EGRALES MULTIPLES DEL C;iliCULO DE VARIAC I ONES 

l. Consideremos en el espacio , ¡¡ 
~ de l as x , •• • ,x una forma 

diferencial exterior A · a, ... . ~ dxa , ••• dx8.¡.J. de grado p. < N; 

l e asociamos el problema del calculo de vari aciones de ~¡ consisten­

te en buscar las variedades V)I' ' de ~ di@en s i ones , extr emales de 

la integral 

1; Jn 
'1). 

Hay que sefialar que la búsqueda de las extrehlal es 

xl- ; xi(t"') de una integral ? -uple. 

o< . 
(t ,r, ()i, /J-

--1!'-)dt ••• dt 
() t'" 

(2 ) 

pue de r e ducirse a un problema del tipo procedente en un cierto espa­

cio fibrado que tiene por bas e el espaci o Ey ... n de l as t', ... ,tf", 

, n P LI, ; 1, este resultado f uá es t ableCido. por A •• C. Di-x, ... ,x--. ara r' . 
xon ((1» y después por E.Cartan ((2» el CQal demos tró, adem~d, que 

es necesario buscar en ello la clave 

riantes integrales de la dinámica. 

de las propiedades de los inva-

----:---:--:-:------ . 1> tween Pfaff ' s Problem al"ld «1» A.C.Dixon, onv thietf~;;:t~~~c~ondon Math.Soc ., vol. VII, Oaloulus oí sr a • • 

«2» •• 0art8l1, Le90ue BllI' 

1.922. 

, Paris lee Invariants IntegraQX. , 

the 
1 .909 

Hennann, 



Vamos a generalizar aqlli esta pro}Jiadá.d P& .. :a: 'Ia:.Ol· ... 3 0',..2..­

~88quiera defh y n «3», y ésto nos dará, ~mismo tiempo, la pos1 

bi11dad de generalizar el invariante integral relativo de E. Cartan. 

Demostraremos también que las extremales se pueden carecterizar por 

lUla propiedad análoga al"principio M la .2.Q!lservaci6n M la cantidad 

.!!!! movi.niento il.. ~ 11! ~nergía!l de E. Cartan. Las eCllacionea can6ni­

~:~ de Hamilton están generalizadas por un sistema de ecuaciones di­

f~renciales exteriores (10 de este ~ ), en tanto que l as ~cuaciones 

!l&. la .energía se generalizan bajo la forma de un sistema de ji- ecU§, 

ciones diferenciales exteriores (11). Análogamente se obtienen de 

una uanera natural los resultados de M.Th.Lepage. 

2.- TEOREMA 1.- La condici6n ~~_aria y suficiffi1te para 

que una variedad Vi/.. de :I!h sea extremeJ.-ª_e e'.) ~s que vel"'ifiqu€ las 

N ecuaciones diferenciales exteriores s iguientes : 

()(dn) 
O (d 0) 

(8,81 ,···,a)',=1,2 •••• • N) 

En este enunciado, dfl. = Bss1 •••• ay-. dxadxa1 ••• dx~desig­

na la diferencial exterior de la foma _tL y las B se s upone .... "l"".J... i_ 

simétricas en 108 ~ • 1 índices a,a1,···,a~ ~ 

Supongamos que la variedad V¡;. varía en ltt'la familia. depen­

diente de un parámetro c:: y tiene una fronte:'a fija VJI- - 1 ; las 

. s a~~étricas de V (Z) se escriben xa = xa(Z; ,L' 1 •••• uF): ecuackone p.~ ~ 

18 integral 1 es una función I (V) cuya derivada es: 

( (3» 



dI a'f" o: 
d 
n 

-ój, .... 

Para que una variedad sea extre~al, esta derivada debe ser nula cua­

~eBquiera que sean . ~as ~xa , obteniéndose en consec llcncia las ecua-
. ()(; 

ciones (3) . « 4) ) 

La existencia de variedades integrales de~ d~ensiones 

de~ sis t ema particular (J) está asegurada por l as condic.i ones : 12 

que ~os da tos Sean ~!ticos¡ 22 que existan elementos integrales 

de ~ dimensiones (es decir, segÚn KBhJer que sea el n úmero caracte­

rís tico "r¡.J.:>"O . ó, según Cartan, qlle sea el ceracter ~ -1:;: N-jJ-). 

En grande, dada una variedad VfA-1 genérica, existe bajo estas con­

di ci ones al menos llna variedad integral de p. dimensiones que l a cog 

t i ene (y lo mismo una infinidad si y O Ó Sp -1 -c. N-p) ; es t o r esul 

ta por e jemp~o de~ primer teorema de exis t encia de K8h1er ( ~oc. cit. 

p. 26) . 

En particular , )A-1 pllede ser cerrada y existirá al menos 

integral, definida en su entorno. llna ~ 
En genera~, esta VI'- (qlle eS conexa para ,fJ-> 1) no puede 

ser pro~ongada en una variedad integral s implemente conexa; por ej~ 

p~o, para ~ = ~, por dos pllntos pasa llna variedad integral s imple-
. ., . 

mente c onexa c on la cond~c~on nece6ar~a y s Llficiente de que es tos do s 

característica de d n. 
punt os pertenezcan a una misma variedad 

3.- Consideremos una familia reglllar ~ de variedades v~ re-

cubriendo una regíon R de ~. (Se entiende por familia reglllar lln 

( » or!~ de ~aa ecuaciones del tipo ( 3 ) es. debida a E.K8hler , 
(4 i:n~ in die Theorie der Systeme von D1ff~rent1alg~ei-

gn Teubner 1.934, y a E.Car"Lan , Le'l s;¡;-steLles d1ff~ren-
~e~eD~'r1Burs et ~eura applications geometr1qlles,Par1s, He~ 
aFm, 1.945, A.S.I •• a 994. 



OonjWlto de variedades de dimensión j'J.. que cULlplen las propiedades 

sigui entes l 

~O)_ por lo menoe pasa una variedad por cada punto Po de ~, 

20)- cada Vf' o pasando por Po fonna parte de una V~, ... 1 «\le admi te 

una representación paramétrica xa = xa (t , u 1 , ••• ¡;.f') tal que a) 

las funciones ~ son continuamente diferenciables , b) toda variedad 

~ = cte pertence a 'ir- y se reduce a VI' . para un cierto valor 'c.r" 
r 'J 'J 

c) l os valores de las ~ t en Po pueden ser tomados arbi trarianentc ) . 
(J 0 r...." 

Des ignemos por S la familia (determinada por:':" ) de las 

variedades V~+, an~s consideradas, engendradas por el desplaza­

miento de una Vp e::r en función de un parámetro <:: ; designemos 

por W)~ un ciclo de J .t.. dimensiones de una J..< +1' es decir una varie-
r 

dad cerrada de fl dililensiones sumergida en l;'n3. V)J. +1 E. ;J • 

TEOREMA II.- La condición neces aria y suficiente para gue 
"'-una familia f sea una familia de soluciones de las ecua ciones (3) 

ea gue sea f fb = O 

W'l 

~p~aO!r~a:!...t!!O~d~O~C"i~c",l:;O~Wf" homólogo a cero en una V:I' .1 E: S ' 
La aplicación de la fórmula de Stokes demuestra «ue --- ca!! 

dición anterior equivale a establecer que l a integral de d,-~ exten­

dida a un dominio cualqUiera de una V¡.J..' e: S debe ser nula ; por 

otra parte, basta considerar loe paralelepipedos P i nfinitamente pe-

qu.ftos en los que 

Sean ~ 

une r -cara se encUBlltran sobre una V,I..' 

a( 'r 1 fL) las scuaciones de una = x ~,u , . .. ,u 

v~ estdn oaraoterizadaa por Z; = cte. 

VjJ- +1 ' 

Pazoa un paral.alepipedo infilli tamellte pequeño P, se tiene . 



l. " a1 " fdí). ., Oxa 
jA- .l. ¡) 't Baa 1 •• •• aJl-

p 

<J (x , __ .,X ) -d? da1 • f'-
1 "' .•• . u.U 

() (u , ••• ,uf'-) 
::sta i' expr es on es nula si l a J' .. -cara d Z; =0 verifica las ecuaciones 

(3) . Inversamerlte , si esta expresión es nula cualesquiera que sean 
Qxa 

las O ~ , esta j.J.. - cara verifica estas ~uaciones. 

Llamenos tubo y designemos por V"- a toda VI' + 1 
~ Y. +1 " 

taX 'l.ue el conjunto de sus J.-..E!j consideradas como puntos de un es-

pacio abstracto es homaomorfo a una circunferencia. Designemos tam-
~ r ~ 

bien por ~ al conjunto de los tubos y supOnb8.mOs que l a condición 

2Q (verificada por las variedades de una familia regular) p~l~ece 
-)(. 

cierta cuando se reemplaza V}l. .. 1 por V¡;'+1' Se tiene el teorema si-

guiente, 'l.ue recuerda mejor las propiedades del invariante integral 

rel.ativo: 

TEOREMA 11 bis.- La condición nec~~ia y suficiente uara 
<¡:' 

gue la familia J sea una familia de soluciones de las ecuacion~ 

(3) es gue sea 

- f n 
W' 

~ra todo par de c,iclos homólogos Vlp .' v~/~ 
= ~. "", w e 'j 

en tul tubo cualquiera 

),-+1 -
4.- Estudiemos seguidamente la integraL múltiple 

;; 
C<. i () Xi) 1 dtf'-L (t , x , dt •••• • 

()t<" 

10<.= l, 2 , •.• ;!,- _ 
con) 

' . i = 1,2, ___ ,n_ 
- -onal (L E) a la bÚS'l.ueda de laS extrems-Llamaremos problema varlaCl , 

- 1 tj.J. ; 01- - t al en el espaclo E de las t ,. -., , les xi = x~(t ) de esta ln egr 

x 1 , ••• ,Jél-. 
1 acio ~ de las t 0::, xi ,,¿, que es un 

Introduzcamos e esp ~ ~ e 
., ,- E i) base E; l.a proyecclOn ~ ~ .. pacio fibrado de fibra (~ Y de 

CJ. i i > (t~ xi) . (Siendo las considel'!! 
.. '" definida por (t , x , x~ ) r 
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looai ... los espacios fibrados cons iderados son procuctos ta 
de 1m es:>acio :S, llamado espacio base, p~r otro espacio F, 

llamado fibra. Si (b,f), b €B, fE: F es un punto del espacio fib~ 

do :ex F. su proiecci6n sobre B es el punto b) . 

Dada una variedad V (xi = xi(t"') -\ de E , entenderemos por 
e )J- " O( , U xi 

1ma~en de Vl~ e..-¡ L a la variedad Xl = x'-( t ), x'-,~ = • Las 
r () t"" 

jm~genes en í de las variedades de E son esencialmente las inte-

g_~les de las n ecuaciones de Pfaff. 

W i :: dxi _ x~ dtOl. = O (4) 

Llamaremos problema variacional (L, t )al'problema de ~-

trenun:ligado que consiste en buscar enL , entre 

las e c uaciones (4), las variedades x" = xi(tf-), 

tremales d e 

J (J(.'i 1 fJ-
L (t , Xl, XO() dt ••••. dt ' 

las soluciones de 

x~ = ~(tf3) ex-

Naturalmente, toda extremal de (L ,E) tiene por imagen una 

extre_"al de (L,f.) y toda extremal de (L,€.) es la iillage:o de una e2S 

tremal de (L ,E). 

Se establecerá fácilmente el 

LU1A.- Las imágenes en f, de las variedades xi = xi(t"') 

1 , .~ = xi(t f3 ), ¿ = x:(t J3 ) de las ecuaciones dife-s(n las so UC10nes x- ~ ~ 

renci~le~xteriores : 

2 }J. 1 i 3 "- 1 dtl-'-1W i -Cvi dt •.•.. dt = dt W dt ••••• d11 . = ••.• = dt ..•• -

3 u . "4 ,'- i 1 iu. =Wi~.vi dt •••• dtr- = dt 1 t,,0 1 W'-dt .... dt = ••• • =w • •• W r-=O 

Para simplificar los cálculos, supondremos de aquí en adelante 

n -)L= 2. si bien tOGOS los reeultados se extienden al csso general. 

~ eoaac1onS8 precedentes se reducen entonces a 
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El método de los multiplicadores de'Lagrange nos sQg~ere 

l~ idea de bQscar las extremales de la integral 

J tI= J Ldt1dt2 + LJ W i dt2 + Lidt1 lA)i + t J. .. (,,/W i ,(Á- .~/ .. =O) 
(.;1< ~J ~J Jl 

en el espacio e' de las t~ xi i Lit-- / (_ / _ í ) , ,x Ct ' i'./' - /\12 - - /' 21 Y es-

tudiar SQ proyección sobre el espacio E. La aplicación del teorema 

1 conduce, entre otras' , a las ecuaciones: 

()(df!) 

v-(dxfl 
() (de) 

-~(d::<~;) 
lo ClQe da, si 

(_o~_ 
- ,oxt- -L, dt dt +A"(J,)~ 

O.,) 1 2 " . 
.... ,1 lJ 

(), 

~ Li ' 

r" 
dt " '= O 

dt2 = dxi dt<X.= dx1 dx2 = O 

fu otros t~rminos, la hipótesis 
ex 

~ Li implica qQe 

las extremales en 
\C:;'< • 
~ se proyectan segQll o puntos de E. 

El Qllico caso interesante está pues caracterizado por 
'" 

Esto nos lleva a considerar finalmente el espacio ~ de 
(;<.ii í t' t , x , x

Cl
_, '¡"(='/'12 = -;(21) Clue es Qll n Qevo espa-

c'o fibrado a la vez sobre f. (fibralj,'-j), y sobre E (fibra(x~/l). 
~_ este espacio estudiaremos el problema de extremQll libre (proble-

~. 

wa[L,f)) 

"JI" r) 1 2 <lL ,i 2 () .l t = O, 3 _ = Ldt dt + -:"\ ~ ('V dt 
~L 

+-
(l x~ (.J x 1 

(Esta forca f1 es la Clue ha sido considerada por prLllere vez por Th. 

Le0age «5)), en el estudio de los campos geodésicos como solQción 

((5l)V~;-Th~L~~;~~~-§;';;-1~~ champs géodési.ill!es des intégrales multi-
ples, Bull . Acad. R. Belg.,t.XXII (1936); SQr les champs geode­
sigues des ~,téErales mQltiples,ibid. t.XXVII ~1941); Cham~s 
s:¡;ationnaire~6h&111S géod8siglles et f~s integrables, ib~d. 
t. XXVIII (l. 42) La idea de considerar las fQnciones arbitrarias de Th. Le 
page como nuevas variables indep~lIDi~ntes habia sido formulada 
por P. V. PaCluet: ~s formes d~fferep-,~e;t.l.es .íl dSllS le Calcul 

Variations, ibjd. t. XXVII (1. 941) 
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de las congruencias °S1 i L dt' dt2 , d J1 = O (mód, W i ). El con . 
sideraba /, como f unci6n arbi tro.ria de l as t 0\., xi, ~"( ,mientras o 

que nosotros cQnsideranos este parámetro como una variable 8uplementª 

ria. Para M. Th. Lepage hab í a ailí un haz de f0ll1las -<1 definidas en 

el espacio (. ; para nosotros hay una Sola form:a n, definida en oel 

espacio t. ) . 
El teorejjla 1 nos:da pri.....leramente las ecuaciones . 

O(dD) 1 2 
--------= (,.) W = O, 
V(d;::) -

cuyo segundo grupo constituye un sistema de ci..1.atro ecuaciones linea-

, d 1 ,j. dt'X cuyo deterr...llinante es el hessiana les hOJ;logeneas e as oJ.' 

() 21:-
6, = ();r2)x~ 

, r / i vj Para /'\ F e se tiene, pues: de la funcion ~ = L - /'ij x, 'ti • 4-'> 

(5 ) 

En virtud del Lema, las extreill~les verifican pues las 

, o dwi = o. 
(4) Y por consiguiente tambien las ecuac~ones ci enes 

cuenta ésto, las ecuaciones Teniendo en 

= O se reducen a las 

; 0, (6 ) 

ecua 

1 de Euler - Lagrange. En 
d1entea a las ecuaciones habitua e8 

correspon () (d el) _ O sus primeros miembros son nulos 

V L _ dt' dt2 -
vxi 

cus."to a las ecuaciones ~tO< ) ~ , o 
. conBecu.snc~a de (4) . 

, u.l W~· son pues, inter-
mod o , . . estas ecuaciones no hacen 

S notar tamb~en que Hagamo 



~r las ')(ij' Podemos 

TEORJ.!A III.-

enLmciar el t eorema sigl.rlente: -
Las extremales del PL'cblema (L , E.) eatán' de -

'!Aidas por las ec~ci..QP_es d ife renci ales _e_".:t_e.r1.oyes..Jj)_J_ ti»_~~­

d1ción de que 1\ 1-º...s!Lf.ada uno de sus 'p_unto~ .• Si se tier,e una ex­

troraal xi - ¡ci( t~ ) I f.. - Á (t" ,; se obj,j._,ª-n_e __ o.t;r.a_.1'-,,_ei" .• ,.:!-_az?fldo /. 
. 

por una func ión arbitraria de las tO con ".al gue 6.. per...l&,ezca d~s-

tir_to de cero~o!ia_sJas extremales asi obt.eOlidas se .r2.l-"ctan sobre 
( 
(, según una extremaJ-1ija del proble~_~ ~ ) que ta-b~:n es i~-

~en de una extrehla+~el problema (L,E). La~ variedades integrales ge -
, 

reC1-narales de diffiansión máxima del sistema_ 14 ) , (6) son l~~ iwágenes 

nrocas co .. 1pletae de las superficies extr~riales del eS"'Jacio [, . 

(Por imagen recí"roca completa de un conj unto )3 de pun'cos 

de le:. base ,.le un espac io fibrado , se entiende el conjwito de puntos 

del espacio fibr ado que se proyec ta en los plmtos de ;'3 ). 

5.- Para introducir las váriedades canónicas y una func ión 

.amiltoniana , haremos un cambio da coordenadas en la fibra (x~,j) -del espacl.o é considerado como fibra sobre :: . Para ésto, COlIl.SnCemOB 

pc_- reew!,lazar en n las W 1 por su valor en func ión de las dx1 , dt 

(eel otras palabras , escribamos.n. en la base dxi • dt O() y por conven­

ción poabano8 t 1 = x3 , t 2 = x4; tenemos encentes 

() L . ( . _j 3 4 
+ (L - ---r x~ +1'ij ~ ~) dx dx 

ax('l. 

P""6smos ahora. ..c 
~ / j V. 

P14 • -""1j X¿ • -;r , 
1 1 

&
~. "L 

./..._ O . I HKbx~-
aS1 i) u "oc. 

L 

4 (?lL f. dx + ---r + 1j 
() x2 

"O L 
+/-1j 

x j = ?lf: ( 7) = -()x~ 1 vx~ 
2 

-/..ij 
1 4 .,1:- xi -t. x 1 = - xi 
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/' l' {f..fo 
(donde llIv = L- .Aij ~ ~ = L - t /.ij ~ 1). 

En el caso de n y )A cualesqluera , se pondrá : ?+~ t C< Y 

se introducirán las variabJ,EI3canónicas P( r1 ' .. •• '9 (ro. = 1, ••. ,n+jL) , 

los paréntesis indican que 8e evitan l as combinaciones de indicas en 

que todas 182 rO. > n) que son expresiones lineales en l os Llenores de 

orden 1,2, ••• , t-l. l t = mín . (n 'f~)1 de la matriz (X,;¿; la func i ón H 

3e~á lineal en 109 menores hasta e l orden t inclusive . 

,;ec: ... c..llte la (7) se tiene Dues 

~ ~ t p(rs) c:xr d~ - H dx3 dx4 , (r.s = 1,2 , 3,4) . 

.:301m están definidos los P12 ' Pi4 ' P3i l sin empargo , pera tener más 

Bi ClBtría se hacen a veCes intervenir los sírubolos P21' P4i' Pi3" que 

no designan nuevas variables sinó que 80n puestos en l ugar de - F12t 

- Pi4' -P3i • Los paréntesis en la notación p(rs) indican que no se de­

ben ut ilizar las combinaciones 34 y 43 . So pon drá, i guah:e!lte 

di () P21 = - "(JI O P 12 ' etc. 

La transformación (X~,( ,j) ~ (p(rs)) gene r eliza la trans ­

forwación de Legendre para las integrales simples y 8S inverslble si 

el h essi¿no LiF O. En esta hipótesis, la función Hes 

H = H (xr , p(re)) ; 

diremos que las p(rs ) son las va riables can~nicas y <;.".e H es la funClS" 

ha.-nil-;;oni~ • 

La transformación inversa (p(rs)) -r (x~ ,Á) se escribe 

( ,¿ = oH;_ ,¿ = U H (8) 
A= P 12 ' 1 () Pi 4 ' --¿ ~I P34 

y ss t1ene, además , la identidad 

O H 
OP~3 

(9) 
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Para demostrarlo ee identifican loe coeficientes de las di­

rerenciales en 

dH 

Observación.- En e l caso /'_=1 r le. fLUlCiói1 H est~ definida 

cuando s e da un elemen"Go de contacto lineal del espacio y el lugar de 
~ ~ 

eS'liOS el~entoB de con.tacto es el espacio ~ • AqllÍ el eS::;>b.c io E e8 

, 
QaS ahl~lio que el espacio de elementos de co~ tacto bidimensionales de 

E y la función H no tiene un '\'alor dete:r'Iílll1ado para un tal elemento 

de COl -Gacto . Eeta indeterminación inherente a la naturaleza del pro­

ble~a está compeneada por la ecuac ión en las derivadas parciales (9) 

lue no tiene nada de aná2.ogo cuando )L ::: l. 

En el caso general, n y r c ualesql~iera, la fu.ución H es -

~oluc ión Q8 varias ~cuacione8 en derivadas parciales. 

6 . _ L.;.;.9 ecuaciones obtenidas anula.'Tldo la primera vc;~riación de 

j"Sl = ,r -lt p (re) dxr dxB - H dx3 dx
4 

son ~0ce~ariamente equivLlentes a las enuaciones (4) y (6) , Se obtie-

nc el sistema 

dr dxs 

d P3i d x'-

ci P4i dxi 

(d H 

+ (d H 

(10) 

~H dx3) dx4 : O 
<)xJ (11 ) 

v!L. dx3 ) 
"() x4 

dx3 : O 

" (10) generalizan lse ecu~ciones canónicas de Hamilton . 
.&.las ecv ... c~one8 , 
;;n e ..ento El las (11), generalizan la ecuación de la energ~a . 

dH - dt : O 
, . 

" de las ecuaciones c~lonlcas. 
, CQlllO se sabe, proVl.cne 
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Vauos a establecer el 

TEORDI.LA IV . - Las ecuaciones (11) ~n consecuencia de las 
(10) • 

Cbserveuos primeramente que el primer grupo de las ecuac io­

nes (10) puede escribirse 

i= 1,2 
CI.= 3,4 ( 12) 

= O. 

Igualiliellte que el le"", (nQ 4), se deDluestra que toda superficie inte-

gral g el.:.eral veriiica necesariamente las eCL.laciones (Ni :;:: 

parte, en virtud de (9), la ecwación (13) puede escribirs e 

O. Por otra 
-1 -2 
W . c J ==0. 

El teorema se demuestra entono0s de, a rrolla, do dH en l .: s 

priilleros miembros de (11) y eliminando las dxi con .ayuda de las l~i=O . 

Teniendo en cuenta entonc es el segWldo grupo e. e las ecuaciones (10), 

una nueva eliminación de las dxi nos da el r esl1..1 tado b LlS c ado. Por 

ejemplo , el priiller mie2bro de la ecuación (11) es suces i vamente i gual 

a 

~H c'- C) H UH 'UH ) dx3 dx4 
(- dPio. dx) - <lP

1
2 dP 12dx4 (-- -¡p-;- = 

UPi4 () x~ () i4 

C)H 2 C)H 1 OH 4 
dP 12 dx - dP 12dx - --- dP12 dx = = 

-U P 14 OP24 () P 12 

( OH t OH O H_ QH V H ) d 4 
= 

()P 13 ()P42 
+ ap

14 
P 12 dx , 

- {)P12 {)P23 

que, en virtud de (9), es idénticamente nulo. 

7.- A partir del teorema 11, la generalización del invariante 

. .. d l a conservación de l a cantidad de inte ral relativo y del pr~c~p~o e 

movi~ento y la energí& es inmediata . 
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TlOOm;A V.- Sea T Wla familia regular de Buperf:J.cie V
2 

rec l\briendo Wla regi6n del espacio f: de l as xr •. p (rs)' S~ S el 

cOnJWlto de las V
3 

engendradas por 001 V
2

• Si las V2 € y. son ex­

tremales. se tiene 

¡re ;.{-iJ- p ( rs) dx
r 

dx
s 

- H dx3 dx 
4 ; O 

W2 W2 

n:ira todo ciclo W2 homólogo a cero en una v)€:. S . Recíprocamente, 

ci6n (14) , la una familia de extremalee. 

8 .- A fin de esclarecer el papel de la variable co~plementaria 

JC y de la ecueci6n en derivadas parci~les (9), paseDos de las coor­

denadas no homogéneas x~ de los elementos de contacto bidimensiona­

les de E a las coordenadas plückerianas homogéneas prs definidas por 

l as f6rmulas 
p34 p14 p24 p31 p32 p12 

(15 ) ; 
- xt 

; ¿- ; 

7 
; -r ; -2--1----~---1 

1 x 1 x2 x1 l<2 - x1 x2 1 2 

ligadas por la relaci6n 

lt>;p12;J4 + p13 p42 + P 14 p23 ; O 
I 

La integral fL (t'\ xi, vxi 
) dt1 dt

2 tiene que ser susti ut 
tuida por la integral paramétrica 

r f' (xr __ ~~~_!:'~l) du dv, 
... d-...J , \u,v) 
es tá extendida a la superficie xr ; xr(~v) y la fun 

c i6n ~ , homogénea de primer grado en las prs, está definida por 

l' 34 r f',,;P L(x-, 
p14 -p34 
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E'!ta 'le ,,* , puede reemplazar eVidenteJJ18nte, por toda función 

~ sobre V' = O, es decir, por toda f'unción del ti-
~ identifica a 

po 

donde Á es una 
,/.;~= 1:. + ;)¡ I.p 

fU¡lCión arbitraria de las xI', prs (( 6)) . Ho es neCe-
sario Suponer queJC es homogénea y 

/ , ~~<. 
de grado cero en l a s P I, es suí'i-

ciente qlle t' .... ' sea h ODogénea sobre <? ~ O. 

Po es necesario decir que se hace sobre las prs un convenio , 
analogo al. que hicimos sobre. las .... p( rs) ¡tod!!. vez qu..e las oombinaoiones 

rs ~ 34 Ó 43 no están exáluidas. 

Si consider~oB JC como variable suplementaria y si escri -

..n.. ~ tJ ¡:, * dxr dxs 
opra 

se CO ·l)I'L"'.eba fác i l .. lente que esta forma 

da precedentemente. 

n 
(mód. <P ) 

I 

es i ~éntica a la cons idera-

9.- Considermos el espacio afin central A6 de variables prs en 

el cual representamos por Prs las ooordenadas (no homogéneas) de un 

hiparpleno (la ecuación del hiperplano es Prsprs ~ 1) 

Considerehlos en A6 la variedad de cuatro dimensiones 14 de­

finida por las ec uaciones 

l.'> ~ O (16). , 
El conjunto de elementos de contacto formados por un punto 

de I4 y un hiperplanm tangente en este punto, oonstituye una multipli­

c:l..dad ::J 5 de cinco dimensiones cuya base pun-G::~al está defL"1.ida por 

(14) y c~ya base tange~cial .f5 es una hipers~perf,cie del espacio A¿ 

a conne· 
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Es t e soport e t angencla1 puede 
Ber definido paramétricamen-

t e por 

Prs :: (mód . Vl ) , 
o por una ec uac ión 

donde l a 

de g r ado 

hessiano 

cuatro y 

número) • 

ramé t r ica 

ji. (Prs ) = 1 (1 7) 
f . , 9f., 

unc l on. puede, sin i nc onven iente , s uponerse homogénea y 

uno en l a s P rs' 

I(~~i~:¿; de un teorema de R. Debever (loc . cit . p . 93 ) el 

~-Prs~ t~- t de esta f unc ión es a lo más igu.al a 

8e puede c ompr obar que siempre es , efecti vamente) i gual a este 

El - soporte pW1tual a dmi te , a s u v ez , l a r e presentac i ón pa-

rB_O'Jt 
p -, p , 

de donde se s i gue que la 
<jJ v rs 

f unc i ón\IL verifica l a ecuación en derivadas 

parciales 

+ -uff. 
() P23 = o. (l8) 

La hiper superfici e J 5 de A¿ es regla da , corr espondiendo ca­

da ge .1 eratri z d al haz r.<.. de l os hiperplanos t a"lgentes en un punto P 

de 14 ' Reciprocameilte , e l h i perplano t angente a J 5 en un punto varia­

ble sobre l a generatriz d c orresponde al punto de contacto f i j o P 

del haz 0(. Es t e hiperplano es , pues , t ambién f ijo y J 5 es , por consi 

guiente , una hipersuperficie des a r roll able; ésta posée una arista de 
. 

retroceso , l ugar de los puntos donde el hiperplano tangente es inde-

«(7))--p;;;-i;-~;~~;t;{;-de mu.lti pli cidades se puede cons Lutar E. Ve­
e~iot : Sur la théorie des mu.l t iplicités e t le calcu.l des varia­
t iona , Bü11. Soc. Math . Fr ance, t .4C (1912) . 
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( ~ P~ = O). 

• " f~'-

Está claro que se puede interpretar el 
~ 

espacio E 
espacio E f'b d 

1 ra o con a vllda de una J
5 

asignada a d d 
como un 

ca a uno e sus pun-
tos (von la diferen cia que &s i se introducen 

nuevos puntos correspon-
d ' 34 
lentes a p = O Y que estaban exclul'dos 

al principio de este estu--
dio por l a consideración de coordenadas no ' i) 

:::'omogeneas x Q(: • Se conpru~ 
ba fác ilmente que l os puntos singulares de f 

, caracterizados .por 
0, son los de la arista de retroceso de 1 f'b J 

misJlQ tieLpo, que la aris-i:;a de retroceso encuentra a cada ge eratriz 

a 1 ra 5; se ve, al 

d de J 5 en cuatro puntos . 

Fuera de éstos puntos , Se puede resolver la ecuación (17) 00:1 
, ';j;O 

relac ión, por l o lllenos , a una de las P rs; por ejemplo ,;~ _'!.'-~ = p34 F 0, 
;-¡ P 34 

se pOdrá resolver con relación a P34 y l a solución será: 

P34 = - H (xr,p(rs» 

donde H es l a función hamiltoniana introducida en el nQ 5. La ecuación 

(9) aparece, ent'onees , como consecuencia de (18) . 

1 0 .- Termlnare~os con la observación Siguiente; ~umCIOSOS auto-

res han intentado elicliüar la indetenainación debida al 

ree.lJlplazándola por Ul1a fu.nción convenien-c;eillente elegida 

k~) o de las (prs M (8» 

parámetro Á 

'" ' de las (t , Xl, 

H8» 
------------- ----------------

En el método de De Donder- \/eyl,se hace Á =O,Th.De Donder:Théorie 
invariantive du 6alc ul des Variations,Paris,Gauthier-Villars, 
1953;H.lleye:Geodosic fi8TIfs in the calculus of variations multi-
:eJ.e integrales,Ann .c'at h. ,vol. 36\I935J. " 

--El metodo de C. Caratheodory consiste en hacer Lilla elecclon tal 
Que la forma 11 sea simple (cfr Th.Lepage,loc.clt.;R.Debever , loc. 

eH ). r" ,. " t se V 1·1agner hace en l a clase rJv tL"'1a eleccl.on se.w.e~~ ~o'fque'f' 
1) ued~' caracterizar de la manera sig~iente:~~ ftU1~.:on ........ · verJ.. lea 
ia eCllación (),L'" 0,(" .... ,¡;.!.' <' l." t- ? .L~ :Y_f:..- = O; 

(l p12 "p34"" () pU ()p42 , () P 14 Cl p2'j , 
V 'a er'Geome'try of a sPfce wi t h §!l ax;eal me'cr¡.c and ~ 'r 

~,lj.~~trar.9· E>t~e calCülUsd~ t ' var~t~~~s p;~~i~~O~~~;';~ge ¡or 
(1946)'On a sufflc~ent con - l on - - 'C tIV 00(1945) 
mul ti",lcinteerals 19·R.l}cad. 3c .~~¿~,~~. i!.!Í:nes~~~Homo ene' Funktio­

~ara esta elecClon .ve aSeMl gu, faltigkeit Bul . Soc.Math.Grec" 
MB. &..1: dez: .s.r_a~~..!.l?'!.'1Il8chen annlg -' -' 
t.20-;Y9'4o. 

------~---------
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Nosotros creemos p r e f erible asi gna r a Qn problema va riacio­

naJ. • puesto bajo rorma paramétrica ,Qna clas e de fQnci ones ;:' >1< 'l.ue s e 

identl.f'i'l.uen ", ntre s í sobre la variedad 'f = O, es decir , Qn elemell 

to del c ocl ente de un an illo de fQnciones Dar vn c i er t o i deal de es te 

anillo. Por el contrario, se le puede asociar una 
. , C;Y

l
" 

func~on v ' ulilivoc~ 

men t e determina da ( n uestr a f Qnción 'J{ es idéntica a la f unción <i' de 

V. Wagner) pero Bujet a a verifi car una ec uac i ón en der ivadas parciales 

(en el caso de JI. y n c ua les 'l.uiera, un sistema de ecuaciones en deri­

vadas parcla les). 

No h ay, pu.§s. una dualidad per;t'ec_t.a .. 5'ntre las-2!!.r~ables 
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