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f*terﬁ?Eiaalén del Calculo diferencial, culminando —— fj:
icacién del 1ibro de G. Darboux, "Legons sur la Théo- Al
2le des surfaces", (Paris, 1887-96). ir
 Er el segundo perfodo de su desarrollo, la Geometria -

TR e ST SR My I
iel estd muy influida por la FP{sica, especialmenie por -

i Bnlos $1%inos saiios, la Geometria diferencial se desa—
yrolid bajo la influercia del Algebra abstracta y la Topologia,

Qas cuales permitieron ssclarecer conceplos e introducir al mis-

b ) :
o tisapo generallzacliones en los resultados.

Un ejemplo interesante del desarrollo de la Geometria

ar la definicion del tensor dada .

”-d* Perercial se obtiene 21 compar

I Bmeee unos treinta =fios ¢

on otras mas modernas, tal como Veremos

8 scelante.



R T o : o . £ i !
srerios el espacio enclideo f y un espaclo topologico -
".Suoonga,noa gue para cada punto xec‘/ existe un homeomor

f de un entormo 'U con un conjunto abierto V de ? b
£ Ugl 10y

a

“ademas, estos homeomerflsmos son tales que, s8iZ &

ﬂ f‘-'(z), g" = T (z) es una transformacidn de clase cT (es

J.r, con derivedas continuas hasta el orden r)s Direwos, end
akanees, gue el conjunto del ggpacio t0pologlcooy,; de los ho

ﬁemorflsmos f, definen unse variedad diferenciable de clase cr,

- GRU20 DE TRANSFORMACICNES.

I El conjunto /', @s todos los homeomorfismos de clase C¥, cu—
-.i”,..l - W

yo0s inversos tanbidn lo son, entre abiertos de f{ s, cumplen bl -
- ¥ |

las siguientes condiciones:

1) Sigq ¢ Uy —-9-V1é/ n , 51 g ¢ Up—> V& /
g.“ U2 = gz] U12, entonces g-“U12 = ggl U12 6 /\

GiF %3 "
2y 83 g U -V E f\‘,-,, entonces g : V —=U &£ /‘"Y‘t

.‘_.,.__

ae

3 Bi g

J\r , (
| U -V 7% f\n’ M & --};vBﬂ-_/\ny VC A, entex%gﬁ
" " "
Tapﬂ hvg s U —>h (V)E/\r} :

- 4) "ig'U-a-v y es U =1 T4 det&lmodo
L el i
-‘ & = g Uik /\n , entonces g € /\n AN

S
- s
i [ gl
g+ l‘




(E1 conjunto U es una fuente y el V un un blanco

8i f s T —=> V).

BEs converiente conveniente suponer que la aplicacidn

vacia, ,ﬁ’-erﬁf spertenece 2 b

" m particular: para cada T, /\rn es un pseudogrupo.

- ﬁ:onsecuenclas :

18 Si U es fuente de g€ [, la identidad I: U->-UEI.
. Pyes s8i g : U —-—=>VE i , en virtud de 2) gl v - L1ET Y
U =3 mel:

por 3), I = gls &
28 Si g s U—Vel 'y ACU es tna fuente, 'de

una aplicacitﬂn de F, entonces g! A€ r . Pues, por la 12 con

P

secuencia,l ¢+ A —= AE r ¥, por 3), gl & = ge¢ I & b

srema. Lae fuentes (blancos) de las funciones de | son conjun-—

A

'sab_iertos de una tqpologla. de E en la que todas las funciones
'*'4I| i :
-_--'*_‘1',;__ son homeomorfinos. En efectos

-.;*) Las fuentes cumplen las condiciones de los con;untoa abie;;

acion vacia. Ademds, si Uq, U2 son abiertos, la I:Uss T

= ug_ —== Uy © { por lo gue, en virtud de 1), I Uqg.-



Sean £ § U —~ V Y A un abierto de U; entonces I : A->=At]

: _-.3)', TeT ¢ A --s-f(A)Er sy por lo que f(A) es un blanco Vs
 tanto, un abierto.

Consideremos los subconjuntos de dos conjuntos E, F : Si en

un conjuntod de aplicaciones biunivocas de subconjuntos de
¥ en subconjuntos de E, F es la reunidn de las fuentes de las
aplicaciones de d,diremos que ¢l es m atlas de F respecto E.

Cada una de estas aplicaciones es una carta local.

g Si :t‘1 : U1 = Vi ¥ £5 3 U —= V, son dos cartas loca—-
f" les y z€ U1n Ugy 2' = £4(2), 2" = f2(z), entonces la aplicacidn
Y f1(U12) —>= £5(U45) definida por g(z') = 2" se le llema cambio

. de carta local.

La aplicacidn g la representaremos por g = fgf'.'l'1.
8i en E estd definido un pseudogrupo de transformaciones

f y llamaremos [-atlas a un atlas C«f tal, que todos los cambios d-_e ;
s loceles pertenezcan a | . N

Ejemplos: Una variedad diferenciablegyde clase CT¥ viene

an /'\:.i— atlas dev respecto )’?,
Dado un l“- atlas de F respecto E, el pseudo-grupo F
n E una topologia y las cartas locales permiten transport:

ologia a cada una de las fuentes de dichas cartas.



:D :E:gmcl n: Dos cartas locales de F respecto E se lla—

1" :xa:l ean't;:.ene todas las cartas r-compa'tlbles con todas las cartas
.‘ ¥

1“ [h"m“(l
l‘_ -
SR X
‘f Teorcmas Todo r-atlas 61 puede ampliarse a un |-atlas

.ﬂ" completo (I .

| 3 En efecto: El conjunto ! de las cartas locales T ]-com-

'[1‘

5,"_-: . patibles con todas las cartas de d es un F - atlas maxiual que =——

contiene C.I . Para demostrarlo, basta ver que Ci’ es un [ - atlas,
- -

g8 decir, que i fj, TQE CI_ s el cambio Tz f_' c r . DL

[-" % 'f1 t Uy = Vy ¥ ?2 2 Ug === V,, entonces Uyp puede recubrirse

por cartas locales de ¢l. Sea f : U—> V una de ellas; las fun-

f 51 perteneccen a I, 1uego g;‘ g4

ciones g4 = T ?1,'1 v

fTer : :

e

&2
taubien pertenece a r y por tanto, en virtud de la propiedad 4)
EZ

‘ ','.,'Irrag pseudogrupo, &

e
- Congtruccidn de un pseudogruio q de transformaciones -

' «a- a un atlas maximal &l de T respecto B, compr.f,ta,bla con r




meﬁbawt si (?Eﬁ,entonces e el 3 r0 " eal

@t’i‘b-ie 9131; J‘%@liaé Sl.aa cartas locales de d, es decir,f u’ .c} :'
4 i\br taa:‘im gfﬁf‘*félr 1uego 59 € {'3

_, {:J-:-I'.', Reeaﬂprocmante, si WE€ J, . fu;'g‘le_ i ¢ luego T '-y"‘
T_t i3 eﬂ eumpatible con 'hodaa las cartas de (f que es maxinal, laego
ay U?Er . por lo que es E 3 ‘3 s

T-'u‘.'ﬁ;:. % ' Analogamarrte se demuestra gue es r? i r"

P A

ﬁ'-"! - st Se demuestra., también, que el conjunto de transforma—

y que la t0polog.s.a definie por r en F coincide con la topolmgia i

G.eflnida. por el atlas fr :

4.— Ded ‘M-; una variedad diferenciable de clase CT y dimensidn n:
¥ , r x {
31 &l es un /\n-atlas maximal, taumbién es un /\ o atlas;

gi bien,_en general, no sers maximal.

TEORMA DE WHITNEY.- Si es r2 1 (r =<2) y V una varie— "-'},"

compacta de clase CT', existe un atlas de-DV cuyos cm

e AL )
(La demostracion de este teoramg



‘la conjetura principal (Hauptvermutung) i

svlaciones de una variedad, existe un refina-

""",-"."BO‘ de Topologia de liéxico del afio 1.958 se

_matm%o *ﬂ:a bumﬁﬁ“a‘ de la variedad estd formado por los nimeros rea-
168 no nulos, ﬁ, ¥y dos puntos 04, Oy. Las dos cartas locales:

CrARd
X para X&jk y £1(01)=0C;

| f"[ h :

R, 7 £4 : KUoq —> J‘?. ; con £4(x)
S K Hion, # .. con f,(x) = x para xe R’y £,(02)=0;
definen, evﬁ.tienﬁemanta una variedad analitica y, en ella, dos entor

nos cualesquiera de 04 ¥ 02 siempre se cortan.

5.~ VARIEDADES DIFERENCILLES CON BORDE.- Una funcidn definida en

. n P
A 5 un conjunto A C.f, se llama de clase CF si es la restriccion

.~ de ma funcidn de clase CT definida en un abierto que contenga A.
_mSea.n %Yy lviwey ¥ las coordenadas depg y designenos por
ja . a la parte de k‘para la que es xR 0O: Si I\i es el pseu-
_ dogrupo de tra..lsforr;ﬁc:.ones de los homeomorfismos de clase CT en
¥ m abiertos de y £ :U0-—=>7V& Mn’ entonces
slofGE =0): 0N (B =0) —> VOGER =0)

homeomorfigno e /\ - e
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LB TICAS.- Sean x1,..., ¥, y',..., y®, coorde-
(:n 2m) y considerenos la forma diferercial bil:L
34 3 ':(dxi?‘ yi- axidyi)defmlda en R Si filU —» VG/\m
mmmftmsfom la restrincién ded%a V en una formafl'de

o ‘ Al k ’
Uy, si esfl =0l U, diremnos que f es gimplectica.

El conjunto de todas las funcicnes simplécticas de clase
r
r formen un subpseudogrupo de A, ¥ permiten definir yarieda-

des simplécticas.

HOCIONES INDUCTIVAS.
_-.==_—-'_-=============

Sea X un espacio topoldgicos A cada abierto UCX le hace
mos corresponder el conjunto T(U) de las funciones continuas de
U en la recta real R; T cumple las siguientes coudiciones:

1) 8i W: X —>-Y es un homeomorfismo, T(}:)f-r—-aa-T(Y)
definida por ?T[d.)gd. ¢ \P'Yea una aplicscidn biunivoca de T(X)
en T(Y)u |

2) 81 ‘F: oY v Y3 Y — & son homeomorfismos, se
: - (]
verifica: (We ). ‘PT lPT,

3) Si U es un abierto de X, para la aplicacidn ipgy:T(X) —=>

-’-NQ‘(U) definida por iUxfO()= O‘IU se tiene: si VCUCX

'-8-' 4 e | .



:9., es ﬂ.ecir, iw o] ‘P \VT 01UX
3 } .'.: T se llama tipo de objetos inductivos si

ﬁanlo x corresponde un T(X),
L2 .&- Qaﬁa hmeomorf:.smo X -2-53( corresponde una biyeccidn — -
1 s, \?Tt E’(’K)'-—)-,.T(Y.) de modo gue, si \;%.ﬂ s Y —> Z es otro homeomor
i f'z__smo, es (We k,?)_r = \‘JT LP’T‘ ;
3) A4 cade abierto UC X le corresponde una aplicacidn .= —= = -
igx ¢ P(X) —> T(U) tal, que si VCUCX, se verifica iyg inXI=
i -
4) SiW¥: X — Y es un homeomorfismo, U es un abierto de X, -

= lP_(U) y \F: \P lv:v —>. 7V, entonces el diagrama

? (X) —&-—a—m (Y)

! .' x i Cuando T ea el conjunto de funciones reales coutinuas y
n‘#&gr!m de ﬁ_, podemos considerar el conjunto S(U) & T(T) de, R
‘ ;& clase r ¥y en‘t;oncea, gi kP U—~> V es un homeomozaia%“‘?'l |
) ««aﬁ (V) ; pero, en general, es \? [S(u)] # S(v)v -_r.';',.éf'- '



se verifica -que O 2O —> T(V) subordina
n ‘?‘T : 5(U) —=>s(V).

 womscIonss: sea (= {fi v}, 1€T,un -
S0 KA VAR g _ /

T m;- as de F respecto (8,F ):

fﬂ"ﬂv 6 D W 4 ( -1,

' 'ij ?-'= 1 ij 9 jl = f Uij)’ fij = fi fj ° v i + Vij,

Ve & fi(Ui;jk) = Viigs Vg = B i) = Viegae Vage = Tag Vel

Se verif:.ca. fi;; = f;l s f.. = identidad V4 —>»V;. Para todo

x €V, Fixlx) = 73 [e ).

sea aun atlas de F respecto (E,l ). Supongamos un tipo
de objetos inductivos T y en E una subfuncidn S de T compatikle con
{- . En F podemos definir una subfuncidn Sd de T, del siguiente
quoz

Para un abisrto A C F sea U} = AN Uz, Vi = £;(05) ¥ pa

h‘# ‘ra cata ™ET (A) sea X, = ivi’AO(’ pizfi P Df-l , entonces defi

s ) 1A E T(R) ¥V L€], Bi€SIV()}

GONDICTON DE RECOGILIINTO: 51 O( € T(U), U=V U3 ¥ X €S,

i ‘_ &m tambien d- = iy Ua € s8(U;), aunque, en general, la condzl-._:
r‘.' ' zca a8 li.-;- -
e X, v pertenezca a S(Ui) no implice que (X pertenezca Sﬁﬁf

.

Li-j't -._ll' . : - b : . ‘z;lfl:-—:-



hﬁiﬂ" ABLES DE VARIZD:DES.- Como aplicacidn de

en nl numera anterior, consideremos una varled.*d_Vde
Lase 0F definida por un atlas gLty - =>(J¢ /\M,)y el
TR 10 ga éb;uetos inductivos T de las funciones continuas en./{_ 3
L o R e R T ,
'f . coupstible con /\ ', ¥ que, evidenterente, cumple la condicidn
S 3 : de I‘bceﬁ;mien‘hos luego permite definir una subfuncidn sobreav

"-.'imes_reales de clase CF formen una subfuncidén S de T

cuyos eleuentos se llamarsan funciones de clase CT definidas S0
bre los abiertos de la variedad av « En otras palabras: una
splicecidn £ : U —-)-j{, UCVse llama de clase C¥ si al expre
sarle en coordenazdes locales resulta una funcidn f£(x¥ ...,x%)
de clase CF., Linélogemente se definen las funciones de més varia
blessin més que comsiderar funciones f : B - X R de clers
e¥,

Sea"/ una variedad diferenciable de dimensidn m y clase
of y.v una variedad diferenciable de dimen®idn n y clase CT,

Considerenos el tino de objetos inductivos T(x) constituido por |

el conjuntc de todes las funciones continuas de un abierto de
W en X (si UCX, 1UX 3 T(I) —= T(U) se define como sigue:
CXE-T(X). e X =X U U-alﬁm el caso que X =V, en ella

eaté definido un pseudogrupo de transformaciones imagen del /\.n
pqr»ei; atlasa V- » ?(R Aﬁ)luego enO‘V el tipo T tiene una
' buhﬁw:tﬁn S8' compatible con el pseudogrupo de transformaciones




GMQ DE PRANSFORMACIONES.— Sea E un

"1@@ de’ tranaformaclones'_ y considere—
g ~
etrea (Es )51 p es.una proyeccién de B

' aue (_E,- [, p, E, F) es una prolongacidn de

umplsm las condiciones siguientes:

=2

U -}-V. Si dos puntos z,z2'€ tie

= pz', entonces es p%z = p%é';
it =P (V), la condicidn anterior periite definir
;)f ! Ef g '9' de medo que para X = pz& U es (pf)x = p(fz),
B Rl o i el
s (), Y-,
4)- Para todo £ €[ existe %6 Lo tal, que

-~

pf.

H
I

8i se -cumple- adends, esta otra condicidms
5)-— ,g gson iguales cuando tienen la misma DPIroyes ceidn,la

nrolorgacidn se llama holoédrica; en caso contrario, la prolon-

- gecidn se llema meriédrica.

Cuendo es holoédrica, p induce una apliczcidn biunivoca
de rem b
NACTON DR UN ATLAS POR SUS C4lBIOS DE COCRDENADAS .- Da

éaa E ¥y F, una condicidn necesaria y suficiente para que

' '3 v{‘i -)-vije l’ sean los cembios de coordenadas de un g,... A




: gﬁ# "?51_3:. C _?ii = V. 3 que resulta de ser

s et M suponer gue £ son caubios que cumplen las condicio-

:‘ *nae ) S 3), se pueds conSurulr un atlas que tiene flj como cam

Em‘-" de coordenadass Pues, si es F {(x,l)lx{i Vi} y en F definimos
"_f_tﬂ;\':_'._ &'ﬁlacion (K,l)"" (Y-; )@ XCV:LJ, yﬁVjig X = flj Y Ade-

ﬁ,ﬂﬁs eon las propiedades 1), 2),3) es facil ver que se trata de uma

R R - . . . . N
.; mlam.én_ de equivalencia. 81 F es el espacio cociente de F por esta

/\
-'u.alan de e¢tivalencia y { P —» F es la aplicacidn candnica,

.-Ij-:atmau__ton Vi “{(x,l)i de F se aplican biyectivamente por ren
o i EO
imﬁ&enes Ui =V (Vi) CF. Ias aplicaciones U; ——> Vy el

(x;,4) == x

locales de I respecto E, £; : U; —» V;, si para 2
= ‘( (x,i) =X (y,3); por tanto x € Vi yeﬂ'ag g



T

z ":l'qc.:ales f{ s Ui --'.b Vis “C‘-.-_

, p, E,[ ) una prolongacién =

(E,l" ) un atlas.
' "._.'én del atlas (1 , al diagrama

1EE
ﬁ A O A : ' ~
.'._. . AL .‘ Te 2 'u f -~
it U
. £,
i o et
. conmutativo y, finalmente,
3)- T Pfij
S PEORMMA:s Si (g,f , b, E,f ) es una prolongacidn holoédrica
.‘ y{g,r) y_a ik, Loy (E M) un atlas, existe — salvo isomor
- ung ;grolangaclona - (E, F) de d‘L ’ ‘




3 Vauos a deflm.r ‘una nrolongacmn holoedrica

: _\_p 2

eaté &afiniﬁa DOr p(xl,...,xn, Jl,...,yn) B oo s T R

,}

mf\ ‘193- mda Bigulente' Si £ s U -—3~VE /\ esta determinada
Dor xg = f (xl,...,x ), entonces 7 3 Uxﬁ _.,)..‘}rx JZT‘E /\;;
| estd aste por ¥ = 2% (1,02, ya_%: % yP

3 AT i
3i V _,__,_.Ql_,,, ( /\ ) es una variedad diferenciable, se

puede prolongar este atlas y teneios:
-~

Ta veriedad T (V) asi definida, se sllama espacio de los_Vvec

: tores tengentes a V.
. i Para ceda x€V, Tx(v) = q‘l(x) es el conjunto de vectores

e tangentes a x. Dada una carta local f£; : U3 —> Vi, da lugar &
Trky o~ - n
o‘tra. carta local fi: U3 —> ViX K y 81 z € T (V), entonces

X
. ’

;fi (z) = (I%:,---,x’%,-, * .,'Q )y en otra certa local, . ° .- .- ‘
'*rgr(a)—(xi,...,f T ,';")
it "_'.". 841 el cawbio viene dado por x__L fij (X:E-]'-..,xq), bl
| bﬁgmm vendrd dado por 1% = fij"‘ (35 enesx3), s *,.Z

LRt a4 40 PR [T, (Y



108 conmdarar J"”x G L(n) -—9—_?{ defmlda-. i

A ) ¥ en este caso, por comodidad de es

/'\n

J

£ 3 U-—=>V.
_ n AL
£ R-—> VXJQ\
«d
(__:::,y.), - (x) .,Ax(f).-v, (x,5) == £(x),5 Agy (FT)

1&3 ou.ales da.n dos prolongaclones del atlds
N s i 2P 2
ﬂ.,,,. e o) S RNy, 3 otra TF (V) -—-,j /\n_

Le pricera es el espacio de los vectores tangentes ¥ la segunda el

espacic de los covectores tangentes.

Los conjuntos T.(V), % (V) de vectores tangentes a V en

un pmto xE€YV tieren una estructura de espacio vectorial (imagen de

1s éstructura de /2 ) v se pueden considerar duales uno del otro.
:< V consideramos 108 productos tensorlales

(& T V)&

it Si para cada 2
(tg: T (V) &l 1T f\r"5 -s{ como la reunidn TP(V) l-/'é.

@&@qT* (V]} teremos el espacio de los tensores de tipo (8) y
andlogamente con los

A% -’axiste una uroyecclén natural TP(V) el Wy

iy jp:rnnne'tos exteriores o smetrlcos.

—'.- lh_
4 una seccidn de /\q”‘(v) se le llama forma diferencial.

iJel misio modo, la prolongaclon holoédrica de f : --;- L
|Ax(f)'w‘b) define los escalares de pegg-"'; (5

r J:

(xf"ﬁ) = (fx’




X (V) <2 ‘P" X (W)
PR

5 : ; vV —I> W
- R Bi*?ma esninye%tiva, no hay manera de deTlulrl{J =T (7)—>-T*( V)

(A abierto de .j\) 2

e o
i? definida por X+ = \Pl(t), 1a funcidn tp Sh —Sw J\/\ [x_ definida

21 \P (t), v o= es tal, que hace conmutativo el diagrama
i Tyt }1,

Az;}“

Ur!:fLiC‘ es \V f\()

luego mediante car

.43
la o A



BN vector, luego £ 2 V —)r‘f{' define una seccion,
En*ﬁ@},‘q;m puede llamarse df. Tenemos, pusg, lo: siguientes
R RaY &)

S
: LR ‘{y Wl'q

R ﬁ.—‘e*‘?; — R
ARSI .- af
i | U r¥(v)

¥ er uns certa local

V() = (Q7(5),..0 0" (8)),
£ () = £CP(E),. . 107(1)),
:é(;i) = (lpl-(t),...,{{)n(t),l;Dl(t),...,Li}n(t)) i con enTl
fibeos s O 2 ety
= {ax \L?(t)\P :

gidn gue es independiente de la carta local y da un apareamiento duasl
P*¥(V), ¥y puede escribirses
alz=d) () = L az(Pt), s> -
~ Sea -Z}x, para X €7V, el conjunto de los gérmenes, en x, de
sa reales difsrenciables: J)x tiene una estructura natural
:.:_ ~—>~f(x) es una aplicacidn “’Z)x -f—a-—ﬂ,-y cada f da un
c ﬁ{(‘v) que 86lo depende del germen f,. Dado 'EéTx( V),

F ! =



e lbz $i a, a' €D, )5 entonces
B(aY) +B(3)Lz (a') y se llama una ﬁ derivaciodn.
anal{tico puede demnostrarse que, reciprocamente,

ﬁndecz estd definida por un vector de T (V),

i lﬁ&teae’ q;t:te gi |/ es de clase ¢¥, los espacios tensoriales

ﬁ&ﬁo’a como var:,edades diferenciables de clase el 1, pues,en

1& elevacidn de /\ se pierde una unidad y las proyecciones natura-

les sj.o‘bmzow son ap_licaoiones de clase cT-1

ety )

RATO0S .~ Sea B un espacio topoldgico (base); F otro

espacio topoldgico (fibra)y G un grupo topoldgico que opera efecti-

vamente sobre P (grupo estructural).

Bn BXF consideremos un pseudogrupo de transformaciones I
cuyas funciones son del tipo f 3 WD == X P , £ (x,7)=

=(x,2(x)y), donde g2 U —> G es continua.
Un espacio fibrado es un atlas E g‘-’a- (B F,T ). Dada una

) '-ea.r'ta local f; : By - U; <P, 1la proyeccidn natural P : BXF —=>- B

<

~ define una proyeccidn Py = ) £, + By =B, ¥ evidentemente

?irl E‘Ij = Pi‘ Eji y luego tenemos unsa proyeccién p : E -»— B.
_‘, Los cambios de coordenadas son de la forma

(xyy) = (x,8;3(x)¥) -

_m'm demogtraciones de los teoremas sobre espacios fibrados
-g*sognvod. "popology of fibre bundles"y las publicaciones del
8 aml OM' tan.



=20~

_im condiciones dé cambio de coordenaﬂaﬂ, el

_ das funciones de transicidén) han de cumplir
ey &gy (x) = 8 (x) gjk(x). (Estas condicio

es y, i el grupo opera efectivamente sobre F, SO gl

-’vﬁd%ﬂ gque los cambios de coordenadas determinan el
o las fonciones de transicién €4 3 --)- G determi
| ﬁ.‘bmﬂa, salvo isomorfisuios.

M
-? 1‘) Iﬂ- fi'hx‘a coincide con el grupo ¥y éste opera por traslaclones por

la izquierda (Espacio ‘fPibrado principal)

2) la fibre coincide con el grupo y &ste opera por auntomorfismos

En los espacios fibrados principales H (B,G,p), el grupo

G opsra por la derecha sobre H comc sigue:
Sea z € H, 8£G; 2 viene representado en una carta lo-

- eal por (x,Y) (con x€ B, Y€ G),
e zg; es fécil ver que el eleme

luego tenemos una aplicacidn HXG

tenemos entonces (x,¥&) como

-rapresentante d nto z ¥ asi definido,

na depende de la carta localj et

': "34.~ Bl ZSPiCIO TANGENTE, COMO ESPACI
Sos 1o tengente T (V) copo_uoe variedad diferenciable definide poT

(Y (’19 ﬁ /\r - prolongac:.on del V _—-p—]{_ /\

iderzrse como un espacio fibrado %

0 FIBRADO,- Hemos definido el

puede cons

'ﬁ ﬂmﬂf‘ y cuyo Erupo estructural es el &rupo gene



ar ﬁi(z) es de la forma (f 174 ¥sa Pongamos {0 (z)=(x,55)
Iﬂs funciones (,P determinan un atlas de T(V) respecto

) ;, auyos cambios de carta local vamos a calcular, Si z & E Ej g
maﬁeea tenemos x = P 2€E€ U fi(z) = (fix, ¥i), fj(z) = (£3%,¥5
¥ los cambios de carta son fix = fid(fix), Vi = Afiax)(fij). ¥, 3
luego el cambio ‘Pi(z) = (x,yi) 3 (?j(z) = (x,yj) viene dado por
P xyy) = (x,8;5(x) 55) con g 4(x) = be (x)(£1;) € CT(n).

De una menera andloga puede deflnlrse una estructura de
gspacio fibrado de base V en el espacio de los tensores de tipo (z ) .
15.~ ESPACICOS FIBRADOS ASOCIADOS.- Dado un espacio fibrado principal
H = (B,G,p), para cada fibra F sobre la que opere G existe un espacio
fibredo E = (B,7,G,q,H) qué tiene las mismas funciones de transicidn

que E 4, A todoB estos espacios se les llawua egSpacios asociados al H.

Un espacio asociado E puede definirse también como sigue:
‘Qz HX F definimos la relacidn de equivalencia (h,y) v~ (}1g,g'1y)
 con g € G y llamamos E al cociente de H>< F respecto de esta eguiva-

81 es (h,y) ~(H,y), serd h = hg y por tanto h estd en

"' " fibra que h; encontes ph = ph , luego p permite definir una
;q_. : E —> B. Cada carta local £y ¢ Hy —> U:i.x G de H de-
plicacién £/ : Hy X F — U; X GX F por £4 (h,y)=(£(n) ¥



luego '1’31 (x,8:7) = (x,85:(x)gy¥) =

= (x,857) .

'fuyablﬁambldﬁ,ﬂe @arta local vienen dados por las funciones transicidn

mﬂg.ﬁnbg@ﬂ&n&o per traplaciones a la izquierda sobre G.

Qb%ﬁ;;i"“133ﬁ0 FIBRADO T11AGEN HECIPROCA.- Si Ey E' son dos espacios

fibraﬁaa sobre B y B' con la misma fibra y el mismo grupo estructu-

ral, entonces el diagraia

RS B SIS L
A ' pl J,p'

:g y T son aplicaciones continuas, B .}j
0.« B> U, XF, ! : By ~>- Uy X T son dos ear
'-deEyE Ulm— Uin f‘1(UQ(), Eo‘_ p-1 (W00




- :éﬁ‘ zm %pacm fibrado, existe un esPé.cio fibrado

ML T, 8

fa{ salvo isomorfismos) tal,que el diagrama

4T L i b
‘l—-l; o 17 AI.L. A TN




;;é £+t< t1, tam-—-
’kﬁé}: es é» (m) = é(z,t ).
M 't:eorema de eleva.c:.on de homotoplas.— Dado el diagrama commu-

tetivo
E T

e
1

v una homotopfe BXI —U>-B' de g, si B es localuente compacto ¥
pm:‘acompac‘ho, existe una homotopia BXI —ifde f tal,que el diagrgms

g G\Ag '

) = G (x,to), con

B p'

"'Mta‘kivo y ademés se cumple gue si G(x,t

5 t’l’ tanbién es F (x,t) = F (x,t, Y
Eﬁ'&os teorenas son de gran importancia en el es‘i:udio d&

=) !ibmdos e incluso muchas propiedades de los 1




.ﬁf???re@- Un espacio fibrado de Séfbif'j
el ';éiﬁn continua E —E33B sobre un espa-

el segundo Teorema de elevacidm de homotopias

‘espacio fibrado de Hurewicz.— Un espacio fibrado de

‘es un espacio E con una proyeccidn continua p : E —>B

&

_mﬁkﬁﬁgméémfﬂi q&é verifigue el segundo Teorema de elevacidn
.Jf}'Qtyaia§ para cualouier espacio.

; ' ESﬁé-clarohque todo espacio de Hurewicz es- un espacio de
;3§r¢e.y todo espacio fibrado con fibre y grupo estructural es un es
~ peacio de Serre.

Ta generalizacidn mds amplia es la de Serre; pues, muchos
espacios importantes son espacios fibrados de Serre sin ser espacios
Fibrados con fibra y gripo estructural y la condicidn de Hurewicz es
demzsiado restrictiva. Generalmente basta poder elevar las homoto-
pias de poliedros.

18.- GRUPOS DE HOMOTOPIA.- Sea I el cubo de n dimensiones, I® su
781 15 reunidn de las restantes caras.

frontera, 12~1 la ceara x* =0y

Sean B C. A espacios topoldgicos y x € B. En el conjunto

de clases de homotopia de aplicaciones
! ,.In -3 A7 X,

grupo; éste se llama el n —esimo

';iywﬁa-definirse una estructura de

n ‘:H

' wo de homotopia de (Alx) y se representa por Tlrgﬂlx).
Andlozamente, en el conjunto de clases de homotopia de

4 a" P o
oneas

.f:In, in J'n"l—-)-A1B.lx



_-f_@ﬂpacn.o flbrado de Serre, X€B e JYE p 1(Jc) =

i ,'_'"f'-'_-_":ﬁ__'luﬂién is P e &1 induce un homomorfismo
g(x.y)—aT (&, 7).

A Ia inclusidn j : E, Y,y —>E,F, y induce un homomorfis-
- mo .:I.*siln (B y) -)-ﬂ.n (E,Fx,.y).

N
S
i Ia restriccidn de las aplicacionss f : I, 1 g —
—>-E, F ., ¥ a In-"', induce el homomorfismo

a*SJtn(Es Fx’ y) "—'")') ln—1(Fx’5’)

y la sucesidn \‘ %
—}-[ a(Fyo¥) —-—9;(,1(4:. y) )t (B Fx,y) tn (B 7)) —3>

es exicta.

Hasta aqui no es necesaria la estructura fibrada de E.
Consideremos zhora la p-royeccién
p: B, Fpy ¥ —2>-B, ¥, T3
eésta induce un homomoriismo

“ (E,Fx,¥) -—-%-Il (B,x)

y el teorema .de elevac:l.on de las homotopias permite demostrar que Py

e un iBO;.ﬂ.OI’.L.leO, obtc.nlendose la suces:Lon exacta

J—Jln(r,.y)——-arlt (2,7) —25J\ 5(B,%) e g s (F¥) ==
ge -
1 ameda sucesidn exdcta de homotopfadel espacio fibrado.

RADO DE SERRE.- Sea x un punto de un

UN ESPACIO FIB
aminos de origen x (o sea

x) definamos la topo-

: @4. In el conjunto E(B,x) de los ¢
' continuas z ¢ I -> B con z (0) =



.-I___"I[ S ) R I
”.{. oy --:f.‘,. Batx ) P : P
Fh":..r gl ; Slast v )L R : i
Ul e Y SRS R0 2 | N g
i st I"""'B es una homotopia de f, existe una homotopia de ¥
g E(B)

R lp
N ‘
¥ en easte espacio, la fibra sobre x es el conjunto p it (x) =0 (B,x)

de loz camiznos cerrados o lazos de origen Xe.

Teorema.— Bl espacio E(B,x) es un espacio contractil. Es
" ﬂec‘ir, existe una aplicacidn E K I _(i:'_,_ E tal,que 1; s D) =

? (ﬁ,l) Zq ete.
BEn efectos d) (z,t) es el camino definido por la funcidn

ﬁ((l—t)'c) I -—> B.

Siendo, pues, J:. (B,x) un espacio contrdctil, sus grupos de ho

syia son nuloe ¥ si y&E (1 (B,x) es el lazo constante, la suces

P _"_'""lm de homotop:f.a.

N " 2 el
—= ol SIS L Ry ) . I i i x ’ \ y Lo VA :
e e A e P SRy 4
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@‘t‘oyia, SaTyo 1 W ~Gaino que es}

r il e

"'l‘" i :, . ﬂ (k( T{ ))mﬂ 1( .fl(k(:n,h)),

Lwa
ancir

llo“
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¥
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22.- DSPACIOS FIBRADCS DE GRUPOS.- Dado un espacio fibrado princi-
pal H = (B,G,p), hemos visto que el grupo estructural G opera por la

derecha sobre H. Este hecho puede expresarse de otra manera mas apts
pare las tene-mlizacionen; diciendo que el espacio fibrado <Trivial

BX G —>B opera por la derecha en H, entendiendo que la fibra xXG
opera sobre la fibra H_ = mh(x) .

Cada fibra de H es homeomorfa al grupo estructural G, pero
este homeomorfismos depende de la carta local, y los cambios de carta
no respedan la estructura de grupo; por tanto,no existe ninguna estruc
tura de grupo candnica sobre las fibras ds H.

Ahora vamos a construir un espacio fibrado E —33= B on el

| cada fibra posee una estructura de grupo isomorfo al G (no cand-

'_""e.m_en'te) y opera por la izquierda sobre la correspondiente fibra de .‘f_"-:-,--'

omorfismo candnico de G en el grupo de sus automorfismos ir

dluente se prueba que 1? (31;](")) son funciones de trar



: ‘ﬁaae B, fibra G y grupo 95'7&.’:-

> an- ='Ej -3 UjXG son dos car.
\.}Ji v \‘J definen la misma estructura de
x-, pues si z,2' € E,, entonces L'FJ.(z) = (x; ¥1)»
= (=, Y1), Yi(2) = (x, ¥p)» Wylz") = (x, X) con
:-',a 1 ﬁf&'ﬂﬂ‘(; 3ji(x) Ti = gia(x'.) X gal(x), luego
2 “ _.::::‘g_ = %a“’y X gji(x) y se puede definir el producto
; 22 =W (Y, Yi)
E opera por la izquierda sobre H,pu.es si z € Ey, h &€ Hx,
- tomendo cartes locales W, : B, —-U; X6, (0, s Hy —— U3XG,
q* 5_(2-) = (x,Yi) (Pi(h) = (x,8;), ¥ el elemento de H > zH =
skP i (x, 5 gi) es independiente de la carta local elegilda.
De 1= misma manera que retorciendo B X G se ha obtenido
H,y ©X§& opera por la derecha sobre H, retorciendo E obtendremos un
H! -1'-)-28 que no es un espacio fibrado de grupo estructural G, pero
scbre cuyes fibras p"‘"(x) operan las fibras de E por la derecha.

Pars h:=cer eso, sean \Jij : Ui;j —>- B una familia de sec~—

ciones locales sobre los abiertos Uij de U que cumplans

Ll 1) N0 = ¥ @7
T 20)- S1x € Uiy s Yyp(x) = Vg () L AEY

(Gonc‘.._clones que tienen sentido, porque en las fibras de E estd defi-

] pj,aa une es‘truc‘bura. de grupo). En el conjunto M = 1(5 1)\ z€B; =
_'."'1 (TJi) ) gse define la relacidn ( 1,1)‘/‘(53,3) <=>aqzg =4 z.d-.xa,
r las condiciones gue cumplen las secciones :_,‘-‘_

cia. Sea H' el cociente de M por

e "ﬁ}_ij(x)zj que, po
4 €8 una relacidn de equivalen
elacién de equivalencia y C 3 M —= H' la aplicacidn cax



(‘Pi G(Zri:i) = Lf) i(zi)
f@ﬁ": qﬁi qzj = xe U, ij0 2; =
SRk, Sl g'i)

B syl = (x4 &; )

'i’ic‘(lj(x)) = (x,X ia), Pi(z5) = (x,85)

.'“ “.?’

n-_ wmﬂ ‘Pi(zi) = (x, V3 3(::)53) = (x,YiJ(x)g (x) ey ng*)l es de-
'iair, que las funciones de tremsicidén de H' son gla(x) —Y (x) P(gij(

m,ago H' —29-3 puede considerarse como un espacio fibrado de fibra G
¥ grupo estructural el producto crmzado GG .y operando G por au-—
tomorfismos internos sobre G, es decir:

Y- ""(5)) (¥ f(s')) = x(”(g) ) () (gg'), Comprobandose sin
ﬁifioultad que con este producto las gij son funciones de transiciocn.
£l mismo proceso que ha servido para obtener E, a partir

’
de H, sirve para obtener un E'—qn—)-»B espacio fibrado cuyas fibras

son grupos isomorfos al G y que opera por la izquierda sobre H'.

\ : Para ello, se define en M la equivalencia (z4,1) ™ (zj,j)

g _. i=~ q(zi) = q(zj) b By = \‘ij(x)zj \(ji(x) e Y sea E! el
dente de M por ésta equivalencia y c¢' : M —3» E' la aplicacion

Se define la proyeccidén q' ¢ E'—> B por atc'(z,i) = ‘
sntenente es independiente del, representante eleg&dm |
"’Wo representarse por un sistena de m’fbaa fn.a '
- T _"xG mmim por \Y,_ e (nv;ﬁr) nll "9 zi).



: (5:‘) = (I,&j)

o 45 () ﬁ-(x)) 1028 T i (x(“f 2N, We=eed),
=K
ﬁj.)' = Tij(x)gi Y 31(1) “X (x)gij(x) ' g:j gji(X)in(x)s

_ ‘l&ﬁ funciones de transicidn son

R T 1 e (%) -Y X 5(x) g 35(x)),

%M E' es un asPac:Lo fibrado de grupo estructural I(G).

En las fibras de E' puede definirse una estructura de grupo

~ por e¥(2.,1) . ©'(25,1) = c"(zi‘E’i,i), que es independiente de los re-

?&t presentantes elegidos; pues, si c'(zj,a) = c'(zi,i) v c'('z',._.,j) =

e I \I

& c! (zi,i), tenemos z; -‘ﬂlia(x)z V ..(x), z; = \5 (zc) z (x)
-y., po_-jt’ tanto, 24 zi_ = Yla(x) 25 Z . \(Jl(x)

E' opera por la izquierda sobre H' como sigue:

' : . b il
'(K 5 3 C("zi:i) = G(‘a’iz- 9i), (Q(“" )= -(Z- ) = x), operacion
\ ~ que es mdspendlen'be del representante elegido; pues, si (\5 sd) .=

'(}1!1% 0(53;.‘]) = 0(21,1), se tiene: \6 1{13 :} .{,‘jl(x)’
ﬂ’ij(x)z s luego Kiz = i:j\(a z:, s decir, c(b;z:,i) =

N
r,-f- = -c(\ﬁ z59d) - ;
el El espacio fibrado E se obtiene a partir de un pspacio fi- A

B ; 5 ’ Ty
. brado Drincip&lmen‘fe' H v opera a la izguierda sobre e€l; en cambio, el '

cio H' sobre el que opers E' por la igquierda,no es principal. :
m 5 a ver msnn sJ. eapacie BE' puade obfenerso: de la misma ma- '.'




YT

. | _.32...

| H' @ E pueden representarse por un sistema de cartas locales .
1 : 1 l El@ Hi el i G, definidas por c‘,l(h @ h;) = (x,gigi) si
‘Pi(hi) (x,gl) 9. (hi) = (x,gl). Bsta aplicaciodn
definida, puesto que ﬁ_; i.(h:_-La@J s 1hi) (x,g,jfgi), ya qu
\?.'1(8) = (x’\{i)’ ensonces L?i(hj':s) = (x,g{‘ﬁi) y ‘a{x‘i(hi) il
= (xX 3! 8;).
Si ‘&’j : H; o} Hj e Uj)((} es otra carta local ,tenemoss:
E (a®h) = (x,efe) o1 Qi) =(x,g), P;n) = (18,
2 (@n) = (x,ga ) s 0iEY) ~(x,87), W y(0)
y si & 5(x)e;s, ‘( 5(x) g5 5(x)ef 8y3(x), luggo gies =

(x)e; 4(x) &: gj, es declr, que las funciones de treasicidn son

esta bien

J’!G

i

)

831

(xsrg:])

1:l
gn.;l(x) = \Jiafx) gla(x) y operan’ sobre la fibra G por traslaciones

s la izguierda, por lo gue H'@ H es un espacio fibrado principal.

71 espacio fibrado que se obtiene haciendo operar las funcio-
mes ¢= transicibn de H @ H', sobre G por autoaorfismos internos, es
el ezczcio E' antes considerado, el cual opera sobre H'@ H por la iz .
q*;z.ierﬂa. ‘ . |
*-.' i Reesupiendo, e, tiene la siguiente situacidén: Las secciones

(x) del espacio trivial B>XG definen un espacio pr:'.ncipa'.l Hiiy
acio f:l.bmdo de gru

"

: pp:; mrmmorfmmoa internos sobre G un espe
oD Ve I-I y BXG opera par J.as d‘eremq




sdare H' la ait-uaciéﬁ'

u,a 1a 1], H, BXG, luego secczl.ones

):{ ngij(x) un espacio nrmcr)al 2 H'® H

'I'ﬂmarfa:amoa internos un espacio flbmdo de grupos

ob't»enlendGSe una sucesidn de espacios fibrados

FEOT o T E' He 11 B B><GE
0N TR~ B B BB e B

'.'*" AL ¢ Tos éép&c-io-a fihrados E(&-‘)—-}B son espacios fibrados cuyes
0s al grupo estructural G y operan po
H(iﬂ)—-)- B. Los es

,fa,bm son grupoa isomorf r la

:qu,uaerda sob:r:e H(i)—-}-B y por la derscha sobre

pacics H(1)-+ By iZ_:‘-l tienen el grupo estructu
“'M) = (--) H(i) —-5= B son espacios

ral distinto de Gy

'.-pﬂl los productos tensiorales H.

fibrzdos primcipales del grupo G. Las
H(i‘”) @ g(i) gl —- B dan (operando por automorfismos internos sobre

funciones de transici Sn de

Bk @) el '-aspam.o fibrado




un tipo de ob-
sea Zx el 11-

entornos de X.

ﬁ decir, -6:3- es UT(U), méaulo la relacidn: € € T(U), ﬁ{ (V)

'B'-.an 2 equivalen‘bes sf, y sdlo si, existe WCUNV tal, que

' W“* iva Sean - ™U) —> () las aplicaciones canéni

cas; B'id'ET(U), X g i (L se llama germen de OC en X. Sea
z xudzx y la apllcaclon pe ZT ——> X definido pors si € z ’
PUJ- X. Pinalmente, en“() se define una topologia por la base

& (&, v) (R, | xev}.

Definicidn: A1l espacio Z; asi defirido, con la topolo-
g:f.a anteriormente dicha, se le llama una gevilla sobre la base X.
‘De la definicidn de la topologia d‘e?; se deduce sin di-
ficultad que para todo b.)€IZcon proyeccidn en x € X existe un en-

orno V deCotal, que p(V) es abierto en X y p!V es un homeomor-

fismo entre Vy pV.
Definicidn: Se llama aeccion local g_q_‘gge un ab:Lerto '-",.,‘,

‘ﬁ e;x, & una funcidn con‘l:inua

il var que si dos aecciones loca.les 8

= L e T s




1)

4 St
,_ q‘ﬁ v&-’z es una secc:.én locel, s(x) g ('x’

Biey 1 e o
lneal que coincide con s en Xy luego coincide con ella

. ;'ﬂg mepmentan‘be de s(x);

: } -Beaqui que una condicidén n y s. para que (37) sea "sobre"
-:-'." k@ gue para todo recubrimiento { Wj} de Uy O(ié T(wi) tales, que
&ﬁ,ﬁd qai ('X :l.,w1 Wj j9 exista una X € T(U) tal, que

oy =0l W, .
‘ Para que {32) sea biyectiva es n. y s. que el elemento
X € 7(U) anteriomuente dicho sea Unico.

Siendo biyectiva esa aplicacidn, se pueden identificar
los eleientos de 'Z (U) con los de r Z (U), ez decir, con las sec=
ciones locales sobre U.

Definicidn: Un tipo de objetos inductivos se llama local ]*
ai es biyectival{®<), _ :
Los elementos de T(U) pueden ser grupos,anillos, etc. e g

igy homomorfismos, obtenieéndose entonces vna gavilla de £rupos, da e




,.-g gia H Uia -—-)-5 .
Lo o " Una cocadena se llama altemada si cumple gln(X) &4 (%)

:' "[{lﬂ; .T,‘.-”r e ) i
- % pere. mao x€Uyy. '

’Una cocadena alternada se llama un cociclo si ademds cum—

_1 LT

ple 813(3:) . s:jk(x) &3 (%) = ey para todo x&Tj ji.
| En el conjunto de las eocadenas de dimensidn 1 ectd defi-
nida., de una manera matural, una operacidn de grupo; este grupo lo
designaremos por 01'(13',5 )
Fn la dimensidn 1 el conjunto de las cocadenas alternadas
9;('319) no es un subgrupo y el conjunto de los l-cociclos Z;(U,Q)
t&mﬁooo, 10 cual es una dificultad para defiuir los grupos de coino=
mlogia de dimensidn 1.
Sin embargo, el grupo C (0, 5) opera por la izquierda so-
bre el conjunto ZQ(U,S)., como sigue: § < < ¢%u,5), geZ&'LGU,.,), a
Y& =g €2:(0,9) donde g' = (g];) vieme dado por &f;(x) =
v“i(z)gid(x) \‘ (x)” o y evidentemente g' es en l-cociclo. Esta
operaei&l cumple \‘(“ g) = (Iiig y g =& o1 % esls uni-

 dad de '0°%(u, D).
A:L con;lmto de las clases de intransitividad de 31("'




brado pﬁ.ncipal de grupo estructural G viene determinado por sus

','jrjl,:f@cims de transicidn g5 UiJ—-}-G que sumplen gla(x) = &; (x)‘
'antx) &3(%) g3 (x) = identidad € C.

Siempre se puede considerar que los espacios fibrados es—

tén definidos mediante un mismo rechbrimiento de B; entonces, una

‘condicidn necesaria vy auficien'be pata que sean aqulvalentes es que

existan :Eunoionea “ 3.8 U —5- G tal, que éal(x) ~J (x)g (x)’( (x)~1

Ahora bien, si S es la gavilla de los surtidorss lOCd.-leB

"iet" de funciones U —> G, donde U es un abierto de E, existe una

correspondencia bimnivoca entre las funciones U . = G y las sec~—

ciones locales Usy —> J ,teniendose el s.iguien‘te

Teoreme A cadas clase de eguivalencia de espscios fibra-

o astruc‘bural G_corresponde un gle— -




fiatie Y 4 LOS INVARIANTES INTEGRALES
[t e e el e e e

§ 1.- LA FILTRACION ASOCIADA A UN SISTEA DIFPERENCIAL EXTERIOR

l. Consideremos una variadad'v de N dimensiones, que la su-
pondremos 6 indefinidasente diferencieble ¢ analitica real; segin
los casos, 1ds datos intrbducidos en lo que sigue serdn, respecti-
vanente, indefinidauente diferenciales tabreviadamente: diferencia

bles) o bien anaeliticos reales (abreviadawente: analiticos).

Sea Kn(ﬂV) el conjunto de las aplicaciones diferenciables

(analfticas) v de rango iguel a n en todo punto de un entorno A

del cubo unidad I™ del espacio numérico R en la veriedad V .(I in

dica el intervalo cerrado [O,l-] de la recta numérica R). Dos apli-
caciones v, v' pertenecientes a Kn se dird que son de la misma cla
€s, 8i coinciden en un entorno de I®; toda clase de aplicaciones

eguivalentes serd llamada cubo regular diferenciable (analitico)

de n dimensiones de YV (abreviadamente: n—cubo (regular)). Los

elementos del gru;g;o libre generado por estos cubos se llamarédn ca-

denzs regulares diferenciables (analfticas), de n dimensiones, de

“Y (abreviadamente: n-caedenas (regulares)); este grupo 1ibre se dg
ad.mrﬁ 1"’3’ G ('V) y el grupo graduade suma directa =. N}g

ares de V, se dﬁalgnm'é ;par

\




‘blea que se fzja_n son las p primeras, la seccidn se

al y Bi son las p dltimas, horizontal. La seccidn obte

-'_*Il.iﬂ-B I'Bemplazando la i - ésime variable por & (llamada i - ésima

£ —cara.) se indica por )c Bilds .2 uaeans £ =0,1); Introduet
remos la aplicecién lineal (operacién borde) € : C,(v) =3 C,_4(v),
que operard & la derecha y definida por

2d =27 (DHA] 0 Xy v

Este operador de grado -1 es de cuadrado nulo y convierte
el grupo graduado C(°Y) en un complejo de cadenas que llamaremos
comple o regular (diferenciable o analitico) de la varie-:ladb\,/ .

Su grupo de homologia ;00" ) =‘En Hn(o'\/) serd el grupo de homologisa
regular (diferenciable o a.nalitico! de la variedad .'\/

Sea0l un par de puntos (ai), (bi) (1€i€n) de I tales,
que a;< b;; se designard por xo( la aplicacidn de R* sobre si mis-
me. definida por

“(a(tp- corty) = (Bq 4 (By=8y) 6,0 0008 + (by-ay)t,) ;
y que transforma el cubo I en el producto de los n intervalos ce
rrados (ai, bi] . Sea u un n-cubo de.y , Vv una aplicacidén de la
clase u definida en el entorno A de I®. La aplicacidn compuesta
Vg =V Ya estd definida en el entormo A“=X'1(A) de I™; le hace |
corresponder un n-cubo ua{ de.v que no depende mas gue de u y del
pm- d'; .‘tm cubo u ‘asi obtenido se llama m__'_tg_ de u._




C40-

;E-m&fﬁaas) del abierto Us; (32) siU;, =T, 1 U;n0es -
va _10. mate un recubrimiento de Uj j§ POT abiertos W en cada uno
' da los cuales los ideales ’U, g ¥ u engendran el mismo ideal:
U i;lWC G(W). Corrientemente, los 1de&lescu seran homogeéneos ¥y
diferenciales (es decir que W€ U implica dw'é':U. ;). Se dird’
que dos sistemas (Ui,c'ui i I° (Vj,:B j)je ; Son egquivalentes, si
toda interseccidn no vacia Uin v 3 admite un recu’irimiento con
abiertos W en cada uno de los cuales los ideales ui v B j geng
ran un mismo ideal de G(W). |

Sea (W una forma diferencial (homogenea o no) sobre un
abierto UC‘Vy u un n-cubo deov. Se dice quel.) se anula sobre
u, 0 que u es un cubo integral de{,\); si en la clase u toda aplica-
cidn veE %(CV): ¥:'3 A -)-W satisface la siguiente condicidn:
si V es la imagen reciﬁroca. Vv (U)C 4y vy la restriceidn de
v a Vy la forma u:.} Vys imagen reciproca de (& en V, se anula en to
do punto de Inn V. Cuando todo forma we'ui de un sistema
'14'-= (Ui:ui)ie-]: se anula sobre u, se dice queoli se anula sobre
u 0 que u es un cubo integral dei“sistemael.,( . Una cadena obteni-
da por combinacidn lineal de cubos integrales, se llama cadena in-
tegral, E1l conjunto de cadenas integrales de un ais'temam consti- _'
y tuye un ouo homogéneo R%F C(CV) vy dos sistemas eguivalentes
 tienen el mismo grupo de aa&enaa in'l:egrales' de la proposicidn ;L',.‘_._:.




S r‘?am verlo, basta volver a las definiciones y observar
qne 81 ef as una aplicac:l.on compuesta y(,Juna forma diferencial,
se tianaw(gf%) ='(tig)f (por lo que tug = 0 implica L (gf) = O).

|  Esta prop;iedhd elemental desempefiard, en lo gue sigue, un
papel esencial, Estableceremos, tembién, la siguiente

DEFINICION 1.- Se dice que un subgrupo RCC(%y/) estd sa-

turado si satisface las siguientes condiciones:(12) R admite una

base formada de cubos; (22) toda seccidn y todo fragmento de un cu-
bo u€ R pertenecer a R. _

El subgrupo R.u de las cadenas integrales de un sistema
diferencial UL estd saturado.

Todo grupo saturado R es necesariamente homogéneo y esta-
ble para el operador ;) ; Se puede, pues,hablar de su grupo de homo-
logia H(R). Estos grupos constituyen una parte del conjunto de los
subcomplejos de C(V).

A todo subgrupo QCC(W) gse le puede asociar el grupo sa
turado R(Q) generado por las secciones y los fragmentos de los cu-—

bos gque componen las cadenas de Q; es el menor grupo saturado que =~

contiene Q.

j. A todo grupo RC C(‘V) se le puede asociar unz bigreduve--
m dge ¢(°Y ) como sigue. Un cubo UE C ( °V ) se llamard biho-
géneo de m (p,q) si cada una de aua secoiones verticales d@u




-4 2~

‘ A esta bigraduacién corresponde una filtracidn de C(e\/)
inida como sigues- '
 Para P> 0, o0 se pone
y Hasd LS GREIIN G | ;
__ Bed T ptiawt Yt Opinag
para p< 0 Se conviene en que sea AP% — ¢ Yy para pz} Oy g€ 0 en gue

P#+q,0 . ) .
AP1Q - ;P*9y s Se introduce seguidamente

. : , q :
Se tienen las propiedades

APsQ AP"" s-‘l"1’ A_Ps‘lbc APsQ:"-1" APC_£P*1, Apbf_ﬁ-p, i’p'lAP 3 C('-“‘h/ ),
Q AP = 0, que demuestra que las A’.P definen una filtracidn crecien-—
te—en _el sentido de J,P. Serre [9] -del complejo C(‘\/ ) la propie-—
dad (1) expresa que esta filtracidn es compatible con la graduacidn
natural de C(V). Una cadeng ¢ se llama de filtracidn f(c) = p si
pertenece a AP sin pertenecer a Ap"’1; en particular, una cadena
bihomogénea de bigrado (p,q) es de filtracidn p. Se tiene f(e)2 0
para c7 0, £(0) = -~ @, para ¢ homogéneo de grado (total) n,

£(c)En. ; ;
PROPOSICION 2. El subgrupo AP (p> 0) es el subgrupo ge-

nerador por los cubos de dimensidn n>p del gue cada seccidn de
n-p dimensiones pertenece & R. En particular A° = R, Cada subgru- |
_estd satur gmento de un cubo pertemeciente a um

‘de 1a definicidn de AP y del caracter satu- L




m;i.o &0 coamonadas loealea X]aeeesXys yi,...ym ¥y By el dominio

de coordenadas locales tales que la proyeccidn se expresa por
(11....,;n, y1,...Yﬁ) —— (11,...,;n). En Vi consideremos el ideal
’U.,.C G(V;) generado por las formas de Pifaff dX4y.000%,; la fami-
lia (Vi:U-)i g 1 ©8 un sistema diferencial sobre “\/. la filtra-
cidn C('V) corrpspondiente al grupo de cadenas integrales de este
sistema se remite a2l considerado por J.P. Serre [9] (con la dife-
rencia de que este autor utiliza el complejo <:singular>’ mayor
que el complejo <regular>> . Utilizamos, ademés, variedades fibra
das en el sentido cldsico, que es una nocidn menos general que la
de espacio fibrado en el sentido de Serre). Se tiene una filtracidn
andloge si la variedadev es foliade en hojas de m dimensiones;

se elige entonces un recubrimiento (vy), tal, que las hojas esten

iel
definidas localmente por Xq = Cteyevey & = cte.
Recordemos que en la teoria cldsica de la sucesién espec-

tral se definen los grupos

-I
cg,q = grupo de las cadenas de AP*2 opyo borde esta en AP 3
:B?","1 = grupo de las cadenas de AP’% bordeando cadenas de AREDS

Bf. cpo-r,q -1+ ‘>




.E es un grupo b:.graduado en el cual se mtroduce une dlferencu.al

bihomogenea a de blgrado (=r, r-1), es decir que
! g =
AN 14 &g
'r ; Ef' g Ei r,q+r—-1
definida por paso al cociente por medio de E.‘!:Cf,’q e :
. T
por consiguiente es de cuadrado nulo y se sabe que lz homologia de

>

b

B, para esta diferencial es candnicamente isomorfa a ot
El cdlculo del término E, demuestra que es canonicdmente isg
morfa a C(NV) provista de una bigraduscidn antes definida.
Se tiene, en efecto, -
cPsd _ aP»d _ ,PsQq 9Q p—T,q+1
2 cPr% = A T e R
de donde
Eplq = AP?Q./AP"1,Q_+1 ‘::_ C L
(o} PsyqQ
Todas estas propiedades dan lugar al

TEOREMA I.- A todo subgrupo saturado R del complejo regu-—
& !
lar C( V) (en particular al grupo de las cadenas integrales del sis-

tema diferencial exterior) corresponde una filtracidn creciente de

este complejo; esta filtracidn es positiva inferior al grado y com-
x T
- b 4 3
patible con la 9struc1:m_:-a graduada de C( V).-. El primer término B

r P r - ’
e 1a slcesidn espectral es cendnicemente isomorfo & C(q:) dotado

E igraduacién definida por Gp e El grupgo termi et _BB_ta-

0 bigraduado asociado al grupo mduade




=7

in desarrolladas en otro trabajo.
f&i &lmo aa“htma.do RCC( V) se le va ahora a hacer correspon
£y der para todo’ abierto UC \./ una filtracidn del dlgebra G(U) de las

formas diferenciales exteriores (diferenciables o analiticas) sobre

U; A este respecto, el subespacio vectorial de G(U) de las formas
de grado p + q que se anulan sobre las cadenas de AP~ 179%1 | o ge
signard por A.g e ; Se pondrd también

Aﬁpp =Z_c1 A{;P’q
lo que da lugar a las propiedades
A.;’;P’qc Awép—hqﬂ . Mﬁv Pyq — AU p,qﬂ, A‘U CA“ p-1
(desigualdad en la que el sentido, opuesto del encontrado en el n2 3

para las A, expresa el caracter decreciente de la presente filtra-

cidn).
X P 2P 1z D ff\lh#p_
dag P A, AU =6(U), ilgP=o
PROPOSICION 3.- El sub-espacio vectorial Ay PCG(U) es

el conjunto de las formas de G(U) gque se anulan sobre las cadenas
de AP, ’
Sea, en efecto.{~una forma diferencial de grudo p #* o
de fg 3 (por tanto WEAU Ps3) v u un cubo de AP™ L k. Si p#q> pek-1,
() se anula sobre u. Si p #+ ¢ < p + k-1, (J se anula S0bI® se anile
sobre toda (p#q)-seccidn de ﬁ; lo que tiene lugar, ya que en virtud
del carascter saturado de AP~1, estas secciones pertenecen AP-1ha+1,
Rec. Wnte, ung forma {.J de grado p+q nula sobre AP™ 1, se anula
P- 5:4?' 1, por lo que’ AU 'qCAU
Y te ml_mmmria la propiedad siguiente,debida

2
"
by
g
i

) %‘bﬁs relaciones generalizan resultados de J.P. ég_



G
;*';Lﬁ o f’_ ({u) Py LV se anula sobre AP2P = ¢( V), de donde i=0) ¥

3em:pa:b1ble con la graduacion (es decir, que se verifice la relacidn
(2)).

Cuando R es el grupo de cadenas integrales de un sistema
diferencial exterior (Ui’c‘u‘i)ie_lf sea °uU el conjurto de las for-
mas de W &€ G(U) que satisfacen la siguiente condicidn: para todo
punto X< U existe un entornmo abierto W de x contenido en la inter-
seccidn de U con U; y tal que la restriccion de (. a W pertenece
al ideal generado porbli.i en W. Toda forma de Pu. es de filtracidn
a2l menos igual a uno; dicho de otro modo,tl'-U 2 A['; 1, si esta in-

clusidn es realmente una igualdad, el sistema considerado se llama

completo en U (ver E. Cattan, (2} p.28).

Se definen los espacios Cé‘rp’q 1 ”';p’q analogos a los
grupos Op i ’ Bp’q' s 2 Saber: G?P’ = espacio de las foimas de
p-E-I' - P3G p—I‘,q_-l'I'-l

A’U P29 cpyas d:z.ferenc:l.alea estdn en A BU dCU

*Prd _ ¥ DPsyd %P4 *D,q ﬂp_g c Psa P'i; Psq
Cy e e R Up ' BU

y los cocientea

'gp-t-‘l,q—l [ %P %*PsqQ

=Z‘1 EUr i

,;;i

Ve SRR
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R aambs en. resumen el ‘teorema:
~ TEOREMA IT.- A todo grupo saturado RCC(CV) (en particular

ales de un sistema diferenciazl exterior

¥_& todo abierto UC 4 corresponde una filtracidn decrsciente del

élgebra G(U) de las 3 formas diferenciales exteriores de U. Zsta filtra-

cidn es positiva, inferior al gredo y compatible con las estructures

graduadasy multiplicativa de G(U). El término E—}'o: de la sucesidn

espectral es isomorfo al dlgebra bigraduada asociada al dlgebra gra-

duada de homologia H(G(U)) convenientemente filtrada.

Ejemplo. Consideremos nuevamente el ejemplo ya tratado de
“V fibrado o foliado. Una forma de U es de filtracidn p a condicidn,
necesaria y suficiente,de que su expresidn local en todo U N V; sea
de grado al menos igual a p en las diferenciales dxqy eesey dX,; en

particular, las formas llamadas gsemi-bdsicas (31 (n2 3, pag. 20)

sca aguellas cuya filtracidn es méxima, es decir igual al grado. Es-
+s filtracidn se enlaza directamente a las consideradas por J.leray
[6]3' J.L Koszul l5] ; nos encontramod, por otra parte, en presencia
de una bigraduacidn candnica de G(U) y de un isomorfismo candnico en
+tre este dlgebra bigraduada y el término E:; o de la sucesidn espectral,

circunstancia gue no tiene lugar en el caso general.

ﬁl) Es decir que dr es de cuadrado nulo ¥y estd asociado a un endomor-
|ineal W, : '-# tal que
2l Wy, 2 By —>- Eu qQ
dp,(a.b) = dp asb + Wi(a)edrd

me ultiplicacidn en Este endomor—
-_' a.‘.]l.‘a B’:eim%e del que eaEg Tagociado a la eg
ial de G(U).
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; -Jéew INVARTANTES IME‘GRALFS Y LAS RELACIONES INTEGRALES

DE IHVARIANCIA

5. En el ceso en que la variedad‘ﬁv del ejemplo precedente es
'-fﬁli&db en curvas, se estd en las condiciones de aplicacidn de la teo
ria de invariantes integrales de H. Poincaréd |8) y E. Cartan (11 ¥

de las relacinnéa integrales de invariancia de A.Lichnerowicz |7}

Se comprueba gque las definiciones de estos autofea se reducen a lo
siguiente: una forma (J de grado n engendra una relacidn integral de
invﬁ;iancia cuando es de filtracidn igual a su grado por tanio semibd-
B1C3,0 sé‘aaula:e?iiﬁ”!!1);constituye un invariante integral absolu-

0 es constante so-

to sl su integral extendida a las cadenas de C?’
bre las clases de E&’o; constituye un invariante integral relativo si
su integral eXtendida a los ciclos de 10 o5 constante sobre las clgl
ses de Cn*o/%%’o. Este Ultimo cociente no considerado por los invento
res de la sucesidn espectral,entra en un tipo estudiado por R.Deheu-

vels [4] ¥y que se escribe eon muestras notaciones

e, = P pesiare ) RSy . (s50).

9S8,

Introducieremos tambien para S > 0

L BRee o cl"‘il/lap"1 Mot

wPsq owp-q/{exl’ﬂ‘ 14T . B*P!Q) (2)

“rat

ios vectoriales que infervienen en esta formula




G

B%O,pi-q 1 +« 0,p+q
Q= T Tpetel,psl,C

z ‘L'J‘_I‘ ‘ -' Gm&o se .considera sobre la variedad V un sisteﬁa dife-
ial ax‘ber:l.or cualguiera i 2 (Ul,cl,»!, )5 i€ 0O un grupo saturado
ﬁ h‘.'c{ev)’ la 'teor:La clasica admite entonces la generalizacidn 31gu:|.en‘.
te:

6. DEFINICION 2 .- Se dice que una forma diferencial Wde la

vari'eda:iov engendra una relacidn integral de invariancia de tipo

(psa,r) relativa al sistena diferencial -V (o al grupo saturzdo R)
cuando es de grado p # g y su integral se anula sobre Cf,’q . E1 con-
junto de estas formas se designard por 0‘ Psq,

Es de observar que para r £ 0, no son mds que las formas de

filtracidn p « 1 y grado p + q: C,,,.g,q = p*p¥lya-1

; Se tiene, en
efecto, an este caso Cf,’q = AP*% y si 1a integral dé una forma W

de grado p + q se anula sobre todo cubo u de AP*9 tampien debe anular
se sobre todo fragmento de u (prop.2); para esto es necesario (y su-
ficiente) que L se anule sobre u. Para todo valor de r una (p + q)-
forma pertenece a C'*;,P’q 8i es de filtracidn p # 1 o si es la di-

ferencial de una forma de filtracidn p-rel:
s - - +r-1
Aa."-p""l!q 1 “"B%P r+1’q CC;(P,Q.

DEPTNICION 3.- Se dice que una forma diferencial (W consti-

tuye un invariante integral de tipo (p,gsrss,t) cuando es de grado
il M y su integral extendida a las cadenas de cPr9 es constante sobre
‘ "r’-q'=,-:‘-k En el caso particular s =1, t = r-1, se dice
' ger). En el caso

' ? P (;Lo que implica MP"l = 75*%), se dice gque ;

'w de tipo (p.q,t) Finalmente en el m



e ﬂa e cadana. c e G se descompone en

-dosnde“.v ﬁ' € 0 y xXe CP' 4*1 | ge tiene

P A

&!mﬂa K €Cp’q~ , 8e tiene f (AJ f iy

TEOREVA 3.- Para gue una fog_a diferencial ‘A’ sea un inva-
riente integral mixto del tipo (p.aq,r,s,t) es necesario y suficiente
gque genere una relacid . integral de invariancia del tipo (p-s,q#sS,
r-s) y su diferencial uns relacidn integral de invariancia del tipo

uzp—S‘r1 g+s-=1
. _(pa-t. —t4l ,%). Para ello basto que perteneczea a C St : v

esto_es tombién necesarid cuando r-s&€0 v t < 0.

Para gue (0 de grado psq responda 2 esta cuestidn, la inte-

gral de (») debe, en efecto, anularse sobrs las cadenas de Cp_g’q*s

> Bp denominador de Mr’q- . Anulsvse dobre el primer término equi

+

vale a W& C'P"'s Q¥S | Del mismo modo, si lz integral se anula sobre

el segundo, BPs4 (Cg*t Cl"1:'1*'1) J , la. integral de d (.J debe anular
5 ~t+l
se, en virtud de la £érmula de Stokes, sobre Cg e ; de donde
7:2pet, g-te1 o il
awe (, . Estas condiciones son, reciprocamente, suficien
—-5+1,985~-1 :
tes. Se cum;plen, menifiestamente, si b\)EC*‘P el . Hemos vis-
ﬁl 2¢ P—S,Q%8 _ 4%DP-S,;q#8 |

to, ademas, que para r-s < 0, t<£0, R y

C"*'P"'t sa-tel _ wp¥E,a-81. ) .ote caso,las condiciones se redu-

s<p—=s+l,q%¥s-1
we cac-t

‘Resulta de este teoreme que silles un invariante injiegral ‘J

‘ 3‘Fr‘.
. 5 > l& am es un invariante integral de tipo (TL,X,Q

-—‘ A

es Ga ﬂ X, 2 \._.‘ que satisfecen las

-—l.i T T

 X=g-t-5 e, Q=G +E', don
" _."",-.-'.h:arios_ teles que G>0; X2 0, K'20.




suficiente que (VW pertenezca a G*P’q, lo que también es necesario

cuando r £ 1. Para que (v genere un invariante integral relauvo de
tipo (p,q,t) es necesario y basta que sea de grado p#q ¥ que su dife
rencial genere una relacidn integral de invariancia de ulpo (pst,
q-tel, ‘b), para esto es suficiente que Lo pertenezca a CP _._g_;q y es
to es tembién necesario cuando t £ 0. Si (W define un invariente in
tegral absoluto de tipo (p,q,r), su diferencial define un invariante
absoluto de tipo (per-k, g-r#k+l, r-kek') con k y k'2 0, Si (v defi
ne un invariante integral relativo de tipo (p,q,%t), su diferencial
genera un invariante integral absoluto de tipo (p#t+l-k, g-tek,
tel-kek') con k y k'> 0. Es de observar que los casos iuportantes
son aquellos para 1os que es k = k' = 0; los demds se deducen tenien
do en cuenta las relaciones de inclusidn fédciles de establecer entre
las C#rp,q_ Estas propiedades generalizan, evidentemente, las cldsi-
cas de los invariantes integrales (para los absolutos, g=r-1=0 y pa-
ra los relativos g=1=0). .

Un invariante mixto de tipo (p,a,r,s,t) es nulo (es decir,
su integral se anula sobre las cadenas de cP*?) si, y solamente si,
aag &‘y#p,q basta, pues, que pertenezca a C"‘P"l'q"l
. De donde el teorena:
R aualidad natural entre MP'3 . ¥
ntre 2% y B¥P?% en 10 que comcie

Pl  « G*P’q en 10 gue con- |l_1|



[ en el que t = r—s. Los invarizntes mtegrg
de ea’Be tipo desempanan un papel. interesante (3)). Se ob

g&a laa inVar:Lantss integrales cldsicos absolutos ¥y relatlvos

Introduzcamos los grupos

p!q : p’q _-—. : ’q 3 :
Ersa - Mr,s,r—a’ EE,B _};pEE,s’ Erys_ﬁzpﬂﬁ,s
que se reducen a los Eg’q, Eg, En'cuando s = 1. Lo:*grls son grupos
p-r &
bigraduados. El dperador borde P O cg,q - Cr : ‘ transforma

oP—8,q%8  ~p-r-8 s Q#T#s~1 & Bp-r,qivr—l; define, pues, por paso al

r-s r-g -5
cociente en E, , un operador diferencial bihomogéneo E)r,s de bigra-
do (=r,r-1); este operador goze de las propiedades .

= L s - -ry,q%r-1
(4) ar?a ¥ Eﬁ:s > Mg
:5r,s Eir,s =0

Las E_ o se convierten asi en grupos diferenciales de los
r' . « F
gue se calcula fdcilmente la homologia. El nicleo de la aplicacion

(¢) esy en efecto,

W et =8 ,q#8 gy _
(OB + CRT2I90 B)/(GEI0% o BE23) =

' =5,Q9%8 -5 ,q¥S PsQ
=(cBzd c-cf,_s' e i B )

imagen de ) $1,q-r+1 9 q
la imag D : EP 94 > Ef',s
r,s 7,8

i 1 1L
4 MR A SRy

| -\seg-huaa.adas en este parrafo han sido observadas

erencia de Boloniaj; nos parece sin embargo




=53~

—-8,q% ,Qy
_)/(cp G # B

I'=S

i s P-S.q+s qQy /(PS5 14%8 PsqQy -
) e Vi B

La homologia de Er,s calculada para el bigrado (p,q) es,

N . . - q_-bﬂ ik P a -5 +3
H(EDs9) ~ (cP29 4 P P=85Q#s 19y _ ( DsQ 0P80
( r,s)-.(crfs + C 5 )/(Cr?a + B ) = (Cr;S w0 L +

prsq ~r cPsd P p-8,4¥S Psq L o] P=S,q%S - _D,q, q
e T S o B R » L

TEOREMA 5.- A ;é filtracidm del complejo ¢(*V)_definida
por un subgrupo saturado (més generalmente, a toda filtracidn de un
grupo diferencial graduado gozando de las mismas propiedades forma-—
les) le corresponde una doble sucesidn de grupos bigraduzdos provis-—

tos _de una diferencial Ein o bihomogénea de bigrado (-r,r-1). Il
grupo de homologia de E e 88 candnicamente isomorfo a B

eSS 48°

Este resultado se transporta por dualidad a la filtracidn
del d4lgebra de las formas diferenciales. Se definen espacios bigra
¥ it BA : |

duados Er,s analogo#/grupos Er,s ¥y que se proveen naturalmente de
una estructura de dlgebra diferencial para la que se tiene un isomer
fismo canfnico de H(E;fs) sobre E;EB,E. Haciendo s = 1, se vuelve a
encontrar la propiedad cldsica de la sucesidén espectral.

Observemos también, que para % = r-s la dualidad del teo«

¢ p-s+1,q4s8-1
reme 4 es una dualidad entre ER’2 y -l s+1,q48-1

, ligeranente las notaciones, sea A un médulo filtra-
ién L ie 0A gubadautos ... C AP BV E L



: A —3 A con dd=0, _
se lleme. estable si cumple aiP < AP. Une filtrecidn

mos una diferenciacidn d

-Mi aﬂtable si cumple: dAPc AP¥*,

amos en # los submddulos ; |
cP = {alacaP.. daea‘i} BY = acd
“que evidentemante cumplens . '

B{;C’cg
el , Bf_cB: si r<q

T E <
c%‘.-;::cs h ch:Bq. gl £ < g .

In particular CP_ = AP,

Del mddulo filtrado 4 se deduce el mddulo graduado g(Li) =§ AP/4P-1
v si la filtracidn es casi estable, tenemos AAP— AP¥X | gaP— e pp¥x-1
luego d induce una derivacién 4 : AP/aP~1 o AP#X/)P*X=T1 54 grado

% en el mddulo graduado g(Ad).

En vez de considerar los cocientes AP/AP™', podemos consi-
derar Cq/CP para q > p; pero entonces d envia C‘l dentro de CS para
cualq_uler x y si consideramos un cociente andlogo C)/Ct con t <
rnisencontramos que en general ch;{ C’, luego la generallzaclon jus=

ta es

& + 8
CYCP « B;—""'ci/cx * By.

cong>p , 82t ¥/ inducido por de
Pam abreviar indicaremos por letras gra.egas a las cuater

cg/ci’ + Bg - __-‘_'-'1
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e e A}A,ﬂ./ U'm A/“}lg E(n,q,r t)

Ry i3 Teniendo en cuente nZp , 9Zr , 3>/t 98 :

@a&}%_ (B‘l * Gr Bq)/ co :B‘l (c + Bl \»fci“ ;,/B&

q Si xl’ec‘l es un representante de Ker A/*”J_ 5 se tiene
dxs y‘u - dz con’ ¥, c—:ct ;'50:, luggo xg_ - Za c C% y
zBECq * orch ; reciprocamente d(Cq Gg) = B; + B?,C CE + BS
lucgo XKer [\, = (C‘l + C )/(Cr Bq)
| Wl
Y de aqui

K N q r r a q/c4 o q

er A}u '/U (C + C)/(Cg + B )"‘*’Ct/Ctn(CS + B)
Yy por ser Bl C% resulta
Ker A I/U Q/? ‘b/c & B% E(Il’fhrst)

como se queria demostrar.

Este teorema,nos da una generalizacidn del teorema 5 del§7.

9. Agllcaclonns al cdlculo de variaciones.- Seaoo una forma di

ferencial de grado P sobre la variedad l/ ¥y consideremos el problema
variacion al‘rv (,Q} es decir, la obtencidn de las p-cadenas Cp X
tremales de la integral f (W . Estas cadenas constituyen un subgrupo
Epf:C(cV) y definen un subgrupo saturado R(Ep) CC(EV) (cfr.n.2). ILa
i tracidn definida por. R(Q), siendo () un subgrupo de C(cV) se.dird

. {2
asocizada a Q; si Q = Ep, se dird asociada =21 problema variaclonal‘-‘ "\/,UJ}_

3 . ' : J't-‘/ o .
TEOREMA 6.~ Dado un problems variacional \ VsWila forme

define, para la filtracidn asociada, un invarisnte integral relativo

» =92 ¥ la forma d@ un ir imrar:l.ante integral absoluto del

mismo, d (A engendra una_relacidn




i haeho de que las extremales son cadenas integrales de

B siones del primer sistema asociado de d () (Ver £3[propos.

“% pég 22)

Como en el caso p = 1 -en el que el teorema precedente se
reduce a la prapleda.d cldsica de los invariantes integr=les del calcu
lo de var:f.ac:Loneah el teorema- 6 admite un reciproco, pero-es de supo-
Her gue existen suficientes cadenas. extremales, es decir, que el gru-

PO E_ Sea normal en eJ. sentido siguiente.

o |
DEFINICION 4.- Un sugrupo QCC(°V) se llamard normal si es
generzdo por cubos de los que contiene todos los fragmentos y satisfa
ce la siguiente oondicicﬁn:ISea W un p-cubo de Q cuy® primer vértice
(€4)) esta'._en re V ¥ V un camino (cubo de una dimensidn) del mismo
origen P, no tangente a u en P; existe siempre un cubo u de p +# 1 di
mensiones cuya primera O-cara es idéntica a u, del que toda seccidn
vertical de p dimensiones pertenece a Q y del que la seccidn horizon
tal de una dimensidn,que pase por P,es idéntica a v((5))

TEOREMA 7.- Sea Q un subgrupo normsl de ¢(*V) engendrado por
cubos .de D dimensiones, Si para la filtracidn asociada al grupo satu-

rado R(Q], p=forma (D es un A es un invariante integral relativo de tipo

(1,p-1,0) (o, lo gue es 1o mismo, S si d &2 genera una relacién integral
gg invariancia de tipo (1,p,0)), Q es un grupo de cadenas extremales

ci () Lo migmo ocurre si d¢) es un in-

de un p-cubo es la iiagen p Rs una de las apli-
- este cubo del origen de

.' ’ una seccidn de un cubo es asimilada aqui

..ﬂl
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-:;f X h - Los problemas variacionales planteados en las variedades
fibradas, frecuentemente se limitan a las cadenas extremales genéri-
.8 es decir ¥ las que la progeccidn sobre la base también es una
cadena regular. Constituyen un subgrupo Ep'-del grupo Ep de todas
las cadenas extremales; el teorema 6 se aplice evidentemente al sub-
grupo EI;. Del mismo modo, el teorema 7 se aplica si Q es un grupo
nornal y genérico (es decir, constituido por cadenas genéricas).He-
mos demostrado, en particular, que todo problema variacional de ti-
po cldsico concerniente a una integral I, de orden cualquiera y de-
pendiente de los elementos de contacto de primer orden diferencial
de una variedadw es <<equivalente)’ a un problema ‘:6 Q:' sien
do una variedad fibrada ((6)) de base V y £1 una p—foma semi—
bdsica de E, . La equivalencia entre el problema { g T I3 o ¥l
problema 18 -Z,.p} debe interpretarse en el siguiente sentido
(13j, teorema 3 p.26): toda cadena extremal genérica de E;-z, se
proyecta en la pase*V seguin una cadena extremal de {&\V =5 ; ; to-
da cadena extremal de‘f\f, I k es la proyeccion de al menos una ca

m exbrenal: genérica de LEJ z .ﬂ.‘}
T Inaﬁ ‘heoremaa 6 y 7 anteriores auministran, pues, para los
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- I

e Py . . X -58&
| ﬂ:ﬁ admitir un invariante integral lineal relativo 0 a un
riante integral doble absoluto.
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ﬁu' a.hora algunas mdicaciones més completas sobre

uﬂnulo de Va.riaciones, que se refieren a integra-

LEGRATLES MULTIPLES DEL CALCULO DE VARTACIONES

«

1. Consideremos en el espacio EN de las x",...,nﬂ una forma
diferencial exterior (2 = Aajuenty ax*1 ...dx* de grado p < N;
le asociamos el problema del calculo de variaciones de E. consisten-
te en buscar las variedades V J7 de //, dinensiones, extremales de

la integra.l
1= f i (1)
Y

Hay que seﬁa.lar que la busqueda de las extremales

X = xi('l:“) de una integral )M-uple. |
jI- (+% ,xt, Dx QX yatt, . e (ct= 1’2’"'}') (2)
O % s Lsseee

puede reducirse a un prohlema del tipo procedente en un cierto espa-
cio fibrado que tiene por base el espacio E . de las t1,...,t/"" s
x1,...;xn. Para }.x. = 1, este resultado fué establecido por A.C. Di-
xon ((1)) y despuds por E.Cartan ((2)) el cual demostrd, ademas, que
ee necesario buscar en ello la clave de las propiedades de los inva-

IR o 0 s infoton.

tween Pfaff's Problem and the
tijsgga?gondon Math.Soc., Vol. VII, 1. 909

ariants Intégraux. Paria, Hermann,




traremos también que las extremales se pueden carccterizar por
- una propiedad andloga alprincipio de la conservacidn de la cantided
~ de moviumiento y de la energia" de E. Cartan. Las ecuaciones candni-

€08 de Hamilton estdn generalizadas por un sistema de ecuaciones di-

ferenciales exteriores (10 de este g ), en tanto que las ecuaciones
de la energla se generalizan bajo la forma de un sistema de fL ecug
ciones diferenciales exteriores (11). Andlogamente se obtienen de
una manera natural los resultados de M.Th.Lepage.

2.~ TEORRMA 1l.- La condicidn necesaria y suficiente para

gue una variedad V/,, de By sea extremal de (1) es que verifique las

N _ecuaciones diferenciales exteriores siguientes:

Q(dQ) e 24
e (pte 1) Baa, .... 1 O coodx ?

= 0

(3)
(a.,a1, ...,a}"=1, 2 s e

En este enunciado, aft= Baa1. ae .a)& d_xadxa"...dx%desig-
nz lg diferencial exterior de la forma fL y las B se supone» ~m¥i-
simétricas en los AL # 1 indices 898900098y <

Supongamos gue la variedad TD“ varis en una familis depen-
diente de un pa.rémetro {4 y tiene una frontera fija w:M__1 s las

~ ecuacior paramétricas de VM (Z) se escriben x° = 2( G ulyeen):
T ntegra I es una funcidn I (TU) cuya derivada es:

e e o : a la de A.C,Dixon es debida a iy
van e, Dungen: Te formide fondameniele aa -
ations écrite en variables canoniques.Bull.Acad.
C4 5 b XXKIV,1.948. Ella no_ es invariante en las

n que sparecen juntas las x y las T.



1 'miedad sea extremal, esta derivada debe ser nula cua-
* que sean las —— 2x8 , obteniendose en consecusncia las ecus—
.-<3.-). ((4) oT
= ' ' La existencia de variedades :‘mfegrales de /.L dirensiones
del sistema particular (3) estd asegurada por las condiciones: 129
que los datos sean analfticos’ 2¢° qﬁe existan elementos integrales
de M dimensiones (es decir, segin KZhler que sea el nimero caracte-
ristico z}f’/o, é, segin Cartan, que sea el caracter S}_L_J} < T-p).
M =1
diciones al menos una variedad integral de j4 dimensiones que la con
‘tiene (y lo mismo una infinidad si 1}‘?0 é S,M 24 < N-p); esto resul

ta por ejemplo del primer teorema de existencia de K#hler (loc.cit.

P 26)-

En grande, dada una variedad V genérica, existe bajo estas con-—

En particular, E"'.l puede ser cerrada y existird al menos
una V/J, integral, de:{:‘inida en su entorno.

En general, esta Vﬂ_ (que es conexa parae }.l.) 1) no puede
ger prolongada en una variedad integral simplemente conexa; por ejew
plo; para }.L'= 1, por dos puntos pasa una variedad integral simple-
mente conexa con la condicidn necesaria y suficiente de que estos dos
puntos pertenezcan a una misma variedad caracter{stica de d$is

3.~ Consideremos una familia regular :F' de variedades v/J, re—

m -ggglon R de EN (Se entiende por familia regular un

3
- A.

em;aa jones del #ipo (3) es debida a E.Ké&hler,

Theorie der Sya‘bgma von Diffgggn‘tialglei-

.934, y a E.Cartan, Leg S a différen-
-3 pplioa'tiona géométriques,Paris, Her
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lns funoionea xa' son continunamente diferenciables, b) toda variedad

T = cte rertence a :'3 Yy se reduce a V},' para un cierto valor 2'3,,

¢) los valores de las -a—g en Po pueden ser tomados arbitrariamente).
Designemos por é‘J la familia (determinada por f‘: ) de las

variedadea V}‘l 1 antes consideradas, engendradas por el desplaza-—

m:.anto de una V)lt. ? en funcidn de un pardmetro ¢ ; designemos

por W Jn un ciclo de},a. dimensiones de una \J);u +1® ©8 decir una varie-
dad cerrada de },{, dimensiones sumergida en una T"- S = ? é

TEOREMA II.~ La condicidon necesaria y suficiente para gue

-
wna familia f sea una familia de soluciones de las ecuaciones (3)

eBgue BE
er

o

peara_ todo ciclo W/.L homdlogo @ cero en una V}«H SEE

La aplicacidn de la férmula de Stokes demuestra gque 12 com
dicién antezi'ior equivale a establecer que la integrel de 4:il exten—
dida 2 un dominio cualqtierd Ge una V U o1 € 3 debe ser nula; por
~otra parte, basta considerar los paralelepipedos P infinitamente pe-

08 en Jpl*gm una }-L-cm se encuentren sobre una Vi . _

) ‘_ 5.((51 u '."mﬂ-) las ecuaciones de una V }Lﬁ‘l )
terizadas por T = cte.
pedo iufinitanente peqisiio ?, se tien

S e -+

A
A



A 2 ) RAnil el TR R 5
L | ] A |

=63~

& a(x ,...,x )
"“#a(u o 0oy )

. Gn es nula si la }.L-ca.ra. d ¢ =0 verifica las ecunaciones
I‘I—ﬁfﬁ} hmamdte, si esta expresidn es nula cualesquiera que sean
z, y esta }.{-ca.ra verifica estas ecuaciones.

.de d-ﬂ:'.-.-d-ll”:

Llamenos tubo y d '
| y designemos por V gy e toda V JyEs
tall que el conjunto de sus }4‘" .,'j’ consideradas como puntos de un es-
Pacio abstracto es homeomorfo a una circunferencia. Designemos tam=-—
P *

bien por 5 al conjunto de los tubos y supongemos que la condicidn
2¢ (verificada por las variedades de una familia reguler) permanece
cierta c s

_uando Se reemplaza V}L o por V }J‘ 1 Se tiene el teorema si
guiente, que recuerda mejor las propiedades del invarisnte intesgral
relativos

TEOREMA II bis.— La _condicidn necesaria y suficiente para

(-kl

gue la familia f sea una familia de soluciones de las ecuaciones

(3) es gue sea
Mol B

para todo par de ciclos homélogos W/L’ W en un tubo cualguiera

4 .~ Estudiemos seguidsmente la integral multiple

' ' i °‘-=1’2H";)‘4’.
o J x* 1 M {
f]:, CE x*, a'b"’)dt sinig el con e

mmremoa problema variacional (I v
o -‘;'"Qt“), de esta integral en el espacio E de las 1:1,...,1: ’

,E) a la biésqueda de las extrema-

' q:?”ﬂi,aﬂaanzo fg de las s, b que es un
( 13 ﬂatme E; la proygcni&n > E |




‘ﬁi E‘wa); » 63, f€ F es mn ptmto del espacio fibra

'-&; sobre B es el punto b).

M& una mledad }* [xi xi( '!:d')‘] de I, entenderemoa por
D Sl By

: da ?}& en E a la variedad x* = x*(+%), x;x = =
! ;%anaa en E de las variedades de T son esencialmen?etlas inte-
 &=les de las n ecuaciones de PFaff,

‘igaxi_x;&t“-_—o. ' (4)

0S problema variacional (I, EJ )al problema de ex-

' tremuniigado que consiste en buscar en {, y entre las soluciones de
las ecuaciones (4), las variedades x-a' - xl(‘bﬁ 1y x;_= xé(‘bp) ex-

tremales de

fL e R AR L o
Naturalmenie, toda extremal de (L,E) tiene por imagen una

extrenal de (In,f,) y toda extremsl de (I.,f,) es la imagen de una ex

tremal de (IL,E).

Se establecerd fdcilmente el
LEVA.- Las imdgenes en ﬁ de las variedades x- = x*(t7)

scn las soluciones X+ = xi(tp), x&: x;(tﬁ) de las ecuaciones dife-

rencizles exteriores:
wi d‘bz.---.dt}"‘-—- dt.lwi d@n.o-.d#k: adbses = dt‘lau..dt}-‘-“ wi —
=wiwi d‘éo..odtﬂ'= dtll‘wiwidt4—.‘-bdt"'=ooou=w 1...(&,1";30-

LK 5 simplificar los cdlculos, supondremos de aqui en adelante
si bien todos los reﬂultados se extienden &l caso gener:




!_Z.'““!:- | ten . —

g

,'ﬁa de los multiplicadores de Lagrange nos sug:.ere
car las extremales de la J.tw‘cegra.l _
Ja=/1 11242 + 0] w? at® I.idt wt et /(13‘*-’ it o (Kyyey3=0)
ﬂ :gﬁpaez.o t de 1as %, i, xm, Li,ﬁ( /<2 = -/21) y es—
ndi Eu proyecc:.on sobre el espacio E, La aplicacidn del teorema

I conﬁuce, entre otras, a las ecuaciones:

0a6) L
—-é—-(-;xi—— ("'?:)-:&— — LS\) d't1 d'tz + JA ij()t)l dt -A: 0

a(dj(ij) a o a(dl'.ug)
' 1
lo que da, si # , F
ES
at! at? = axt at¥= ax' ax? = 0.

o
- = I - 4 X - .
En otros términos, la hipotesis _‘:: I'i— # I‘i implica gque
X
las extremales en E" se proyectan segin curvas o puntos de E.

El unico caso interesante estd pues caracterizado por

I:O( a L . J:.sto nos lleva a considerar finalmente el espacio & de

i Dxiy

las varlables xl XOL L= /(12 = -/21) que es un nuevo espa-
o fibrado a la vez sobre & (flbra.(/\}), y sobre E (flbraf /])

pacio estudiaremos el problema de extremun libre (proble—

B este es
o~

ma[L,f,])
Bj_(‘uo,ﬂ. ratla? « Lot at? ;_:]’_E..aﬂw +%/\13wu.

Dx 4 x2
(Esta forma {3 es la que ha a:l.do considerada por primera vez por Th.
- TLenage ((5)), en el estudio de los campos geodésigcos COMO solucidn

| al"g%igle i‘bidg
" rdoddsiaues et .omea integrs
g es arbitrarias de Th. Le

: 3 'ina:eenﬂientes ha.bn.a. gido formulada
: o i a lles £2 ans le Calcul

derar :ha.a funcion




E !t ﬁ'&j él.'l:2 afl=o (md’d-s i) B con
; on arbitraria ae- las -l:"" ‘xi xi-' ’ mien'braa’.— 'I1
"&ers.man ea't.'e pa.rame'bro como una varlable auplementa
. Lepage habia a.,lli un haz de fommas (1 definidas en

s para nosotros hay una sola forma (1. definida on .ol

P D, El teorema I nos-da priueramente las ecuaciones.
MGty . g g 5
oak) ~ i
D kD2 in B b g
at® » ----r---.- atleol » i3 dtLD=: =0

S 1 A R v

cuyo segundo grupo constituye un sistema de cuatro ecuaciones linea-

X : L :
cuyo determinante es el hesslano

o2L

les homogéneas de las Gt at

A\ =
DxlaxJ? _
de la fu.nciéngc =l - /(ij x?i x& . Para /\ # © se tiene, pues:

ot at¥=wlw?=0. (5)
En virtud del Lema, las extremales verifican pues las ecug

cicnes (4) y por consiguiente también las ecuaciones dw®* = 0.

Teniendo en cuenta ésto, las ecuaciones

(d.ﬂ) =0 se redu.c_ezi a las

)
2L a4 dtz—d-a—-i-i—dtz-d‘b1d—% =0,

ales de Euler - Lagrange. In

(6)

= 0, sus primeros miembros son nulos

*

qm estas scuaciones no hacen inter—

{ Rid, - g ) \ i
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28 K’Ii' Podemos enunciar el teorema siguiente:

'TEORIMA III.- Las extremales del problema (L,f ) estdn’ de-

ecuaciones diferenciales exteriores (4) y (6) =2 con-

on _de gue 0_en cada gg de sus puntos. Si se tiere una ex-

= m 21'(1:}3)4 o /<_(t ). se obtiene otra reemplazando />~ P

- — —

Mw@m._a_g‘bitraria de las 4 con tal gue /\ permenezca dis-

¥into de cero. Todas las extremales asi obtenidas se uroyectan sobre

segin xtremal fija del roblemp._(LJ_E ) _que_taubien es ima-
gen _de una extre del problema (L,E). Las variedades integrales ge-
nerales de dimensidn méxime del sistema (4),(6) son les indgenes reci-

procas coumpletas de las superficies extrevales del espacio E

(Por imagen reciproca complets de un conjunto /2 de puntos

de la base de un espacio fibrado, se entiende el conjunto de puntos
del espacio fibrado que se proyecta en los puntos de /'3 )s

5.- Para introducir las variedades candnicas y una funcidn
hemiltoniana, haremos un cambio de coordenadas en la fibre (x%x ,'A)
del espacio E considerado como fibra sobre ©. Para ésto, comencemos
po= reemplazar en f) las (Ul por su velor en funcién de las dxl,dt
(e otras palabraes, escribamos {1 en la base axt, at%) y por conven-

cidn poungamos t! = x3. 2 = x"'; tenemos encontes

)dxi St (-5--:—_ *ﬂij xi?dx-adx +

s

xg)d.xi‘dx



. &imo de n Yj"' crqai-'esqui.era, se pondrd: > i t-a y
| n las variaplescandnicas P(r1.--- -5) (rg = 1,...,mep),
pRwor ‘haaia indican que se evitan las combinaciones de indices en
: W&ﬁﬂ las -.I'a)n ) que son expresiones lineales en los menores de
v [T RO 5 1 [t = min.(n,}.,t, )] .'de la matriz (xj"‘x'); la. funcidn H
y e&@lé lineel en los menores hasta el orden 1 ilzclusi;.re.
b '_ Madlm‘be la (7) se tiene nues
£ =& B dxF ax® -~ H axd axt, (r,s = 1,2,3,4).
Sold estdn definidos los Pios Pyys Pyj; sin embargo, para tener mds
simetria se hacen a veces intervenir los sinbolos Py, P,qs Pi3 que
no designan nuevas variables sind que son puestos en lugar de -Fqo,
-Pj4s -P3;. Los paréntesis en la notacidn P(,g) indican que no se de-
ben utilizar las c:omb:ijxlacionea 34 y 43. Se pondrd, igualuente
/D Baq =~/ D Py, ete.

La transformacidn (zi“ ,)()'--y- (P ) genereliza la trens-

_ (rs)
formacidn de Legendre para las integrales simples y es inversible si
el hessiano /\ # 0. En esta hipdtesis, la funcidn H es

H=H (xF, P(rn));

SFS by

diremos que las P(,.) son las variables can’nicas y que H es la funcidn

- hamiltoniana.

La transfornacién inversa (P(rs )). ——ze (_xio‘ . _ﬁ) se escribe

L

H
- <@ Fig

B Corpe s R 2

5, 1a identided
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:-.-‘?1 a.

i ﬂbfblﬂmentoa de contacto es el espacio &l . Agui el espacio (, es
**fmﬂa amplio que el espacio de elementos de couTacCto bidimensionales de
E y la funcién H no tiene un walor determinado para un tal elemento
de contacto. Esta indeterminacidn inherente a la naturaleza del pro-
blema estd compensada por le ecuacidn en las deriveadas parciales (9)

que no tiene nada de anélogo.euando‘}L = 1.
" En el caso géneral; n Y/LL cualesquiera, la funcidn H es -
soluolén de varias scuaciones en derivadas parciales. -

6.- Las ecuaciones obtenidas anulando la primera variacion de

I3 n y, M
jﬂ. _“f&P(ra) axt dx® - H ax3 ax
son necesariamente equivelentes a las eauaciones (4) y (6). Se obtie-

ne el gistema

e B H 553 axd, ) r_ _ 2H_ 443 axt, .(io

ax¥ axs 5F (o) dx” dx dP; ., 4x S %2 ax )

_4 a Py ax - (A H - %’-113 ax3) dax* = 0 i

! Dg : (11)

_\"hf da P4i axt ¢ (d H —'f;;IIGEB) 533 =0 .
Hami]-.;t:o'g.-.

eauaeiones-(lo).generaliZan:laa ecuaciones canénieaa de

=Eﬂn¢3ﬂﬁjﬁll), ganaralizan la eauaaidn de la energia.

A




pﬁmerammte que el pr:u.mer grupo de las ecuacio-
' baemb:l.raa

o T T

d.x4 U

92
_ 3P14 a o= %34 (12)
e |
B

‘.’rlllh‘. L AR R e DP12
Iguals ente que el leme (n? 4), se denuestra Gue toda superficie inte-
gral general verifica necesariamente las ecusciones LUt = 0. Por otra
parte, en virtud de (9), la ecuacion (13) puede escribirse: Uyl.( ¥=0.

El teorema se demuestra entonoes derarrollairdo dH en 1os
primeros miembros de (11) y eliminando las axt con .ayuda de las (ui=0.
Teniendo en cuenta entonces el segundo gI‘l'lpO ce las ecuaciones (10),
una nueva eliminacidn de las dx® nos da el resultado buscado. Por

ejemplo, el primer miembro de la ecuacidn (11) es sucesivamente igzual

a
i Ay ST T G SRR e
DP14 : adx) 0P40 S ( bxl DPi4
JH = - g Pk QR L
3P14 Fae B ST Tt TaEs T
OH 3y I oay g




pacio r&de lag x*, P

(en)e =t

1
73 engendradas por ©C_ V,. Si las V, & J son_ex-
males, se tiene

e /_n_ =fg- Plps) &XF &x° - H ax3 axt = o
W2 "WZ

para todo ciclo W, homdlogo a cero en una V& S . _Reciprocamente,
§i todo ciclo Wo homdlogo a cero en una V., € 9 da lugar a la rela-

cidn (14), le familia ¥ es una familia de extremales.

8.- A fin de esclarecer el papel de la variable complementaria

K v de la ecuscidn en derivzdes parciales (9), pasemos de las coor-
denadas no homogéneas ng de los elementos de contacto bidimensiona-
les de E a las coordenadas pliickerianas homogéneas P*® Q@efinides por

las férmulas

T R v oSy el i 1
Lol R e R R .

ligedas por la relacién

!‘?= P12 ?34 + P13 phe * P-M- P23 5.

La integral f gals™, =t gz- ) at! at° tiene que ser susti

tuide por la integral paramétrica

f/'(xr (xrnxl)audv.

m&a 1a integra.l estd extendida a la auperficie x* = x'(uv) ¥y la fup
i omogénea de primer grado en las P*®, estd definidapar
31 24 1,32




LLor ‘533 z

A es una funeidn arbltrarla de las x¥; PY® ((6)). No es nace-

10 suponer quejr es homogénea Yy de grado cero en las P', es sufi-

-.': -vm#e q;a.eoL sea homogénea sobre < = g,
éaﬁﬁjﬁ. Mo es necesario decir que se hace sobre las pre
~ andlogo al que hicimos scbre.1as P(i)3
s = 34 § 43 no estdn exbluidaa;ml

un convenio

toda vez que las combinaciones

81 consideramos A como varisble suplementaria v si escri-
bimos * :
= 4 B RES daxt ax® (mdd. L"* )

o prs
Se couprueba ficiluente que esta forma [1 es idéntica a la considera-

da precedentemente.

9«~ Considermos el espacio afin central A. de variables P¥S en
el cual representamos por P,y las coordenadas (no homogéneas) de un
hiperpleno (la ecuscidn del hiperplano es Prsprs ="7)
Considereinos en A6 la variedad de cuatro dimensiones 14 de- .

finida por las ecuaciones

oC (S i= 3. 00 = o (16).
El conjunto de elementos de contacto formados por un punto
de I4 ¥ un hiperpland tangente en este punto, constituye una multipli-

e ﬁaﬂ. :JS de cinco dimensiones cuya base puntual estd definida por

cuya gaag tangencial ;f €s una hipersuperficie del espacio Aé



) =1 (17)

inconveniente, suponerse homogénea y

-,I_L ﬂégradounoenlasP

1{‘ : (En virtud de un teorema de R, Debever (1loc. cit.p.93) e
i hessiano ‘ l{r_ . L .
: S vt de esta funcidn es a lo mas igual a

cuatro y se puede comprobar que siempre es,efectivamente,igual a
ndmero).

0
=

este

2 :
£l soporte puntual admite, a su vez, la representacidn pa-

remétrica
o _ 2L
P DP 3
de donde se sigue que la func:.onﬁa verifica la ecuacidn en derivadas

o3, YK o Y ¢ Y g

0P VP O Fy LY P42 D P‘l4 023

parciales

= 0. (18)

La hipersuperficie J5 de Aé es reglada, correspondiendo ca-
da generatriz d al haz (X de los hiperplanos tangentes en un punto P
de I4. Reciprocamente, el hiperplano tengente a J 5 en un punto varia-
ble sobre la generatriz d corresponde al punto de contacto fijo P

' del haz X. Este hiperplano es, pues, tawbien fijo y Js es, por consi
Il 1

 guiente, una hipersuperficie desarrollable; esta posee una arista de

roceso, lugar de los puntos donde el hiperplano tangente es inde-




&S1 se introducen nuevos puntos correspon-
=0
Y que estaban excluidos al principio de este estu—-—

'por la cons
ideracidn de coordenadas no homogeueas xl). Se connrue

:i’acilm
ente que los puntos singulares de f » caracierizados por

& = 0, son los de la arista de retroceso de 1=

fibra J5; se ve, al

. mismo tien
po, que la arista de retroceso encuenira a cada ge eratriz

e de J 5 en cuatro puntos.,

'I,;f"'; Fuera de ésios puntos, se puede resolver la ecuqcmn (17) con
relaclon, por lo menos, 2 una de las Prs’ por ejemplo i _;}_P':_ = p34 £0
:

¢34

Se podra resolver con relacidn a P34 ¥ la sclucidn sera:
P3y siipell (xr,P(rs))
donde H es la funcidn hemiltoniana introducida en el no 5. Ia ecuacidn
(9) aparece, entonees, como consecuencia de (18).
10.~ Terminaremos con la observacidn siguiente: Numerosos auto—

res han intentado eliminar la indeterminacidn debida al parametro A

r ’ i - - -
reenplazandola por uma funcidn convenienteaente elegida de las ( ta,xl,

kL) o de las (PT)((8))

{(8)) En el método de De Donder-ileyl,se hace A =0,Th.De Donder:Théorie
invariantive du Galcul des Varlatlous,Parls Gau‘bluer-V1llars,
1953;H.Weye:Geodosic fields in the calculus of variations multi-
ple wtegrales inn.lath. ,vol.36 (1935).

El metodo cle ¢.Caratheodory consiste en hacer una eleccidn tal
au.e)la forma £} sea simple (cfr Th.Lepage,loc.cit.;R.Debever,loc.
cit)o

V.Wagner hace en la clase oC una eleccion semeaante que se

nuede care.cterlzar de la manera mgtuente'la funcidn L*verifica

daddanacions £ B0 O RLF LY LT LT 0;

~"-P"'? o p34 +3P13 opte *BPM dp>
sCeometry of a s e with an areal metric and its a-

-ca.lculua o ar1a¥10ns a%.9bornik, .19 (61)

: cond;t'ion i the Problem of La%#e for
.%c «C o FS'Q.,E ﬁﬁ'ngr( -

ae igua.lnente H.Knasar.H 3

n 1 e faltigkeit,Bul
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