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Introduccion

O estudio da xeometria diferencial dos fibrados tanxentes comezou a
principios dos anos 60 con E. T. Davis, P. Dombroski, A.J. Ledger, M.
Okuma, S. Sasaki, S. Tachubana e K. Yano ([26], [5], [6], [18], [24], [22],
[23]).

S. Kobayashi e K. Yano ([28], [29], [30]) desenvolveron a teoria de le-
vantamentos verticais e completos de campos de tensores e conexions
nos fibrados tanxentes, e K. Yano e S. Ishihara ([27]), a teoria de lev-
antamentos horizontais.

O estudio de levantamentos verticais, completos e horizontais de cam-
pos de tensores e conexiéns nos fibrados cotanxentes foi feito por E.M.
Patterson e K. Yano ([32], [33]).

Dada unha variedade (semi-)riemanniana, (M, g), denotamos por
T M o seu fibrado tanxente, que equiparemos coa métrica semi-rieman-
niana ¢©, levantamento completo de g.
Patterson e Walker ([20]) construiron unha métrica semi-riemannia-
na no fibrado cotanxente, 7*M, dunha variedade que posuia unha
conexién afin e simétrica, V, denotada por gy. Temos asi dias varieda-
des semi-riemannianas: (T'M, g°) e (T*M, gv), coas que traballaremos
nesta memoria.
E sabido que estas ddas variedades se poden relacionar mediante os
isomorfismos musicais bemol : b e diese : §. No capitulo 1 probamos
que estes dous isomorfismos definen isometrias entre 4mbalas dias va-
riedades.
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v Introduccion

Por outra banda, sexan (M, g) e (N, k) diias variedades (semi-)rie-
mannianas e f : (M, g) — (N, h) unha aplicacién diferenciable de M
en N. A derivada covariante da diferencial, Vdf, é unha forma bilineal
simétrica sobre T'M que recibe o nome de segunda forma fundamental
de f. A traza respecto de g é o campode tension de f e denétase por
7(f)-

A aplicacién f dise harménica se 7(f) = 0, e totalmente xeodésica se
Vdf = 0. En termos fisicos, imaxinemos que M esta feita de goma e
N de marmore, entén a aplicacion f obriga a M a cinguirse a N. Asi,
para cada punto z € M, existe un vector 7(f)(z) no punto f(z) € N re-
presentando a tension da goma neste punto. Polo tanto, f é harmoénica
se e soamente se f fai que M se axuste a N en posicién de equilibrio
eldstico.

Exemplos de aplicaciéns harmonicas son as isometrias entre variedades
de Riemann, as inmersions minimais e as xeodésicas, como aplicacions
de R nunha variedade M.

Este concepto de harmonicidade esténdese a campos de vectores ([19]).
Asi diremos que un campo de vectores X sobre unha variedade semi-
riemanniana M é harménico se é harménica a seccion:

O:X : (M:g) =P (TMsgc)'

Utilizando os isomorfismos musicais pddese establecer tamén cdndo
unha 1-forma sobre unha variedade semi-riemanniana é harménica, tal
como se expén no capitulo 2 desta memoria.

Por 1iltimo, o concepto de harmonicidade é tamén aplicado a campos
de tensores de tipo (1,1) e de tipo (0,2). Aparecen no capitulo 2 mais
detalles e referencias.

Consideramos tamén o concepto de variedade simpléctica. Isto é,
unha variedade diferenciable M dotada dunha estructura simpléctica
w.

En particular, se M é unha variedade diferenciable, o seu ﬁbrqdo cotan-
xente, T*M, pode ser dotado dunha estructura simpléctica canénica.
A 2-forma candnica constriiese a partir da 1-forma de Liouville:

do : T*M — T*(T*M).
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No fibrado tanxente a unha variedade diferenciable non é posible, nem-
bargantes, construir unha estructura simpléctica canénica. O que si se
pode facer é dotar 6 fibrado tanxente dunha estructura simpléctica aso-
ciada a unha métrica g sobre M. Esta estructura simpléctica férmase a
partir do isomorfismo bemol e da forma simpléctica canénica do fibrado
cotanxente.

Probamos no capitulo 3 que o campo de Liouville define unha seccion
totalmente xeodésica do fibrado:

me : (T(TM), (9°)°) — (TM, 4°),

asi como a forma de Liouville define unha seccién totalmente xeodésica
do fibrado:
my 1 (TH(T*M), (9v)v) — (T*M, gv).

Probamos tamén que a 2-forma simpléctica canénica, wy, do fibrado
cotanxente é unha 2-forma harménica en (T*M, gv), e a 2-forma sim-
pléctica, Qp, asociada a unha variedade de Riemann (M, g) é harménica
en (TM, g%). :
Asemade vemos que estas 2-formas son harménicas en senso cldsico,
isto é: AQy =0, Awp = 0, sendo A o operador de Laplace-de Rham.

Por 1iltimo, a parte central deste traballo atépase no capitulo 4.
Este estd dedicado 6 estudio de sistemas hamiltonianos e lagranxianos
particulares. Considerdmo-lo Lagranxiano L : TM — R, a aplicacién:

EL: TM — T*M,
X, FLy(X,) €TIM,

chdmase derivada fibrada de L ou transformaciéon de Legendre.
Cando F'L é un difeomorfismo local (equivalentemente, L é un Lagran-
xiano regular), entén podemos construir unha forma simpléctica sobre

TM do xeito seguinte:
Wy, = (F L)*wo

Se FL é difeomorfismo (o que significa que L é un Lagranxiano hiperre-
gular), entén é posible unha transicién entre a formulacién lagranxiana
e a hamiltoniana. Para o proceso inverso definese o concepto analogo
de Hamiltoniano hiperregular e maila transformacién de Hamilton:
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FH: T°M — TM,
we— FHy(w,) € T,M.

Se, en particular, (M, g) é unha variedade (semi-)riemanniana, as
aplicacions de Legendre e de Hamilton poden ser consideradas como
aplicaciéns entre variedades semi-riemannianas (T'M, ¢€) e (T*M, gv):

(TM, ¢%) = (T* M, gv)

! . OL
i =i i
(¢ 4) = (d' )

(T*M, gv) = (TM, ¢°)
. OH

g s i /
(¢, pi) — (q,——a :

Damos explicitamente a forma que tenien os Lagranxianos L para
que FL sexa isometria local, totalmente xeodésica ou harmoénica. Ve-
mos tamén que se FL é isometria, entén wy, é harménica. A conti-
nuacién exponemos uns exemplos fisicos para os que F'L se atopa en
cada unha das condiciéns antes sinaladas. Tamén explicitamos Hamil-
tonianos H para os que F'H é isometria local, totalmente xeodésica ou
harménica, dando tamén exemplos fisicos de cada caso.




Capitulo 1

Preliminares

Sexa M unha variedade diferenciable, denotaremos por T'M o seu fi-
brado tanxente con proxeccién: mpy : TM — M, e por T*M o seu
fibrado cotanxente con proxeccion: mpep : T*M — M.

Suponiendo que M é unha variedade (semi-)riemanniana m-dimen-
sional con métrica g e conexién de Levi-Civita V, as dias variedades
2m-dimensionaiss, TM e T*M, poden ser equipadas cunhas métricas
semi-riemannianas que denotaremos por g e gy.

Co fin de concretarmos un pouco mais estas construccions desen-
volvemos a seguir unha serie de preliminares.

1.1 Meétrica levantamento completo en 7'M

Sexa M unha variedade (semi-)riemanniana m-dimensional con métrica
g e conexion de Levi-Civita V. Denotaremos por T'M o fibrado tan-
xente a M con proxeccién mpy : T'M — M. Esta variedade 2m-
dimensional pode ser equipada coa métrica semi-riemanniana g%, le-
vantamento completo de g ([27]), de signatura (m,m) e definida por:

g%(X",YH) = g%(XY,Y") =0,
QC(XH,YV) = g‘(X",Y”) — g(X,Y)V.

Aqui, os levantamentos verticais e horizontais dos vectores tan-

1



2 1.1 Métrica levantamento completo en T M

xentes X,Y en M, estén referidos 4 descomposiciéon do espacio tan-
xente, TM, en cada punto, en vectores horizontais con respecto a V
e vectores verticais canénicos. Para campos de vectores X, Y en M a
funcién g(X, Y)Y definida en TM é o pull-back de g(X,Y) 6 longo da
proxecién mpyy.

Sexald ={U c M,(q",...,q™)} unha vecinanza de coordenadas en
M, entén pédese considerar a vecinanza de coordenadas en TM, TU =
{mza (U), (¢",...,q™;d",...,¢™)}. Temos asi que a expresi6n local de
g9 e mais da sia inversa en TU vefien dadas polas seguintes matrices:

g A ij
(1.1) ¢ _ q 3;‘»1 Gij (°)1 = 0 g |
& q 1 g gu quﬂg y

g 0 dar
con respecto a base
0 a o d
{5;----,'5&;;5&71---|W}1

do espacio tanxente a M en cada punto. Por g;; estamos denotando
as componentes locais de ¢ con respecto a

0 d
{3711""’55’;‘_}'

e por g, as da sia inversa.
Nun punto do fibrado tanxente, denotaremos por

(14) T‘MF; 1 (Q,ﬁ,'}'= 13---327”'):

os simbolos de Christoffel da conexién de Levi-Civita, V¢, asociada a
9“. Localmente exprésanse como

& L ork
(1.5) TMpk _ ( Ty 0 ) o TMpk ¢'mt T
0 0 ¥ 0

(1.2)

(1.3)

onde T}, son os simbolos de Christoffel de V e

(1.6) k=k+m, (i,j,k=1,...,m).

A variedade semi-riemanniana (T'M, g©) posie propiedades xeomé-
tricas importantes, herdadas algunhas da variedade (M, g).
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Proposicién 1.1.1 [27][28] Seza (M,g) unha variedade (semi-)Rie-
manniana ¢ (TM, g%) o seu fibrado tanzente coa métrica levantamento
completo de g, g%. Daquela verificase:

(i) Se (M,g) € localmente simétrica, entén (TM,g®) € localmente
simétrica.
(ii) (TM, g°) ten curvatura escalar cero.

(iii) (T'M, g€) é unha variedade Einstein se e soamente se (M, g) ten
curvatura escalar nula.

(iv) Se (M,g) ten curvatura constante k. Entén (T'M, %) ten cur-
vatura constante se e soamente se k = 0.

0

Ademais a métrica ¢© é utilizada en temas de harmonicidade.

Proposicién 1.1.2 (27| Sexan (M, g) e (N,h) dias variedades semi-
riemannianas e f : (M,g) — (N,h) unha aplicacién diferenciable.
Entén f : (M,g) — (N, h) é harménica se e soamente se df : (TM, g€)
— (T'N, h®) € harménica. ]

Nos seguintes capitulos utilizaremos esta métrica para definir varios
conceptos relacionados coa harmonicidade, como poden ser campos de
vectores harménicos ou 1-formas harménicas.




4 1.2 Extensiéon de Riemann en T*M

1.2 Extension de Riemann en T*M

Patterson e Walker ([20]) construiron unha métrica semi-riemannia-
na no espacio cotanxente dunha variedade que posuia unha conexién,
V. afin e simétrica, denominada extension de Riemann de V e deno-
tada por gy. Se consideramos que V é a conexién de Levi-Civita da
variedade (M, g) e tomamo-la veci"anza de coordenadas inducida no
fibrado cotanxente a M, T*U = {n tpeps(U), (¢, ..., ™ P15+ -y Pm) }

(mpepr:T*M — M), temos que a métrica gy estd definida como:
(1.7) gv(X%, YY) = —y(VxY + VyX),
onde X¢,Y€ son os levantamentos completos a T*M dos campos de
vectores X e Y en M, expresados localmente por:
. . 0 0Z" 9
1.8 FF s = e
(18) og' o dg* Opi
onde, Z = Z‘B% e v é a seguinte funcién en TM:
v: TM — C®(T*M,R)
Z —(2),

v(Z) : "M — R
(Z)(0az) = az(Z),

sendo o, = pidg’.
En coordenadas locais:

(1.9) 1Z) = pZ".
Relativa 4 base

2 o 9

w,...,@,a,...,ﬁ},

as expresions en coordenadas locais da extension de Riemann e a siia
inversa son:

1.11) (gv) = . (go) = ,
(1.11) (gv) ( 5, o) @ P

(1.10)
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onde YI'}; son os simbolos de Christoffel de V.
Os sfmbolos de Christoffel, ""MI" 5, (o, 8,7 = 1,...,2m), da cone-
xién de Levi-Civita, Vg, asociada a gy, venien dados por:

. yrE 0 i P kAL D¢
T Mk __ ij "Mk _ ij ki
(1.12) r_( : 0), r (_{k o 1,
onde
ary orl, ary
Oq* dq’ oqt
I'}; son os simbolos de Christoffel de V en M e

(1.13) Al = + 214, I

VAl

k=k+m,(i,j.klLt=1,...,m).

A variedade semi-riemanniana (T M, gy) posie propiedades xeo-
métricas importantes, algunhas herdadas da variedade base.

Proposicién 1.2.1 [27] Sexza M unha variedede dotada dunha conezion
afin e simétrica V. Se M ¢ localmente simétrica, entén o fibrado
cotanzente T* M coa conexion Vg tamén € localmente simétrico. O

Proposicién 1.2.2 [27] Se C ¢ unha zeodésica con respecto a Vg en
T*M, entén a prozeccion C de C é unha reodésica en M e p;(t) satisfan
a ecuacion:

d*p; — dq’ dq' B
e P gy

é longo de C, onde C ten a expresién:

(1.14) 0

7' =q'(t), pi =m(2).
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1.3 Isomorfismos musicais

Definense os isomorfismos musicais asociados a unha métrica g como
as seguintes aplicaciéns entre os fibrados tanxente e cotanxente:

bemol b:TM — T*M, X — b(X) = g(X,)

diese §: T°M — TM, w — f(w),

onde f(w) é o campo de vectores sobre M dado por g(f(w),Y) = w(Y),
para todo campo de vectores Y sobre M. '
En coordenadas:

(115) b(qis q:) = (qi' gikdk)p
(1.16) i(a",ps) = (q', 9% ps),

gir denotan as compofientes locais da métrica g e g** as da sia inversa.

Xa que a métrica g é non-dexenerada, os isomorfismos musicais
definen isomorfismos de fibrados entre TM e T*M. No epigrafe ante-
rior equipamos estes fibrados con métricas semi-riemannianas e resulta
natural investiga-la informacién xeométrica que preservan estes isomor-
fismos.

Teorema 1.3.1 [14] Seza (M, g) unha variedade semi-riemanniana e
D unha conexion libre de torsion en M. Enton os isomorfismos musi-
cais inducidos por g son aplicacidns totalmente zeodésicas entre (T M, g©)
e (T*M, gp) se e soamente se D coincide coa conexion de Levi-Civita
V de g. O

Pero ademais tense un resultado mais forte, que é o seguinte:

Teorema 1.3.2 Sexa (M,g) unha variedade (semi-)riemanniana, e
sexan os fibrados tanzente e cotanzente dotados das métricas g% e gy,

respectivamente. Entén os isomorfismos musicais son isometrias entre
(TM, ¢°) e (T*M, gv).
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Demostracion:

En coordenadas temos:
(TM,g%) > (T*M) 5 (TM, ¢°)
b(¢',q") = (¢, 9sd")
8¢’ .p;) = (¢, 9" pe)-

Resulta evidente que dmbalas dias aplicaciéns son difeomorfismos ve-

rificando boff = Ippr e fob = 1peps.

Probemos agora que b*gy = g% e §*9° = gv.
Facendo contas temos:

d dg;

(bv gV)ij = "‘2‘9};]?{" it agJ: 3 ql gq;
_ 299
— q 6q‘ 1

tendo en conta:

691'! 09! i agl} } = {agh aglj agu

K
2:'-’A:F,Jr Prg { 2g; 3 = % T O

(b'!}v)ij = i

C*ov)s = 9y

( QV)_ = 0:

L
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L kl=1,...,m; ()= () +m.

Reciprocamente:
+ 99; Ogxi , g Dgij + 993
T Y kJ Mo Yy kY
(ﬂ g )I‘j q dq =Pt { » 8qJ aq;_} Pis aqt
= _QPII‘ 171

(ﬂ'.‘?a)ij = 61'3'3

(ﬁ'gc)ij = 5.‘,‘.

(9% = 0,

gk =1...,m; )= ()+m.
Comparando coas expresiéns de ¢ e gg dadas en (1.1) e (1.11) témo-lo
resultado. =]



Capitulo 2

Harmonicidade

Sexan agora (M,g) e (N,h) variedades (semi-)riemannianas, de di-
mensiéns m e n, respectivamente, e sexa f : (M,g) — (N,h) unha
aplicacién de M en N. Enton pédese construi-lo fibrado de 1-formas en
M con valores no fibrado pull-back f~*(TN), é dicir, T*M ® f~'(TN).
Este fibrado é equipado coa conexion inducida polas conexiéns de Levi-
Civita de g e h.

A derivada covariante da diferencial, Vdf, é unha forma bilineal
simétrica sobre T'M e chamase segunda forma fundamentalde f. A
traza de Vdf con respecto a g chamase campo de tension de f, e dendtase
por 7(f). Unha aplicacién f dise harmoénica se 7(f) = 0, e totalmente
zeodésica se Vdf = 0 (ver [7],[8] para méis detalle).

Agora, se U = {U C M,(q",...,q™} eV ={V CN,(,....4"}
son vecinanzas de coordenadas en M e NV, respectivamente, e supofiemos
que f se representa localmente por y* = f*(q%,...,q™), a = 1,.
Entén temos:

a __ aEfu q kaf h a afbafc
(21) v(df)lj'_' aq,an - I‘U() k [aq aqj]
(2:2) T(f)* = g?(V(df)3;),
para 4, k=Y. mia be=1...4n
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2.1 Campos de vectores e 1-formas que
definen seccions harmonicas

Un campo de vectores X nunha variedade M define unha seccién do
fibrado tanxente ox : M — TM. Cando M se dota dunha métrica
semi-riemanniana g, un campo de vectores X dise harmodnico se a
seccién oy : (M,g) — (TM,¢€) é unha aplicacién harméhnica. Tal
nocién de harmonicidade foi estudiada por Nouhaud [19], e o principal
resultado amosa que un campo de vectores X en (M, g) é harménico
se, e somentes se, ¢ un campo de vectores zeodésico (ver [31] e tamén
Observacién 2.1.1 para a definicién de campos de vectores xeodésicos).

Teorema 2.1.1 [19] Un campo de vectores X en (M,g) define unha
seccién harmdnica de (TM, ¢€) se, e somentes se:

a 0 -

0z’ 9xi’
onde L denota a derivada de Lie. Ademais X define unha seccion
totalmente zeodésica de (T M, g€) se e soamente se:

(2.3) 97 (LxV)(

(2.4) LxV =0.
a

Observacion 2.1.1 Os campos de vectores que definen secciéns total-
mente xeodésicas de (T'M, g¢) son chamados campos de vectores afins
Killing ([21]). Os campos de vectores que satisfan a condicién (2.3)
son chamados campos de vectores zeodésicos por Yano e Nagano. Re-
ferimos a [31] para mdis informacién sobre tales campos de vectores en
variedades riemannianas compactas.

Exemplos de campos de vectores que definen secciéns harménicas
poden ser construidos usando os levantamentos vertical e completo de
campos de vectores a T'M como se amosa a seguir:

Teorema 2.1.2 [14] Seza (M, g) unha variedade semi-riemanniana e
X un ecampo de vectores en M. Enton temos:
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(i) O levantamento vertical XV de X é un campo de vectores en
(TM, g©) que define unha seccién harménica de (T(TM), (¢¢)°).
Ademais define unha seccion totalmente zeodésica se e soamente
se X define unha seccién totalmente zeodésica de (T M, g%).

(i) O levantamento completo X€ de X define unha seccién harmdnica
(resp. totalmente zeodésica) de (T(TM), (g°)¢) se e soamente se
X define unha seccidn harmdnica (resp. totalmente weodésica) de
(TM, g°).

O

Agora, usando o Teorema 1.3.2, témo-las seguintes relaciéns entre
as secciéns de TM e T* M.

Teorema 2.1.3 Seza (M, g) unha variedade semi-riemanniana.

(a) Unha 1-forma, w, en M define unha seccion harmdnica (resp.
totalmente weodésica) de (T*M, gv) se e soamente se X = f(w)
define unha seccién harmdnica (resp. totalmente zeodésica) de

(TM, ¢°).

(b) Un campo de vectores, X, en M define unha seccidon harménica
(resp. totalmente zeodésica) de (TM, g©) se e soamente se w =
b(X) define unha seccion harmdnica (resp. totalmente zeodésica)
de (T*M, gv).

Demostracion:

Xa que a segunda forma fundamental da composicion de dias apli-
cacions satisfai:

Vd(1h o ¢) = dip o V(dg) + V(dp)(dg, dg)

onde ¢ : M — N ey : N — P, temos que a composicion de duas
aplicaciéns totalmente xeodésicas é totalmente xeodésica. Ademais,
se ¢ é harmonica e 1 é totalmente xeodésica, a composicién ¥ o ¢ é
unha aplicacién harménica (véxase [7] e [8], para mdis informacién).
Agora, a demostracion concliese do Teorema 1.3.2 e do feito de que
toda isometria é unha aplicacién totalmente xeodésica. a
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A continuacién expéniense algiins exemplos de 1-formas que definen
seccions harmonicas. Usando os resultados dos Teoremas 2.1.2 e 2.1.3
temos:

Teorema 2.1.4 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana e X un
campo de vectores en M. Enton:

(i) b(XY) é unha 1-forma en (T M, g) que define unha seccién har-
ménica do fibrado cotanzente (T*(TM), gyc). Ademais define
unha seccion totalmente zeodésica se e soamente se X define unha
seccion totalmente zeodésica de (TM, g©).

(ii) b(XC) define unha seccién harménica de (T*(T'M), ggc) se e soa-
mente se X define unha seccion harménica de (T M, g©).

O

Cada l-forma w en M induce un campo de vectores no fibrado
cotanxente, este campo de vectores é o levantamento vertical w" de w,
que se expresa en coordenadas locais do xeito seguinte w" = wk-a%;,

sendo wy as coordenadas de w en M.

Teorema 2.1.5 [14] w" define unha seccion harménica de (T'(T*M),
(gv)€) para cada I1-forma w en (M, g). O

2.2 Campos de tensores de tipo (1,1) e
(0,2) harmoénicos

Un campo de tensores de tipo (1,1) nunha variedade riemanniana
(M, g) determina unha aplicacién ¢ : TM — TM onde TM denota
o fibrado tanxente de M. E asi natural da-la seguinte definicion:

Definicién 2.2.1 [13] Un campo de tensores de tipo (1,1) nunha va-
riedade semi-riemanniana (M, g) dise harmdnico se e soamente se @ :
(TM,g) — (TM, g%) é unha aplicacién harménica.

Asemade, un campo de tensores de tipo (0,2), ¢, en M é harménico
se e soamente se o0 campo de tensores de tipo (1,1) asociado, definido
por g(e(X),Y) = ¢(X,Y), € harmonico.
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En [13] determinase unha condicién necesaria e suficiente para que

un campo de tensores de tipo (1, 1), ¢, sexa harménico. Seguindo [2]

"dendtase por V* a adxuncién formal da conexién de Levi-Civita V en
(M, g), que se expresa en coordenadas locais:

(V‘:p)" = —g“j(VﬂP);‘.

Teorema 2.2.1 [13] O campo de endomorfismos ¢ en (M, g) € harmo-
nico se e soamente se V*'p = 0. 0

Como consecuencia deste teorema, un campo de tensores de tipo
(0,2), ¢, é harménico se e soamente se ten diverxencia nula, i.e., §¢ = 0.
E interesante sinalar que o concepto de tensor harménico foi previa-
mente estudiado por Chen e Nagano ([3]), no caso particular de campos
de tensores de tipo (0,2) simétricos. Resulta que o campo de tensores
¢ é harménico no sentido de [3] se e soamente se

§= ¢~ 5(trazag)y

¢ harménico no sentido da definicién 2.2.1 (referimos a [13] para mais
exemplos de campos de tensores harménicos).

Existen moitos tipos interesantes de campos de tensores de tipo
(1,1) que desempenan diferentes papeis na xeometria riemanniana. Os
operadores de configuracién e de Ricei caracterizan interesantes pro-
piedades das variedades riemannianas en esferas xeodésicas suficiente-
mente pequenas. Baseindose nos resultados de [4] e [13] temos:

e Sexa (M, g) unha variedade riemanniana con dimM > 3. Entén
(M, g) é un espacio harménico se e soamente se o operador Ricci
é harménico en cada esfera xeodésica suficientemente pequena.

e Unha variedade Einstein (M, g) é un espacio harménico se e soa-
mente se o operador de configuracién en cada esfera xeodésica
suficientemente pequena é harmdnico.

—
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As estructuras case complexas e case producto son estructuras xeome-
tricamente interesantes cando se estudia xeometria riemanniana. Ase-
made, a harmonicidade de tales estructuras conecta con propiedades
destas variedades tal e como se amosa en [13].

e Sexa (M, g,J) unha variedade case Hermitiana. Entén J é un
campo de tensores de tipo (1,1) harménico se e soamente se
(M, g,J) é semi-Kahler.

e Sexa (M, g, P) unha variedade métrica case producto. Entén P
é unha estructura casi producto harmoénica se e soamente se os
autoespacios correspondentes 6s autovalores +1 e —1 de P definen
distribuciéns minimais en M.




Capitulo 3

Xeometria simpléctica

Sexa M unha variedade diferenciable, e w unha 2-forma en M. Dise
que w é unha estructura stmpléctica se

(a) w é non-dexenerada: A aplicacién inducida @ : T,M — T:M é
un isomorfismo, para todo = € M.

(b) w é pechada: dw=0.
Unha variedade simpléctica é unha variedade M dotada dunha es-
tructura simpléctica, w, e denotarémola por (M,w).
Como consecuencia inmediata desta definicién, temos que:
(a) Se (M,w) é simpléctica, dimM = 2m, é par.

(b) Se (M,w) é simpléctica, M é orientable, e a 2m-forma w™ é un
elemento de volume para M.

3.1 Estructura simpléctica candénica do
fibrado cotanxente

Sexa M unha variedade diferenciable m-dimensional e sexa T*M o seu
fibrado cotanxente. En T* M existe unha 1-forma candnica,

do: T°M = T*(T*M),

15
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denominada forma de Liouville, caracterizada pola propiedade de que
se ¢ é unha 1-forma en M, entén o*\y = o. A derivada exterior desta 1-
forma, d\g, é unha forma simpléctica en T*M. A estructura simpléctica
wg = —d\g chamase estructura simpléctica canénicade T* M.

Para definir Ag, consideremos p € T*M e v, € T,(T*M) un vector
tanxente en p. Se mpep : T*M — M é a proxeccion e wpa(p) = «,
témo-lo seguinte diagrama:

('H'T'M')t
v, € T(T*M) ™

M
peIT*M M

Definimos (Ao)p(vp) = p((7r=ar)e(vp)). entén se o : M — T*M é
unha 1-forma en M e W, € T, M é un vector tanxente a M, e se
o(z)=peT*'M,

" (M)p(We) = (Ao)p(ou(Ws))
= P((W?‘M).oo's(ww))
= p(W)
= o(z)(Ws),

como isto ocorre para calquera vector tanxente W, temos que o*\g =
a.
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Imos escribi-la forma Ay en coordenadas locais. Sexa
T*(u) = {W&’}M(u): (qls adw :qm;pls v -:pm)}

unha vecinanza de coordenadas locais en T*M inducido pola vecinanza
U={UCcCM,(q",...,q")} en M. Cada 1-forma p € T*(U) exprésase:

p=pidq’,
de tal modo que se w7+ (p) = ¢ vén dado polas coordenadas (¢',. .., ¢™),
entén p vén dado polas coordenadas (¢',...,q™;p1;- -, Pm)-

Neste sistema de coordenadas a 1-forma de Liouville vén dada por:
Xo(g,p) = pidg'.
Agora resulta inmediato que
wo = —dX\g = dg* A dp;,

¢é unha forma simpléctica e denominase estructura simpléctica canénica
do fibrado cotanzente.
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3.2 Estructura simpléctica asociada a unha
métrica no fibrado tanxente

Asf como no fibrado cotanxente dunha variedade é posible definir unha
estructura simpléctica de xeito candnico, no fibrado tanxente isto non
é posible. A continuacién describese algiin caso no que si se pode dotar
6 tanxente dunha estructura simpléctica.

Sexa M unha variedade diferenciable m-dimensional. O campo de
vectores, C, que enxendra o grupo 1-paramétrico de homotecias de T'M
é un campo de vectores en 7'M, chamado campo de Liouville.

Sexa

TU) = {7 e @), (@', a5, 4™},

a vecifianza coordenada en T'M inducido porid = {U C M, (q*,...,q™)}
e a proxeccion wpy : TTM — M.

Cada campo de vectores ¢ € T'(U) exprésase: ¢ = ¢* a%—, de tal modo
que se mprp(¢) = q vén dado polas coordenadas (¢, ...,q™), entén ¢
vén dado polas coordenadas (¢,...,q™;¢",...,¢™).

Neste sistema de coordenadas, o campo de Liouville exprésase:

N
C(g,9) =4q i

Consideraremos agora que temos definida en M unha métrica (se-
' mi-)riemanniana g. O isomorfismo bemol, b, asociado a esa métrica,
' definido no capitulo 1 permitenos construir unha estructura simpléctica
en T'M do xeito seguinte:

(31) Qu = (b)*(wo).

Claramente Qo = —d((b)*Ao).
A gia expresion local vén dada por:

o Ogi
(3.2) Qo = —(gijdg* A d@¥ + g af; 5 dg? A dg"),

onde g;; son as compoientes locais da métrica g en U.

.
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Esta 2-forma €2y é non-dexenerada e pechada, polo tanto define unha
estructura simpléctica en T'M, (ver [1] para mdis detalles).

Nota: Tanto o campo de Liouville como a forma de Liouville estan
definidos globalmente, é dicir, as secciéns que definen son globais.

3.3 Harmonicidade das estructuras sim-
plécticas

Utilizando as definicions do capitulo 2, imos analiza-la harmonicidade
dos conceptos definidos nas secciéns anteriores. En primeiro lugar
analizarémo-lo campo e a forma de Liouville.

Proposicion 3.3.1 O campo de Liouville, C, define unha seccién to-
talmente zeodésica do fibrado ¢ : (T(TM), (g°)¢) — (T M, g©).

Demostracion:

Sexa V¢ a conexién de Levi-Civita de g¢. Seguindo o Teorema
2.1.1, é necesario probar que:

(LcVC) =0.

En coordenadas locais, se { 3%, -d%} ¢ unha base de T(4: 4+y(T'M) nunha
vecinanza de cada punto, entén o que debemos probar é que:
0 0

c R — —
(L) G50 = O

(LCV")(a—qi, a—qj)

d 3)2

C —_—
(‘CCV )(6(}‘,3(}3

sendo :

(LxV)(Y,Z) = Lx(VyZ) — Vy(LxZ) - Lixy)Z.
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para X, Y, Z campos de vectores sobre unha variedade con conexién V.
En coordenadas locais, con respecto d base {75 }:

0 G CR) LR, | )

g T e = s =T X g
‘ o OX™ L oX™
T ke T i

Utilizando os simbolos de Christoffel asociados a g© dados en (1.5), e
logo duns cdlculos sinxelos, témo-lo que queriamos probar. O

Proposiciéon 3.3.2 A forma de Liouville, \y, define unha seccidn to-
talmente zeodésica do fibrado wy : (T*(T* M), (9v)v) — (T*M, gv).

Demostracion:

Polo Teorema 1.3.2, probar que Ay é unha seccién totalmente xeodé-
sica de my é equivalente a probar que f(Ay) = X, define unha seccién
totalmente xeodésica do fibrado: (T(T*M), (9v)%) — (T*M, gv).
Como gy(Xy,,Y) = w(Y) para todo Y sobre M, en coordenadas locais:

a
Xno = Pigp‘j,

onde T*(U) = {mpiy U), (¢*,-...q4™;P1,...,Pm)} é unha vecifianza de
coordenadas inducida en T‘M

Para este campo de vectores procedemos de xeito andlogo que na
demostracion do teorema anterior, isto é, consideramo-la base {u T B 21
de Ty, (T* M) e os simbolos de Christoffel asociados a gy dados en
(1.12) e sen mdis que substituir na expresién (3.3) obtense o que se
queria demostrar. O

Referido ds formas simplécticas definidas no fibrado cotanxente e
no fibrado tanxente, témo-los seguintes resultados:
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Proposicién 3.3.3 A 2-forma simpléctica candnica, wy, do fibrado
cotanzente € unha 2-forma harménica en (T*M, gv).

Demostracion:

Sexa wy = dg* A dp; a 2-forma canénica do fibrado cotanxente e X
un campo de vectores en T* M, definido localmente por: X = X "—q,; +

Xk uﬂ,‘ . Temos que probar que a diverxencia de wy ¢é nula.
Tendo en conta as expresions locais da inversa da métrica go (ver (1.11))
temos:

fun(X) = —aJ[vﬂL(wa(apj X)) = 60(7 g 5 X)

= uﬂ(a_:v.ﬂ.x)]
= y[Vu (u}g( X))—WQ(VnLan X)
d
— wo(5=
d

dg?’ Vo By X)]
— 2ka‘U[V wu( ap; X)) — wg(  V 2 X)]

= b{[—x*rfj - X*rd] - J}[F:J-X‘ - x*r{k] =0

Consideremos agora a 2-forma no fibrado tanxente:

(34) Qo= ()" (wn) = —(gydd’ Add + q‘%%‘—f-dqd A dgt)
k

onde wy é a forma simpléctica canénica do fibrado cotanxente. Tense o
seguinte resultado:

Proposicion 3.3.4 A 2-forma simpléctica Qy definida no fibrado tan-
zente a unha variedade de Riemann (M, g) € unha 2-forma harmdnica
en (TM, g%).
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Demostracion

En efecto, tendo en conta a expresién da inversa da métrica g (ver
(1.1)) temos que:

Bu(X) = ~G(V0 Qo)(i,X)
= GV 2 g, X)) = (Vg 5. X)
o QU(%”V%X)]

ij d d
3 —QJ[V%(%(BE,X))—QQ(Va%?,X)

1

a
- Q"(a_@’vairx)l
J 11

5 d d
. gﬁ[vj_(no(a—qj,xn - 00(9 .50+ %)
e Qu(— Vo X)]

6_; d

~ U1V (0l X)) = Dol ¥, X)

i 39 j 30
= ljxs_l 3 qxs-_a._‘l_
’ dg; g gy

E isto é o que se queria demostrar. 0

Seguindo ([1]) téfiense as seguintes definiciéns:

Definicién 3.3.1 O operador de Laplace-de Rham definese do zeito
seguinte:
A = db + dd.

Este operador é simétrico e non dexenerado, isto é:
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o (Aa,f) = (e, 608),
e (da, @) >0,

sendo (.,.) un L? producto interno nas seccions de Q*(M), M™ va-
riedade diferenciable, definido como segue: (o, ) = [j,aAxB8 e %3 é
unha (n-k)-forma cumprindo: (%8)(vei1,...,v.) = B(vy,..., ), onde
3 é unha k-forma. Os vectores vy, ..., v, son ortonormais e orientados
en Ty M. * é chamado o operador de Hodge star.

Corolario 3.3.1 As formas simplécticas wy e §y son harmdnicas en
senso cldsico, € dicir, Dwy = 0 ¢ AQy = 0, onde A ¢ o operador de
Laplace-de Rham.

Demostracion

O operador de Laplace-de Rham vén definido por A = dé + éd.
Utilizando as proposicions 3.3.3 e 3.3.4, e o feito de que as formas
simplécticas son pechadas, témo-lo o resultado requirido. O

E posible dar unha demostracién alternativa da proposicién 3.3.4
utilizando técnicas de variedades case-producto. Sexa @ o endomor-
fismo do fibrado tanxente a TM que verifica:

(35) QO(Q(A)a B) = gC(A= ‘B)l VAr Be T(TM)1
temos que

(3.6) Q*(A) = A, g°(Q(A), Q(B)) = y°(A, B), YA, B € T(TM).

Polo tanto, @ define unha estructura case-producto métrica en T'M.
Ademais :

(3.7) Q(XV)=XVeQ(X*)=—X", ¥X € TM,

(3.8) Q(A, B) = ¢°(Q(A), B), YA, B € T(TM).
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Entoén, utilizando a Proposicion 3.9 de [13] que garante que Q é
harmoénico, temos que, pola propia definicién de 2-forma harménica
(Definicién 2.2.1), Q0 é harménica

Nota: Este método non se pode aplicar 6 caso de wy, xa que o endo-
morfismo de T'(7* M) que define, non é unha estructura case-producto.




Capitulo 4

Sistemas hamiltonianos e
lagranxianos

4.1 Sistemas hamiltonianos

O campo de vectores hamiltoniano dunha funcién H nunha variedade
simpléctica férmase de xeito semellante 6 gradiente dunha funcién nunha
variedade riemanniana. Ademais, a antisimetria da forma simpléctica
introduce propiedades conservativas no campo hamiltoniano, mentres
que a simetria da métrica riemanniana introduce propiedades disipati-
vas no gradiente.

Definicién 4.1.1 Seza (N,w) unha variedade simpléctica 2n-dimen-
sional e H : N — R unha funcién diferenciable.
O campo de vectores Xy determinado pola condicion:

w(Xn,Y)=dH(Y)
isto € :
ixyw = dH,

chdmase campo de vectores hamiltoniano con funcién enerzia H. De-
notaremos por (N,w, Xy) un sistema hamiltoniano.

O cardcter non dexenerado de w garante a existencia do campo de
vectores Xp.
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Proposicién 4.1.1 [1] Seza (N,w, Xy) un sistema hamiltoniano eV =
{V.cN,(¢....q"p1,...,pn)} unha vecinanza de coordenadas cano-
nicas para w, € dicir, w = dq* A dp;. Entdn, nesas coordenadas,

Lo 8 oHa .
7 opiog ogiop’

(4.1)

Polo tanto, a(t) = (q(t),p(t)) é unha curva integral de Xy se, e
somentes se, verifica as ecuacions de Hamilton:

di OH dp,  OH . |
(42) E_a_p::'}_ aqisz‘_ls---a”-

Probamos no capitulo 3 que T*M ten unha estructura simpléctica
natural. Polo tanto é posible estudiar campos de vectores hamiltonianos
no espacio de fases dos momentos, 7% M, é dicir considerar os sistemas
hamiltonianos (T™*M,wy, Xr) para distintas funciéns H.

4.2 Sistemas lagranxianos

Como vimos anteriormente, o fibrado tanxente carece dunha estructura
simpléctica natural. Nesta seccién describiremos un tratamento no es-
pacio de fases das velocidades alternativo 6 hamiltoniano no caso do
fibrado cotanxente.

A idea consiste en considerar unha funcion L : TM — R e as
soluciéns a unhas ecuaciéns diferenciais de segunda orde. De L pédese
obter unha funcién enerxia E;, en T'M, que, trasladada a 7 M mediante
a derivada fibrada FL : TM — T*M ,(a derivada de L en cada fibra
de T'M), proporciona un Hamiltoniano adecuado. Entén as curvas
solucién en T*M (ecuaciéns de Hamilton), e en TM (ecuaciéns de
Lagrange), coincidirdn cando sexan proxectadas en M.
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Este proceso pdédese inverter, permitindo pasar dunha formulacién
hamiltoniana a unha lagranxiana.

Hai que ter en conta que as dilas formulaciéns se establecen en
espacios diferentes, que en xeral non poden ser identificados. En conse-
cuencia, a relacién entre H e L non é un simple cambio de coordenadas.

Definiciéon 4.2.1 Sexa M unha variedade diferenciable e L : TM —
R unha funcion diferenciable. A aplicacion :

FL:TM — T*M, X, ~ DL,(X,) € L(T,M,R) = T; M,

chdmase derivada fibrada de L. L, denota a restriccion de L d fibra
sobre q € M.

Notese que F'L non é necesariamente un homomorfismo de espacios
fibrados, pero si é unha aplicacién diferenciable que preserva as fibras.

Definicién 4.2.2 Sexza wy a forma simpléctica candnica de T*M eL:
TM — R unha funcion diferenciable. Enton

wr = (FL) wy

€ a 2-forma de Lagrange asociada ¢ Lagranziano L.
Diremos que o Lagranziano L € reqular se FL é unha aplicacion
reqular en todolos puntos.

Proposicién 4.2.1 [1] Seza L : TM — R unha aplicacién diferencia-
ble. Enton son equivalentes:
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(i) L € un Lagranziano regular,
(ii) FL € un difeomorfismo local,
(1it) wr = (FL)*wo € unha forma simpléctica en T M.

O

Sexa U = {U C M, (¢*,...,q™)} unha vecifianza de coordenadas

en M e TU e T*U as correspondentes vecinanzas inducidas en T'M e

T*M con coordenadas (¢',¢') e (¢*,p:), respectivamente. A expresion
local da transformacion de Legendre é:

(43)  FL(¢'..-,¢™d" s d™) = (@', d™iP1 s Pm)s

aL
onde p; = B

Seguindo esta notacién a 2-forma de Legendre exprésase localmente
do xeito seguinte:
2 2
dq' A d¢’
sag 1 N7+ iag

(4.4) wr, = dg' Ad§.

Definicion 4.2.3 Dado o Lagranziano L : TM — R, definese a accion
A:TM — R por A(v;) = [FL(v.)](v:) e a enerzia por E;, = A— L.
Por un campo de vectores lagranziano para L, entendemos un campo
de vectores Xy, en TM tal que ix, wy = dEy,.

No caso de que L sexa regular, temos asequrada a ezistencia de X e
diremos que define unhas ecuacions de movemento consistentes.

En coordenadas locais:

385 8L

Nota: En realidade A=CL : TM—R, sendo C o campo de Liouville.
Asemade E;, = CL — L.

Definicion 4.2.4 Sexa L : TM — R unha aplicacion diferenciable.
Diremos que L ¢ un Lagranziano hiperregular se FIL : TM — T*M ¢
un difeomorfismo.




4. Sistemas hamiltonianos e lagranzianos 29

A transicién entre a formulacién lagranxiana e a hamiltoniana vén
dada polo seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 [1] Sexa L un Lagranziano hiperreqular en M e seza
H = Epo(FL)™ : T*M — R, onde Ey, é a enerzia de L. Entén X,
e Xy estin F'L-relacionados, (FL). X, = Xy. As curvas integrais de
X, son aplicadas por FL sobre curvas integrais de Xy. O

Para completa-lo proceso, vexdamo-lo camino inverso.

Definicion 4.2.5 Un Hamiltoniano H : T*M — R chdmase Hamilto-
niano hiperreqular se FH : T*M — TM,w, — DHy(w,) € T,M € un
difeomorfismo. A aplicacion FH chamase transformacion de Hamilton.

Se Ay € a 1-forma de Liouville de T*M, G = X\o(Xy) € a accién de
H.

Teorema 4.2.2 [1] Seza H un Hamiltoniano hiperregular sobre T* M.
Definimos E, = Ho (FH)™\,A=Go(FH)! e L= A— E;. Entén,
L é un Lagranziano hiperreqular en TM e de feito FL = (FH)™'. O

Teorema 4.2.3 Hai unha correspondencia bizectiva entre os Lagran-
zianos hiperrequlares, L, e os Hamiltonianos hiperregulares, H.

H constriese a partir de L mediante o Teorema 4.2.1, e L a partir de
H polo Teorema 4.2.2. Os sequintes diagramas conmutan:

R
/ \<= CL
FH L
M

G
™M &
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TFH
TIM TTM
TFL
X H! IX L
FH y
M ™™ R
FL
H\ /f =h=1
"

4.3 Modelos matematicos

Cando se considera un sistema de n particulas que se moven libremente
en N con masas my,...,Mm,, os puntos (z,v) € R*" x ¥ que repre-
sentan posicion e velocidade, chamaselles estados do sistema.

Dado o difeomorfismo: -

TI : TR™ — R x 73

onde I é a identidade de R pédese ver un estado coma un punto de
TR*. Se {(«',9',2'),i = 1,...,n} son as coordenadas candnicas en
R definimo-la métrica da enerxia cinética do sistema como:

gr = mi(da")* + (dy')* + (dz)’]

Denominase espaciode configuracion 6 subconxunto, M, de R*"
das posibles posicions das particulas. Se o espacio de configuracién,
M. é un aberto de %", entén o espacio fase dasvelocidades é TM =
M xR e a métrica da enerxia cinética é unha métrica de Riemann en
M.

Desta forma, en lugar de considerar n particulas que se moven libre-
mente en R?, consideramos como se unha soa particula se movese nun
aberto de R%",
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A funcién enerxia cinética do sistema é a aplicacion:
T:TM — R,

dada por: {
T(x,v)= 59,(1:.‘0), (z,v) € TM.

Agora ben, no caso en que o sistema esta suxeito a ligaduras holond-
micas, o espacio de configuracién xa non serd un aberto, senén unha
subvariedade de dimension d de R*". Pensamos en d coma o nimero
de graos de liberdade do sistema. A asuncién de que as ligaduras son
holonémicas significa que restrinxen a posicién que as particulas poden
ocupar, pero non limitan as sias velocidades, é dicir, se (z,v) é un
elemento do espacio fase das velocidades (un estado do sistema), entén
cada posicion posible do sistema ha de ser un elemento do espacio de
configuracién (z € M). Nembargantes calquera vector tanxente a M,
v, pode ser considerado coma unha velocidade posible.

A métrica enerxia cinética en %", restrinxida 4 variedade d-dimensional
M, define unha métrica de Riemann, tamén denotada por gr, sobre M.

Entén, un modelo matemdtico, (M, gr), para un sistema de par-
ticulas que se moven en R* suxeito a ligaduras holonémicas consiste
en:

(a) Unha variedade diferenciable M — R*" como espacio de configu-
racion,
(b) o fibrado tanxente T'M, espacio fase das velocidades,

(¢) e a métrica de Riemann gr en M (métrica da enerxia cinética).

No caso en que (M, g) sexa unha variedade de Riemann pédese

definir un Lagranxiano de maneira candnica:
1
L(z,v) = Eym(v, v), (z,v) € TM.

Neste caso, a transformacion de Legendre FIL: TM — T*M é:

[FL(w)](v) = gu(v,w), v,w € T, M,
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e polo tanto L é un Lagranxiano hiperregular con accién:
A(v) = [F(v)]v = ga(v,v) = 2L, v € T: M,

e a enerxia
E=A—-L=1L.

O Hamiltoniano correspondente é:
H(z, ) = %gx(ﬂa, fla), @« € T; M.

Se, ademais, sobre a variedade M temos definida unha funcién po-
tencial, é dicir, unha funcion diferenciable V : M — R, entén é posible
definir un Lagranxiano en M do xeito seguinte:

(4.6) L:TM - R, L=T — (V onpa),

onde T é a enerxia cinética.
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4.4 Transformaciéon de Legendre

"Sexa agora (M, g) unha variedade (semi-)riemanniana. Neste caso a
transformacién de Legendre pode ser considerada como aplicacién entre
variedades semi-riemannianas :

(TM, g%) 5 (T*M, gv)

L ] BL
(q,q)H(q,aqi)

Imos analiza-las condiciéns que ten que verifica-lo Lagranxiano L
para que a transformacién de Legendre asociada sexa totalmente xeo-
désica, harménica ou isometria, presentando posteriormente exemplos
destas situaciéns.

Primeiro calcularémo-la segunda forma fundamental de F'L.

( V(dFL)' = (0),
: 3 )2 ary, o°
9 9 i &
+ M+l + G B
(4.7 — %%+2P$trfj!
= 2 g ;
V(@FL)], = aq.fa—j;q.?—ri;@ié;ﬁ%aiaz;
- ‘ :
V(dFL); = %—FE%H}B@%@%
) &AL
kV(dFL)%‘;-. = 305,08,

onde i, j,k, e, B,y=1,....m e ()= () +m.
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Teorema 4.4.1 A transformacion de Legendre é totalmente zeodésica,
se e soamente se en cada vecinanza coordenada:

TU = {mrp ™" U), (@' -1 0™ 4" 6™}
as expresions dadas en (4.7) se anulan.

Demostracion:

Basta ter en conta a definicién de aplicacién totalmente xeodésica.
O

Teorema 4.4.2 A transformacion de Legendre ¢ harmdénice se ¢ soa-
mente se en cada veciianza coordenada:

T = (a0, (@ 0" ™)
&L 9°L L
ij i r*
s oo ~ oo * o
idkl=1,...,m

) =0,

Demostraciéon:

Utilizando as expresiéns de (¢%) " (ver (1.1)), temos que o campo
de tensién vén dado por:

™ = 0,
L 2L 8L
ij 71 [k
™ =2 (Bq"aq'f&j" Ty aoq  iggiag
ik l=1,.

Basta utiliza-la definicién de aplicacién harménica para obte-lo re-
sultado.

(4.9)

Il

)s

()

No caso de ter regularidade en L, sabemos que FL é un difeomor-
fismo local.

No seguinte teorema establecemos qué Lagranxianos fan da trans-
formacion de Legendre unha isometria local.
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Teorema 4.4.3 A transformacidn de Legendre FL : (TM,g%) —
(T*M, gv) asociada a un Lagranziano reqular L, € unha isometria local
se e soamente se :

. | .
L(a,q) = 59(d,4) + #(a), 4 € Ty M,
onde ¢ : M — R € unha funcién diferenciable.

Demostracion:

Para que F'L sexa unha isometria debe cumprirse:
(4.10) (FL)*gy = ¢°.
Considerémo-las seguintes vecinanzas coordenadas:

U= {M C M, (qi)},

TU = {x54(U) C TM, (¢, )},

T"U = {'NﬂlT"M(u) © T*M‘J (q‘i‘ pi): = 1} CR Tn}-
A expresion local da transformacion de Legendre é :

i s ; OL
FL(¢',q") =(q,~5§)-

Calculemos (FL)*gy, usando as compoiientes de gy dadas en (1.11).
A condicién (4.10) da lugar 6 seguinte sistema de ecuaciéns diferen-
ciais en derivadas parciais:

PL
(4.11) W -
PL L, 0L _
dqrdg* 94" Ig* T og dq'
A funcioén:

L(g,) = 59(d,) + ¢(a)
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en coordenadas locais exprésase do xeito seguinte:

g
L(q,q) = Egijfliflj + &9("}")‘

de:
onde P

’j:éan‘

que efectivamente cumpre as condicions (4.11) xa que:

oL T
i 3954 + 59184
= gsjéjs
PL
oo o
PL 00
aAqroge aq"

A partir do anterior, e tendo en conta que:

1 g {3§rt OG1s B aﬂrs}

o dgr  dgt
temos:
dgr5 , Ogis g
21-\ ] 18 r.s,
raldki a ¥ + aq an
asi:

.‘6 ) 6 r] ara % 1
qJ agq: +qJ a‘{;: = agf_ = 2r£rgqu11

e esto proba o que queriamos,
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Supofiamos agora que FL é unha isometria. Esto significa que
se cumpren as ecuacions diferenciais (4.11), e tendo en conta que a
primeira ecuacién involucra tan s6 as derivadas con respecto a ¢, pode-
mos integrala facendo o cambio de variable:

oL
4.12 = —
(412 u=5
co cal temos:
ou B
aq-s - Qrsa

e asi:

u(q,4) = grsq” + A(q)-
Volvendo a (4.12), temos:

. oL
grs'?‘l“A(Q) - a(jr
X2
; ST .
L(q,4d) = =9r4°¢" + A(q)d + B(q).

2

Levando este L & outra ecuacién deducimos que se A = 0 temos
unha solucién do sistema. Como os coeficientes das ecuacions son
C®, temos garantida a unicidade de solucién unha vez que fixémo-las
condiciéns iniciais adecuadas, e asi:

. 1 .
L(q,q) = 59rsd"¢° + B(q)

¢ a solucién buscada, e esto conchie o que queriamos probar.

Teorema 4.4.4 Sexa (M, gr) un modelo matemdtico para un sistema
de particulas que se moven en R® suxeito a ligaduras holonémicas. Sexa
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V : M — R, unha funcion potencial definida sobre M. Enton, o
Lagranziano:
(4.13) L=T—(Vompy)

fai que a transformacion de Legendre:
(4.14) FL:(TM,g7) — (T"M, (g7)v)
sera unha isometria.

Demostracion:

Este Lagranxiano é hiperregular, polo tanto regular, e asi este resul-
tado é unha consecuencia inmediata do Teorema 4.4.3 e da definicién
da enerxia cinética. o

Corolario 4.4.1 Seza a variedade simpléctica (TM,wy, g€), onde wy,
€ a forma simpléctica inducida polo Lagranziano L : TM — R. Se
a transformacién de Legendre, FL, € isometria , entén a 2-forma
simpléctica wy, € harmdnica.

Demostracion:

A diverxencia de wy, vén dada por:

bun(X) = =099 g (01550 X)) = 0n(V gy 5, X)
- w(ﬁ%ﬁﬁ)}
= 19 g nl X)) — (Y g 5 X)
- WL(E-—J‘,VS-;L‘,X)]
69 d 3]

- ('3q" VE%I(LUL(@',X)) = WL('@:VE%‘,X)]
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&L PL &L
- k U - ol
= X" Cqpa7 ~ sgopor ~ FiogoF)
agﬁ PL_ PL
q' dgidgi dg* Bcj‘f}cjfatj"’

onde:

X = X" £ +Xk5k'€T(TM)

Polo Teorema 4.4.3, FL é unha isometria se e soamente se :
|
L= 5gyd'd’ +(0),

e neste caso:
FL__, PL _,
AE0PoT T dgPagk T !

bwr(X) = Xk[yij (2911:1"!; = 29&[‘:_1)] =0,

ent6n tense que wy, é harmanica. O
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4.4.1 Exemplos de transformacions de Legendre

A continuacién danse unha serie de exemplos fisicos para os que a trans-
formacién de Legendre, nas condiciéns anteriores, resulta ser isometria,
totalmente xeodésica ou harmonica.

PENDULO ESFERICO

Consideremos en primeiro lugar un sistema mecanico dun péndulo
esférico, consistente nunha particula de masa m restrinxida a moverse,
baixo os efectos da gravidade, sobre unha esfera sen friccion. As liga-
duras poden lograrse, por exemplo, colocando a particula no extremo
dunha varilla lixeira e facendo que o outro extremo da varilla estea fixo.

A esfera onde se move a particula é 5% = {(a,b,c) € R*/a® + b* +
¢? = 1}, que é unha subvariedade de R*. Considerdmo-la inmersién
(embebemento) en coordenadas locais:

§? S R
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(¢*,¢*) ~ (sing'cosq? sing'sing? cosq').

A métrica da enerxia cinética en R* vén dada en termos da carta
identidade, (z,v, z), de R* por:

(4.15) gr = m[(dz)? + (dy)* + (dz)?).

As enerxias cinética e potencial exprésanse como:

(4.16) 7 %m(ﬁ R+ 22

(4.17) V = gz, (g = cte. gravitatoria).

Se restrinximos esto a S?, temos:

(4.18) (i*Gr) = gr = m((dg")? + sin’q'(dg?)?),
. L s . ;

(4.19) T(q,q9) = §m[(q1)2 + sin®q* (¢2)?).

Entén o Lagranxiano asociado é:

. 1 : . .

(4.20) Lr(q,d4) = 5m{(d")* + sinq'(¢2)?] — geos ¢,

Este Lagranxiano fai que a transformacién de Legendre:

FLr: (TS%g5)— (T*S%(9r)v)
i i i OL
(¢.d)~ (d, 3—(1.,-)

sexa unha isometria.

Consideremos agora o Lagranxiano:

(4.21) Lg,d) = 5ml(@") + (@) + old', ),

onde  : $? — R é unha funcién diferenciable.
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Vexamos que L fai de FL unha aplicacién harménica. En efecto,
sen mais que considerdrmo-las expresions do campo de tensién dadas
en (4.9), e tendo en conta que:

@ 22
)
FL_
agtagt
AL .
aF — "
W = md §

obtemos:

T(FL)" = 0,v=1,2,3,4,
e esto proba o que queriamos.

Nembargantes F'L non é unha aplicacién totalmente xeodésica, xa
que se considerdamo-los simbolos de Christoffel asociados a gp:

I‘}izf‘;i,:['fl =F?2=D=
F{2 = sing cosq’,

—sing!

cosq! '

temos que existen termos da segunda forma fundamental de F'L que
son distintos de (), por exemplo:

(4.22)

rzz =

V(dFL)}, = mq' (sin®g" — cos®q').

Conclusién: Construimos co modelo matematico do péndulo esférico
un exemplo de transformacién de Legendre harménica que non é total-
mente xeodésica e, polo tanto, que non é isometria, e outro que ilustra
a situacion do Teorema 4.4.4,
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PENDULO SIMPLE

Consideremos un péndulo simple tal como aparece na ilustracién.

Aqui M é §', e cada punto de S! estd determinado por unha coor-
denada q.

st R
q + (lcosg, Ising, 0).
As forzas que temos son m - g e maila tension, (g=cte. gravitatoria e
m a masa da particula).
Considerdmo-la métrica gp = m[(dz)? + (dy)?* + (dz)?*] en R?, e asi
i*gr = ml*dq ® dq dénos unha métrica en S*.
A enerxia cinética:

IR I NS S

A tinica forza que actiia é na direccion de z, e asi o potencial vén dado
por:

V(z,y,z) = —mgz.




44 4.4.1 Ezemplos de transformacions de Legendre
Se nos restrinximos a S' obtemos:
V(q) = —mygl cosq.
Se L=T —V on tense:
L(q,q) = %mlz(tj)" + mgl cosq.
E polo estudiado en xeral para este L, F'L é isometria.

As ecnaciéns de Euler-Lagrange neste caso:

d 0L, .
T EE) = ml*q,
-‘?—I‘- = —mgl sin
aq s g Q‘
Do que se segue:
lj + gsing = 0,

Sexa agora o Lagranxiano:

(4.23) L(g,4) = Aq + Bag + C(q)* + D(4)* + ¥(q),

onde A,B,C,D € Re p:S" — R é unha aplicacion diferenciable.
Este Lagranxiano fai da transformacién de Legendre unha aplica-
cién harmoénica, basta ter en conta:

FL -0
dgd?%g
Fil — F= U,

e a expresion do campo de tension de F'L dada no Teorema 4.4.2.

]
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Nembargantes,

PL
V(dFL); = TP
— 6D#0,

se D+#0, e polo tanto F'L non é totalmente xeodésica.
Para conseguirmos un Lagranxiano que faga de F'L unha aplicacién
totalmente xeodésica sen ser isometria basta tomar:

(4.24) L(g,4) = Aq + Bqg + C(4)* + ¢(a), ,
onde A, B,C € R e ¢ :S' — R é unha aplicacién diferenciable.

Conclusion: Temos exemplos das tres categorias de aplicaciéns:
e F'L isometria:
. 1 900
L(q,q) = Eml (q)* + mgl cosq.
e F'L totalmente xeodésica;
L(g,4) = A+ Bgi+ C(4)* + #(q),

onde A, B,C € R, p: 8' — R é unha funcién diferenciable.

e F'L harmoénica;
L(g,4) = Ad+ Bag + C(4)* + D(q)* + #(q),
onde A,B,C,D € R, (D#0), e ¢ : S' — R é unha funcién

diferenciable.
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MAQUINA DE ATWOOD

Consiste en dias masas M; e M, unidas cun cordelifio que pasa por
unha polea sen rozamento.
Considerdamola en R co eixo z "cara a féra”.

A variedade agora é:

M = {(-a,q,0,a,l —ma —q,0) e R®:0< g < — Ta},
e polo tanto dimM =1,

M < Re
g (_G‘JQ!O:aat—_ﬂ-ﬂ_q:O)'

Para a construccién de L precisamos 7' e V. A métrica da enerxia
cinética en R® vén dada por:

gr = mi(dz')?,
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onde:
M, = my = my = ms,

Mg=m4 = Mg = MNig,

e asi:
gr = i*(gr) = (ma2 +mg)(dq)?,

é unha métrica de Riemann en M.
A enerxia cinética vén dada por:

. 1 . .0 .0
T(q,4) = 5t (9"")(‘3671“1?95)
1
~ Lt @)

Por outra banda para calcularmos V' necesitdmo-la forza. Sobre
cada masa m;, 1 = 2,5 actiia peso-tensién, denotaremos por:

e [ a forza que actiia sobre a masa M; na direccién z,
e [, a forza que actiia sobre a masa M, na direcciéon y,
e [} a forza que actia sobre a masa M; na direccién z.

e Para a masa M, denotaremos estas mesmas forzas por Fy, F; e
Fs respectivamente.

E témo-lo seguinte:

F;=0,1=1,3,4,6,
Fy=myg—r,
F5=m59'—'7,

onde 7 é unha forza de ligazén. Ademais, a forza non depende de ¢, e
polo tanto, o sistema e holénomo e conservativo.
Escribamos isto con madis detalle:

F:TR — T*%S,
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F = Fdd"
= Fydz® + Fydz®
= (mag — 7)dz® + (msg — 7)d2°
= mygdr? + mygds® — rdx? — TdaP.

Dado que toda forza pode descomponerse en forza aplicada e forza
de ligazén, e unha forza, F, é de ligazon se e somentes se :*F = 0,

temos que F' = —rdz?(z) — 7dz’(z) efectivamente é de ligazén, pois
cumpre o anterior. Deste xeito a forza total aplicada, que denotaremos
por F%, é:

F* = mygdz® + mggda®,
enton:
(1" F*)(g,4) = (m2g — msg)dg.
Como F'* é conservativa, temos:
(i*F*)(q,q) = —dV(z).
Buscamos V que cumpra o seguinte:
dV(z) = (—mag+ msg)dq(z)

A%
= a_q |- dg(x).

Como z = (-a,q,0,a,l — ma — g,0) temos:
V(g) = —magq + msg(l — ma —q),
e finalmente:

. 1 :
L(g,4) = §(m2_+ ms)(4)* +magq — msg(l — ma — q),

que, polo estudiado, en xeral nos permite afirmar que F'L é unha
isometria.
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Como:

8_ = —Mag +m5_g!
— = (g + ms)g

as ecuaciéns de Euler-Lagrange son:

d OL, OL

R’f(*gg)—a—q——
3

d*q _ (—ma+ms)g

a2~ (my+ms)

Resolvendo estas ecuaciéns, conecémo-la evolucién do sistema.

De xeito similar 6 péndulo simple, como I'}; = I' = 0, pédense
construir Lagranxianos que fagan da transformacion de Legendre unha
aplicacién harménica ou totalmente xeodésica, basta considerar:

e F'[, harmodnica e non totalmente xeodésica:
L(g.4) = Ad+ Bgj+C(4)*+ D(9)* + ¢(q),

onde A, B,C,D € R, D#0, e ¢ : M — R é unha aplicacién dife-

renciable.

e 'L totalmente xeodésica e non isometria:
L(g,d) = A¢+ Bag+C(4)*+ ¢(q),

onde A,B,C € R e ¢: M — R é unha aplicacién diferenciable.
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4.5 Transformacion de Hamilton
Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana. Igual que no caso da

transformaciéon de Legendre a transformacion de Hamilton pode ser
considerada coma unha aplicacién entre variedades semi-riemannianas:

(T*M,gv) & (TM, 4%

Ip; )
A segunda forma fundamental de F'H vén dada por:

(qi!pf) = (Q!

( V(dFH) = (0),
- PH OPH OH ore.
VAFrE)] = —— -Dfe———— 2
(AFH); 0q;:0q;0p, Y 0qOpy  Opa O
| i oL, )2
— _al == & + I‘:‘ :j 0 :H
dg; dy; OprOp,
oI, 9?H *H
» i 1—.1 O
(4.25) ¢ +. g, g, ge T lag
g P H O*H 9*H
VIEAFEY = —m T8 —— 5. _STeE
(@FH)y Opidq;0py, Y OpkOpy *la IpiOpa’
s O*H O*H 9*H
( ) 9q:0p;Op- "Opkdpy " Op;0ps
. PH
(R i [
~ ViiiElg OpiOp;Ops’

onde i, 7, k,a, B,7y=1,...,me () = () + m.
Vexamos baixo qué condiciéns F'H é totalmente xeodésica, harmé-
nica ou isemetria.

Teorema 4.5.1 A transformacion de Hamilton é totalmente zeodésica
se e soamente se en cada vecinanza coordenada:

T*(U) = {mpipe@): (@'~ - . @™ Py - - s Pm) }y
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as expresions dadas en (4.25) se anulan.
Demostracion:

O resultado obtense da definicion de aplicacién totalmente xeodésica.
O

Teorema 4.5.2 A transformacidn de hamilton é harmonica se e soa-
mente se en cada vecinanza coordenada:

T*(U) = {mpip(U), (@' €5 P1y o) s

. O°H O*H d*H >*H
5! =Dt ) +p——— = 0.
(apiaqjam  Opdpy. '13:053171) Ay OpiOp;Opy
Demostracion:

Utilizando as compoiientes de (gv) ™' (ver(1.11)), témo-las expresiéns
do campo de tension:

( T(FH)* = 0,

FH . OH ., O°H

r(FH = 26 )

g . + T
(4.26) < . Ips0q;0py Topop; | " op;op
PBH
L i
L - japiapjﬂpk

A definicién de aplicacion harménica dd lugar 6 resultado.
O

A condicién necesaria e suficiente para que un Hamiltoniano faga
da transformacién de Hamilton unha isometria local vén dado por:

Teorema 4.5.3 A transformacion de Hamilton:

FH : (T*M,gy) — (TM, ¢°),
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asociada a un Hamiltoniano regqular H, é unha isometria local se e
soamente se :

1
(4.27) H(q,p) = 59(4(p), §(p)) + ¥(a), p € T"4M,
onde ) : M — R é unha funcion diferenciable.

Demostracion:

Sabemos que L(q, §) = 30:54'¢ + ¢(¢") se e soamente se F'IL ¢ unha
isometria local. Ademais FH = (FL)™!, e construfmos FH a partir de
H = Ep o (FL)™', sendo Ey, a enerxfa:

E, = A-L
_iaL_

Como: % = 0;;¢’, temos:

L o ,
EyL= égijq ¢ —(q),

e asi:
H(¢',pi) = Epo(FL)™'(¢',m)

= Ei(d',prg™)

1 |
= ayﬁpkg" psg* — p(q')

1 Y i
= Epk;osg“ —(d").

E esto permitenos afirmar que F'H é unha isometria local se e soamente
se H ten a expresion anterior, que, escrita globalmente, é a dada polo
teorema. O

Temos tamén a versién andloga para a transformacién hamiltoniana
no caso de modelos matemaéticos.
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Teorema 4.5.4 Sexa (M, gr) un modelo matemdtico para un sistema
de particulas que se moven en R® suzeito a ligaduras holonémicas. Sexa
V: M — R, unha funcién potencial definida sobre M. Entén o Hamil-
toniano:

(4.28) H=FE,o (FL)MI, (L =T— (Vomru),

sendo Ey, a enerzia, fai que a transformacidon de Hamilton:

(4.29) FH : (T"M, (9r)v) — (TM, (9r)°),

seza unha isometria.

Demostracion:

Este Hamiltoniano é hiperregular, polo tanto regular. Paralela-
mente 6 caso lagranxiano, o resultado é unha consecuencia inmediata
do teorema 4.5.3 e da definicién de enerxia cinética. a
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4.5.1 Exemplos de transformacions de Hamilton

Vexamos agora a version hamiltoniana dos exemplos fisicos estudiados
na seccién anterior. Obtemos aqui Hamiltonianos para os que a trans-
formacién de Hamilton resulta ser isometria, totalmente xeodésica ou
harménica.

PENDULO ESFERICO

O Lagranxiano considerado en (4.20):

Ln{a,) = 5ml(@")? + sin4* ()?] — gcosq’,

é un Lagranxiano hiperregular; seguindo o Teorema 4.2.3 podemos cons-
trui-lo Hamiltoniano asociado:

H = Ejo(FLy)™

= Eb(qi: q‘)
Como:
E, = A-Lyp
_
= ¢ qu
1 : 4 .
= §m[(qr‘)2 + (¢*)?sin®q"] + g cos ¢',
enton:

1 P2
H(g,p) = §m[pf + 5;%_'] + gcosq’

e, para este H, a aplicacién:
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FH: (T*S%(gr)v) — (T'S%45)
L, i%
(q rpl) (q ] BIJ, )1

é unha isometria sen mais que ter en conta o Teorema 4.5.3.
Se consideramos agora o Lagranxiano:

Lg,d) = ml(@")? + @]+ (', 0%,

6 igual que no caso anterior, L é un Lagranxiano hiperregular, e asi
podemos construi-lo Hamiltoniano H tamén do mesmo xeito, e tense:

Hign) = gml@) + @) - eld'.¢)
= i+ - vl )

Este H fai que F H sexa unha aplicacién harménica. En efecto, sen
mdis que considera-las expresions do campo de tensién dadas en (4.26),
obtemos:

(4.30) T(FH)" =0, y=1,2,3,4,

e esto proba o que queriamos.

Nembargantes F'H non é unha aplicacién totalmente xeodésica, pois
tendo en conta as expresions dos simbolos de Christoffel asociados a g
dadas en (4.22), temos termos da segunda forma fundamental de FH
que son distintos de cero, por exemplo:

PH O*H 9*H
V(dFH):, = - —l_'k_ - 5 o e
WFH)a = & edps 2 0pdm T  * Bpsipe
4 cosq!

m sin® ¢!
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Nota: Hai que ter en conta o feito de que, asi como a inversa dunha
isometria é unha isometria, esto non ocorre coas aplicaciéns harmonicas.
Esto fai inda mais interesante este exemplo, xa que temos que a inversa
dunha aplicacién harménica resulta selo tamén.

Conclusion: Coma no caso lagranxiano,construimos co modelo matemético
do péndulo esférico un exemplo de transformacion de Hamilton harménica
que non ¢ totalmente xeodésica, e, polo tanto, que non é isometria, e
outra que ilustra o Teorema 4.5.4.

PENDULO SIMPLE

Se pasamo-lo exemplo:

o A :
L(g,4) = 3mi(@)* +mglcosq

a formulacién hamiltoniana, a transformaciéon de Hamilton correspon-
dente resultard ser unha isometria.
Temos:

V(q) = —mgl cosq,
. 1 9/.19
T(g,4) = 5mi*(q)".

Como L é un Lagranxiano hiperregular F'L é un difeomorfismo, FH =
FL™! e ademais H = Eo (FL)™! onde E é a enerxfa. Temos entén:

T™™ME 1M TMETM
(¢,4) — (g,ml*q)  (q,p) — (q,#).

Ei(q.4) = T(q,9)+(Vom)(q,q)

1
= E'nr:ui',z(tj)2 — mglcosq,
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™

H(q,p)

FL

™M

Eo(FL)'=H

(ELo(FL)™")(q,p)

_ i
—_ EL(Q: mlz)

Asi: 2
1
H(q,p) = B mgl cosq,

e para este H, FFH é unha isometria polo estudiado en xeral:

As ecuacions de Hamilton:

dq OH p(t) .
% |e= B l(ate) o= ;gg = q(t),
dp oH

=z = ~ 3¢ |(qtt) p(ey= —mgl sin(q(t)).

De aqui séguese:
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dp
dt

I
mi*(§(2)),

= —mglsin(q(t))

e finalmente:
g + gsing = 0;

ecuacién que coincide coa de Euler-Lagrange.
Sexa agora o Hamiltoniano:

H(q,p) = Ap + Bqp + Cp* + Dp* + (q),

onde A,B,C,D € Re:S"— R é unha aplicacién diferenciable.
Este Hamiltoniano fai da transformacién de Hamilton unha apli-
cacion harmoénica, basta ter en conta:

PH o
dqop?
B, ==,

e a expresion do campo de tensién de F'H dada no Teorema 4.5.2.
Nembargantes, igual que no caso lagranxiano:

ou
ap?
= 6D#0,

V(dFH), =

se D#0, e polo tanto, FH non é totalmente xeodésica.

Por 1iltimo, o Hamiltoniano:
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H(q.p) = Agp+ Bp+ Cp® +¢(q),

onde A,B,C € R e ¢ : S' — R unha aplicacién diferenciable, fai da
transformacion de Hamilton unha aplicacién totalmente xeodésica sen
ser isometria.

Conclusiéon: Coma no caso lagranxiano volvemos ter exemplos de tres
categorias de aplicacions:

o [']] isometria:

1 p?
H(q,p) = Sl mglcosq.

e FH totalmente xeodésica:

H(q,p) = Ap+ Bap + Cp* + ¥(q),
onde A, B,C € Re 1 : S' — R unha aplicacién diferenciable.

e FH harmoénica:

H(q,p) = Ap+ Bqp+ Cp* + Dp* + ¥(q),

onde A, B,C, D € R, D#0, e v : S — R unha aplicacién difer-
enciable.

MAQUINA DE ATWOOD

Tinamo-lo Lagranxiano:

1

L(q,q) = '2'(7112 +ms5)(4)* +magg — msg(l — ma—q) .
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e 0 mesmo que no exemplo anterior, L é un Lagranxiano hiperregular,
e pola teoria xeral:

H(Q:p) = (EL < (FL)_I)(Qap)

= EL(Q: £ )

Mo + My

Como:
Ei(¢.9) = T(g,9) + (Vom)(g9),

1 ;
= =(ma+ms)(4)* — magq — msg(l — ma — q),

2
tense:
1 p?
H(q,p) = §m — magq — msg(l — ma — q),

0 que nos permite afirmar que F'H é unha isometria.

E por 1ltimo, tendo en conta:

- = Mag + msg,

dq
OH P
dp  ma+mg'

as ecuacions de Hamilton son:

dgq = o1 | __p®)
3 1= gy lawsen= 2
dp oH

= = ~ o |(ae).p(0))= —mM2g + msg.

Neste caso tamén I'}; = I' = 0, e pédense construir Hamiltonianos |
que fagan da transformacién de Hamilton unha aplicacién harménica
ou totalmente xeodésica; basta considerar:
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e F'H harmonica e non totalmente xeodésica:
H(q,p) = Ap + Bqp + Cp* + Dp® + %(q),

onde A, B,C,D € R, D#0, e ¢ : M — R é unha aplicacién dife-

renciable.

e ['H totalmente xeodésica e non isometria:

H(g,p) = Ap+ Bgp + Cp* + ¢(q),

onde A, B,C € Ret: M — R é unha aplicacién diferenciable.
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