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Introd ucción 

o estudio da xeometrÍa diferencial dos tibrados tanxentes camezau a 
principios dos anos 60 con E. T. Davis, P. Dombroski, A.J . Ledger, M. 
Okuma, S. Sasaki, S. Tachubana e K. Yano ([26], [5], [6], [18], [24], [22]' 
[23]). 
S. Kobayashi e K. Yano ([28], [29], [30]) desenvolveron a teoría de le­
vantrunentos verticais e completos de campos de tensores e conexións 
nos fibrados tanxentes, e K. Yana e S. Ishihara ([27]), a teoría de lev­
antamentos horizontais . 
O estudio de levantamentos verticais, completos e horizontais de cam­
pos de tensores e conexións nos fibrados cotanxentes roi fe ito por E.M . 
p.tterson e K. Yano ([32], [33]). 

Dada unha variedade (semi-)riemanniana, (M,g), denotamos por 
TM o seu fibrado tanxente, que equiparemos coa métrica semi-rieman­
niana ge, levantamento completo de g. 
Patterson e Walker ([20]) construíron unha métrica semi-riemannia­
na no fibrado cotanxente, T* M, dunha variedade que posuía unha 
conexión afín e simétrica, V, denotada por 9'0. Ternos así dúas varieda­
des semi-riemannianas: (TM,9C ) e (T* M, 9"), coas que traballaremos 
nesta memoria. 
É sabido que estas dúas variedades se poden relacionar mediante os 
isomorfismos Illusicais bemol : P e díese : U. No capítulo 1 probamos 
que estes dous isomorfismos definen isometrÍas entre ámbalas dúas va­
riedades. 

III 



IV Introducción 

Por otItra banda, sexan (M, g) e (N, h) dúas variedades (semi- )ric­
mannianas e f : (A1, g) -+ (N, h) unha aplicación diferenciable de M 
en N. A derivada covariante da diferencial, VdJ, é ullha forma bilineal 
simétrica sobre T M que recibe o nome de segunda f Or1na fundamental 
de f. A traza respecto de 9 é o campo de tensión. de f e denótase por 
TU)· 
A aplicación f dise harmónica se T(J) = O, e totalmente xeodésica se 
'Vd! = O. En termos físicos, imaxinemos que M cstá feita de gama e 
N de mármore, cntón a aplicación f abriga a M a cinguirse a N. Así, 
para cada punto x E NI, existe un vector T(f)(x) no punt.o ¡(x) E N re­
presentando a tensión da goma neste punto. Polo tanto, f é harmónica 
se e soamente se f fai que /111 se axuste a N en posición de equilibrio 
elástico. 
Exemplos de aplicacións harmónicas son 8S isometrías entre variedades 
de Riemanu, as inmersións minimais e as xeodésica.'), como aplicacións 
de !R nunha variedadc Id. 
Este concepto de harmonicidade esténdese a campos de vectores ([19]). 
Así diremos que un campo de vectores X sobre unha variedade semi­
riemanniana M é harmónico se é harmónica a sección: 

Utilizando os isomorfismos musicais ¡>Ódese establecer tamén cándo 
un ha l-forma sobre un ha variedade semi-riemanllialla é harmónica, tal 
como se e.xpón no capítulo 2 desta memoria. 
Por último, o concepto de harmonicidade é taméu aplicado a campos 
de tensores de tipo (1,1) e de tipo (0,2). Aparecen no capítulo 2 máis 
detalles e referencias. 

Consideramos tamén o concepto de variedadc simpléctica. Isto é, 
unha varieclacle diferenciable A1 dotada dunha estructura simpléctica 
w. 
En particular, se Id é unha varicdade diferellciable, o seu fibrado cotall­
xente, T*Af, pode ser dotado dunha estructura simpléctica·canónica. 
A 2-forma canónica constrúese a partir da l-forma de Liouville: 

>'0: r M ~ r(T' M). 
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No fibrado tanxente a unha variedade diferenciable non é posible, nem­
bargantes, construír unha estructura simpléctica canónica. O que si se 
pode facer é dotar ó fibrado tanxente dunha estructura simpléctica aso­
ciada a uuha métrica 9 sobre M. Esta estructura simpléctica fórmase a 
partir do isomorfismo bemol e da forma simpléctica canónica do fibrado 
cotanxente. 
Probamos no capítulo 3 que o campo de Liouville define unha sección 
totalmente xeodésica do fibrado: 

así como a forma de Liouville define unha sección totalmente xeodésica 
do fibrado: 

,,~ : (T'(T' M), (g~)~) ~ (T' M, g,,). 

Probamos tamén que a 2-forma simpléctica canónica, wo, do fibrado 
cotanxente é uuha 2-form~ harmónica en (T* M, 9'íl), e a 2-forma sim­
pléctica, 0 0 , asociada a un ha variedade de Riemann (M, 9) é harmónica 
en (TM,gC). 
Asemade vemos que estas 2-formas son harmónicas en senso clásico, 
isto é: 600 = O, 6wo = O, sendo 6 o operador de Laplace-dc Rham. 

Por último, a parte central deste traballo atópase no capítulo 4. 
Este está dedicado ó estudio de sistemas hamiltoruanos e lagranxianos 
particulares. Considerámo-Io Lagranxiano L : T M ---t lR, a aplicación: 

EL: TM~ 

Xq~ 

T'M , 
FLq(Xq) E T;M, 

chámase derivada tibrada de L ou transformación de Legendre. 
Cando F L é un difeomorfismo local (equivalentemente, L é un Lagran­
xiano regular), entón podemos construír unha forma simpléctica sobre 
T M do xeito seguinte: 

w¿ = (FL)'wo. 

Se F L é difeomorfismo (o que significa que L é un Lagranxiano hiperre­
guIar), eutón é posible uuha transición entre a formulación lagranxiana 
e a hamilt.oniana. Para O proceso inverso defínese o concepto análogo 
de Harniltoniano hiperregular e maila transformación de Hamilton: 



r 
VI Introducción 

FH: T"M --> TM, 

w, ..... F H,(w,) E ToM. 

Se, en particular, (M,g) é unha variedade (serni-)ricmanniana, as 
aplicaciólls de Lcgendrc e de Hamilton poden ser consideradas como 
aplicacións entre \-ariedadcs scmi-rieruannianns (TAl, ge) e (T" Al, 9v): 

(TM,fjC) ':!; (T'M,g,,) 

( '.') (' aL) q,q 1-+ Q'8cji' 

• PII e (T AI,g,,) --> (TM,fj ) 
. . aH 

('1"1',) >-> ('1', -a ). 
1', 

Damos cxplicitamentc a forma que teñen os Lagranxianos L para 
que F L scxa isometría local, totalmente xeodésica ou harmónica. Ve­
mos tamén que se F L é isomctría, entón Wf.. é harmónicu. A conti­
nuación expofiemos uns excmplos físicos para os que F L se atopa en 
cada unha das condicións antes sinaladas. Tamén explicitamos Hamil­
toniallos H para os que F H é isometría local, totalmente xeodésica ou 
harmónica, dando tamén exemplos físicos de cada caso. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Sexa N! uuha variedade difercnciablc, denotaremos por TM o seu fi­
brado tan.xeute con proxección: 7rTM : TAl[ ----i !vI, e por T* M o seu 
fibraclo cotanxente con proxccción: 7rpM : T t Al ----. /I'T. 

Supoñendo que M é unha variedade (semi-)riemanniana m-dimen­
sional con métrica 9 e conexión de Levi-Civita 'V, as dúas variedades 
2m-dimcnsionaiss, TAle T' J\J, poden ser equipadas cun.has métricas 
semi-riemannianas que denotaremos por gC e 9v. 

Ca fin de COllcretarrnos un pOlleo máis estas construcCÍÓ115 desen­
volvemos a seguir unha serie de preliminares. 

1.1 Métrica levantamento completo en T M 

Scxa !vI unha variedade (semi-)riemanniana m-dimensional con métr ica 
9 e conexión de Levi-Civitll 'V. Denotaremos por T 111 o fibrado tan­
xentc a /,,/ con proxección 1r1'M : TM ---t /1,1. Esta variedade 2m­
dimensional pode ser equipada coa métrica semi-riemanniana ge! le­
VI.Ultamcnto completo de 9 ([27]), de signatura (m, m) e definida por: 

Aquí, os levantamentos vertienis e horizontais dos vectores tan-

1 

- ~ '. .-..:~;. - -- _. 
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xentes X, Y en Al, están referidos á descomposición do espacio tau­
xente, T M, en cada punto, en vectores horizontaís con respecto a \l 
e vectores verticais canónicos. Para campos de vectores X, y en Al! a 
función g(X, y)V definida en TM é o puU-back de g(X, Y) ó longo da 
proxeción 1fTM. 

Sexa U = {U e MI (ql, ... , qm)} unba veciñanza de coordenadas en 
Al, entón pódese considerar a veciñanza de coordenadas en TM, TU = 
{1TT~/(U),(ql, ... ,q"';ql, ... ,qm)}. Ternos así que a expresión local de 
Be e mais da súa inversa en TU veñen dadas polas seguintes matrices: 

(1.1) gC ~ (q,~ 9
0
ii) , (gC)-1 ~ (O g,,) 

nij q'k8r¡'J ' 
gij :J ()qk • 

con respecto á base 

a a a a 
(1.2) {aQL1""8qrn;aq1l" " Dq"'}, 

do espacio tanxellte n T ¡\/ en cada punto. Por gij estamos denotando 
as compoñentes locais de 9 con respecto a 

a 8 
(1.3) {-a 1""'-8 j, q qm 

e por gii 1 as da súa inversa. 
Nun punto do librado tanxente, denotaremos por 

(1.4) TMr~p, (o, ¡J, , ~ 1, ... , 2m) , 

os símbolos de Christoffel da conexión de Levi-Civita, Ve, asociada a 
f}c Localmente exprésansc como 

1.5) ™r' ~ (rt O) 
O O ' 

r'. ) " , 
O 

onde rt son os símbolos de Christoffel de V e 

(1.6) k=k+m, (i,j,k= 1, ... ,m). 

A variedade semi-riemanniana (T 1\1, ge) posúe propiedades xcomé­
tricas importantes, herdadas algunhas da variedade (M, g). 
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Proposición 1.1.1 [271128[ Sexa (M, g) un/", vafiedade (semi-)Rie­
T/wrmiana e (T M, rF) o seu Jibrado tanxente coa métrlca levantamento 
comlJleto de 9, yG. Daquela ve71ficase: 

(i) Se (M,g) é localmente simétrica, enMn (TM,gC) é localmente 
simétrlca. 

(ii) (T NI, gC) ten cunJatura escalar cem. 

(iii) (TAf,gC) é ,mlta 1)ariedade Einstein se e soamente se (Af,g) ten 
CUl'vatum escalar' nula. 

(iv) Se (M,g) ten curvatum constante k. Ent6n (TM,gC) ten cur­
vatura constante se e soamente se k = O. 

o 

Ademáis a métrica yC é utilizada en temas de harmonicidade. 

Proposición 1.1.2 [27) Sexan (M,9) e (N, h) dúos vafiedades semi­
riemannianas e f : (M,O) - (N,h) unha aplicaci6n diferenciable. 
Entón I : (M, 9) ~ (N, h) é harmónica se e soamente se di : (TM,9G ) 

_ (TN, hC ) é harmónica. O 

Nos seguintes capítulos utilizaremos esta métrica para definir varios 
conceptos relacionados coa harmonicidade, como poden ser campos de 
vectores harmónicos· ou l-formas harmónicas. 
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1.2 Extensión de Riernann en T*M 

Patterson e Walker ([20]) const.ruíron unha métrica semi-riemannia­
na no espacio cotanxente dunha variedade que posuía unha conexión, 
~, afín e simétrica, denominada extensión de Riernann de 'íJ e deno­
tada por g'1. Se consideramos que V é a conexión de Levi-Civita da 
variedade (M,g) e tomámo-la veci-anza de coordenadas inducida no 
fibrado cotanxente a M, T*U = {1r-1pM(UL (ql, ... ,qm;]JI, ... , ]Jm)}, 
(1rToM:T* M -+ IV!), ternos que a métrica g'1 está definida como: 

(1. 7) e e g,,(X ,Y ) = -')'(\7 x Y + \7yX) , 

onde Xc , yC son os levantamentos completos a T* IV! dos campos de 
vectores X e Y en NI, expresados localmente por: 

e , {) {)Z' 8 
Z = Z {)~ - Pk{) k -{) , 

ql q Pi 
(1.8) 

onde, Z = Zi a~' e 'Y é a seguinte función en T M: 

')'; TM --> C=(T' M, iR) 

Z ..... ')'(Z), 

con: 

')'(Z) ; T' M --> iR 

')'(Z)(a.) = a.(Z), 

sendo a;¡; = p¡dqi. 
En coordenadas locais: 

(1.9) 

Relativa á base 

(1.10) 
{) 8 {) {) 

{81'···'8 mi~l".'~}' q q up¡ upm 

as expresións en coordenadas locais da extensión de Riemann e a sÍla 
inversa son: 
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onde 'V'rfj son os súnbolos de Christoffel de 'V. 
05 símbolos de Christoffcl, T·Mr~f:I' (a, (J, "Y = 1, ... , 2m), da cone­

xión de Levi-Civita, 'V'V'! Hsociada a g'V', veflen dados por: 

(1.12) T"Mpi' = (Pl
k A~j -rkj ) _rJ O ! ,. 

onde 

(1.13) 

rfj son os símbolos de Christoffcl de 'V en M e 

k = k + m, (i,i,k,l,t = 1, ... ,m). 

A variedade scmi-ricmanniana (T~ Al, 9'V') poslle propiedades xco­
mét ricas importantes, algullhns hcrdadas da varicdade base. 

Proposición 1.2.1 [27] Sc;m Al unha variedade dotada dunha conexión 
afín e simétrica 'V. Se Al f! localmente smzétrica, enlón o fibmdo 
colanxentc T~ Al coa concxión 'V V tamén é localmente simétnco. O 

Proposición 1.2.2 [27] Se C ~: unha xeodésrca co" respecto. a 'Vv en 
T~ Al, entón a proxección e de e é unha xeodésica en Al e PI(t) satisfan 
a cruarión: 

(1.14) 

Ó longo de Glande e ten a txpresión: 

q' = q'(t), p, = p,(t). 

o 
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1.3 Isomorfismos musicais 

Defínense os isomorfismos musicais asociados a unha métrica 9 como 
as seguintes aplicacións entre os fibrados tanxcnte e cotanxente: 

bemol.: TM --> T"M, X >-+ .(X) = g(X,·) 

diese ~ : T" M --> TM, w >-+ ~(w), 

onde ~(w) é o campo de vectores sobre M dado por g(~(w), Y) = w(Y), 
para todo campo de vectores Y sobre M. 
En coordenadas: 

(!.l5) 

(!.l6) 

.(qi,lji) = (qi,g"ti'), 

~(qi,Pi) = (qi,g"p.), 

gik denotan as compoñentes locais da métrica 9 e gik as da súa inversa. 

Xa que a métrica 9 é non-dexenerada, os isomorfismos musicais 
definen isomorfismos de fibrados entre TA1 e T· M. No epígrafe ante­
rior equipamos estes fibrados con métricas sem.i-riemannianas e resulta 
natural investiga-la información xeométrica que preservan estes isomor­
fismos. 

Teorema 1.3.1 [14] Sexa (A1, g) unha variedade semi-riemanniana e 
D unha conexión libre de torsión en M. Entón os isomorfismos musi­
cais inducidos lJOr 9 son aplicacións totalmente xeodésicas ent1.'C (T Id, gC) 
e (T· M, gD) se e soamente se D coincide coa conexión de Levi-Civita 
~ deg. O 

Pero ademais tense un resultado máis forte, que é o seguinte: 

Teorema 1.3.2 Sexa (111, g) unha varíedade (semi-)riemannianal e 
sexan os fibmdos tarlXente e cotanxente dotados das métricas gC e g'i] I 
n:spectivamente. Entón os isomorfismos musicais son isometrías entre 
(TM, gC) e (T"M,9v). 
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Demostración: 

En coordenadas temas: 

(TAI,gC) ..... (T'M) -!. (TM,yC) 

b(q',q') = (q',g".¡') 

~(q',p,) = (rr,lip,), 

7 

Resulta evidente que úmbalas dúas aplicaci6ns sou difeomorfismos ve­
rificando b o ~ = lT¡\f e ~ o b = Ir· ¡\f. 

Probemos agora que b-9v = gO e ~·9c = 9v. 
Facendo contas ternos: 

tendo en conta: 

·c 8gj j 
- q Dq" 

2 r ' U{ ag/o ag" Dg" } , {ag" ag" ag" } - ])k jj = -Pk9 - + - - - = -q¡ - + - - - , 
aq, aq, aq, aq, Dq, Dq, 

(b'g,,);) - O, 
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i, j, k, 1 = 1, ... ,m; O = O + m. 

Rcciprocamente: 

i,j,k,l = l, ... ,fnj Ü = () +m. 
Comparando coas expresións de gC e 9v dadas en (1.1) e (1.11) témo-Io 
resultado. O 



Capítulo 2 

Harmonicidade 

Scxan agora (/11, g) e (N, h) variedades (scmi-)riemannianas, de di­
mensi6ns m e 11., respectivamente, e sexa f : (M, g) ~ (N, h) unha 
aplicación de Al en N. Entón pódese construí-lo fibrado de l-formas en 
Al con valores no fibrado pull-back j-l(TN), é dieir, T" M ® j-l(TN). 
Este fibrado é equipado coa conexión inducida polas conexións de Levi­
Civita de 9 e h. 

A derivada covarirultc da diferencial, Vd!, é unha forma bililleal 
simétrica. sobre TM e chámasc sc.gundaformaJundarnc7ttaldef. A 
traza de Vd! con respecto a 9 cluí..mase can/pode tensión de f, e dcnóta~e 
por T(1). Ullha aplicación f dise harmónica se TU) = O, e totalmente 
xcodésica se 'Vdj = O (ver [7[,[81 para máis detalle). 

Agora,seU= (U e Al,("' .... ,,, .. )} e V= (V e N,(y', ... ,y")} 
son veciñanzas de coordenados eu /11 e N, respectivamente, e supoñcmos 
que f se representa localmente por ya = ¡a(ql, . .. ,qm), a = 1, ... , n. 
Ent6n ternos: 

(2.1) 
a' j" ar aj' aI' 

'V(dJli,.= a a' _9r~la' + ''l'"U) [-a .;;--eJ. ql qJ q q' vqJ 

(2.2) 

para i,j, k = 1, ... ,mi a,b,c= 1, ... ,no 
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2.1 Campos de vectores e 1-formas que 
definen seccións harmónicas 

Un campo de vectores X nunha variedadc M define unha sección do 
fibrado tanxente (Jx : A1 -t TAl. Cando Al se dota. duuha métrica 
semi-riemauniana y, Wl campo de vectores X dise harmónico se a 
sección Ux : (A1,y) -t (TM,gC) é Ullha aplicación harmóilic8. Tal 
noción de hannouicidade Coi estudiada por Nouhaud [19], e o principal 
resultado amosa que un campo de vectores X en (A1, g) é hanuónjc:;o 
se, e somentes se, é un campo de 'ueclon~s xeod¿sico (ver [31] e tmnén 
Observación 2.1.1 para a definición de campos de vectores xeodésicos). 

Teorema 2.1.1 [19] Un campo de vecto,", X en (M,g) define unha 
sección hannónica de (TAI,yC) se, e somentes se: 

(2.3) 
.. iJ D 

g"(Lx \7)( -1) , I)~) = 0, 
x' x' 

onde ! denota (l derivada de Líe. Ademaís X define un/m sección 
totalmente xeodésica de (TA1, gC) se e soamente se: 

(2.4) Lx\7 = O. 

o 

O bservación 2.1.1 Os campos de vectores que definen seccións total­
mente xcodésicas de (TAl, gC) sou chamados campos de vec(ores afíns 
Killing ([21]). Os campos de vectores que satisran a condición (2.3) 
son chamados campos de vectores xeodésicos por Yano e Nagano. Re­
ferimos a (31] para múis información sobre tales campos de vectores en 
variedades riemunniallas compactas. 

Exemplos de campos de vectores que definen seccións harmónicas 
poden ser construídos usando os levantamcntos vertical e completo de 
campos de vectores a TAl como se amosa a seguir: 

Teorema 2.1.2 [14] Sexá (A1, g) unha variedade semi-riemanniana e 
X !.In campo de vectores en NI . Entón ternos: 
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(i) O levantamento vertical XV de X é un campo de vectores en 
(TM, gC) que define unha sección harmónica de (T(TM), (gC)C). 
Ademais define unha sección totalmente xeodésica se e soamente 
se X define unha sección totalmente xeodésica de (TM,gC). 

(ii) O levantamento completo XC de X define unha sección harmónica 
(resp. totalmente xeodésica) de (T(TM), (gCt) se e soamente se 
X define unha sección harmónica (resp . totalmente xeodésica) de 
(TM"F). 

o 
Agora, usando o Teorema 1.3.2, témo-las seguintes relac~óns entre 

as seccións de T!vI e T* Id. 

Teorema 2.1.3 Sexa (M,g) unha variedade semi-r'iemanniana. 

(a) Unha l-forma, w, en !vI define unha sección harmónica (resp. 
totalmente xeodésic(L) de (T*Nl,9",) se e soamente se X = ~(w) 

define unha sección harmónica (resp. totalmente xeodésica) de 
(TM,gC). 

(b) Un campo de vectores, X, en M define unha sección harmónica 
(resp. totalmente xeodésica) de (TJI¡f,gC) se e soamente se w = 
b(X) define unha sección harmónica (resp. totalmente xeodésica) 
de (T'M,g,,). 

Demostración: 

Xa que a segunda forma fundamental da composición de dúas apli­
cacións satisfai: 

\ld(1/J o 4» ~ d1/J o \I(d4» + \I(#)(d4>, d4» 

onde rp : M _ N e 'I/J : N --+ P, ternos que a composición de dúas 
aplicacións totalmente xeodésicas é totalmente xeodésica. Ademais, 
se rp é harmónica e 'I/J é totalmente xeodésica, a composición 1/J o rp é 
unha aplicación harmónica (véxase [7] e [8], para roáis información). 
Agora, a demost.ración conclúese do Teorema 1.3.2 e do feito de que 
toda isometría é unha aplicación totalmente xeodésica. O 
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A continuación expóñense algúns exemplos de l-formas que definen 
seccións harmónicas. Usando os resultados dos Teoremas 2. 1.2 e 2. 1.3 
Lemas: 

Teorema 2.1.4 Sexa (Al, g) l.wha variedade semi-riemanniana e X 1m 

campo de vectores en A f. Entón: 

(i) '(XV ) é un',. l-/orma en (TAl, ge ) que define unha sección h.,·­
mónica do fibmdo cotanzente (T'(TAl) ,9vc ). Adema" define 
'lJ,lIha sección totalmente xeodésica se e soamente se X define unlw 
sección totalmente xeodésica de (T.U,gc). 

(ii) '(XC) define unha sección harmónica de (T'(TM),9vc) se e soa­
mente se X define unha sección harm6nica de (TM,gC). 

o 

Cada l-forllla w en A1 induce Wl campo de vectores no fibraclo 
cotanxentc, este campo de vectores é o levantalllento vertical W V de w, 
que se expresa en coordenadas locais do xcito seguinte W

V = Wkj},l' 

sendo Wk as coordenadas de w en M. 

Teorema 2.1.5 (14] w" define unha sección harmónica de (T(T" A1 L 
(yvjC) ¡¡ara cada l-/on1>a w en (M,y). O 

2_2 Campos de tensores de tipo (1,1) e 
(0,2) harmónicos 

Un campo de tensores de t ipo (1,1) nUlIha variedade riemarmialla 
(Al, g) determina un ha aplicación cp : TM _ TIvI onde TIvI denot.a 
o fibrado tanxente de IvI. É así natural da-la seguinte definición: 

Definición 2.2.1 [13] Un campo de tensores de tipo (1,1) mmha va­
n edade semt-riemanniana (M, g) d'l.Se hannónico se e soamente se r.p : 
(T.H.gC) __ (T/v/,gC) é unha aplicación harmómca. 

Asemade, un campo de tensores de tipo (0,2), ,pI en A1 é harmónico 
se e soamente se o campo de tensores de ti1JO (1,1) asociado, definido 
710!· 9("'(X), Y) = rjJ(X, Y), é harmónico. 
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En 113] determinase ullha coUCÜCiÓll necesaria e suficiente para que 
un campo de tensores de tipo (1,1), '{J, sexa harmónico. Scguindo [2] 
denótase por ,r a. adxunción formal da conexión de Levi-Civita 'V en 
(Af, g), que se exi)resa en coordenadas locais: 

Teorema 2.2.1 [131 O campo de endomorfismos <p en (M, g) é harmó­
nico !te e soamente se 'V.'P = o. O 

Como consecuencia deste teorema, un campo de tensare::; de tipo 
(0,2),4>, é harmónico se e soamentc se ten diverxencia nula, i.e., 64> = o. 
É interesante sinalar que o concepto de tensor harmónico foi previa­
mente estudiado por Chen e Nagano ([3]), no caso particular de campos 
de tensores de tipo (0,2) simétricos. Resulta que o campo de tensores 
4> é harmónico no sentido de [3] se e soamente se 

- 1 
4> = 4> - 2(tr"za4»g 

é harmónico no sentido da definición 2.2.1 (rcferímos a [13) para nltüs 
exemplos de campos de tensores harmónicos). 

Existen Inoitos tipos interesantes de campos de tensor~s de tipo 
(1,1) que desempeñan diferentes papeis na xeometría riemaulliana. Os 
operadores de configuración e de Ricci caracterizan interesantes pro­
piedades das variedades riemaunianas en esferas xeodésicas suficiente­
mente pequenas. Baseándose nos resultados de [4] e [13] temas: 

• Sexa ("1, g) unha variedade riemanniana con dimM 2:: 3. Entón 
(M, g) é un espacio harmónico se e soamente se o operador Ricci 
é harmónico en cada esfera xeodésica suficientemente pequena . 

• Unha variedade Einstein (M, g) é un espacio harmónico se e soa­
mente se o operador de configuración en cada esfera xeodésica 
suficientemente pequena é harmónico. 

---i-"-J··-~-~ -
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As estructuras case complexas e case producto son estructuras xeome­
tricamente interesantes cando se estudia xeometría riemanniana. Ase­
made, a harmonicidade de tales estructuras conecta con propiedades 
destas variedades tal e como se BIuosa en [13J . 

• Sexa (M, g, J) unha variedade case Hermitiana. Entón J é un 
campo de tensores de tipo (1,1) harmónico se e soarnente se 
(M, g, J) é semi-Kiihler. 

• Sexa (M, g, P) unha variedade métrica case producto. Entón P 
é unha estructura casi producto harmónica se e soam~nte se os 
autoespacios correspolldentes ós autovalores + 1 e ~ 1 de P definen 
distribucións minimais en M. 

------------------------------



Capítulo 3 

Xeometría simpléctica 

Sexa /11 unha variedade clifen:nciable, e w unha 2-forma en M. Dise 
que w é un ha estructura simpléctica se 

(a) w é nOl1-dexenerada: A aplicación inducida w : Tz A1 --+ T;/VI é 
un isomorfismo, para todo x E AJ. 

(b) w é pechada: dw=O. 

Uuha v-ariedade simpléctica é uuha variedadc /11 dotada dunha es­
tructura,1:iimpléctica, w, e denotarémola por (M,w). 

Como consecuencia inmediata desta definición, temos que: 

(a) Se (Af,w) é simpléctica, dimM = 2m, é par. 

(b) Se (A1~w) é simpléctica, A1 é orientable, e a 2m-forma wm é un 
elemento de volumc para Ar. 

3.1 Estructura simpléctica canónica do 
fibrado cotanxente 

Sexa Al uuha variedade difercnciable m-dimensional e sexa T"- A1 o seu 
fibrado cotanxente. En T-M existe uuha l-forma canónica, 

Ao : T' M ~ T'(T' M), 

15 
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denominada. f arma de Liouville, caracterizada po1a propieda'de de que 
se a é unha l-forma en Al, culón u· Ao = a. A derivada exterior desta 1-
forma, dAo , é uuha forma simpléctica. en T"l\1. A estructura simpléct.ica 
Wo = -dAo chámase estrucJ.ura simplé.ctica ranónic.I¿ de r" 1\1. 

Para definir >'0, consideremos pETo Al e IIp E TJI(To A1) un vector 
tanxclltc en ¡J. Se 'TrT'/ll : TO /11 - Al é a proxección e 1l'T"M(p) = :1,;, 
témo-lo seguinte diagrama: 

u. E T(T' M)---------, TAl 

l' E T' NI --------, M 

Definimos (Ao)'(1'.) = p((1TT'M),(V.)). culón se u : Al ~ T'A! é 
unha l-forma en Al e Wl: E T;r;A,f é un vector tanxente a NI, e se 
u(x) = p E T' Al, 

U'(AO)p(W,) (Ao).(U,(W,)) 

- p((1TT'M), o u.(W.)) 
- p(W.) 

u(x)(W,), 

como isto acorre para calqucra vector tanxentc WX 1 ternos que a" >'0 = 
a. 



3. X eometría simpléctica 17 

Irnos escribi-Ia forma ).Q en coordenadas locais. Sexa 

ullha veciñallza de coordenadas locais en T* M inducido pola 'veciñanza 
U = {U e M, (ql, ... ,q"')} en M. Cada ¡-forma p E T'(U) exprésase: 

p = Pidqi, 

de tal modo que se 1fPM(P) = q vén dado poi as coordenadas (ql, . .. ,qm), 
entón p vén dado palas coordenadas (gl, .. . ,qm iPI , .. . ,Pm)' 

Neste sistema de coordenadas a l-forma de Liouville vén dada por: 

AO(q,p) = p,dq'. 

Agora resulta inmediato que 

é un ha forma simpléctica e denomÍnase estructura simpléctica canónü;.a 
do f ibrado cotanxente. 
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3.2 Estructura simpléctica asociada a un ha 
métrica no fibrado tanxente 

Así como no fibrado cotanxente dunha variedadc é posible definir unlla 
estructura simpléctica de xeito canónico, no fibrado tanxente isto non 
é posible. A continuación descríbese algún caso no que si se pode dotar 
ó tanxente dunha estructura simpléctica. 

Sexa M unha variedade diferenciable m-dimensional. O campo de 
vectores, e, que enxendra o grupo 1-paramétrico de homotecias de TAtf 
é un campo de vectores en TM, chamada campo de Liouville. 
Sexa 

a veciñanza coordenada en TM inducido por U = {U e NI, (ql, . .. ,qm)} 
e a proxección 7rTM : TM ~ M. 

Cada campo de vectores q E T(U) exprésase: q = qi a~i' de tal modo 
que se 7rTA., (Q) = q vén dado palas coordenadas (ql, ... , q1n), entón q 
'dad I d d (' m" 'm) ven o poascoor erra as q , ... ,q ;q , ... ,q . 

Neste sistema de coordenadas, o campo de Liouville exprésase: 

( . a 
e q,q) = q' ag" 

Consideraremos agora que temas definida en M unha métrica (se­
mi-)riemanniana g. O isomorfismo bemol, b, asociado a es~ métrica, 
definido no capítulo 1 permítenos construír uuha estructura simpléctica 
en T M do xeito seguinte: 

(3.1) 

Claramente !lo = -d((b)·"o). 
A súa expresión local vén dada por: 

(3.2) ~ (d ' 11 dhi ., ag'j di¡" 11 d k) Ho=-gijq .¡+qa k q, 
q' 

ande gij son as compoñentes locais da métrica 9 en U . 
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Esta 2-forma no é non-dexenerada e pechada, polo tanto define unha 
estructura simpléctica en TM, (ver [1] para máis detalles). 

Nota: Tanto o campo de Liouville como a forma de Liouville están 
definidos globalmente, é dicir, as seccións que definen son globais. 

3.3 Harmonicidade das estructuras sim­
plécticas 

Utilizando as definicións do capítulo 2, irnos analiza-la harmonicidade 
dos conceptos definidos nas seccións anteriores . En prim~iro lugar 
analizarémo-Io campo e a forma de Liouville. 

P rop osición 3.3.1 O campo de Lio1Lville, e, define unha sección to­
talmente xeodésica do fibrado '!re : (T(TM), (ge¡c) ~ (TM, ge). 

D em ostración: 

Sexa 'Vc a conexión de Levi-Civita de gC. Seguindo o Teorema 
2.1.1, é necesario probar que: 

En coordenadas locais, se {a!" a~'} é unha base de T(qi,qi) (TA1) nunha 
veciñanza de cada punto, entóll o que debemos probar é que: 

(Cev e)(t, Da) - o, 
q' qJ 

e fJ fJ) 
(CeV )(8"" ¡p q' qJ 

0, 

(CeVe)(fJa, fJfJ .) - O, 
q' qJ 

( e fJ D) 
Ce V )( fJ<j" fJ<ji - O. 

senda: 

(CxV)(Y, Z) = Cx(VyZ) - Vy(CxZ) - C[X,y[Z. 
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para X, Y, Z campos de vectores sobre uuha variedade con conexión V. 
En coordenadas locais, con respecto á base {a:'}: 

(3.3) Dxm ax" r ' r' + mk-a , + Jm-a k . 
X' X 

Utilizando os símbolos de Christoffel asociados a gO dados en (1.5), e 
lago duns cálculos sinxelos, témo-lo que queriamos probar. O 

Proposición 3.3.2 A j017na de Liouville, Aa, define un/La sección to­
talmente xeodészca do fibmdo "" o (T'(T' ¡\(), (9").,) -> (T' Al, g,,). 

Demostración: 

Polo Teorema 1.3.2, probar que >'0 é un ha sección totalmente xeodt.l. 
sica de 71"" é equivalente a probar que ü(>.o) = X>'o define unha sección 
totalmente xeoclésica clo fibradoo (T(T' i\I). (g" )e) -> (T' M, g,,). 
Como g"(X,,, , Y) = w(Y) para todo Y sobre ¡\I , en coordenadas locais: 

a 
x'" = P;-a ' p, 

ande T'(U) = ¡"T""(U), (q', ... , qm; 1'" ... ,Pm)} é unha veciñanza de 
coordenadas inducida en 1'"' Al. 

Para este campo de vectores procedemos de xeito análogo que Ha 

demostración do teorema anterior, isto é, consideramo-la base {rf!t , a~, } 
de T(q;,p,)(Tt NI) e os símbolos de Christofrel asociados a 9v dados en 
(1.12) e sen máis que substituír na expresión (3.3) obtense o que se 
quería demostrar. O 

Referido ás formas simplécticas definidas no fibrado cotanxcntc e 
no fibrado tanxcntc, t.émo-los seguinte~ resultados: 
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Proposición 3.3.3 A 2-fonna simpléctica ca1lómca, Wo, do fibrado 
cotanxeme é 'Ullha 2-fonna harmónica en (T" Al, 9V). 

Demostración: 

Scxa Wo = dql A e/PI Il 2-forma canónica do fibendo cotanxente e X 
un compo de vectores C'1l T" Al, definido localmente por: X = XI;;l!¡r + 
Xk.,.-,o . Ternos que probar quc u dh"crxencia de Wo é nula. , p, 

Tcndo en conta as exprl'sión~ lorais da in\'crsa da 1I1étrica 9v (vcr (1.11)) 
temas: 

óWo(X) 
. O a 

- -6I['V -'- (wo( -o ,X)) - wo('V "-a ,X) 
/1'1' Pi ¡¡;¡r Pj 

D 
wo( -O ,'V -,-X)] 

]Ji ".. 

6] ['V " (wo( OD, X)) - wo('V -'- aD 
, X) 

~ qJ "I1i; qJ 

o 
wo(-o ,'V, X)] 

f/J Ur; 

2p.r:j ['V -,-(wo(afJ ,X)) - wo(a
D 

,'V " X)] 
uP; Pi Pi ir,;; 

- 6{[-X'r~ - x'r:.] - ó][r!,X' - x'r:.J = o 

Consideremos agora n. 2-foflfll"L tia fibrado trulxcnl,,: 

(3.4) no = (b)'(wo) = -(g"dq' ti di¡' + I¡,DD
g
,; d,r ti dl) 

q, 

o 

ande tI.I(J é n forma simpléetje8 canónica do fibrado cot81l.xcnte. Tense o 
~"guil1te resultado: 

Proposición 3.3.4 A 2-J07Tn.a !.iimpléchca no deJülida no fibrado tan­
Ulltt a llnha va1-iedade de Riemann (Al, g) é mtlw M-fo7ma haTmónica 
"" (TAl, gel. 
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Demostración 

En cfedo, tendo en ronta a expresión da inversa da métrica gC (ver 
(1.1)) tcmos q11e: 

60o(X) 

- O. 

E isto é o que se quería demostrar. o 

Seguilldo ([1]) téilense as seguintes definicións: 

Definición 3.3.1 O o1Jemdor de Lal)lace~de RILam defínese do xeito 
seguintc: 

Este operador é simét.rico e non dexenerndo, isto é: 

.---~-. -



3. X eometria simpléclica 23 

• (f:;cr,{J) = (Ü',6fJ), 

• (6a,cr) 2: O, 

seudo (.,.) un L2 producto interno nas seccióus de Ok(Af), Al" va.­
riedade diferenciablc, definido como segue: (cr.P) = 1M a 1\ *{l e *13 é 
lIuha (n-k)-forma cumprindo: (*P)(Vk+l. _ .. ,vn) = {3(11" ... , VJ...). onde 
IJ é lllLha k-forma. Os vectores VI, ...• Vn son ortonormais e orientados 
en T,rJ\J. * é chamado (J operador de Hodgc star. 

Corolario 3.3.1 As Jormf!s~im]Jlécticas Wo e 0 0 son hamiónicas P1L 

Sr.lIS0 dú.szco, é clici1', .óWI/ = O e 600 = O, onde D.. é o operador- de 
Lrtl,üLcr-de Rham. 

Demostración 

() operador de Laplacc-dc Rham vén definido por .6 = d6 + 6d. 
Ut.iJizando as proposiciólls 3.3.3 e 3.3.4, e o fcito de que as formas 
simpléctica.'5 son pechadas, témo-lo o resultado requirido. O 

É posible dar uuha demostración alternativa da. proposición 3.3.4 
utilizando técnicas de variedades case-producto. Sexa Q o endoll1or­
fislllo do fibrado tanxente n T/l-I que verifica: 

(3.5) ¡jo(Q(A), B) = gC(A, B), 'lA, BE T(TAI), 

ternos que 

(3.6) Q'(A) = A, gC(Q(A), Q(B)) = gC(A, B), 'lA, BE T(TM). 

Polo tanto, Q define uuha estructura case-producto métrica en Ti\!. 
Ademais : 

(3.8) ¡jo(A, B) = gC(Q(A), B), 'lA, BE T(TM). 
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Entón. utilizando a Proposición 3.9 de [131 que garante qUf' Q (, 
harmónico, temas quc, pola. propia definición de 2-fonna harmóniC'!t 
(Definición 2.2.1), no é harmónica 

Nota: Este método 11011 se pode aplicar ó cru;o de Wo. xa que o endo­
morfismo de T(T· Af) que define, non é unha estructura case-producto. 



Capítulo 4 

Sistemas hamiltonianos e 
lagranxianos 

4.1 Sistemas hamiltonianos 

o campo de vectores hamiltoniallO dunha función H nunha variedade 
simpléctica fórmase de xeito sernellante ó gradiente dunha función nunha 
variedade riemanniana. Ademais, a alltisimetría da forma simpléctica 
introduce propiedades conservativas no campo hamiltoniano, mentres 
que a simetría da métrica riemanniana introduce propiedades disipati­
vas no gradiente. 

Definición 4 .1.1 Sexa (N, w) unha variedade simpléctica 2n-dimen­
sional eH: N --t m unha función diJerenciable. 

O campo de vectores X}/ determinado pola condición: 

w(Xu , Y) ~ dH(Y) 

isto é : 
'ÍXJlW = dH, 

chámase campo de vectores hamiltoniano con funci6n enema H. De­
notaremos pO?" (N,w, X fI ) un sistema hamiltoniano. 

o carácter non dexenerado de w garante a existencia do campo de 
w·ctores X n . 

25 
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Proposición 4 .1.1 [1] Sexa (N,w, X,¡) un sistema. hamiltoniano e V = 
{V e N, (ql, ... , qnj PI,"" p»)} unha veciñfLlIza de coonienadas canó~ 
nicas pam w, é dici1', W = dqi 1\ dpi' Entón, nesas coordenadas, 

(4.1) 
DH D iJH iJ 

Xli = epi 8qi - fJqi 8Pi ' i = 1, .... 1/ . 

Polo tanto, a(t) = (q(t),p(t)) é unha CU1"Va inleg1'al de X l1 >l. e 
samentes se, veTifica as ecuaóóns de H amillo1l: 

(4.2) 
dq' EJH dp, oH 
di= O]h' dt =-aqi J i=I, ... ,1l. 

o 

Probamos no capítulo 3 que T* Af ten unha estructura simpléctica 
natural. Polo tanto é posible estudiar campos de vectores hamiltoniallOs 
no espacio de fases dos momentos, T· Al, é dicir considerar os sistemas 
hamiltonianos (T*M,wo,Xjf) para distintas funciólls H. 

4.2 Sistemas lagranxianos 

Como vimos anteriormente, o fibrado tanxentc carece dunha estructura 
simpléctica natural. Nesta sección describiremos un tratamento no es­
pacio de fases das velocidades alternativo ó hamiltoniano no caso do 
fibrado cotanxente. 

A idea consiste en considerar unha función L : T M ----¡. 1R e as 
solucións a unhas ecuaCÍóns diferenciais de segunda orde. De L pódese 
obter unllu función cnerxía E/., en T M, que, trasladada a T* M mediante 
a dedvadafibrada FL: TM ----¡. T*A/ ,(a derivada de L en cada fibra 
de TAI), proporciona un Hamiltoniano adecuado. Entón as curva." 
solución en T *A1 (ecuacións de Hamilton), e en Tlv/ (ecuacións de 
Lagrange), coincidirán cando sexan proxectadas en NI. 
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L 
----, iR 

Este proceso pódese inverler, permitindo pasar dunha formulación 
hamiltoniana a unha labrraTLxianu. 

Hai que ter eH conta que üs dúas formulacións se establecen en 
espacios diferent.es, que en xcral nOIl poden ser identificados. En conse­
cuencia, a relación entre He L non é un simple cambio de coordenadas. 

Definición 4.2.1 Sexa 111 unha variedade diferenciable eL: TM -+ 

?R UTllta función diferenciable. A aplicación: 

FL: TM ~ TOM, X, ~ DLq(X,) E L(T"M,iR) = T.;M, 

chámase derivada fibrada de L. Lq denota a restricción de L á fibm 
sobre q E M. 

Nótese que F L non é necesru·iamente un homomorfismo de espacios 
fibrados, pero si é unha aplicación diferenciable que preserva as fibras. 

Definición 4.2.2 Sexa Wo a forma simpléctica canónica de T* NI eL: 
TA1 --t lR unha función diferenciable. Entón 

WL = (FL)'wo 

é a 2-fonna de Lagmnge asociada ó Lagranxiano L. 
Diremos que o Lagranxiano L é regular se F L é unha aplicación 

regular en tódolos puntos. 

Proposición 4.2.1 [1] Sexa L: TM --t lR unha aplicación dife1Y~ncia­
bIe. Entón son equivalentes: 



28 4.2 Sistemas lagranxianos 

(i) L é un Lagranxiano Tegulm', 

(ii) F L é nn difeomorfismo local, 

(iii) WL = (FL)*wo é unhaforma simpléctica en TM. 

o 
Sexa U = {U e /11, (ql , ... ,qm)} unha veciñanza de coordenadas 

en M e TU e TtU as correspondelltes veciñanzas inducidas en T M e 
T t A1 con coordenadas (qi,I/) e (qi,p¡), respectivamente. A expresión 
local da transformación de Legendre é: 

(4 3) FL( 1 1n·1 'In) _ ( I m, ) . q , ... ,q ;q , .. "q - q , ... ,q ,p¡,··"Pm 1 

onde Pi = g,t· 
Seguindo esta notación a 2-forma de Legendre exprésase localmente 

do xeito seguinte: 

(4.4) 

Definición 4.2.3 Dado o Lagranxiano L : TM - !R, defínese a acción 
A: TM ~ iR por A(v,) = [FL(v,)](v,) e a enema po>' EL = A - L, 
Por' un campo de vectores lagranxiano para L, entendemos un campo 
de vectm'es XL en TM tal que i XL WL = dEL' 
No caso de que L sexa regular, temos asegurnda a existencia de XL e 
diremos que define nnhas ecuacións de movemento consistentes. 
En coordenadas locais: 

(4,5) A "aL 
= q a¡/' E "aL L 

L=qa'- , 
q' 

Nota: En realidade A=.CL: TM.......-t1?, sendo e o campo de Liouville. 
Asemadc EL = eL - L. 

Definición 4.2.4 Sexa L : TM .......-t !R unha aplicación diferenciable. 
Diremos que L é un Lagranxiano hiperre!Jular se F L : T M -t T- M é 
un difeomorfismo. 

-
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A transición entre a formulación lagranxiana e a hamiltoniana vén 
dada polo seguinte teorema: 

Teorem a 4.2.1 [1] Sexa L un Lagmnxiano hiperregular en Iv! e sexa 
H = El, o (FL)-1 : T·M -+ lR, onde EL é a enen;ía de L. Entón XL 
e X u están FL·,-elacionados, (FL).XI., = XJ-{. As curvas integmis de 
XL son aplicadas por F L sobre curvas integmis de XII. O 

Para completa-lo proceso, vexámo-Io camiño inverso. 

Definición 4.2.5 Un Harniltoniano H : T* A1 -+ !R chárnase Hamilto­
niano hipen-egular se FH : T*M -/o TM ,wq I-t DHq(wq) E TqM é un 
difeomorfismo. A aplicación FH chámase transfonnación de Hamilton. 

Se.Ao é a l-forma de Liouville deT*M, G = AO(XII ) é a acción de 

Teorema 4.2 .2 [1] Sexa H un Hamiltoniano hilJerregular sobre T* M. 
Definimos EL = H o (FH)-I, A = G o (FH)-I eL = A - EL, Entón, 
L é 11n Lagranxiano hiperregula,' en T M e de jeito F L = (F H) -1 . O 

Teorema 4.2 .3 Hai unha con-espondencia bixectiva ent?-e os Lagran­
:nanas hi1JC1TCgulares, L, e os Hamiltonianos hiperregulares, H. 
H constrúese a partir de L mediante o Teorema .4 .12. 1, e L a par'tú' de 
H polo Teorema .4.2.2. Os seguintes diagramas conmutan: 

iR 

c/ F~=CL 
L 

T'M . ' TM ----, iR 

H~F~=CL_L 
iR 
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TFfl 

TT',\[ TTAl 

I TFL I XII XI-
Ffl L 

T'M TAl 
____ o !Jl 

fl~F/,,=CL_L 
!Jl 

4,3 Modelos matemáticos 

o 

Cando se considera 1111 sistema de ft partkulas (jlW se JUOVCII Iibrcuu'lIlt' 

en !Jti con masas 1H¡, ... , 1rtn1 os pUlltOS (;1:, u) E !RJ ', X !R311 , que repre­
sentan posición e vclocidade, chámasellcfi estados do sistema. 
Dado o difeomorfismo: ' 

TI: T~rI -+ WII X !ff" 

onde 1 é a identidade de ~n, pódese ver un estado coma un puuto de 
T~n. Se {(Xi,yi,Zi), i = 1"",n} son as coordenadas canónicas en 
~11, definÍmo-Ia métrica da enerx·ía cinética do sistema como: 

.liT = rn.[(dx')' + (dy')' + (riz')'] 

DcnomÍuase espacio de configm'ación ó subconxunto, /1./, de R3" 
das posibles posicións das partículas. Se o espacio de confib'Ufacióll, 
.H, é un aborto de ~II, entón o espacio Jase das velocidades é TA1 ':::!. 

.\1 x ~n, e a métrica da encrxía cinética é unha métrica de Riemann en 

.\l. 
Desta formal en lugar de considerar n partículas que se moven libre­
mente en 3C' 1 consideramos como se lIaha soa partícula se movesc mm 
aberto de !Jl3n. 
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A función enerxia cinética do sistema é a aplicación: 

T:TM~n, 

dada. por: 
1 

T(.r. 11) = 29Av. v), (x, ti) E TM. 

Agora bCJI, no cm:iO en que o sistema está suxeito a ligaduras holon6-
micas, o espacio d<' configuración xa non ser;i un aberto, sellón uuha 
:mhvnrirclade de dimell::iiólI d de !Jtlll. Pensamos en d coma o número 
dc graos de liberdade de) sistclltl:l. A Hsunción dI' que as ligadnras SOH 

Ilo!onómicH,s sigllifka. qm' restrinxcn a posición que as partíc~las POclCJI 
orupar, pero non limitan as RlÍas velocidades, é dicir. se (x, v) é un 
eh'mento do efipaC'Ío fas(' dn.e; velocidades (un estado do sistema), entón 
c¡'Hla positión posible do :sistema ha de ser un elemento do espacio de 
wllfiguratióu (x E Al). Ncmbargalltes calquera vector tanxente a Al, 
P. pode :-;t'r cOllsidcrado coma unha vclocidade posible. 
A métrica cllerxía ciuética ell!Jí3n, restrim;:ida á variedade d-dimensional 
j\J, define nnha métrica dc Riem<lllll, tamén denotada por gT, sobrc Al. 

Entóu, un modelo nw.tclUático, (.M,gT), para un sistema de par­
tíc1llas quc se movcll en ~3 suxeito a ligaduras holonómicas consiste 
(lB: 

(a) Unha variedade difercnciable Al <.......+ ~n como espacio dc configu­
ración, 

(b) o fibrado t.allxPlltc TAl, espacio fase das velocidades, 

(e) e a métrica de RiemalUl gT cn A1 (lTlétric~\ da enerxía cinética). 

No (·aso en que (Al, g) sexa milla varicdade de Riemañ.n pódese 
definir un Lagranxinno de maneira canónica: 

1 
L(x, v) = :¡y.(v,v), (x, v) E TAJ. 

Nestc caso, a transformación de Legenrue F L : TAl --+ T· Al é: 

[FL(w)J(v) = gx(v,w), v,w E TrAJ, 



32 4.3 Modelos matemáticos 

e polo tanto L é un Lagranxiano hiperregular con acción: 

A(v) = [F(v)J·v = gz(v, v) = 2L, v E TzAl, 

e a enerxía 
E=A-L=L. 

o Hamiltoniano corrcspondcnte é: 

H(x, a) = ~g.(~", ~,,), "E T; Al. 

Se, ndcmais, sobre a variedade Iv! ternos definida unila función po-­
tencial, é dicir I uuha función diferenciable V : /11 -+ !n, entón é posible 
definir un Lagranxiano en /1.1 do xeito scguinte: 

(4.6) L: TAI-. R, L = T - (V01Tn¡), 

onde T é a cnerxía. cinética. 
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4.4 Transformación de Legendre 

. Scxa agora ,(M,g) unha variedade (semi-)riemanniana. Neste caso a 
transformación dé Legendre pode ser considerada como aplicación entre 
variedades semi-riemaul1ianas : 

G FL (TM,g ) ~ (T'M,g~) 

.. . iJL 
(q" <j') ~ (q" iN) 

Imos analiza-las condicións que ten que verificarlo Lagranxiano L 
para que a transformación de Legendre asociada sexa t.otalmente xeo­
désica, harmónica au isometría, presentando posteriormente excmplos 
destas situacións. 

Primeiro calcularémo--la segunda forma fundamental de F L. 

V(dFL)' - (O), 

V(dFL)Z 
O'L O'L Drk. D'L rk . lJ -

Dq,DqjD<j, - 'j DqkD<j, - q, Dq, O<jkDih 

+ rj, D'L + r'. D'L + DL [or1"; _ orf, 
I 8i¡{Joqj OJ 8qJ3qa Bija 8ql 8Qj 

(4.7 
Or~j 2r' r' 1 8 + 1't ij' q, 

V(dFL)t; o'L _rk. D'L r'. o'L - O· o· "o· o· + a'D· D· , q¡ qjq.., q-y q/.: q¡ qr:x 

V(dFL)7¡ - 8'L _ rk. o'L r' o'L 
8q¡/)rjlJrj-y lJ Bi¡k8q, + IP Bi¡p8qj , 

V(dFL)tJ 
O'L 

-
oi¡,oi¡joi¡7 

, 

ande i,j,k,a,jJ,,,! = 1, ... ,m e O = () + m. 
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Teorema 4.4.1 A transfonnación de Legendr"e é totalmente xcodéslra, 
se e soarnente se en cada vecirllLTtza coordenada: 

TU ( -J(U) ( J ",.J '''')) = 7r'rflf 1 q l' •• ,q ¡(j"", fJ , 

as expresións dadas en (4.7) se anulan. 

Demostración: 

Basta ter en contn. 6 definición de apUración totalmente xrooésiC'il. 
O 

Teorema 4.4.2 A tmnsjormación de Leflendre /; harmónica se e SQIL­

mf'nte se en cada vcri11fLnzfL coordenada: 

TU = {íTr", -I(U),(ql!"','l1ll 1/ . .. .rt')} 

() 
;j( ffJ¿ r' D'¿ r' D'L)_ 

4.8 9 Dq'D{¡jDi¡' - 'j 8i¡'a;¡ + hüi¡"i' - O. 

i,j,k,l= l, .. "m. 

Demostración: 

Utilizando as exprcsiólls de (gC)-1 (ver (1.1», ternos que o campo 
de tensión vén dacio por: 

(4.9) 

',J,k,l= l'···lm. 
Basta utiliza-la definición de aplicación harmónica. para obte-Io re­

su! <lo. 
O 

~o caso de ter regularidade en L, sabemos que F L é un difeomor~ 
local 

. ·0 ~te teorema establecemos qué Lagranxiunos fan da trans­
b::nación de Legendrc unha isometría local. 
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Teorema 4 .4 .3 A transformación de Legendre FL: (TM,gC)-t 
(T" AI, 9'\1) asociada a un Lagranxiano regular L, é unha isometría local 
se e soamente se : 

L(q, q) = ~9(q, q) + <p(q), <i E T"M, 

onde cp : Al -t lR é unha función difenmciable. 

Demostración: 

Para que F L sexa un ha isometría debe cumprirse: 

(4.10) 

COllsiderémo-las seguintes veciñanzas coordenadas: 

u = {U e M, (q')} , 

TU = (".,lf(U) e TM, (q',q')}, 

T'U = (,,-I"'M(U) e T' M, (q',p,), i = 1, ... , mj. 

A expresión local da transformación de Legendre é : 

F L( '.') (' &L) q,q = Q'8qi· 

Calculemos (FL)"yv, usando as compoñentes de 9'\1 dadas en (1.11). 
A condición (4.1O) dá lugar ó seguinte sistema de ecuacións diferen­

ciais en derivadas parciais: 

(4.11) 

A función: 

848 8([ = 9ra ¡ a'L 

&'L &'L _ 2rk &L = q,&9" 
&q' aq' + &q' &q' " &qk aq' 

1 
L(q, q) = 29(q, q) + <p(q) 
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en coordenadas locais exprésase do xeito scguintc: 

oude: 

L(q, ri) = ~g"ri',j1 + <p(q'), 

. ., a 
q=qact' 

que efectivamente cumpcC' as condicióll!i (.1.11) Xl\. que: 

DL I j1 1 .¡ 

Di¡' 2gsj ( + '29 '11(J 

- 9s/r, 
O'L 

tJ(¡r8i¡' 9sr. 

D'L i¡' Og" 
D(¡rD(jS - Dq'· 

A partir do anterior, e tendo en conta que: 

temes: 

así: 

.. j Bgs} ;.j Dgrj .t Jgn ',-+,,--q-- = 8(l Dq~ D(l 

e esto proba o que queriamos. 
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Supoñamos agora que F L é unha isometrÍa. Esto significa que 
se cumpren as ecuacións diferenciais (4.11), e tendo en conta que a 
primeira ecuación involucra tan só as derivadas con respecto a 1, pode­
mos intcgrala facendo o cambio de variable: 

(4.12) 
iJL 

u=-
8QT ' 

co cal ternos: 

iJu 
8q!J = gnl1 

e así: 

u(q , q) = 9"i¡' + A(q). 

Volvendo a (4.12)¡ ternos: 

g"q + A(q) 

L(q , q) 

aL 
8qT 

1 
- 29"i¡'i¡' + A(q)i¡ + B(q). 

Levando este L á ontra ecuación deducimos que se A = O ternos 
unha solución do sistema. Como os coeficientes das ecuacións son 
Coo, temos garantida a unicidade de solución unha vez que fixémo-Ias 
condicións iniciais adecuadas, e así: 

1 
L(q, i¡) = 29"i¡' i¡' + B(q) 

é ti. solución buscada, e esto conclúe o que quedamos probar. 
o 

Teorema 4.4.4 Sexa (A[, g'r) un modelo matemático para un sistema 
de partículas que se moven en!JC1 S1LXCtto a ligaduras holonómicas. Sexa 
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V : Al --+ lRJ llnlta función potencial definida sobre. Al. Enlón, o 
Lagmnxiano: 
(4.13) L = T - (V o "'!"Al) 

fai que a tmns!orm(U:ión de Legendre: 

(4.14) FL: (TAf,g'j) ~ (T"Af, (.'IT)'iI) 

scxa unha isomctria. 

Demostración: 

Este Lab'1'UIlXiallo é hipcrregular, polo tanto regular, e así este rcsul­
tndo é unha congccucncin inmediata do Teorema 4.4.3 e da 'definición 
da enerxía cinética. O 

Corolario 4.4.1 SUfl a t 'anedade stmpléctica (T.U,wL,gC), O1Lde WL 

é a fonna szmplécttca mducida polo Lagrcm.riano L : TAl --+!)¿. Se 
a tran..,,¡oTTrlaClÓn de Legendre, F L~ é isometria , entón a 2-f01TlIa 
simpLéctica WL é harmóuica. 

Demostración: 

A ruverxencia de WL vén dada por: 

e 
WL(-e. ,V' -,,-X)I 

q} IIq' 

y"IV' -L (wd e
a , X)) - wdV'..ll ea, X) 

11,' qJ .,, qJ 
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ande: 

x = X' a:' + x' a:' E T(T M) 

Polo Teorema 4.4.3, FL é unha isometría se e sonmente se: 

e neste caso: 

1 .. . 
L = 'iY,;i¡'i¡J + <p(q'), 

éf'L 

ait'{)i¡p{)li' = O, 
{)'L 

{)i¡jiJi¡' = O, 

6WL(X) = X'¡g'J(2glk~j - 2g"~j)1 = O, 

entón tense que WL é hnrmónica. 

39 

o 
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4.4.1 Exemplos de transformacións de Legendre 

A coutinuación danse unha serie de exemplos físicos para os que a. trans­
formación de Legendre, nas condicións anteriores, resulta ser isometría, 
totalmente xeodésica ou harmónica. 

PÉNDULO ESFÉRICO 

Consideremos en primeiro lugar un sistema mecánico dun péndulo 
esférico, consistente nunha partícula de masa m restrinxida a moverse, 
baixo os efectos da gravidadc, sobre unha esfera sen fri cción. As liga­
duras poden lOb'TarSe, por exemplo, colocando a partícula no extremo 
dWlha varilla lixeira e faceudo que O outro extremo da varilla estea fixo. 

A esfera ande se move a partícula é S2 = {(a, b, e) E ~ ja2 + b'l + 
c2 = l}, que é unha subvariedade de~. Considerámo-la inmersión 
(embebemento) en coordenadas locais: 
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A métrica da enerxia cinética en !R~ vén dada en termos da carta 
identidade, (x, y, z), de !R3 por: 

(4.15) 9T = m[(dx)' + (dy)' + (dz)'J. 

As enerxías cinética e potencial exprésanse como: 

(4.16) 

(4.17) 

- 1 , , " 
T = -m(x +!Í + i<) 

2 

v = gz, (g = cte. gravitatoria). 

Se restrinximos esto a S2, ternos: 

(4.18) 

(4.19) 

(i'iiT) = gT 

T(q, tj) 

_ m((dql)' +sin'ql(dq')'), 

_ ~m[(tjl)' + sinV(q,)'J 2 . 

Entón o Lagranxiano asociado é: 

Este Lagranxiano fai que a transformación de Legendre: 

FLT : (TS',gfj)-; 

sexa unha isometría. 

Consideremos agora o Lagranxiano: 

(T'S', (gT)") 

. iJL 
(q', iJi¡') 

(4.21) L(q , q) = ~m[(i¡I)' + (q')'J + 'P(ql, q') , 

ande cp : S2 ---jo !R é unha función diferenciable. 
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Vcxamos que L fni de F L unha aplicación harmónica. En efecto, 
sen l11~iis que cOlIsiderúrmo-Ias expresións do campo de tensión dad .. lH 
CIJ (4.9), e tendo el! conta que; 

DL D", 
8q' 

-
8q" 

8'L 
0, 

Dq'8,j' 
-

DL 111(/, 
Di/ 

8'L 
m61k 

iJi¡'"[Ji¡' 
- , 

obtemos: 

T(FL)' = 0, 'Y = 1,2,3,4, 

e esto proba o que queritunos. 

Nembargantes F L HOll é unha aplicación totalmente xeodé..<;ica, xn 
que se considerámo-Ios símbolos de ChristoHcl ru;ociados a gT: 

(4.22) 

r!1 = r~2 = ril = ri2 = 0, 

rb = Sinql cosql , 
. I r 2 _ -smq 

22 - cosql I 

temas que existen termos da segunda forma fundnmental de 
son distintos de O, por cxemplo: 

FL que 

Conclusión: COllstruímos co modelo matemático do péndulo esférico 
un exemplo de transformación de Legendre harmónica que nOll é total­
mente xcodésica e, polo tanto, que non é isomctría, e outro que ilustra. 
a sit.uación do Teorema 4.4.4. 
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PÉNDULO SIMPLE 

Consideremos un péndulo simple tal como opnrece na illl~tmción. 

---------r-+~--------y 

1 
:'1 

x 

Aquí Al é SI, e cada punto de SI está det,ermmado por ullha coor­
denada q. 

Si"':' ~ 

q ~ (1 roS<), 1 sinr¡, O). 

As forzas que temos son 111 9 e maila tensión, (g=cte. gravitatoria e 
rn u. masa da p~rtíct11a). 

Considcrúmo-la métrica !TI' = m[(dxf + (dy)"J. + (dz)"J.] cn!Jfl, c así 
¡!'!ir = ml2clq ® cl'l dános unha métrica en SI 
A enerxía cinética: 

A única for7,a que actúa é na dirección de x, e así o potencial vén dado 
por: 

V(x, Y, z) = -mgx. 
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Se nos restrinximos a SI obtemos: 

V(q) = -mglcosq. 

Se L = T - V o 7r tense: 

L(q,q) = ~ml'(i¡)' +mglcOSlJ. 

E polo estudiado en xcral para este L, F L é isometría. 

As ecuacións de Eulcr-Lllgrange neste tusa: 

Do que se segue: 

¡ d aL) , .. 
dt (ai¡ = mI l/, 

aL 1 . 
8q = -mg 5111Q. 

lij + gsinq = O. 

Sexa agora o LUbrranxiano: 

(4.23) L(q, In = Aq + Bqq + C(q)' + D(q)3 + ",(q) , 

ande A, B, e, DE !R e t.p : SI --+ ~ é unlm oplicación diferenciable. 
Este Lagranxiano fal da transformación de Lcgendre unha aplica­

ción harmónica, basta ter en canta: 

&'L 
aqa'i¡ = 0, 

r: 1 =r=o, 
e a expresión UD campo de tensión de F L dada no Teorema 4.4.2. 
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Nembargantcs , 

V(dFL)l, -
8'q3 

- 6D;,0, 

se D#-O, e polo tanto F L non é totalmente xeodésica. 
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Para. conseguirmos un Lagranxiano que faga de F L un ha aplicación 
totalmente xeodésica sen ser isometría basta tomar: 

(4.24) L(q, q) = Aq + Bqq + C(q)' + <p(q) , 

onde A, 8 , e E !R e r.p : SI -+ ~~ é unha aplicación diferenciable. 

Conclusión: Temos exemplos das tres categorías de aplicacións: 

• F L isometría: 

1 
L(q, i¡) = 2ml'(i¡)' + mgl cosq. 

• F L totalmente xeodésica: 

L(q, q) = Aq + Bqq + C(q)' + <p(q) , 

onde A, B, e E !R, 'P: SI -9 !R é unha. función diferenciablc. 

• F ~ harmónica; 

L(q, ti) = Atj + Bqq + C(q)' + D(q)3 + <p(q), 

ande A, B, C, D E R, (D;,O), e <p : SI ~ !JI é unha función 
difercnciable. 
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MÁQUINA DE ATWOOD 

Consiste en dúas masas MI e Mz unidas cun cordeliño que pasa por 
unha polea sen rozamento. 
Considerámola en lJ(3 co cixo z "cara a fóra" . 

A variedade agora é: 

M ~ {(-a,q,O,a,I-"a - q,O) E !Jl6;O < q < 1- "a}, 

e polo tanto dimM = 1, 

M ¿ !}16 

q 1-+ (-a,q,O,a,l-rra-q,O). 

Para a construcción de L precisamos T e V. A métrica da cnerxía 
cinética en m:6 vén dada por: 

- (d ')2 9r=rrt¡ x , 
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ande: 

e así: 
9'f ~ ¡'Wr) ~ (m, + m,)(dq)', 

é unha métrica de Riemann en A1. 
A enerxía cinética vén dada por: 

T() 1 'O( )(' i) . i) ) 
q,i¡ ~ 2' 9T qi)q,qi)q 

- ~(m, + m5)(i¡)'. 
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Por outra banda para .calcularmos V nccesitámo-la forza. Sobre 
cada masa mi, i = 2,5 actúa peso~tensión¡ denotaremos por: 

• Fl a forza que actúa sobre a masa MI na dirección x, 

• F2 a forza que actúa sobre a masa !vIl na dirección y, 

• F:J a forza que actúa sobre a masa MI na dirección z . 

• Para a masa NI2 denotaremos estas mesmas forzas por F4 ¡ F5 e 
F6 respectivamente. 

E témo-lo seguinte: 

Fi = 0, i = 1,3,4,6, 

F2 = ffi2g - T, 

onde T é unha forza de ligazón. Ademais, a forza non depende de q, e 
polo tanto, o sistema e holónomo e conservativo. 
Escribamos isto con máis detalle: 

F : TR ~ TORo, 
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F Fkdxk 

_ F2dx2 + F5dx5 

(m'9 - T)dx' + (m59 - T)dx' 

Dado que toda forza p0,9c descompoñerse en forza aplicada ~ forza 
de liga.zóll, e unha forza, P, é de ligazón se e somentes se i* F = O, 
temos que P = -Tdx2(x) - Tdx5(x) efectivamente é de ligazón, pais 
cumpre o anterior. Deste xeito a forza total aplicada, que denotarerilOs 
porpu,é: 

eutón: 
(i" F")(q, q) = (m'9 - m'9)dq. 

Como FU é conservativa, temas: 

(U")(q, Ij) = -dV(x). 

Buscamos V que cumpra o seguinte: 

dV(x) - (-m'9+m'9)dq(x) 

av 
- aq Ix dq(x). 

Como x = (-a, q, O, a, l - 7ra - q, O) ternos: 

V(q) = -m,yq + m'9(1- 1ra - q), 

e finalmente : 

1 
L(q, q) = 2 (m, + m5)(q)' + m,9q - m5y(l- 1ra - q), 

que, polo estudiado, en xeral nos permite afirmar que F L é uuha 
isometría. 
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Como: 

as ecuacións de Euler-Lagrange son: 

.'!.(in) _ {JL = O 
dt {Ji¡ {Jq 

l): 
d'q (-m, + m5)g 
dt' (m, + m5) . 

Resolvendo estas ecuacións, coñecémo-Ia evolución do sistema. 
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De xeito similar ó péndulo simple, como r¡ 1 = r = 0, pódense 
construír Lagranxianos que fagan da transformación de Legendre unha 
aplicación harmónica ou totalmente xeodésica, basta considerar: 

• F L harmónica e non totalmente xeodésica: 

L(q.i¡) = Ai¡ + Bqi¡ + C(i¡)' + D(q)' + <p(q), 

ande A, B, e, D E !R, D::¡l:O, e <p : M ........¡. !R é unha aplicación dife­
renciable. 

• F L totalmente xeodésica e non isometría: 

L(q, i¡) = Ai¡ + Bqq + C(i¡)' + <p(q), 

ende A, B, e E !R e <p: M ........¡.!R é unba aplicación diferenciable. 
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4 .5 Transformación de Hamilton 

Sexa. (Al , g) unha variedade sellli~ricmauniana. Igual que no caso da 
transformación de Legendre a transformación de Humilton pode ser 
considerada coma uuila aplicación cutre variedades selIli~rieJTIannianas : 

(TO M,g,,) 

(q',p;) 

':!I (TAl, ge) 
. aH 

..... (q"-a ). 
[Ji 

A segunda forma. fundamental de F J{ vén dada. por: 

onde i,j, k , O',f3" = 1, ... , 711. e Ü = O +m. 
Vcxamos baixo qué condicións F H é totalmente xeodésica, harmó­

nica ou iscrnetría. 

Teorema 4.5.1 A transformación de Humillon é totalmente xeodésica 
se e soamente se en cada veciñanza coo1Ylenada: 
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as expr-esións dadas en (4.25) se anulan. 

Demostración: 

o resultado obtense da definición de aplicación totalmente xeodésicll. 
O 

Teorema 4.5.2 A tmnsformación de ham¡lto71 é harmónica se e so«­
mcnte se cn cada vccirlanza coordenada: 

- o. 

Demostración: 

Utilizando as compoñentcs de (g", t ¡ (ver(l.ll)), térno-las expresións 
do campo de tensión; 

r(FH)k - O, 

r(FHl 2<5:( 
if'H _ r' . {)'H rk {)'H ) 

(4.26) -
OPioqJaPk IJ fJp/apk + 11 apiOPI 

+ ' if'H 2p,r'J {) éJ éJ . 
Pi Pi Pk 

A definición de aplicación harmónica dá lugar ó resultado. 
o 

A condición necesaria e suficiente para que un Harniltoniano raga 
da transformación de Hamilton uuha isometría local vén dado por: 

Teorema 4.5.3 A tmn.sfonnación de Hamilton: 

FH: (T' M,g,,) ~ (TM,gC), 
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asociada a un Hamilloniano regular H I é llnha isometría local se e 
soamente se : 

(4.27) H(q, p) = ~g(h(pU(p)) + 'IjJ(q), pE T'"M, 

ande 1/J : 11'1 --+ ~ é unha función diferenciable. 

D emostración: 

Sabemos que L(q,q) = ~gij(iqi +¡p{qi) se e soamcntc se FL é un ha 
isometría local. Ademais F H = (FL) - l, e construímos FH a partir de 
H = EL o (P L)-I, sendo EL a cnerxía: 

Como: 

e así: 

El. - A - L 
.,aL _ L 

-qDrj" 

{)L . 

{) .' = 9iji¡1, temos: 
q' 

E l., .,' ( ') • L = 29ijq q - cp q 1 

H(q' ,l") - EL o (FL)-I(r¡',p,) 

EL(q',p,gki) 

1 ki ,,' ( ') ;;9ijPk9 p,g - tp q 
" 

1 k, ( ') - "2PkPsY - cP <J . 

E esto permítenos afirmar que F H é unha isometría local se e soamcntc 
se H ten a expresióu anterior, que, escrita globalmente, é a dada polo 
teorema. O 

Temos tamén ,t versión au;-iloga para a lrunsformaóón hamilt,oniulln 
no caso de modelos ma.temáticos. 
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Teorema 4.5.4 Sexa (Mlgr ) un modelo matemático pam un sistema 
de partículas que se moven en R3 suxeito a ligadums holonómicas. Sexa 
V: M ---jo!R, unhafunción potencial definida sobre M. Entón o Hamil­
toniano: 

(4.28) 

sendo EL a enerxía, fai que a transformación de Hamilton: 

(4.29) 

sexa unha isometría. 

Demostración: 

Este Hamiltoniano é hiperregular, polo tanto re!,'Ular. Paralela­
mente ó caso lagranxiano, ° resultado é unha consecuencia inmediata 
do teorema 4.5.3 e da definición de enerxía cinética. O 
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4.5.1 Exemplos de transformacións de Hamilton 

Vexamos agora a versión hamiltoniana dos exemplos físicos est,udiados 
na sección anterior. Obtemos aquí Hamiltollinnos para os que a tralls­
formación de Hamiltoll resulta ser isometría¡ totalmente xeodésica ou 
harmónica. 

PÉNDULO ESFÉRlCO 

o Lagrauxiano considerado en (4.20): 

1 
[,¡'(q, cj) = ;¡-m[(cj')' + sin' q' (cj,)']- 9 eos '1', 

é un Lagranxiano hiperregularj seguinclo o Teorema 4.2.3 podemos cons­
truí-lo Hamiltoniano asociado: 

Como: 

entón: 

H - E¡,o(FLr)-' 

= Edq',cj')· 

EL - A - LT 

"aL r_ 
- fJ Bit - .ur 

1 
- ;¡-m[(cj')' + (q')' sin'q'] + ge05q', 

1 p' 
H(q,¡») = -2m[P; +~] + 9COS,,' 

sm q 

e, para este If, a aplicación: 
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(TS',g~) 
. aH 

(q', -a ), 
PI 

é unha isometría sen milis que ter en conta o Teorema. 4.5.3. 

Se consideramos agora o Lagranxiano: 

L(q, q) ~ ~m[W)' + (q')'] + op(ql, q'), 
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ó igual que no caso anterior, L é un Lagraludano hiperregular, e así 
podemos construí-lo Hamiltolliano H tamén do IUcsrno xeito, e tense: 

H(q, p) _ ~m[((i')' + (q')']- op(ql, q') 

1 ( , pj) (1 ') 
- 2m p¡ + sin"ql - '{J q ,q 

Este H fai que F H sexu. uulla aplicación harmónica. En efecto, sen 
máis que considera-las expresións do campo de tensión dadas en (4.26), 
obtemos: 

(4.30) 

e esto proba o que quedamos. 
Ncmbargantes FH 110n é unlla aplicación totalmente xeodésica, pois 

tendo en conta as expresións dos símbolos de Christoffel asociados a 9T 
dadas en (4.22), temos termos da segunda forma fundamental de FH 
que son distintos de cero, por exemplo: 

éf'H k iJ'H ,iJ'H 
8 éJ iJ - r'la éJ + r.li) a P2 ql ]12 ]1k P2 P2 Pa 

4 cosql 
- ;:;:;:Sin5ql 
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Nota: Hai que ter en conta o feito de que, así como a inversa dunha 
isometría é uuha isometría, est.o non acorre coas aplicacións harmónicas. 
Esto fai índa máis interesante este exemplo, xa que ternos que a inversa 
dunha aplicación harmónica resulta selo tamén. 

Conclusión: Coma no caso lagranxiano,construímos CÚ modelo matemático 
do péndulo esférico un excmplo de trrulsformación de Hamiltoll harmónica 
que 110n é totalmente xeodésica, e, polo tanto, que non é isometría, e 
cutfa que ilustra o Teorema 4.5.4. 

P ÉNDULO SIMPLE 

Se pasám<rlo exemplo: 

L(q, q) = ~ml2(q)' + mglcos q 

á formulación hamiltoniana, a transformación de Hamiltan correspon­
dente resultará ser unha isornetría. 
Temos: 

V(q) = -mglcosq, 

T(q, q) = ~ml'(Ij)'. 
Como L é un Lagranxiano hiperregular P L é un difeomorfislllo, F H = 
F L - 1 e adcmais H = E o (F L) -1 onde E é a enerna. Temos entón: 

TM '::!¡ T' M 

(q, q) ..... (q, TTtl'q) 
T'M01TM 

p 
(q,p) ..... (q, ml')' 

Edq, i¡) - T(q, q) + (V o .. )(q, i¡) 

_ ~ml'(q)' - mglcosq, 
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FL 
TAl T'M 

E\ 
/ Eo(FL)-1 =: H 

!JI 

H(q,1J) - (EL o (FL)-I)(q,p) 

P - EL(q, mI') 

1 p' 
- _ml2 __ - mgl cosq 

2 m214 

1 p' - ---mglcosq. 
2m[2 

Así: 
1 p' 

H(q, p) = 2 mI' - mgl cosq, 

e para. este H, F H é uuha isometria polo estudiado en xera!: 

As ccuacións de J-Iruniltol1: 

¡ dq OH p(t). 
dt 1,= Op I(,(,),P(<))= mI' = q(t), 

dp OH . 
dt 1,= - 0'1 I(,(,),P(<))= -mglsll1(q(t)). 

De aquí séguesc: 
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e finalmente: 

4.5.1 Exemplos de tmn,'¡ormadóns de Hamilton 

clp 
- -rng/sin(q(t)) 

dt 

11 

rnl'(ij(t)), 

lij + gsinq = O; 

ecuación que coincide coa de Euler-LagrfUlgc. 

Sexa agora o Hamiltonisno: 

H(q,p) = Ap + Bq1J + Cp' + Dp" + ~'(q). 

onde A, B, e, D E !R e 1/1 : S' --+ ~ é ullha aplicadón difcrcnciablc. 
Este Hamiltoniano fai da transformación de Humillon uuha apli­

cación hannónicR, basta ter en cOIlta: 

if'H 
DqDp2 = 0, 

r:,=r=o, 
e a expresión do campo de tensión de F H dacia no Teorema 4.5.2. 

Nembargantes, igual que no caso la!:,'Tanxiano: 

V'(dFHll, 
if'H 
Dp2 

- 6DtO, 

se D,#O, e polo tanto, F H 11011 é totalmente xcodésica. 

Por último, o Ham il tonhUlo: 
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H(" , p) = Aqp + B1' + CP' + "'(,,), 
ollde A, B, e E lR e 'w : Si -+ !R unha aplicación diferencinble, fni da 
transformaciólI dr Hamilton Ull}¡a aplicación totalmente xeodésica sen 
ser isometría. 

Conclusión : Coma llO ca.'50 lagran.x.iano volvemos ter exemplos de tres 
categorías de aplicaciólls: 

• F 1I isomet ría: 

1 1" 
H(Q,1)) = 2 ml'l - mglcos q. 

• F fl totnhncllte xcodésica: 

H(q,p) = Ap+Bqp+ C¡,' +,p(q), 

onde A, B, e E !R: e ',p : S· -+ !Ji unha aplicación diferellciable. 

• F H harmónica: 

H(q, p) = Al' + Bqp + Cp' + Dp' + ,p(q), 

oncle A, B, e, D E !R, DiO, e tP : SI --+ !R unha aplicación difer­
enciable. 

MÁQUINA DE ATWOOD 

Tiñámo-lo Lagrauxiano: 

1 
L(q, ti) = :¡(m, + m,)(rj)' + m,gq - ""g(I-1Ta - q) 
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e o rneSll10 que no exemplo anterior, L é un Lagranxiallo hiperregular, 
e pola teoría xeral: 

Como: 

tense: 

H(q,p) - (EL o (FL)-l)(q,p) 

P - EL(q, ). 
m2 + 1115 

Et.{q, q) - T(q, q) + (V o 1T)(q, q), 

- ~(m, + m5)(q)' - m,gq - rTl5g(I-1Ta - q), 

1 p' 
H(q,p) = -( ) -m,gq-m5g(l-1Ta-q), 

2 mz +m5 

o que nos permite afirmar que F H é unha isometría. 

E por último, tendo en canta: 

¡ ~~ = "',g +"'59, 

aH p 
8p = Tn2 + mlj' 

as ecuacións de Hamilton son: 

Nestc caso tamén r¡ I = r = 0, e pódense construír Hamiltollianos 
que fagan da transformación de Harnilton uuha aplicación harmónica 
ou totalmente xeodésica; basta considerar: 
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• F H harmónica e non totalmente xeodésica: 

H(q,p) = Ap + Bqp + Cp' + Dp' + VJ(q) , 

onde A, B, C, DE !R, D-:j:.O, e'l/J : M ...-t 3t é unha aplicación dife­
renciable . 

• F H totalmente xeodésica e non isometría: 

H(q, p) = Ap + Bqp + Cl" + 7/J(q), 

onde A, B, CE !R e 1/) : A1 ...-t !R é unha aplicación diferenciable. 
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