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Introducción

En 1934 Lusternik y Schnirelmann introdujeron una acotación inferior del número
de puntos cŕıticos de una función diferenciable definida sobre una variedad M
[27]. Esta acotación, conocida como la categoŕıa de Lusternik y Schnirelmann, fue
definida para un espacio topológico A por Fox en 1941 como el menor entero n
tal que A puede recubrirse por n+ 1 abiertos contráctiles en A y es un invariante
numérico del tipo de homotoṕıa.

La categoŕıa es un invariante que aporta información muy interesante sobre el
tipo de homotoṕıa del espacio (e.g. un espacio tiene categoŕıa uno si y sólo si es
un co-H-espacio), pero su cálculo directo es dif́ıcil. Whitehead y Ganea introdu-
jeron en 1956 y 1961 caracterizaciones alternativas de la categoŕıa, que permiten
comprenderla mejor y que en algunos casos facilitan el cálculo.

Otra manera de enfocar el problema de la determinación de la categoŕıa es
tratar de acotarla, introduciendo nuevos invariantes numéricos. Entre las posibles
acotaciones se encuentra la categoŕıa fuerte o longitud de conos, un invariante del
tipo de homotoṕıa introducido por Ganea en [16] y perfeccionado por Cornea en
[7], que es una acotación superior. De hecho, estos invariantes están muy próximos:
la diferencia entre la categoŕıa y la categoŕıa fuerte es a lo sumo uno. Los co-H-
espacios que no son suspensiones son espacios de categoŕıa uno y categoŕıa fuerte
dos [6] y existen ejemplos recientes [11] de espacios de categoŕıa tres y categoŕıa
fuerte cuatro. Curiosamente, los espacios de categoŕıa dos permanecen aún sin
desvelar: no se conocen ejemplos de espacios con categoŕıa dos y categoŕıa fuerte
tres. Hay que señalar que dos de las conjeturas clásicas en Teoŕıa de la Homotoṕıa,
la conjetura de Serre y la conjetura de Ganea, han resultado ser falsas y los con-
traejemplos encontrados respectivamente por Anick en 1986 e Iwase en 1997 son
precisamente espacios cuya categoŕıa es dos.
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Los espacios racionales de tipo finito, i.e. los espacios topológicos simplemente
conexos cuyos grupos de homotoṕıa son espacios racionales de dimension finita,
son un caso un poco particular: tienen categoŕıa uno si y sólo si tienen categoŕıa
fuerte uno. Lemaire y Sigrist conjeturaron en [28] que la categoŕıa y la categoŕıa
fuerte coinciden para los espacios racionales. Esta conjetura es falsa en general:
Dupont [11] ha encontrado un espacio racional de categoŕıa tres y categoŕıa fuerte
cuatro. Sin embargo, Félix y Thomas en [13] demostraron que si un espacio tiene
categoŕıa dos y es racional su categoŕıa fuerte también es dos. Generalizaremos
este resultado siguiendo dos direcciones (cf. caṕıtulo 3); una de ellas eliminando
la hipótesis “tipo finito” y otra demostrando un resultado análogo para espacios
p-locales (i.e. sus grupos de homotoṕıa son Z(p)-módulos) cuyo espacio de lazos
admite cierta descomposición.

Las pruebas de esas generalizaciones están basadas en un nuevo fenómeno de
cancelación de esferas, demostrado en el segundo caṕıtulo, y tienen la ventaja de
utilizar argumentos geométricos, y no los modelos algebraicos empleados normal-
mente en el estudio de espacios racionales y p-locales. Los problemas de can-
celación de esferas son muy interesantes: consisten en estudiar la relación entre las
propiedades homotópicas de A y las de una suma puntual A ∨ Sn. La situación
no es tan sencilla como parece; existen ejemplos de espacios topológicos tales que
A ∨ Sn tiene el tipo de homotoṕıa de B ∨ Sn y A y B no tienen el mismo tipo de
homotoṕıa. El fenómeno de cancelación que demostramos aqúı es el siguiente: si
A∨Sn es la cofibra homotópica de una aplicación entre sumas puntuales de esferas,
A también será cofibra de una aplicación de este tipo, si A es racional o p-local.

Por último abordaremos el problema de la categoŕıa y la categoŕıa fuerte de un
producto. Bassi demostró en [3] (ver también [14]) que la categoŕıa de un producto
de dos espacios está acotada por la suma de las categoŕıas de los espacios,

cat(A×B) ≤ catA+ catB.

donde cat denota la categoŕıa.
Hasta hace poco tiempo, el único ejemplo conocido donde la desigualdad era

estricta es el producto de dos espacios A y B tales que A × B tiene el tipo de
homotoṕıa de la suma puntual A∨B (cf ejemplo 4.2.3). Félix, Halperin y Lemaire
[12] han demostrado que para espacios racionales que verifiquen la dualidad de
Poincaré se tiene siempre la igualdad. Ganea conjeturó la igualdad si uno de los
espacios era una esferas, i.e. cat(A×Sn) = catA+1. Esta conjetura fue demostrada
para espacios racionales por K. Hess en [22], pero en el caso general resulta ser falsa:
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como hemos mencionado anteriormente, Iwase [25] ha proporcionado un espacio
de categoŕıa dos cuyo producto con la esfera sigue teniendo categoŕıa dos.

Respecto a la categoŕıa fuerte de un producto, Takens demostró en [39] una
fórmula parecida a la de Bassi, denominada la fórmula del producto mixto:

Cat(A×B) ≤ catA+ max{CatB, 1}

donde Cat denota la categoŕıa fuerte y cat la categoŕıa. Los ejemplos conocidos
donde la desigualdad es estricta son los mismos que para la categoŕıa, es decir,
tales que A×B ∼ A ∨B(cf ejemplo 4.2.3), son ejemplos donde el espacio A tiene
la homoloǵıa enteramente de torsión. Presentaremos aqúı un primer ejemplo de
espacios sin torsión homológica donde la desigualdad de la fórmula del producto
mixto es estricta. Demostraremos en el caṕıtulo cinco que existe un espacio X,
sin torsión en homoloǵıa, de categoŕıa fuerte dos y tal que la categoŕıa fuerte del
producto X ×X sigue siendo dos.

El texto se organiza de la manera siguiente:

En el primer caṕıtulo recordaremos la definición original de categoŕıa, las defini-
ciones equivalentes de Whitehead y Ganea, y los resultados que se deducen de ellas;
aśı como las definiciones y propiedades de la categoŕıa fuerte y de otras acotaciones
de la categoŕıa: la longitud en conos de esferas y la nilpotencia.

En el segundo caṕıtulo presentamos un resumen de la teoŕıa de localización de
CW-complejos simplemente conexos [24]. Se demostrarán los resultados menciona-
dos anteriormente sobre cancelación de esferas en el caso racional y p-local.

En el tercer caṕıtulo aplicamos los resultados anteriores de cancelación a los
espacios de categoŕıa dos racionales y a los espacios de categoŕıa dos p-locales
denominados descomponibles.

El caṕıtulo cuarto está dedicado a las fórmulas de Bassi y Takens sobre la
categoŕıa y la categoŕıa fuerte de un producto. Si suponemos los espacios A y B de
categoŕıa fuerte uno, i.e. suspensiones, existe una demostración alternativa de que
Cat(A×B) ≤ 2 utilizando el Producto de Whitehead Generalizado introducido por
Arkowitz en [1]. Presentaremos también un Teorema de Rutter, que generaliza ese
Producto de Whitehead y es un resultado clave en las demostraciones del quinto
caṕıtulo.
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El objetivo del quinto caṕıtulo es el estudio de la categoŕıa fuerte de la locali-
zación en 3 del espacio (S3∪αe7)×(S3∪αe7), donde S3∪αe7 es un co-H-espacio que
no es una suspensión [6]. Demostraremos que Cat(S3∪αe7)(3)×(S3∪αe7)(3) = 2. Se
encuentra aśı un ejemplo de espacio cuya categoŕıa fuerte no sube al multiplicarlo
por śı mismo para un espacio de categoŕıa fuerte dos.

Hemos introducido un apéndice sobre ĺımites homotópicos, recordando las defini-
ciones de cofibraciones homotópicas, fibraciones homotópicas y enunciando las
propiedades y construcciones más habituales.
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3.1 Espacios de categoŕıa fuerte dos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2 Localización de los invariantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Caṕıtulo 1

La categoŕıa y sus
aproximaciones.

La categoŕıa de Lusternik y Schnirelmann de un espacio topológico A, o simple-
mente categoŕıa de A, es un invariante numérico del tipo de homotoṕıa de A.
Fue introducido en [27] por Lusternik y Schnirelmann para minorar el número de
puntos cŕıticos de una función diferenciable definida sobre una variedad.

Empezaremos el caṕıtulo recordando la definición original de categoŕıa y las
propiedades inmediatas. Después presentaremos dos definiciones equivalentes de
categoŕıa, desarrolladas por Whitehead y Ganea, y los resultados que se deducen de
ellas. Finalmente, como en general la categoŕıa es un invariante dif́ıcil de calcular,
introduciremos algunas acotaciones. Nos ocuparemos primero de la nilpotencia
del anillo de cohomoloǵıa reducida que es una acotación inferior y por último
prestaremos especial atención a las acotaciones superiores denominadas la categoŕıa
fuerte y la longitud en conos de esferas.

1.1 Definición de cat y primeras propiedades.

Definición 1.1.1 Sea A un espacio topológico. Sea U un subconjunto abierto de
A. Diremos que U es categórico en A si es contráctil en A, es decir, si la inclusión
U ↪→ A es homótopa a una aplicación constante. Un recubrimiento abierto de A
formado por abiertos categóricos se dirá recubrimiento categórico.

Un abierto contráctil es un abierto categórico, el rećıproco es falso en general.
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De hecho, la noción “ser categórico” depende del espacio A. En Rn todos los
subconjuntos abiertos son categóricos, por ser Rn contráctil, sin embargo, no todos
los abiertos de Rn son contráctiles.

Definición 1.1.2 Sea A un espacio topológico. Diremos que la categoŕıa de Lus-
ternik y Schnirelmann de A, o simplemente la categoŕıa de A, catA, es menor o
igual que n si A admite un recubrimiento formado por n + 1 abiertos categóricos.
Si no existe tal recubrimiento escribiremos catA =∞.

Ejemplo 1.1.3 Categoŕıa de los espacios contráctiles.

La categoŕıa de un espacio contráctil es 0. En particular, dado un espacio topológico
arbitrario A, el cono de A, CA, y el cono reducido de A (si A tiene punto base),
A ∧ I, tienen categoŕıa cero.

Ejemplo 1.1.4 Categoŕıa de las suspensiones.

Dado A espacio topológico la categoŕıa de la suspensión de A, SA, y de la sus-
pensión reducida de A (si A tiene punto base), ΣA, es menor o igual a 1. En
particular, la categoŕıa de la esfera n-dimensional Sn es 1.

Definición 1.1.5 Dado A un espacio topológico con punto base ∗ diremos que A
tiene un buen punto si la inclusión ∗ ↪→ A es un cofibración, es decir, si ∗ admite
un entorno abierto N contráctil a ∗, relativamente a ∗ [38].

Propiedad 1.1.6 Categoŕıa de un espacio normal.
(i) Sea A un espacio topológico normal. Se tiene que catA ≤ n si y sólo si

existe un recubrimiento de A formado por n + 1 abiertos {Vr}0≤r≤n y una familia
de n + 1 homotoṕıas hr : A × I −→ A tales que hr(a, 0) = a ∀a ∈ A y hr(−, 1)
constante en Vr.

(ii) Sea A un espacio topológico normal, conexo por caminos y con buen punto
base ∗. Se tiene que catA ≤ n si y sólo si existe un recubrimiento de A formado
por n+ 1 abiertos {Vr}0≤r≤n contráctiles en A relativamente al punto ∗.
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Demostración. (i) Sea {Ur}0≤r≤n un recubrimiento de A formado por n+1 abiertos
categóricos, i.e. existen n + 1 homotoṕıas h′r : Ur × I −→ A tales que h′r(u, 0) =
u ∀u ∈ Ur y h′r(−, 1) constante. Utilizando la normalidad de A podemos obtener
dos recubrimientos de A: {Vr}0≤r≤n, {Wr}0≤r≤n y una familia de aplicaciones
cont́ınuas λr : A −→ I tales que Vr ⊂ V r ⊂ Wr ⊂ W r ⊂ Ur y λr(V r) = 1 y
λr(A −Wr) = 0. Construyamos una aplicación cont́ınua hr : A × I −→ A de la
manera siguiente:

hr(a, t) =

{
a si a ∈ A−Wr

h′r(a, tλr(a)) si a ∈ Vr

Esta aplicación verifica hr(a, 0) = a ∀a ∈ A y que hr(−, 1) es constante en Vr.
(ii) Sea {Ur}0≤r≤n un recubrimiento de A formado por n+1 abiertos categóricos,

y sea hr : Ur × I −→ A una familia de homotoṕıas tales que hr(u, 0) = u ∀u ∈ Ur
y hr(−, 1) toma un valor constante cr, para 0 ≤ r ≤ n . Como A es conexo
por caminos, para cada cr existe un camino λr : I −→ A tal que λr(0) = cr y
λr(1) = ∗. Además, por definición de buen punto base, existe un entorno abierto
N de ∗ y existe una homotoṕıa g : N × I −→ A verificando g(a, 0) = a ∀a ∈ N ,
g(a, 1) = ∗ ∀a ∈ N y g(∗, t) = ∗ ∀t ∈ I.

Salvo reordenación de los abiertos, podemos suponer que existe k, 0 ≤ k ≤ n
tal que ∗ ∈ Ur 0 ≤ r ≤ k y ∗ ∈/Ur k + 1 ≤ r ≤ n. Como A es normal existe
un recubrimiento {Wr}0≤r≤n tal que Wr ⊂ Wr ⊂ Ur para 0 ≤ r ≤ n. Considérese
el entorno de ∗ definido como N ′ = N ∩ U1 . . . Uk ∩ Wk+1

c
. . .Wn

c
que verifica

N ′ ∩Wr = ∅ si k + 1 ≤ r ≤ n. De nuevo, como A es normal, existe un abierto M
tal que ∗ ∈ M ⊂ M ⊂ N ′ ⊂ Ur para 0 ≤ r ≤ k. Definimos la siguiente familia de
abiertos, que es un recubrimiento de A:

Vr =

{
(Ur ∩M

c
) ∪M 0 ≤ r ≤ k

Wr ∪N ′ k + 1 ≤ r ≤ n

Obsérvese que cada Vr es una unión disjunta de dos abiertos.
Si 0 ≤ r ≤ k definimos una aplicación h′r :

(
(Ur ∩M

c
) ∪M

)
× I −→ A de la

siguiente manera:

a ∈ (Ur ∩M
c
) → h′r(a, t) =

{
hr(a, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2
λr(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

a ∈M → h′r(a, t) =

{
g(a, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2
∗ 1/2 ≤ t ≤ 1
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Si k + 1 ≤ r ≤ n definimos una aplicación h′r : (Wr ∪N ′) × I −→ A de la
siguiente manera:

a ∈ Wr → h′r(a, t) =

{
hr(a, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2
λr(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

a ∈ N ′ → h′r(a, t) =

{
g(a, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2
∗ 1/2 ≤ t ≤ 1

2

Ejemplo 1.1.7 Categoŕıa de una suma puntual.
Si A y B son espacios topológicos normales, conexos por caminos y con buen

punto base ∗, se tiene que cat(A ∨B) =máx{catA, catB}.
Si catA ≤ n y catB ≤ m, donde n ≤ m, existen {Ur}0≤r≤n, {Vs}0≤s≤m recubri-
mientos categóricos de A y B respectivamente. Utilizando 1.1.6 podemos suponer
los abiertos contráctiles al punto base ∗, relativamente a ∗, y aśı {Ur ∪ Vr}0≤r≤n ∪
{Un ∪ Vs}n+1≤s≤m es un recubrimiento categórico de A ∨ B. La otra desigualdad
es evidente.

Propiedad 1.1.8 Sean A y B espacios topológicos. Si A domina B, entonces
catA ≥ catB.

Demostración. Si A domina B existen dos aplicaciones cont́ınuas f : A −→ B,
g : B −→ A tales que f ◦ g ∼ 1B. Supongamos catA = n, sea {Ur}0≤r≤n un
recubrimiento categórico de A. Sea Vr = g−1(Ur), se tiene que {Vr}0≤r≤n es un
recubrimiento abierto de B.

Vr = g−1(Ur)
g/Vr //

� _

iVr

��

Ur� _

iUr

��

  AAAAAAAA

∗

}}||||||||

B
g // A

f // B

Como Ur es contráctil en A, la restricción de f a Ur, f ◦ iUr , es homotópicamente
trivial, de donde deducimos que la restricción de f ◦ g a Vr, f ◦ g ◦ iVr también es
trivial. Ahora bien, f ◦ g es homótopa a la identidad de B, por tanto se tiene que
iVr es homotópicamente trivial, es decir, Vr es contráctil en B y el recubrimiento
{Vr}0≤r≤n es categórico. 2
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Propiedad 1.1.9 La categoŕıa es un invariante homotópico.

Demostración. Decir que A y B tienen el mismo tipo de homotoṕıa es decir
que A domina B y que B domina A. La propiedad se sigue inmediatamente de la
anterior. 2

Propiedad 1.1.10 La categoŕıa es subaditiva. Sea A un espacio topológico, y sean
B y C dos abiertos de A tales que A = B∪C. Se tiene que catA ≤ catB+catC+1

Demostración. Supongamos catB = n, catC = m. Sean {Vs}0≤s≤n, {Ur}0≤r≤m
recubrimientos categóricos de B y C respectivamente. Puesto que B y C son
abiertos en A, {Vs}0≤s≤n∪{Ur}0≤r≤m será un recubrimiento abierto de A, formado
por abiertos categóricos. 2

Propiedad 1.1.11 Sean A, B dos espacios topológicos y f : A −→ B una apli-
cación cont́ınua. Sea Cf el cono de f , se tiene que

catCf ≤ catB + 1.

En particular, si A
f−→ B −→ C es una cofibración homotópica se tiene que

catC ≤ catB + 1.

Demostración. Se tiene que Cf = B ∪f CA, donde CA denota el cono de A.
Consideremos los subconjuntos de Cf :

D1 = {[a, t]/ a ∈ A, t > 1/4} D2 = {[b]/ b ∈ B} ∪ {[a, t] : a ∈ A, t < 1/2}

Estos subconjuntos son abiertos de Cf , D1 es contráctil, D2 tiene el tipo de homo-
toṕıa de B y Cf = D1∪D2, por tanto la primera conclusión se deduce directamente

de la propiedad anterior. La segunda conclusión es cierta porque si A
f−→ B −→ C

es una cofibración homotópica, C tiene el tipo de homotoṕıa del cono de f y la
categoŕıa es un invariante del tipo de homotoṕıa (propiedad 1.1.9) 2

Ejemplo 1.1.12 Categoŕıa y dimensión de un CW-complejo.

Sea A un CW-complejo de dimension m. A partir de la propiedad 1.1.11 se deduce
que catA ≤ m.
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Ejemplo 1.1.13 Categoŕıa de los espacios proyectivos.

El espacio proyectivo real de dimension n, RPn, es un CW-complejo de dimensión
n y aśı catRPn ≤ n. Sean CPn, HPn el espacio proyectivo complejo y el espa-
cio proyectivo sobre los cuaterniones. Sus dimensiones como CW-complejos son
respectivamente 2n, 4n. Utilizando la propiedad 1.1.11 y su estructura celular se
obtiene que catCPn ≤ n y catHPn ≤ n.

Proposición 1.1.14 Categoŕıa de un CW-complejo.
(i) Dado A un CW-complejo, se tiene que catA ≤ n si y sólo si A admite un

recubrimiento formado por n+ 1 subcomplejos contráctiles en A.
(ii) Dado A un CW-complejo conexo con punto base ∗, se tiene que catA ≤ n

si y sólo si A admite un recubrimiento formado por n+1 subcomplejos contráctiles
en A relativamente a ∗.

Demostración. (i) Supongamos que catA ≤ n, sea {Ur}0≤r≤n un recubrimiento
categórico de A. Como A es un CW-complejo, en particular es un espacio nor-
mal, podemos obtener un recubrimiento abierto de A, {Wr}0≤r≤n, tal que Wr ⊂
Wr ⊂ Ur. Asociado al recubrimiento abierto {Wr}0≤r≤n se tiene un recubrimiento
{Kr}0≤r≤n formado por subcomplejos de A tales que Kr ⊂ Wr 0 ≤ r ≤ n [10].
Puesto que Kr ⊂ Ur y Ur es contráctil en A se tiene que Kr contráctil en A para
r = 0, . . . , n.

Rećıprocamente, sea {Kr}0≤r≤n un recubrimiento de A formado por subcom-
plejos contráctiles en A. Como la inclusión Kr ↪→ A es una cofibración, para
cada Kr existe un abierto Ur de A tal que Kr es un retracto por deformación de
Ur. La familia {Ur}0≤r≤n es entonces un recubrimiento de A formado por abiertos
categóricos.

(ii) Supongamos catA ≤ n, A un CW-complejo conexo. Sea {Kr}0≤r≤n un
recubrimiento de A formado por n + 1 subcomplejos contráctiles en A (tal re-
cubrimiento existe por (i)). Supongamos que Kr es contráctil al punto ar, donde
ar ∈ A. Por ser A conexo y CW-complejo es conexo por caminos, podemos en-
tonces suponer que ∗ ∈ Kr, donde Kr es un subcomplejo conexo, contráctil en
A, para todo r = 0, . . . , n,, por tanto ([33], (A) y (E), 333) podemos suponer que
los Kr son contráctiles relativamente al punto ∗, es decir, existe una homotoṕıa
hr : Kr × I −→ A tal que hr(a, 0) = a ∀a ∈ Kr, hr(a, 1) = ∗ ∀a ∈ Kr y
hr(∗, t) = ∗ ∀t ∈ I.

El rećıproco se deduce de (i). 2
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1.2 Caracterización de Whitehead.

Definición 1.2.1 Dado A espacio topológico con punto base ∗, definimos la suma
grosera de orden k de A, que denotaremos TkA como el siguiente subespacio de
Ak+1

TkA = {(a0, . . . , ak) ∈ Ak+1/ ∃r ; ar = ∗}.

Es decir, TkA está formado por las (k+1)-uplas (a0, . . . , ak) en las que al menos
una componente ar es el punto de base. La suma grosera de orden 1 es la suma
puntual de dos espacios.

Sean i : TkA −→ Ak+1 la inclusión de la suma grosera de orden k en el espacio
producto y ∆k+1 : A −→ Ak+1 la aplicación diagonal ∆k+1(a) = (a, . . . , a) ∈ Ak+1.

Teorema 1.2.2 Sean A un espacio topológico conexo por caminos, normal y con
punto base ∗. Supongamos además que ∗ tiene un entorno abierto contráctil U . La
categoŕıa de Lusternik y Schnirelmann de A es menor o igual que n si y sólo si la
aplicación diagonal ∆n+1 factoriza homotópicamente a través de la suma grosera
de orden n.

TnA� _
i
��

A
∆n+1//

δ
<<y

y
y

y
y

An+1

Demostración. Supongamos que ∆n+1 factoriza homotópicamente a través de i.
Sea δ : A −→ TnA la factorización. Sea U el entorno contráctil del punto de base
de A, y qr : An+1 −→ A la proyección de la (r + 1)-ésima componente, 0 ≤ r ≤ n.

Consideremos la familia de abiertos categóricos de An+1 formada por la imagen
rećıproca de U a traves de las proyecciones : {q−1

r (U)}0≤r≤n. Definamos Vr =
δ−1(i−1(q−1

r (U))) para r = 0, . . . , n. La familia {Vr} es un recubrimiento abierto
de A.

Vr
(i◦δ)/Vr //

� _

��

q−1
r (Ur) //

� _

��

Ur� _

��

��????????

∗

~~~~~~~~~~

A
i◦δ // An+1

qr // A
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Como qr ◦ i ◦ δ ∼ pr ◦∆n+1 = 1A, los abiertos Vr son categóricos y catA ≤ n.
Rećıprocamente, supongamos catA ≤ n. Como A es normal (ejemplo 1.1.6),

existe un recubrimiento categórico de A, {Vr}0≤r≤n y una familia de homotoṕıas
hr : A × I −→ A verificando hr(a, 0) = a, ∀a ∈ A y hr(−, 1) constante en Vr,
∀r = 0, . . . , n. Además, como A es conexo por caminos, podemos suponer que los
abiertos son contráctiles al punto de base ∗, i.e. hr(v, 1) = ∗ ∀v ∈ Vr

Sea H la aplicación cont́ınua H : A× I −→ An+1 definida por qr ◦H = hr. Por
construcción, se tiene que qr ◦ H(a, 0) = a, ∀a ∈ A, por tanto H(−, 0) = ∆n+1.
Además, dado a ∈ A, como {Vr}0≤r≤n es un recubrimiento de A existe un abierto
Vr tal que a ∈ Vr y entonces qr ◦H(a, 1) = hr(a, 1) = ∗. Por tanto, H(a, 1) ∈ TnA,
∀a ∈ A. Si definimos δ : A −→ TnA como δ(a) = H(a, 1), ∀a ∈ A, se verifica que
H es una homotoṕıa de ∆n+1 a i ◦ δ. 2

Observación 1.2.3 Sea A un espacio normal, conexo por caminos y con buen
punto base ∗, sea TnA la suma grosera de orden n cuyo punto base es (∗, ∗ . . . , ∗),
y An+1 el espacio producto n+1 veces de A cuyo punto base es también (∗, ∗ . . . , ∗).
La categoŕıa de Lusternik y Schnirelmann de A es menor o igual que n si existe una
aplicación δ : A −→ TnA que conserva el punto de base, tal que i ◦ δ es homotópa
a la aplicación diagonal ∆n+1, relativamente al punto base.

TnA� _
i
��

A
∆n+1//

δ
<<y

y
y

y
y

An+1

Utilizando la propiedad 1.1.6 (ii) sabemos que catA ≤ n si y sólo A admite un
recubrimiento formado por n+ 1 abiertos contráctiles en A relativamente a ∗. La
demostración de Whitehead puede entonces realizarse utilizando tal recubrimiento,
y se obtiene la versión del teorema 1.2.2 donde las aplicaciones y las homotoṕıas
conservan el punto base ∗.

Ejemplo 1.2.4 Categoŕıa de un co-H-espacio.
Recordemos que un co-H-espacio es un espacio topológico con punto base ∗ y con
una aplicación σ : A −→ A ∨ A tal que el siguiente diagrama commuta salvo
homotoṕıa:

A ∨ A� _
i
��

A
∆2 //

σ
99rrrrrrrrrrr

A2 = A× A
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Como la suma puntual es de hecho la suma grosera de orden 1, de esta caracte-
rización se sigue que si A es conexo por caminos, normal y con punto base ∗, tal
que ∗ tiene un entorno abierto contráctil, A tiene categoŕıa menor o igual que 1 si
y sólo si A es un co-H-espacio.

1.3 Caracterización de Ganea.

En esta sección A es un CW-complejo con punto base ∗, las aplicaciones conservan
∗ y las homotoṕıas son relativas a ∗. Vamos a definir una sucesión de fibraciones

Fn
jn−→ GnA

pn−→ A

mediante una construcción recurrente denominada fibra-cofibra. Sea G0A el espacio
de caminos de A de origen ∗

G0A = PA = {σ : I −→ A / σ(0) = ∗}.

Sea p0 : G0A −→ A la aplicación evaluación en el extremo: p0(ω) = ω(1) ∀ω ∈
PA. Esta aplicación p0 es una fibración de fibra el espacio de lazos
ΩA = {σ : I −→ A / σ(0) = σ(1) = ∗}, sea pues F0 = ΩA. Supongamos definida

la fibración en la etapa n, sea GnA ∪jn (Fn ∧ I) el cono reducido de la aplicación
jn.

Fn� _
jn
��

Fn+1� _

��
GnA //

pn

��

GnA ∪jn (Fn ∧ I)
p′n+1

wwnnnnnnnnnnnnn

τn+1

∼
// Gn+1A

pn+1

ssfffffffffffffffffffffffffffffff

A

La fibración pn : GnA −→ A se extiende a una aplicación p′n+1 : GnA∪ (Fn∧I) −→
A enviando el cono reducido Fn ∧ I al punto de base de A. Podemos transformar
la aplicación p′n+1 en una fibración equivalente, es decir, podemos construir una
factorización de p′n+1, p′n+1 = pn+1 ◦ τn+1 a través de un espacio Gn+1A, donde
pn+1 es una fibración y τn+1 : GnA ∪ (Fn ∧ I) −→ Gn+1A es una equivalencia de
homotoṕıa. La aplicación pn se dice la n-ésima fibración de Ganea.

Utilizando la propiedad 1.1.11 obtenemos a partir de la definición:
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Observación 1.3.1 Categoŕıa del n-ésimo espacio de Ganea.
El n-ésimo espacio de Ganea tiene categoŕıa menor o igual que n.

Teorema 1.3.2 Sea A un CW-complejo conexo con punto base ∗. La categoŕıa de
Lusternik y Schnirelmann de A es menor o igual que n si y sólo si en la n-ésima
fibración de Ganea existe una sección homotópica de pn.

ΩA

j0
��

F1

j1
��

. . . Fn

jn
��

PA

p0

��

// G1A
p1

{{xxxxxxxxx
// . . . GnA

pn

ssgggggggggggggggggggggggggg

A
sn

55

Demostración. Supongamos que existe una sección homotópica sn : A −→ GnA
de pn, es decir, pn ◦ sn es homotópa a la identidad de A. Esto significa que A está
dominada por GnA; de la observación 1.3.1 y de la propiedad 1.1.8 deducimos que
A tiene categoŕıa menor o igual que n.

Rećıprocamente, supongamos catA ≤ n. Sea {Kr}0≤r≤n un recubrimiento de A
formado por subcomplejos contráctiles en A relativamente al punto ∗, además, un
CW-complejo es normal podemos suponer que existe una familia de homotoṕıas
hr : A× I −→ A tales que:

hr(a, 0) = a ∀a ∈ A, hr(∗, t) = ∗ ∀t ∈ I y hr(v, 1) = ∗ ∀v ∈ Kr,
Sea Ak la unión

⋃k
l=0Kl y sea ik la inclusión ik : Ak −→ A, donde 0 ≤ k ≤ n.

Obsérvese que in es la identidad de A. La idea de la prueba es construir induc-
tivamente una factorización de ik a través del espacio de Ganea GkA.

La aplicación i0 : K0 −→ A es homótopa a ∗ relativamente a ∗ y por tanto
factoriza a través de G0A, que es el espacio de caminos PA. Supongamos que la
aplicación ik−1 : Ak−1 −→ A factoriza a través del espacio de Ganea Gk−1A. Sea
γk−1 : Ak−1 −→ Gk−1A la factorización de ik−1, es decir ik−1 = pk−1 ◦ γk−1.

Ak−1

ik−1 $$JJJJJJJJJJ

γk−1 // Gk−1A

pk−1

��
A
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Consideremos la restricción de la homotoṕıa hk a Ak,

hk : (Ak−1 ∪Kk)× I −→ A

que verifica: 
hk(−, 0) = ik
hk(Kk, 1) = {∗}
hk(∗, I) = {∗}

En particular hk(−, 0)/Ak−1 = ik−1. Como pk−1 es una fibración podemos levantar
esta restricción de la homotoṕıa hk a Ak−1 hasta una homotoṕıa

Γk : Ak−1 × I −→ Gk−1A

que verifica:


Γk(−, 0) = γk−1

pk−1 ◦ Γk(a, t) = hk(a, t) ∀a ∈ Ak−1

Γk(∗, t) = ∗
Ak−1

γk−1 //

��

Gk−1A

pk−1

��
Ak−1 × I

Γk
88rrrrrrrrrr

hk
// A

Consideremos la restricción de Γk(−, 1) a Dk, donde Dk = Ak−1 ∩ Kk. Se
tiene que: pk−1 ◦ Γk(d, 1) = hk(d, 1) = ∗, ya que d ∈ Dk ⊂ Kk. Aśı pues, la
aplicación Γk(−, 1) factoriza a través de la fibra de pk−1, es decir Fk−1. La inclusión
Dk ↪→ Kk es una cofibración (Dk es un subcomplejo de Kk) y el cono reducido
sobre Fk−1, Fk−1 ∧ I, es contráctil podemos entonces encontrar una aplicación
γ̄ : Kk −→ Fk−1 ∧ I tal que el siguiente cuadrado es conmutativo:

Dk� _

��

Γk(−,1)// Fk−1

��
Kk

γ̄ // Fk−1 ∧ I
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Utilizando esa aplicación construyamos el siguiente diagrama conmutativo:

Dk
� � //

� _

��

Γk(−,1)

%%JJJJJJJ Ak−1� _

��

Γk(−,1)

**TTTTTTTTTTTTT

Fk−1

i0

��

jk−1 // Gk−1A

��

Kk
� � //

γ̄ %%JJJJJJJ Ak−1 ∪Kk
φk

))

hk(−,1)

  BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

Fk−1 ∧ I // Gk−1 ∪ (Fk−1 ∧ I)

p′k

��

τk
∼
// GkA

pk

��
A A

donde φk : Ak−1 ∪Kk −→ Gk−1 ∪ (Fk−1 ∧ I) es la aplicación inducida entre sumas
amalgamadas topológicas. La aplicación φk es única y por tanto se tiene que
pk ◦ τk ◦ φk = p′k ◦ φk = hk(−, 1). Utilizando de nuevo que pk es una fibración,
podemos obtener a partir de la homotoṕıa hk una homotoṕıa Φk : Ak× I −→ GkA
tal que Φk(−, 1) = τk ◦ φk y pk ◦ Φk(−, 0) = ik. Sea γk = Φk(−, 0), se tiene que
ik = pk ◦ γk y por tanto, la aplicación ik factoriza a través de GkA. 2

El tipo de homotoṕıa de la fibra del la n-ésima fibración de Ganea es bien
conocida (cf. Proposición 3.3. de [18] y Teorema 2 de [32]):

Proposición 1.3.3 La fibra Fn de la n-ésima fibración de Ganea pn : GnA −→ A
tiene el tipo de homotoṕıa de ∗n+1ΩA.

Ejemplo 1.3.4 Co-H-espacios y suspensiones.

Un espacio topológico dominado por una suspensión tiene categoŕıa uno (cf 1.1.4,
1.1.8). Rećıprocamente, para espacios con el tipo de homotoṕıa de un CW complejo
conexo con punto base ∗, utilizando la caracterización de Ganea, sabemos que si un
espacio de categoŕıa uno es una retracción de una suspensión. En otras palabras,
A es un co-H-espacio si y sólo si A es retracción de una suspensión.

1.4 La nilpotencia de la cohomoloǵıa.

Sea R un anillo conmutativo, denotaremos H∗(−;R) la cohomoloǵıa con coefi-
cientes en R. Dada una triada topológica (A;A1, A2), donde A1, A2 son abiertos
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en A1 ∪ A2, recordemos que se puede definir un cup-producto en cohomoloǵıa re-
lativa:

Hr(A,A1;R)⊗Hs(A,A2;R)
∪−→ Hr+s(A,A1 ∪ A2;R)

a1 ⊗ a2 −→ a1 ∪ a2

que es asociativo y conmutativo, en el sentido graduado. Además, dada una apli-
cación entre dos de esas triadas topológicas f : (A;A1, A2) −→ (B;B1, B2), el
cup-producto es natural, es decir; f ∗ : H∗(B,B1 ∪B2) −→ H∗(A,A1 ∪A2) verifica
f ∗(b1 ∪ b2) = f ∗(b1) ∪ f ∗(b2).

En particular, si A1 = A2 = ∅, el cup-producto proporciona a H∗(A;R) una
estructura de anillo graduado, conmutativo, asociativo y con unidad 1 ∈ H0(A;R).
Denotamos H̃∗(A;R) la cohomoloǵıa reducida, que es un anillo graduado conmu-
tativo y asociativo.

Definición 1.4.1 Sea R un anillo. Definimos el ı́ndice de nilpotencia de R, nilR,
como el menor natural n que verifica que r1r2 . . . rn+1 = 0 ∀rk ∈ R.

En particular un anillo R con unidad tiene nilR =∞.

Proposición 1.4.2 Sea A un espacio topológico. Se tiene que:

nilH̃∗(A;R) ≤ catA

Demostración. Omitiremos R, el anillo de coeficientes, en la notación de la
prueba. Supongamos catA ≤ n, ya que si la categoŕıa es infinita no hay nada que
demostrar. Sea {Ur}0≤r≤n, un recubrimiento categórico de A. Consideramos la
sucesión exacta de homoloǵıa reducida asociada a cada una de las inclusiones:

. . . −→ Hs(A,Ur) −→ Hs(A) −→ Hs(Ur) −→ Hs+1(A,Ur) −→ Hs+1(A) . . .

para r = 0, . . . , n. Para cada uno de esos abiertos categóricos , la inclusión Ur ↪→
A es homótopa a una constante, lo que implica que la aplicación inducida en
cohomoloǵıa reducida H̃∗(A) −→ H̃∗(Ur) es nula. Utilizando la sucesión exacta de
cohomoloǵıa deducimos que existe un epimorfismo:

Hr+1(A,Ur) // //Hr+1(A) ∀r = 0, . . . , n

Sean a0, a1 . . . , an ∈ H∗(A), queremos comprobar que a0 ∪ a1 . . . ∪ an = 0.
Sea ār ∈ H∗(A,Ur) la imagen rećıproca de ar por ese epimorfismo. Utilizando la
asociatividad y la naturalidad del cup-producto, se tiene que a0∪a1 . . .∪an ∈ H∗(A)
es la imagen del elemento ā0 ∪ ā1 . . . ∪ ān ∈ H∗(A,U0 ∪ U1 . . . Un). Ahora bien,
H∗(A,U0 ∪ U1 . . . Un) = 0 ya que {Ur}0≤r≤n es un recubrimiento de A. 2
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Ejemplo 1.4.3 La categoŕıa de los espacios proyectivos.

Hemos visto en ejemplos anteriores que la categoŕıa de los espacios proyectivos
RPn, CPn y HPn es menor o igual que n. La cohomoloǵıa de estos espacios es
bien conocida :

H∗(RPn; Z2) = Z2[x1]/(xn+1
1 )

H∗(CPn; Z) = Z[x2]/(xn+1
2

H∗(HPn; Z) = Z[x4]/(xn+1
4 )

En los tres casos es un álgebra polinomial generada por xd, elemento de grado
d = 1, 2, 4 respectivamente, truncada por xn+1

d . Por tanto,

nilH̃∗(RPn; Z2) = cat(RPn) = n

nilH̃∗(CPn; Z) = cat(CPn; Z) = n

nilH̃∗(HPn; Z) = cat(HPn; Z) = n

1.5 La categoŕıa fuerte y la longitud en conos.

En [14], Fox introdujo una variante de la definición de categoŕıa de Lusternik y
Schnirelmann, sustituyendo “abierto categórico” por “abierto contráctil”, y propor-
cionó ejemplos que demuestran que esta definición no es un invariante homotópico.
Más tarde, Ganea presentó en [15] otra variación, conocida como categoŕıa fuerte,
que śı tiene la propiedad de ser un invariante homotópico.

Definición 1.5.1 Sea A un espacio topológico con punto base ∗. Diremos que la
categoŕıa fuerte de A, CatA, es menor o igual que n si A tiene el tipo de homotoṕıa
relativo a ∗ de un CW-complejo que admite un recubrimiento formado por n + 1
subcomplejos contráctiles. Si no existe tal n escribiremos CatA =∞.

Denotaremos W∗ la categoŕıa de los espacios topológicos con punto base ∗ que
tienen el tipo de homotoṕıa relativo a ∗ de un CW-complejo.

Ejemplo 1.5.2 i) Los espacios que no pertenecen aW∗ se dicen de categoŕıa fuerte
infinita.

ii) Los espacios de categoŕıa fuerte 0 son los espacios contráctiles relativamente
a ∗.
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Se sigue directamente de la definición y de la propiedad 1.1.14 que catA ≤ CatA.
Veremos más adelante que existen ejemplos de espacios donde cat 6= Cat.

Ganea obtiene una caracterización de Cat en términos de cofibraciones ho-
motópicas.

Teorema 1.5.3 Sea A ∈ W∗ y conexo por caminos. Entonces:

(i) CatA = 0 si y sólo si A es contráctil.

(ii) CatA ≤ n si y sólo si existe una cofibración homotópica:

L
µ−→ An−1

η−→ An

tal que An tiene el tipo de homotoṕıa libre de A, L y An−1 tienen el tipo de homo-
toṕıa relativa a ∗ de CW-complejos y An−1 es un espacio conexo con CatAn−1 ≤
n− 1.

Demostración. La primera aserción se deduce de la definición.

Demostremos (ii). Supongamos que CatA ≤ n, A tiene el tipo de homotoṕıa
de un CW-complejo J formado por n+ 1 subcomplejos contráctiles: J0, J1, . . . , Jn.
Sean los CW-complejos K = ∪nl=1Jl y L = J0 ∩ K. A partir de la conexidad de
A, salvo reordenación de los Jr, podemos suponer K y L conexos, L no vaćıo. La
inclusión (K,L) ↪→ (J, J0) induce un homeomorfismo entre la cofibra de L ↪→ K,
K/L y la cofibra de J0 ↪→ J , J/J0. Ahora bien, J0 es contráctil, por tanto J/J0

tiene el tipo de homotoṕıa libre de J , o sea, de A.

Rećıprocamente, supongamos que existe la cofibración del enunciado, donde
CatAn−1 ≤ n − 1. Sean L′ y K dos CW-complejos, CW-aproximaciones de L y
An−1, respectivamente, donde K es la unión de n subcomplejos contráctiles K1,
K2, . . ., Kn. Podemos suponer [31] que existen L1, L2, . . ., Ln subcomplejos de L′,
que recubren L, y una aproximación µ′ : L′ −→ K de µ tales que µ′(Lr) ⊂ Kr, para
r = 1, . . . , n. La cofibra de µ′, que denotamos Cµ′ , tiene el tipo de homotoṕıa de
la cofibra de µ, es decir, de An. El CW-complejo Cµ′ tiene categoŕıa fuerte n, pues
está formado por la unión de n+ 1 CW-complejos contráctiles C0, C1 . . . Cn, donde
C0 es el cono reducido de L′, y Cr es el cilindro de la restricción µ′ : Lr ↪→ Kr,
para r = 1, . . . , n.

2
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Corolario 1.5.4 Los espacios de W∗ conexos por caminos de categoŕıa fuerte 1
son las suspensiones.

Por tanto, un co-H-espacio que no tiene el tipo de homotoṕıa de una suspensión
es un espacio con categoŕıa 1 y categoŕıa fuerte estrictamente mayor que 1. En
el caṕıtulo 5 veremos un ejemplo de tal co-H-espacio, descubierto por Berstein y
Hilton en [6].

Corolario 1.5.5 Categoŕıa fuerte de los espacios de Ganea.
Sea A ∈ W∗, conexo por caminos. El n-ésimo espacio de Ganea de A tiene

categoŕıa fuerte menor o igual que n.

Demostración. Se deduce de la construcción de GnA, a partir del teorema 1.5.3
y de la propiedad 1.1.11.

La categoŕıa fuerte y la categoŕıa están estrechamente relacionadas. El siguiente
resultado se debe a Ganea y a Takens:

Proposición 1.5.6 Sea A ∈ W∗, conexo por caminos, tal que catA ≤ n. Existe
una suspensión ΣH tal que

Cat(A ∨ ΣH) ≤ n.

En particular, se verifica:

catA ≤ CatA ≤ catA+ 1.

Demostración. Supongamos que catA ≤ n, sea K un CW-complejo con el
tipo de homotoṕıa de A, tal que K admite un recubrimiento formado por n + 1
subcomplejos contráctiles en K, K0, K1, . . . , Kn. Sea K ′ el complejo obtenido
pegando un cono sobre cada Kr. K

′ tiene categoŕıa fuerte n, ya que es la unión de
n+ 1 conos, que son espacios contráctiles.

Demostraremos que K ′ tiene el tipo de homotoṕıa de K ∨ ΣK0 ∨ . . . ∨ ΣKn.
Sea K ′0 el espacio obtenido a partir de K pegando un cono sobre K0. K ′0 es el
cono de la inclusión K0 ↪→ K, que es una aplicación homotópa a la aplicación
trivial K0

∗−→ K. K ′0 tiene aśı el tipo de homotoṕıa del cono de K0
∗−→ K, que es

K∨ΣK0. Reiterando el argumento se obtiene que K∨ΣK0∨. . .∨ΣKn tiene el tipo
de homotoṕıa de K ′, y la proposición es cierta tomando ΣH = ΣK0 ∨ . . . ∨ ΣKn.
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La primera desigualdad se deduce directamente de las definiciones. Respecto
a la segunda, si catA ≤ n, existe ΣH tal que Cat(A ∨ ΣH) ≤ n. El espacio A
tiene el tipo de homotoṕıa del cono de la inclusión ΣH ↪→ A∨ΣH, y utilizando la
caracterización de Ganea se tiene que

CatA ≤ Cat(A ∨ ΣH) + 1 ≤ catA+ 1.

2

Corolario 1.5.7 Para todo co-H-espacio B ∈ W∗, conexo por caminos, existe un
espacio H tal que B ∨ ΣH es una suspensión.

La categoŕıa fuerte indica el número mı́nimo de cofibraciones necesarias Lr −→
Ar −→ Ar+1 para construir un CW-complejo a partir de una suspensión A1. A
partir de la caracterización de Ganea, exigiendo condiciones extra a los espacios
Lr, se pueden definir otros invariantes homotópicos. Por ejemplo, si se exige que Lr
sea una suspension, se obtiene la longitud en conos, y si se exige que sea una sus-
pensión iterada, se obtiene la gran longitud en conos. Estos dos invariantes fueron
estudiados por Cornea, primero en [7], donde demuestra propiedades análogas a
las de la categoŕıa fuerte y después en [8] donde demuestra la equivalencia de las
tres definiciones.

Definición 1.5.8 Longitud en conos.

Sea A ∈ W∗, conexo por caminos. Diremos que la longitud en conos de A es
cero si A es contráctil y escribiremos clA = 0. Diremos que la longitud en conos
de A es menor o igual a uno si A tiene el tipo de homotoṕıa de una suspensión.
Diremos que la longitud en conos de A es menor o igual que n y escribiremos
clA ≤ n si y sólo si existe una cofibración homotópica:

ΣL
µ−→ An−1

η−→ An

tal que An tiene el tipo de homotoṕıa de A, L y An−1 tienen el tipo de homotoṕıa
de CW-complejos y An−1 es un espacio conexo por caminos tal que clAn−1 ≤ n−1.
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Definición 1.5.9 Gran longitud en conos.
Sea A ∈ W∗, conexo por caminos. Diremos que la gran longitud en conos de

A es cero si A es contráctil y escribiremos ClA = 0. Diremos que la gran longitud
en conos de A es menor o igual a uno si A tiene el tipo de homotoṕıa de una
suspensión. Diremos que la gran longitud en conos de A es menor o igual que n y
escribiremos ClA ≤ n si y sólo si existe una cofibración homotópica:

Σn−1L
µ−→ An−1

η−→ An

tal que An tiene el tipo de homotoṕıa de A, L y An−1 tienen el tipo de homotoṕıa
de CW-complejos y An−1 es un espacio conexo por caminos tal que ClAn−1 ≤ n−1.

Se deduce inmediatamente de las definiciones que:

catA ≤ CatA ≤ clA ≤ ClA.

En [7] Cornea estudió las propiedades de estas longitudes en conos, y en [8]
demostró que son equivalentes a la noción de categoŕıa fuerte:

Teorema 1.5.10 [8] Sea A ∈ W∗, conexo por caminos. Se tiene que:

CatA = clA = ClA.

Utilizando este teorema y el Teorema 1.1. de [8] se puede determinar el espa-
cio H del teorema 1.5.6 en función del espacio de lazos de A. Este resultado lo
utilizaremos en el caṕıtulo tercero, pero sólo en un caso particular: para los espa-
cios de categoŕıa dos, por esta razón no proporcionamos la (larga) demostración
general.

1.6 La longitud en conos de esferas.

En esta sección nos ocuparemos de un invariante homotópico denominado longitud
en esferas. Este invariante se define de manera análoga a las longitudes en conos,
pero imponiendo una condición muy estricta sobre los espacios que se utilizan como
cobases en las cofibraciones: se exige que sean una suma puntual de esferas.

Recordemos que W∗ representa la categoŕıa de los espacios topológicos con
punto base ∗ que tienen el tipo de homotoṕıa relativo a ∗ de un CW-complejo:
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Definición 1.6.1 Longitud en conos de esferas.
Sea A ∈ W∗, conexo por caminos. Diremos que la longitud en conos de esferas

de A es cero si A es contráctil y escribiremos clSA = 0. Diremos que la longitud
en conos de esferas de A es menor o igual que n y escribiremos clSA ≤ n si y sólo
si existe una cofibración homotópica:

L
µ−→ An−1

η−→ An

donde An tiene el tipo de homotoṕıa de A, L es una suma puntual de esferas y An−1

es un espacio topológico con el tipo de homotoṕıa de un CW complejo, conexo por
caminos y con punto base ∗ tal que clSAn−1 ≤ n− 1.

Este invariante de homotoṕıa mide el número mı́nimo de etapas necesarias para
construir un CW-complejo a partir de las células. A partir de las definiciones se
deduce:

catA ≤ CatA ≤ clSA.

Ejemplo 1.6.2 Longitud en conos de una suspensión.

Los espacios de longitud en conos uno son simplemente las sumas puntuales de
esferas. Una suspensión no contráctil que no tenga el tipo de homotoṕıa de tal
suma puntual, por ejemplo ΣCP2 = S3 ∪ e5, es un espacio donde la categoŕıa
fuerte (y por tanto la categoŕıa) es estrictamente menor que la longitud en esferas.

Además de ser diferentes, como se ve en este ejemplo, se tiene que la longitud
en esferas y la categoŕıa no están tan próximas como la categoŕıa y la categoŕıa
fuerte. En la proposición 1.5.6 hemos visto que la diferencia de Cat y cat es a
lo sumo 1, sin embargo no hay ninguna mayoración de la diferencia entre cat y
clS. La siguiente propiedad, señalada por Cornea, nos proporciona una minoración
mejor de la longitud en conos en esferas:

Propiedad 1.6.3 Sea A ∈ W∗, conexo por caminos. Supongamos que existen n
operaciones de cohomoloǵıa Os, s = 1, . . . , n tales que On ◦ On−1 . . .O1(ξ) 6= 0,
siendo ξ una clase de cohomoloǵıa de A, entonces n+ 1 ≤ clSA.

Demostración. Sean G, Π dos grupos abelianos, m y n dos enteros. Recordemos
que una operación de cohomoloǵıa de tipo (G,m; Π, n) es una transformación natu-
ral O : Hm(−;G) −→ Hn(−; Π). Debido a la representabilidad de la cohomoloǵıa
existe una biyección entre las operaciones de cohomoloǵıa de tipo (G,m; Π, n) y las
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clases de aplicaciones [K(G, n), K(Π,m)], donde K(G, n) y K(Π,m) son espacios
de Eilenberg-McLane de tipo (G, n) y (Π,m) respectivamente.

Demostremos el resultado por recurrencia. Supongamos que existe una opera-
ción de cohomoloǵıa no nula en A, A no puede tener el tipo de homotoṕıa de una
suma puntual de esferas, puesto que en tal suma puntual no hay operaciones de
cohomoloǵıa, o sea, clSA ≥ 2.

Sean Os : K(Πs−1,ms−1) −→ K(Πs,ms), s = 1, . . . , n, n operaciones de coho-
moloǵıa. Supongamos que On ◦ On−1 . . .O1(ξ) 6= 0, siendo ξ ∈ Hm0(A; Π0) una
clase de cohomoloǵıa de A representada por ξ : A −→ K(Π0,m0). Denotemos
O′ : K(Π0,m0) −→ K(Πn−1,mn−1) la composición O′ = On−1 . . . ◦ O2 ◦ O1.

Sea A tal que clSA <∞, existe entonces una cofibración homotópica

L
µ−→ B

η−→ A

donde clSB = clSA−1 y L es una suma puntual de esferas. Considérese el diagrama
conmutativo:

L
µ // B

η // A

ξ
��

δ // ΣL

ξ′

��
K(Π0,m0) O

′
// K(Πn−1,mn−1) On // K(Πn,mn)

Por hipótesis se tiene que On ◦ O′ ◦ ξ 6= 0. Vamos a demostrar que O′ ◦ ξ ◦ η 6= 0

Supongamos que O′ ◦ ξ ◦ η es homotópicamente nula, existiŕıa entonces una
factorización ξ′ : ΣL −→ K(Πn−1,mn−1) de tal composición. Como ΣL es una
suma puntual de esferas, no hay operaciones de cohomoloǵıa y se tiene que On ◦
O′ ◦ ξ = 0 lo que contradice las hipótesis.

Por tanto O′ ◦ ξ ◦ η es no nula. Utilizando la hipótesis de recurrencia, como
ξ ◦ η es una clase de cohomoloǵıa de B tal que On−1 . . .O1 ◦ ξ ◦ η 6= 0, se tiene que
clsB ≥ n y entonces clSA ≥ n+ 1. 2
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Utilizando esta propiedad se encuentran ejemplos donde la diferencia entre
CatA y clSË es tan grande como se quiera.

Ejemplo 1.6.4 Longitud en conos de esferas de ΣCPn.

Sea CPn el espacio proyectivo complejo, n ≥ 2. Su categoŕıa es n, al igual que su
longitud en esferas. Recordemos que la cohomoloǵıa de CPn es un álgebra polino-
mial truncada, y por ello existen operaciones de cohomoloǵıa no nulas (potencias
de Steenrod). Las operaciones de cohomoloǵıa son invariantes para la suspensión,
por tanto ΣCPn tiene potencias de Steenrod de orden n y clSΣCPn ≥ n, pero este
espacio es una suspensión y por ello CatΣCPn = 1.
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Caṕıtulo 2

Cancelación de esferas p-locales y
racionales.

El problema de la cancelación de esferas puede plantearse en los siguientes términos
si una propiedad homotópica se verifica para una suma puntual A∨Sn, ¿qué ocurre
con esa propiedad en A? Por ejemplo, la cohomoloǵıa y la homoloǵıa de A se
determinan fácilmente si se conoce la de A ∨ Sn, la categoŕıa de A y de A ∨
Sn coinciden si A es conexo por caminos . . ., sin embargo hay situaciones más
complicadas : el tipo de homotoṕıa de A ∨ Sn no permite precisar el tipo de
homotoṕıa de A, existen ejemplos de espacios A y B de distinto tipo de homotoṕıa
tales que A ∨ Sn ∼ B ∨ Sn.

El fenómeno de cancelación que nos interesa es el siguiente: si A∨Sn es la cofibra
de una aplicación entre dos sumas puntuales de esferas, ¿es A también cofibra de
una aplicación de este tipo? Veremos aqúı que la respuesta es afirmativa cuando
el espacio A es p-local o racional. En el caso racional podemos incluso cancelar
una suma puntual infinita de esferas.

En el caso racional este tipo de cancelación está intimamente relacionado con
los espacios de categoŕıa 2. Félix y Thomas estudiaron estos espacios en [13] y
demostraron ese fenómeno sin enunciarlo expĺıcitamente. Otra demostración en el
caso racional se encuentra en la prueba del teorema de Félix y Thomas dada por
Cornea en [7]. Como en la demostración de Félix y Thomas se utilizan los modelos
algebraicos de Sullivan, y en la de Cornea los modelos de Quillen, aqúı presentare-
mos una nueva demostración, más geométrica, que puede generalizarse al caso
p-local.

En la primera sección definiremos la P -localización de un CW complejo, sim-
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plemente conexo y con punto base, donde P es una familia de primos. Veremos
los ejemplos usuales de p-localización, donde p es un primo, y de racionalización.
Enunciaremos las propiedades y teoremas más importantes. La referencia fun-
damental es “Localization of Nilpotent Groups and Spaces”, de Hilton, Mislin y
Roitberg [24].

En la segunda sección nos ocuparemos de la longitud en conos de esferas, y su
posible definición para espacios p-locales y racionales.

En la tercera sección presentaremos el fenómeno de cancelación racional, y su
relación con la longitud en esferas racional. La última sección está dedicada al
mismo problema en el contexto p-local.

2.1 Localización y Racionalización.

Sea W∗1 la categoŕıa de los espacios topológicos simplemente conexos con punto
base ∗, con el tipo de homotoṕıa relativo a ∗ de un CW complejo. Las aplicaciones
son las aplicaciones cont́ınuas que conservan el punto base ∗, y las homotoṕıas son
relativas al punto base ∗. Los grupos de homotoṕıa de un espacio A ∈ W∗1 son
grupos abelianos, por ello presentaremos en esta sección la teoŕıa de P -localización
de grupos aplicada a los grupos abelianos, aunque esta teoŕıa puede desarrollarse
en el caso, más general, de grupos nilpotentes. Recordemos que la localización de
Z en P , que denotamos ZP , es el anillo de fracciones donde se han invertido todos
los primos que no están en P .

Definición 2.1.1 Los grupos abelianos P -locales. Sea P una familia de primos y
ZP la localización en P de Z. Diremos que un grupo abeliano G es un grupo P -local
si G es un ZP -módulo, i.e., si la aplicación G −→ G⊗ZP definida g −→ g⊗ 1 es
un isomorfismo.

Las familias de primos que utilizaremos normalmente son P = ∅ y P = {p}

Ejemplo 2.1.2 Grupos p-locales.

Sea p un número primo fijado. Los ejemplos clásicos de grupos p-locales son los
grupos abelianos finitos de torsión p y la p-localización de Z, que denotaremos Z(p).

Ejemplo 2.1.3 Grupos ∅-locales o racionales.
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Sea P = ∅, la localización Z∅ es el conjunto de racionales Q. Un grupo ∅-local
es en particular un grupo divisible. Ejemplos clásicos de grupos divisibles son los
espacios vectoriales racionales, que son grupos ∅-locales. Sin embargo, el grupo
divisible de torsión Q/Z no es un grupo ∅-local.

Para simplificar, escribiremos siempre p-local (respectivamente racional) y no
{p}-local (respectivamente ∅-local).

Definición 2.1.4 Sea A ∈ W∗1 y sea P una familia de primos. Diremos que el
espacio A es P -local si los grupos de homotoṕıa de A son grupos abelianos P -locales.

Ejemplo 2.1.5 Localización trivial

Todo A ∈ W∗1 es P -local si P es la familia de todos los primos.

Ejemplo 2.1.6 Espacios racionales.

Dado A ∈ W∗1 , A será un espacio racional si todos sus grupos de homotoṕıa
son espacios vectoriales racionales. Los espacios de Eilenberg-Mac Lane, K(V, n),
donde V es un espacio vectorial racional, y sus productos son ejemplos de espacios
racionales.

Ejemplo 2.1.7 Espacios p-locales

Dado A ∈ W∗1 , p un número primo, A será un espacio p-local si todos sus grupos
de homotoṕıa son grupos p-locales. Los espacios de Eilenberg Mac-Lane K(G, n),
donde G es un grupo p-local, como por ejemplo K(Z/prZ, n), y sus productos son
espacios p-locales.

Ejemplo 2.1.8 Las esferas tienen p-torsión para todo primo p, por tanto no son
espacios racionales, ni p-locales, ni en general P -locales para ninguna familia
propia P de primos.

Definición 2.1.9 P -localización de un espacio.
Sea P una familia de primos. Sean A,B ∈ W∗1 . Diremos que una aplicación

f : A −→ B P -localiza el espacio A, si B es P -local y para todo espacio D P -local
la aplicación f induce una biyección

[B,D] ∼= [A,D]
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Una P -localización es pues una aplicación f : A −→ B donde B es P -local, que
es universal para toda aplicación g : A −→ D, siendo D un espacio P -local.

A
g //

f ��@@@@@@@ D

B

gP

>> .

Existen dos teorema fundamentales en teoŕıa de la P -localización, cuya de-
mostración puede encontrarse en [24]. El primer teorema nos dice que podemos
detectar una localización de dos maneras equivalentes; una estudiando los homo-
morfismos inducidos en homotoṕıa y otra estudiando los inducidos en homoloǵıa.
El segundo teorema asegura la existencia de P -localizaciones.

Teorema 2.1.10 Sea f : A −→ B, donde A,B ∈ W∗1 . Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) f P -localiza el espacio A.
(ii) B es P -local y πn(f)⊗ZP : πn(A)⊗ZP −→ πn(B) es un isomorfismo para

todo n ≥ 1.
(iii) B es P -local y Hn(f) : Hn(A) ⊗ ZP −→ Hn(B) es un isomorfismo para

todo n ≥ 1.

Teorema 2.1.11 Existencia de la P -localización
Sea P una familia de primos. Todo espacio A ∈ W∗1 admite una P -localización,

única salvo equivalencia de homotoṕıa.

Dado A ∈ W∗1 , fijaremos una P -localización y la denotaremos θP : A −→ AP .

Observación 2.1.12 Hay que señalar que en la prueba del teorema 2.1.10 se uti-
liza un resultado interesante en śı mismo:

Sea P una familia de primos, y sea B ∈ W∗1 . Entonces πn(B) es P -local para
todo n ≥ 1 si y sólo si Hn(B) es P -local para todo n ≥ 1.

A partir de estos dos teoremas, debido a la universalidad de la P -localización,
se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1.13 (i) Sea F −→ E −→ B una fibración homotópica en W∗1 .
Entonces FP −→ EP −→ BP es una fibración homotópica en W∗1 .

(ii) Sea A −→ B −→ C una cofibración homotópica en W∗1 . Entonces AP −→
BP −→ CP es una cofibración homotópica en W∗1 .
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Corolario 2.1.14 Racionalización de un espacio.
Dado A ∈ W∗1 , existe un espacio racional A0 y una aplicación θ0 : A −→ A0

tal que toda aplicación g : A −→ D, donde D es un espacio racional, factoriza a
través de θ0.

A
g //

θ0

  AAAAAAA D

A0

g0
>>

Ejemplo 2.1.15 Racionalización de una esfera impar.

Sea f : S2n+1 −→ K(Q, 2n + 1) la inclusión de la primera célula del espacio de
Einlenberg-McLane. Esta aplicación induce un isomorfismo entre los grupos de
homotoṕıa al tensorizar por Q, ya que todos los grupos de homotoṕıa de S2n+1,
excepto el 2n+ 1 que es Z, son de torsión. La racionalización de una esfera impar
S2n+1 es por tanto el espacio de Moore K(Q, 2n+ 1).

Corolario 2.1.16 Localización en p de un espacio.
Sea p un número primo. Dado A ∈ W∗1 , existe un espacio p-local A(p) y una

aplicación θ(p) : A −→ A(p) tal que toda aplicación g : A −→ D, donde D es un
espacio p-local, factoriza a través de θ(p).

A
g //

θ(p)

!!BBBBBBBB D

A(p)

g(p)
==

2.2 La longitud en conos de esferas P -locales.

Recordemos que la longitud en conos de un espacio topológico conexo por caminos,
con punto de base ∗ y con el tipo de homotoṕıa relativa al punto ∗ de un CW-
complejo, se define como el número mı́nimo de cofibraciones necesarias para cons-
truir el espacio a partir de sumas puntuales de esferas, e indica, en cierta manera,
la descomposición celular mı́nima del CW-complejo. En el contexto P -local esta
noción no tiene mucho sentido ya que en la construcción de una P -localización
se añaden a menudo infinitas células, para eliminar la torsión de los grupos de
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homotoṕıa. Por ejemplo, hemos visto en el ejemplo 2.1.15 que la racionalización
del CW-complejo más sencillo (una esfera impar) es un espacio de Einlenberg-
McLane que es un CW-complejo con un número infinito de células.

Introduciremos por tanto una nueva definición de longitud en conos, más co-
herente en el contexto P -local. Recuérdese que las cofibraciones conmutan con las
P -localizaciones, podemos entonces utilizar las esferas P -localizadas para construir
los espacios P -localizados, y definir:

Definición 2.2.1 Longitud en conos de esferas P -locales.
Sea A ∈ W∗1 , A un espacio P -local. Diremos que la longitud en conos de esferas

de A es cero si A es contráctil y escribiremos clSA = 0. Diremos que la longitud
en conos de esferas de A es menor o igual que n y escribiremos clSA ≤ n si y sólo
si existe una cofibración homotópica:

L
µ−→ An−1

η−→ An

donde An tiene el tipo de homotoṕıa de A, L es una suma puntual de esferas
P -locales y An−1 ∈ W∗1 , An−1 P -local, tal que clSAn−1 ≤ n− 1.

Utilizaremos la misma notación para la longitud en conos de esferas y la longitud
en conos de esferas P -locales, teniendo siempre presente que si A es P -local, clSA es
su longitud en esferas P -locales. En particular si A es racional clSA es su longitud
en conos en esferas racionales, si A es p-local clSA es su longitud en conos en esferas
p-locales...

Propiedad 2.2.2 Sea A ∈ W∗1 , sea AP su P -localización, donde P es una familia
de primos. Se verifica:

cls(AP ) ≤ clsA

Demostración. Se deduce del corolario 2.1.13.

2.3 Cancelación racional.

En esta sección las esferas son esferas racionales y en general, los espacios son 1-
conexos racionales. En particular los grupos de homotoṕıa y de homoloǵıa de tal
espacio son espacios vectoriales racionales.
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Teorema 2.3.1 Sea A0 un espacio racional simplemente conexo. Supongamos que
existe una cofibración homotópica:∨

r∈R
Snr

µ−→
∨
k∈K

Snk
η−→ A0 ∨

∨
l∈L

Snl

Entonces se puede construir otra cofibración:∨
r∈R′

Snr
µ′−→

∨
k∈K′

Snk
η′−→ A0

Corolario 2.3.2 Sea A0 un espacio racional simplemente conexo. Se tiene que
clS(A0) ≤ 2 si y sólo si clS (A0 ∨

∨
l∈L Snl) ≤ 2, donde

∨
l∈L Snl es una suma

puntual de esferas racionales.

Demostración. Supongamos que existe tal cofibración homotópica:∨
r∈R

Snr
µ−→

∨
k∈K

Snk
η−→ A0 ∨

∨
l∈L

Snl

Recordemos que a una cofibración se le asocia una sucesión exacta larga en
homoloǵıa. En este caso particular, tenemos la siguiente sucesión exacta de espacios
vectoriales racionales:

. . . −→ Hn(
∨
r∈R

Snr)
µ∗−→ Hn(

∨
k∈K

Snk)
η∗−→ Hn(A0)⊕Hn(

∨
l∈L

Snl)
δ−→ Hn(

∨
r∈R

Snr+1) . . .

Sea V = H∗(
∨
l∈L Snl). Por ser una sucesión exacta de espacios vectoriales es

escindida y podemos descomponer V = V1 ⊕ V2, donde

V1 = {v ∈ V / v ∈ Imη∗}
V2 = {v ∈ V / δ(v) 6= 0} .

Sean {vl}l∈L1 , {vl}l∈L2 bases de V1 y V2 respectivamente, su unión es una base
de V . Sea vl ∈ V = H∗(

∨
l∈L Snl) un elemento de alguna de las bases, como

todo elemento de homoloǵıa de una esfera proviene de una clase de homotoṕıa,
sabemos que existe una aplicación Snl

υl−→ ∨
l∈L Snl , que realiza el elemento vl, i.e.

(υl)∗(ι) = vl donde ι es el generador de homoloǵıa de la esfera Snl . Utilizando
las familias {υl}l∈L1 y {υl}l∈L2 se puede definir una aplicación cont́ınua entre las
sumas puntuales de esferas:

(+l∈L1)υl + (+l∈L2)υl :
∨
l∈L1

Snl ∨
∨
l∈L2

Snl −→
∨
l∈L

Snl
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que es una equivalencia de homotoṕıa por ser un isomorfismo homológico entre
espacios 1-conexos.

Por esta razón, podemos suponer que la cofibración homotópica tiene la si-
guiente forma: ∨

r∈R
Snr

µ−→
∨
k∈K

Snk
η−→ A0 ∨

∨
l∈L1

Snl ∨
∨
l∈L2

Snl

donde H∗(
∨
l∈L1

Snl) = V1 y H∗(
∨
l∈L2

Snl) = V2.
Empezaremos cancelando la subsuma

∨
l∈L1

Snl . Supongamos entonces que exis-
te una cofibración homotópica:∨

r∈R
Snr

µ−→
∨
k∈K

Snk
η−→ A0 ∨

∨
l∈L1

Snl

tal que η∗ es sobreyectiva en H∗(
∨
l∈L1

Snl). Existe entonces un subespacio de
H∗(

∨
k∈K Snk) isomorfo via η∗ a H∗(

∨
l∈L1

Snl), subespacio que puede realizarse
en una subsuma puntual de

∨
k∈K Snk . Es decir, podemos suponer que

∨
l∈L1

Snl

proviene de una subsuma puntual de
∨
k∈K Snk , que denotaremos

∨
k∈K1

Snk , sea
entonces K = K1 ∪K ′. Construyamos entonces el siguiente diagrama (cf. 6.12),
donde las ĺıneas horizontales y verticales son cofibraciones homotópicas:

∗

��

//
∨
k∈K1

Snk
� _

i
��

∨
k∈K1

Snk

η◦i
��∨

r∈R Snr
µ // ∨

k∈K Snk

��

η // A0 ∨
∨
l∈L1

Snl

��∨
r∈R Snr

µ′ // ∨
k∈K′ S

nk
η′ // Cµ′

La cofibra de µ′ y la cofibra de η ◦ i tienen el mismo tipo de homotoṕıa. La
cofibra de η◦i es A0 y Cµ′ es la cofibra de una aplicación entre dos sumas puntuales
de esferas, la suma

∨
l∈L1

Snl puede cancelarse.
Pasemos a la otra cancelación, supongamos que existe una cofibración ho-

motópica: ∨
r∈R

Snr
µ−→

∨
k∈K

Snk
η−→ A0 ∨

∨
l∈L2

Snl

donde
∨
l∈L2

Snl se va a una subsuma puntual
∨
r∈R2

Snr+1 de
∨
r∈R Snr+1 via el

morfismo de conexión. Denotemos R = R2 ∪ R′. Podemos construir un diagrama
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análogo al caso anterior:

∨
r∈R′ S

nr
� _

i
��

µ◦i // ∨
k∈K Snk

η′ // Cµ◦ι

��∨
r∈R Snr

��

µ // ∨
k∈K Snk

��

η // A0 ∨
∨
l∈L2

Snl

��∨
r∈R2

Snr // ∗ // ∨
r∈R2

Snr+1

Sea la aplicación compuesta:

Cµ′ −→ A0 ∨
∨
l∈L2

Snl −→ A0.

Esta aplicación es un isomorfismo de homoloǵıa, por tanto, A0 tiene el tipo de
homotoṕıa de Cµ′ , siendo de nuevo Cµ′ la cofibra de una aplicación entre sumas
puntuales de esferas. 2

2.4 Cancelación p-local.

Demostraremos el mismo fenómeno de cancelación anterior en el contexto p-local.
En esta sección todos los espacios serán siempre 1-conexos y p-locales, por tanto
sus grupos de homotoṕıa y de homoloǵıa son grupos abelianos p-locales.

Teorema 2.4.1 Sea A un espacio p-local simplemente conexo. Supongamos que
existe una cofibración homotópica:∨

r∈R
Snr

µ−→
∨
k∈K

Snk
η−→ A ∨ Sn

Entonces se puede construir otra cofibración:∨
r∈R′

Snr
µ′−→

∨
k∈K′

Snk
η′−→ A

Corolario 2.4.2 Sea A un espacio p-local simplemente conexo. Se tiene que
clSA ≤ 2 si y sólo si clS(A ∨ Sn) ≤ 2, para todo n ≥ 2.
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Antes de la demostración del teorema, probaremos el siguiente lema, que nos
proporciona condiciones para “cambiar” una aplicación de una esfera en una suma
puntual por la inclusión canónica de la esfera en la suma.

Lema 2.4.3 Sean p primo y q tal que m.c.d.(p, q) = 1. Sea Sn la esfera p-local,
denotaremos ι el generador de la homoloǵıa Hn(Sn). Sea ψ : Sn −→ W ∨ Sn una
aplicación cont́ınua tal que ψ∗(ι) = qι+ω, donde ω ∈ Hn(W ), siendo W un espacio
p-local arbitrario.

W ∨ Sn // Cψ

Sn

ψ
::vvvvvvvvvv

� r

i

$$IIIIIIIII

W ∨ Sn

Ψ

OO

//W

Entonces existe una equivalencia de homotoṕıa Ψ : W ∨Sn −→ W ∨Sn tal que
Ψ ◦ i = ψ. En particular, la cofibra de ψ tiene el tipo de homotoṕıa de W .

Demostración. Denotaremos Ψ : W ∨ Sn −→ W ∨ Sn la suma de ψ y de la
inclusión canónica: W ↪→ W ∨ Sn. Vamos a demostrar que Ψ es un isomorfismo
en homoloǵıa y aśı, Ψ es una equivalencia de homotoṕıa.

Sea ι el generador de Hn(Sn) = Z(p), obsérvese que si p y q son primos entre
śı el elemento qι es también un generador de Hn(Sn). Esto implica que Ψ∗ es un
isomorfismo.

Sea Cψ la cofibra homotópica de ψ. En el diagrama

Sn
i−→ Sn ∨W

‖ Ψ ↓
Sn

ψ−→ Sn ∨W
las aplicaciones verticales son equivalencias de homotoṕıa, por tanto las cofibras
homotópicas de i y ψ tienen el mismo tipo de homotoṕıa . 2

Este lema se utilizará en la prueba del teorema de cancelación p-local.

Demostración del teorema 2.4.1. Dada la cofibración homotópica del enunciado:∨
r∈R

Snr
µ−→

∨
k∈K

Snk
η−→ A ∨ Sn
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existe una sucesión exacta larga de homoloǵıa de Z(p)-módulos:

. . . Hn

(∨
r∈R

Snr
)

µ∗−→ Hn

 ∨
k∈K

Snk

 η∗−→ Hn(A)⊕Hn(Sn)
δ−→ Hn

(∨
r∈R

Snr+1

)
. . .

Sea ι el generador de Hn(Sn). Existen dos posibilidades para ι:

Caso 1: Existe ν ∈ Hn (
∨
k∈K Snk) tal que η∗(ν) = ι donde el elemento ν no

será divisible por p, por no serlo ι
Caso 2: δ(ι) 6= 0. Entonces podemos descomponer δ(ι) = ptβ, siendo β ∈

Hn(
∨
r∈R Snr+1) un elemento que no es divisible por p.

Caso 1: Sea ψ : Sn −→ ∨
k∈K Snk una aplicación tal que ψ∗(ι) = ν. Como

ν no es divisible por p, podemos escribir ν = qι1 + ω1, donde m.c.d.(p, q) = 1,
ι1 es el generador de homoloǵıa de una esfera Snk1 y ω1 ∈ Hn(

∨
k∈K′ S

nk) siendo
K = K ′ ∪ {k1}. Utilizando el lema 2.4.3 se deduce que la cofibra homotópica de ψ
es la suma puntual de esferas

∨
k∈K′ S

nk .
Vamos construir de nuevo un diagrama (cf 6.12) donde las flechas horizontales

y verticales son todas cofibraciones homotópicas:

∗ //

��

Snk1

ψ

��

Snk1

η◦ψ
��∨

r∈R Snr
µ // ∨

k∈K Snk
η //

��

A ∨ Sn

��∨
r∈R Snr

µ′ // ∨
k∈K′ S

nk
η′ // A′

Obsérvese que (η ◦ ψ)∗(ι1) = η∗(ν) = ι. Utilizando de nuevo el lema 2.4.3 para
q = 1 obtenemos A′ ∼ A, por tanto A es la cofibra de una aplicación entre dos
sumas puntuales.

Caso 2: δ(ι) = ptβ 6= 0, β no divisible por p.

2.1) Supongamos t = 0 entonces δ(ι) = β, β ∈ Hn(
∨
r∈R Snr+1). Podemos

escribir β = qι2 + ω2, donde ι2 es el generador de homoloǵıa de una n-esfera Snr2 y
ω2 ∈ Hn(

∨
r∈R′ S

nr+1), donde R = R′ ∪ {r2}.
Utilizando el lema 2.4.3 podemos descomponer

∨
r∈R Snr+1 = Sn ∨∨r∈R′ Snr+1,

y construir un diagrama (cf 6.12) donde las ĺıneas horizontales y verticales son
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todas cofibraciones homotópicas:

∨
r∈R′ S

nr µ′ //

��

∨
k∈K Snk

η // A′

ι̃

��∨
r∈R Snr

µ //

��

∨
k∈K Snk

η //

��

A ∨ Sn

��
Sn−1
r2

// ∗ // Snr2

La composición de la aplicación ι̃ con la proyección canónica A ∨ Sn → A induce
un isomorfismo en homoloǵıa. Se tiene que A tiene el tipo de homotoṕıa de A′ que
es la cofibra de una aplicación entre dos sumas puntuales de esferas.

2.2) Supongamos ahora que δ(ι) = ptβ donde t > 0. Como tenemos una
sucesión exacta de homoloǵıa se verifica que µ∗(β) = 0, ya que Hn (

∨
k∈K Snk+1)

es un Z-módulo libre. Por tanto existe un elemento υ ∈ Hn(A) ⊕Hn(Sn) tal que
δ(υ) = β. El elemento υ puede descomponerse en una suma υ = sι+ω3 donde ι es
el generador de Sn y ω3 ∈ Hn(A). Sustituyendo υ por su expresión en función de ι
y ω3 se obtiene que ι−ptυ = (1−pts)ι+ptω3. A partir de δ(ι−ptυ) = 0 se deduce
la existencia de un elemento ν ′ ∈ Hn (

∨
k∈K Snk) tal que η∗(ν

′) = (1− pts)ι+ ptω3.
Sea ψ : Sn −→ ∨

k∈K Snk una aplicación tal que ψ∗(ι) = ν ′. El elemento
(1 − pts)ι + ptω3 no es divisible por p, y por tanto ν ′ tampoco es divisible por
p, podemos descomponer ν ′ = qι4 + ω4 y utilizar el lema 2.4.3 para obtener que
la cofibra de ψ es una suma puntual

∨
k∈K′ S

nk . Construyamos de nuevo según
6.12 un diagrama donde todas las ĺıneas horizontales y verticales son cofibraciones
homotópicas:

∗ //

��

Sn

ψ
��

Sn

η◦ψ
��∨

r∈R Snr
µ // ∨

k∈K Snk
η //

��

A ∨ Sn

��∨
r∈R Snr

µ′ // ∨
k∈K′ S

nk
ρ′ // A′

Aplicando el lema 2.4.3 a η ◦ ψ obtenemos A ∼ A′, donde A′ es la cofibra de una
aplicación entre dos sumas puntuales de esferas. 2



Caṕıtulo 3

Aplicación a los espacios de
categoŕıa 2.

Los resultados sobre cancelación del caṕıtulo anterior serán aplicados en el contexto
racional y p-local a los espacios de categoŕıa dos.

La primera sección está dedicada a un caso particular de un teorema de Cornea
(cf Teorema 1.1 [7]), que proporciona, dado un CW-complejo A conexo por caminos
de categoŕıa 2, una cofibración homotópica:

ΣL −→ ΣK −→ A ∨ ΣH

donde L, K y H se expresan en función del espacio de lazos de A.
En la segunda sección se define la categoŕıa P -local y la categoŕıa fuerte P -

local, y se estudia la relación de estos invariates P -localizados con los invariantes
generales. Lemaire y Sigrist conjeturaron en [28] que la categoŕıa racional (cate-
goŕıa P -local para P = ∅) coincide con la categoŕıa fuerte racional. Recientemente,
Dupont ha encontrado un contraejemplo a esta conjetura: un espacio racional sim-
plemente conexo de categoŕıa tres y categoŕıa fuerte cuatro [11]. Félix y Thomas
demostraron en [13] que si un espacio A 1-conexo, racional, de tipo finito, tiene
categoŕıa dos, entonces su categoŕıa fuerte es también dos En la tercera sección
proporcionamos una demostración alternativa al resultado de Félix y Thomas, de
hecho es un corolario de la cancelación racional, que no necesita la hipótesis “tipo
finito”.

En la cuarta sección generalizaremos ese resultado a espacios p-locales cuyo
espacio de lazos admite una descomposición: los espacios p-descomponibles. Ob-
tendremos, aplicando un resultado de McGibbon y Wilkerson, que si A es un CW

43
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complejo finito, cuya homotoṕıa racional es finita y de categoŕıa dos, entonces sus
p-localizaciones tienen categoŕıa fuerte dos para casi todo p.

3.1 Espacios de categoŕıa fuerte dos.

Denotamos W∗ la categoŕıa de los espacios topológicos con punto base ∗, con el
tipo de homotoṕıa relativo a ∗ de un CW-complejo. Hemos visto en el caṕıtulo
uno dado un espacio A ∈ W∗, conexo por caminos, si catA ≤ n existe un espacio
H tal que Cat(A∨ΣH) ≤ n (cf 1.5.6) En el Teorema 1.1. de [7] Cornea determina
el espacio H y la familia de n cofibraciones homotópicas en función del espacio de
lazos de A. Utilizaremos este resultado aplicado a los espacios de categoŕıa menor
o igual a dos.

Teorema 3.1.1 ([7], Teorema 1.1) Sea A ∈ W∗, conexo por caminos de categoŕıa
menor o igual a dos. Existe una cofibración homotópica:

∗2ΩA ∨ (∧2ΩA ∧ ΣH)
µ−→ ΣΩA ∨ (ΩA ∧ ΣH)

η−→ A ∨ ΣH ,

donde H = Ω(∗3ΩA).

La prueba de este teorema utiliza las propiedades de los ĺımites homotópicos
(cf Apéndice).

Demostración del teorema 3.1.1. Consideremos la construcción “fibra-cofibra”
de Ganea (cf 1.3):

ΩA

j0
��

F1

j1
��

F2

j2
��

PA

p0

��

η0 // G1A
p1

{{xxxxxxxxx

η1 // G2A
p2

uukkkkkkkkkkkkkkkkkk

A
s

88

como catA ≤ 2 existe una sección homotópica s de p2.

Sea H
is−→ A

s−→ G2A la fibración homotópica (cf caṕıtulo 6) asociada a s. Se
tiene s ◦ is ∼ ∗, por tanto p2 ◦ s ◦ is ∼ is ∼ ∗. La inclusión de la fibra is es trivial y

entonces en la cofibración homotópica H
is−→ A−→Cis la cofibra Cis tiene el tipo

de homotoṕıa de A ∨ ΣH.
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A partir de las cofibraciones de Ganea construiremos la cofibración homotópica
del enunciado. Sea E el producto fibrado homotópico de s : A −→ G2A y η1 :
G1A −→ G2A, sean s′ : E −→ G1A, q1 : E −→ A las aplicaciones inducidas:

∗ // G1A
η1 // G2A

H
q0 //

OO

E1
q1 //

s′

OO

A

s

OO

Utilizando la composición de productos fibrados homotópicos se tiene que el pro-
ducto fibrado homotópico de s′ y ∗ −→ G1A tiene el tipo de homotoṕıa de H y la
composición q1 ◦ q0 es homotópa a la aplicación is, en particular q1 ◦ q0 ∼ ∗.

Sea Cq0 la cofibra de q0, utilizando la composición de sumas amalgamadas
homotópicas:

H
q0 //

��

E1
q1 //

ιq0
��

A

��
∗ // Cq0 // A ∨ ΣH

se deduce que la suma amalgamada de q1 y ιq0 es la cofibra de q1 ◦ q0, o sea, la
cofibra de is.

A partir de la suma amalgamada homotópica:

F1
//

��

G1A

��
∗ // G2A

y de la aplicación s : A −→ G2A podemos realizar la construcción conocida como
el cubo triple (cf 6.14) para obtener una suma amalgamada homotópica:

(H × F1)/H //

��

Cq0

��
∗ // A ∨ ΣH

En otras palabras, obtenemos la cofibración homotópica del enunciado:

(H × F1)/H −→ Cq0 −→ A ∨ ΣH
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Estudiemos primero el tipo de homotoṕıa de (H×F1)/H. La proposición 1.3.3
nos dice que F1 tiene el tipo de homotoṕıa de ΩA ∗ ΩA = ΣΩA ∧ ΩA. Utilizando
la suma amalgamada homotópica

ΩA ∧ ΩA //

��

∗

��
∗ // F1

la proyección H × F1 −→ F1 y el cubo triple obtendremos una cofibración ho-
motópica:

((ΩA ∧ ΩA)×H) /H −→ ∗ −→ (H × F1)/F1

Por tanto (H × F1)/F1 ∼ Σ [((ΩA ∧ ΩA)×H) /H] y entonces, utilizando la
fórmula que desarrolla la suspensión de un producto, se tiene que:

Σ [((ΩA ∧ ΩA)×H) /H] ∼ Σ(ΩA ∧ ΩA) ∨ Σ ((ΩA ∧ ΩA) ∧H) .

Determinemos el tipo de homotoṕıa de Cq0 . Consideremos la primera cofi-
bración de Ganea ΩA −→ PA −→ G1A, en términos de ĺımites homotópicos se
tiene una suma amalgamada homotópica:

ΩA //

��

∗

��
∗ // G1A

Sea la aplicación s′ : E −→ G1A definida anteriormente. De nuevo, con esta apli-
cación, la suma amalgamada anterior y el cubo triple obtendremos una cofibración
homotópica:

(ΩA×H)/H −→ ∗ −→ Cq0

de donde Cq0 ∼ ΣΩA ∨ (ΩA ∧ ΣH)

Sólo nos queda demostrar que el espacio H tiene el tipo de homotoṕıa de
Ω(∗3ΩA). Tenemos que p2 ◦ s es homótopa a la identidad en A, por tanto su
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fibra homotópica es ∗. Considérese el siguiente diagrama:

∗ //

��

F2
//

��

∗

��

H

??

��@@@@@@@@
// ∗

is

!!CCCCCCCC

=={{{{{{{{

A
s // G2A

p2 // A

La aplicación is : H −→ A, utilizando las propiedades de los productos fibrados
homotópicos factoriza a través del punto y y por composición de productos fibrados
homotópicos, obtendremos que:

H //

��

∗

��
∗ // F2

es un producto fibrado homotópico: H tiene entonces el tipo de homotoṕıa de ΩF2,
donde F2 es la fibra de la segunda fibración de Ganea que por la proposición 1.3.3
verifica H ∼ Ω(ΣΩA ∧ ΩA). 2

3.2 Localización de los invariantes.

Denotaremos, como en el caṕıtulo anterior, W∗1 la categoŕıa de los espacios topo-
lógicos 1-conexos con punto base ∗, con tipo de homotoṕıa relativo a ∗ de un
CW-complejo.

Definición 3.2.1 Categoŕıa fuerte P -local.
Sea P una familia de primos. Dado A ∈ W∗1 , sea AP la P -localización de A.

Se define la categoŕıa fuerte P -local de A, CatP (A), como la categoŕıa fuerte de
AP .

Definición 3.2.2 Categoŕıa P -local.
Sea P una familia de primos. Dado A ∈ W∗1 , sea AP la P -localización de A.

Se define la categoŕıa P -local de A, catP (A), como la categoŕıa de AP .
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Sea A ∈ W∗1 . Denominaremos respectivamente categoŕıa racional, categoŕıa
fuerte racional, categoŕıa p-local y categoŕıa fuerte p-local a la categoŕıa de A0,
categoŕıa fuerte de A0, categoŕıa de A(p) y categoŕıa fuerte de A(p), y denotaremos
cat0(A), Cat0(A), cat(p)(A) y Cat(p)(A).

Proposición 3.2.3 Sea P una familia de primos. Para todo A ∈ W∗1 se tiene
que:

(i) CatP (A) ≤ Cat(A)
(ii) catP (A) ≤ cat(A)

Demostración. (i) Supongamos Cat(A) ≤ n, existen entonces n cofibraciones:

Lr −→ Ar −→ Ar+1 0 ≤ r < n

donde A0 ∼ ∗, An ∼ A. La racionalización conmuta con las cofibraciones, tenemos
entonces n cofibraciones (P -locales):

(Lr)P −→ (Ar)P −→ (Ar+1)P 0 ≤ r < n

donde (A0)P = ∗ y (An)P ∼ AP .
(ii). Supongamos cat(A) ≤ n. Utilizando la caracterización de Ganea 1.3.2,

sabemos que A está dominado por el n-ésimo espacio de Ganea GnA, por tanto la
localización de A, AP , está dominada por (GnA)P . Ahora bien, utilizando (i) y el
corolario 1.5.5 obtenemos

catP (A) ≤ catP (GnA) ≤ CatP (GnA) ≤ Cat(GnA) ≤ n. 2.

Los invariantes P -localizados pueden ser iguales o estrictamente inferiores a
los invariantes generales. Veremos a continuación ejemplos de los dos tipos de
situaciones.

Ejemplo 3.2.4 Categoŕıa y localización de esferas.

Utilizando la proposición anterior y el ejemplo 1.1.4 deducimos catP (Sn) = 1 y
CatP (Sn) = 1 para toda familia de primos P , ya que la localización de una esfera
nunca es contráctil: πn(SnP ) ∼= πn(Sn)⊗ ZP

∼= ZP .

Ejemplo 3.2.5 Categoŕıa y localización de espacios proyectivos
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La categoŕıa y la categoŕıa fuerte de los espacios proyectivos localizados está aco-
tada por n. Por otra parte, recordemos que las álgebra de cohomoloǵıa de CPn y
HPn son álgebras polinomiales truncadas, con cualquier tipo de coeficientes, por
tanto, la nilpotencia de la cohomoloǵıa, que acota inferiormente la categoŕıa, será
siempre n.

Ejemplo 3.2.6 Categoŕıa y localización de espacios de Moore .

Consideremos la multiplicación por pr de la esfera Sn, siendo p un primo fijado.
Denotemos M(n, pr) el cono de esta aplicación, que denominaremos espacio de
Moore de tipo (n,Z/prZ).

Obsérvese que la cofibración:

Sn
×pr−→ Sn −→M(n, pr)

es la suspensión de la cofibración:

Sn−1 ×pr−→ Sn−1 −→M(n− 1, pr)

por tanto un espacio de Moore es una suspensión no trivial, y aśı su categoŕıa
fuerte y categoŕıa son iguales a 1. Utilizando la proposición anterior, obtendremos
que catP (M(n, pr)) ≤ 1 y CatP (M(n, pr)) ≤ 1

Supongamos P una familia de primos tal que p no pertenezca a P . La P loca-

lización de la aplicación Sn
×pr−→ Sn es un isomorfismo, puesto que hemos invertido

p, y aśı su cofibra, la P -localización de M(n, pr), es el punto ∗. En este caso la
desigualdad es estricta catPM(n, pr) = 0 < catM(n, pr) = 1.

Al contrario, si p pertenece a la familia P de primos, la categoŕıa P -local y
la categoŕıa fuerte P -local de un espacio de Moore coincidirán con los invariantes
generales, pues en este caso Hn(M(n, pr) ⊗ ZP

∼= Hn(M(n, pr); ZP ) = Z/prZ, el
espacio no es contráctil.

Ejemplo 3.2.7 Categoŕıa y localización de S2n+1 ∪β em.

Sea β : Sm−1 −→ S2n+1 una aplicación cont́ınua, donde m ≥ 2n+ 2, sea Cβ =
S2n+1 ∪β em el cono de β. Por construcción se tiene que catCβ ≤ CatCβ ≤ 2,
veremos en el caṕıtulo 5, que según la aplicación β, se puede tener 1 = catCβ <
CatCβ = 2, ó incluso catCβ = CatCβ = 2. Vamos a comprobar que existe siempre
una familia P tal que:

catP (S2n+1 ∪β em) = CatP (S2n+1 ∪β em) = 1
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La aplicación β ∈ πm−1(S2n+1) es un elemento de torsión, ya que los grupos de
homotoṕıa de las esferas impares, si m − 1 > 2n + 1, son todos de torsión. Sea t
la torsión de β, sean pi donde i = 1, . . . , n los factores primos de t y sea P una
familia de primos disjunta con {p1, . . . , pn}. La P -localización de la aplicación β
será la aplicación trivial, puesto que β es de t-torsión y t es inversible al localizar
en P . La cofibra de βP es la suma puntual de esferas P -locales S2n+1

P ∨ SmP , que es
un espacio de categoŕıa y categoŕıa fuerte iguales a 1.

3.3 Categoŕıa dos racional.

Recordemos que en el caso general, un co-H-espacio que no sea una suspensión es un
espacio cuya categoŕıa fuerte no coincide con la categoŕıa. La siguiente proposición
muestra que en el caso racional, este tipo de ejemplos no aparecen:

Proposición 3.3.1 [36] Sea A ∈ W∗1 . Supongamos que A es un co-H-espacio,
1-conexo. Entonces A0 tiene el tipo de homotoṕıa de una suma puntual de esferas
racionales.

En particular de esta proposición y 1.5.10 se deduce:

Corolario 3.3.2 Sea A ∈ W∗1 , se tiene que Cat(A0) = clS(A0), es decir, para
espacios racionales la categoŕıa fuerte coincide coincide con la longitud en esferas.

La proposición 3.3.1 demuestra que un espacio racional, 2-conexo, tiene cate-
goŕıa uno si y sólo si tiene categoŕıa fuerte uno si y sólo si su longitud en conos de
esferas es uno. Este hecho motivó la siguiente conjetura:

Conjetura de Lemaire y Sigrist. Sea A un espacio racional 1-conexo, de
tipo finito. Se tiene que catA = CatA.

Recientemente N. Dupont ha encontrado un ejemplo de espacio racional con
categoŕıa tres y categoŕıa fuerte cuatro [11]. Sin embargo, para espacios de cate-
goŕıa dos, de tipo finito, la conjetura fue demostrada por Félix y Thomas en [13]
utilizando modelos de Sullivan. El resultado es cierto sin la hipótesis “tipo finito”:
es una consecuencia de la cancelación racional del caṕıtulo anterior.

Teorema 3.3.3 Sea A un espacio racional 1-conexo. Se tiene que
catA ≤ 2 si y sólo si CatA ≤ clSA ≤ 2.
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Demostración. Supongamos que catA ≤ 2, existe una cofibración homotópica
(cf 3.1.1):

ΣL −→ ΣK −→ A ∨ ΣH

donde H = Ω(∗3ΩA), ΣL = ∗2ΩA ∨ (∧2ΩA ∧ ΣH) y ΣK = ΣΩA ∨ (ΩA ∧ ΣH).
Como A es un espacio racional y las cofibraciones conmutan con la raciona-

lización, podemos suponer la cofibración anterior formada por espacios racionales,
y utilizando la proposición 3.3.1, deducimos la existencia de una cofibración:∨

r∈R
Snr

µ−→
∨
s∈S

Sns
η−→ A ∨

∨
t∈T

Snt

y por el teorema de cancelación 2.3.1, sabemos que existe otra cofibración:

∨
r∈R′

Snr
µ′−→

∨
s∈S′

Sns
η′−→ A

entonces CatA ≤ clSA ≤ 2. 2

3.4 Los espacios p-descomponibles.

En esta sección nos ocuparemos de los espacios p-locales cuyo espacio de lazos
admite una descomposición. Utilizaremos la notación usual:

Ωk =

{
Sk k = 2n− 1
ΩSk+1 k = 2n

Definición 3.4.1 Sea p un número primo. Un espacio A ∈ W∗1 se dice p-descom-
ponible hasta m si existe un m ∈ N ∪ {∞} tal que ΩA ∼(p)

∏
k∈K Ωnk × E siendo

E ∈ W∗1 un espacio m-conexo.

Un espacio descomponible según [2], [37] es un espacio p-descomponible hasta
∞ para todo primo p.

Teorema 3.4.2 Sea p un número primo, sea A ∈ W∗1 finito de dimensión m. Si A
es un espacio p-descomponible hasta m y catA(p) ≤ 2, entonces CatA(p) ≤ clSA(p) ≤
2.
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Este teorema establece una condición necesaria para que los espacios de cate-
goŕıa dos sean descomponibles en el sentido general:

Corolario 3.4.3 Espacios descomponibles.
Sea A un descomponible según [2], [37]. Entonces, para todo primo p se tiene:

catA(p) ≤ 2 si y sólo si clSA(p) ≤ 2.

En particular se deduce que si existe un primo p tal que la p localización de
una suspensión no tiene longitud en conos de esferas menor que dos, la suspensión
no es descomponible. Por ejemplo, ΣCPn (n ≥ 3) no es descomponible, ya que su
localización en dos tiene longitud en conos n.

Para CW-finitos cuya homotoṕıa racional sea finita McGibbon y Wilkerson
[30]Ê han demostrado que son espacios descomponibles para casi todo p. Este
resultado y el teorema 3.4.2 implican:

Corolario 3.4.4 Sea A ∈ W∗1 , finito, racionalmente finito y no contráctil. Si
catA ≤ 2 entonces CatA(p) ≤ clSA(p) ≤ 2 para casi todo p.

Demostración del teorema. Todos los espacios considerados en esta prueba son
p-locales, inclúıdos las esferas y los Ωk. Sea A ∈ W∗1 p-descomponible hasta m, es
decir, su espacio de lazos verifica:

ΩA =
∏
k∈K

Ωnk × E

siendo E un espacio m-conexo. Como catA ≤ 2, existe una cofibración homotópica
(cf 3.1.1):

∗2ΩA ∨ (∧2ΩA ∧ ΣH)
µ−→ ΣΩA ∨ (ΩA ∧ ΣH)

η−→ A ∨ ΣH (∗)

Utilizaremos la descomposición de ΩA para demostrar que los espacios de la
cofibración (∗) son, hasta cierta dimensión, sumas puntuales de esferas y poder
entonces utilizar el teorema de cancelación p-local.

Aplicando las fórmulas que relacionan Σ y × obtenemos:

ΣΩA = Σ(
∏
k∈K

Ωnk × E) = Σ(
∏
k∈K

Ωnk) ∨ ΣE ∨

Σ(E ∧
∏
k∈K

Ωnk)

 .
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Denotemos E ′ = ΣE ∨ [Σ(E ∧∏k∈K Ωnk)], este espacio E ′ es (m+ 1)-conexo.
La fórmula Σ (

∏
k∈K Ωnk) =

∨
k∈Λ Snk implica

ΣΩA =
∨
k∈Λ

Snk ∨ E ′.

Sustituyendo ΣΩA por esta expresión en la cofibración homotópica anterior (∗)
obtenemos: ∨

r∈R
Snr ∨ E1

µ−→
∨
k∈K

Snk ∨ E2
η−→ A ∨

∨
l∈L

Snl ∨ E3

donde E1, E2 yE3 son espacios topológicos, (m+ 1)-conexos como mı́nimo, siendo
m la dimensión de A.

Sean R(m) = {r ∈ R / nr ≤ m} y K(m) = {k ∈ K / nk ≤ m}. Por
el teorema de aproximación celular podemos restringir la aplicación anterior a la

aplicación
∨
r∈R(m) Snr

µ(m)

−→ ∨
k∈K(m) Snk y construir el siguiente diagrama donde las

ĺıneas horizontales son cofibraciones homotópicas:

∨
r∈R(m) Snr� _

��

µ(m)
//
∨
k∈K(m) Snk //

� _

��

Cµ(m)

φ

��∨
r∈R Snr ∨ E1

// ∨
k∈K Snk ∨ E2

// A ∨ ∨l∈L Snl ∨ E3

��
A ∨ ∨l∈L(m) Snl

La aplicación inducida φ : Cµ(m) −→ A ∨ ∨l∈L Snl ∨ E3 es un isomorfismo en ho-
moloǵıa hasta el grado m e inyectiva en m+1, ya que las inclusiones

∨
r∈R(m) Snr ↪→∨

r∈R Snr
∨
k∈K(m) Snk ↪→ ∨

k∈K Snk son isomorfismos hasta el grado m. Existe en-
tonces un subsuma puntual

∨
l∈L(m) Snl de

∨
l∈L Snl tal que la composición de la

aplicación inducida φ : Cµ(m) −→ A∨∨l∈L Snl∨E3 y de la proyección A∨∨l∈L Snl∨
E3 −→ A ∨ ∨l∈L′ Snl induce un isomorfismo en homoloǵıa. En resumen, tenemos
una equivalencia de homotoṕıa entre Cµ(m) y A∨∨l∈L(m) Snl ; podemos suponer que
existe una cofibración homotópica:∨

r∈R
Snr

µ−→
∨
k∈K

Snk
η−→ A ∨

∨
l∈L

Snl
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Abusamos de la notación denotando µ y η las restricciones de µ y de η. Recordemos
que como A es de tipo finito, también lo será ΣH, en particular, la suma puntual de
esferas p-locales

∨
l∈L Snl hasta dimensión m es una suma puntual finita. Utilizando

el teorema de cancelación p-local 2.4.1, deducimos la existencia de una cofibración:

∨
r∈R′

Snr
µ′−→

∨
k∈K′

Snk
η′−→ A

y por tanto CatA ≤ clSA ≤ 2. 2



Caṕıtulo 4

Categoŕıas de un producto.

En la primera sección estudiaremos la categoŕıa del producto de dos espacios. Si
los espacios son conexos por caminos y completamente normales, Fox desarrolla en
[14] la desigualdad de Bassi:

cat(A×B) ≤ catA+ catB

Ganea conjeturó la igualdad si el espacio B era una esfera, es decir cat(A ×
Sn) = catA+ 1. Esta conjetura ha sido un problema abierto durante muchos años.
K. Hess y B. Jessup la demostraron para espacios racionales, pero en el caso general
resulta ser falsa: muy recientemente Iwase ha encontrado un espacio Q verificando
cat(Q× Sn) = catQ para todo n ≥ 2.

En la segunda sección nos ocuparemos de la categoŕıa fuerte de un producto,
desarrollando el resultado de Takens [39] conocido como el teorema del producto
mixto:

Cat(A×B) ≤ catA+máx{CatB, 1}.
e ilustraremos este resultado con ejemplos sencillos donde la desigualdad es estricta.

En la tercera sección estableceremos, para espacios de categoŕıa fuerte uno, la
relación entre esta fórmula del producto mixto y el Producto de Whitehead Gene-
ralizado. Recordemos que un espacio de categoŕıa fuerte uno es una suspensión,
por ello la acotación Cat(ΣA′) × (ΣB′) ≤ 2 equivale a la existencia de una apli-
cación entre suspensiones cuya cofibra sea (ΣA′)× (ΣB′). Arkowitz construye una
cofibración homotópica:

ΣA′ ∧B′ −→ ΣA′ ∨ ΣB′ −→ ΣA′ × ΣB′

55
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lo que nos proporciona una demostración alternativa del hecho Cat(ΣA′)×(ΣB′) ≤
2.

El resultado de Arkowitz fue generalizado por Rutter en [35], quién construyó
una cofibración homotópica:

A ∧B w−→ ΣA ∨B −→ (ΣA)×B

cuando B es un co-H-espacio.
En la cuarta sección presentaremos la construcción de w. Este resultado se

utilizará en el caṕıtulo siguiente para calcular la categoŕıa fuerte de cierto espacio
producto.

4.1 Categoŕıa de un producto.

Las referencias de esta sección son [14] y [41].

Definición 4.1.1 Diremos que un espacio A es completamente normal si dados
dos subespacios F1 y F2 de A tales que F1∩ F̄2 = F̄1∩F2 = ∅ , existen dos abiertos
U y V en A tal que F1 ⊂ U y F2 ⊂ V .

El siguiente teorema es un resultado de Bassi [3] dado a conocer por Fox en
[14] (Teorema 9).

Teorema 4.1.2 Sean A y B dos espacios topológicos conexos por caminos com-
pletamente normales. Se verifica:

cat(A×B) ≤ catA+ catB

En particular, el resultado es cierto para CW-complejos conexos.
La demostración de este teorema utiliza la noción de subconjunto categórico,

que generaliza la noción de abierto categórico del primer caṕıtulo y que introduci-
mos a continuación:

Definición 4.1.3 Sea A un espacio topológico y sea F ⊂ A un subespacio cual-
quiera de A. Diremos que F es categórico si existe un abierto categórico V de A
tal que F ⊂ V .

La noción de espacio con buen punto, es decir que la inclusión ∗ −→ A sea una
cofibración, equivale a exigir que el punto sea categórico [38].
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Propiedad 4.1.4 Sea A un espacio topológico conexo por caminos y completa-
mente normal. Si F1 y F2 son dos subconjuntos categóricos de A tales que F1∩F̄2 =
F̄1 ∩ F2 = ∅, se tiene que F1 ∪ F2 es categórico.

Demostración. Por definición de espacio completamente normal existen dos
abiertos disjuntos D1 y D2 tales que Fr ⊂ Dr , r = 1, 2, y puesto que son
categóricos, existen dos abiertos categóricos U1 y U2 tales que Fr ⊂ Ur , r = 1, 2.
Definamos Vr = Dr ∩Ur , r = 1, 2. Los abiertos Vr son categóricos, su intersección
es vaćıa y el espacio es conexo por caminos, por tanto V1 ∪ V2 es categórico y es
un abierto que contiene a F1 ∪ F2. 2

Definición 4.1.5 Sea A un espacio topológico, diremos que una cadena finita de
abiertos (respectivamente cerrados) de A, V0 = ∅ ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = A es una fil-
tración categórica abierta (respectivamente cerrada) de longitud n si las diferencias
Vr − Vr−1, r = 1, . . . , n son subconjuntos categóricos de A.

Lema 4.1.6 La existencia de una filtración categórica abierta de longitud n es
equivalente a la existencia de una filtración categórica cerrada de longitud n.

Demostración. Dada {Vr}0≤r≤n una filtración categórica abierta de longitud n,
se construye {Ur}0≤r≤n una filtración categórica cerrada definiendo Ur = A−Vn−r.
El rećıproco es análogo. 2

Proposición 4.1.7 Sea A un espacio topológico, A admite una filtración categó-
rica de longitud n+ 1 si y sólo si catA ≤ n.

Demostración. Dada {Vr}0≤r≤n+1 filtración categórica abierta, sea Ur el abierto
categórico que contiene a Vr−Vr−1, r = 1, . . . , n+ 1. La familia {Ur}1≤r≤n+1 es un
recubrimiento de A formado por n+ 1 abiertos categóricos, por tanto catA ≤ n.

Rećıprocamente, sea {Ur}1≤r≤n+1 un recubrimiento de A formado por n + 1
abiertos categóricos. Se define Vk =

⋃k
r=1 Ur para todo k = 1, . . . , n + 1 y V0 = ∅.

La familia {Vk}0≤k≤n+1 es una filtración categórica abierta de A. 2

Demostración del teorema 4.1.2. Supongamos catA = n y catB = m. Uti-
lizando la proposición 4.1.7 sean {Vr}0≤r≤n+1, {Us}0≤s≤m+1 filtraciones categóricas
cerradas de A y de B respectivamente. Supongamos m ≤ n, definimos los siguiente
subconjuntos cerrados de A×B:

Wk =
⋃

r+s=k+1

Vr × Us
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donde k = 1, . . . , n+m+1. Demostraremos que {Wk}k=1,...,n+m+1 es una filtración
categórica cerrada de A×B.

Se tiene que

Wk+1 −Wk =
⋃

r+s=k+2

(Vr − Vr−1)× (Us − Us−1) , k = 1, . . . , n+m.

Para simplificar, denotemos Wr,s = (Vr − Vr−1) × (Us − Us−1). Los espacios
Wr,s son producto de espacios categóricos, por tanto, son categóricos de A × B.
Supongamos además r < r′ y s > s′, se tiene que

Wr,s ∩Wr′,s′ = ∅
Wr,s ∩Wr′,s′ = ∅

utilizando la propiedad 4.1.4, se deduce que Wk+1 −Wk, al ser unión de los Wr,s

es a su vez categórico. 2

4.2 Categoŕıa fuerte de un producto.

Los resultados de esta sección han sido demostrados por Takens [39].

Teorema 4.2.1 Sean A, B espacios con el tipo de homotoṕıa de CW-complejos
conexos. Se verifica:

Cat(A×B) ≤ catA+máx{CatB, 1}.

Demostración. Podemos suponer K y L poliedros conexos, K ∼ B y L ∼ A,
sean (K, t′), (L, t) triangulaciones fijadas. Sea k =máx{CatK, 1} y n = catL.
Existe un recubrimiento {Vj}nj=0 de (L, t) formado por subcomplejos cerrados
categóricos.

Admitamos por el momento el siguiente lema:

Lema 4.2.2 Si CatB ≤ k, para cada número n existe un poliedro K, con el tipo
de homotoṕıa de B y una familia de n+ 1 recubrimientos {{Ui,j}ki=0}nj=0 de K con
las siguientes propiedades:

1. Existe una triangulación t de K tal que todos los Ui,j son subcomplejos
cerrados de (K, t).

2. Ui,j es contráctil para todo i, j.
3.
⋃k
i=0 Ui,j = K para cada j.

4. Ui,j
⋂
Ui′,j′ = ∅ si i+ j = i′ + j′.
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Sea una familia de n+1 recubrimientos {{Ui,j}ki=0}nj=0 de subcomplejos cerrados
satisfaciendo las propiedades de este lema 4.2.2; como k ≥ 1, podemos suponer que
los Ui,j son todos distintos de K.

Se tiene un recubrimiento de K ×L formado por los subcomplejos de la forma
Ui,j × Vj. Estos subcomplejos no son, en general, contráctiles en śı mismos, tienen
el tipo de homotoṕıa de Vj. Por hipótesis Vj es categórico, es decir, contráctil en L,
por tanto existen aplicaciones φ′j : C(Vj) −→ L, donde CVj es el cono de Vj, tales
que φ′j(v, 0) = v ∀v ∈ Vj. Existe una triangulación tj del cono C(Vj) y aplicación
simplicial φj : (C(Vj), tj) −→ (L, t) verificando φj ∼ φ′j y φj(v, 0) = v.

Sea ∆J el complejo simplicial contráctil cuyo conjunto de vértices es J , y cuyo
conjunto de q-simplex es el conjunto de todos los subconjuntos de q+1 elementos de
J . El conjunto J se elige lo suficientemente grande de manera que cada (C(Vj), tj)
pueda incluirse simplicialmente en él; sea σj : (C(Vj), tj) −→ ∆J tales inclusiones
simpliciales.

Definimos una familia de aplicaciones κj : (C(Vj), tj) −→ [0, 1] como sigue:
cada vértice de la base va a 0, todos los otros vértices van a 1; kj es lineal en cada
simplex.

Finalmente, constrúımos una sucesión de inclusiones αi,j : [0, 1] −→ K tales
que:

(a) αi,j[0, 1] ∩ Ui,j = αi,j(0).

(b) (Ui,j ∪ Imαi,j) ∩ (Ui′,j′ ∪ Imαi′,j′) = ∅ para i+ j = i′ + j′,

(c) Hay una subdivision t′′ de (K, t′) tal que para todo (i, j) la aplicación αi,j
es lineal sobre cada 1-simplex.

Obsérvese que las αi,j pueden construirse sólo si ninguno de los Ui,j es igual a
K.

Ahora podemos atar el cono de Vj sobre el producto Ui,j × Vj tomando :

Wi,j = (Ui,j × Vj ×∆J) ∪ {(αi,jκj(u, t), φj(u, t), σj(u, t)) / (u, t) ∈ C(Vj)}.
Estos espacios Wi,j verifican las siguientes propiedades:

1. Wi,j es un subcomplejo cerrado de K ×L×∆J ; esto es cierto porque αi,jκj,
φj y σj son simpliciales con respecto a la misma triangulación tj de C(Vj).

2. Wi,j es contráctil.

3. Wi,j ∩Wi′,j′ = ∅ si i + j = i′ + j′; como se puede comprobar al proyectar
sobre K.

4.
⋃
i,jWi,j = K × L×∆J .

Por tanto Cat(K×L×∆J) ≤ n+k, y como ∆J es contráctil, K×L ∼ K×L×∆J ,
se tiene que Cat(K × L) ≤ cat(L)+máx{Cat(K), 1}. 2.
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Demostración del lema 4.2.2.
Fijaremos n y probaremos el lema por inducción en k.
Para k = 0 el lema es trivial tomando U0,j = B. Dado un k arbitrario si

Cat(B) = k existe (Teorema 1.5.3) una cofibración homotópica:

L′ −→ Bk−1 −→ B

donde Bk−1 tiene CatBk−1 ≤ k − 1. Estos espacios tienen el tipo de homotoṕıa
de CW-complejos ó ,de manera equivalente [31], de complejos simpliciales. Sean L
aproximación simplicial de L′, M aproximación simplicial de Bk−1 y sea µ : L −→
M aproximación simplicial de la aplicación L′ −→ Bk−1. Se verifica que B tiene el
tipo de homotoṕıa del cono de la aplicación µ.

Si τ : M −→ M ′ es una equivalencia de homotoṕıa, la composición τ ◦ µ :
L −→ M ′ también verifica (i) y (ii). Por inducción podemos suponer que dado
M , con Cat(M) = k − 1, existe un complejo simplicial M ′, una equivalencia de
homotoṕıa τ entre M y M ′ y un conjunto de n + 1 recubrimientos {{Vi,j}k−1

i=0 }nj=0

satisfaciendo las propiedades 1, 2, 3 y 4 del lema. Sea K el cono de la aplicación
τ ◦µ. El tipo de homotoṕıa de K coincide con el tipo de homotoṕıa del cono de µ,
podemos suponer que τ ◦µ es simplicial (con respecto a triangulaciones t y t′ de L
y M ′ tales que los conjuntos Vi,j sean subcomplejos con respecto a t′) y por tanto
K es un complejo simplicial. Dado un subconjunto W de M ′, sea W [t] el siguiente
subconjunto de K:

W [t] = W ∪ {(l, t̄) / τ ◦ µ(l) ∈ W y t̄ ≤ t}.

Obsérvese que W [t] tiene el tipo de homotoṕıa de W . Podemos ahora definir
los recubrimientos K:

Ui,j = Vi,j

[
1

j + 2

]
i = 0, . . . , k − 1 , j = 0, . . . , n.

Uk,j =

{
(l, t) / t ∈

[
1

j + 2
, 1

]}
⊂ K.

Las propiedades 1, 2, 3, y 4 se deducen directamente. 2

Ejemplo 4.2.3 Sean M(n, p), M(n, q) dos espacios de Moore, de tipo (n, p), (n, q)
respectivamente, donde p y q son dos primos distintos, n > 1. Existe una equiva-
lencia de homotoṕıa

M(n, p) ∨M(n, q) ∼M(n, p)×M(n, q).
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En particular

cat(M(n, p)×M(n, q)) < catM(n, p) + catM(n, q).

Cat(M(n, p)×M(n, q)) < catM(n, p) + máx{CatM(n, q), 1}.
En otras palabras, existen dos suspensiones cuyo producto sigue siendo una sus-
pensión.

4.3 Producto de Whitehead Generalizado.

Dadas α ∈ πr(S
n), β ∈ πs(S

n) recordemos que el producto de Whitehead de α
y β es un elemento [α, β] ∈ πr+s−1(Sn). Arkowitz generaliza en [1] esta noción
definiendo el Producto de Whitehead Generalizado:

Sean α ∈ [ΣA,W ], β ∈ [ΣB,W ], donde A y B son CW-complejos conexos
localmente finitos y W es un espacio topológico cualquiera. Sean f : ΣA −→ W y
g : ΣB −→ W dos representantes de las clases α y β respectivamente. Denotemos
pA : A × B −→ A, pB : A × B −→ B las proyecciones canónicas. Consideremos

las composiciones f ′ : Σ(A × B)
ΣpA−→ ΣA

f−→ W , g′ : Σ(A × B)
ΣpB−→ ΣB

g−→ W .
Sea [f ′, g′] el conmutador de f ′ y g′ en el grupo [Σ(A × B),W ]. Se tiene que
la restricción de [f ′, g′] a ΣA ∨ B es trivial, por tanto, este conmutador pasa al
cociente:

Σ(A×B)
[f ′,g′] //

''NNNNNNNNNNN W

Σ(A ∧B)
[f ′,g′]

::uuuuuuuuuu

Definición 4.3.1 Dados α ∈ [ΣA,W ], β ∈ [ΣB,W ], donde α = [f ], β = [g], se
define el producto de Whitehead generalizado [α, β] ∈ [ΣA ∧ B,W ] como la clase
de homotoṕıa de [f ′, g′].

Este producto de Whitehead generalizado verifica propiedades análogas al pro-
ducto de Whitehead usual: anti-conmutatividad, identidad de Jacobi, bi-aditividad,
es nulo si W es un H-espacio...

Por otra parte, utilizando este producto generalizado, Arkowitz construye una
aplicación w : Σ(A ∧ B) −→ ΣA ∨ ΣB cuya cofibra homotópica es ΣA× ΣB. En
términos de invariantes homotópicos, esta cofibración demuestra que la categoŕıa
fuerte del producto de dos suspensiones es menor o igual a dos.
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Teorema 4.3.2 Sean i1 : ΣA ↪→ ΣA ∨ ΣB e i2 : ΣB ↪→ ΣA ∨ ΣB las inclusiones
canónicas. Sea w : ΣA ∧ B −→ ΣA ∨ ΣB el producto de Whitehead generalizado
de i1 e i2. Se tiene una cofibración homotópica:

ΣA ∧B w−→ ΣA ∨ ΣB
i−→ ΣA× ΣB

siendo i la inclusión de la suma puntual en el producto.

4.4 El Teorema de Rutter.

El teorema de Rutter es una generalización del producto de Whitehead de Arkowitz:
sustituye una de las suspensiones por un co-H-espacio, obteniendo una cofibración
del mismo tipo.

Teorema 4.4.1 [34] Sean A y B espacios 1-conexos, con el tipo de homotoṕıa de
un CW complejo con buen punto. Sea B un co-H-espacio. Existen tres aplicaciones
w, h y κ, donde h es una equivalencia de homotoṕıa y κ es homótopa a la identidad,
que hacen conmutar el siguiente diagrama de cofibraciones homotópicas:

B ∧ A w // B ∨ ΣA
ιw // Cw

h
��

δ // Σ(B ∧ A)

κ

��
B ∨ ΣA

i // B × ΣA // B ∧ ΣA

Sea B un co-H-espacio. Existe una sucesión exacta corta escindida de co-H-
espacios:

B
sB //

(A ∧B) ∨B
rB
oo

rA∧B //
A ∧B

sA∧B
oo

Obsérvese que las secciones y las retracciones dependen de la comultiplicación de
B.

Considérese la cofibración homotópica:

A
iA−→ A×B qB−→ (A ∧B) ∨B

a la que se le asocia la siguiente co-acción:

(A ∧B) ∨B Ψ̄−→ ΣA ∨ (A ∧B) ∨B.
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Las aplicaciones qB and Ψ̄ también dependen de la comultiplicación de B.
Sea w̄ la aplicación compuesta:

w̄ : A ∧B sA∧B−→ (A ∧B) ∨B Ψ̄−→ ΣA ∨ (A ∧B) ∨B 1∨rB−→ ΣA ∨B.

La aplicación w : A ∧ B −→ ΣA ∨ B dada por Rutter [34] es una aplicación
homótopa a w̄.

Observación 4.4.2 i) Si se supone el espacio B cogrupo podemos eliminar la
hipótesis sobre la conexión de A y B.

ii) La construcción de w depende de la comultiplicación de B; de hecho, la clase
de homotoṕıa de w está determinada de manera única por dicha comultiplicación.

Proposición 4.4.3 Si B es una suspensión, la aplicación w coincide con el pro-
ducto de Whitehehad generalizado.
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Caṕıtulo 5

Cat (S3 ∪α e7)× (S3 ∪α e7).

En el primer caṕıtulo se han definido dos invariantes numéricos del tipo de homo-
toṕıa, la categoŕıa catA y la categoŕıa fuerte CatA, que verifican catA ≤ CatA ≤
catA + 1. Existen ejemplos donde esos dos invariantes no coinciden, entre ellos el
descubierto por Bernstein y Hilton en [6]. Este ejemplo se construye tomando la
aplicación α : S2p −→ S3, donde α es el generador de p-torsión de π2p(S

3). El cono
de esta aplicación, S3 ∪α e2p+1, es un co-H-espacio y no es una suspensión, o sea
cat(S3 ∪α e2p+1) = 1, y Cat(S3 ∪α e2p+1) = 2.

El objetivo de este caṕıtulo es el estudio de la categoŕıa fuerte de la localización
en 3 del espacio (S3 ∪α e7)× (S3 ∪α e7). Utilizando el teorema de Takens 4.2.1, y
la proposición 1.4.2 se demuestra que la categoŕıa de este espacio es dos. Ahora
bien, las fórmulas de Takens para la categoŕıa fuerte sólo aseguran que

Cat(S3 ∪α e7)(3) × (S3 ∪α e7)(3) ≤ 3.

La determinación de Cat de este producto es un problema propuesto por Ganea
en [17], ya que cualquiera de los dos valores posibles 2 ó 3, tiene consecuencias
interesantes. Demostraremos aqúı que Cat(S3 ∪α e7)(3) × (S3 ∪α e7)(3) = 2. Se
encuentra aśı un espacio cuya categoŕıa fuerte no aumenta al multiplicarlo por
śı mismo, de categoŕıa fuerte dos y sin torsión en homoloǵıa.

Empezaremos el caṕıtulo con una sección en la que introducimos, en un caso
particular, el invariante de Hopf y los resultados obtenidos por Bernstein y Hilton
en [6] que relacionan este invariante con la categoŕıa de un espacio.

La segunda sección está dedicada al espacio S3 ∪α e7, utilizando los resultados
de la primera sección deduciremos que es un co-H-espacio que no tiene el tipo de
homotoṕıa de una suspensión.
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La tercera sección se ocupa del estudio de Cat(S3 ∪α e7)(3)Ê × (S3 ∪α e7)(3).
Utilizando el resultado de Rutter explicado en el caṕıtulo 4, construiremos una
cofibración 3-local:

Z
u−→ (S3 ∪α e7)(3) ∨ (S3 ∪α e7)(3)

i−→ (S3 ∪α e7)(3) × (S3 ∪α e7)(3)

A partir de esta construcción, utilizando 1.5.6, se obtiene otra cofibración 3-local:

L −→ ΣN −→ (S3 ∪α e7)(3) × (S3 ∪α e7)(3)

y aśı la categoŕıa fuerte de este producto es dos.

5.1 El invariante de Hopf.

Los resultados que presentamos a continuación para las esferas fueron demostrados
por Berstein y Hilton en [6] en un contexto más general. Sea i : A ∨ A −→ A× A
la inclusión canónica de la suma puntual en el espacio producto.

Lema 5.1.1 Consideremos la sucesión exacta larga asociada al par (A×A,A∨A)

. . . πr+1(A× A,A ∨ A)
δ∗−→ πr(A ∨ A)

i∗−→ πr(A× A) . . .

Entonces existe un morfismo de grupos ξ : πr(A× A) −→ πr(A ∨ A) natural y
tal que i∗ ◦ ξ = Id.

En particular, si r ≥ 2 los grupos son abelianos, la sucesión exacta es escindida
y existirá por tanto un morfismo de grupos ω : πr(A ∨A) −→ πr+1(A×A,A ∨A)
tal que ω ◦ δ∗ = Id, δ∗ ◦ ω + ξ ◦ i∗ = Id.

Definición 5.1.2 Invariante de Hopf.
Sea β ∈ πk(Sn), y ν : Sn −→ Sn ∨ Sn la comultiplicación de Sn. Definimos el

invariante de Hopf de β como H(β) = ω(ν ◦ β) ∈ πk+1(Sn × Sn,Sn ∨ Sn).

Teorema 5.1.3 Sea β ∈ πk(Sn). Si H(β) = 0 la cofibra de β es un co-H-espacio.

En particular, sea α : S6 −→ S3 un generador del subgrupo de torsión 3 del
grupo abeliano π6(S3), S3∪αe7 la cofibra homotópica de tal aplicación y (S3∪αe7)(3)

su localización en 3.
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Propiedad 5.1.4 S3 ∪α e7, (S3 ∪α e7)(3) son co-H-espacios.

Demostración. Sea α : S6 −→ S3 el generador de torsión 3 de π6(S3). El
invariante de Hopf de α pertenece al grupo de homotoṕıa relativo π7(S3×S3,S3 ∨
S3), ahora bien, α tiene torsión tres y sin embargo π7(S3×S3,S3∨S3) ∼= π6(S5) =
Z/2Z; el invariante de Hopf es un morfismo de grupos por construcción, por tanto
H(α) = 0. A partir del teorema 5.1.3 se tiene que S3 ∪α e7 es un co-H-espacio, es
decir cat(S3 ∪α e7) ≤ 1. Como la categoŕıa de una localización es menor que la
categoŕıa del espacio se tiene que cat(S3∪α e7)(3) ≤ 1 y aśı (S3∪α e7)(3) es también
un co-H-espacio.

5.2 Los co-H-espacios S3 ∪α e7 y (S3 ∪α e7)(3).

Consideremos de nuevo α : S6 −→ S3 un generador del subgrupo de torsión 3
del grupo abeliano π6(S3). En esta sección veremos que este co-H-espacio y su
localización en 3 son co-H-espacios que no tienen el tipo de homotoṕıa de una
suspensión.

Proposición 5.2.1 [6] Sea Cβ = Sn ∪β em+1 el cono de una aplicación cont́ınua
β : Sm −→ Sn. La cofibra Cβ tiene el tipo de homotoṕıa de una suspensión si y
sólo si la aplicación β es homótopa a una suspensión.

Propiedad 5.2.2 S3 ∪α e7 no es una suspensión.

Demostración. Obsérvese que π6(S3) es el primer grupo de homotoṕıa de S3

con 3-torsión [40], por tanto la aplicación α no es una suspensión. Se deduce de la
proposición 5.2.1 que S3 ∪α e7 no tiene el tipo de homotoṕıa de una suspensión. 2

Para demostrar que la localización en 3 de S3 ∪α e7 tampoco es una suspensión
utilizaremos el siguiente lema, que también será empleado en la sección siguiente:

Lema 5.2.3 Sea X la localización en 3 de S3 ∪α e7 y CP3 la localización en 3
del espacio projectivo complejo. Existe una equivalencia de homotoṕıa ΣCP3 ∼
X ∨ S5

(3)

Demostración del lema 5.2.3.
Sea CP3 = (S2 ∪% e4 ∪ϑ e6)(3), donde % : S3 −→ S2 es la aplicación de Hopf y

ϑ : S5 −→ CP2 la adjunción de la última célula de CP3. La suspensión de CP3 es
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(S3 ∪Σ% e
5 ∪Σϑ e

7)(3). La suspensión de la aplicación de Hopf Σ% es, al localizar en
3, trivial y entonces ΣCP2 ∼ S3

(3) ∨ S5
(3). La suspensión de ϑ no es una aplicación

trivial: si lo fuera ΣCP3 seŕıa una suma puntual de esferas S3
(3)∨S5

(3)∨S7
(3) y esto no

es posible porque en CP3 existe una potencia de Steenrod no nula que se conserva
al suspender el espacio. La aplicación (Σϑ)(3) pertenece pues π6(S3

(3) ∨ S5
(3)) =

π6(S3
(3)) = Z(3)α(3) y no es trivial, por tanto (Σϑ)(3) = α(3) ó (Σϑ)(3) = 2α(3). En

cualquier caso, como (S3∪αe7)(3) ∼ (S3∪2αe
7)(3) (recordemos que la multiplicación

por dos, en el contexto 3-local, es una equivalencia de homotoṕıa), se tiene que
ΣCP3 ∼ X ∨ S5

(3). 2

Propiedad 5.2.4 (S3 ∪α e7)(3) no es una suspensión.

Demostración. Sea X la localización en 3 de S3 ∪α e7. La cohomoloǵıa de X
con coeficientes en Z/3Z se reduce a:

H∗(X; Z/3Z) = H3(X; Z/3Z)⊕H7(X; Z/3Z) = a3Z/3Z⊕ a7Z/3Z

Ahora bien, la equivalencia de homotoṕıa del lema 5.2.3 nos asegura la existencia
de una potencia de Steenrod P1(a3) = a7. Supongamos que X es una suspensión
ΣW , entonces

H∗(W ; Z/3Z) = H2(X; Z/3Z)⊕H6(X; Z/3Z) = b2Z/3Z⊕ b6Z/3Z

y como las potencias de Steenrod se conservan bajo suspensión, tendŕıamos que
P1(b2) = b6, lo que no es posible por ser (b2)2 = 0. 2

Observación 5.2.5 [20] Sea σ una co-multiplicación de (S3 ∪α e7). La racio-
nalización de (S3 ∪α e7) es la suma puntual de esferas racionales S3

0 ∨ S7
0 pero

la racionalización de σ no es nunca la co-multiplicación usual de suspensión de
S3

0 ∨ S7
0.

5.3 La categoŕıa fuerte de (S3∪αe7)(3)×(S3∪αe7)(3).

Recordemos que trabajamos en la categoŕıa W∗1 de espacios con el tipo de ho-
motoṕıa de CW complejos 1-conexos y con buen punto base. En esta sección
trabajaremos con los espacios 3-locales definidos en el caṕıtulo 2. Para simplificar
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las notaciones, denotaremos Y = S3 ∪α e7, X la localización en 3 de Y , CPk la
localización en 3 del espacio proyectivo complejo de dimensión 2k, y Sk la esfera
3-local de dimensión k. En otros casos, dado W ∈ W∗1 denotaremos como es usual
W(3) la localización en 3 de W .

El resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.3.1 Existe un espacio 3-local Z y una aplicación u : Z −→ X ∨ X
tales que:

Z
u−→ X ∨X i−→ X ×X

es una cofibración homotópica.

La suma puntual X ∨X es un co-H-espacio, el corolario 1.5.7 indica que existe
un espacio K tal que X ∨ X ∨ ΣK es una suspensión. A partir de la cofibración
del teorema 5.3.1 podemos entonces construir una cofibración homotópica:

Z ∨ ΣK
u∨ΣK−→ X ∨X ∨ ΣK

i−→ X ×X
de donde se deduce:

Corolario 5.3.2 La categoŕıa fuerte de (S3 ∪α e7)(3) × (S3 ∪α e7)(3) es dos.

Para demostrar el teorema utilizaremos la siguiente proposición cuya demos-
tración se encuentra al final de la sección.

Proposición 5.3.3 Existe una equivalencia de homotoṕıa X ∧ CP3 ∼ Z ∨ Σ4X
donde Z es un espacio 3-local, Z = S5 ∪ e9 ∪ e9 ∪ e13.

Sea j : Z −→ X ∧ CP3 la composición de la inclusión y de esta equivalencia de
homotoṕıa.

Demostración del teorema 5.3.1
Aplicando el teorema de Rutter (cf 4.4.1) a los espacios B = X y A = CP3,

sabemos que existe una aplicación X ∧ CP3 w−→ X ∨ ΣCP3 tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

X ∧CP3 w // X ∨ ΣCP3
ιw // Cw

h
��

δ // Σ(X ∧CP3)

κ

��
X ∨ ΣCP3 i // X × ΣCP3 // X ∧ ΣCP3
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donde h es una equivalencia de homotoṕıa y κ es una aplicación homótopa a la
identidad.

Denotemos Fw : (X ∧CP3) ∧ I −→ Cw la aplicación inducida por w, del cono
reducido en la cofibra de w, recordemos que se verifica h◦Fw◦i0 = h◦ιw◦w = i◦w.

Sea π : ΣCP3 −→ X la composición de la equivalencia de homotoṕıa del lema
5.2.3 y de la proyección canónica. Sea j : Z −→ X ∧ CP3 la inclusión de la
proposición 5.3.3.

Definimos la aplicación u : Z −→ X∨X como la composición u := (X∨π)◦w◦j.

Z
j−→ X ∧CP3 w−→ X ∨ ΣCP3 X∨π−→ X ∨X

Vamos a demostrar que existe una equivalencia de homotoṕıa ρ : Cu −→ X×X,
entre la cofibra homotópica de u, Cu = (X ∨X) ∪ (Z ∧ I), y X ×X.

Construcción de ρ.

Sea Fu : Z∧I −→ Cu la aplicación inducida por u del cono reducido en la cofibra
de u. Sea G : Z∧I −→ X×X la aplicación compuesta G = (X×π)◦h◦Fw ◦(j∧I)

G : Z ∧ I
j∧I−→ (X ∧CP3) ∧ I

Fw−→ Cw
h−→ X × ΣCP3 X×π−→ X ×X

ComoG(z∧0) = (X×π)◦h◦Fw(j(z)∧0) = (X×π)◦i◦w◦j(z) = i◦(X∨π)◦w◦j(z) =
i ◦ u(z), el siguiente diagrama es conmutativo:

Z
u //

i0
��

X ∨X
ιu
�� i

��

Z ∧ I
Fu //

G ,,

Cu

ρ

%%
X ×X

Entonces existe una única aplicación ρ : Cu −→ X × X tal que ρ ◦ ιu = i y
ρ ◦ Fu = G.

Tenemos que probar que ρ es una equivalencia de homotoṕıa. Podemos cons-
truir la aplicación inducida entre las cofibras homotópicas: ρ̄ : ΣZ −→ X ∧ X y
obtener aśıÊ Êun diagrama de cofibraciones homotópicas:
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Z
u−→ X ∨X ιu−→ Cu −→ ΣZ

‖ ρ ↓ ρ̄ ↓
X ∨X i−→ X ×X −→ X ∧X

Como los espacios son 1-conexos, tenemos que ρ es una equivalencia de homo-
toṕıa si y sólo si ρ̄ es una equivalencia de homotoṕıa .

Sea la aplicación (X ∧ π) ◦ Σj : ΣZ −→ X ∧X. Demostraremos en los lemas
siguientes que es una equivalencia de homotoṕıa y que ρ̄ es homótopa a esta apli-
cación teniendo aśı completa la demostración del teorema.

Lema 5.3.4 ρ̄ ∼ (X ∧ π) ◦ Σj.

Lema 5.3.5 (X ∧ π) ◦ Σj es una equivalencia de homotoṕıa .

Demostración del lema 5.3.4:
Sea v : Z −→ X ∨ΣCP3 la aplicación compuesta v := w ◦ j. Utilizaremos esta

aplicación para construir una cofibración ”intermedia” entre la cofibración asociada
a u y la cofibración asociada a w.

Sea
Z

v−→ X ∨ ΣCP3 ιv−→ Cv

tal cofibración, donde la homotoṕıa es Fv : Z ∧ I −→ Cv.
Construiremos dos aplicaciones π′ : Cv −→ Cu, f : Cv −→ Cw, tales que el

siguiente diagrama es conmutativo:

X ∨ ΣCP3 i //

X∨π

��

X × ΣCP3 //

X×π

��

X ∧ ΣCP3

X∧π

��

X ∧CP3 w// X ∨ ΣCP3
ιw //

jjjjj jjjjj
Cw

δ //
h 77ooooo

Σ(X ∧CP3)

κ 44jjjjj

Z
j
OO

v // X ∨ ΣCP3

X∨π
��

ιv // Cv
f
OO

π′

��

// ΣZ
Σj
OO

X ∨X i // X ×X // X ∧X

Z
u // X ∨X ιu //

iiiiii
iiiiii

Cu //ρ
66mmmmm

ΣZ
ρ̄

44iiiiiiiii

Construcción de π′ : Cv −→ Cu.
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Considérese el siguiente diagrama:

Z
v //

i0
��

X ∨ ΣCP3

ιv
�� ιu◦(X∨π)

��

Z ∧ I
Fv //

Fu --

Cv

π′

%%
Cu

Como Fu(z ∧ 0) = ιu ◦ u(z) = ιu ◦ (X ∨ π) ◦w ◦ j(z) = ιu ◦ (X ∨ π) ◦ v(z), este
diagrama es conmutativo. La propiedad universal de Cv implica la existencia de
una única aplicación π′ : Cv −→ Cu tal que π′ ◦ ιv = ιu ◦ (X ∨ π) y Fu = π′ ◦ Fv.

Construcción de f : Cv −→ Cw.

Considérese el siguiente diagrama:

Z
v //

i0
��

X ∨ ΣCP3

ιv
�� ιw

��

Z ∧ I
Fv //

Fw◦(j∧I) --

Cv

f

%%
Cw

Como Fw ◦(j∧I)(z∧0) = Fw(j(z)∧0) = ιw ◦w(j(z)) = ιw ◦v(z), este diagrama
es conmutativo. La propiedad universal de Cv nos proporciona una única aplicación
f : Cv −→ Cw tal que ιw = f ◦ ιv y f ◦ Fv = Fw ◦ (j ∧ I).

Conmutatividad de la cara intermedia:

Tenemos que probar que ρ ◦ π′ = (X × π) ◦ h ◦ f , para ello verificaremos que
las dos aplicaciones son soluciones del mismo problema universal. Sea de nuevo
G : Z ∧ I −→ X × X la homotoṕıa G = (X × π) ◦ h ◦ Fw ◦ (j ∧ I). Como
G ◦ i0 = i ◦ u = i ◦ (X ∨ π) ◦ v, tenemos un diagrama conmutativo:
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Z
v //

i0
��

X ∨ ΣCP3

ιv
�� i◦(X∨π)

��

Z ∧ I
Fv //

G --

Cv

χ

''
X ×X

Entonces existe una única aplicación χ : Cv −→ X×X tal que χ◦ιv = i◦(X∨π)
y χ ◦ Fv = G.

Por tanto, se verifican las siguientes igualdades:{
((X × π) ◦ h ◦ f) ◦ ιv = (X × π) ◦ h ◦ ιw = (X × π) ◦ i = i ◦ (X ∨ π)
(ρ ◦ π′) ◦ ιv = ρ ◦ ιu ◦ (X ∨ π) = i ◦ (X ∨ π){
((X × π) ◦ h ◦ f) ◦ Fv = (X × π) ◦ h ◦ Fw ◦ (j ∧ I) = G
(ρ ◦ π′) ◦ Fv = ρ ◦ Fu = G

y entonces χ = (X × π) ◦ h ◦ f = ρ ◦ π′.

Conmutatividad de la cara de la derecha:
En el gran diagrama anterior, la cara del extremo derecho se obtiene a partir

de la cara del medio utilizando las propiedades de las cofibraciones, todas las
aplicaciones son aplicaciones inducidas entre cofibras (cf caṕıtulo 6). Se tiene
entonces que ρ̄ = (X ∧ π) ◦ κ ◦ Σj. Utilizando el teorema de Rutter (cf teorema
4.4.1), sabemos que κ es homótopa a la identidad y aśı, ρ̄ ∼ (X ∧ π) ◦ Σj. 2

Demostración del lema 5.3.5
Sea Z(3) la localización del anillo de enteros Z en 3. A partir de la descom-

posición celular de ΣZ, de X ∧ΣCP3 y de X ∧X obtenemos la homoloǵıa de estos
espacios:

H∗(ΣZ; Z(3)) = Z(3)a6 ⊕ Z(3)a10 ⊕ Z(3)b10 ⊕ Z(3)b14

H∗(X ∧ ΣCP3; Z(3)) = H∗(ΣZ; Z(3))⊕ Z(3)a8 ⊕ Z(3)b12

H∗(X ∧X; Z(3)) = Z(3)a
′
6 ⊕ Z(3)a

′
10 ⊕ Z(3)b

′
10 ⊕ Z(3)b

′
14

donde at, a
′
t y bt son generadores de grado t. Denotamos Σj∗ : H∗(ΣZ) −→

H∗(X ∧CP3) y (X ∧π)∗ : H∗(X ∧CP3) −→ H∗(X ∧X) las aplicaciones inducidas
en homoloǵıa por Σj y X ∧ π. En nuestras hipótesis, sólo tenemos que comprobar
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que (X∧π)∗◦Σj∗ es un isomorfismo. Además, como estos módulos de homoloǵıa son
módulos libres sobre Z(3), es suficiente demostrar que (X∧π)∗◦Σj∗ es sobreyectiva.

La aplicación (X ∧ π)∗ : H∗(X ∧ CP3) −→ H∗(X ∧ X) es sobreyectiva, por
serlo X ∨ π y X × π. Por razones de grado tendremos la inclusión

(X ∧ π)−1
∗ (H∗(X ∧X)) ⊂ H∗(ΣZ; Z(3))

y entonces la composición (X ∧ π)∗ ◦ Σj∗ es sobreyectiva.
2

Observación 5.3.6 En el lema 5.3.5 se prueba que X ∧X es la suspensión de Z.

Demostración de la proposición 5.3.3.
A partir de la cofibración homotópica

S6 α−→ S3 ια−→ X

obtenemos, utilizando la relación entre el producto reducido y las cofibraciones,
que

S6 ∧CP3 α∧CP3

−→ S3 ∧CP3 ια∧CP3

−→ X ∧CP3.

Vamos a demostrar, utilizando una recurrencia, que la cofibra de α∧CP3, es decir
X ∧ CP3, tiene el tipo de homotoṕıa de (S5 ∪ e9 ∪ e9 ∪ e13) ∨ Σ4X. Empecemos
estudiando la aplicación α ∧CP2.

Sea la cofibración homotópica S3 %−→ S2 ι%−→ CP2. Vamos a utilizar la funto-
rialidad del producto reducido y los grupos de homotoṕıa 3-locales de las esferas
[40] para construir el siguiente diagrama de cofibraciones homotópicas:

S9 ∗ // S8 // S8 ∨ S10

σ1∼
���
�
�

S6 ∧ S3

α∧S3

��

S6∧% // S6 ∧ S2
S6∧ι%//

α∧S2

��

S6 ∧CP2

α∧CP2

��
S3 ∧ S3

S3∧% // S3 ∧ S2
S3∧ι%// S3 ∧CP2

σ2∼
���
�
�

S6 ∗ // S5 // S5 ∨ S7
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Obsérvese que la parte central del diagrama conmuta exactamente, mientras que
la parte superior e inferior conmuta sólo salvo homotoṕıa. Las equivalencias de
homotoṕıa inducidas σ1 y σ2 dependen de estas homotoṕıas. Sin embargo, por
la construcción de la aplicación inducida entre cofibras, la composición: σ2 ◦ (α ∧
CP2) ◦ σ1 restringida a S8 es α ∧ S2 = Σ2α. Sea σ′ : S10 −→ S5 ∨ S7 la restricción
de σ2 ◦ (α∧CP2)◦σ1 a la esfera S10. La cofibra de (α∧CP2), el espacio X ∧CP2,
tiene el mismo tipo de homotoṕıa que la cofibra de Σ2α + σ′.

Se tiene que σ′ ∈ π10(S5 ∨ S7), donde

π10(S5 ∨ S7) ∼= π10(S5)⊕ π10(S7)⊕ π10(ΣΩ(S5) ∧ Ω(S7)).

El espacio (ΣΩ(S5) ∧ Ω(S7)) es 10-conexo y como hemos localizado en 3,
π10(S5) = 0 [40], se tiene entonces que σ′ ∈ π10(S5 ∨ S7) ∼= π10(S7) ∼= Z/3Z.
Además, la aplicación σ′ no puede ser trivial, si lo fuera la cofibra de Σ2α ∨ σ′,
que tiene el tipo de homotoṕıa de X ∧ CP2, seŕıa Σ2X ∨ S7 ∨ S11. Ahora bien,
ΣX ∧ CP2 ∼ X ∧ (S3 ∨ S5) ∼ Σ3X ∨ Σ5X y este espacio no tiene el tipo de
homotoṕıa de la suspensión de Σ2X ∨ S7 ∨ S11.

Utilicemos este resultado para calcular α ∧ CP3. Sea ϑ : S5 −→ CP2 la
aplicación de adjunción de la última célula de CP3, recordemos que Σϑ = α,
entonces S6 ∧ ϑ = Σ5α : S11 −→ S8 y S3 ∧ ϑ = Σ2α : S8 −→ S5. Construyamos un
diagrama análogo al anterior:

S11 Σ5α∨∗ // S8 ∨ S10

σ1

��

// S8 ∪ e12 ∨ S10

σ̄1∼
���
�
�

S6 ∧ S5

α∧S5

��

S6∧ϑ// S6 ∧CP2
S6∧ιϑ //

α∧CP2

��

S6 ∧CP3

α∧CP3

��
S3 ∧ S5 S3∧ϑ// S3 ∧CP2

σ2

��

S3∧ιϑ // S3 ∧CP3

σ̄2∼
���
�
�

S8 Σ2α∨∗ // S5 ∨ S7 // S5 ∪ e9 ∨ S7

cuyas partes superior e inferior conmutan salvo homotoṕıa, y cuya parte central
conmuta exactamente. Denotemos σ̄1 y σ̄2 las aplicaciones inducidas entre las
cofibras por σ1 y σ2 respectivamente. Estudiemos la aplicación σ̄2 ◦ (α∧CP3)◦ σ̄1,
ya que al ser σ̄1, σ̄2 equivalencias de homotoṕıa, la cofibra de esa composición tiene
el tipo de homotoṕıa de la cofibra de α ∧CP3, es decir, de X ∧CP3.
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Por construcción de aplicación inducida entre las cofibras, la restricción de
σ̄2 ◦ (α ∧ CP3) ◦ σ̄1 a S10 es la restricción de σ2 ◦ (α ∧ CP2) ◦ σ1 a S10, es decir
σ′ ∈ π10(S7). Sea γ la restricción de σ̄2 ◦ (α ∧ CP3) ◦ σ̄1 al espacio S8 ∪ e12. Se
tiene que γ ∈ [S8 ∪ e12,S5 ∪ e9 ∨ S7]. Como S8 ∪ e12 es una suspensión, se tiene:

[S8 ∪ e12,S5 ∪ e9 ∨ S7] ∼= [S7 ∪ e11,Ω(S5 ∪ e9 ∨ S7)]

donde

Ω(S5 ∪ e9 ∨ S7) ∼ Ω(S5 ∪ e9)× ΩS7 × Ω(ΣΩ(S5 ∪ e9) ∧ ΩS7)

y aśı:

[S8∪e12,S5∪e9∨S7] ∼= [S8∪e12,S5∪e9]⊕[S8∪e12,S7]⊕
[
S8 ∪ e12,Σ

(
Ω(S5 ∪ e9) ∧ Ω(S7)

)]
Estudiemos los dos últimos factores utilizando la sucesión exacta asociada a la
cofibración S11 Σ5α−→ S8 −→ S8 ∪ e12.

El segundo factor es nulo, ya que se tiene una sucesión exacta:

. . . [S8,S7]←− [S8 ∪ e12,S7]←− [S12,S7] . . .

donde [S8,S7] = 0 y [S12,S7] = 0.
Respecto al tercer factor, obsérvese que Σ (Ω(S5 ∪ e9) ∧ (Ω(S7)) = S11 ∪ e15 ∪

e15 . . ., es decir, su esqueleto de orden doce está formado solamente por S11, y
por aproximación celular se tendrá que [S8 ∪ e12,Σ (Ω(S5 ∪ e9) ∧ (Ω(S7))] = [S8 ∪
e12,S11]. Ahora bien, este grupo es nulo, ya que se tiene igualmente una sucesión
exacta:

. . . [S8,S11]←− [S8 ∪ e12,S11]←− [S12,S11] . . .

donde [S8,S11] = 0 y [S12,S11] = 0.
Por tanto γ ∈ [S8 ∪ e12,S5 ∪ e9 ∨ S7] ∼= [S8 ∪ e12,S5 ∪ e9], y aśı la aplicación

γ + σ′ tiene como cofibra [S5 ∪ e9 ∪ γ (S8 ∪ e12)] ∨ Σ4X. 2



Caṕıtulo 6

Apéndice: Ĺımites homotópicos

En la categoŕıa homotópica las nociones de suma amalgamada topológica o de pro-
ducto fibrado topológico no tienen sentido pues no conservan el tipo de homotoṕıa,
como demuestran los siguientes ejemplos:

Producto fibrado. El espacio de caminos de un espacio A con punto ∗, denotado
PA es un espacio contráctil; sin embargo, en los siguientes productos fibrados
topológicos:

ΩA //

��

PA

��
∗ // A

∗ //

��

∗

��
∗ // A

el espacio de lazos de A, ΩA, no tiene en general el tipo de homotoṕıa de ∗.
ÊSuma amalgamada. El cono reducido de un espacioA con punto ∗ es contráctil;

sin embargo, en las siguientes sumas amalgamadas topológicas:

A //

��

A ∧ I

��
∗ // ΣA

A //

��

∗

��
∗ // ∗

la suspensión reducida de A, ΣA, no tiene en general el tipo de homotoṕıa de ∗.

Definiremos las nociones de suma amalgamada homotópica y de producto fi-
brado homotópico según Mather [29] pues, exigiendo ciertas condiciones en las
homotoṕıas, se obtienen objetos y propiedades “casi” universales en la categoŕıa
homotópica.
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En general, en este apéndice, los espacios considerados son espacios topológicos
Hausdorff con buen punto base ∗, las aplicaciones cont́ınuas conservan ∗ y las
homotoṕıas son relativas a ∗, aunque se pueden demostrar resultados análogos para
espacios sin punto base. Las pruebas de los resultados enunciados se encuentran en
[29]. Denotaremos en general la aplicación identidad de un espacio como el propio
espacio, para que los diagramas sean más claros.

S.A.H. y P.F.H.

Dado A espacio topológico con punto base ∗. Denotaremos respectivamente A×′ I
el cilindro reducido y A ∧ I el cono reducido.

A×′ I = (A× I)/{∗} × I A ∧ I = (A× I)/(A× {1} ∪ {∗} × I)

Abusando de la notación denotaremos de la misma manera las inclusiones i0 :
A −→ A×′ I, donde i0(a) = (a, 0) e i0 : A −→ A ∧ I, donde i0(a) = (a ∧ 0).

Sean µ : A −→ B, ν : A −→ D dos aplicaciones cont́ınuas. Sea

A
i0

&&LLLLLLLLLLL
ν // D

(A×′ I)ν ∪D

ν̄
∼

88qqqqqqqqqqq

la factorización de ν a través del cilindro reducido de ν. Recordemos que i0 es
una cofibración y ν̄ es una equivalencia de homotoṕıa. Denotaremos Cµ,ν la suma
amalgamada topológica de i0 : A −→ (A×′ I)ν ∪D y de µ : A −→ B.

Definición 6.1 (Suma amalgamada estándard)
Llamaremos suma amalgamada homotópica estándar, s.a.h.e., de µ y ν al sigu-

iente cuadrado homotópicamete conmutativo:

A
ν //

µ

��

D

ιν
��

B
ιµ // Cµ,ν

donde Cµ,ν = B ∪µ (A ×′ I) ∪ν D, ιµ : B −→ Cµ,ν, ιν : D −→ Cµ,ν son las
inclusiones canónicas y la homotoṕıa, denominada homotoṕıa estándar, viene dada
E : A×′ I −→ Cµ,ν, E(a, t) = [a, t].
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Propiedad 6.2 La noción de s.a.h.e. es simétrica en B y D.

Considérese el siguiente cuadrado conmutativo salvo homotoṕıa:

A
ν //

µ

��

D

ε

��
B η

// C

siendo H : A×′ I −→ C la homotoṕıa de ε ◦ ν a η ◦ µ.
Utilizando las propiedades de la suma amalgamada Cµ,ν = B ∪µ (A×′ I) ∪ν D

podemos definir a partir de las aplicaciones η, H y ε una aplicación cont́ınua
η ∪H ∪ ε : Cµ,ν −→ C de la manera siguiente:

η ∪H ∪ ε([b]) = η(b) η ∪H ∪ ε([a, t]) = H(a, t) η ∪H ∪ ε([d]) = ε(d)

A
ν //

µ

��

D

ιν
��

ε

��

B
ιµ //

η
,,

Cµ,ν

η∪H∪ε
!!
C

Definición 6.3 Con las notaciones anteriores, el cuadrado homotópico ABDC,
con la homotoṕıa H, se dice una suma amalgamada homotópica, s.a.h., si la apli-
cación η ∪H ∪ ε es una equivalencia de homotoṕıa.

Ejemplo 6.4 Suma amalgamada topológica de una cofibración.

Si µ : A −→ B es una cofibración, la suma amalgamada topológica, con la ho-
motoṕıa estática es una s.a.h., puesto que la suma amalgamada topológica de una
cofibración es un retracto por deformación de la s.a.h.e.. En particular, como
suponemos que los espacios tienen buen punto, las inclusiones ∗ ↪→ A, ∗ ↪→ B son
cofibraciones y aśı la suma puntual de dos espacios es una s.a.h., con la homotoṕıa
estática.

Ejemplo 6.5 La suspensión de A.



80

El siguiente cuadrado es una s.a.h.

A //

��

∗

��
∗ // ΣA

con la homotoṕıa H : A×′ I −→ ΣA, H(a, t) = [a, t].

Las definiciones duales de Eckman-Hilton de s.a.h.e. y s.a.h. se denominan res-
pectivamente producto fibrado estándar, p.f.h.e., y producto fibrado homotópico,
p.f.h., nos ocuparemos de ellas en la última sección.

Cofibraciones homotópicas

Esta sección está dedicada a las propiedades de las cofibraciones homotópicas, que
definimos a continuación como un caso particular de s.a.h.

Definición 6.6 Cono de una aplicación.
Sea µ : A −→ B una aplicación cont́ınua. El cono de µ, que denotaremos Cµ

es la suma amalgamada homotópica estándar de µ : A −→ B y A −→ ∗,

A

µ

��

// ∗

��
B

η // Cµ

donde Cµ = B∪µ(A∧I) y E : A×′I −→ Cµ es la homotoṕıa estándar E(a, t) = a∧t.

En otras palabras, el cono de µ es la suma amalgamada topológica de i0 : A −→
A∧ I y µ : A −→ B. Para todo µ denotaremos ιµ : B −→ Cµ la inclusión canónica
y Fµ : A ∧ I −→ Cµ la aplicación inducida.

A
µ //

i0
��

B

ιµ
��

A ∧ I
Fµ // Cµ
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Obsérvese que Fµ ◦ i0 = ιµ ◦ µ, por tanto, la aplicación compuesta A ×′ I −→
A ∧ I

Fµ−→ Cµ es una homotoṕıa hasta el punto para ιµ ◦ µ. A menudo, abusando
de la notación, utilizaremos Fµ como la homotoṕıa desde ιµ ◦ µ a ∗.

Consideremos dos aplicaciones µ : A −→ B y η : B −→ C cuya composición
sea homotópicamente nula. Sea H : A ×′ I −→ C una homotoṕıa de η ◦ ν a ∗.
La homotoṕıa H factoriza a través del cono reducido A ∧ I, ya que H(∗, t) =
∗ ∀t ∈ I. Abusando de la notación denotemos H : A ∧ I −→ C esa factorización
y construyamos el siguiente diagrama:

A
µ //

i0
��

B

ιµ
��

η

��

A ∧ I
Fµ //

H ,,

Cµ

η∪H
  
C

La propiedad universal de Cµ nos proporciona una única aplicación cont́ınua
(η ∪H) : Cµ −→ C tal que (η ∪H) ◦ ιµ = η y (η ∪H) ◦ Fµ = H.

Definición 6.7 Una cofibración homotópica de homotoṕıa H es una s.a.h. de ho-
motoṕıa H:

A

µ

��

// ∗

��
B

η // C

ó de manera equivalente,
sean A

µ−→ B y B
η−→ C dos aplicaciones cuya composición es homotópicamente

nula. Sea H : A∧I −→ C una homotoṕıa de η◦µ a ∗. Diremos que A
µ−→ B

η−→ C
es una cofibración homotópica de homotoṕıa H si la aplicación inducida por H y
η, η ∪H : Cµ −→ C es una equivalencia de homotoṕıa.

Propiedad 6.8 Dada una aplicación µ : A −→ B existe una sucesión de cofibra-
ciones:

A
µ // B

ιµ // Cµ
δ // ΣA

Σµ // ΣB // . . .

es decir, cada espacio es la cofibra homotópica de la aplicación que le precede.
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Propiedad 6.9 La aplicación inducida.

Sean A
µ−→ B

η−→ C, A′
µ′−→ B′

η′−→ C dos cofibraciones homotópicas de
homotoṕıas respectivas H y H ′. Supongamos que existe un diagrama conmutativo
salvo homotoṕıa:

A
µ //

φ
��

B

Φ
��

A′
µ′ // B′

siendo K : A×′ I −→ B′ la homotoṕıa de Φ ◦ µ a µ′ ◦ φ.

Entonces existe una aplicación Φ̄ : C −→ C ′ y dos homotoṕıas K̄ : B×′I −→ C ′

y ¯̄K : C ×′ I −→ ΣA′ :

A
µ //

φ
��

B

Φ
��

η // C

Φ̄
��

δ // ΣA
Σµ //

Σφ
��

ΣB

ΣΦ
��

// . . .

A′
µ′ // B′

η′ // C ′
δ // ΣA′

Σµ′ // ΣB′ // . . .

tales que K̄ es la homotoṕıa de Φ̄ ◦ η a η′ ◦ Φ y ¯̄K es la homotoṕıa de Σφ ◦ δ a
δ ◦ Φ̄.

Las aplicaciones Φ̄, K̄ y ¯̄K están determinadas de manera única, salvo homo-
toṕıa, por una condición de compatibilidad [29].

Propiedad 6.10 Las cofibraciones y el producto reducido.

Sea A
µ−→ B

η−→ C una cofibración homotópica y D
ξ−→ D′ una aplicación

cont́ınua. Entonces se tiene un diagrama que conmuta salvo homotoṕıa:

A ∧D
µ∧D //

A∧ξ
��

B ∧D
B∧ξ
��

η∧D // C ∧D
C∧ξ
��

A ∧D′
µ∧D′ // B ∧D′

η∧D′ // C ∧D′

donde la ĺınea superior e inferior son cofibraciones homotópicas y la aplicación
inducida por la propiedad 6.9 es C ∧ ξ

Proposición 6.11 Las tres s.a.h.
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Consideremos un diagrama :

A0
//

!!CCCC

��

A2

  AAAA

��

A1
//

��

A

��

B0
//

!!CCCC

��

B2

  AAAA

��

B1
//

��

B

��

C0
//

!!CCCC C2

  AAAA

C1
// C

donde la cara superior y la cara intermedia son s.a.h., y Ar −→ Br −→ Cr son
cofibraciones homotópicas para r = 0, 1, 2. Se tiene que la cara inferior es una
s.a.h. si y sólo si A −→ B −→ C es una cofibración homotópica.

En particular, obtenemos la siguiente propiedad:

Corolario 6.12 Las cuatro cofibraciones.
Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo salvo homotoṕıa:

A0
µ−→ A1

γ ↓ η ↓
B0

δ−→ B1

Denotemos A, B, C0 y C1, las cofibras respectivas de µ, δ, γ y η y denotemos
η̃ : A −→ B y δ̃ : C0 −→ C1 las aplicaciones inducidas. Obtenemos un diagrama
conmutativo salvo homotoṕıa:

A0
µ−→ A1 −→ A

γ ↓ η ↓ η̃ ↓
B0

δ−→ B1 −→ B
↓ ↓ ↓
C0

δ̃−→ C1 −→ C

en el cual C es la cofibra homotópica común de δ̃ y de η̃.
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Fibraciones homotópicas y el axioma del cubo

El siguiente resultado, conocido como el axioma del cubo se utiliza muy a menudo
en el contexto de los ĺımites homotópicos. Tiene la particularidad de no verificarse
al dualizar, i.e. el enunciado dual que consiste en intercambiar s.a.h. por p.f.h. es
falso.

Teorema 6.13 Consideremos una suma amalgamada homotópica de homotoṕıa
H:

A0
µ′ //

µ

��

A2

µ2

��
A1

µ1 // A

Sea f : B −→ A una aplicación. Denotemos f0 : B0 −→ A0, f1 : B1 −→ A1 y
f2 : B2 −→ A2 las aplicaciones inducidas por f , siendo B0 el p.f.h. de f y de
µ1 ◦ µ; B1 el p.f.h. de f y de µ1; B2 el p.f.h. de f y de µ2. Es decir, tenemos un
cubo conmutativo salvo homotoṕıa:

B0
//

!!CCCC

f0

��

B2

  AAAA

f2

��

B1
//

f1

��

B

f

��

A0
µ′ //
µ

!!CCCC A2 µ2

  AAAA

A1
µ1 // A

Se tiene que la cara superior del cubo es una s.a.h.

Presentamos a continuación una construcción combinando las tres s.a.h. y el
axioma del cubo.

Proposición 6.14 El cubo triple.
Consideremos una suma amalgamada homotópica de homotoṕıa H:

A0
µ′ //

µ0

��

A2

µ2

��
A1

µ1 // A
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Sea F −→ B
f−→ A una fibración homotópica, sea C la cofibra homotópica de la

inclusión F −→ B. Denotemos f0 : B0 −→ A0, f1 : B1 −→ A1 y f2 : B2 −→ A2

las aplicaciones inducidas por f , siendo B0, B1 y B2 el producto fibrado homotópico
de f y µ1 ◦ µ0, µ1 y µ2 respectivamente. Obsérvese que la fibra homotópica de las
aplicaciones fr es F para r = 0, 1, 2. Denotemos Br/F la cofibra homotópica de la
inclusión F ↪→ Br para r = 0, 1, 2. Se tiene que

B0/F //

��

B2/F

��
B1/F // B/F

es una suma amalgamada homotópica.

Demostración. Consideremos el siguiente cubo conmutativo salvo homotoṕıa:

B0
//

!!CCCC

��

B2

  AAAA

��

B1
//

��

B

��

A0
//

!!CCCC A2

  AAAA

A1
// A

Las caras laterales son p.f.h., la cara inferior es una s.a.h.., por el axioma del cubo
se tiene que la cara superior es una s.a.h. La fibra homotópica de las aplicaciones
verticales es F , construyamos un cubo doble que conmuta salvo homotoṕıa:

F //

&&MMMMMMMM

��

F

&&MMMMMMM

��

F //

��

F

��

B0
//

&&LLLLLLL

��

B2

%%KKKKKKK

��

B1
//

��

B

��

B0/F //

%%KKKKK
B2/F

$$JJJJ

B1/F // B/F

Las caras superior e intermedia del cubo doble son s.a.h., utilizando la proposición
sobre las tres s.a.h. obtendremos que la cara inferior es una s.a.h. 2



86



Bibliograf́ıa

[1] M. Arkowitz, The generalized Whitehead Product, Pacific J.
Math. 12 (1962), pp. 6-23.

[2] H. Baues, Commutator calculus and groups of homotopy classes, Lon-
don Math. Soc., Lecture Notes Series 50, Cambridge University Press
1981.

[3] A. Bassi, Su alcuni nuovi invarianti delle varieta topologiche, Ann.
Mat. Pura Appli., IV. Ser. 16 (1937), pp. 275-297.

[4] I. Berstein, A note on spaces with non-associative comultiplication,
Proc. Camb. Phil. Soc. 60 (1964), pp. 353-354.

[5] I. Berstein y J.R. Harper Cogroups wich are not suspensions, in Al-
gebraic Topology, Lecture Notes in Math. 1370 (1989), pp. 63-86.

[6] I. Bernstein y P.J. Hilton Category and Generalized Hopf invariants,
Illinois J. Math. 4, (1960), pp. 437-451.

[7] O. Cornea, Cone-length and Lusternik-Schnirelmann category, Topo-
logy 33 (1994), pp. 95-111.

[8] O. Cornea, Strong LS-category equals cone-length, Topology 34
(1995), pp. 377-381.

[9] J.P. Doeraene, LS-category in a model category, Journal of Pure and
Appl. Algebra 84 (1993), pp. 215-261.

[10] C.H. Dowker,Topology of metric complexes, Amer. J. Math. 74 (1952),
pp. 555-577.

87



88

[11] N. Dupont, A counterexample to the Lemaire-Sigrist conjecture,
Preprint.

[12] Y. Félix, S. Halperin y J.M. Lemaire, The Ganea Conjecture and
the Lusternik-Schnirelmann category of Poincaré duality complexes,
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Problèmes Variationnels, Hermann (1934), Paris.

[28] J.M. Lemaire y F. Sigrist, Sur les invariants d’homotopie rationnelle
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