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Introduccion

En 1934 Lusternik y Schnirelmann introdujeron una acotacion inferior del nimero
de puntos criticos de una funcién diferenciable definida sobre una variedad M
[27]. Esta acotacién, conocida como la categoria de Lusternik y Schnirelmann, fue
definida para un espacio topolégico A por Fox en 1941 como el menor entero n
tal que A puede recubrirse por n + 1 abiertos contractiles en A y es un invariante
numérico del tipo de homotopia.

La categoria es un invariante que aporta informacién muy interesante sobre el
tipo de homotopia del espacio (e.g. un espacio tiene categoria uno si y sélo si es
un co-H-espacio), pero su célculo directo es dificil. Whitehead y Ganea introdu-
jeron en 1956 y 1961 caracterizaciones alternativas de la categoria, que permiten
comprenderla mejor y que en algunos casos facilitan el cédlculo.

Otra manera de enfocar el problema de la determinaciéon de la categoria es
tratar de acotarla, introduciendo nuevos invariantes numéricos. Entre las posibles
acotaciones se encuentra la categoria fuerte o longitud de conos, un invariante del
tipo de homotopia introducido por Ganea en [16] y perfeccionado por Cornea en
[7], que es una acotacién superior. De hecho, estos invariantes estdn muy proximos:
la diferencia entre la categoria y la categoria fuerte es a lo sumo uno. Los co-H-
espacios que no son suspensiones son espacios de categoria uno y categoria fuerte
dos [6] y existen ejemplos recientes [11] de espacios de categoria tres y categoria
fuerte cuatro. Curiosamente, los espacios de categoria dos permanecen ain sin
desvelar: no se conocen ejemplos de espacios con categoria dos y categoria fuerte
tres. Hay que senalar que dos de las conjeturas clasicas en Teoria de la Homotopia,
la conjetura de Serre y la conjetura de Ganea, han resultado ser falsas y los con-
traejemplos encontrados respectivamente por Anick en 1986 e Iwase en 1997 son
precisamente espacios cuya categoria es dos.



Los espacios racionales de tipo finito, i.e. los espacios topoldgicos simplemente
conexos cuyos grupos de homotopia son espacios racionales de dimension finita,
son un caso un poco particular: tienen categoria uno si y sélo si tienen categoria
fuerte uno. Lemaire y Sigrist conjeturaron en [28] que la categoria y la categoria
fuerte coinciden para los espacios racionales. Esta conjetura es falsa en general:
Dupont [11] ha encontrado un espacio racional de categoria tres y categoria fuerte
cuatro. Sin embargo, Félix y Thomas en [13] demostraron que si un espacio tiene
categoria dos y es racional su categoria fuerte también es dos. Generalizaremos
este resultado siguiendo dos direcciones (cf. capitulo 3); una de ellas eliminando
la hipétesis “tipo finito” y otra demostrando un resultado andlogo para espacios
p-locales (i.e. sus grupos de homotopia son Z)-médulos) cuyo espacio de lazos
admite cierta descomposicion.

Las pruebas de esas generalizaciones estan basadas en un nuevo fenémeno de
cancelacion de esferas, demostrado en el segundo capitulo, y tienen la ventaja de
utilizar argumentos geométricos, y no los modelos algebraicos empleados normal-
mente en el estudio de espacios racionales y p-locales. Los problemas de can-
celacion de esferas son muy interesantes: consisten en estudiar la relacion entre las
propiedades homotépicas de A y las de una suma puntual A V S™. La situacion
no es tan sencilla como parece; existen ejemplos de espacios topologicos tales que
AV S" tiene el tipo de homotopia de BV S™ y A y B no tienen el mismo tipo de
homotopia. El fenémeno de cancelacién que demostramos aqui es el siguiente: si
AV S" es la cofibra homotopica de una aplicacion entre sumas puntuales de esferas,
A también serd cofibra de una aplicacion de este tipo, si A es racional o p-local.

Por ultimo abordaremos el problema de la categoria y la categoria fuerte de un
producto. Bassi demostré en [3] (ver también [14]) que la categoria de un producto
de dos espacios estd acotada por la suma de las categorias de los espacios,

cat(A x B) < catA + catB.

donde cat denota la categoria.

Hasta hace poco tiempo, el tnico ejemplo conocido donde la desigualdad era
estricta es el producto de dos espacios A y B tales que A x B tiene el tipo de
homotopia de la suma puntual AV B (cf ejemplo 4.2.3). Félix, Halperin y Lemaire
[12] han demostrado que para espacios racionales que verifiquen la dualidad de
Poincaré se tiene siempre la igualdad. Ganea conjeturo6 la igualdad si uno de los
espacios era una esferas, i.e. cat(AxS") = catA+1. Esta conjetura fue demostrada
para espacios racionales por K. Hess en [22], pero en el caso general resulta ser falsa:



como hemos mencionado anteriormente, Iwase [25] ha proporcionado un espacio
de categoria dos cuyo producto con la esfera sigue teniendo categoria dos.

Respecto a la categoria fuerte de un producto, Takens demostré en [39] una
férmula parecida a la de Bassi, denominada la féormula del producto mixto:

Cat(A x B) < catA + max{CatB, 1}

donde Cat denota la categoria fuerte y cat la categoria. Los ejemplos conocidos
donde la desigualdad es estricta son los mismos que para la categoria, es decir,
tales que A x B ~ AV B(cf ejemplo 4.2.3), son ejemplos donde el espacio A tiene
la homologia enteramente de torsiéon. Presentaremos aqui un primer ejemplo de
espacios sin torsiéon homoldgica donde la desigualdad de la férmula del producto
mixto es estricta. Demostraremos en el capitulo cinco que existe un espacio X,
sin torsion en homologia, de categoria fuerte dos y tal que la categoria fuerte del
producto X x X sigue siendo dos.

El texto se organiza de la manera siguiente:

En el primer capitulo recordaremos la definicién original de categoria, las defini-
ciones equivalentes de Whitehead y Ganea, y los resultados que se deducen de ellas;
asi como las definiciones y propiedades de la categoria fuerte y de otras acotaciones
de la categoria: la longitud en conos de esferas y la nilpotencia.

En el segundo capitulo presentamos un resumen de la teoria de localizacién de
CW-complejos simplemente conexos [24]. Se demostraran los resultados menciona-
dos anteriormente sobre cancelacion de esferas en el caso racional y p-local.

En el tercer capitulo aplicamos los resultados anteriores de cancelacién a los
espacios de categoria dos racionales y a los espacios de categoria dos p-locales
denominados descomponibles.

El capitulo cuarto esta dedicado a las férmulas de Bassi y Takens sobre la
categoria y la categoria fuerte de un producto. Si suponemos los espacios Ay B de
categoria fuerte uno, i.e. suspensiones, existe una demostracién alternativa de que
Cat(Ax B) < 2 utilizando el Producto de Whitehead Generalizado introducido por
Arkowitz en [1]. Presentaremos también un Teorema de Rutter, que generaliza ese
Producto de Whitehead y es un resultado clave en las demostraciones del quinto
capitulo.



El objetivo del quinto capitulo es el estudio de la categoria fuerte de la locali-
zacién en 3 del espacio (S?U,e”) x (S3U,e"), donde S3U, e” es un co-H-espacio que
no es una suspension [6]. Demostraremos que Cat(S*Uqe”) ) % (S?Uqe”)3) = 2. Se
encuentra asi un ejemplo de espacio cuya categoria fuerte no sube al multiplicarlo
por si mismo para un espacio de categoria fuerte dos.

Hemos introducido un apéndice sobre limites homotdpicos, recordando las defini-
ciones de cofibraciones homotopicas, fibraciones homotoépicas y enunciando las
propiedades y construcciones mas habituales.
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Capitulo 1

La categoria y sus
aproximaciones.

La categoria de Lusternik y Schnirelmann de un espacio topoldgico A, o simple-
mente categoria de A, es un invariante numérico del tipo de homotopia de A.
Fue introducido en [27] por Lusternik y Schnirelmann para minorar el nimero de
puntos criticos de una funcién diferenciable definida sobre una variedad.

Empezaremos el capitulo recordando la definiciéon original de categoria y las
propiedades inmediatas. Después presentaremos dos definiciones equivalentes de
categoria, desarrolladas por Whitehead y Ganea, y los resultados que se deducen de
ellas. Finalmente, como en general la categoria es un invariante dificil de calcular,
introduciremos algunas acotaciones. Nos ocuparemos primero de la nilpotencia
del anillo de cohomologia reducida que es una acotacion inferior y por tultimo
prestaremos especial atencion a las acotaciones superiores denominadas la categoria
fuerte y la longitud en conos de esferas.

1.1 Definicién de cat y primeras propiedades.

Definicién 1.1.1 Sea A un espacio topoldogico. Sea U un subconjunto abierto de
A. Diremos que U es categorico en A si es contrdctil en A, es decir, si la inclusion
U — A es homdtopa a una aplicacion constante. Un recubrimiento abierto de A
formado por abiertos categoricos se dird recubrimiento categorico.

Un abierto contractil es un abierto categdrico, el reciproco es falso en general.

9
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De hecho, la nocién “ser categérico” depende del espacio A. En R”™ todos los
subconjuntos abiertos son categoricos, por ser R"™ contractil, sin embargo, no todos
los abiertos de R”™ son contractiles.

Definicién 1.1.2 Sea A un espacio topoldgico. Diremos que la categoria de Lus-
ternik y Schnirelmann de A, o simplemente la categoria de A, catA, es menor o
tqual que n si A admite un recubrimiento formado por n + 1 abiertos categoricos.
Si no existe tal recubrimiento escribiremos catA = oo.

Ejemplo 1.1.3 Categoria de los espacios contrdctiles.

La categoria de un espacio contractil es 0. En particular, dado un espacio topoldgico
arbitrario A, el cono de A, CA, y el cono reducido de A (si A tiene punto base),
A N1, tienen categoria cero.

Ejemplo 1.1.4 Categoria de las suspensiones.

Dado A espacio topolégico la categoria de la suspension de A, SA, y de la sus-
pensién reducida de A (si A tiene punto base), XA, es menor o igual a 1. En
particular, la categoria de la esfera n-dimensional S™ es 1.

Definicién 1.1.5 Dado A un espacio topolégico con punto base *x diremos que A
tiene un buen punto si la inclusion * — A es un cofibracion, es decir, si x admite
un entorno abierto N contrdctil a *, relativamente a x [38].

Propiedad 1.1.6 Categoria de un espacio normal.

(i) Sea A un espacio topoldgico normal. Se tiene que catA < n si y sélo si
existe un recubrimiento de A formado por n+ 1 abiertos {V, }o<,<n y una familia
de n + 1 homotopias h, : A x I — A tales que h,(a,0) = a Ya € A y h.(—,1)
constante en V,.

(ii) Sea A un espacio topologico normal, conexo por caminos y con buen punto
base . Se tiene que catA < n si y solo si existe un recubrimiento de A formado
por n+ 1 abiertos {V, }o<r<n contrdctiles en A relativamente al punto .
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Demostracion. (i) Sea {U, }o<r<n un recubrimiento de A formado por n+1 abiertos
categdricos, i.e. existen n + 1 homotopias h, : U, x I — A tales que h!(u,0) =
u Yu € U, y hl(—,1) constante. Utilizando la normalidad de A podemos obtener
dos recubrimientos de A: {V,}o<r<n, {W:}o<r<n y una familia de aplicaciones
contfnuas A, : A — T talesque V, C V, Cc W, c W, Cc U, y \(V,) =1y
A(A —W,) = 0. Construyamos una aplicacién continua h, : A x I — A de la
manera siguiente:

a si a€eA—W,
fir(a, ) = { W (a,t\(a)) si acV,

Esta aplicacién verifica h,.(a,0) =a Va € Ay que h,(—,1) es constante en V.

(ii) Sea {U, }o<r<n un recubrimiento de A formado por n+1 abiertos categdricos,
y sea h, : U, x I — A una familia de homotopias tales que h,.(u,0) =u Yu € U,
y h.(—,1) toma un valor constante ¢,, para 0 < r < n . Como A es conexo
por caminos, para cada ¢, existe un camino A\, : I — A tal que \.(0) = ¢, y
Ar-(1) = *. Ademas, por definicién de buen punto base, existe un entorno abierto
N de * y existe una homotopia g : N x I — A verificando ¢g(a,0) =a Va € N,
gla,1) =% Yae Nyg(xt)=x% Vtel

Salvo reordenacién de los abiertos, podemos suponer que existe k, 0 < k < n
talque x € U, 0<r <ky=x*¢dU. k+1<r <n. Como A esnormal existe
un recubrimiento {W, }o<,<, tal que W, C W, C U, para 0 < r < n. Considérese
el entorno de * definido como N' = NNU;...Up N mc...mc que verifica
N NW,=0sik+1<r <n. De nuevo, como A es normal, existe un abierto M
tal que x € M C M C N’ C U, para 0 < r < k. Definimos la siguiente familia de
abiertos, que es un recubrimiento de A:

Vo (U.NMYUM 0<r<k
T W,UN’ k+1<r<n

Obsérvese que cada V, es una unién disjunta de dos abiertos.
Si 0 < r < k definimos una aplicacién h!. : ((Ur N Mc) U M) xIT — Adela
siguiente manera:

he(a,2t)  0<t<1/2

ac (U NM) — h/r(a,t):{)\r(gt_l) 1/2<t<1

gla,2t) 0<t<1/2
aeM — h;(@’t):{*( ) 1/2<t</1
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Si k+1 <r < n definimos una aplicacién h,. : (W, UN') x I — A de la
siguiente manera:

v [ he(a2t) 0<t<1)/2

aeW, — hr(CL’t)_{)\T(Qt—l) 1/2<t<1
a,2t) 0<t<1/2

ae N — hi(a,t)Z{T ) 1/2<t</1

Ejemplo 1.1.7 Categoria de una suma puntual.

Si A y B son espacios topologicos normales, conexos por caminos y con buen
punto base *, se tiene que cat(AV B) =mdx{catA, catB}.
Si catA < ny catB < m, donde n < m, existen {U, }o<r<n, {Vs}o<s<m recubri-
mientos categoricos de A y B respectivamente. Utilizando 1.1.6 podemos suponer
los abiertos contréctiles al punto base x, relativamente a *, y asi {U, UV, }o<r<n U
{Un, U Vi}i1<s<m €s un recubrimiento categérico de AV B. La otra desigualdad
es evidente.

Propiedad 1.1.8 Sean A y B espacios topoldgicos. Si A domina B, entonces
catA > catB.

Demostracion. Si A domina B existen dos aplicaciones continuas f : A — B,
g : B — A tales que fog ~ 1. Supongamos catA = n, sea {U, }o<,<, un
recubrimiento categérico de A. Sea V, = ¢g7'(U,), se tiene que {V,}o<,<n €5 un
recubrimiento abierto de B.

V, =g \(U,) 2L,

Como U, es contractil en A, la restriccién de f a U,., f oiy,, es homotépicamente
trivial, de donde deducimos que la restricciéon de fog a V,, f o g oy, también es
trivial. Ahora bien, f o g es hométopa a la identidad de B, por tanto se tiene que
iy, es homotdpicamente trivial, es decir, V,. es contractil en B y el recubrimiento
{V, }o<r<n es categdrico. O
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Propiedad 1.1.9 La categoria es un invariante homotopico.

Demostracion. Decir que A y B tienen el mismo tipo de homotopia es decir
que A domina B y que B domina A. La propiedad se sigue inmediatamente de la
anterior. O

Propiedad 1.1.10 La categoria es subaditiva. Sea A un espacio topoldgico, y sean
B y C dos abiertos de A tales que A = BUC'. Se tiene que catA < catB+ catC'+ 1

Demostracion. Supongamos catB = n, catC' = m. Sean {V;}o<s<n, {Usr }o<r<m
recubrimientos categoéricos de B y C' respectivamente. Puesto que B y C' son
abiertos en A, {V;}o<s<n U{U, }o<r<m serd un recubrimiento abierto de A, formado
por abiertos categoricos. O

Propiedad 1.1.11 Sean A, B dos espacios topolégicos y f : A — B una apli-
cacion continua. Sea Cy el cono de f, se tiene que

catCy < catB + 1.

En particular, si A J. B — C es una cofibracion homotopica se tiene que
catC < catB + 1.

Demostracion. Se tiene que Cy = B Uy CA, donde CA denota el cono de A.
Consideremos los subconjuntos de C}:

Di={lat]/acAt>1/4y Dy={]/be BYU{[a,f] :ac At <1/2}

Estos subconjuntos son abiertos de C', D; es contractil, D; tiene el tipo de homo-
topia de By Cy = D;UD,, por tanto la primera conclusion se deduce directamente

de la propiedad anterior. La segunda conclusién es cierta porque si A J.p¢C
es una cofibracion homotépica, C' tiene el tipo de homotopia del cono de f y la
categoria es un invariante del tipo de homotopia (propiedad 1.1.9) O

Ejemplo 1.1.12 Categoria y dimension de un CW-complejo.

Sea A un CW-complejo de dimension m. A partir de la propiedad 1.1.11 se deduce
que catA < m.
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Ejemplo 1.1.13 Categoria de los espacios proyectivos.

El espacio proyectivo real de dimension n, RP", es un CW-complejo de dimensién
ny asi catRP"™ < n. Sean CP", HP" el espacio proyectivo complejo y el espa-
cio proyectivo sobre los cuaterniones. Sus dimensiones como CW-complejos son
respectivamente 2n, 4n. Utilizando la propiedad 1.1.11 y su estructura celular se
obtiene que catCP"” < n y catHP™ < n.

Proposicién 1.1.14 Categoria de un C'W-complejo.

(i) Dado A un CW-complejo, se tiene que catA < n si y solo si A admite un
recubrimiento formado por n + 1 subcomplejos contrdctiles en A.

(ii) Dado A un CW-complejo conexo con punto base *, se tiene que catA < n
sty solo st A admite un recubrimiento formado por n+1 subcomplejos contractiles
en A relativamente a *.

Demostracion. (i) Supongamos que catA < n, sea {U,}o<,<, un recubrimiento
categorico de A. Como A es un CW-complejo, en particular es un espacio nor-
mal, podemos obtener un recubrimiento abierto de A, {W, }o<,<n, tal que W, C
W, C U,. Asociado al recubrimiento abierto {W,}o<r<n se tiene un recubrimiento
{K,}o<r<n formado por subcomplejos de A tales que K, C W, 0 < r < n [10].
Puesto que K, C U, y U, es contractil en A se tiene que K, contréactil en A para
r=0,...,n.

Reciprocamente, sea { K, }o<,<, un recubrimiento de A formado por subcom-
plejos contractiles en A. Como la inclusiéon K, — A es una cofibracion, para
cada K, existe un abierto U, de A tal que K, es un retracto por deformacion de
U,. La familia {U, }o<,<, es entonces un recubrimiento de A formado por abiertos
categoricos.

(ii) Supongamos catA < n, A un CW-complejo conexo. Sea {K,}o<r<, un
recubrimiento de A formado por n + 1 subcomplejos contractiles en A (tal re-
cubrimiento existe por (i)). Supongamos que K, es contractil al punto a,, donde
a, € A. Por ser A conexo y CW-complejo es conexo por caminos, podemos en-
tonces suponer que * € K,., donde K, es un subcomplejo conexo, contractil en
A, para todo r = 0,...,n,, por tanto ([33], (A) y (E), 333) podemos suponer que
los K, son contractiles relativamente al punto %, es decir, existe una homotopia
h. : K, x I — A tal que h,(a,0) = a Va € K,, h.(a,1) = x Va € K, y
h.(x,t) =+ Vt € L.

El reciproco se deduce de (i). O
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1.2 Caracterizacion de Whitehead.

Definicién 1.2.1 Dado A espacio topologico con punto base x, definimos la suma
grosera de orden k de A, que denotaremos TFA como el siguiente subespacio de
Ak+1

T"A = {(ag,...,a;) € A¥"/ Ir; a, = *}.

Es decir, T* A est4 formado por las (k+1)-uplas (ag, . . ., ax) en las que al menos
una componente a, es el punto de base. La suma grosera de orden 1 es la suma
puntual de dos espacios.

Sean i : TFA — AF*! la inclusién de la suma grosera de orden k en el espacio
producto y Ay : A — AR la aplicacién diagonal Ay q(a) = (a,...,a) € AL

Teorema 1.2.2 Sean A un espacio topoldogico conexo por caminos, normal y con
punto base x. Supongamos ademds que x tiene un entorno abierto contractil U. La
categoria de Lusternik y Schnirelmann de A es menor o igual que n si y sélo si la
aplicacion diagonal A, .1 factoriza homotdpicamente a través de la suma grosera
de orden n.
T"A
6 il

v 7
s

A
A i;lAnJrl

Demostracion. Supongamos que A, factoriza homotdpicamente a través de 7.
Sea d : A — T"A la factorizacién. Sea U el entorno contractil del punto de base
de A,y q. : A" — A la proyeccién de la (r + 1)-ésima componente, 0 < r < n.

Consideremos la familia de abiertos categéricos de A" formada por la imagen
reciproca de U a traves de las proyecciones : {q '(U)}o<r<n. Definamos V, =
6 i g Y (U))) para r = 0,...,n. La familia {V,} es un recubrimiento abierto
de A.

100)/ Vi
v, — g (U) —— U,
( *
A

S

100 A”‘H qr A
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Como ¢, 0700 ~p. oA, 11 = 14, los abiertos V, son categéricos y catA < n.

Reciprocamente, supongamos catA < n. Como A es normal (ejemplo 1.1.6),
existe un recubrimiento categérico de A, {V; }o<r<, y una familia de homotopias
hy. : Ax1 — A verificando h,.(a,0) = a, Va € Ay h.(—,1) constante en V,,
Vr =0,...,n. Ademas, como A es conexo por caminos, podemos suponer que los
abiertos son contractiles al punto de base *, i.e. h,.(v,1) =% Yv €V,

Sea H la aplicacién continua H : A x I — A"*! definida por ¢, o H = h,. Por
construccion, se tiene que ¢. o H(a,0) = a, Ya € A, por tanto H(—,0) = A,41.
Ademas, dado a € A, como {V, }o<r<, €s un recubrimiento de A existe un abierto
V, tal que a € V, y entonces ¢, o0 H(a, 1) = h,(a,1) = *. Por tanto, H(a,1) € T"A,
Va € A. Si definimos 6 : A — T"A como d(a) = H(a, 1), Ya € A, se verifica que
H es una homotopia de A, 1 a 70 4. O

Observaciéon 1.2.3 Sea A un espacio normal, conexo por caminos y con buen
punto base x, sea T"A la suma grosera de orden n cuyo punto base es (x,% ..., %),
y A" el espacio producto n+1 veces de A cuyo punto base es también (x, % ..., *).
La categoria de Lusternik y Schnirelmann de A es menor o igual que n si existe una
aplicacion 6 : A — T™A que conserva el punto de base, tal que i o es homotdpa
a la aplicacion diagonal A, 1, relativamente al punto base.

T"A
é /7, .
s 7
P
/An+1

A o An+1

Utilizando la propiedad 1.1.6 (ii) sabemos que catA < n si y sélo A admite un
recubrimiento formado por n + 1 abiertos contractiles en A relativamente a *. La
demostracion de Whitehead puede entonces realizarse utilizando tal recubrimiento,
y se obtiene la version del teorema 1.2.2 donde las aplicaciones y las homotopias
conservan el punto base x.

Ejemplo 1.2.4 Categoria de un co-H-espacio.
Recordemos que un co-H-espacio es un espacio topologico con punto base * y con

una aplicacion 0 : A — AV A tal que el siguiente diagrama commuta salvo
homotopia:
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Como la suma puntual es de hecho la suma grosera de orden 1, de esta caracte-
rizacion se sigue que si A es conexo por caminos, normal y con punto base *, tal
que * tiene un entorno abierto contréactil, A tiene categoria menor o igual que 1 si
y sélo si A es un co-H-espacio.

1.3 Caracterizacion de Ganea.

En esta seccién A es un CW-complejo con punto base *, las aplicaciones conservan
* v las homotopias son relativas a . Vamos a definir una sucesién de fibraciones

F,o g AP A

mediante una construccion recurrente denominada fibra-cofibra. Sea GyA el espacio
de caminos de A de origen

GoA=PA={o:1— A/ 0(0) = *}.

Sea py : GpA — A la aplicacién evaluacién en el extremo: po(w) = w(l) Yw €
PA. Esta aplicacion py, es una fibracién de fibra el espacio de lazos
QA={o:1— A/ 0(0) =0o(1) = %}, sea pues Fy = QA. Supongamos definida
la fibracién en la etapa n, sea G, AU, (F, A1) el cono reducido de la aplicacién
-

F, F.

8

/
Pn \L Phta Pn+1

La fibracién p,, : G;,,A — A se extiende a una aplicacioén p;,_, : G, AU(F,AI) —
A enviando el cono reducido F,, AT al punto de base de A. Podemos transformar
la aplicacién p’,,; en una fibracion equivalente, es decir, podemos construir una
factorizacion de p',, 1, P',i1 = Pny1 © Thg1 @ través de un espacio G414, donde
Pns1 €8 una fibracion y 7,41 1 G,bAU (F,, ANI) — G,,11A es una equivalencia de
homotopia. La aplicacion p,, se dice la n-ésima fibraciéon de Ganea.

Utilizando la propiedad 1.1.11 obtenemos a partir de la definicién:
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Observaciéon 1.3.1 Categoria del n-ésimo espacio de Ganea.
El n-ésimo espacio de Ganea tiene categoria menor o igual que n.

Teorema 1.3.2 Sea A un CW-complejo conexo con punto base x. La categoria de
Lusternik y Schnirelmann de A es menor o igqual que n si y solo si en la n-ésima
fibracion de Ganea existe una seccion homotopica de p,.

OA ‘FH Ce <F%

N

_GLA

Demostracion. Supongamos que existe una seccién homotépica s, : A — G, A
de p,, es decir, p, o s, es homotopa a la identidad de A. Esto significa que A estd
dominada por G, A; de la observacién 1.3.1 y de la propiedad 1.1.8 deducimos que
A tiene categoria menor o igual que n.

Reciprocamente, supongamos catA < n. Sea { K, }o<,<, un recubrimiento de A
formado por subcomplejos contractiles en A relativamente al punto *, ademds, un
CW-complejo es normal podemos suponer que existe una familia de homotopias
h,: Ax1I— A tales que:

h.(a,0) =a Ya € A, h,(x,t) =% YVt €1y h,(v,1) =% Yv € K,,

Sea Ay, la unién Uy, K; y sea 4, la inclusién i : Ay — A, donde 0 < k < n.
Obsérvese que i, es la identidad de A. La idea de la prueba es construir induc-
tivamente una factorizacién de i, a través del espacio de Ganea G A.

La aplicacion iy : Ky — A es hométopa a * relativamente a * y por tanto
factoriza a través de GgA, que es el espacio de caminos PA. Supongamos que la
aplicacion i1 : Ap_1 — A factoriza a través del espacio de Ganea G_1A. Sea
Vi1 Ap_1 — Gr_1 A la factorizacion de i;_1, es decir 4,1 = pPr_1 0 Vx_1-

Ap 2 G A

. Pr—-1
1k—1

A
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Consideremos la restriccién de la homotopia hy a Ay,
hk . (Ak,1UKk) xI— A

que verifica:

En particular hy(—,0)/Ax_1 = ix_1. Como pi_; es una fibracién podemos levantar
esta restriccion de la homotopia h; a Aj_; hasta una homotopia

Fk . Ak—l xI— Gk_lA
que verifica:

[i(—,0) = -1 "
pe—10Lk(a, t) = hi(a,t) Vae Ay Apg ——> G, A

Li(,t) = = l y ipk_l

A x1 A

hi

Consideremos la restriccion de T'y(—,1) a Dy, donde Dy, = A, N Ki. Se
tiene que: pr_1 o I'p(d,1) = hi(d,1) = %, ya que d € Dy, C K. Asi pues, la
aplicacién I'y(—, 1) factoriza a través de la fibra de py_1, es decir Fy_;. La inclusién
Dy — K} es una cofibracién (Dy es un subcomplejo de Kj) y el cono reducido
sobre Fy_q, Fr_1 A1, es contractil podemos entonces encontrar una aplicacion
7 : K — Fyi_1 N1 tal que el siguiente cuadrado es conmutativo:

|

Kki>Fk_1 /\I
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Utilizando esa aplicacion construyamos el siguiente diagrama conmutativo:

AN A o
X—y k(—,
Fioy iﬁ Gr1A
KiS =2 Ay UK,
S
5 e .
F AT Gr1U(Fry A1) == GLA
hi(=,1) Py Pk

A=——————A

donde ¢y, : Ap_1 U K}, — Gr_1 U (Fx_1 A1) es la aplicacién inducida entre sumas
amalgamadas topologicas. La aplicacion ¢, es tnica y por tanto se tiene que
Pk © Tk © ¢ = pi o ¢ = hi(—,1). Utilizando de nuevo que pj es una fibracién,
podemos obtener a partir de la homotopia h; una homotopia @ : A, xI — GLA
tal que ®(—,1) = 1 0 ¢ y pr © Pr(—,0) = ix. Sea 1 = Pr(—,0), se tiene que
i = Pr © Y ¥ por tanto, la aplicacién i, factoriza a través de G A. O

El tipo de homotopia de la fibra del la n-ésima fibracién de Ganea es bien
conocida (cf. Proposicién 3.3. de [18] y Teorema 2 de [32]):

Proposicién 1.3.3 La fibra F,, de la n-ésima fibracion de Ganea p, : G,A — A
tiene el tipo de homotopia de x"T1QA.

Ejemplo 1.3.4 Co-H-espacios y suspensiones.

Un espacio topolégico dominado por una suspension tiene categoria uno (cf 1.1.4,
1.1.8). Reciprocamente, para espacios con el tipo de homotopia de un CW complejo
conexo con punto base *, utilizando la caracterizaciéon de Ganea, sabemos que si un
espacio de categoria uno es una retraccién de una suspensién. En otras palabras,
A es un co-H-espacio si y sélo si A es retraccién de una suspension.

1.4 La nilpotencia de la cohomologia.

Sea R un anillo conmutativo, denotaremos H*(—; R) la cohomologia con coefi-
cientes en R. Dada una triada topolégica (A; A, Ay), donde Ay, As son abiertos
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en A; U Ay, recordemos que se puede definir un cup-producto en cohomologia re-
lativa:
H"(A,A1;R) @ H*(A, Ay; R) —> H'(A, A U Ay; R)
a1 X as — a1 Uasg

que es asociativo y conmutativo, en el sentido graduado. Ademds, dada una apli-
cacién entre dos de esas triadas topoldgicas f : (A; A1, Ay) — (B; By, Bs), el
cup-producto es natural, es decir; f*: H*(B, By U By) — H*(A, A; U Ay) verifica
fr(byUbg) = f*(by) U f*(ba).

En particular, si Ay = Ay = 0, el cup-producto proporciona a H*(A; R) una
estructura de anillo graduado, conmutativo, asociativo y con unidad 1 € H°(A; R).
Denotamos H *(A; R) la cohomologia reducida, que es un anillo graduado conmu-
tativo y asociativo.

Definiciéon 1.4.1 Sea R un anillo. Definimos el indice de nilpotencia de R, nilR,
como el menor natural n que verifica que rire...1,01 =0 Vrp € R.

En particular un anillo R con unidad tiene nilR = oc.

Proposicién 1.4.2 Sea A un espacio topoldgico. Se tiene que:
nilH*(A; R) < catA

Demostracion. Omitiremos R, el anillo de coeficientes, en la notacion de la
prueba. Supongamos catA < n, ya que si la categoria es infinita no hay nada que
demostrar. Sea {U, }o<r<n, un recubrimiento categérico de A. Consideramos la
sucesion exacta de homologia reducida asociada a cada una de las inclusiones:

. — H*(A,U,) — H*(A) — H*(U,) — H*'*(A,U,) — H*™(A)...

para r = 0,...,n. Para cada uno de esos abiertos categéricos , la inclusién U, —
A es homoétopa a una constante, lo que implica que la aplicacién inducida en
cohomologfa reducida H*(A) — H*(U,) es nula. Utilizando la sucesién exacta de
cohomologia deducimos que existe un epimorfismo:

H (A U,) —=H"* T (A)Vr=0,...,n

Sean ag,a; ...,a, € H*(A), queremos comprobar que ay Ua;y...Ua, = 0.
Sea a, € H*(A,U,) la imagen reciproca de a, por ese epimorfismo. Utilizando la
asociatividad y la naturalidad del cup-producto, se tiene que agUa; . ..Ua,, € H*(A)
es la imagen del elemento ayUa;...Ua, € H*(A,UyUU;...U,). Ahora bien,
H*(A,UyuUy...U,) =0 ya que {U, }o<r<n s un recubrimiento de A. O
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Ejemplo 1.4.3 La categoria de los espacios proyectivos.

Hemos visto en ejemplos anteriores que la categoria de los espacios proyectivos
RP", CP" y HP" es menor o igual que n. La cohomologia de estos espacios es
bien conocida :
H*(RP"; Zs) = Zola:]/ (277"
H*(CP™;Z) = Z[zs) /(x5
H*(HP";Z) = Z[zy]/(}™)

En los tres casos es un dlgebra polinomial generada por x4, elemento de grado

d = 1,2,4 respectivamente, truncada por 27", Por tanto,

nilf]*(RP"; Zy) = cat(RP") =n
nil " (CP™; Z) = cat(CP™ Z) = n
nilH*(HP"; Z) = cat(HP™Z) = n

1.5 La categoria fuerte y la longitud en conos.

En [14]|, Fox introdujo una variante de la definicién de categoria de Lusternik
)
Schnirelmann, sustituyendo “abierto categdrico” por “abierto contréactil”, y propor-
ciono ejemplos que demuestran que esta definicién no es un invariante homotdépico.
Msés tarde, Ganea presentd en |[15] otra variacion, conocida como categoria fuerte
b b )
que si tiene la propiedad de ser un invariante homotopico.

Definicién 1.5.1 Sea A un espacio topologico con punto base x. Diremos que la
categoria fuerte de A, CatA, es menor o igual que n si A tiene el tipo de homotopia
relativo a * de un CW-complejo que admite un recubrimiento formado por n + 1
subcomplejos contrdctiles. Si no existe tal n escribiremos CatA = .

Denotaremos W* la categoria de los espacios topologicos con punto base * que
tienen el tipo de homotopia relativo a * de un CW-complejo.

Ejemplo 1.5.2 i) Los espacios que no pertenecen a W* se dicen de categoria fuerte
infinita.

ii) Los espacios de categoria fuerte 0 son los espacios contrdctiles relativamente
a *.
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Se sigue directamente de la definicién y de la propiedad 1.1.14 que cat A < CatA.
Veremos mas adelante que existen ejemplos de espacios donde cat # Cat.

Ganea obtiene una caracterizacion de Cat en términos de cofibraciones ho-
motopicas.

Teorema 1.5.3 Sea A € W* y conexo por caminos. Entonces:
(i) CatA =0 siy sdlo si A es contrdctil.
(ii) CatA < n siy sdlo si existe una cofibracion homotdpica:

L L)An—l L)An

tal que A,, tiene el tipo de homotopia libre de A, L y A, _1 tienen el tipo de homo-
topia relativa a x de CW-complejos y A,_1 es un espacio conexo con CatA,_ 1 <
n—1.

Demostracion. La primera asercion se deduce de la definicion.

Demostremos (ii). Supongamos que CatA < n, A tiene el tipo de homotopia
de un CW-complejo J formado por n+ 1 subcomplejos contractiles: Jy, Ji, ..., Jp.
Sean los CW-complejos K = U} J; y L = Jy N K. A partir de la conexidad de
A, salvo reordenacién de los J,., podemos suponer K y L conexos, L no vacio. La
inclusién (K, L) < (J, Jy) induce un homeomorfismo entre la cofibra de L — K,
K/L y la cofibra de Jy — J, J/Jy. Ahora bien, Jy es contréctil, por tanto J/.Jy
tiene el tipo de homotopia libre de J, o sea, de A.

Reciprocamente, supongamos que existe la cofibracion del enunciado, donde
CatA,_1 < n—1. Sean L' y K dos CW-complejos, CW-aproximaciones de L y
A, _1, respectivamente, donde K es la uniéon de n subcomplejos contréactiles K7,
K, ..., K,. Podemos suponer [31] que existen Ly, Lo,..., L, subcomplejos de L,
que recubren L, y una aproximacién y' : L' — K de p tales que p/(L,) C K, para
r =1,...,n. La cofibra de 1/, que denotamos C,,, tiene el tipo de homotopia de
la cofibra de p, es decir, de A,,. El CW-complejo C), tiene categoria fuerte n, pues
esta formado por la unién de n+1 CW-complejos contractiles Cy, C ... C),, donde
Cp es el cono reducido de L', y C, es el cilindro de la restricciéon u' : L, — K,
parar=1,...,n.

O
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Corolario 1.5.4 Los espacios de W* conexos por caminos de categoria fuerte 1
son las suspensiones.

Por tanto, un co-H-espacio que no tiene el tipo de homotopia de una suspension
es un espacio con categoria 1 y categoria fuerte estrictamente mayor que 1. En
el capitulo 5 veremos un ejemplo de tal co-H-espacio, descubierto por Berstein y
Hilton en [6].

Corolario 1.5.5 Categoria fuerte de los espacios de Ganea.
Sea A € W*, conexo por caminos. El n-ésimo espacio de Ganea de A tiene
categoria fuerte menor o iqual que n.

Demostracion. Se deduce de la construccién de G, A, a partir del teorema 1.5.3
y de la propiedad 1.1.11.

La categoria fuerte y la categoria estan estrechamente relacionadas. El siguiente
resultado se debe a Ganea y a Takens:

Proposicién 1.5.6 Sea A € W*, conexo por caminos, tal que catA < n. FEziste
una suspension X H tal que

Cat(AV XH) <n.
En particular, se verifica:

catA < CatA < catA + 1.

Demostracion. Supongamos que catA < n, sea K un CW-complejo con el
tipo de homotopia de A, tal que K admite un recubrimiento formado por n + 1
subcomplejos contractiles en K, Kg, Ki,...,K,. Sea K’ el complejo obtenido
pegando un cono sobre cada K,. K’ tiene categoria fuerte n, ya que es la unién de
n + 1 conos, que son espacios contractiles.

Demostraremos que K’ tiene el tipo de homotopia de K V XKy V ...V XK,.
Sea K| el espacio obtenido a partir de K pegando un cono sobre K,. K| es el
cono de la inclusion Ky — K, que es una aplicacién homotdpa a la aplicacion
trivial Ko — K. K} tiene asf el tipo de homotopia del cono de Ky — K, que es
K VY K. Reiterando el argumento se obtiene que K VXK V...VYXK, tiene el tipo
de homotopia de K’, y la proposicién es cierta tomando XH = XKy V...V XK,.
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La primera desigualdad se deduce directamente de las definiciones. Respecto
a la segunda, si catA < n, existe X H tal que Cat(AV XH) < n. El espacio A
tiene el tipo de homotopia del cono de la inclusion X H — AV X H, y utilizando la
caracterizacion de Ganea se tiene que

CatA < Cat(AVYEH)+1<catA+ 1.

Corolario 1.5.7 Para todo co-H-espacio B € W*, conexo por caminos, existe un
espacio H tal que BNV X H es una suspension.

La categoria fuerte indica el niimero minimo de cofibraciones necesarias L, —
A, — A, para construir un CW-complejo a partir de una suspension A;. A
partir de la caracterizacién de Ganea, exigiendo condiciones extra a los espacios
L,, se pueden definir otros invariantes homotopicos. Por ejemplo, si se exige que L,
sea una suspension, se obtiene la longitud en conos, y si se exige que sea una sus-
pension iterada, se obtiene la gran longitud en conos. Estos dos invariantes fueron
estudiados por Cornea, primero en [7], donde demuestra propiedades andlogas a
las de la categoria fuerte y después en [8] donde demuestra la equivalencia de las
tres definiciones.

Definicién 1.5.8 Longitud en conos.

Sea A € W*, conexo por caminos. Diremos que la longitud en conos de A es
cero si A es contrdctil y escribiremos clA = 0. Diremos que la longitud en conos
de A es menor o igual a uno si A tiene el tipo de homotopia de una suspension.
Diremos que la longitud en conos de A es menor o igual que n y escribiremos
clA < n si y solo si existe una cofibracion homotopica:

L5 A4, A,

tal que A, tiene el tipo de homotopia de A, L y A, _1 tienen el tipo de homotopia
de CW-complejos y A,_1 es un espacio conexo por caminos tal que clA, 1 < n—1.
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Definicién 1.5.9 Gran longitud en conos.

Sea A € W*, conexo por caminos. Diremos que la gran longitud en conos de
A es cero si A es contrdctil y escribiremos CIA = 0. Diremos que la gran longitud
en conos de A es menor o igual a uno st A tiene el tipo de homotopia de una
suspension. Diremos que la gran longitud en conos de A es menor o igual que n y
escribiremos CIA < n si y solo si existe una cofibracion homotépica:

ol 24, -5 A,

tal que A, tiene el tipo de homotopia de A, L y A,_1 tienen el tipo de homotopia
de CW-complejos y A,_1 es un espacio conexo por caminos tal que ClA, 1 < n—1.

Se deduce inmediatamente de las definiciones que:
catA < CatA < clA < ClA.

En [7] Cornea estudié las propiedades de estas longitudes en conos, y en [§]
demostré que son equivalentes a la nocion de categoria fuerte:

Teorema 1.5.10 /8] Sea A € W*, conexo por caminos. Se tiene que:
CatA = clA = CIA.

Utilizando este teorema y el Teorema 1.1. de [8] se puede determinar el espa-
cio H del teorema 1.5.6 en funcién del espacio de lazos de A. Este resultado lo
utilizaremos en el capitulo tercero, pero solo en un caso particular: para los espa-
cios de categoria dos, por esta razén no proporcionamos la (larga) demostracion
general.

1.6 La longitud en conos de esferas.

En esta seccién nos ocuparemos de un invariante homotoépico denominado longitud
en esferas. Este invariante se define de manera analoga a las longitudes en conos,
pero imponiendo una condiciéon muy estricta sobre los espacios que se utilizan como
cobases en las cofibraciones: se exige que sean una suma puntual de esferas.
Recordemos que W* representa la categoria de los espacios topoldgicos con
punto base * que tienen el tipo de homotopia relativo a * de un CW-complejo:
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Definicién 1.6.1 Longitud en conos de esferas.

Sea A € W*, conexo por caminos. Diremos que la longitud en conos de esferas
de A es cero si A es contractil y escribiremos clsA = 0. Diremos que la longitud
en conos de esferas de A es menor o igual que n y escribiremos clsA < n si y solo
st existe una cofibracion homotopica:

LA, A,

donde A, tiene el tipo de homotopia de A, L es una suma puntual de esferas y A,_1
es un espacio topologico con el tipo de homotopia de un CW complejo, conexo por
caminos y con punto base x tal que clgA,_1 <n —1.

Este invariante de homotopia mide el nimero minimo de etapas necesarias para
construir un CW-complejo a partir de las células. A partir de las definiciones se
deduce:

catA < CatA < clgA.

Ejemplo 1.6.2 Longitud en conos de una suspension.

Los espacios de longitud en conos uno son simplemente las sumas puntuales de
esferas. Una suspension no contractil que no tenga el tipo de homotopia de tal
suma puntual, por ejemplo YCP? = S3 U €, es un espacio donde la categorfa
fuerte (y por tanto la categoria) es estrictamente menor que la longitud en esferas.

Ademas de ser diferentes, como se ve en este ejemplo, se tiene que la longitud
en esferas y la categoria no estan tan préximas como la categoria y la categoria
fuerte. En la proposicion 1.5.6 hemos visto que la diferencia de Cat y cat es a
lo sumo 1, sin embargo no hay ninguna mayoracién de la diferencia entre cat y
clg. La siguiente propiedad, senalada por Cornea, nos proporciona una minoracion
mejor de la longitud en conos en esferas:

Propiedad 1.6.3 Sea A € W*, conexo por caminos. Supongamos que existen n
operaciones de cohomologia O°, s =1,...,n tales que O™ o O"1 .. OY(&) # 0,
siendo & una clase de cohomologia de A, entonces n+ 1 < clgA.

Demostracion. Sean G, II dos grupos abelianos, m y n dos enteros. Recordemos
que una operacion de cohomologia de tipo (G, m;I1, n) es una transformacién natu-
ral O : H™(—;G) — H"(—;1II). Debido a la representabilidad de la cohomologia
existe una biyeccién entre las operaciones de cohomologia de tipo (G, m; 11, n) y las
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clases de aplicaciones [K (G, n), K(II,m)], donde K(G,n) y K(II,m) son espacios
de Eilenberg-McLane de tipo (G,n) y (II, m) respectivamente.

Demostremos el resultado por recurrencia. Supongamos que existe una opera-
cién de cohomologia no nula en A, A no puede tener el tipo de homotopia de una

suma puntual de esferas, puesto que en tal suma puntual no hay operaciones de
cohomologia, o sea, clgA > 2.

Sean O° : K(Il;_1,ms 1) — K(Il;,mg), s = 1,...,n, n operaciones de coho-
mologia. Supongamos que O™ o O"1... O1(&) # 0, siendo £ € H™ (A;1y) una
clase de cohomologia de A representada por ¢ : A — K (Ilg,mp). Denotemos
O : K(Ily,mg) — K(II,,_1,m,_1) la composicién @' = O"1 ... 0 O? 0 O

Sea A tal que clgA < 00, existe entonces una cofibracién homotdpica
L5 B A

donde clgB = clgA—1y L es una suma puntual de esferas. Considérese el diagrama
conmutativo:

L-tsp—" -4 SL

al ¢
Y

K (o, mo) L K (p_1, 1) —<> K(I1,,, m,,)

Por hipétesis se tiene que O" o O’ o € # 0. Vamos a demostrar que O’ o on # 0

Supongamos que O’ o £ on es homotdpicamente nula, existiria entonces una
factorizacién ¢ : ¥ L — K(II,,_1,m,_1) de tal composicién. Como XL es una
suma puntual de esferas, no hay operaciones de cohomologia y se tiene que O™ o
O’ o0& =0 lo que contradice las hipdtesis.

Por tanto O o £ o7 es no nula. Utilizando la hip6tesis de recurrencia, como
£ on es una clase de cohomologia de B tal que O™ !... O o on #£ 0, se tiene que
clsB > n y entonces clgA > n + 1. O
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Utilizando esta propiedad se encuentran ejemplos donde la diferencia entre
CatA y clgE es tan grande como se quiera.

Ejemplo 1.6.4 Longitud en conos de esferas de XCP".

Sea CP" el espacio proyectivo complejo, n > 2. Su categoria es n, al igual que su
longitud en esferas. Recordemos que la cohomologia de CP" es un algebra polino-
mial truncada, y por ello existen operaciones de cohomologia no nulas (potencias
de Steenrod). Las operaciones de cohomologia son invariantes para la suspension,
por tanto X CP" tiene potencias de Steenrod de orden n y clgXCP"™ > n, pero este
espacio es una suspension y por ello CatXCP" = 1.
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Capitulo 2

Cancelacion de esferas p-locales y
racionales.

El problema de la cancelacién de esferas puede plantearse en los siguientes términos
st una propiedad homotdpica se verifica para una suma puntual AV S", ;qué ocurre
con esa propiedad en A? Por ejemplo, la cohomologia y la homologia de A se
determinan facilmente si se conoce la de A vV S", la categoria de A y de A V
S™ coinciden si A es conexo por caminos ..., sin embargo hay situaciones mé&s
complicadas : el tipo de homotopia de A V S™ no permite precisar el tipo de
homotopia de A, existen ejemplos de espacios A y B de distinto tipo de homotopia
tales que AV S" ~ BV S".

El fenémeno de cancelacion que nos interesa es el siguiente: si AVS"™ es la cofibra
de una aplicacién entre dos sumas puntuales de esferas, jes A también cofibra de
una aplicacién de este tipo? Veremos aqui que la respuesta es afirmativa cuando
el espacio A es p-local o racional. En el caso racional podemos incluso cancelar
una suma puntual infinita de esferas.

En el caso racional este tipo de cancelacion estd intimamente relacionado con
los espacios de categoria 2. Félix y Thomas estudiaron estos espacios en [13] y
demostraron ese fenémeno sin enunciarlo explicitamente. Otra demostracion en el
caso racional se encuentra en la prueba del teorema de Félix y Thomas dada por
Cornea en [7]. Como en la demostracién de Félix y Thomas se utilizan los modelos
algebraicos de Sullivan, y en la de Cornea los modelos de Quillen, aqui presentare-
mos una nueva demostracién, mas geométrica, que puede generalizarse al caso
p-local.

En la primera seccion definiremos la P-localizacién de un CW complejo, sim-
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plemente conexo y con punto base, donde P es una familia de primos. Veremos
los ejemplos usuales de p-localizacion, donde p es un primo, y de racionalizacion.
Enunciaremos las propiedades y teoremas mas importantes. La referencia fun-
damental es “Localization of Nilpotent Groups and Spaces”, de Hilton, Mislin y
Roitberg [24].

En la segunda seccion nos ocuparemos de la longitud en conos de esferas, y su
posible definicién para espacios p-locales y racionales.

En la tercera seccién presentaremos el fenémeno de cancelacién racional, y su
relaciéon con la longitud en esferas racional. La tultima seccién estd dedicada al
mismo problema en el contexto p-local.

2.1 Localizacién y Racionalizacion.

Sea Wi la categoria de los espacios topolégicos simplemente conexos con punto
base %, con el tipo de homotopia relativo a * de un CW complejo. Las aplicaciones
son las aplicaciones continuas que conservan el punto base %, y las homotopias son
relativas al punto base *. Los grupos de homotopia de un espacio A € W son
grupos abelianos, por ello presentaremos en esta seccién la teoria de P-localizacion
de grupos aplicada a los grupos abelianos, aunque esta teoria puede desarrollarse
en el caso, mas general, de grupos nilpotentes. Recordemos que la localizacion de
Z en P, que denotamos Zp, es el anillo de fracciones donde se han invertido todos
los primos que no estan en P.

Definicién 2.1.1 Los grupos abelianos P-locales. Sea P una familia de primos y
Zp la localizacion en P de Z. Diremos que un grupo abeliano G es un grupo P-local
si G es un Zp-modulo, i.e., si la aplicacion G — G ® Zp definida g — g® 1 es
un isomorfismo.

Las familias de primos que utilizaremos normalmente son P =0y P = {p}

Ejemplo 2.1.2 Grupos p-locales.

Sea p un numero primo fijado. Los ejemplos clasicos de grupos p-locales son los
grupos abelianos finitos de torsion p y la p-localizacién de Z, que denotaremos Z ).

Ejemplo 2.1.3 Grupos (-locales o racionales.
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Sea P = (), la localizacién Zy es el conjunto de racionales Q. Un grupo (-local
es en particular un grupo divisible. Ejemplos clasicos de grupos divisibles son los
espacios vectoriales racionales, que son grupos (-locales. Sin embargo, el grupo
divisible de torsiéon Q/Z no es un grupo @-local.

Para simplificar, escribiremos siempre p-local (respectivamente racional) y no
{p}-local (respectivamente (-local).

Definicion 2.1.4 Sea A € Wy y sea P una familia de primos. Diremos que el
espacio A es P-local si los grupos de homotopia de A son grupos abelianos P-locales.

Ejemplo 2.1.5 Localizacion trivial

Todo A € Wy es P-local si P es la familia de todos los primos.

Ejemplo 2.1.6 Espacios racionales.

Dado A € Wy, A sera un espacio racional si todos sus grupos de homotopia
son espacios vectoriales racionales. Los espacios de Eilenberg-Mac Lane, K(V,n),
donde V' es un espacio vectorial racional, y sus productos son ejemplos de espacios
racionales.

Ejemplo 2.1.7 FEspacios p-locales

Dado A € WY, p un nimero primo, A sera un espacio p-local si todos sus grupos
de homotopia son grupos p-locales. Los espacios de Eilenberg Mac-Lane K (G, n),
donde G es un grupo p-local, como por ejemplo K(Z/p"Z,n), y sus productos son
espacios p-locales.

Ejemplo 2.1.8 Las esferas tienen p-torsion para todo primo p, por tanto no son
espacios racionales, ni p-locales, ni en general P-locales para minguna familia
propia P de primos.

Definicién 2.1.9 P-localizacion de un espacio.

Sea P una familia de primos. Sean A, B € W;. Diremos que una aplicacion
f: A— B P-localiza el espacio A, si B es P-local y para todo espacio D P-local
la aplicacion f induce una biyeccion

(B, D] = [A, D]
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Una P-localizacién es pues una aplicacién f : A — B donde B es P-local, que
es universal para toda aplicacién g : A — D, siendo D un espacio P-local.

g

7
\f\ ‘gp

B

D.

Existen dos teorema fundamentales en teoria de la P-localizacién, cuya de-
mostracion puede encontrarse en [24]. El primer teorema nos dice que podemos
detectar una localizacion de dos maneras equivalentes; una estudiando los homo-
morfismos inducidos en homotopia y otra estudiando los inducidos en homologia.
El segundo teorema asegura la existencia de P-localizaciones.

Teorema 2.1.10 Sea f: A — B, donde A, B € WY. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) f P-localiza el espacio A.

(1) B es P-local y m,(f) @ Zp : mp(A) ® Zp — m,(B) es un isomorfismo para
todon > 1.

(i1i) B es P-local y H,(f) : H,(A) ® Zp — H,(B) es un isomorfismo para
todon > 1.

Teorema 2.1.11 FExzxistencia de la P-localizacion
Sea P una familia de primos. Todo espacio A € Wy admite una P-localizacion,
unica salvo equivalencia de homotopia.

Dado A € WY, fijaremos una P-localizacion y la denotaremos p : A — Ap.

Observaciéon 2.1.12 Hay que senalar que en la prueba del teorema 2.1.10 se uti-
liza un resultado interesante en si mismo:

Sea P una familia de primos, y sea B € WY. Entonces m,(B) es P-local para
todon > 1 si y solo si H,(B) es P-local para todo n > 1.

A partir de estos dos teoremas, debido a la universalidad de la P-localizacion,
se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1.13 (i) Sea F — E — B una fibracion homotdpica en Wy.
Entonces Fp — Ep — Bp es una fibracion homotépica en Wy.

(ii) Sea A — B — C' una cofibracion homotdpica en Wy. Entonces Ap —
Bp — Cp es una cofibracion homotopica en Wy.
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Corolario 2.1.14 Racionalizacion de un espacio.
Dado A € WY, existe un espacio racional Ay y una aplicacion 6y : A — Ay
tal que toda aplicacion g : A — D, donde D es un espacio racional, factoriza a

través de 6.
g

\\90\ 90 7

Ao

A D

Ejemplo 2.1.15 Racionalizacion de una esfera impar.

Sea f : S — K(Q,2n + 1) la inclusién de la primera célula del espacio de
Einlenberg-McLane. Esta aplicacién induce un isomorfismo entre los grupos de
homotopia al tensorizar por Q, ya que todos los grupos de homotopia de S?**!,
excepto el 2n 4+ 1 que es Z, son de torsion. La racionalizacién de una esfera impar
S?"t1 es por tanto el espacio de Moore K(Q,2n + 1).

Corolario 2.1.16 Localizacion en p de un espacio.

Sea p un nimero primo. Dado A € WY, ewiste un espacio p-local Ay y una
aplicacion 0y : A — Ay tal que toda aplicacion g : A — D, donde D es un
espacio p-local, factoriza a través de 0.

g

W> 9w 7

Ap)

A D

2.2 La longitud en conos de esferas P-locales.

Recordemos que la longitud en conos de un espacio topoldgico conexo por caminos,
con punto de base x y con el tipo de homotopia relativa al punto * de un CW-
complejo, se define como el nimero minimo de cofibraciones necesarias para cons-
truir el espacio a partir de sumas puntuales de esferas, e indica, en cierta manera,
la descomposicion celular minima del CW-complejo. En el contexto P-local esta
nocién no tiene mucho sentido ya que en la construccion de una P-localizacién
se anaden a menudo infinitas células, para eliminar la torsién de los grupos de
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homotopia. Por ejemplo, hemos visto en el ejemplo 2.1.15 que la racionalizacion
del CW-complejo més sencillo (una esfera impar) es un espacio de Einlenberg-
McLane que es un CW-complejo con un nimero infinito de células.

Introduciremos por tanto una nueva definicién de longitud en conos, més co-
herente en el contexto P-local. Recuérdese que las cofibraciones conmutan con las
P-localizaciones, podemos entonces utilizar las esferas P-localizadas para construir
los espacios P-localizados, y definir:

Definicién 2.2.1 Longitud en conos de esferas P-locales.

Sea A € Wy, A un espacio P-local. Diremos que la longitud en conos de esferas
de A es cero si A es contractil y escribiremos clsA = 0. Diremos que la longitud
en conos de esferas de A es menor o igual que n y escribiremos clsA < n si y solo
si existe una cofibracion homotopica:

LA, A,

donde A, tiene el tipo de homotopia de A, L es una suma puntual de esferas
P-locales y An—1 € W, A1 P-local, tal que clsA,—1 <n—1.

Utilizaremos la misma notacion para la longitud en conos de esferas y la longitud
en conos de esferas P-locales, teniendo siempre presente que si A es P-local, clgA es
su longitud en esferas P-locales. En particular si A es racional clgA es su longitud
en conos en esferas racionales, si A es p-local clgA es su longitud en conos en esferas
p-locales...

Propiedad 2.2.2 Sea A € WY, sea Ap su P-localizacion, donde P es una familia
de primos. Se verifica:

cls(Ap) < cl A

Demostracion. Se deduce del corolario 2.1.13.

2.3 Cancelacion racional.

En esta seccién las esferas son esferas racionales y en general, los espacios son 1-
conexos racionales. En particular los grupos de homotopia y de homologia de tal
espacio son espacios vectoriales racionales.



37

Teorema 2.3.1 Sea Ag un espacio racional simplemente conexo. Supongamos que
existe una cofibracion homotopica:

\/ 8" 5/ S L 4y v/ S™

reR keK leL

Entonces se puede construir otra cofibracion:

\/ s L\ s 4

reR’ keK'
Corolario 2.3.2 Sea Ay un espacio racional simplemente conexo. Se tiene que
cls(Aog) < 2 si y solo si cls (Ao V Vier, S™) < 2, donde \icr, S™ es una suma
puntual de esferas racionales.

Demostracion. Supongamos que existe tal cofibracion homotépica:

\/ S™ 2\ 8 4\ s
reR keK leL
Recordemos que a una cofibracion se le asocia una sucesién exacta larga en
homologia. En este caso particular, tenemos la siguiente sucesion exacta de espacios
vectoriales racionales:

C— Hy(\ S™) L5 H,y(\) S™) 25 Hy(Ag)eHa(\/ ™) == Ha(\/ 8.

reER keK leL reER

Sea V = H,(Vcr, S™). Por ser una sucesién exacta de espacios vectoriales es
escindida y podemos descomponer V' = V] & V5, donde

Vi= {veV /velmn}
Vo= {veV /o) #0} 7

Sean {v;}ier,, {vitier, bases de Vi y V5, respectivamente, su unién es una base
de V. Sea vy € V.= H,(Vier S™) un elemento de alguna de las bases, como
todo elemento de homologia de una esfera proviene de una clase de homotopia,
sabemos que existe una aplicacién S™ = \/,c; S™, que realiza el elemento vy, i.e.
(v1)«(¢) = v; donde ¢ es el generador de homologia de la esfera S™. Utilizando
las familias {v;}ier, v {vitier, se puede definir una aplicacién continua entre las
sumas puntuales de esferas:

(tiery)vi + (Fier,)vr \/ S™ v \/ S" — \/ S™

lely l€Ls leL
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que es una equivalencia de homotopia por ser un isomorfismo homolégico entre
espacios 1-conexos.

Por esta razén, podemos suponer que la cofibracién homotépica tiene la si-
guiente forma:

VA Y L IRV LAVA VA

reER keK lely €L

donde H.(Vier, S™) = Vi y Hi(Vier, S™) = Va.
Empezaremos cancelando la subsuma V<, S™. Supongamos entonces que exis-
te una cofibracién homotdépica:

VA e VA L N AVAR VAR

reR keK lely

tal que 7, es sobreyectiva en H,(Vcr, S™). Existe entonces un subespacio de
H,.(Vier S™) isomorfo via n, a H,(V;er, S™), subespacio que puede realizarse
en una subsuma puntual de V;cx S™. Es decir, podemos suponer que V;c,, S™
proviene de una subsuma puntual de V,cx S™, que denotaremos Vi, S, sea
entonces K = K; U K'. Construyamos entonces el siguiente diagrama (cf. 6.12),
donde las lineas horizontales y verticales son cofibraciones homotépicas:

* Vier, 8™ === Vjek, S™

T

o n
réR S > \/kGK S > AO \4 VlEL1 S™

T

H n
rer D" —= Vierr S™ Ou’

La cofibra de y’ y la cofibra de n o ¢ tienen el mismo tipo de homotopia. La
cofibra de noi es Ay y C,s es la cofibra de una aplicacién entre dos sumas puntuales
de esferas, la suma V¢, S™ puede cancelarse.

Pasemos a la otra cancelacion, supongamos que existe una cofibracion ho-
motdpica:

\/STLTL> \/ Sk L’AOV \/ Qi

reR keK l€Ls
donde Vcz, S™ se va a una subsuma puntual V,cp, S de V,cpS™ ! via el
morfismo de conexién. Denotemos R = Ry U R'. Podemos construir un diagrama
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analogo al caso anterior:

/

Ot n
\/TER/ S —— \/k:EK Sk CMOL

! |

Vier S™ s Viex S™ s AoV Vier, S™

| | |

r o1
Vier, S" * Vier, 8"F

Sea la aplicaciéon compuesta:

C#/ —>A0\/ \/ Snl —)Ao.

lels

Esta aplicacion es un isomorfismo de homologia, por tanto, Ay tiene el tipo de
homotopia de C}, siendo de nuevo C, la cofibra de una aplicacién entre sumas
puntuales de esferas. O

2.4 Cancelacion p-local.

Demostraremos el mismo fenémeno de cancelacion anterior en el contexto p-local.
En esta seccion todos los espacios seran siempre 1-conexos y p-locales, por tanto
sus grupos de homotopia y de homologia son grupos abelianos p-locales.

Teorema 2.4.1 Sea A un espacio p-local simplemente conexo. Supongamos que
existe una cofibracion homotopica:

\/ s 5\ s S Av ST

reR keK

Entonces se puede construir otra cofibracion:

\/ sm L\ s A

reR’ keK'

Corolario 2.4.2 Sea A un espacio p-local simplemente conexo. Se tiene que
clsA <2 siy sdlo si clg(AVS™) <2, para todo n > 2.
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Antes de la demostracion del teorema, probaremos el siguiente lema, que nos
proporciona condiciones para “cambiar” una aplicacion de una esfera en una suma
puntual por la inclusién canénica de la esfera en la suma.

Lema 2.4.3 Sean p primo y q tal que m.c.d.(p,q) = 1. Sea S™ la esfera p-local,
denotaremos v el generador de la homologia H,(S™). Sea ¢ : S" — W V S" una
aplicacion continua tal que ¥, (1) = qu+w, donde w € H, (W), siendo W un espacio
p-local arbitrario.

W v S ——Cy

/ :
S"\ 7
WvSsr——W

Entonces existe una equivalencia de homotopia W : WV S" — W V' S™ tal que
U oi=1. En particular, la cofibra de v tiene el tipo de homotopia de W .

Demostracion. Denotaremos ¥ : W VvV S" — W V S™ la suma de ¢ y de la
inclusion canénica: W — W VvV S™. Vamos a demostrar que ¥ es un isomorfismo
en homologia y asi, ¥ es una equivalencia de homotopia.

Sea ¢ el generador de H,(S™) = Z,), obsérvese que si p y ¢ son primos entre
si el elemento gt es también un generador de H,(S™). Esto implica que ¥, es un
isomorfismo.

Sea Uy la cofibra homotdpica de . En el diagrama

S VA s

| v

st L stV
las aplicaciones verticales son equivalencias de homotopia, por tanto las cofibras
homotépicas de 7 y v tienen el mismo tipo de homotopia . O

Este lema se utilizara en la prueba del teorema de cancelacién p-local.

Demostracion del teorema 2.4.1. Dada la cofibracién homotdpica del enunciado:

\/ §m L\ s A st

reER keK
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existe una sucesion exacta larga de homologia de Z,)-mddulos:

.. H, (\/ snr> 2 H, (\/ s"k) 2 H,(A) ® H,(S") -2 H, (\/ snr“)

reR keK reR

Sea ¢ el generador de H,(S™). Existen dos posibilidades para

Caso I: Existe v € H,, (Vex S™) tal que n.(v) = ¢ donde el elemento v no
sera divisible por p, por no serlo ¢

Caso 2: 0(t) # 0. Entonces podemos descomponer §(¢t) = p'f3, siendo 8 €
H,(\V,er S™ 1) un elemento que no es divisible por p.

Caso 1: Sea ¢ : 8™ — Vjcx S™ una aplicacién tal que ¥,(¢) = v. Como
v no es divisible por p, podemos escribir v = q¢1 + wy, donde m.c.d.(p,q) = 1,
t1 es el generador de homologia de una esfera 8™y, v wy € H,(Vyerr S™) siendo
K = K'U{ky}. Utilizando el lema 2.4.3 se deduce que la cofibra homotépica de 1)
es la suma puntual de esferas \/jcp: S™*.

Vamos construir de nuevo un diagrama (cf 6.12) donde las flechas horizontales
y verticales son todas cofibraciones homotdpicas:

n
* Ok T Pk

bk

Vier S™ —E Ve S™ —L= AV 8"

o

TER S *M> vkEK’ Sk A’

Obsérvese que (n o 1),(t1) = n«(v) = . Utilizando de nuevo el lema 2.4.3 para
q = 1 obtenemos A’ ~ A, por tanto A es la cofibra de una aplicaciéon entre dos
sumas puntuales.

Caso 2: 6(1) = p'8 # 0, 8 no divisible por p.

2.1) Supongamos t = 0 entonces §(:) = 3, 8 € H,(V,erS™ ™). Podemos
escribir 3 = gty + ws, donde ¢y es el generador de homologfa de una n-esfera Sy
wy € Hy(Vyer S™ ™), donde R = R U {ry}.

Utilizando el lema 2.4.3 podemos descomponer V,cp S™ ™ = S"V \/, cp S™ T
y construir un diagrama (cf 6.12) donde las lineas horizontales y verticales son
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todas cofibraciones homotépicas:

w n
Vier 8" —— Vier S™ A

l i

Vier S™ —> Vie S™ —1> A v 8™

N

n—1 n
Sy, * Sy,

La composicién de la aplicacién 7 con la proyeccion canénica A V S™ — A induce
un isomorfismo en homologia. Se tiene que A tiene el tipo de homotopia de A’ que
es la cofibra de una aplicacién entre dos sumas puntuales de esferas.

2.2) Supongamos ahora que 6(¢t) = p' donde t > 0. Como tenemos una
sucesién exacta de homologia se verifica que p.(3) = 0, ya que H, (Vyex S™ 1)
es un Z-médulo libre. Por tanto existe un elemento v € H,(A) & H,(S™) tal que
d(v) = B. El elemento v puede descomponerse en una suma v = st +wsz donde ¢ es
el generador de S™ y w3 € H,(A). Sustituyendo v por su expresién en funcién de ¢
y ws se obtiene que ¢ —p'v = (1 —p's)e+plws. A partir de §(¢ —p'v) = 0 se deduce
la existencia de un elemento v’ € H, (V,cx S™) tal que n. (V') = (1 — p's)t + plws.

Sea ¥ : S" — Vcx S™ una aplicacién tal que ¢,(t) = /. El elemento
(1 — p's)t + p'ws no es divisible por p, y por tanto v/ tampoco es divisible por
p, podemos descomponer v/ = quq + wy y utilizar el lema 2.4.3 para obtener que
la cofibra de 1 es una suma puntual Vcg S™. Construyamos de nuevo segun
6.12 un diagrama donde todas las lineas horizontales y verticales son cofibraciones
homotopicas:

R

Vier S™ s Viex S™ : A \1 S»
Vier S™ s Viexr S™ ? A’

Aplicando el lema 2.4.3 a n o ¢ obtenemos A ~ A’, donde A’ es la cofibra de una
aplicacion entre dos sumas puntuales de esferas. O




Capitulo 3

Aplicacién a los espacios de
categoria 2.

Los resultados sobre cancelacién del capitulo anterior seran aplicados en el contexto
racional y p-local a los espacios de categoria dos.

La primera seccién estd dedicada a un caso particular de un teorema de Cornea
(cf Teorema 1.1 [7]), que proporciona, dado un CW-complejo A conexo por caminos
de categoria 2, una cofibracion homotopica:

YL — YK —AVYXH

donde L, K y H se expresan en funcién del espacio de lazos de A.

En la segunda seccion se define la categoria P-local y la categoria fuerte P-
local, y se estudia la relacién de estos invariates P-localizados con los invariantes
generales. Lemaire y Sigrist conjeturaron en [28] que la categoria racional (cate-
gorfa P-local para P = ()) coincide con la categoria fuerte racional. Recientemente,
Dupont ha encontrado un contraejemplo a esta conjetura: un espacio racional sim-
plemente conexo de categoria tres y categoria fuerte cuatro [11]. Félix y Thomas
demostraron en [13] que si un espacio A 1-conexo, racional, de tipo finito, tiene
categoria dos, entonces su categoria fuerte es también dos En la tercera seccion
proporcionamos una demostracion alternativa al resultado de Félix y Thomas, de
hecho es un corolario de la cancelacion racional, que no necesita la hipétesis “tipo
finito”.

En la cuarta seccién generalizaremos ese resultado a espacios p-locales cuyo
espacio de lazos admite una descomposicién: los espacios p-descomponibles. Ob-
tendremos, aplicando un resultado de McGibbon y Wilkerson, que si A es un CW

43
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complejo finito, cuya homotopia racional es finita y de categoria dos, entonces sus
p-localizaciones tienen categoria fuerte dos para casi todo p.

3.1 Espacios de categoria fuerte dos.

Denotamos W* la categoria de los espacios topoldgicos con punto base *, con el
tipo de homotopia relativo a * de un CW-complejo. Hemos visto en el capitulo
uno dado un espacio A € W*, conexo por caminos, si catA < n existe un espacio
H tal que Cat(AVXH) <n (cf 1.5.6) En el Teorema 1.1. de [7] Cornea determina
el espacio H y la familia de n cofibraciones homotdpicas en funcion del espacio de
lazos de A. Utilizaremos este resultado aplicado a los espacios de categoria menor
o igual a dos.

Teorema 3.1.1 ([7], Teorema 1.1) Sea A € W*, conexo por caminos de categoria
menor o iqual a dos. Fxiste una cofibracion homotopica:

FQAV (NQANSH) 25 S0QAV (QAANSH) - AV EH,

donde H = Q(x3QA).

La prueba de este teorema utiliza las propiedades de los limites homotdpicos
(cf Apéndice).
Demostracion del teorema 3.1.1. Consideremos la construccion “fibra-cofibra”
de Ganea (cf 1.3):
QA F F

|

como catA < 2 existe una seccion homotépica s de ps.
Sea H -+ A -2+ (A la fibracién homotépica (cf capitulo 6) asociada a s. Se
tiene s o, ~ %, por tanto ps 0 soi, ~ iy ~ *. La inclusion de la fibra i, es trivial y

entonces en la cofibracién homotoépica H e A—C};, la cofibra C;, tiene el tipo
de homotopia de AV X H.
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A partir de las cofibraciones de Ganea construiremos la cofibracién homotépica
del enunciado. Sea FE el producto fibrado homotépico de s : A — GA y 1y :
G1A — GLA, sean s’ : E — G1A, q1 : E — A las aplicaciones inducidas:

* 4>G1AL>G2A

o1

H q0 El q1 A

Utilizando la composiciéon de productos fibrados homotoépicos se tiene que el pro-
ducto fibrado homotdpico de s' y x — G A tiene el tipo de homotopia de H y la
composicion ¢; o ¢p es homotopa a la aplicacién i, en particular ¢ o gg ~ *.

Sea Cy, la cofibra de ¢p, utilizando la composicién de sumas amalgamadas
homotdpicas:

H q0 E1 q1 A

o=

* qu A \/ EH

se deduce que la suma amalgamada de q; y ¢4, es la cofibra de ¢; o o, 0 sea, la
cofibra de 7.
A partir de la suma amalgamada homotdpica:

F1 4>G1A

|

*4>G2A

y de la aplicaciéon s : A — G A podemos realizar la construccion conocida como
el cubo triple (cf 6.14) para obtener una suma amalgamada homotdpica:

(H x Fy)/H Coo
| |
* AVYH

En otras palabras, obtenemos la cofibracién homotépica del enunciado:

(Hx F)/H — Cy — AVEIH
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Estudiemos primero el tipo de homotopia de (H x Fy)/H. La proposicién 1.3.3
nos dice que F} tiene el tipo de homotopia de QA x QA = YQOQA A QA. Utilizando
la suma amalgamada homotopica

QA/\QA*>1<
* F

la proyeccién H x Fy — F} y el cubo triple obtendremos una cofibraciéon ho-
motodpica:

(QAAQA) x H) JH — + — (H x F})/F,

Por tanto (H x Fy)/Fy ~ S [(RAAQA) x H) /H| y entonces, utilizando la
férmula que desarrolla la suspensién de un producto, se tiene que:

YI((QANQA) x H) /H) ~S(QANQA)VE(QAANQA)ANH).

Determinemos el tipo de homotopia de Cy,. Consideremos la primera cofi-
braciéon de Ganea QA — PA — (G A, en términos de limites homotdpicos se
tiene una suma amalgamada homotdpica:

QA ——*

|

*4>G1A

Sea la aplicacién s’ : B — (G A definida anteriormente. De nuevo, con esta apli-
cacion, la suma amalgamada anterior y el cubo triple obtendremos una cofibracion
homotopica:

(QAX H)/H — x — C,

de donde Cyy ~ XQAV (QANXH)

So6lo nos queda demostrar que el espacio H tiene el tipo de homotopia de
Q(x3QA). Tenemos que py o s es hométopa a la identidad en A, por tanto su
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fibra homotodpica es *. Considérese el siguiente diagrama:

F2 *

GoA 2> A

La aplicacién i, : H — A, utilizando las propiedades de los productos fibrados
homotdpicos factoriza a través del punto y y por composicion de productos fibrados
homotdépicos, obtendremos que:

—>

]

S—

es un producto fibrado homotoépico: H tiene entonces el tipo de homotopia de Q2 F5,
donde F3 es la fibra de la segunda fibracion de Ganea que por la proposicion 1.3.3
verifica H ~ Q(XQA A QA). O

3.2 Localizacion de los invariantes.

Denotaremos, como en el capitulo anterior, Wy la categoria de los espacios topo-
l6gicos 1-conexos con punto base *, con tipo de homotopia relativo a x de un
CW-complejo.

Definicién 3.2.1 Categoria fuerte P-local.

Sea P una familia de primos. Dado A € Wy, sea Ap la P-localizacion de A.
Se define la categoria fuerte P-local de A, Catp(A), como la categoria fuerte de
Ap.

Definicién 3.2.2 Categoria P-local.
Sea P una familia de primos. Dado A € Wy, sea Ap la P-localizacion de A.
Se define la categoria P-local de A, catp(A), como la categoria de Ap.
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Sea A € W;. Denominaremos respectivamente categoria racional, categoria
fuerte racional, categoria p-local y categoria fuerte p-local a la categoria de Aj,

categorfa fuerte de Ay, categoria de A, y categoria fuerte de A,), y denotaremos
cato(A), Cato(A), cat,)(A) y Cat,)(A).

Proposicién 3.2.3 Sea P una familia de primos. Para todo A € Wy se tiene
que:

(i) Catp(A) < Cat(A)
(i1) catp(A) < cat(A)

Demostracion. (i) Supongamos Cat(A) < n, existen entonces n cofibraciones:
L,— A — A1 0<r<n

donde Ay ~ *, A,, ~ A. La racionalizacién conmuta con las cofibraciones, tenemos
entonces n cofibraciones (P-locales):

(L’I‘)P B (AT)P - (AT+1)P 0 S r<<n

donde (Ag)p = *y (A,)p ~ Ap.

(ii). Supongamos cat(A) < n. Utilizando la caracterizacién de Ganea 1.3.2,
sabemos que A estd dominado por el n-ésimo espacio de Ganea G, A, por tanto la
localizacién de A, Ap, estd dominada por (G, A)p. Ahora bien, utilizando (i) y el
corolario 1.5.5 obtenemos

catp(A) < catp(G,A) < Catp(G,A) < Cat(GL,A) < n. a.

Los invariantes P-localizados pueden ser iguales o estrictamente inferiores a
los invariantes generales. Veremos a continuacién ejemplos de los dos tipos de
situaciones.

Ejemplo 3.2.4 Categoria y localizacion de esferas.

Utilizando la proposicién anterior y el ejemplo 1.1.4 deducimos catp(S™) = 1y
Catp(S™) = 1 para toda familia de primos P, ya que la localizacién de una esfera
nunca es contractil: m,(S%) = 7,(S") ® Zp = Zp.

Ejemplo 3.2.5 Categoria y localizacion de espacios proyectivos
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La categoria y la categoria fuerte de los espacios proyectivos localizados esta aco-
tada por n. Por otra parte, recordemos que las algebra de cohomologia de CP" y
HP" son algebras polinomiales truncadas, con cualquier tipo de coeficientes, por
tanto, la nilpotencia de la cohomologia, que acota inferiormente la categoria, sera
siempre n.

Ejemplo 3.2.6 Categoria y localizacion de espacios de Moore .

Consideremos la multiplicaciéon por p” de la esfera S™, siendo p un primo fijado.
Denotemos M (n,p") el cono de esta aplicacién, que denominaremos espacio de
Moore de tipo (n,Z/p"Z).

Obsérvese que la cofibracién:

ALY M(n,p")
es la suspension de la cofibracién:
gn—1 X, gn-1 M(n—1,p")

por tanto un espacio de Moore es una suspension no trivial, y asi su categoria
fuerte y categoria son iguales a 1. Utilizando la proposicién anterior, obtendremos
que catp(M(n,p")) <1y Catp(M(n,p")) <1

Supongamos P una familia de primos tal que p no pertenezca a P. La P loca-
lizacion de la aplicacién S™ 2P, " e un isomorfismo, puesto que hemos invertido
p, v asi su cofibra, la P-localizaciéon de M (n,p"), es el punto . En este caso la
desigualdad es estricta catp M (n,p") =0 < catM(n,p") = 1.

Al contrario, si p pertenece a la familia P de primos, la categoria P-local y
la categoria fuerte P-local de un espacio de Moore coincidiran con los invariantes
generales, pues en este caso H,(M(n,p") ® Zp = H,(M(n,p");Zp) = Z/p"Z, el
espacio no es contractil.

Ejemplo 3.2.7 Categoria y localizacion de S*" ™ Ug ™.

Sea 8 : S™ ! — S*"*1 una aplicacién continua, donde m > 2n + 2, sea Cy =
S2t1 Ug e™ el cono de 3. Por construccion se tiene que catCs < CatCs < 2,
veremos en el capitulo 5, que segtn la aplicaciéon 3, se puede tener 1 = catCp <
CatCpg = 2, ¢ incluso catCg = CatCs = 2. Vamos a comprobar que existe siempre
una familia P tal que:

catp(S¥" Uz e™) = Catp(S*" T Uge™) =1
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La aplicacién 3 € m,_1(S* 1) es un elemento de torsién, ya que los grupos de
homotopia de las esferas impares, si m — 1 > 2n + 1, son todos de torsién. Sea ¢
la torsion de (3, sean p; donde ¢ =1,...,n los factores primos de t y sea P una
familia de primos disjunta con {pi,...,p,}. La P-localizacién de la aplicacién [
serd la aplicacion trivial, puesto que 3 es de t-torsion y t es inversible al localizar
en P. La cofibra de 3p es la suma puntual de esferas P-locales S7™ vV S, que es
un espacio de categoria y categoria fuerte iguales a 1.

3.3 Categoria dos racional.

Recordemos que en el caso general, un co-H-espacio que no sea una suspension es un
espacio cuya categoria fuerte no coincide con la categoria. La siguiente proposicion
muestra que en el caso racional, este tipo de ejemplos no aparecen:

Proposicién 3.3.1 [36] Sea A € Wy. Supongamos que A es un co-H-espacio,
1-conexo. Entonces Ag tiene el tipo de homotopia de una suma puntual de esferas
racionales.

En particular de esta proposiciéon y 1.5.10 se deduce:

Corolario 3.3.2 Sea A € Wy, se tiene que Cat(Ay) = clg(Ag), es decir, para
espacios racionales la categoria fuerte coincide coincide con la longitud en esferas.

La proposicion 3.3.1 demuestra que un espacio racional, 2-conexo, tiene cate-
goria uno si y solo si tiene categoria fuerte uno si y sélo si su longitud en conos de
esferas es uno. Este hecho motivé la siguiente conjetura:

Conjetura de Lemaire y Sigrist. Sea A un espacio racional 1-conexo, de
tipo finito. Se tiene que catA = CatA.

Recientemente N. Dupont ha encontrado un ejemplo de espacio racional con
categoria tres y categorfa fuerte cuatro [11]. Sin embargo, para espacios de cate-
goria dos, de tipo finito, la conjetura fue demostrada por Félix y Thomas en [13]
utilizando modelos de Sullivan. El resultado es cierto sin la hipdtesis “tipo finito”:
es una consecuencia de la cancelacion racional del capitulo anterior.

Teorema 3.3.3 Sea A un espacio racional 1-conexo. Se tiene que
catA < 2 si y solo si CatA < clgA < 2.
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Demostracion. Supongamos que catA < 2, existe una cofibracién homotopica
(cf 3.1.1):
YL—YK — AVYXH

donde H = Q(x*QA), XL = «*QAV (N2 QAANYH) y XK = QA V (QANXH).

Como A es un espacio racional y las cofibraciones conmutan con la raciona-
lizacion, podemos suponer la cofibracion anterior formada por espacios racionales,
y utilizando la proposicién 3.3.1, deducimos la existencia de una cofibracién:

\/ st \/ 8 L Av\/ s™

reR seS teT
y por el teorema de cancelacion 2.3.1, sabemos que existe otra cofibracion:
! !
\/ SnT 12 \/ Sns n A
reR’ ses’!

entonces CatA < clgA < 2. O

3.4 Los espacios p-descomponibles.

En esta secciéon nos ocuparemos de los espacios p-locales cuyo espacio de lazos
admite una descomposicion. Utilizaremos la notaciéon usual:

] QSF E=2n

Definicion 3.4.1 Sea p un nimero primo. Un espacio A € WY se dice p-descom-
ponible hasta m si existe un m € N U {oo} tal que QA ~ @y [Tpex O™ x E siendo
E € WY un espacio m-conezo.

Un espacio descomponible segiin [2], [37] es un espacio p-descomponible hasta
oo para todo primo p.

Teorema 3.4.2 Sea p un nimero primo, sea A € Wy finito de dimension m. Si A

es un espacio p-descomponible hasta m y catAg,) < 2, entonces CatAy < clgAy) <
2.
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Este teorema establece una condicién necesaria para que los espacios de cate-
goria dos sean descomponibles en el sentido general:

Corolario 3.4.3 FEspacios descomponibles.
Sea A un descomponible segin [2], [37]. Entonces, para todo primo p se tiene:
catAp) < 2 sy s6lo si cls Ay < 2.

En particular se deduce que si existe un primo p tal que la p localizacién de
una suspension no tiene longitud en conos de esferas menor que dos, la suspension
no es descomponible. Por ejemplo, XCP" (n > 3) no es descomponible, ya que su
localizacion en dos tiene longitud en conos n.

Para CW-finitos cuya homotopia racional sea finita McGibbon y Wilkerson
[30]E han demostrado que son espacios descomponibles para casi todo p. Este
resultado y el teorema 3.4.2 implican:

Corolario 3.4.4 Sea A € Wy, finito, racionalmente finito y no contrdctil. Si
catA < 2 entonces CatAy) < clsApy < 2 para casi todo p.

Demostracion del teorema. Todos los espacios considerados en esta prueba son
p-locales, incluidos las esferas y los Q*. Sea A € W p-descomponible hasta m, es
decir, su espacio de lazos verifica:

QA= [ Q" x E

keK

siendo E un espacio m-conexo. Como catA < 2, existe una cofibracion homotépica

(cf 3.1.1):
FZQAV (NQAANSH) X5 SQAV (QAANSH) 5 AVYH (%)

Utilizaremos la descomposicion de QA para demostrar que los espacios de la
cofibracién () son, hasta cierta dimensién, sumas puntuales de esferas y poder
entonces utilizar el teorema de cancelacion p-local.

Aplicando las féormulas que relacionan ¥ y x obtenemos:

SQA=S(]] Q" x E) =%(]] Q™) VIEV
keK keK

S(EA T 9™)
keK
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Denotemos E' = XE V [E(E A [Tiex )], este espacio E' es (m + 1)-conexo.
La formula ¥ (TTrex Q™) = Viea S™ implica

QA =\/ 8"V E.
keA

Sustituyendo YA por esta expresion en la cofibracién homotépica anterior (x)
obtenemos:

\/ S vE £ \/S*"VE, - Av\/S"VE;

reR keK leL

donde Fy, Ey yEj3 son espacios topologicos, (m + 1)-conexos como minimo, siendo
m la dimensién de A.
Sean R™ ={re R / n, <m}ly K™ ={ke K | n, <m}. Por

el teorema de aproximacion celular podemos restringir la aplicacién anterior a la

L (m) . - .
aplicacion V,cpem S™ = Vyexom S™ y construir el siguiente diagrama donde las
lineas horizontales son cofibraciones homotopicas:

(m)
- 1
Vyerm 8™ ——— Ve gm S Cum

¢
\i

\/reRSnT \/El HV’CEK Snk \/EQHA\/VIEL Snl \/Eg

|

A \/ \/leL<m) Snl

La aplicacién inducida ¢ : Cu(m> — AV Ve, S™ V Ej5 es un isomorfismo en ho-
mologia hasta el grado m e inyectiva en m+1, ya que las inclusiones V,cgm) S —
Vier O™ Vierom S™ — Ve S™ son isomorfismos hasta el grado m. Existe en-
tonces un subsuma puntual V;c;m) S™ de Ve S™ tal que la composicién de la
aplicacién inducida ¢ : C\,m) — AV Ve 8™V E3 y de la proyeccién AV Ve, S™V
Ey — AV Ve, S™ induce un isomorfismo en homologia. En resumen, tenemos
una equivalencia de homotopia entre C\,m) y AV Ve S™; podemos suponer que
existe una cofibraciéon homotopica:

\/ 8™ 5 \/ s Lo Av /ST

reR keK leL
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Abusamos de la notacién denotando p y 7 las restricciones de i y de . Recordemos
que como A es de tipo finito, también lo sera X H, en particular, la suma puntual de
esferas p-locales V<, S™ hasta dimensién m es una suma puntual finita. Utilizando
el teorema de cancelacion p-local 2.4.1, deducimos la existencia de una cofibracion:

VA VAN~ L Ay

reR’ keK’

y por tanto CatA < clgA < 2. O



Capitulo 4

Categorias de un producto.

En la primera seccion estudiaremos la categoria del producto de dos espacios. Si
los espacios son conexos por caminos y completamente normales, Fox desarrolla en
[14] la desigualdad de Bassi:

cat(A x B) < catA + catB

Ganea conjetur6 la igualdad si el espacio B era una esfera, es decir cat(A x
S"™) = catA+ 1. Esta conjetura ha sido un problema abierto durante muchos anos.
K. Hess y B. Jessup la demostraron para espacios racionales, pero en el caso general
resulta ser falsa: muy recientemente Iwase ha encontrado un espacio () verificando
cat(@Q x S™) = cat@) para todo n > 2.

En la segunda seccién nos ocuparemos de la categoria fuerte de un producto,
desarrollando el resultado de Takens [39] conocido como el teorema del producto
mixto:

Cat(A x B) < catA4+max{CatB, 1}.
e ilustraremos este resultado con ejemplos sencillos donde la desigualdad es estricta.

En la tercera seccion estableceremos, para espacios de categoria fuerte uno, la
relacion entre esta férmula del producto mixto y el Producto de Whitehead Gene-
ralizado. Recordemos que un espacio de categoria fuerte uno es una suspension,
por ello la acotacién Cat(XA") x (XB’) < 2 equivale a la existencia de una apli-
cacion entre suspensiones cuya cofibra sea (XA’) x (¥B’). Arkowitz construye una
cofibracién homotépica:

YAANB — YA VEB — YA x EB

95
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lo que nos proporciona una demostracién alternativa del hecho Cat(XA’) x (XB') <
2.

El resultado de Arkowitz fue generalizado por Rutter en [35], quién construyo
una cofibracién homotopica:

ANB - SAVB— (SA) x B

cuando B es un co-H-espacio.

En la cuarta secciéon presentaremos la construccion de w. Este resultado se
utilizara en el capitulo siguiente para calcular la categoria fuerte de cierto espacio
producto.

4.1 Categoria de un producto.

Las referencias de esta seccién son [14] y [41].

Definicion 4.1.1 Diremos que un espacio A es completamente normal si dados
dos subespacios Fy y Fy de A tales que F1NFy = F1NFy, = , existen dos abiertos
UyVenAtal que I CU yF, CV .

El siguiente teorema es un resultado de Bassi [3] dado a conocer por Fox en
[14] (Teorema 9).

Teorema 4.1.2 Sean A y B dos espacios topologicos conexos por caminos com-
pletamente normales. Se verifica:

cat(A x B) < catA + catB

En particular, el resultado es cierto para CW-complejos conexos.

La demostracién de este teorema utiliza la nocién de subconjunto categérico,
que generaliza la nocién de abierto categérico del primer capitulo y que introduci-
mos a continuacion:

Definicién 4.1.3 Sea A un espacio topolégico y sea F' C A un subespacio cual-
quiera de A. Diremos que F es categorico si existe un abierto categorico V- de A
tal que FF C V.

La nocién de espacio con buen punto, es decir que la inclusiéon * — A sea una
cofibracién, equivale a exigir que el punto sea categérico [38].



o7

Propiedad 4.1.4 Sea A un espacio topolégico conexo por caminos y completa-
mente normal. Si Fy y Fy son dos subconjuntos categoricos de A tales que F1NFy =
FiNF, =10, se tiene que Fy U Fy es categorico.

Demostracion. Por definicién de espacio completamente normal existen dos
abiertos disjuntos Dy y D, tales que F,. C D, ,r = 1,2, y puesto que son
categoricos, existen dos abiertos categoricos Uy y U; tales que F. C U, ,r =1,2.
Definamos V, = D, NU, ,r =1,2. Los abiertos V. son categéricos, su interseccién
es vacia y el espacio es conexo por caminos, por tanto V; U V5 es categdrico y es
un abierto que contiene a Fy U F5. O

Definicién 4.1.5 Sea A un espacio topoldgico, diremos que una cadena finita de
abiertos (respectivamente cerrados) de A, Vo =0 C Vi C ... CV, = A es una fil-
tracion categdrica abierta (respectivamente cerrada) de longitud n si las diferencias
V., —=V,_1, r=1,...,n son subconjuntos categdricos de A.

Lema 4.1.6 La existencia de una filtracion categorica abierta de longitud n es
equivalente a la existencia de una filtracion categorica cerrada de longitud n.

Demostracion. Dada {V, }o<,<, una filtracion categérica abierta de longitud n,
se construye {U, }o<r<, una filtracion categérica cerrada definiendo U, = A—V,,_,.
El reciproco es andlogo. o

Proposicién 4.1.7 Sea A un espacio topologico, A admite una filtracion catego-
rica de longitud n+ 1 si y solo si catA < n.

Demostracion. Dada {V, }o<r<ns1 filtracion categérica abierta, sea U, el abierto
categérico que contiene a V, —V,_1, r =1,...,n+1. La familia {U, }1<,<n+1 €s un
recubrimiento de A formado por n 4 1 abiertos categéricos, por tanto catA < n.

Reciprocamente, sea {U, }1<,<n+1 un recubrimiento de A formado por n + 1
abiertos categéricos. Se define Vi, = U*_, U, para todo k =1,...,n+1y Vy = 0.
La familia {Vj}o<k<n+1 s una filtracién categdrica abierta de A. O

Demostracion del teorema 4.1.2. Supongamos catA = n y catB = m. Uti-
lizando la proposicion 4.1.7 sean {V, }o<r<nt1, {Us}o<s<m+1 filtraciones categéricas
cerradas de A y de B respectivamente. Supongamos m < n, definimos los siguiente
subconjuntos cerrados de A x B:

We= U VxU,
r+s=k+1
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donde k =1,...,n+m+1. Demostraremos que {Wy}r=1. n+m+1 €s una filtracién
categérica cerrada de A x B.
Se tiene que

Wi —We= U (VG =Vie) x (Us=User), k=1,....n+m.

r4+s=k+2

Para simplificar, denotemos W, = (V. —V,_1) x (Us — Us_1). Los espacios
W, s son producto de espacios categéricos, por tanto, son categéricos de A x B.
Supongamos ademéas r < 1’y s > &', se tiene que

Wr,s N Wr’,s’ = @
Wr,s N Wr’,s’ - @

utilizando la propiedad 4.1.4, se deduce que Wi, — Wy, al ser unién de los W, ,
es a su vez categoérico. O

4.2 Categoria fuerte de un producto.

Los resultados de esta seccién han sido demostrados por Takens [39].

Teorema 4.2.1 Sean A, B espacios con el tipo de homotopia de CW-complejos
conexos. Se verifica:
Cat(A x B) < catA+madx{ CatB,1}.

Demostracion. Podemos suponer K y L poliedros conexos, K ~ By L ~ A,
sean (K,t'), (L,t) triangulaciones fijadas. Sea k =max{CatK, 1} y n = catL.
Existe un recubrimiento {V;}7_, de (L,t) formado por subcomplejos cerrados
categoricos.

Admitamos por el momento el siguiente lema:

Lema 4.2.2 Si CatB < k, para cada niumero n existe un poliedro K, con el tipo
de homotopia de B y una familia de n+1 recubrimientos {{U; ;}_}1_, de K con
las siguientes propiedades:

1. Eziste una triangulacion t de K tal que todos los U;; son subcomplejos
cerrados de (K,t).

2. U ; es contrdctil para todo i, 7.

3. U Ui; = K para cada j.

4. Ui’j ﬂUi/J‘/ = (Z) St 1 +] =17 +j/.
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Sea una familia de n+1 recubrimientos {{U; ;}}_,}7_, de subcomplejos cerrados
satisfaciendo las propiedades de este lema 4.2.2; como k > 1, podemos suponer que
los U; ; son todos distintos de K.

Se tiene un recubrimiento de K x L formado por los subcomplejos de la forma
Ui ; x V;. Estos subcomplejos no son, en general, contractiles en si mismos, tienen
el tipo de homotopia de Vj. Por hipdtesis V; es categorico, es decir, contractil en L,
por tanto existen aplicaciones ¢ : C(V;) — L, donde CVj es el cono de Vj, tales
que ¢(v,0) = v Vv € Vj. Existe una triangulacién ¢; del cono C(V;) y aplicacién
simplicial ¢; : (C(V;),t;) — (L,t) verificando ¢; ~ ¢ y ¢;(v,0) = v.

Sea A7 el complejo simplicial contractil cuyo conjunto de vértices es J, y cuyo
conjunto de ¢g-simplex es el conjunto de todos los subconjuntos de g+ 1 elementos de
J. El conjunto J se elige lo suficientemente grande de manera que cada (C(V;),t;)
pueda incluirse simplicialmente en él; sea o; : (C(V}),t;) — A’ tales inclusiones
simpliciales.

Definimos una familia de aplicaciones x; : (C(V}),t;) — [0,1] como sigue:
cada vértice de la base va a 0, todos los otros vértices van a 1; k; es lineal en cada
simplex.

Finalmente, construimos una sucesién de inclusiones «;; : [0,1] — K tales
que:

(a) ai;j[0,1] N Ui, = ai;(0).

(b) (U;; Ulmay ;) N (Upy Ulmay ) = 0 para i+ j =14’ + 5/,

(c) Hay una subdivision t"” de (K, t') tal que para todo (i,7) la aplicacién «; ;
es lineal sobre cada 1-simplex.

Obsérvese que las o; ; pueden construirse sélo si ninguno de los U; ; es igual a
K.

Ahora podemos atar el cono de V; sobre el producto U; ; x V; tomando :

Wij = (Ui x Vi x AT) U {(quk;(u,t), ¢5(u, 1), 05(u,t)) / (u,t) € C(V))}.

Estos espacios W ; verifican las siguientes propiedades:

1. W, es un subcomplejo cerrado de K x L x A’; esto es cierto porque «; jk;,
¢; y 0; son simpliciales con respecto a la misma triangulacién ¢; de C(V;).

2. W, ; es contractil.

3. Wi "Wy =0sii+j=1i+j; como se puede comprobar al proyectar
sobre K.

4. Ui Wij =K x Lx A’

Por tanto Cat(K x Lx A7) < n+k, y como A7 es contractil, Kx L ~ K x LxA”,
se tiene que Cat(K x L) < cat(L)+méx{Cat(K),1}. O.
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Demostracion del lema 4.2.2.

Fijaremos n y probaremos el lema por induccién en k.

Para £ = 0 el lema es trivial tomando Uy; = B. Dado un k arbitrario si
Cat(B) = k existe (Teorema 1.5.3) una cofibracién homotdépica:

L' —B,,— B

donde Bj_; tiene CatB,_1 < k — 1. Estos espacios tienen el tipo de homotopia
de CW-complejos 6 ,de manera equivalente [31], de complejos simpliciales. Sean L
aproximacién simplicial de L', M aproximacién simplicial de B,_; y sea u : L —
M aproximacion simplicial de la aplicacién L' — Bj_1. Se verifica que B tiene el
tipo de homotopia del cono de la aplicacion pu.

Si T: M — M es una equivalencia de homotopia, la composiciéon 7o pu :
L — M’ también verifica (i) y (ii). Por induccién podemos suponer que dado
M, con Cat(M) = k — 1, existe un complejo simplicial M’, una equivalencia de
homotopia 7 entre M y M’ y un conjunto de n + 1 recubrimientos {{V;;}}=5 Hio
satisfaciendo las propiedades 1, 2, 3 y 4 del lema. Sea K el cono de la aplicacion
7o u. El tipo de homotopia de K coincide con el tipo de homotopia del cono de p,
podemos suponer que 7 o i es simplicial (con respecto a triangulaciones t y t' de L
y M’ tales que los conjuntos V;; sean subcomplejos con respecto a t') y por tanto
K es un complejo simplicial. Dado un subconjunto W de M’ sea Wt] el siguiente
subconjunto de K:

Wit]=WuU{(l,t) / Toul) e W yit <t}

Obsérvese que W [t] tiene el tipo de homotopia de W. Podemos ahora definir
los recubrimientos K:

1

ij — Vij | 7T & ':,...,k—l,':,...,.
U’] V7][j+2‘| 2 0 i 0 n

1
Uk, = {(l,t)/te [M,l } C K.

Las propiedades 1, 2, 3, v 4 se deducen directamente. O

Ejemplo 4.2.3 Sean M(n,p), M(n,q) dos espacios de Moore, de tipo (n,p), (n,q)
respectivamente, donde p y q son dos primos distintos, n > 1. Fxiste una equiva-
lencia de homotopia

M(n,p) vV M(n,q) ~ M(n,p) x M(n,q).
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En particular
cat(M(n,p) x M(n,q)) < catM(n,p) + catM(n, q).

Cat(M(n,p) x M(n,q)) < catM (n,p) + maz{ CatM (n,q), 1}.
En otras palabras, existen dos suspensiones cuyo producto sigue siendo una sus-
pension.

4.3 Producto de Whitehead Generalizado.

Dadas o € 7,(S"), f € m4(S™) recordemos que el producto de Whitehead de «
y [ es un elemento [a, 3] € m15-1(S"). Arkowitz generaliza en [1] esta nocién
definiendo el Producto de Whitehead Generalizado:

Sean a € [YA, W], 5 € [¥B,W], donde A y B son CW-complejos conexos
localmente finitos y W es un espacio topoldgico cualquiera. Sean f: YA — W'y
g : 2B — W dos representantes de las clases a y (3 respectivamente. Denotemos
pa:Ax B — A, pg: Ax B — B las proyecciones canénicas. Consideremos
las composiciones f': X(A x B) >4 vA 1w, g : ¥(A x B) 5 NB L W,
Sea [f’,¢'] el conmutador de [y ¢ en el grupo [L(A x B),W]. Se tiene que
la restriccién de [f’,¢'] a XAV B es trivial, por tanto, este conmutador pasa al
cociente:

S(A % B) U9l W
\ %
Y(ANB)

Definicién 4.3.1 Dados «a € [XA, W], B € [EB, W], donde o = [f], B = [g], se
define el producto de Whitehead generalizado [a, ] € [SA N B, W] como la clase

de homotopia de [f', ¢'].

Este producto de Whitehead generalizado verifica propiedades analogas al pro-
ducto de Whitehead usual: anti-conmutatividad, identidad de Jacobi, bi-aditividad,
es nulo si W es un H-espacio...

Por otra parte, utilizando este producto generalizado, Arkowitz construye una
aplicacién w : 3(A A B) — XAV ¥B cuya cofibra homotépica es ¥A x ¥ B. En
términos de invariantes homotopicos, esta cofibracién demuestra que la categoria
fuerte del producto de dos suspensiones es menor o igual a dos.
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Teorema 4.3.2 Sean i; : YA — YAV YXB eig: XB — YAV XB las inclusiones
canonicas. Sea w : YANB — YAV XB el producto de Whitehead generalizado
de i1 e i5. Se tiene una cofibracion homotopica:

YAAB Y YAVEB 5 YAXx YB

siendo © la inclusion de la suma puntual en el producto.

4.4 El Teorema de Rutter.

El teorema de Rutter es una generalizacién del producto de Whitehead de Arkowitz:
sustituye una de las suspensiones por un co-H-espacio, obteniendo una cofibracion
del mismo tipo.

Teorema 4.4.1 [34] Sean A y B espacios 1-conezxos, con el tipo de homotopia de
un CW complejo con buen punto. Sea B un co-H-espacio. Fxisten tres aplicaciones
w, h y Kk, donde h es una equivalencia de homotopia y k es homdétopa a la identidad,
que hacen conmutar el siguiente diagrama de cofibraciones homotopicas:

BAA—"-BvVYA-—""—(C,—>%(BAA)

o

BVYA—>BxYA——=BAYA

Sea B un co-H-espacio. Existe una sucesién exacta corta escindida de co-H-
espacios:

SB TAAB
B (A A B) vV B ANDB
B SAAB

Obsérvese que las secciones y las retracciones dependen de la comultiplicacién de
B.

Considérese la cofibracién homotépica:
A4 Ax B2 (ANB)V B
a la que se le asocia la siguiente co-accién:

(AANB)VB - SAV(AAB)V B.
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Las aplicaciones ¢z and ¥ también dependen de la comultiplicacién de B.
Sea w la aplicacién compuesta:

@:ANB™E2 (AANB)VB -5 SAV(AAB)VBY2 YAV B.

La aplicaciéon w : AN B — YAV B dada por Rutter [34] es una aplicacién
hométopa a w.

Observaciéon 4.4.2 i) Si se supone el espacio B cogrupo podemos eliminar la
hipdtesis sobre la conexion de A y B.

i) La construccion de w depende de la comultiplicacion de B; de hecho, la clase
de homotopia de w estd determinada de manera unica por dicha comultiplicacion.

Proposicién 4.4.3 Si B es una suspension, la aplicacion w coincide con el pro-
ducto de Whitehehad generalizado.
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Capitulo 5

Cat (S3Ugqe) x (S3Uq e").

En el primer capitulo se han definido dos invariantes numéricos del tipo de homo-
topia, la categoria catA y la categoria fuerte CatA, que verifican catA < CatA <
catA + 1. Existen ejemplos donde esos dos invariantes no coinciden, entre ellos el
descubierto por Bernstein y Hilton en [6]. Este ejemplo se construye tomando la
aplicacién a : S — S3, donde « es el generador de p-torsién de ma,(S?). El cono
de esta aplicacién, S3 U, €1, es un co-H-espacio y no es una suspensién, o sea
cat(S? U, e*Pt1) =1, y Cat(S? U, e*t1) = 2.

El objetivo de este capitulo es el estudio de la categoria fuerte de la localizacién
en 3 del espacio (S? U, e”) x (S? U, e7). Utilizando el teorema de Takens 4.2.1, y
la proposicion 1.4.2 se demuestra que la categoria de este espacio es dos. Ahora
bien, las formulas de Takens para la categoria fuerte sélo aseguran que

Cat(S3 Ua 67)(3) X (83 Ua 67)(3) < 3.

La determinacién de Cat de este producto es un problema propuesto por Ganea
en [17], ya que cualquiera de los dos valores posibles 2 6 3, tiene consecuencias
interesantes. Demostraremos aqui que Cat(S* Uy, €7)3) X (S® Uy €7) 3 = 2. Se
encuentra asi un espacio cuya categoria fuerte no aumenta al multiplicarlo por
si mismo, de categoria fuerte dos y sin torsién en homologia.

Empezaremos el capitulo con una seccién en la que introducimos, en un caso
particular, el invariante de Hopf y los resultados obtenidos por Bernstein y Hilton
en [6] que relacionan este invariante con la categoria de un espacio.

La segunda seccién estd dedicada al espacio S* U, €’, utilizando los resultados
de la primera secciéon deduciremos que es un co-H-espacio que no tiene el tipo de
homotopia de una suspension.

65
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La tercera seccién se ocupa del estudio de Cat(S? U, 67)(3)E X (8% Uq €7)(3).-
Utilizando el resultado de Rutter explicado en el capitulo 4, construiremos una
cofibracién 3-local:

Z = (87 Ua )3 V (S° Ua €)a) — (S*Ua €M) % (S° Ua ) gy)
A partir de esta construccién, utilizando 1.5.6, se obtiene otra cofibracién 3-local:
L— 3N — (S* Uy )5 x (S Ua €)3)

y asi la categoria fuerte de este producto es dos.

5.1 El invariante de Hopf.

Los resultados que presentamos a continuacion para las esferas fueron demostrados
por Berstein y Hilton en [6] en un contexto més general. Seai: AVA — A x A
la inclusion canénica de la suma puntual en el espacio producto.

Lema 5.1.1 Consideremos la sucesion exacta larga asociada al par (Ax A, AV A)

o (AX AAVA) 25 (AVA) S m(Ax A) L

Entonces existe un morfismo de grupos & : m.(A x A) — 7w,.(AV A) natural y
tal que i, 0 & = Id.

En particular, si » > 2 los grupos son abelianos, la sucesién exacta es escindida
y existird por tanto un morfismo de grupos w: m.(AV A) — 1,41 (A X A, AV A)
tal que wo d, = Id, d,ow + £ o0iy, = Id.

Definicién 5.1.2 Invariante de Hopf.
Sea § € m,(S™), yv : 8" — S" V S" la comultiplicacion de S™. Definimos el
invariante de Hopf de 5 como H(B) = w(v o B) € m41(S™ x 8", 8" v §").

Teorema 5.1.3 Sea 3 € m,(S™). Si H(5) =0 la cofibra de [ es un co-H-espacio.
En particular, sea a : S® — S? un generador del subgrupo de torsién 3 del

grupo abeliano 75(S?), S?U,e” la cofibra homotdpica de tal aplicacién y (S*Uye™) s
su localizacion en 3.
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Propiedad 5.1.4 S* U, €”, (S* U, e7)(3) son co-H-espacios.

Demostracion. Sea a : S — S? el generador de torsién 3 de m4(S?). El
invariante de Hopf de o pertenece al grupo de homotopia relativo m7(S? x S3,S3 v
S3), ahora bien, « tiene torsién tres y sin embargo m7(S? x S3, 83V S?) = 74(S%) =
Z/2Z; el invariante de Hopf es un morfismo de grupos por construccion, por tanto
H(a) = 0. A partir del teorema 5.1.3 se tiene que S* U, e’ es un co-H-espacio, es
decir cat(S3 Ua 67) < 1. Como la categoria de una localizaciéon es menor que la
categorfa del espacio se tiene que cat(S* Uy e") 3y < 1y asi (S*U, €)@ es también
un co-H-espacio.

5.2 Los co-H-espacios S*U, ¢’ y (S*U, 67)(3).

Consideremos de nuevo o : S® — S? un generador del subgrupo de torsién 3
del grupo abeliano 74(S?). En esta seccién veremos que este co-H-espacio y su
localizaciéon en 3 son co-H-espacios que no tienen el tipo de homotopia de una
suspension.

Proposicién 5.2.1 [6] Sea Cs = S" Ug €™ el cono de una aplicacion continua
B : 8™ — S™. La cofibra Cs tiene el tipo de homotopia de una suspension si y
solo si la aplicacion B es homodtopa a una suspension.

Propiedad 5.2.2 S?U, e no es una suspension.

Demostracién. Obsérvese que m6(S?) es el primer grupo de homotopia de S?
con 3-torsion [40], por tanto la aplicacion « no es una suspensién. Se deduce de la
proposicién 5.2.1 que S? U, €’ no tiene el tipo de homotopia de una suspensién. O

Para demostrar que la localizacién en 3 de S* U, e’ tampoco es una suspensién
utilizaremos el siguiente lema, que también serd empleado en la seccion siguiente:

Lema 5.2.3 Sea X la localizacion en 3 de S3 U, e” y CP? la localizacion en 3

del espacio projectivo complejo. Existe una equivalencia de homotopia YCP? ~
XV S,

Demostracion del lema 5.2.35.
Sea CP? = (S? U, e* Uy €%)(3), donde g : S* — S? es la aplicacién de Hopf y
¥ : S — CP? la adjuncién de la tltima célula de CP3. La suspensién de CP? es
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(S% Us, €° Usy €7)(3). La suspension de la aplicacién de Hopf Yo es, al localizar en
3, trivial y entonces XCP? ~ 8?3) \Y S‘E’?’). La suspensién de 9 no es una aplicacion
trivial: si lo fuera SCP? serfa una suma puntual de esferas Sf;) VSi;) VS(y) v esto no
es posible porque en CP? existe una potencia de Steenrod no nula que se conserva
al suspender el espacio. La aplicacion (1)) pertenece pues 7T6(S:(33) Vv S‘E’3)) =
7r6(S?3)) = Z(3)0q3) y no es trivial, por tanto (39)i3) = ag) 6 (X9)(3) = 2a(3). En
cualquier caso, como (S*Uqe”)(3) ~ (S*Usqe”)3) (recordemos que la multiplicacién
por dos, en el contexto 3-local, es una equivalencia de homotopia), se tiene que
YCP3~ XV 8?3). O

Propiedad 5.2.4 (S U, e7)(3) no es una suspension.

Demostracién. Sea X la localizacién en 3 de S U, e”. La cohomologia de X
con coeficientes en Z/3Z se reduce a:

H*(X;Z/3Z) = H*(X;Z/3Z) ® H(X;Z/3Z) = a3Z/3Z & a;Z/37Z

Ahora bien, la equivalencia de homotopia del lema 5.2.3 nos asegura la existencia
de una potencia de Steenrod P!(a3) = a;. Supongamos que X es una suspension
YW, entonces

H*(W:Z/3Z) = H*(X:Z/3Z) ® HY(X:Z/3Z) = b,Z/3Z & beZ/3Z

y como las potencias de Steenrod se conservan bajo suspension, tendriamos que
PL(by) = bg, 1o que no es posible por ser (by)? = 0. O

Observacién 5.2.5 [20] Sea o una co-multiplicacién de (S* Uy, €”). La racio-
nalizacion de (S® U, €7) es la suma puntual de esferas racionales S3 V S{ pero

la racionalizacion de o no es nunca la co-multiplicacion usual de suspension de
3 7

5.3 La categoria fuerte de (S*U,e")3) X (S*Uqe€")(3).

Recordemos que trabajamos en la categoria W, de espacios con el tipo de ho-
motopia de CW complejos 1-conexos y con buen punto base. En esta seccion
trabajaremos con los espacios 3-locales definidos en el capitulo 2. Para simplificar
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las notaciones, denotaremos Y = S3 U, €7, X la localizacién en 3 de Y, CP* la
localizacién en 3 del espacio proyectivo complejo de dimensién 2k, y S* la esfera
3-local de dimensiéon k. En otros casos, dado W € W} denotaremos como es usual
W3y la localizacion en 3 de W.

El resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.3.1 FEuxiste un espacio 3-local Z y una aplicacion v : Z — X V X
tales que: .
75 XVX S5 XxX

es una coftbracion homotopica.

La suma puntual X V X es un co-H-espacio, el corolario 1.5.7 indica que existe
un espacio K tal que X V X V XK es una suspension. A partir de la cofibracion
del teorema 5.3.1 podemos entonces construir una cofibracién homotépica:

uVIK

ZVISK "2 X VX VIK —5 X x X

de donde se deduce:
Corolario 5.3.2 La categoria fuerte de (S* Uy €7)(3) X (S* Uy €7)(3) es dos.

Para demostrar el teorema utilizaremos la siguiente proposicion cuya demos-
tracion se encuentra al final de la seccion.

Proposicién 5.3.3 Eriste una equivalencia de homotopia X A CP3 ~ Z v ¥*X
donde Z es un espacio 3-local, Z = S> U e Ue’ Ue'3.

Sea j : Z — X A CP? la composicién de la inclusién y de esta equivalencia de
homotopia.

Demostracion del teorema 5.3.1
Aplicando el teorema de Rutter (cf 4.4.1) a los espacios B = X y A = CP?,
sabemos que existe una aplicacién X A CP? - X v XCP? tal que el siguiente

diagrama es conmutativo:

X ACP3—> X v ECP? —* Cp —2—= (X A CP?)

o .

X VIECP? — X x XCP? —— X A XCP?
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donde A es una equivalencia de homotopia y s es una aplicacién hométopa a la
identidad.

Denotemos F,, : (X A CP?*) AT — C,, la aplicacién inducida por w, del cono
reducido en la cofibra de w, recordemos que se verifica ho F,,0ig = hot,ow = iow.

Sea 7 : XCP? — X la composicién de la equivalencia de homotopia del lema
5.2.3 y de la proyeccién canénica. Sea j : Z — X A CP? la inclusién de la
proposicion 5.3.3.

Definimos la aplicacién v : Z — X VX como la composicién u := (X Vr)owoj.

Z X ACP? S X vEePP YT X v X

Vamos a demostrar que existe una equivalencia de homotopia p : C;, — X x X,
entre la cofibra homotépica de u, C,, = (X VX)U(ZAI), y X x X.

Construccion de p.

Sea F,, : ZNI — (', la aplicacién inducida por u del cono reducido en la cofibra
deu. Sea G : ZANI — X x X la aplicacién compuesta G = (X xm)oho F,0(jAI)

G:ZAT LS (X ACPYHYAT L2 0 5 X x DCPP 2T X x X

Como G(2A0) = (X xm)ohoF,(j(2)A0) = (X xm)oiowoj(z) = io(XVm)owoj(z) =
iowu(z), el siguiente diagrama es conmutativo:

RN
X x X

Entonces existe una unica aplicacion p : ¢, — X x X tal que pot, = iy
poF,=G.

Tenemos que probar que p es una equivalencia de homotopia. Podemos cons-
truir la aplicacién inducida entre las cofibras homotépicas: p: X7 — X A X y
obtener asiEl Eun diagrama de cofibraciones homotdépicas:
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7 2 XvX Cy, — Y7
|| ' pl ﬁl
XVX 5 XxX — XAX

Como los espacios son 1-conexos, tenemos que p es una equivalencia de homo-
topia si y solo si p es una equivalencia de homotopia .

Sea la aplicacién (X Am)o3j: X7 — X A X. Demostraremos en los lemas
siguientes que es una equivalencia de homotopia y que p es hométopa a esta apli-
cacion teniendo asi completa la demostracion del teorema.

Lema 5.3.4 p~ (X A7) o j.

Lema 5.3.5 (X A7) oXj es una equivalencia de homotopia .

Demostracion del lema 5.3.4:

Sea v : Z — X V X.CP? la aplicacién compuesta v := w o j. Utilizaremos esta
aplicacion para construir una cofibracién ”intermedia” entre la cofibracion asociada
a u y la cofibracion asociada a w.

Sea

Z - X VICP? - C,

tal cofibracion, donde la homotopia es F,, : Z A1 — C,,.
Construiremos dos aplicaciones «’ : C, — C,, f : C, — C,, tales que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X VICP? —— X x %.CP? > X ANCP?
w / Lw h// é 3/
X ACP?> X Vv XCP? Cy Y(X A CP?)
Jp I . XV A Xxm 5 ) XA
7 —— X v XCP? < C, WA
I = S =t
u / Ly, / 5
Z XVX c,=2 WA P

Construccion de © . Cy, — C,.
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Considérese el siguiente diagrama:

Z—=X Vv ECP?

Como F, (2 AN0) =1, 0u(z) =t,0 (X Vrm)owoj(z) =t,0(X Vm)owu(z), este
diagrama es conmutativo. La propiedad universal de C, implica la existencia de
una tnica aplicacién 7’ : C,, — C, tal que 7’ o1, = 1,0 (X V1) y F, =7 o F,.

Construccion de f : C, — C,,.

Considérese el siguiente diagrama:

Z—>X v YCPpP?

Como F,0(jAI)(2A0) = F,(§(2) AO) = tyow(j(2)) = twov(z), este diagrama
es conmutativo. La propiedad universal de C', nos proporciona una tnica aplicacion
f:C,— Cy,talque vy, = four,y foF,=F,0(jAI).

Conmutatividad de la cara intermedia:

Tenemos que probar que po 7’ = (X X 7)o ho f, para ello verificaremos que
las dos aplicaciones son soluciones del mismo problema universal. Sea de nuevo
G:ZANI — X x X la homotopia G = (X x 7)o ho F,o(jAI). Como
Goigy=iou=1io0 (X V) ow, tenemos un diagrama conmutativo:
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Z—>XVvICP?

RN
X x X

Entonces existe una tnica aplicacién x : C, — X x X tal que yor, = io(X V)
y xXo F, = G.
Por tanto, se verifican las siguientes igualdades:

{ (X xm)ohoflo,=(XXm)ohot,=(XXm)oi=1io(XVn)
(pom)or,=poi,o(XVrm)=io(XVm)

(X xm)ohof)oF,=(X xm)ohoF,o(jAL)=G
(pow’)onzpoFu:G

y entonces y = (X xm)oho f=pon

Conmutatividad de la cara de la derecha:

En el gran diagrama anterior, la cara del extremo derecho se obtiene a partir
de la cara del medio utilizando las propiedades de las cofibraciones, todas las
aplicaciones son aplicaciones inducidas entre cofibras (cf capitulo 6). Se tiene
entonces que p = (X A7) o roXj. Utilizando el teorema de Rutter (cf teorema
4.4.1), sabemos que k es hométopa a la identidad y asi, p ~ (X A7) o 3j. a

Demostracion del lema 5.53.5

Sea Z3) la localizacién del anillo de enteros Z en 3. A partir de la descom-
posicién celular de ©Z, de X AXCP? y de X A X obtenemos la homologfa de estos
espacios:

H,(XZ;Z3)) = Zgyag @ Zz)a10 D Zzybio © Zzybis
H,.(X N XZCP?; Zs) = H(XZ;Z)) ® Zgyas © Zg)bio
H. (X N X; Z(g)) = Z(g)a’ﬁ © Z(3)a’10 ©® Z(g)bllo ©® Z(3)b/14

donde ay;, a} y by son generadores de grado t. Denotamos ¥j, : H.(XZ) —
H,(XACP?) y (X A7), : H,(X ACP?) — H,(X A X) las aplicaciones inducidas
en homologia por 7 y X A 7. En nuestras hipotesis, sélo tenemos que comprobar
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que (X A7),03j, es un isomorfismo. Ademéds, como estos médulos de homologia son
modulos libres sobre Zs), es suficiente demostrar que (X Am),0¥j, es sobreyectiva.

La aplicacion (X A7), : Ho(X A CP?) — H,(X A X) es sobreyectiva, por
serlo X V7 y X x m. Por razones de grado tendremos la inclusion

(X AT NH(X AX)) C H(SZ; Zg3)

y entonces la composicién (X A7), o ¥j, es sobreyectiva.
O

Observacion 5.3.6 En el lema 5.3.5 se prueba que X N X es la suspension de Z.

Demostracion de la proposicion 5.3.3.
A partir de la cofibracién homotdpica

SR S

obtenemos, utilizando la relacién entre el producto reducido y las cofibraciones,
que

S6 A CP? “29%° g3 A CP? 2P x A CPP,

Vamos a demostrar, utilizando una recurrencia, que la cofibra de a A CP3, es decir
X A CP3, tiene el tipo de homotopia de (S° U e Ue® Uel?) v ¥2X. Empecemos
estudiando la aplicacién o A CP2.

Sea la cofibracién homotdpica S* — 82 —£. CP2. Vamos a utilizar la funto-
rialidad del producto reducido y los grupos de homotopia 3-locales de las esferas
[40] para construir el siguiente diagrama de cofibraciones homotdpicas:

*

S0 S8 S8\ §lo
|
S6 SOAL, v
S0 A 83 222 g6 A 82— g6 A CP?
a/\S3l a/\Szl la/\CPQ
S3/\g S3/\LQ
S3ASE—=S3 A S2——=83 A CP?
|
N
S6 . S5 S5 v 87
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Obsérvese que la parte central del diagrama conmuta exactamente, mientras que
la parte superior e inferior conmuta sélo salvo homotopia. Las equivalencias de
homotopia inducidas o, y o9 dependen de estas homotopias. Sin embargo, por
la, construccién de la aplicacién inducida entre cofibras, la composicién: o3 o (a A
CP?) o 0y restringida a S® es a A S? = X2a. Sea ¢’ : S — S5V S7 la restriccién
de gy0 (a ACP?) 00y ala esfera S'°. La cofibra de (a A CP?), el espacio X A CP?
tiene el mismo tipo de homotopia que la cofibra de ¥?a + o”.
Se tiene que o’ € m15(S® vV S7), donde

7T10(S5 V S7) = 7T10(S5) D 7T10<S7> D 7T10(ZQ<S5) A Q(S7))

El espacio (XQ(S°) A Q(S7)) es 10-conexo y como hemos localizado en 3,
m10(S®) = 0 [40], se tiene entonces que o’ € m(S® vV S7) = mo(S7) & Z/3Z.
Ademss, la aplicacién ¢’ no puede ser trivial, si lo fuera la cofibra de X2« V o,
que tiene el tipo de homotopia de X A CP?, serfa ¥2X Vv 87V S!''. Ahora bien,
YXACP? ~ X A(S?V S5 ~ 33X VY°X y este espacio no tiene el tipo de
homotopia de la suspensién de ¥2X v ST v S

Utilicemos este resultado para calcular o A CP3. Sea ¥ : S° — CP? la
aplicacién de adjuncién de la dltima célula de CP3, recordemos que Y9 = «,
entonces SO A = XPa : SH — S¥ y S3AY = Y20 : S® — S°. Construyamos un
diagrama analogo al anterior:

gl1 _Yoavx g8\ Q10 — > g8 12/ 10
|
o1 ~|0o1
SG 9 S6 A N
S0 A 8566 A P2 —> 86 A CP?
anS® aAnCP? lcx/\CP?’
3 0 @5 SN o3 o Sy 3 3
S3AS>——=S? A CP S A CP
|
o2 ~ |02
v
EEC LRy, J— Y PCRVE

cuyas partes superior e inferior conmutan salvo homotopia, y cuya parte central
conmuta exactamente. Denotemos &, y &, las aplicaciones inducidas entre las
cofibras por o1 y oy respectivamente. Estudiemos la aplicacién 50 (a A CP3) 057,
ya que al ser g1, 09 equivalencias de homotopia, la cofibra de esa composicién tiene
el tipo de homotopia de la cofibra de o A CP3, es decir, de X A CP3.
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Por construccién de aplicacién inducida entre las cofibras, la restriccion de
g2 0 (a A CP?) 0 gy a S es la restriccién de g9 0 (e A CP?) 0 07 a S, es decir
o' € mo(S7). Sea v la restriccién de 75 o (e A CP?) o 5, al espacio S® U e!?. Se
tiene que v € [SP U e'?, S5 U e’ vV S7]. Como S® U e'? es una suspensién, se tiene:

[SPue'? SPUe’ Vv ST [STue QS Ue’ v ST
donde
QS* U’ VST ~Q(SPUe”) x QST x Q(EQ(S* U e’) A QST)

y asi:

[S"Ue'?, S°UeVST) = [SUe'?, S°Ue’|[SPUe'?, 8T|@[SP U e'2, 5 (Q(S° U e®) A Q(ST))]

Estudiemos los dsos ultimos factores utilizando la sucesion exacta asociada a la
.y Y«
cofibracién S =5 88 — S8 U el?.
El segundo factor es nulo, ya que se tiene una sucesién exacta:

.[S%,87] «— [S*Uel2, 8T [S2,87]...

donde [S8,S7] =0y [S'2,S7] = 0.

Respecto al tercer factor, obsérvese que 3 (Q(S° U e®) A (2(S7)) = SH ue® U
e!® ..., es decir, su esqueleto de orden doce estd formado solamente por S, y
por aproximacién celular se tendra que [S® U e?, ¥ (Q(S®° Ue?) A (Q(S7))] = [S® U
et?,SH]. Ahora bien, este grupo es nulo, ya que se tiene igualmente una sucesion
exacta:

L [S5, 81— [8P U et 81— [8'2,81] ..

donde [S®,S'"] =0y [S'?,S!] =0.
Por tanto v € [S® U e'?,S° Ue? vV ST] = [SP U e!? S5 U Y], y asf la aplicacién
v + o’ tiene como cofibra [S5 U e Uy (S Ue'?)] v 21X, O



Capitulo 6
Apéndice: Limites homotdpicos

En la categoria homotépica las nociones de suma amalgamada topoldgica o de pro-
ducto fibrado topoldgico no tienen sentido pues no conservan el tipo de homotopia,
como demuestran los siguientes ejemplos:

Producto fibrado. El espacio de caminos de un espacio A con punto %, denotado
PA es un espacio contractil; sin embargo, en los siguientes productos fibrados
topoldgicos:

QA—PA I*)I
£4>A *—>A

el espacio de lazos de A, A, no tiene en general el tipo de homotopia de .

ESuma amalgamada. El cono reducido de un espacio A con punto * es contractil;
sin embargo, en las siguientes sumas amalgamadas topologicas:

A—ANDT A—>

L

la suspension reducida de A, YA, no tiene en general el tipo de homotopia de x.

Definiremos las nociones de suma amalgamada homotoépica y de producto fi-
brado homotépico segin Mather [29] pues, exigiendo ciertas condiciones en las
homotopias, se obtienen objetos y propiedades “casi” universales en la categoria
homotopica.

7



78

En general, en este apéndice, los espacios considerados son espacios topologicos
Hausdorff con buen punto base %, las aplicaciones continuas conservan * y las
homotopias son relativas a *, aunque se pueden demostrar resultados andlogos para
espacios sin punto base. Las pruebas de los resultados enunciados se encuentran en
[29]. Denotaremos en general la aplicacién identidad de un espacio como el propio
espacio, para que los diagramas sean mas claros.

S.A.H.y P.F.H.

Dado A espacio topoldgico con punto base x. Denotaremos respectivamente A x'1
el cilindro reducido y A A I el cono reducido.

AX'T=(AxD/{x}xI  AANT=(AxI)/(Ax{1}U{x} x1I)

Abusando de la notaciéon denotaremos de la misma manera las inclusiones iy :

A — A X'I donde iy(a) = (a,0) e ig: A — A NI, donde ig(a) = (a A0).

Sean p: A — B, v: A— D dos aplicaciones continuas. Sea

\/

(A X'I),

la factorizacién de v a través del cilindro reducido de v. Recordemos que iq es
una cofibraciéon y v es una equivalencia de homotopia. Denotaremos C,,, la suma
amalgamada topoldgica de ig: A — (A X'I),UD yde u: A— B.

Definicién 6.1 (Suma amalgamada estindard)
Llamaremos suma amalgamada homotopica estandar, s.a.h.e., de p y v al sigu-
tente cuadrado homotopicamete conmutativo:

A——D

ul |

L
B—— C,ug/

donde C,, = BU, (Ax'I)U, D, ¢, : B — Cy,, t, : D — C,, son las
inclusiones canonicas y la homotopia, denommada homotopia estandar, viene dada
E:AxX'1—C,,, E(a,t) =|a,t].

TR
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Propiedad 6.2 La nocion de s.a.h.e. es simétrica en B y D.

Considérese el siguiente cuadrado conmutativo salvo homotopia:

A—=D
. l
B——~C
siendo H : A X' I — C' la homotopia de eo v a no pu.

Utilizando las propiedades de la suma amalgamada C,,, = BU, (A x'I)U, D
podemos definir a partir de las aplicaciones n, H y € una aplicacién continua
nUHUe:C,, — C de la manera siguiente:

nUHUe(b]) =n(b) nUHUe(a,t]) = H(a,t) nUHUe([d]) = e(d)

Definicién 6.3 Con las notaciones anteriores, el cuadrado homotopico ABDC,
con la homotopia H, se dice una suma amalgamada homotopica, s.a.h., si la apli-
cacton nU H U e es una equivalencia de homotopia.

Ejemplo 6.4 Suma amalgamada topologica de una cofibracion.

Sip: A — B es una cofibracién, la suma amalgamada topolédgica, con la ho-
motopia estatica es una s.a.h., puesto que la suma amalgamada topoldgica de una
cofibracién es un retracto por deformacién de la s.a.h.e.. En particular, como
suponemos que los espacios tienen buen punto, las inclusiones x <— A, * — B son
cofibraciones y asi la suma puntual de dos espacios es una s.a.h., con la homotopia
estatica.

Ejemplo 6.5 La suspension de A.



80

El siguiente cuadrado es una s.a.h.

E—i 3

|

—3XA

con la homotopia H : A x'IT — YA, H(a,t) = [a,t].

Las definiciones duales de Eckman-Hilton de s.a.h.e. y s.a.h. se denominan res-
pectivamente producto fibrado estandar, p.f.h.e., y producto fibrado homotépico,
p.f.h., nos ocuparemos de ellas en la 1ltima seccion.

Cofibraciones homotdpicas

Esta seccion esta dedicada a las propiedades de las cofibraciones homotopicas, que
definimos a continuacién como un caso particular de s.a.h.

Definicién 6.6 Cono de una aplicacion.
Sea 1+ A — B una aplicacion continua. El cono de p, que denotaremos C,,

es la suma amalgamada homotopica estindar de p: A — B y A — x,
A——

I

-~ ¥

B—1~

D

donde C,, = BU,(AN]) y E : AX'l — C,, es la homotopia estindar E(a,t) = aAt.

En otras palabras, el cono de p es la suma amalgamada topoldgica de 75 : A —
AANTy p: A— B. Paratodo u denotaremos ¢, : B — C, la inclusién candnica
y F, : ANT — C), la aplicacién inducida.

w

A

B
iol Lui
F,

o

ANT—=C
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Obsérvese que F), 0 ig = ¢, o i, por tanto, la aplicaciéon compuesta A x'I —

ANT LN (), es una homotopia hasta el punto para ¢, o . A menudo, abusando
de la notacion, utilizaremos F), como la homotopia desde ¢, o p a *.

Consideremos dos aplicaciones yp : A — By n: B — C cuya composicién
sea homotdpicamente nula. Sea H : A x’I — C una homotopia de no v a .
La homotopia H factoriza a través del cono reducido A A I, ya que H(*,t) =
x Vt € I. Abusando de la notacién denotemos H : A A1l — C' esa factorizacién
y construyamos el siguiente diagrama:

A 2
Fu
ANT—

La propiedad universal de C), nos proporciona una unica aplicacién continua
(nUH):C, — Ctalque (nUH)ov, =ny (WUH)oF,=H.

Definicién 6.7 Una cofibracion homotopica de homotopia H es una s.a.h. de ho-
motopia H:
A——x
-
B——=C
0 de manera equivalente,
sean A - B y B -5 C' dos aplicaciones cuya composicion es homotdpicamente
nula. Sea H : AN — C' una homotopia de noy a *. Diremos que A -+~ B -5 C
es una cofibracion homotdpica de homotopia H si la aplicacion inducida por H y
n, nUH :C, — C es una equivalencia de homotopia.

Propiedad 6.8 Dada una aplicacion p: A — B existe una sucesion de cofibra-

ciones:
5 Zp

YA ¥B

A—t-p—-C,

es decir, cada espacio es la cofibra homotopica de la aplicacion que le precede.
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Propiedad 6.9 La aplicacion inducida.

Sean A 5 B 1 C, A X B s C dos cofibraciones homotdpicas de
homotopias respectivas H y H'. Supongamos que existe un diagrama conmutativo
salvo homotopia:

A—"-B
|
A g

siendo K : A X' I — B’ la homotopia de ® o pi a p' o ¢.
_Entonces existe una aplicacidn d: C — C'" y dos homotopias K : Bx'T — C'
y K :Cx'1T— A" :

5 Zp

AtepleoLena e
R
Y e T S W I 3y B

tales que K es la homotopia de ®on an' o® y K esla homotopia de X¢ 0 a
5od.

Las aplicaciones ®, K y K estan determinadas de manera Unica, salvo homo-
topia, por una condicién de compatibilidad [29].

Propiedad 6.10 Las cofibraciones y el producto reducido.

., ¢ § . ..
Sea A X5 B - C wuna cofibracion homotépica y D —— D' una aplicacion
continua. Entonces se tiene un diagrama que conmuta salvo homotopia:

AAND M BAD ™ oA D

A/\{l B/\fl C/\fi

D D
AND B AD 2 oA D

donde la linea superior e inferior son cofibraciones homotopicas y la aplicacion
inducida por la propiedad 6.9 es C' N\ &

Proposicién 6.11 Las tres s.a.h.
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Consideremos un diagrama :

Ao Ay
N N
Al——— A
By ——— B
N N
B —— B
N Ny
Ch C

donde la cara superior y la cara intermedia son s.a.h., y A, — B, — C,. son
cofibraciones homotopicas para r = 0,1,2. Se tiene que la cara inferior es una
s.a.h. siy solo si A— B — C' es una cofibracion homotépica.

En particular, obtenemos la siguiente propiedad:

Corolario 6.12 Las cuatro cofibraciones.
Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo salvo homotopia:

Ay A
vl nl
By 2 B

Denotemos A, B, Cy y Ci, las cofibras respectivas de p, 6, v y n y denotemos
n:A— Byd:Cy— Cy las aplicaciones inducidas. Obtenemos un diagrama
conmutativo salvo homotopia:

A & 4, — A
vl nl il
By — B, — B
| ! !
C() — Cl — C

en el cual C es la cofibra homotdpica comin de & y de 1.
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Fibraciones homotépicas y el axioma del cubo

El siguiente resultado, conocido como el axioma del cubo se utiliza muy a menudo
en el contexto de los limites homotépicos. Tiene la particularidad de no verificarse
al dualizar, i.e. el enunciado dual que consiste en intercambiar s.a.h. por p.f.h. es
falso.

Teorema 6.13 Consideremos una suma amalgamada homotépica de homotopia
H:

Ag s Ay

lu luz

A, Ly
Sea f : B — A una aplicacion. Denotemos fo : By — Ao, f1r : BT — A1 vy
fo 1 Bo — Ay las aplicaciones inducidas por f, siendo By el p.f.h. de f y de

p1ou; By el p.fh. de fydeu; By el p.fh. de f y de uy. Es decir, tenemos un
cubo conmutativo salvo homotopia:

T

Se tiene que la cara superior del cubo es una s.a.h.

Presentamos a continuacién una construccion combinando las tres s.a.h. y el
axioma del cubo.

Proposicién 6.14 FEl cubo triple.
Consideremos una suma amalgamada homotopica de homotopia H :

Ayt Ay

| im)

A1L>A



85

Sea F — B 15 A una fibracion homotopica, sea C' la cofibra homotdpica de la
inclusion ' — B. Denotemos fo: By — Ag, f1: B1 — Ay y fo : By — Ay
las aplicaciones inducidas por f, siendo By, By y By el producto fibrado homotopico
de f y p1 0 pg, p1 y pe respectivamente. Obsérvese que la fibra homotopica de las
aplicaciones f, es F parar = 0,1,2. Denotemos B,./F' la cofibra homotdpica de la
inclusion F — B, para r = 0,1,2. Se tiene que

Bo/F E—— BQ/F
B,/F ——=B/F
es una suma amalgamada homotopica.

Demostracion. Consideremos el siguiente cubo conmutativo salvo homotopia:

By By

N N
By B

L
N N

Ay A

Las caras laterales son p.f.h., la cara inferior es una s.a.h.., por el azioma del cubo
se tiene que la cara superior es una s.a.h. La fibra homotdépica de las aplicaciones
verticales es F', construyamos un cubo doble que conmuta salvo homotopia:

F F

By B

F \F
.

By B

BO/F I E—— BQ/F

N N
By/F

B/F

Las caras superior e intermedia del cubo doble son s.a.h., utilizando la proposicién
sobre las tres s.a.h. obtendremos que la cara inferior es una s.a.h. O
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